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Le Diable a fait un miroir.

Déformant bien entendu.

Pire que cela, inversant.

Tout ce qui s'y reflete de beau devient hideux.

Tout ce qui y parait de mauvais semble irrésistiblement séduisant.

Michel Tournier, Le vent Paraclet
a propos de « La Reine des Neiges » d’Andersen.
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Introduction

Ce livre est destiné aux collégiens et lycéens qui participent a
des clubs de mathématiques, aux enseignants qui les animent, et
aux collegues curieux, en particulier ceux investis dans les « la-
boratoires de mathématiques » qui, & l'initiative du ministere,
se créent aujourd’hui dans nombre d’établissements®. Il pourra
aussi, j'espere, aider les enseignants qui préparent le CAPES
et intéresser des adultes aimant les mathématiques pour elles-
mémes.

Par conséquent les questions y sont abordées sous ’angle de la
curiosité, de la découverte, du plaisir d’une activité de recherche
libre, qui ne cesse pourtant pas d’étre a proprement parler une
discipline exigeante.

Un club de maths n’est ni une structure de soutien pour des
éleves « en difficulté » ni une écurie d’entrainement aux concours
généraux ou aux olympiades internationales. C’est un moment
de la semaine (une heure trente, par exemple) ou des volontaires
de « niveaux » variés se réunissent avec un animateur enseignant
pour faire des mathématiques.

Je connais des clubs ou viennent des filles et des garcons de
classe de seconde, de premiere et de terminale, mélées. La classe

1. https ://eduscol.education.fr/1469 /laboratoires-de-mathematiques.
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de troisieme, également, est particulierement propice a cette ac-
tivité parce que c’est sans doute vers quinze ans que les jeunes
sont les plus disponibles aux activités mathématiques.

Dans ce livre, il s’agit de partir a la découverte d’une transfor-
mation particulierement intéressante, I'Inversion. Relativement
aux autres questions de géométrie abordées en college et en ly-
cée, c’est un sujet moderne. Elle apparait et prend forme au dix-
neuvieme siecle.

Elle ne doit donc rien a Euclide ni aux grands géometres
de I"Antiquité, contrairement a toute la géométrie des figures
planes, ou des solides de l’espace, aux coniques, etc. On peut
le comprendre car c¢’est une théorie non linéaire. Les images de
trois points alignés ne sont pas, en général, trois points alignés.
L’image d’un milieu n’est pas le milieu des images. Les images
de deux droites paralléles ne sont pas des droites (ni des cercles)
paralléles, etc.

Mais contrairement a la géométrie des figures planes, la géo-
métrie de I'inversion ouvre sur quantité de questions que ’on peut
rencontrer a I'université : géométrie projective, groupe circulaire,
géométrie hyperbolique, etc.

Dans ce livre, 'inversion est traitée comme elle ’était au lycée
jusqu’en 1972, date a laquelle elle a disparu des radars, éliminée
par la réforme dite « des maths modernes ». Les connaissances
requises sont accessibles en classe de troisieme (a l’exception du
dernier chapitre, sur Iécart inversif). Certaines sont rappelées
(évoquées) dans le chapitre RESU. La lectrice et le lecteur consta-
teront qu’il n’y a pas de « cours » : tout commence et tout finit
par des questions, tout au plus introduites par des définitions.
Plus loin, il y a les réponses, en général assez completes, mais qui
contiennent souvent d’autres questions destinées a soutenir la vi-
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gilance du lecteur. Le mot « Scholie » signifie « commentaire »,
en plus snob.

Ces réponses sont des démonstrations et le style méme des
démonstrations mathématiques est difficile a appréhender pour
le débutant. J’imagine que I’éleve aura participé a la recherche
de la réponse en club, avec l'aide de 'animateur enseignant, et
que, s’il y a quelque chose qui le tracasse, ou qui, au contraire, lui
plait, il revisite le sujet chez lui. Dans ce cas, elle ou il aura inté-
rét a refaire la figure, mais pas a 'identique. J’utilise Geogebra,
qui offre un grand nombre d’outils de constructions : médiatrice,
perpendiculaire, bissectrices, mener les tangentes, faire une sy-
métrie... permettant d’aller plus vite a I'essentiel (méme si, ces
constructions élémentaires, il FAUT savoir les faire avec une regle
et un compas). Dans le livre, les figures ne sont pas en couleur
mais dans idéal, la couleur est tres utile (et agréable).

Celle ou celui qui étudiera tout le livre sera devenu, je I'espere,
un ezpert... et continuera sa route.

En mathématiques (comme en musique), rien n’est vraiment
facile. On ne comprend tout de suite... que ce que l'on savait
déja. Et on ne comprend finalement, que ce qu’on a démontré
soi-méme, & sa maniére (ne serait-ce qu’en changeant le nom des
points). Le bonheur, ¢’est quand une réponse entraine une autre
question, a laquelle on ne sait pas répondre... et I’enseignant non
plus.

En maints endroits le lecteur pourra trouver le texte insuffi-
samment clair, voire maladroit ou erroné.

J’accueillerai volontiers les observations a l’adresse suivante :
« appeldesmaths@gmail.com ».






Chapitre 1

Birapport

1.1 Définitions, propriétés

Soient quatre points distincts A, B, C, D d’une droite.

On appelle birapport de ces quatre points, ou parfois birapport
de C et D par rapport & A et B, et on note [4,B,C, D], le nombre
réel :
CA DA o CA.DB
: ——, que 'on peut aussi écrire : r =

CB DB CB-DA

11
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Comume il s’agit de mesures algébriques, la droite est supposée
porter un repere. Mais comme le birapport ne fait intervenir que
des quotients de mesures algébriques, il ne dépend ni de 'orienta-
tion choisie, ni de I'unité de longueur (ni de I'origine, pourquoi 7).

Il faut bien comprendre comment est écrite la formule. Les
points C' et D sont les origines des segments, dont A et B sont les
extrémités. L’ordre des points compte évidemment, par exemple
[A, B,C, D] # [A,C,B,D]. Le second, qui est le birapport de B
BA DA

et D par rapport a A et C, vaut r = et ce n’est pas,

m‘
Qu
S
Q

en général, la méme quantité.

Comme il y a 24 maniéres ! de ranger quatre objets (ici, quatre
lettres), on pourrait s’attendre a former, avec ces quatre points,
24 birapports différents. Mais, comme nous le verrons, certaines
permutations de lettres ne changent pas le birapport.

1.1.1 Questions

Question 1

Montrez que r est différent de 0 et de 1.

Question 2

Montrez que le birapport de A, B par rapport a C, D est
le méme que celui de C, D par rapport a A, B, c’est-a-dire :
[C,D,A,B] = [A,B,C,D).

1. Il y a deux manieres de ranger deux lettres : A,B et B,A, six manieéres
d’en ranger trois : A, B,C;A,C,B;B,A,C;B,C,A;C, A, B;C, B, A et pour
quatre lettres...
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Question 3

Montrez que les 24 manieres de ranger les quatre points ne
donnent au plus que 6 valeurs correspondantes du birapport, liées
entre elles par des formules simples.

N.B. Cet exercice nécessite une assez longue exploration qui
releéve plus de 'analyse combinatoire et de ’algébre que de la géo-
métrie. On peut trouver cela amusant, comme on peut le trouver
ennuyeux. Il est permis de se contenter de regarder le résultat
(les 6 valeurs).

Question 4

Montrez que pour certaines valeurs de r, ces six valeurs ne
sont pas toutes distinctes.

Expression analytique

Si dans un repere les points A, B, C, D ont des abscisses a,
b, ¢, d, le birapport [A,B,C,D] de (C, D) par rapport a (A,B)
s’écrit... (faites la transcription).

Projection

Si 'on projette orthogonalement, ou parallelement a une di-
rection quelconque les points A, B,C, D sur une droite (7),
en A', B, C’, D', le birapport est conservé, puisque la formule
ne fait intervenir que des quotients de segments et que les
nouveaux segments sont proportionnels aux anciens (Thales) :

[A,B,C,D] = [A',B",C".D].
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Question 5

Soient trois points A, B, C, supposés distincts, et r, un réel.
Peut-on toujours trouver un point D tel que [A, B,C,D] = r?
Ce point est-il unique ?

Question 6

Soient quatre points tels que, en prenant l'origine en A, les
abscisses de C, B, D soient en progression géométrique de raison
k # 0. Combien vaut le birapport [A, B,C, D] ?

Du birapport de quatre points au birapport de quatre
droites

C’est avec la propriété suivante que I'on commence a voir
I'importance de la notion de birapport.

Appelons faisceau de droites la donnée de quatre droites
distinctes et concourantes.

Question 7

Soient quatre points alignés, A, B, C, D, et un cinquiéme point,
O, non situé sur cette droite, exprimez le birapport [A,B,C,D]
en fonction des angles des droites (OA), (OB), (OC) et (OD).

Ce résultat permet de parler du birapport d’un faisceau de
droites. On note [(OA),(OB),(0C),(OD)] =r

Division harmonique

Lorsque [A,B,C,D] = r = —1, on dit que les quatre points
forment une division harmonique. Les points C' et D sont
alors conjugués harmoniques par rapport a A et B.
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CA DA
Dans ce cas on a — = ———, c’est-a-dire que C et D sont
CB DB

les deux points qui divisent le segment [AB] dans un rapport de
longueurs (donc positif) donné.
AC BC
On a aussi £ 70 c’est-a-dire [C,D,A,B] = —1, donc

AD BD
A et B sont également conjugués par rapport a C' et D.

Etant donné un point O en dehors de la droite (AB), les quatre
droites (OA),(OB),(0OC),(OD) constituent un faisceau har-
monique, chacune étant appelée un rayon du faisceau.

Question 8

Prouvez que si [A,B,C,D] = —1, AB est la moyenne harmo-
nique des longueurs AC et AD (relation de Descartes) et que, I
étant le milieu de [AB], la longueur A est la moyenne géomé-
trique des longueurs IC et ID (relation de Newton). Dans les
deux cas, formulez et démontrez la réciproque.

Question 9

Montrez que, si [A,B,C,D] = —1 (division harmonique), on a
des informations sur I'ordre dans lequel sont disposés ces points.

Question 10

D’un point A on meéne les tangentes & un cercle de centre
O, en E et F. On note P et @ les intersections de (AQO) avec
le cercle, et B lintersection de [EF] avec (AO). Montrez que
[P¢QaB7A} ==
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Question 11

Dans un triangle ABC, on note D le pied de la bissectrice
intérieure de A et E le pied de la bissectrice extérieure. Montrez
que [B,C,D,E] = —1.

Question 12

Dans un triangle ABC on note D le pied de la bissectrice
intérieure de A, I le centre du cercle inscrit et I, le centre du
cercle exinscrit tangent a [BC|]. Montrez que [A,D,I,1,] = —1.

Question 13

Sachant que [A,B,C,D] = —1 et que C est le milieu de [AB],
déterminez la position du point D. Montrez comment ce résultat
permet de construire le conjugué harmonique d’un point.

Question 14

Montrez que si (OA),(OB),(0OC),(OD) est un faisceau har-
monique et si les rayons conjugués (OC) et (OD) sont perpendi-
culaires, ils sont les bissectrices des droites (OA) et (OB).

Question 15

Sur le coté [BC] d'un triangle ABC on a un point D et un
point E tels que BD = 2,DE = 3, EC' = 6. Les angles @,
DAFE et EAC sont égaux. Combien vaut cet angle ?

Peut-on choisir la position des points D et E sur [BC] pour
que cet angle mesure 7/6 7

Indication (pour éviter de chercher sur Internet) :

sin 3z = 3sinz — 4sin® .
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Question 16

Soient un triangle ABC et trois céviennes? (AD), (BE),
(CF), concourantes en H. La droite (EFF') coupe (BC) en un
point G. Montrez que [G,D,B,C] = —1.

Question 17

On sait (voir RESU 4) que dans un triangle, le centre du
cercle circonscrit O, le centre de gravité, point de concours des
médianes, G, l'orthocentre H et w le centre du cercle d’Euler (ou
cercle des neuf points), sont alignés. C’est la « droite d’Euler ».
Montrez que [H,G,0,w]| = —1.

Question 18

Montrez que, quatre points A,B,C, D étant donnés sur un
cercle, le birapport du faisceau [(PA), (PB),(PC), (PD)] ne dé-
pend pas du choix du point P sur le cercle.

2. On appelle cévienne une droite qui passe par un sommet d’un triangle.



18 1.1. DEFINITIONS, PROPRIETES

Question 19

Montrez que si deux faisceaux de droites ont le méme birap-
port et une droite commune, les autres droites homologues se
coupent suivant trois points alignés. Autrement dit : sachant que
[(A),(AB),(A7),(49)] = [(Ba'),(BB')(B~'),(B3)], que (Aa) =
(Ba'), que (AfB) et (Bf') se coupent en X, (Av) et (BY') enY,
(Ad) et (BY') en Z, alors les points X, Y, Z sont alignés.

1.1.2 Réponses
Réponse 1

Pour que r = 0 il faut que C' = A ou D = B, mais les points
sont distincts, donc r # 0.

Sir =1, CA/CB = DA/DB. Cela signifierait que C' et D
sont deux points distincts divisant le segment [AB] dans le méme
rapport de mesures algébriques. Mais il n’y a qu’un seul tel point
(tandis qu’il y en a deux s'il s’agit de longueurs), donc r # 1.
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Réponse 2

Il s’agit, dans la formule de définition, d’échanger C et A,
CA-DB . AC-BD

ainsi que D et B. Donc de comparer —

—— et ————.
CB-DA " AD-BC

es

quantités sont clairement égales.

Réponse 3

Il s’agit de développer les constatations de la question 2.

Nous notons ?; ;41 la permutation de deux positions consécu-
tives des quatre lettres (avec la convention que la position qui
suit la quatrieme, est la premiere).

On observe sur la formule que ¢ 2 comme ¢34 produisent un
passage a l'inverse. Si on les applique successivement, rien ne
change, c’est ce qui est vu dans la réponse 2 : si [A,B,C,D] =r,
t12(r) =t34(r) =1/ret [B,A,D,C] =ty 20t34(r) = r. De méme,
la valeur de [C,B,D,A] est l'inverse de la valeur de [B,C,D,A].

Que se passe-t-il si on permute les lettres en position 2 et 3
avec tg 3 7 Le calcul est un peu moins évident. Nous allons montrer
que taz(r)=1—r.

CA-DB AB-DC CA-DB+ AB.DA+ AB-AC

CB- DA CB. DA CB DA
_CA-DA+AB-DA_DA-CB_,
= CB-DA ~CB. DA

Nous avons donc deux permutations remarquables, outre 'iden-
tité. L’une passe a l'inverse, 'autre a la différence avec 1.

t374(?”) = 1/7‘ et t273(7“) =1—-r.

Ici les permutations de quatre lettres sont rangées, par ligne,
de maniére a appliquer successivement ¢34 (en permutant les
deux derniéres lettres) et ¢33 (en permutant les deux et trois).
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[A,B,C,D],[A,B,D.C],[A,D,B,C],[A,D,C,B],[A,C,D,B],[AC,B,D]
(B,C,D,Al,|B,C,A,D],|B,A,C,D],[B,A,D,C],|B,D,AC),[B,D,C,A|
(C,D,A,B],[C,D,B,A],[C,B,D,A], [C,B,A,D],[C,A,B,D],|C,A,D,B]
[D,A,B,C],|D,A,C,B|,[D,C,A,B], [D,C,B,Al, |D,B,C,A], | D,B,A,C]

On passe d’une ligne a 'autre en permutant circulairement,
ce qui transforme le birapport r en r/(r — 1). On peut alors faire
le tableau des valeurs obtenues.

r 1/r 1-1/r | r/(r—1) | 1/(1-1) 1—r
r/(r—1) | 1—-1/r 1/r r 1—r 1/(1—r)

r 1/r 1-1/r | r/(r—1) | 1/(1—7r) 1—r
r/(r—1) | 1-1/r 1/r r 1—r 1/(1—r)

On retrouve bien au maximum six valeurs distinctes du bi-
rapport, sur les 24 permutations.

Réponse 4

En effet, on peut avoir r = 1/r soit 72> = 1. La valeur 1 est
impossible, mais » = —1 ne donne que trois valeurs distinctes :
—1,2,1/2. Pour r = 2 on a les mémes trois valeurs, et aussi pour
r=1/2.Y a-t-il d’autres cas?

Réponse 5

Nous savons que si 7 = 0, ou si » = 1, il ne peut y avoir
de solution. Autrement, prenons 'origine en A et posons b et ¢
(b # c) abscisses de B et de C, puis = I’abscisse du point inconnu.
L’équation en x est

c-(b—ux)
x-(b—rc)

Elle conduit & z(rb—rc+c) = cb. Cette équation est sans solution
sir = ¢/(c—b). Pour toute autre valeur de r, il existe une solution
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unique x = be/(rb — rc + ¢). Par exemple, pour ¢ = 5,b = 6, il
n’existe pas de quatriéme point, D, tel que [A,B,C,D] = —5.
Nous verrons plus loin un cas plus significatif.

Réponse 6
On trouve r = —1/k. On peut faire une figure pour k = —1/2.

Réponse 7

CADB sin AOC sin BOD i
Montrons que =—— = — ———. Comme le sinus
CB DA sin BOC sin AOD
d’un angle de sens positif et inférieur a 7 est positif, nous pouvons

écrire des rapports de longueur.
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On a sin AOC = GC/OC et sin BOC = HC/OC, donc
sin AOC/ sin BOC = GC/HC'. De méme, sin BOD = FD/OD,
sin AOD = ED/OD : donc sinB/O\D/ sin AOD = FD/ED.

D’autre part les triangles AED et AGC sont semblables,
de méme que les triangles BFD et BHC, donc (voir RESU 1)
DE/DA = CG/CA de méme que FD/DB = HC/CB, ce qui

entraine la relation annoncée.

Scholie

Ce résultat a des conséquences remarquables, qu’il convient de
méditer ! Premiérement, il permet de parler, en partant du birap-
port des points [A,B,C,D] d’une droite (d), du birapport de ce
qu’on appellera le faisceau des droites [(OA), (OB), (0OC), (OD)].
Ce sera le méme nombre quel que soit le point O non situé sur
la droite (d) du plan!

FEnsuite, des lors qu'un faisceau de droites d’origine P ayant
un certain birapport r est donné, quelle que soit la transversale
qui coupera ces droites en X,Y,ZT, le birapport de ces quatre
points sera le méme réel r.

Réponse 8

On a : CADB/CB.DA = —1, donc, en prenant l'origine
en A: —c(b—d) = —(b— ¢)(—d) soit dc — bc = db — dc ou
2dc = db + be, et en divisant par bed, 2/b = 1/c+ 1/d ce qui est
la moyenne harmonique, soit encore

2/AB =1/AC + 1/AD.

C’est Descartes qui a fait cette observation.
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Si l’on prend 'origine au milieu de [AB], 'abscisse de B sera
x, celle de A, —z, celle de C, y et celle de D, z. On trouve alors,
apres simplifications, y.z = 22 c¢’est-a-dire

IA?=T1C -1ID

ce qui prouve en particulier que C et D sont sur la méme demi-
droite d’origine I. Cette derniere relation est attribuée a Newton.
On vérifie que I'on a des équivalences :

2 1 1
A B,C,D]=—-1 = — = — + —.
14, ) AB AC+AD

[A,B,C,D] = -1 < [A*=1C-ID.

Réponse 9

Si [A,B,C,D] est une division harmonique, le fait que CA/CB et
DA/DB soient opposés signifie que C' et D sont les deux points
qui divisent le segment [AB] dans le méme rapport de longueur.
Les segments [AB] et [C'D] s’intersectent. De plus, le segment
[CD] est tout entier sur I'une des demi-droites définies par le
milieu de [AB]. En effet, si CA > CB (longueurs), on doit avoir
DA > DB. Et si C est au milieu du segment, ?

Réponse 10

Les triangles rectangles OF' A et OBFE sont semblables, donc
OB/OE = OE/OA, soit OB - OA = OE? = R?> = OP? ce qui,
par la relation de Newton (voir page 23), signifie que [A,B,P,Q]
est une division harmonique.
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E
\A/B (0] Q
F

Réponse 11

On sait (voir RESU 1) que DB/DC = AB/AC = EB/EC,
en longueurs. Comme D est nécessairement sur le segment [BC/,
en mesure algébrique, DB/DC = —EB/EC, donc DB/DC :
EB/EC = —1, CQFD.
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Réponse 12

Il suffit d’appliquer le résultat de la question précédente au
triangle ABD dont (BI) et (BI,) sont les bissectrices.

Réponse 13

Il n’y a pas de point D, puisque CA = —CB, il faudrait que
D vérifie DA = DB, mais DB = DA + AB donc il faudrait que
AB = 0, ce qui n’est pas vrai, puisque les points sont distincts
(c’est la situation de la question 5 avec r = —1).

On peut en rester la, mais si le point C' est trés proche du
milieu, on voit que le point D est trés loin sur la droite (AB).
On peut donc se laisser aller a dire que lorsque C' est le milieu de
[AB], le point D est « a l'infini ». Mais de quel c6té ? Le résultat
de la question 9 c’est que [C' D] est tout entier dans la demi-droite
définie par le milieu de [AB]. Par conséquent, si C' est trés proche
du milieu, a droite (CA > CB)), son conjugué sera tres loin, &
droite. Et s’il est tres proche du milieu a gauche, D sera tres loin
a gauche. Y a-t-il deux points a I'infini 7 Nous retrouverons cette
question plus loin 3.

Un autre aspect de cette question c’est que 'on peut avoir,
de part et d’autre du milieu de [AB], deux points trés proches,
dont les conjugués harmoniques sont tres éloignés, ce qui n’est
jamais le cas pour deux points situés dans la méme demi-droite
définie par ce milieu.

3. Mais le vrai cadre ou formuler la bonne réponse n’est pas celui de ce
livre. C’est celui des espaces projectifs.
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Mais!

Soit un point X non situé sur (AB), considérons les droites
(XA),(XB),(XC). S'il n'existe pas de point D sur la droite
(AB) qui soit le conjugué harmonique du milieu de [AB], existe-
t-il une droite (XU) qui fasse avec les trois autres droites passant
par X un faisceau harmonique ?

Tragons par le point C' une droite quelconque coupant (X A)
en F, (XB) en F et la parallele a (AB) menée par X en U.

Nous allons démontrer que :

C' est le milieu de [AB] <= [E,F,C,U] = —1.

En effet, les triangles FCB et FUX sont semblables, donc
FC/FU = —CB/UX. Les triangles EAC et EXU sont égale-
ment semblables donc EC/EU = CA/UX.

/

Par suite :

VN

CA=CB < FC/FU =—-EC/EU < [E,FC,U]=—1.
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Cette figure précise I'idée intuitive que le conjugué harmonique de
C par rapport & A et B, s’il existait, serait « a I'infini » puisqu’il
serait la ou la parallele & (AB) menée par X « coupe » (AB)
(mais de quel coté?)...

Il résulte de la réponse 9 que si un faisceau de droite est
harmonique, toute transversale qui le coupe en quatre points y
détermine une division harmonique. Que se passe-t-il si une trans-
versale est parallele a 'un des rayons du faisceau, et donc, ne le
coupe qu’en trois points 7 Le résultat a démontrer c’est que I'un
des trois points est le milieu des deux autres.

Ici, on a mené une parallele au rayon (X C') par un point  de
la droite (AB). Cette transversale coupe les autres rayons en G,
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F et H. 1l faut démontrer que H est le milieu de [F'G]. Le lec-
teur ou la lectrice y parviendra par exemple avec le plan suivant.
L’objectif est de démontrer que FH + GH = 0. Premiérement,
détecter trois couples de triangles semblables (et méme homo-
thétiques) de centres A, B, D déterminés par les deux paralléles.
Ecrire des rapports permettant de calculer HI; GI; FI en faisant
a chaque fois intervenir XC' qui est une longueur dont on peut
décider sans probleme qu’elle vaut 1. Passer en abscisses sur la
droite (AB) en prenant l'origine en A donc b est ’abscisse de B,
c celle de C, d celle de D et « celle du point I. [A,B,C,D] = —1
va s’écrire b(d + ¢) = 2cd. On conclut en calculant...

Une construction du conjugué

Il existe de nombreuses manieéres de construire le conjugué
harmonique d’un point par rapport a deux autres points. On peut
déduire un procédé de ce qui précede. Soient trois points A, C, B
sur une droite, nous désirons construire le conjugué harmonique
de C par rapport a A et B. Nous devons trouver un point E sur
(X B) et un point E sur (X A) tels que C soit au milieu de [EE’].

On « pense parallélogramme ». Soit A le symétrique de A par
rapport & C. La parallele & (X A) menée par A’ coupe (XB) en
E. Soit E’ le symétrique de E par rapport a C. E'A’EA est un
parallélogramme donc (AE’)//(EA’)//(AX) et comme il n’y a
qu’'une parallele & (FA’) passant par A, ' € (X A). La parallele
a (EE’") menée par X coupe (AB) en un point D qui est le
conjugué de C' par rapport a A et B.

Réponse 14

Soit un faisceau harmonique (OA),(OB),(OC),(OD) dans le-
quel les rayons (OC) et (OD) sont perpendiculaires.
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Menons par D une parallele & (OC). Cette droite coupe (OA)
en un point E et (OB) en un point F'. Le point D est alors au
milieu de [EF]. La droite (OD) est alors médiane et médiatrice
du triangle EFOF'. Celui-ci est donc isocele et la droite (OD) est
également bissectrice, de méme que la droite (OC'), de 'angle de
ce triangle au sommet O.

Réponse 15

Notons a cet angle de sommet A. Le birapport de [B,D,E,C]
vaut (en prenant lorigine en B) :

EB-CD
———— = (-5)(—9)/(-3)(—11) = 45/33 = 15/11
L = (-5)(-9)/(-3)(~11) = 45/33 = 15/
et donc, d’apres la question 7 :
sin@ . sin@ —15/11 = si'nQa ‘ s%n2a
sin DAE  sin BAC sina  sin3a

soit, apres quelques transformations trigonométriques :

4 —4sin?a 15

3 —4sin2a 11
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ce qui conduit immédiatement a la valeur treés simple sina = 1/4
d’out une valeur approchée de 'angle a qui vaut 14°,48.

On n’est pas obligé de partir du calcul du birapport [B,D,E,C].
Le calcul d’'un autre birapport avec les mémes quatre points et
les mémes longueurs de segments conduit au méme résultat, bien
stir.

Pour généraliser, orientons (BC') de C vers B (pour éviter une
quantité de signes moins) et posons DB = a,ED = b,CE = ¢
quantités positives, et au sommet, répété trois fois, 'angle . On
a donc

~(a+b)(b+c) 4—4sin’a
~ bla+b+tc) 3—4dsin®a’

On voit que, pour a = 7/6, sinaw = 1/2, r = 3/2, ce qui donne
une équation ab+ b? +bc — 2ac = 0 qui a une infinité de solutions
en (a,b,c). Par exemple a = 2,b=c = 1.

Avec ces valeurs, on peut faire la figure, c’est-a-dire situer le
point A, mais attention! Le fait que les sinus des angles en A vé-
rifieront, pour n’importe quelle position de A le méme birapport
[B,D,E,C] (question 7) ne signifie pas que les angles auront les
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bonnes valeurs. On peut commencer par constater que 3a = /2
donc A est sur le cercle de diameétre [BC|. La suite est laissée au
lecteur.

Prolongements

On peut, en posant X = 4sin? o, étudier la fonction homo-
graphique f(X) = %, et ainsi explorer toutes sortes de cas. Les
angles d’un triangle sont inférieurs a 7 donc o < 7/3. La fonc-
tion homographique est croissante sur les intervalles (sa dérivée

est positive) ou elle est définie, etc.

Réponse 16

Comme les céviennes sont concourantes, on a (voir RESU 3
théoreme de Céva)

FB EA DC _
FA EC DB

et comme les points E, F, G sont alignés, on a aussi (théoreme de
Ménélaus) :

FA GB EC _ .

FB GC EA

DC GC
En multipliant ces deux identités, on a : = = —=—=, CQFD.
L’énoncé dit que (EF') rencontre (BC). Quelle est la situation

si (EF)//(BC)?

Cette maniere de conjuguer les théoremes de Céva et Méné-
laus offre également une maniere rapide et pratique de construire
le conjugué harmonique. Soient trois points alignés B, D, C. Pour
déterminer le conjugué harmonique de D par rapport a B et C,
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on place un point A dans le plan (mais pas sur (BC')) et un point
H sur (AD). Puis on trace (BH) et (CH), qui déterminent E
et F' respectivement sur [C'A] et [BA], enfin on trace (EF) qui
coupe (BC') au point G recherché... sauf évidemment si D est au
milieu de [BC].

Réponse 17

On sait (RESU 4) que '’homothétie de centre G et de rapport —2
envoie O en H et que 'homothétie de centre w et de rapport —2
envoie G en H.

On en déduit : OH/OG : wH JwG = 3/(-3) = —1, CQFD.

Réponse 18

C’est une conséquence immédiate de la question 7 : le bi-
rapport du faisceau peut étre exprimé avec les sinus des angles
des droites, et de la propriété des angles inscrits dans un cercle
(RESU 5). La propriété est vraie méme si le point P est situé
entre deux des points A, B,C, D puisqu’on a alors affaire a des
angles supplémentaires, mais sina = sin(m — a). Ceci permet de
parler du birapport de quatre points d’un cercle.

Réponse 19

On considere le faisceau (AX),(AB), (AY),(AZ) et le faisceau
(BX),(BA),(BY),(BZ). La droite commune est donc (AB). On
trace la droite (XY) et on la prolonge jusqu’a (AB) qu’elle coupe
au point 7. Nous voulons montrer que cette droite passe égale-
ment par Z. Si elle ne passe pas par Z, elle coupe (AZ) en Z' et
(BZ) en Z". Mais les birapports [X,T,Y, 7] et [X,T,Y,Z"] sont
égaux, donc Z' = Z" = Z (vérifiez avec la formule du birapport).
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Chapitre 2

Puissance

2.1 Définitions, propriétés

2.1.1 Questions

Question 1

Soit un point P et un cercle %, puis une droite passant par
P, rencontrant ce cercle en deux points, A et B. Montrez que
PA-PB = PO? — OA?, soit, en posant d = PO et R = OA,
PA-PB=d*>—- R

Par conséquent, pour une autre droite passant par P coupant
le cercle en C et D, on aura PA.PB = PC.PD = d*> — R? et
ainsi pour toute sécante au cercle passant par P.

Prouvez que, réciproquement, si quatre points A,B, C, D sont
tels que, pour un cinquiéme point P on ait : PA.PB = PC.PD,
ces quatre points sont sur un méme cercle.

La quantité d?> — R? est la puissance du point P par rapport
a ce cercle. On la note Z(P,%).

35
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Que se passe-t-il si, au lieu d’étre sécante, une droite passant
par P est tangente au cercle ?

Question 2

Un cercle € de centre O et de rayon R étant donné, quelles
sont, et pour quels points P, les valeurs maximales et minimales

de 2(P%)?

Question 3

Un cercle € de centre O et de rayon R, et un réel k étant don-
nés, quel est ’ensemble des points P du plan tels que Z(P,%¢) =
k?

Cercles et droites orthogonaux

On dit que deux courbes qui se coupent en un point P sont
orthogonales en P si et seulement si elles ont en P des tangentes
perpendiculaires.

Comme par ailleurs nous savons que la tangente a un cercle
de centre O en un point P est perpendiculaire au rayon [OP],
quand deux cercles ont deux points communs, leur orthogonalité
signifie qu’en chaque point commun, la tangente a I’'un passe par
le centre de 'autre.

Le théoréme de Pythagore donne alors la relation : O0? =
r2 4+ R?, dont on voit : 00? — 12 = R? qu’elle signifie que la
puissance du centre de chacun des deux cercles, par rapport a
I’autre cercle, est égale au carré de son propre rayon.

Etant donné l'importance de cette notion pour la suite, il
sera indispensable de bien comprendre et retenir ces différentes
définitions équivalentes de I'orthogonalité de deux cercles.
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Question 4

Deux cercles peuvent-ils étre tangents, et orthogonaux ? Est-il
possible qu’un point soit orthogonal & un cercle ?

Question 5

Etant donnés un cercle € et un point quelconque P, comment
construire un cercle de centre P orthogonal & € 7

Droite orthogonale a un cercle

Comme une droite est en chacun de ses points sa propre tan-
gente, une droite est orthogonale a un cercle si elle passe par le
centre de ce cercle.

En effet, cette droite coupe alors le cercle en deux points ou la
tangente au cercle lui est orthogonale. Cette remarque est tres
souvent utilisée dans la suite.
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Axe radical

Quel est 'ensemble des points du plan qui ont méme puissance
par rapport a deux cercles distincts 7 C’est leur axe radical, objet
de la question qui suit. Notez que cette question ressemble & : «
Quel est I'ensemble des points du plan a égale distance de deux
points distincts 7 », (quelle est la réponse a cette question 7).

Question 6

Soient deux cercles de centres O et O et de rayons R et R'.
On note d la distance OO'.

Pour d > 0, on oriente (O0’) de telle maniére que 1’abscisse
de O soit 0 et que I'abscisse de O’ soit d.

Montrez qu’il existe un unique point H de la droite OO’ ayant
la méme puissance par rapport aux deux cercles. Calculez cette
puissance.

Montrez que tout point de la droite perpendiculaire a (OO")
en H a méme puissance par rapport aux deux cercles.

Question 7

Montrez que la différence des puissances d’un point par rap-
port a deux cercles est égale au double produit de la distance des
centres par la distance de ce point a ’axe radical.

Question 8

Quel est 'axe radical de deux cercles de rayon nul (cercles
points). De deux cercles de méme rayon ?

De deux cercles qui se coupent en deux points? Ou encore
tangents en un point ? De deux cercles concentriques ?
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Question 9

Etant donnés deux cercles non sécants, de centres A et B,
montrez comment on peut construire leur axe radical, en utilisant
un troisiéme cercle.

Méme question en utilisant une tangente commune aux deux
cercles.

Question 10

Construire un cercle orthogonal a deux cercles donnés.

Centre radical
Question 11

Quel est I’ensemble des points ayant la méme puissance par
rapport a trois cercles ?

Question 12

Comment construire un cercle orthogonal a trois cercles?

Question 13

Démontrez ce beau théoreme : deux cercles sont orthogonaux
si, et seulement si toute droite passant par le centre de I'un d’eux,
y déterminant donc un diametre [AB], coupe lautre en deux
points C' et D tels [C,D,A,B] = —1, c’est-a-dire détermine une
division harmonique.
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Question 14

Soient deux points A et B. Soit « un angle in@@lr amet
le cercle qui contient tous les points M tels que AM B = «. Soit
A un nombre positif. Montrez que I’ensemble des points du plan
tels que M A/MB = X est un cercle ¥. Montrez que I' et ¥ sont
orthogonaux.

Question 15

Petit probléme : soient un cercle v de centre O, et deux points
A et B dans le disque . Construire un cercle passant par A et
B et par les extrémités d'un diametre de ~.

Question 16

Soient les trois cercles ayant pour diametres respectifs les co-
tés [AB], [BC], [CA]. Quel est leur centre radical ?

Quel est le centre radical des trois cercles exinscrits d’un tri-
angle ABC'?
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2.1.2 Réponses

Réponse 1

—
Soit A’ I'opposé diamétral de A. Ecrivons PE = PA’ —i— A'B.

Alors en faisant le prodmt scalaire (voir RESU 10) par PA on

a P. PA-PB est égal a PA. PA’ puisque [AA’] étant un diameétre,
—

A’ B est orthogonal & PA.

2Rl

. —
Ecrivons mamtenant PA = PO + 0A et, PA ’ — PO + OA.

On trouve que PA. PA’ ﬁ m—f—% OA+OA’ +O—1>4 OA'.

Comme les vecteurs OA et OA’ sont opposés et comme les carrés
scalaires sont des carrés de longueurs, on trouve

PA-PB=PO*—0A*=PA - PB
puisque P; A et B sont alignés. En notant OA = R et PO = d,
pour toute sécante issue de P, PA- PB = d*> — R?.

Ainsi, PA - PB ne dépend que de la distance d entre le point
P et le centre du cercle, et du rayon R du cercle.
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Clairement, & (P,%) est positive si P est extérieur au cercle,
négative si P est intérieur et nulle si P appartient au cercle.

Si une droite (PT') est tangente au cercle (points A et B
confondus), on a encore Z(P,¢) = PT? = d*> — R? suivant le
théoreme de Pythagore.

Sans le produit scalaire

Si vous n’aimez pas les vecteurs et le produit scalaire, on peut
s’en passer pour établir cette propriété, une des clefs de ce livre.
Voici (brievement) comment :

Les triangles PTF et PET sont semblables (voir RESU 5).
Donc PE/PT = PT/PF et PE - PF = PT?. Mais PT? =
PO? — OT? donc PE - PF = d? — R?. Comme je n’utilise que
des longueurs, il faut aussi examiner le cas de figure ou P est
intérieur au cercle.
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On crée la perpendiculaire a (OP) et P, qui coupe le cercle en
A et en B. Les triangles PAE et PFB sont semblables, on en
déduit que PE - PF = PA? = d*> — R2.

Réciproque

Une réciproque est tres utile : soient quatre points A, B, C, D
tels que trois quelconques d’entre eux ne sont pas alignés, et que
les droites (A,B) et (C,D), distinctes, se coupent en un point P.
Alors, si PA-PB = PC - PD, les points A, B,C et D sont sur

un méme cercle.
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En effet, il y a un cercle passant par A, B et C puisqu’ils
ne sont pas alignés. Si D n’appartient pas a ce cercle, soit D’
le point ou la droite PC' le recoupe. On a alors nécessairement
PC - PD = PC - PD' et ceci implique D = D'.

Scholie

Cette propriété mérite qu’on s’y arréte. Elle est remarquable !
Ainsi, étant donné un point P, quelconque, pour toutes les droites
passant par P qui couperont le cercle en X et X’ le produit
des longueurs algébriques PX et PX' est constant, puisqu’il ne
dépend que du rayon du cercle et de la distance entre le point P
et le centre de ce cercle. Le point P peut étre intérieur au cercle,
ou étre un point du cercle.

Si l'on regarde la figure, c’est « vraisemblable ». PA est plus
grand que PC, mais PD est plus petit que PB donc il est bien
possible que les produits soient égaux. Mais nous avons prouvé
qu’ils le sont exactement, pour toutes les sécantes passant par P.

Cette propriété nous dit quelque chose de profond a propos
du cercle. Elle peut méme définir le cercle. Si une courbe fermée
& est telle que toute droite passant par un point P quelconque
du plan la coupe en 0, 1 ou 2 points, et lorsqu’elle la coupe en
deux points X et X', alors le produit PX PX’ est constant, cette
courbe est un cercle!

Pouvez-vous le démontrer? La figure suivante suggere une
méthode. M étant un point quelconque de &, on montre que
M = M’ ou M’ est un point de ABC'D, qui est un cercle, selon
la réciproque ci-dessus.



CHAPITRE 2. PUISSANCE 45

Attention, si cette propriété n’est donnée comme vraie que
pour un point P particulier, nous verrons dans le chapitre sur
I'inversion que la courbe n’est pas nécessairement un cercle.

Réponse 2

Comme Z(P,¢) = d*> — R?, il n’y a pas de valeur maximale
car la distance d = PO peut étre aussi grande que 'on veut. La
valeur minimale est —R2, elle est atteinte si d = 0 c’est-a-dire si
P est le centre du cercle.

Réponse 3

Si k < —R?, il n’existe pas de tels points. Sinon, c’est le cercle
de centre O et de rayon r = Vk + R2.
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Réponse 4

Avec les notations usuelles, deux cercles tangents sont tels que
O0' =d = R +r et si ces deux cercles sont orthogonaux, d? =
R? +12. En élevant au carré la premiere égalité et en soustrayant
on trouve que 2rR = 0, ce qui signifie que 'un (au moins) des
rayons est nul. Un cercle peut-il avoir un rayon nul ? Oui, on dit
alors que c’est un cercle-point.

I1 résulte de ces considérations qu’un point (en fait un cercle-
point) est orthogonal & un cercle si, et seulement si ¢’est un point
de ce cercle.

Réponse 5

Si P est intérieur a %, c’est impossible car dans ce cas la dis-
tance des deux centres serait inférieure au plus grand des rayons,
ce qui rend impossible la relation qui définit I'orthogonalité des
cercles. Lorsque P est extérieur a €, on mene par P une tangente
a C. Si T est le point de tangence, le cercle de centre P pas-
sant par T est une solution. Cette solution est d’ailleurs unique
(prouvez-le).

Réponse 6

Si d = 0, les deux cercles sont concentriques et si R # R/, il
n’y a pas de points répondant a la question (pourquoi?). Si de
plus R = R/, il n’y a qu’'un seul cercle et la question n’a pas de
sens.

La condition de I’énoncé : « le point H a méme puissance par
rapport aux deux cercles » s’écrit, en notant h 'abscisse inconnue
de H dans le repere indiqué : h? — R? = (d—h)? — R"? c’est-a-dire
2dh = d? + R?> — R"? donc
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h=(d*+ R?> -~ R"*)/2d

ce qui définit un unique point H (les lecteurs qui affectionnent
le langage des barycentres, verront que dans le repére (O;0') H
est le point de coordonnées barycentriques (d? + R”? — R?;d? +
R? — R™)).

La puissance de H par rapport aux deux cercles est alors
h? — R? ce qui, en remplacant h par cette valeur et en factorisant,
donne pour cette puissance :

(d+R-R)d+R+R)d—R—-R)d-R+ R
4d?

On note A la droite perpendiculaire & (OO’) en H. Soit M un
point de A. MO? = M H?+ HO?, par le théoréme de Pythagore.
La puissance de M par rapport a O vaut M O? — R? soit M H? +
HO? — R? et celle de M par rapport avec O’ vaut MO”? — R”? =
MH? + HO”? — R”?, mais MO? — R?> = MO”? — R? d'ou la
conclusion.

Inversement, si un point N a méme puissance par rapport aux
deux cercles, le point G, projection orthogonale de N sur (O0’),
a la méme propriété (Pythagore). Comme le calcul de I’abscisse
h montre que H est le seul point de (OO') ayant cette propriété,
H = G et 'ensemble des points du plan ayant méme puissance
par rapport aux deux cercles est la droite A perpendiculaire en
H a la droite des centres.

Cette droite est ’axe radical des deux cercles.

Ci-apres les figures correspondant a quatre cas.

1) Cercles sécants.

R=3,R =3d=1. (h=1/2)
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/?T\
2) Cercles tangents.

R=2 R =5d=3. (h=-2)

o
N

3) Cercles disjoints extérieurs.
R=2 R =3,d=6. (h=31/12)

A
N
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4) Cercles disjoints intérieurs.
R=2 R =4,d=1. (h=—11/2)

Réponse 7

Les cercles étant respectivement de centre A, de rayon r, et de
centre B, de rayon R, on nous demande d’exprimer A = PA? —
r?2 — PB? + R%. En notant J la projection orthogonale de P sur
(AB), puis avec le théoréme de Pythagore, PJ? se soustrait et
nous avons A = JA? —r? — JB? + R

CA
D
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En notant H le pied de I'axe radical,
A=JH?>+HA>+2JH - HA—r*—JH?-HB?—-2JH-HB+ R?,

mais la puissance de H par rapport aux deux cercles est la méme
donc A =2JH(HA - HB)=2JH(HB + BA — HB).

Comme JH et BA sont de méme sens, et JH = PI, le résul-
tat est démontré.

Réponse 8

C’est la médiatrice de ces deux points. En effet, pour tout
point de l'axe, d> — R>=d? —R?. SiR=R =0,d = d'. Pour
la méme raison, ’axe radical de deux cercles de méme rayon est
également la médiatrice de leurs centres.

Pour deux cercles qui se coupent en X et en Y, 'axe radical
est la droite (XY) puisque la puissance de X est la méme par
rapport aux deux cercles (et vaut 0), de méme pour Y. De méme
pour deux cercles tangents, I’axe radical est la tangente commune
(précisez pourquoi). Deux cercles concentriques n’ont pas d’axe
radical (dites pourquoi) !

Réponse 9

Soit un troisieme cercle, de centre C qui coupe le cercle de
centre A en X et en Y, le cercle de centre B en Z et T. Les
points de la droite (XY) ont méme puissance par rapport aux
cercles de centre A et C'. Les points de (Z7") ont méme puissance
par rapport aux cercles de centre C' et B. Ces droites se coupent
(pourraient-elles étre paralleles?) en K. Le point K a la méme
puissance par rapport aux trois cercles, il fait donc partie de
I’axe radical des cercles de centre A et B. Cet axe est alors la
perpendiculaire & (AB) passant par K.
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Si une droite est tangente commune aux deux cercles, respec-
tivement en T et en U, le milieu V' du segment [TU] a méme
puissance VT2 = VU? par rapport aux deux cercles. C’est donc
un point de ’axe radical et on conclut comme ci-dessus.

Lorsqu’un point a la méme puissance par rapport a trois cercles,
on dit qu’il est leur centre radical.

Réponse 10

Notons € et ¢’ les deux cercles, et N le centre inconnu de
celui qui est a construire. Si R est le rayon de ce cercle, la puis-
sance de N par rapport a € et a 4’ doit valoir R? par définition
de l'orthogonalité. Le point N doit donc étre sur 1’axe radical de
C et €.

Un cercle orthogonal & %, s’il a son centre sur ’axe radical,
sera également orthogonal & %”, et vice-versa. Il suffit donc de
choisir un point M de € tel que la tangente en M rencontre
I’axe radical.
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L

On a ainsi le centre N et NM est le rayon. On voit qu’il y a une
infinité de solutions.

Réponse 11

Soient trois cercles ¥, 2 et .%. On note § 'axe radical de €
et 9, v 'axe radical de € et %. Si un point du plan a la méme
puissance par rapport aux trois cercles, il appartient a o N~y. Par
conséquent, si § et y sont paralleles, aucun point ne convient.
Dans ce cas les trois centres de ces cercles sont alignés. Dans
les autres cas, ces axes sont concourants en un point P, et par
transitivité de 1'égalité, P appartient aussi a l'axe radical de ¥
et #. C’est le centre radical des trois cercles.

Réponse 12

Le centre d’un tel cercle sera nécessairement le centre radical
K des trois cercles donnés puisqu’il aura la méme puissance : son
propre rayon, par rapport aux trois cercles. Si ce point K est
intérieur a I'un des cercles, il sera intérieur aux trois (pourquoi ?)
et il ne sera pas possible qu’un cercle de centre K soit orthogonal
aux trois cercles (ni & aucun des trois). Si K est extérieur aux
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trois cercles, on mene par K une tangente a 'un des cercles de
I’énoncé et le point 1" de tangence fournit le rayon KT de I'unique
cercle solution. En effet, si un cercle de centre K est orthogonal
a I'un des cercles de 1’énoncé, il est aussi orthogonal aux deux
autres. Pourquoi ?

Réponse 13

Les deux cercles, de centre O et de centre O', sont orthogo-
naux si, et seulement si la puissance du centre de I'un par rapport
a l'autre est égale au carré de son propre rayon. Cela signifie ici :
OK? = OC.OD. Mais comme O est le milieu de [AB], par la
relation de Newton (voir page 23) cela signifie [C,D,A,B] = —1.
Formulez et démontrez la réciproque.

Réponse 14

Le cercle I' se construit, pour un angle «, par la méthode
dite de l'arc capable (voir RESU 5). Que l'ensemble des points
du plan tels que M A/M B = X soit un cercle peut se démontrer
algébriquement : on pose un repere dans lequel les coordonnées
de A sont (0,0), celles de B, (b,0), celles de M, (z,y). Comme
la condition posée équivaut a MA%/MB? = )\, on peut écrire
I’équation du quotient des carrés des distances.

C’est I'équation d’'un cercle. On constate que 'ordonnée du
centre de ce cercle est nulle. Par ailleurs, ce cercle contient deux
points de la droite [AB], E et F, qui divisent le segment [AB]
dans le rapport .

Le cercle d’Apollonius est donc le cercle de diametre [EF],
et comme [E,F,A,B] = —1, on peut conclure avec la question
précédente.
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Notez que si A = 1, X n’est pas un cercle, c’est la médiatrice
de [AB]. Cette droite est, de méme, orthogonale a I' puisqu’elle
passe par son centre (voir ci-dessus, question 5).

Réponse 15

Tous les cercles qui passent par A et B ont la droite (AB)
comme axe radical et leur centre appartient a (d) la médiatrice
de [AB]. Soit un de ces cercles, €, coupant v en U et V. Si les
droites (AB) et (UV') sont paralleles, O € (d) (dites pourquoi*)
et dans ce cas, X et Y étant les extrémités du diametre de ~
parallele a (AB), (X ABY') est un trapeéze isocéle inscrit dans un
cercle qui donne la solution.

Sinon, les droites (AB) et (UV) se coupent en un point C'
qui est centre radical de v et tous les cercles passant par A et B.
Soient alors X et Y les extrémités du diametre déterminé par la
droite (CO). Le point C étant centre radical, on a CA-CB =
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CX - CY et par la réciproque de la propriété de puissance d’un
point par rapport a un cercle (voir page 43), (XABY') est un
cercle qui donne la solution.

* Cas des cordes paralleles. [UV] étant la corde commune
aux deux cercles v et ¢, sa médiatrice contient les deux centres.
Mais le centre de € est également sur la médiatrice de [AB]. Les
cordes étant paralleles, ces deux médiatrices aussi, et ayant un
point commun, elles sont confondues, donc O € (d). CQFD.

Réponse 16

On vérifie facilement que les hauteurs du triangle sont les axes
radicaux des cercles de diametres respectifs [AB], [BC],[C' A] pris
deux a deux. Donc l'orthocentre est centre radical.

Pour les cercles exinscrits, la question est moins facile. Le
centre radical est a l'intersection des trois axes radicaux. Mon-
trons que ces axes passent par les milieux A, B’,C’ des cotés de
ABC.

Plus spécialement, montrons que I'axe radical des cercles exins-
crits dans les angles BetC , de centres respectifs E et F, passe
par A’. La droite (BC) est tangente & ces deux cercles, en J et en
K. Utilisons le résultat de la question 9 : le milieu de [JK] est un
point de leur axe radical. Or les angles des bissectrices intérieure
et extérieure d’'un méme angle sont des angles droits et c’est le
cas des angles FBE et FCFE, il y a donc un cercle passant par
B,C, F,et E.

Soit L le milieu de [E'F], centre de ce cercle. E se projette
orthogonalement en J, L en A’ puisque LB = LC, et F en K,
donc A’ est le milieu de [JK] (Thales). L’axe radical des cercles
exinscrits dans les angles B et C est donc la perpendiculaire a
(EF) passant par A’.
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Les autres axes radicaux passent par B’ et par C'.

Le triangle A’B'C" a ses cotés paralleles aux cotés du triangle
ABC et les axes radicaux, étant perpendiculaires a des bissec-
trices extérieures, sont paralleles a des bissectrices intérieures.
Ces axes radicaux sont donc les bissectrices intérieures du tri-
angle A’B’C’ et le centre radical recherché est le centre du cercle
inscrit dans A’B'C".

Il y a également des choses intéressantes a découvrir concer-
nant les trois axes radicaux des couples formés d’un cercle exins-
crit avec le cercle inscrit.



Chapitre 3

Polaire

3.1 Définitions, propriétés

Soient deux droites (d) et (d’) sécantes en un point A, et un
point P non situé sur ces deux droites.

Soit une droite passant par P qui coupe (d) en un point F et (d')
en un point F.
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Il existe un unique point J tel que PE/PF = —JE/JF, c’est-
a~dire tel que [E,F,P,J] = —1. J est le conjugué harmonique de
P par rapport & FE et F.

Le faisceau des droites [(AE), (AF), (AP), (AJ)] est donc har-
monique.

Si 'on considére maintenant une autre sécante issue de P
coupant les mémes droites en G et H, en notant K le point
d’intersection de (AJ) avec (PG), on aura [G,H,P,K] = —1,
c’est une propriété du birapport d’un faisceau. K est le conjugué
de P par rapport a G et H.

3.1.1 Définition

L’ensemble des conjugués de P par rapport aux intersections
des sécantes issues de P avec les droites (d) et (d’) sécantes en
A est une droite passant par A. On dira que cette droite est la
polaire de P par rapport a (d) et (d).

Notons que la polaire contient le point A, qui est un cas limite,
puisqu’une sécante (PA) ne permet pas de définir une division
harmonique.

3.1.2 Questions
Question 1

Soit () un autre point de la droite (AP), différent de A et de
P. Quelle est la polaire de @ par rapport aux droites (d) et (d')?
Question 2

Quelle est la polaire du point F' par rapport aux droites (AJ)
et (AP)?
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Un moyen rapide de construire la polaire

Considérons maintenant les droites (FG) et (EFH), notons L
leur point d’intersection. Les deux sécantes issues de P que nous
avons considérées coupent ces droites aux mémes points, F et F',
puis G et H. Par conséquent les conjugués de P, par rapport aux

droites (F'G) et (EH), sont toujours J et K.

Donc la polaire de P par rapport a (F'G) et (EH) est la méme
droite (AJ). Mais cette polaire passe par L, point commun de
ces droites, et L se construit immeédiatement.

Cette remarque donne un moyen tres simple de construire la
polaire d’un point par rapport a deux droites.

Réciprocité polaire
Question 3

Soient deux droites (d) et (d') sécantes en un point A. Montrez
que si Y appartient & la polaire de X par rapport a (d) et (d'),
X appartient a la polaire de Y par rapport aux mémes droites.
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Conjugués par rapport a un cercle

Soit un cercle v de centre O et une sécante issue d’un point
M, qui coupe ce cercle en A et B. On dit que M et M’ sont
conjugués par rapport a v si [M,M' A, B] = —1.

Question 4

Montrez que si M et M’ sont conjugués par rapport & un
cercle T, le cercle de diameétre [M M’] est orthogonal au cercle ~.

La définition de la conjugaison de deux points par rapport a
un cercle est ainsi étendue a des points tous deux extérieurs au
disque : P et P’ sont conjugués par rapport a I si, et seulement
si le cercle de diametre [PP'] est orthogonal au cercle T'.

Question 5

Si M’ est conjugué de M par rapport a I', le point H, projec-
tion orthogonale de M’ sur la droite (OM), est également conju-
gué de M par rapport a I'. En déduire que tous les conjugués de
M sont sur la droite orthogonale & (OM) passant par H.

Polaire d’un point par rapport a un cercle

Soient un cercle, un point M, et une sécante passant par M
qui coupe le cercle en deux points (sauf si M appartient au cercle)
A et B. 1l existe alors un unique point M’ tel que [A,B,M,M'] =
—1. M’ est par définition conjugué de M par rapport a ce cercle.

L’ensemble des conjugués d’un point M par rapport a un cercle
est la polaire de ce point par rapport a ce cercle.
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Conséquence de la définition des conjugués : un point K ap-
partient a la polaire d’un point J par rapport a un cercle A si et
seulement si le cercle de diametre [KJ] est orthogonal a A.

Il est clair qu’alors, J appartient a la polaire de K par rapport
a A.

Question 6

1) Montrez que la polaire d’un point par rapport a un cercle,
quand ce point est extérieur a ce cercle, est la droite qui joint les
points de contact des tangentes au cercle menées depuis ce point.

2) Montrez qu’on peut construire la polaire d’un point par
rapport a un cercle par la méthode de la construction de la polaire
par rapport a deux droites.

3) Comment construire la polaire quand le point est intérieur ?

4) Quelle est la polaire si le point est sur le cercle ?

5) Y a-t-il un point pour lequel la polaire n’est pas définie ?

6) Quelle est la polaire d’un point par rapport a un cercle
point ?
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Quadrilatéere complet

Considérons un quadrilatere EF HG convexe °.
On lui ajoute les points d’intersection de ses cOtés opposés, c’est-
a-dire A= (HF)N(GE) et P=(FE)N (HG).
Ces six points constituent les sommets du quadrilatére com-
plet. Les droites (HF), (EG), (FE) et (HG) en sont les cotés.

Les sommets qui ne sont pas reliés par un c6té définissent trois
autres droites, les diagonales (F'G), (HE), (AP).

a. Une figure est conveze si, quand elle contient deux points, elle contient
tout le segment qui les joint. Un quadrilatére non convexe est un quadrila-
tere croisé.

Théoréme fondamental

Les intersections des diagonales entre elles définissent, avec
les sommets du quadrilatere, une division harmonique sur chaque
diagonale.
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La démonstration va résulter des réponses aux trois questions
suivantes.

Question 7

Montrez que [G,F,M,L] = —1 = [E,H,N,L].

Question 8

Montrez que le faisceau [(LA),(LP),(LF),(LE)] est harmo-
nique.

Question 9

En déduire [A,P,M,N] = —1.
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3.1.3 Réponses
Réponse 1

C’est la méme droite (AJ). En effet, le faisceau des droites
[((AE), (AF), (AP), (AJ)] étant harmonique, toute droite passant
par (Q qui le coupe définit quatre points en division harmonique.
Le conjugué de @ appartiendra donc a la droite (AJ).

Réponse 2

On a vu (ou bien on le vérifie par un calcul simple) que si
[E,F,P,J] = —1, alors [J,P,F,E] = —1. Donc la polaire de F, ou
d’un autre point de la droite (AF'), par rapport aux droites (A.J)
et (AP), est la droite (AE).

Réponse 3

Si Y appartient & la polaire de X par rapport a (d) et (d'), la
droite (XY') coupant (d) en U et (d') en V, Y est conjugué de X
par rapport a U et V. Mais aussi bien X est conjugué de Y par
rapport a ces points (parce que —1 est l'inverse de —1), donc X
appartient a la polaire de Y par rapport a (d) et (d').

Réponse 4

Si [M,M' A,B] = —1, en notant w le milieu de [M M’], centre
du cercle de diameétre [MM'], on a par la relation de Newton
(voir page 23) : wA.wB = wM?, mais cette relation (voir page
36) exprime l'orthogonalité des deux cercles.
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Réponse 5

Comme l'angle en H est droit, le point H est le point ou A
coupe le diametre [AB].

Lorsque deux cercles sont orthogonaux, une droite passant
par le centre de 'un d’eux, ici, le centre de I', détermine en cou-
pant l'autre une division harmonique (voir question 13 du cha-
pitre précédent). Donc [A, B, H, M] = —1. Donc H est conjugué
de M par rapport a I et (relation de Newton) ona OH-OM = R?
(R est le rayon de I).

Ainsi, tout conjugué de M par rapport a I' va se projeter ortho-
gonalement en un point de (AB) qui sera conjugué de M. Mais il
n’y a qu’un seul tel point, c’est H, donc I'ensemble des conjugués
de M par rapport a I' est la perpendiculaire a [AB] en H.

Réponse 6

1) Soit J l'un de ces points de contact. J est conjugué de
M parce que le cercle de diametre [M.J] est orthogonal (par
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construction) au cercle I'. Méme argument pour K, 'autre point
de contact, d’ou la conclusion.

2) On prend deux sécantes a I issues de M. L’une coupe le
cercle en A et B, 'autre en C et D. La polaire de M par rapport
aux droites (AC) et (BD) répond a la question pourvu que ces
droites soient sécantes en un point S, ce qui est toujours possible.
Les droites (AD) et (CB) se coupent alors en un point 7" et la
droite (ST) est la polaire de M.

3) La polaire est perpendiculaire & (OM) si O est le centre
du cercle. La perpendiculaire & (OM) en M coupe le cercle en
T et T'. Les tangentes au cercle en ces points se coupent en M/,
conjugué de M et la polaire est alors la droite perpendiculaire a
(OM) en M.

4) Si M appartient a I, le cercle point M est orthogonal a I'
donc M = H. La polaire étant perpendiculaire & (OM) = (OH),
c’est la tangente au cercle en M. On a encore : OH - OM =
OM -OM = R2.

5) Le centre du cercle étant au milieu de tous les diameétres,
son conjugué est « a Iinfini ». Il n’a pas de polaire.

6) La polaire étant perpendiculaire & (OM), si le cercle est
réduit a son centre (c’est un cercle-point), la polaire est la per-
pendiculaire a (OM) en O.

OH -OM = R? =0 donc O = H.

Réponse 7

C’est une conséquence du fait que le faisceau [(AE), (AF),
(AP),(AL)| est harmonique.
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Réponse 8

En notant J, comme plus haut, l'intersection des droites (LA)
et (PF),onavuque [J,P,F\E] = —1, donc le faisceau [(LA),(LP),
(LF),(LE)] est harmonique.

Réponse 9

L’intersection du faisceau [(AE), (AF), (AP),(AL)] avec la
droite (AM), diagonale du quadrilatére complet, y détermine une
division harmonique.

Ceci acheve la démonstration du théoreme fondamental.

Scholie

Cette propriété du quadrilatere complet a mérité 'attention
des géometres depuis presque vingt siecles. Elle apparait comme
une sorte de miracle, pour différentes raisons. Tout d’abord pour
le contraste entre une figure tres générale et banale : un qua-
drilatére convexe quelconque, et une propriété qui semble tres
particuliere : la division harmonique.

D’autre part, la démonstration de la propriété : un délicieux
jeu de billard & trois bandes, ou ’on n’utilise que les propriétés,
a dire vrai mirifiques, du birapport (dans le cas particulier dit
harmonique).

Ensuite il est intéressant d’envisager en club ce qui se passe
lorsque le quadrilatére a deux cotés paralleles (trapéze) ou méme
ses cOtés paralleles deux a deux (parallélogramme).






Chapitre 4

Pinceaux de cercles

4.1 Définitions, propriétés

4.1.1 Définition

Soient un cercle ¥ et une droite A. Un pinceau® de cercles est
I’ensemble des cercles 2" du plan tels que I'axe radical de & et
2 soit A.

Par définition, la droite A appartient au pinceau.

a. On disait autrefois « faisceau ».

4.1.2 Questions
Question 1

Montrez que quels que soient deux cercles du pinceau, ils ont
le méme axe radical.
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Scholie

On dit que le pinceau est engendré par tel cercle et telle
droite, ou bien par tel couple de cercles.

L’ensemble des cercles d'un centre donné peut aussi étre consi-
déré comme un pinceau, nous verrons pourquoi. C’est un cas par-
ticulier : il n’y a pas d’axe radical.

Quatre sortes de pinceaux

Pinceau a points de base

Soient deux cercles sécants en A et B, le pinceau qu’ils en-
gendrent est constitué des cercles du plan passant par A et par
B puisque 'axe radical de tous ces cercles est la droite (AB).
Tous leurs centres sont sur la médiatrice de [AB].

On dit qu’on a alors un pinceau a points de base.

Question 2

Quelle est la plus petite valeur possible pour le rayon d’un
cercle d’un pinceau a points de base A et B? Et la plus grande ?
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Question 3

Quelle est la plus petite distance entre les centres de deux
cercles distincts d’un tel pinceau? Pour chaque point du plan,
combien passe-t-il de cercles d’un pinceau a points de base donné ?

Pinceau de cercles tangents

Soient deux cercles tangents en T', intérieurement ou extérieure-
ment, leur axe radical est la perpendiculaire en T a leur droite
des centres. Le pinceau est alors constitué de tous les cercles du
plan tangents en 7' a I'un de ces cercles (et donc a 'axe radi-
cal). On dit qu’on a un pinceau tangent. Le point 7" lui-méme
appartient au pinceau (c’est un cercle-point).

Pinceau a points limites

Le pinceau engendré par deux cercles non sécants est dénommé
(nous verrons pourquoi) pinceau a points limites.

Pinceau de cercles concentriques

C’est un cas particulier puisque ’axe radical n’existe pas. Il joue
cependant un role dans certaines questions importantes.

Question 4

Montrez que 'on peut définir un pinceau par la donnée d’une
droite, d'un point H de cette droite et d’'un nombre réel p. Pré-
cisez la nature du pinceau selon le signe de p. En prenant H
comme origine et en orientant la droite des centres, montrez que
pour tout cercle du faisceau il y a une relation entre p, ’abscisse
de son centre, et son rayon.
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Question 5

Dans la situation précédente, montrez que si p > 0, donc dans
un pinceau a points limites, il existe des cercles de rayon nul dans
le pinceau. Ce sont les « points limites ». Donnez leur position,
en orientant la droite des centres et en prenant H comme origine.

Dans le cas p < 0, donnez la position des points de base sur
I’axe radical.

Question 6

Montrez que, sauf dans le cas d’un pinceau de cercles concen-
triques, il n’y a jamais deux cercles concentriques dans un pin-
ceau.

Question 7

Montrez qu’un cercle orthogonal a deux cercles d’un pinceau
a points limites coupe la droite de leurs centres en deux points
qui sont les points limites.

Question 8

En notant u et v les points limites d’un pinceau a points
limites, a et a’ les extrémités d’'un diametre déterminé par la
droite des centres sur un cercle quelconque du pinceau, montrez
que [a,a’ u,v] = —1 (division harmonique).

Question 9

Quelle est la plus petite distance entre H et le centre d’un
cercle d’un pinceau a points limites ?



CHAPITRE 4. PINCEAUX DE CERCLES 73

Question 10

Quelle est la plus petite distance entre un point d’un cercle
d’un pinceau a points limites et H ?

Question 11

Peut-on trouver, dans un pinceau a points limites, deux cercles
homothétiques dans une homothétie de centre H ?

Pinceaux orthogonaux
Question 12

Soit un pinceau &. Montrez que tout cercle v dont le centre
est sur ’axe radical A et qui est orthogonal a un cercle de & est
orthogonal & tous les cercles de &2. Montrez que tout cercle v qui
est orthogonal a deux cercles de & a son centre sur ’axe radical
et est orthogonal & tous les cercles de .

Question 13

Soit & un pinceau a points limites et 7 un cercle. Montrez
que : (v passe par les points limites) < (v est orthogonal & tous
les cercles de 22).

L’ensemble des cercles passant par les points limites de &2 est
un pinceau a points de base dont chaque cercle est orthogonal
a chaque cercle de &2.

Les points limites du premier pinceau sont les points de base
du second. On dit que ces deux pinceaux sont orthogonaux et
on les note & et P+,

Les cercles orthogonaux aux cercles d’'un pinceau tangent
constituent également un pinceau tangent (dites pourquoi).
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On peut noter que I'orthogonal de 'orthogonal de &2 est &2.

Question 14

Soit un pinceau & & points limites et I un point du plan. Y
a-t-il des cercles de &2 qui passent par I et combien ?

Méme question pour un pinceau tangent et pour un pinceau
de cercles concentriques.

Question 15

Soit un cercle v de centre A dans un pinceau a points limites
u et v. Montrez que la quantité uA.uv est la puissance de u par
rapport au cercle ~.

Question 16

Etant donné un point 7, et un pinceau &2, montrez que les po-
laires de I par rapport a tous les cercles de & sont concourantes
en un point I’.

On distinguera les arguments selon la nature du pinceau et
on traitera, pour la position de I, les cas particuliers.

4.1.3 Réponses
Réponse 1

Le pinceau est défini par un cercle g et une droite (d). Soient
~1 et v2 deux cercles de ce pinceau, (d) est 'axe radical de 7 et
1, et aussi de vy et a. Etant donné un point m quelconque de
(d), la puissance de m par rapport a vy vaut une certaine valeur
x, égale a la puissance de m par rapport a v; et a la puissance
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de m par rapport a . Par suite m est un point de I’axe radical
de 71 et 2, qui est donc (d).

Réponse 2

C’est le rayon du seul cercle dont le centre appartient a ’axe
radical : R = AB/2. Il y a dans un tel pinceau des cercles de
rayon arbitrairement grand.

Réponse 3

Il n’y en a pas. Il existe des cercles dont la distance des centres
est aussi petite que ’on veut. Tout point de la médiatrice de [AB],
droite des centres, est centre d’un unique cercle passant par A et
par B donc un cercle du pinceau.

Par trois points non alignés passe un cercle et un seul. Comme
les cercles passent par A et par B, par tout autre point du plan
passe un cercle et un seul de ce pinceau, sauf pour les points de la
droite (AB) (zéro cercle) excepté les points A et B (une infinité
de cercles).

Réponse 4

Cette droite sera la droite des centres et H le pied de 'axe ra-
dical sur cette droite. Le pinceau est alors I’ensemble, symétrique
par rapport a ’axe radical, des cercles 2~ centrés sur cette droite
tels que la puissance du point H par rapport a 2 soit égale a p,
c’est-a-dire, si x est I’abscisse du centre de 27,

p:xz—RQ.

Sip >0, H est a I'extérieur des cercles, on a un pinceau de
cercles non sécants, pinceau a points limites.
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Si p =0, c’est un pinceau tangent, si p < 0 le point H est a
I'intérieur des cercles, c¢’est un pinceau de cercles sécants, a points
de base.

Réponse 5

Orientons la droite des centres et prenons pour origine le point
H, intersection de cette droite avec I’axe radical. La puissance de
H par rapport a tout cercle du pinceau est la méme, p > 0.

Pour tout cercle du pinceau, de centre O et de rayon R, en
notant x 1’abscisse de O, on a p = 22 — R?, soit

R? =22 —p.

Cette formule qui relie 'abscisse du centre et le rayon du cercle
est fondamentale et vaut pour toutes les sortes de pinceaux.
Comme R2 > 0,on a : 2 > p. Les valeurs x = +,/pet R =10
sont les abscisses des centres de deux cercles du pinceau, qui
sont des points. Ces points « limites » P, et P, sont également
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appelés points de Poncelet, du nom d’'un géometre francais du
dix-neuvieme siecle.

Ce calcul montre également que pour toute valeur z > /p il
existe un cercle du pinceau, dont ’abscisse du centre est x et le
rayon R = /a2 — p. Et d’ailleurs un autre cercle de méme rayon,
symétrique par rapport a l'axe radical (dont I’abscisse dans ce
repere vaut —x). Mais sur le segment ouvert | P} P»[ il n'y a aucun
centre de cercle du pinceau.

Pour déterminer les abscisses des points de Poncelet, il suffit
de calculer p. Pour calculer p, un cercle du pinceau (c’est-a-dire
I'abscisse = de son centre, et son rayon R) suffit : p = 22 — R%.
Par exemple, soit un cercle de rayon 3 d’un pinceau tel que,
I’origine étant prise a 'intersection de ’axe radical avec la droite
des centres, ’abscisse de son centre soit égale a 5. Dans ce cas,
p=25—9 =16 et les abscisses des points de Poncelet sont +4.

Quel sera le rayon d’un cercle de ce pinceau dont le centre a
pour abscisse 67 On trouve R = 2+/5.

Dans le cas d’un pinceau a points de base, p < 0. Il existe alors
un cercle dont le centre est d’abscisse 0 (en prenant l’origine en
H et de rayon minimal R = /—p. Dans le repere d’origine H
formé par la droite des centres et 1'axe radical, les points de base
sont d’abscisse nulle et d’ordonnée +./—p.

Réponse 6

La formule R? = 22 — p est vraie pour tous les pinceaux pour
lesquels elle a un sens. Elle n’en a pas pour le pinceau des cercles
concentriques puisqu’il n’y a pas alors d’axe radical. Cette for-
mule prouve que pour toute valeur de x il y a au plus une valeur
de R. Il n’y a donc pas, dans un pinceau, deux cercles concen-
triques, sauf dans le cas du pinceau de cercles concentriques.
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Dans le cas d’un pinceau a points de base, pour tout point de
la droite des centres (pour toute valeur de x) il y a un cercle et
un seul, de rayon R = y/x? — p toujours défini puisque p < 0. De
méme pour un pinceau tangent (p = 0).

Pour un pinceau a points limites, les points du segment ouvert
joignant les points limites ne sont centre d’aucun cercle.

Réponse 7

Si un cercle est orthogonal a deux cercles du pinceau, son
centre a la méme puissance (égale & son rayon) par rapport aux
deux cercles. Il est donc sur ’axe radical du pinceau, et a la méme
puissance (égale a son rayon) par rapport a tous les cercles du
pinceau. Il est alors orthogonal a tous les cercles du pinceau, y
compris aux cercles-points quand il y en a.

D’autre part, on sait (voir page 37) qu'un cercle est ortho-
gonal a un cercle-point si et seulement si ce point appartient au
cercle. Son intersection avec la droite des centres est donc consti-
tuée par les deux points limites.

Pour déterminer les points limites d’un pinceau a points li-
mites, il suffit de tracer un cercle orthogonal a deux cercles du
pinceau, ou bien, ce qui revient au méme, a un cercle du pinceau
et centré sur A. Il sera orthogonal a tous les cercles du pinceau
et son intersection avec la droite des centres donne les points
limites.

Réponse 8

Notons H le pied de l'axe radical. C’est le milieu de [u,v]. Ce
point a la méme puissance p par rapport a tous les cercles du
pinceau, donc Hu? = Ha - Hd', ce qui prouve, par la relation de
Newton (voir page 23), que [a,a’,u,v] = —1.
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Réponse 9

Le calcul de la réponse a la question 4 prouve que la plus
petite distance est \/p ou p est la puissance de H par rapport a
tout cercle du pinceau. Les deux cercles qui réalisent ce minimum
sont les cercles-points de Poncelet.

Réponse 10

Si on note X et Y les extrémités du diametre d’un cercle (de
centre d’abscisse > 0 et de rayon R) du pinceau porté par la
droite des centres, avec 0 < HX < HY , on a

p
HX=2-R=\[p+R?-R=—"L_
P Vp+R2+R

(astuce basée sur une identité remarquable bien connue). Cette
quantité est arbitrairement petite, mais non nulle, puisque R est
arbitrairement grand. Il n’y a donc pas de plus petite distance
entre un point d’'un cercle du pinceau a points limites et H.

Scholie

Le centre de chaque cercle d'un pinceau a points limites est
situé a l'extérieur du segment ouvert que définissent les points
limites. L’une des extrémités du diametre de ce cercle défini par
la droite des centres est toujours, au contraire, sur ce segment
ouvert.

Réponse 11

Si C(O, R) et C'(O', R') sont homothétiques de centre H et
de rapport k, R = kR et HO' = d = kHO = kd. Mais par
ailleurs, la puissance de H par rapport aux deux cercles est la
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méme, donc d? — R? = d? — R? et d®> — R? = k*(d?> — R?) soit
k=1, k= —1,oud® = R? Mais d> = R? est impossible, aucun
cercle d’un tel pinceau ne passe par H. La situation est différente
dans un pinceau tangent !

Sik=1 C = (' si k = —1, il s’agit d’'une symétrie. Le
pinceau est effectivement symétrique par rapport a H. C’est le
seul cas d’homothétie de centre H entre cercles du pinceau.

Une autre maniere d’exprimer ce fait ¢’est dire qu’étant don-
nés deux cercles d’'un méme pinceau, de rayons différents, leur
centre d’homothétie n’est jamais situé sur 'axe radical.

Réponse 12

Si un cercle centré sur I’axe radical est orthogonal a un cercle
du pinceau, c’est que la puissance de son centre par rapport a ce
cercle vaut son propre rayon. Or la puissance d’un point de ’axe
radical a la méme valeur pour tous les cercles du pinceau, donc
ce cercle est orthogonal a tous les cercles du pinceau.

Si un cercle est orthogonal a deux cercles du pinceau, son
centre a la méme puissance pour les deux cercles (égale a son
propre rayon) et il est donc centré sur I'axe radical, ce qui nous
ramene au paragraphe ci-dessus.

Réponse 13

Les points limites sont des cercles du pinceau considéré, des
cercles de rayon nul. Il faut se souvenir qu'un cercle est orthogonal
a un point si et seulement si ce point appartient a ce cercle (si
ce cercle « passe » par ce point). Donc si vy passe par les deux
points limites, la réponse 12 s’applique et il est orthogonal a tous
les cercles du pinceau.
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Réciproquement, s’il est orthogonal a tous les cercles du pin-
ceau, il passe par les points limites puisque ce sont des cercles du
pinceau.

Pour les pinceaux tangents il suffit d’observer que % étant un
cercle d’un pinceau tangent en H a une droite A qui est I'axe
radical du pinceau, si un cercle I' orthogonal & % a son centre w
sur A, alors il passe par H et est tangent & (OH) car wH = wP
(faites une figure).

Réponse 14

Si I appartient a l'axe radical de &, aucun cercle de & ne
passe par I.

Au contraire, par tout autre point que H de la droite des
centres, il passe un cercle et un seul (voir réponse 10).

Pour un point non situé sur ces deux droites, il faut penser
au faisceau a points de base orthogonal & &. On a vu (question
et réponse 3) qu’il passe par I un unique cercle A d’un pinceau a
points de base. La tangente & A en I coupe la droite des centres de
& en un point w (elle ne peut pas lui étre parallele, pourquoi ?)
et le cercle 2 de centre w passant par I répond a la question. De
plus, les cercles A et {2 sont orthogonaux.

Précisez pourquoi on est certain que §2 est un cercle de &.
Ce cercle est le seul cercle de & passant par I car deux cercles
d’un pinceau a points limites n’ont pas de points communs.

Le lecteur trouvera facilement les réponses a la méme question
pour un pinceau tangent et pour un pinceau de cercles concen-
triques.
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Réponse 15

On a: ud-w = uA - (uA + Av) = uA? + uA - Av. Comme
~ est orthogonal & tout cercle passant par v et v, Au - Av = R?,
donc uA - wv = uA? — R

T

Réponse 16

Soit I un cercle d’un pinceau & et un point I non situé sur la
droite des centres ni 'axe radical. Apres les questions et réponses
3 et 14 nous savons que quelle que soit la nature du pinceau &2, il
existe un unique cercle €2 passant par I, centré sur ’axe radical,
orthogonal a I', et de ce fait, orthogonal a tous les cercles du
pinceau.

Soit O le centre de (2, tracons la droite (d) = (10), elle coupe
' en A et B. Soit J € (d) 'opposé diamétral de I. La polaire
(p) de I par rapport a € passe par J, parce que le cercle 2, de
diametre [I.J] est orthogonal au cercle I' (voir page 61). Soit I
un autre cercle du pinceau &2, Q lui est également orthogonal et
donc pour la méme raison le point J appartient & la polaire (p’)
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de I par rapport a I''. Ainsi toutes les polaires de I relatives a
tous les cercles du pinceau passent par J.

(p)

—

L’examen des cas particuliers est laissé aux lecteurs.

4.1.4 Scholie et petite synthese

Ce qui suit est en grande partie redondant avec ce qui précede.

Sur les cercles-points

On peut s’étonner que les géometres appellent cercles des
cercles de rayon nul. Mais c’est le cas. Un point de coordonnées
(a,b) dans un repere orthonormé du plan est un cercle, d’équation
(x—a)?+ (y—b)? = 0. On parle alors d’'un « cercle-point ». Dans
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la définition d’un cercle, il y a un point, qui sera le centre, et un
réel R > 0. Ce réel peut étre nul.

Les cercles-points sont des objets assez particuliers! En gé-
néral, le centre d’un cercle, n’est pas un point du cercle (relire
la définition d’un cercle), mais naturellement, dans le cas d’un
cercle-point, le cercle et son centre ne font qu’'un.

Toute droite qui passe par ce point est une tangente a ce
cercle. Pour le comprendre, il faut remarquer qu’il existe souvent
plusieurs définitions d’une notion, posées comme, presque tou-
jours, équivalentes. Par exemple, la tangente a un cercle au point
M est la droite dont 'intersection avec le cercle est réduite a ce
point M. Mais aussi : la tangente a un cercle de centre O au
point M est la droite perpendiculaire en M & (OM) (le rayon).
Dans les deux cas, la tangente en M est unique si le rayon est
strictement positif.

Dans le cas d’un cercle-point P, il n’y a pas de droite (OM)
puisque O = M = P, mais la premiere définition subsiste! Une
droite qui coupe le cercle-point P... en P, son intersection avec
ce cercle est réduite a un point, c’est donc une tangente. Dans
ce cas, il n’y a plus unicité, mais au contraire une infinité de
tangentes au cercle-point P, en P.

Sur les cercles orthogonaux

Note : les questions précédées d’un astérisque * sont tres fa-
ciles, la démonstration est laissée aux lecteurs.

Rappel : Un cercle I' de centre a et de rayon R est orthogonal
a un cercle ¥ de centre b et de rayon r si et seulement si la
puissance de a par rapport a W, soit (ab)? — r2, vaut R
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*Si X est un point de T, est-ce que I est orthogonal au cercle-
point X 7

1. Prouvez que ’orthogonalité des cercles est une rela-
tion symétrique : si I' est orthogonal a V; alors ¥ est
orthogonal a I'.

PREUVE

Si I est orthogonal & ¥, (ab)? —r? = R2. Dans ce cas, (ab)? —
R? = r? et W est orthogonal & I

*Si T est orthogonal & W et ¥ orthogonal & A, est-ce que T’
est orthogonal a A (transitivité) ?

Un cercle peut-il étre orthogonal a deux cercles concentriques ?

2. Prouvez que si un cercle I' de centre a et de rayon R
est orthogonal a deux cercles, ¥V et A, son centre est sur
I’axe radical de ¥ et A.

PREUVE

Par hypothese, la puissance de a par rapport a WU est égale a
la puissance de a par rapport & A et vaut R?, donc a est sur I'axe
radical de ¥ et A, lieu des points qui ont la méme puissance par
rapport aux deux cercles.

3. Prouvez que si un cercle I' de centre a et de rayon R
est orthogonal a deux cercles, ¥ et A, il est orthogonal a
tout cercle du pinceau engendré par ¥V et A.
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PREUVE

Soit ©® un autre cercle du pinceau. Le point a appartient a
I’axe radical du pinceau, donc il a la méme puissance par rapport
aWetaO,cestadire R?, donc I est orthogonal & ©.

4. Soit un pinceau .¥ et un cercle I' de centre a et de
rayon R du pinceau orthogonal. Prouvez qu’un cercle ¢
centré sur la droite des centres de .#, orthogonal a T
appartient a .7.

PREUVE

Le point a a la méme puissance par rapport a ® et a un cercle
A quelconque de .Z, il appartient donc a 'axe radical de @ et A.
Comme ce nouvel axe radical est perpendiculaire a la droite des
centres du pinceau, et passe par a, c’est 'axe radical de . et
® est un cercle de .#. * Notez qu’il y a une infinité de cercles
orthogonaux a I' qui ne font pas partie du pinceau .#.

5. Prouvez qu’un cercle I' orthogonal 4 deux cercles A et
¥ coupe la droite des centres de A et ¥ si et seulement
si A et ¥ sont sans points communs.

PREUVE

Notons H le pied de I'axe radical de A et W et T le point
de ¥ tel que (aT') soit une tangente. On considere les triangles
rectangles acl’ et acH, qui ont la méme hypoténuse ac. Le point
H est a l'intérieur des cercles ¥ et A, quand ils sont sécants, et
cH < cT', donc aH > AT, a cause du théoreme de Pythagore, et
le cercle de rayon aT ne coupe pas (bc). Si les cercles sont non
sécants, H est a l'extérieur, cH > ¢TI et le cercle de rayon aT’
coupe (be).
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T

6. Soient deux cercles A de centre b et ¥ de centre ¢, sans
points communs. Prouvez que tous les cercles orthogo-
naux a la fois 4 A et 4 ¥ coupent la droite des centres
(bc) aux mémes points u et v.

PREUVE

Soit I' un cercle orthogonal a A et & W, il coupe (bc) en u et en
v. Ces deux points sont des cercles-points et comme ils sont des
points de T, ils lui sont, chacun, orthogonal. Donc (voir 4.) ce sont
des cercles du pinceau engendré par A et W. Or, il ne peut pas y
avoir plus de deux cercles points dans un pinceau car I’axe radical
de deux cercles points est leur médiatrice (objection? imaginez
qu’il y ait trois cercles points, donc en les prenant deux a deux,
trois médiatrices... mais un seul axe radical). Ces points u et v
sont appelés les points limites du faisceau.
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7. Tout cercle passant par u et v est orthogonal a tout
cercle du faisceau dont u et v sont les points limites.

PREUVE

Un tel cercle est centré sur 'axe radical de ces deux cercles-
points, leur médiatrice, qui est I’axe radical du pinceau, et il est
orthogonal & ces deux cercles (cercles-points), donc (voir 3.) a
tout cercle du pinceau. On a ainsi deux pinceaux, ['un a points
limites, 'autre a points de base, et tout cercle de I'un est or-
thogonal a tous les cercles de 'autre. On peut ainsi parler de
I'orthogonalité de deux pinceaux.

*Peut-on avoir deux pinceaux & points limites, ou deux fais-
ceaux a points de base, orthogonaux ?

4.1.5 Addendum d’algebre

Je préfere, « a la Steiner » de la géométrie sans algebre. Mais
il est parfois utile, pratique, d’ouvrir I'ceil algébrique.

Voici donc un rapide tour d’horizon des themes évoqués jus-
qu’ici, du point de vue de ’algebre.

Cercles

Simple rappel. L’équation d’un cercle de centre un point (a,b)
et de rayon un réel positif ou nul R, est

(2 — )+ (y— b)? = R?

ce qui correspond exactement & sa définition moyennant la dis-
tance euclidienne.



CHAPITRE 4. PINCEAUX DE CERCLES 89

Puissance d’un point par rapport a un cercle

Conformément a sa définition la puissance de P : (u,v) par
rapport au cercle de centre (a,b) et de rayon R vaut d> — R? soit

P =(u—a)*+ (v—1b)? - R

On retrouve ici le fait que si P est un point du cercle, la puissance
est nulle.

Axe radical

On se donne deux cercles : (z —a)? + (y — b)? — R? = 0 et
(r—c)+(y—d)?-r2=0.

On écrit que la puissance du point @ : (X,Y) a la méme
valeur pour les deux cercles.

(X —a)’+ (Y =02 —R*= (X —c)* + (Y —d)* — 1%
On développe, on simplifie et on trouve
(c—a)X+(d-b0Y+ K

avec K = (a? +b? —c? —d?> + R?> — 12)/2 ce qui est I'équation
d’une droite, I'axe radical des deux cercles.

On peut vérifier que cette droite est orthogonale a la droite
des centres.

Pinceau de cercles

Voici quelque chose de nouveau : une définition algébrique des
pinceaux. Etant données les équations de deux cercles :
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%11 (2—a)?+(y—b)>—R2 = 0et €3 : (v—c)*+(y—d)>—1r2 =0,
soient deux nombres réels a et 5 non tous les deux nuls, alors,
I’équation

al(x —a)® +(y = b)* = R} + B[z — )’ + (y = d)* =r’] =0

est en général celle d’un cercle. En développant et regroupant on
a:

(a+ B)(z* + 9?) — 2x(aa + Be) — 2y(ab + Bd) + K =0

avec K = a(a? +b* — R?) + B(c® + d? — r?).

Si =0, cest € et si =0, %. Par contre si o+ 3 =0, on
a une droite.

Vérifier que cette droite est 'axe radical de tous ces cercles
est un exercice calculatoire, mais facile. Telle est 1’équation du
pinceau engendré par €1 et 2. On a un cercle du pinceau pour
chaque choix du couple (a,) quand o + 8 # 0.

Cette équation est définie a un multiple pres du scalaire a+ .
On peut poser t = (a/(a+p3)) et u = (B/(a+5)) quand o+ # 0.
On a alors I’équation dite « normalisée » :

(2% + y*) — 2x(ta + uc) — 2y(th +ud) + K’ = 0

avec K’ = t(a® 4+ b> — R?) +u(c® + d*> — r?).

On peut examiner ce qui permet de distinguer les pinceaux
a points de base, a points limites, tangents, concentriques, les
pinceaux orthogonaux, etc.
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L’inversion

Etant donné un point O du plan et un nombre réel k # 0, &
chaque point M du plan, différent de O, on associe son inverse,
I’unique point M’ de la droite (OM) tel que OM-OM’ = k.

Il s’agit dans ce livre de l'inversion dans un plan. On peut
considérer I'inversion sur une droite ! Etant donné un point O de
cette droite, 'inversion agit sur la mesure algébrique d’un point
de la droite comme la fonction f(x) = k/z.

Et on peut considérer I'inversion dans ’espace a trois dimen-
sions. Revenons au plan.

Le point O est le pole de 'inversion et le réel k est la puis-
sance ! de I'inversion. On note Ip (M) = M.

M’ est 'image de M par I'inversion de pole O et de puissance
k.

1. Pour d’autres auteurs, O est le centre et k est le rapport de l'inver-
sion. J’ai gardé les mots traditionnels, réservant centre et rapport a 1’ho-
mothétie. Hélas, le mot puissance est également utilisé pour la puissance
d’un point par rapport a un cercle. Tant pis!

91
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Le réel k peut étre positif ou négatif, mais non nul.

Le point O est le seul point qui n’a pas d’image. Cela se
comprend algébriquement, puisque k n’étant pas nul, aucun O’
ne peut vérifier OO - OO0’ = k. Géométriquement, on constate
que si M est trés proche de O, M’ en est trés loin. Quelque chose
rode, qui reléve de l'infini... mais je n’en dirai pas davantage...

Lorsque la puissance k est positive, 'objet M et son image
M’ appartiennent & la méme demi-droite définie par le pole. Au
contraire lorsque la puissance est négative, le pole est situé entre
M et M'.

5.1 Propriétés générales

Image = antécédent

Io (M) = M’ signifie par définition : OM - OM' = k, c’est-a-
dire également Ip (M') = M, parce que la multiplication est
commutative! Si M’ est I'image de M, I'image de M’ est M.

Surjectivité

L’image d'un point est donc en méme temps son antécédent.
Puisque le pole n’a pas d’image, il n’a pas non plus d’antécédent.
Il n’existe pas de point M dont I'image soit O. Tous les autres
points du plan ont un antécédent, et un seul.

Injectivité

Deux points différents ne peuvent avoir la méme image : OMj -
OM' = k = OM5-OM’ entraine OM; = OM; (car OM’ # 0) en
mesure algébrique et donc My = Ms. En particulier 'antécédent
d’un point (différent du pole) est unique.
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Involution

Une inversion est une involution c’est-a-dire qu’elle est sa
propre réciproque. Si 'on compose une involution avec elle-
méme, on obtient I'identité (sur &2 \ O). Une symétrie est éga-
lement une involution, mais sur £ tout entier.

Symétrie

Si M’ est I'image de M par une inversion de puissance k, et M"”
I'image de M par une inversion de méme pole et de puissance
—k,ona OM -OM' =k et OM -OM" = —k, M' et M" sont
deux points de la droite (OM) et OM"” = —OM’, donc M’ et
M" sont symétriques par rapport au pole.

Question 1

Que se passe-t-il si dans la définition de I’inversion on oublie
la barre de mesure algébrique ?

Question 2
Y a-t-il une valeur de k pour laquelle une inversion de puis-

sance k est 'identité ?

5.1.1 Inversion et homothétie

Une homih(}étie de centre O et de rapport p est définie par la
relation OM’ = p- OM ot M’ est I'image de M. On peut aussi
(c’est équivalent) définir 'homothétie en posant que 'image M’
de M appartient a la droite (OM) et qu'on a OM’ = p- OM.
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Selon certains géometres, I'inversion apparait historiquement
avec la figure suivante, dans une étude de Jacob Steiner (1796-
1863).

Soit O le centre d’une homothétie (il y en a deux) qui trans-
forme le cercle de centre A en le cercle de centre B (comment
fait-on pour déterminer O 7). Une droite issue de O coupe ces
cercles en M, N, M’ et N'.

Si p est le rapport de cette homothétie, OM’ = p- OM et
ON’ = p-ON. Notons q la puissance de O par rapport au cercle
de centre A. Ainsi, OM - ON = q.

Dans ce cas, ON -OM’ =p-OM -ON =p-qet OM-ON’' =
OM -p-ON = pq.

Donc O est également le pole de I'inversion de puissance k =
p-q qui transforme M en N’ et N en M’, et comme ces relations
sont indépendantes du choix de la sécante (OM), cette inversion
transforme tout le cercle de centre A en tout le cercle de centre
B, comme ’homothétie, mais pas de la méme maniere.
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Scholie

On observe ici un « trio » : homothétie, inversion, puissance
d’un point par rapport a un cercle, dont il faut savoir utiliser la
coopération. Voici un autre lien entre inversion et homothétie.

Composée de deux inversions de méme pole

On considere deux inversions Ip,, et Ip, et un point quel-
conque M différent de O auquel on applique successivement les
deux inversions.

Ce procédé, la composition des fonctions, s’applique a toutes
les applications pourvu que les ensembles de départ et d’arrivée
le permettent, il est noté par le petit rond : o. Ce n’est pas en
général commutatif.

On aura Ip (M) = M’ donc OM-OM' = met Ip ,(M') = M"

donc OM’" - OM" = n.
Finalement, OM" = n/OM’, mais OM' = m/OM, donc

IOJL o IO7m =0M" = (n/m)OM

La composée de deux inversions de méme poéle est donc une
homothétie.

Question 3

Peut-on définir 'inversion avec des vecteurs, par OM -OM' = k?

Question 4

Existe-t-il des points M du cercle de centre A, tels que

hop(M) =M= Ip (M)
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c’est-a-dire des points ayant la méme image par I’homothétie et
par I'inversion ?

Ainsi, M" est I'image de M par une homothétie de centre
O et de rapport n/m. La composée de deux inversions de méme
pole et de rapports m et n est une homothétie de rapport n/m.

Si n = m, on a une homothétie de rapport 1, c’est-a-dire
I'identité. On retrouve ainsi le fait qu’en composant une inversion
avec elle-méme, on a l'identité.

IO,n o Io7m = hO,(n/m)-

On voit que cette opération (la composition des applications)
n’est pas commutative.

Question 5

Que se passe-t-il si ’'on compose une homothétie de centre O
et de rapport p avec une inversion de poéle O et de puissance n 7

5.2 Images des figures

Nous allons regarder comment 'inversion transforme les ob-
jets les plus simples en géométrie, les points, les droites et les
cercles.

5.2.1 Images des points

Tous les points, a 'exception du poéle, ont une image et,
puisque l'inversion est involutive, cette image est aussi leur anté-
cédent (unique). C’est pourquoi on dira parfois que, tandis qu’une
homothétie envoie un point M dans son image M’, une inversion
échange un point et son image. Cela vaut aussi pour les figures.
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Question 6

Démontrez que dans le cas d’une inversion de puissance po-
sitive, il existe des points qui sont leur propre image. Ces points
constituent un cercle de centre le pole de I'inversion. On I'appelle
« le cercle de I'inversion ».

Scholie

Ce cercle joue un réle tres important. Sa donnée, a elle seule,
équivaut a la donnée d’une inversion (de puissance positive) puis-
que son centre est le pole et le carré de son rayon est la puissance
de I'inversion. Pour certains géometres, une inversion est définie
par la donnée d’un cercle.

Une inversion de puissance négative n’a pas de point invariant
car OM? = k < 0 est impossible. Par suite, quand nous par-
lons d’une inversion « de cercle ¢ », il est sous-entendu
qu’il s’agit d’une inversion de puissance positive!

Notez qu'une homothétie n’a pas d’autre point invariant que
son centre (sauf si son rapport k& vaut 1. Dans ce cas elle est
I'identité).

Question 7

Soient deux points distincts A et B, 'un étant l'image de
I’autre par une certaine inversion de puissance positive. Montrez
que I'un de ces deux points est a l'intérieur du cercle de I'inver-
sion, et I'autre a l'extérieur.

Question 8

Prouvez que si un cercle contient deux points M et M’ dont
I'un est 'image de ’autre pour une certaine inversion, il est glo-



98 5.2. IMAGES DES FIGURES

balement invariant par cette inversion.

Question 9

Que peut-on dire d’un cercle qui est orthogonal au cercle d’in-
version ?

Question 10

Soient deux points M et N, et leurs images M’ et N’ dans
une inversion de pole et de puissance quelconque. Montrez que
ces quatre points sont cocycliques ou alignés.

Question 11

On donne trois points O, M et M’, tels que M’ est I'image de
M dans une inversion de pole O. Comment construire le cercle
de cette inversion ?

Question 12

Si au contraire on dispose du cercle d’inversion (2, comment
construire le transformé d’un point M ?

Question 13

Soient A et B deux points, A’ et B’ leurs images dans l'in-
version de pole O et de puissance k. Exprimez la longueur A’ B’
en fonction de la longueur AB, et du réel k.
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5.2.2 Images des droites
Image d’une droite passant par le pdle

Par définition, 'image de tout point M # O est un point
M’ tel que O, M et M’ sont alignés, donc I'inversion échange les
points d’une droite passant par le pole, a I'exception du pole qui
n’a pas d’image. Une telle droite est globalement invariante par
cette inversion.

Image d’une droite ne passant pas par le pdle

Question 14

Soient un cercle de diametre

[OK], une droite (d) perpen-

diculaire & (OK) en H, et un vQ/
point P différent de O sur ce & )
cercle. La droite (OP) coupe o K |H

(d) en Q. Prouvez que le pro-
duit OP - OQ ne dépend pas du

choix du point P.

Question 15

Utilisez la propriété décrite dans la question 14 pour prouver
que l'image d’une droite (d) ne passant pas par le pdle est un
cercle ¥ passant par le pole.

Comment construire ce cercle, si on donne la droite ? La ré-
ponse dépend de la maniere dont est déterminée I'inversion, par
son cercle (), par le pole, un point et son image, ou par le pole et
le réel k.
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5.2.3 Images des cercles

Image d’un cercle passant par le pdle

Comme l'inversion est une involution, si elle transforme une
figure F' en une figure G, elle transforme la figure G en la figure
F'. Donc, la réponse a la question 15 dit aussi que 'image d’un
cercle passant par le pole est une droite ne passant pas par le
pole, perpendiculaire a la droite qui joint le pole au centre de ce
cercle.

Question 16
Soient deux cercles tangents en O, pole de 'inversion. Que
peut-on dire de leurs images ?

Question 17

Soit une inversion définie par son cercle €2 et un cercle % pas-
sant par le centre de Q (qui est le pdle de I'inversion). Comment
construire la droite image de € 7

Question 18

Dans le cas d’un cercle € de centre o, passant par le pole O
d’inversion, quel est le point image du centre o de € 7
Image d’un cercle ne passant pas par le pole

Question 19

Quelle est I'image, par une inversion de pole O et de puissance
k, d’un cercle ne passant pas par O 7 Et quelle est I'image de son
centre 7
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Question 20

Voici un énoncé qui se présente comme une réciproque de la
propriété énoncée dans la question 10.

« Soit une application 2 telle que pour tout couple de points
(A,B) et leurs images (A’,B’), les points A, A’ B, B', s’ils ne sont
pas alignés, sont sur un méme cercle. Alors £  est une inversion
ou une symétrie axiale. »

1) En considérant qu’il existe une droite (AA’) et une droite
(BB'), démontrez 1’énoncé.

2) 1l est assez clair que, s’agissant d’une inversion, il n’existe
pas toujours une droite (AA’), ni (BB’) (pourquoi?).

Donnez des exemples de fonctions qui vérifient cet énoncé
mais ne sont ni des inversions, ni des symétries, et démontrez
ainsi que cet énoncé est faux 2.

Question 21

L’inversion conserve-t-elle, ou peut-elle conserver dans cer-
tains cas le milieu? Plus précisément : soient deux points A et
B, m leur milieu, A’, B’ et m’ les images de ces trois points dans
une certaine inversion, m’ est-il en général le milieu de [A'B’|?
Est-ce possible dans un cas particulier 7 Que peut-on dire de plus
si le pole de I'inversion est un point de la droite (AB)?

Question 22

Soit R le rayon de %, un cercle qui ne passe pas par le pole,
et R’ le rayon de ¢’ son image par l'inversion de pdle O et de

2. Cet énoncé, quand je I’ai lu dans mon vieux livre de classe de terminale
Lespinard et Pernet, ne m’a pas choqué. C’est en lisant un papier du géometre
Daniel Perrin que j’ai compris qu’il était tres critiquable.
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puissance k. Déterminez R en fonction de R.
Peut-on avoir R = R'?

Question 23

Etant donnés deux cercles € et €/, y a-t-il des inversions
transformant I'un en Iautre ?

Méme question pour un cercle et une droite.

5.2.4 Contacts et angles
Question 24

Montrez que si deux cercles, ou un cercle et une droite, sont
tangents, leurs images le sont aussi.

Question 25

Soient deux droites paralleles, ne passant pas par le centre de
I'inversion. Que peut-on dire de leurs images ?

Question 26

Une inversion transforme le cercle ¥ en 4’ et un point M
de € en un point M’ de ¢’. Montrez que la tangente en M a
% et la tangente en M’ & ¢’ sont symétriques par rapport a la
médiatrice de [MM'].

Indication : considérez le cercle I' passant par M, par M’ et
tangent a % en M.
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Question 27

Soient deux cercles €1 et %2 qui se coupent en un point M,
et leurs images par une inversion, ¢”’1 et ¢”’s qui se coupent en
M’, image de M. Montrez que les angles (orientés) des tangentes
aux cercles en M et en M’ sont opposés.

Question 28

Soient deux cercles ¥, de centre A et %5 de centre . B qui se
coupent en C' et D. Montrez que les bissectrices de AC'B coupent,
la droite (AB) en deux points qui sont les poles des inversions
échangeant ces deux cercles.

5.2.5 Réponses
Réponse 1

Etant donné un point M, et un réel k > 0, il y a une infinité
de points M’ tels que OM - OM' = k, a savoir les points du
cercle de centre O et de rayon k/ODM . Ainsi, on ne définit pas une
transformation, car chaque point doit avoir une image unique. Et
si k est négatif, OM - OM' = k n’est pas possible (pourquoi 7).
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Mais bien str, OM-OM' =k = OM-OM' = |k|, et O, M, M’
alignés.

Réponse 2

On peut étre tenté de penser a k = 1 mais c¢’est une confusion
avec 'homothétie. L’inversion n’est jamais une identité : M = M’
signifie OM - OM = OM? = k est possible, si k > 0, mais seule-
ment pour certains points (voir plus loin). Pour la transformation
identité, tous les points le sont.

Réponse 3

Non, parce que dans ce cas, le produit serait le produit sca-
laire, et M étant donné, il y a une infinité de points M’ tels que
OM.OM'" = k, donc nous n’aurions pas défini une transforma-
tion. A ce propos, comment sont situés ces points M’ ?

Saisissons cette occasion de bien souligner la distinction entre
OM , une distance, nombre toujours positif ou nul, OM, une abs-
cisse, nombre positif, négatif ou nul, et OM un vecteur c’est-a-
dire un objet tout a fait différent d’un nombre.

Réponse 4

Par 'homothétie : OM’ = p- OM et par 'inversion,

OM-OM"=p-OM -OM =k = pq.

Donc, si M est un tel point, OM? = g, ce qui est possible si
(et seulement si) ¢ > 0 c’est-a-dire si O est extérieur au cercle
de centre A. Alors, OM = ,/q. Il y a donc deux tels points, qui
sont les points de contact des tangentes au cercle de centre A et
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leurs images sont les points de contact des tangentes au cercle de
centre B.

Réponse 5

On peut partir de cette égalité : Ion o lom = hon/m et
composer « a gauche », des deux cotés du signe =, par Ip , comme
ceci :

IO,n © IO,n © IO,m = IO,n © hO,n/m'

Comme l'inversion est involutive, cela se simplifie : Ip,, ©
I, = Id et il reste? : Iom = Iopno hO,n/m' Maintenant pour
satisfaire & ’énoncé il faut poser n/m = p donc m = n/p.

1o,(n/p) = Lom © hop-

En composant une homothétie de centre O et de puissance p
avec une inversion de centre O et de puissance n, on obtient une
inversion de centre O et de puissance n/p.

On a composé « a gauche ». Faites 'opération en composant
« a droite ».

Réponse 6

SiM'=M,onaOM-OM =k = OM? donc si k est négatif,
c’est impossible. Une inversion de puissance négative n’a pas de
points invariants. Si k£ > 0, les points M tels que OM? = k sont
les points du cercle de centre O et de rayon vk. Une inversion
de puissance positive posséde tout un cercle de points invariants
qui est appelé le cercle de cette inversion.

3. L’identité, Id, est élément neutre pour la composition des fonctions.
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Réponse 7

Dans cette question, on a supposé k > 0. Puisque OA-OB =
k>0, OA et OB sont de méme signe, donc OA-OB = OA-OB.
Alors, soit OA soit OB est plus grand que vk donc a Pextérieur
du cercle de linversion, et Pautre est plus petit que vk, donc
a l'intérieur. C’est une remarque tres simple mais utile pour se
représenter le fonctionnement géométrique de cette transforma-
tion.

En étant plus précis algébriquement on peut montrer que le
point a I’extérieur est plus loin du cercle que le point a I'intérieur.
Soit U le point ou (OA) coupe le cercle, OA = a,0B = b et
oU = k.

On a b = k/a. Posons par exemple que A est a l'intérieur.

Il s’agit de comparer AU = Vk—aet UB = k/a — VEk =
(Vk — a)(Vk/a). Comme (Vk/a) >1, UB > AU.

Réponse 8

Soit O le pdle de cette inversion, et k sa puissance. Puisque
OM -OM' = k, la puissance de O par rapport a ce cercle vaut k
et pour toute autre sécante issue de O coupant le cercle en deux
points N et N/, on a encore ON - ON’ = k, et N’ est I'image de
N par l'inversion de centre O et de puissance k. Donc I'image de
ce cercle est ce méme cercle. Il est globalement invariant. La
figure ne bouge pas, mais les points bougent (sauf peut-étre un ou
deux. Pourquoi 7). Attention, ce n’est pas le méme cas que celui
du cercle €2, cercle de I'inversion, dont chaque point est invariant.

Notez qu’une inversion de puissance négative n’a pas de cercle
dont tous les points sont invariants. Elle n’a méme pas un seul
point invariant. Mais elle a des cercles globalement invariants!
Comment est situé le pole relativement & un tel cercle ?
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Réponse 9

Un tel cercle € coupe €2 en deux points P; et Ps, et la tangente
a % en ces points passe par O, centre de 'inversion, car c’est
I'une des définitions de I'orthogonalité des cercles. La puissance
de O par rapport & € vaut OP? = k, o1 k est la puissance de
I'inversion. Pour toute sécante a % issue de O qui coupe % en
deux points M et M’ on aura OM -OM’ = k donc M’ est 'image
de M. Le cercle € est globalement invariant pour cette inversion.

Réciproquement, tout cercle globalement invariant par une
inversion est orthogonal au cercle €, cercle de Iinversion. Soit
2 un cercle globalement invariant. Dans ce cas, un point T de
contact d’une tangente menée depuis le pole a & est sa propre
image, donc OT? = k, et T est un point de 2, ce qui prouve que
Q) et & sont orthogonaux.

Scholie

En résumé, étant donné une inversion de cercle €2, de pdle O et
de puissance k, pour un cercle % les conditions :

(i) € est orthogonal a €2,

(ii) La puissance de O par rapport & ¢ vaut k,

(iii) Cette inversion échange deux points de €,

(iv) € est globalement invariant par I,

sont équivalentes.

Réponse 10

Tout d’abord, si les points O,M,N sont alignés, il est clair
que les points M,M’' NN’ sont également alignés (avec O) et
réciproquement.

S’il ne sont pas alignés, il y a un cercle passant par M, M', N
qui est globalement invariant puisqu’il contient un point et son
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image. Donc I'image de N est un point du méme cercle, CQFD.
Notez que les points M et N sont supposés distincts, mais si

M = M’, ousi N = N’ la propriété reste vraie puisque par trois

points, ou par deux points, il passe un cercle, ou une droite.

Réponse 11

Si on note a = OM et b = OM’, la puissance de I'inversion,
k, est égal a ab et si k est positif, le cercle d’inversion a pour
rayon vab c’est-a-dire la moyenne géométrique des réels positifs
a et b. Si k est négatif, il n’y a pas de cercle d’inversion.

Nous savons (voir RESU 6) que la hauteur issue du sommet
de I'angle droit dans un triangle rectangle divise 'hypoténuse en
deux segments de longueur a et b et que la longueur de ce segment
hauteur vaut justement vab. D’oli cette construction : le point
m est défini comme symétrique de M par rapport a O. Donc
mO = OM = a, OM' = b, mM' = a + b. La perpendiculaire
a (mM’) en O coupe en F le cercle de diametre mM’, donc
OF = ab, et le cercle de centre O passant par F est le cercle
de I'inversion qui transforme M en M'.
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Réponse 12

Il y a plusieurs manieres de faire. On peut tracer la droite
(OM) et élever, en M, une perpendiculaire a cette droite, qui
coupe I', le cercle d’inversion en deux points.

Soit ¢ I'un de ces points, tragons le rayon (Ot) et une perpendi-
culaire en ¢, qui sera la tangente a I" en ¢. Elle coupe (OM) en un
point qui est M’, 'image de M. En effet, les triangles rectangles
MOt et MtM’ sont semblables (angles égaux parce qu’a cdtés
perpendiculaires) et donc Ooj\f[, = OO—At/[ soit OM -OM' = Ot?> = k.

Si le point M est a I'extérieur du cercle, on fait le chemin
inverse : on méne par M une tangente & I' en un point ¢t et M’
est le pied de la perpendiculaire abaissée de ¢ sur (OM).

Remarque : la droite (M) est la polaire de M’ par rapport
al.

Autre méthode. Tout cercle contenant M et M’ sera globale-
ment invariant et orthogonal a I'. Il suffit donc de construire un
cercle orthogonal & I' passant par M. Il en existe une infinité. Soit
P un point quelconque de I', non situé sur (OM), on trace en P
la tangente a I'; elle va contenir le centre du cercle recherché que
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I'on notera u. Ce centre est aussi sur la médiatrice de [M P], ce
qui permet de déterminer u, de tracer le cercle et de déterminer
M.

On pourra voir dans les exercices une troisieme méthode.

Réponse 13

Comme OA-OA’ = OB -OPB’, les points A, A’,B, B’ sont sur
un méme cercle. Il en résulte que les triangles OAB et OA'B’
sont semblables, du fait des propriétés angulaires dans ce cercle.
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Ainsi, OA'B' = OBA puisqu’ils sont tous les deux supplé-
mentaires de ABB'.

Donc OA/OB' = AB/A'B’, soit A'B"'- OA = AB.OB’ (on
exprime ici des rapports de longueurs). Par ailleurs, k = OB-OB’
donc |k| = OB - OB’, donc OB’ = |k|/OB.

Finalement :
|k|AB

Il
AB  OA-OB’

Réponse 14

Comme les angles OPK et O/ﬁQ sont droits, et puisque leur
angle en O est commun, les triangles OPK et OH(Q sont sem-
blables. Par conséquent, OP/OK = OH/OQ, donc OP.OQ =
OH - OK, et ce dernier produit ne dépend pas du choix de P,
ni de la position de la droite (HQ) perpendiculaire au diametre
OK, qui peut étre sécante au cercle, ou non.

Le produit OP - OQ est-il toujours positif ?



112 5.2. IMAGES DES FIGURES

/Q

Réponse 15

La propriété qui fait I'objet de la question 14, jointe a la
définition de l'inversion, prouve que I'image d’un cercle passant
par l'origine est une droite perpendiculaire a la droite qui joint
le pole O et le centre de ce cercle. Comme l'inversion est une
involution, la méme propriété prouve que I'image d’une droite (d)
ne passant pas par l'origine est un cercle passant par 'origine,
cercle dont le centre est situé sur une droite perpendiculaire & (d)
passant par O.

Si l'inversion est donnée par son pole O et sa puissance k,
la droite (d) étant donnée, on obtient le point H en projetant
orthogonalement O sur (d). Il existe un et un seul point K tel
que OK - OH = k. On a alors le diameétre du cercle, et donc le
cercle. Si c’est le cercle qui est donné, on a tout de suite K ; on en
déduit H et la droite (d). Les autres cas sont laissés a la lectrice
(et au lecteur).

Réponse 16

Ce sont deux droites ne passant pas par le pdle O. Comme
les deux cercles sont tangents, si leurs centres sont w et «’, les
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points O,w et w’' sont alignés et les droites transformées des
deux cercles, perpendiculaires a cet alignement, sont paralleles.
D’ailleurs comme les deux cercles ont O en commun et que O n’a
pas d’image... les deux droites n’ont pas de point commun.

Réciproquement, les images de deux droites paralleles ne pas-
sant pas par le pole sont deux cercles passant par le pole et tan-
gents en ce point.

Réponse 17

Si le cercle € est assez grand pour couper ) en deux points, A
et B, comme ces deux points sont invariants, c’est facile : I'image
de € est la droite (AB).

Si le cercle € est tangent intérieurement au cercle €, la tan-
gente commune est la droite recherchée (pourquoi?).

Dans la cas d’un cercle % passant par O et ne recoupant pas
Q, on prend un point M de ce cercle, on détermine M’ comme
dans la question 11 et on trace par M’ la perpendiculaire a la
droite qui joint O au centre de . C’est 'image de €.

Réponse 18

Dans un repére d’origine O, pdle de l'inversion, porté par la
droite (Oo), soit u labscisse de o, 2u labscisse de K, opposé
diamétral de O, h l'abscisse de H, pied de la droite image de €
et x labscisse de o/, image de o.



114 5.2. IMAGES DES FIGURES

H est 'image de K, donc on a Oo-O0’ = OK-OH, c’est-a-dire
u-x = 2u-h, donc x = 2h. Ainsi, 'image de o est le symétrique
du pole O par rapport a la droite image de €.

Réponse 19

L’étude Inversion et homothétie (voir page 94) suggere
que la réponse est un cercle. Prouvons-le et précisons le résultat.

Le cercle ¥ et le pole O de 'inversion étant donnés, soit ¢
la puissance de O par rapport a 4. Comme ce cercle ne passe
pas par O, ¢ # 0. L’homothétie de centre O et de rapport p
transforme € en %’ et l'inversion de centre O et de puissance
pq = k échange ces deux cercles.

On note que 'image du centre de € par I'inversion n’est pas
le centre de ¢”, qui, lui, est 'image du premier par ’homothétie.
Notons en effet a le centre de €, a’ le centre de ¢’ et w I'image
de a par 'inversion. Ces points sont sur la droite (Oa).

Ona Od =p-0aet Oa-Ow =k = pq, donc Ow = k/Oa.
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Peut-on avoir ' = w? On aurait donc Oa-Od’ = p-Oa® = pq
soit Oa? = ¢. Mais ¢ est la puissance de O par rapport au cercle
de centre a, donc ¢ = d?> — R?, ou d est justement Oa. Il faudrait
donc que le rayon de ce cercle soit nul. Ce serait un point . Dans
les autres cas, 'image du centre (par l'inversion) n’est pas le
centre de 'image.

Sur cette figure, p = 2,q = -3,k = —6.

Cercle bissecteur

Lorsqu’une inversion de puissance positive transforme un cercle
% en cercle €', on dit que le cercle de cette inversion est le
cercle bissecteur de ¢ et ¢’. C’est une notion importante et
la justification de ce nom apparaitra dans les exercices.

Réponse 20

1) Comme le suggere la conclusion, il y a deux cas. Soit les
droites (AA’) et (BB') se coupent, soit elles sont paralléles.

4. En effet, un cercle de rayon nul est un cercle-point, son centre, c’est ce
méme point et dans ce cas, I'image du centre est bien le centre de I'image!
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Si elles se coupent en un point O, comme les points A, A’, B, B/
sont cocycliques (voir page 98), on peut noter p la puissance de
O par rapport a ce cercle, et p = OA-OA’ = OB - OB/, donc
I'inversion o de pole O et de puissance p envoie A en A’ et B en
B'.

Soit maintenant un point Z différent de A et de B. Posons
2 (Z) = Z'. Comme les points A,A", Z, Z' sont cocycliques, p =
OA-OA'=0Z-0Z', donc I'image de Z par l'inversion o est Z'
et 2 coincide l'inversion o. Le cas Z = Z' signifie que la droite
(OZ) est tangente en Z au cercle (A, A’, Z) et on a p = OZ>.

Si les droites (AA’) et (BB’) sont paralleles, AA’B’'B est un
trapeze, inscriptible par hypothese. Or un trapéze inscriptible est
un trapeze isocele (démontrez-le). Dans ce cas la médiatrice de
[AA'] est axe de symétrie. En prenant encore un point quelconque
Z, AA'Z'Z est aussi un trapéze isocele et la médiatrice de [AA’]
est encore axe de symétrie. Si Z = 7/, il appartient a cet axe. 2
est une symétrie.

2) Si B’ = A’, les quatre points A, A’, B, B’ ne sont plus que
trois. Si alors ils ne sont pas alignés, ils sont cocycliques. Une ap-
plication constante, qui envoie tout point P du plan sur un point
fixe O, vérifie le critére. De méme l'identité : A = A’, B = B’, il
n’y a plus que deux points : ils sont cocycliques (et alignés). On
peut construire des chimeres, qui sont par exemple une inversion
sur une droite et I'identité sur son complémentaire.

Réponse 21

Les points A,B,m sont alignés sur une droite (d). Si le pole de
l'inversion considérée appartient aussi a cette droite, A’, B',m’ y
seront également situés. Dans les autres cas, les points A’, B/, m/
sont sur l'image de (d) qui est un cercle (passant par le pole). Or
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jamais trois points d’un cercle ne sont alignés, donc m’ ¢ [A'B’|
et la réponse est négative. Du moins les formules donnant les
distances des images montrent que si OA = OB, m’ appartient
a la médiatrice de [AB] :

(A'm! = O’Z’%”m - O‘Z’Tg = =m'B) & (0A=0B).

Maintenant si les trois points sont alignés avec le pole, dans la
méme demi-droite, on a une situation intéressante quand k = 1.
On a Om = (OA + OB)/2 et, en notant ¢ le milieu de [A'B’],
Oc = (OA'+ OB’)/2. Mais OA" = 1/OA, OB’ = 1/OB. Donc
20¢ =1/OA +1/OB et si c est I'inverse de ¢/,

21,1
Oc OA OB’

Cela peut vous rappeler quelque chose : la moyenne harmonique.
Tandis que Om est la moyenne arithmétique de OA et OB, Oc, ou
c est I'inverse du milieu des images, est la moyenne harmonique
des mémes longueurs (voir RESU 7). Un calcul simple (faites-
le) prouve que ces deux moyennes sont le méme nombre si et
seulement si OA = OB. Ce qui n’est possible que si A = B ou si
A et B sont symétriques par rapport au pole (donc pas dans la
méme demi-droite définie par O). Dans ce dernier cas, quelle est
I'image de leur milieu ?

Réponse 22

Si ¢ est la puissance de O par rapport & %, ’homothétie
de centre O qui transforme ¢ en ¢’ a pour rapport k/q, donc
R’ = R.|(k/q)|. Notez que k et ¢ peuvent étre de signes contraires.
En particulier, on peut avoir k > 0 et ¢ < 0 et les rayons sont



118 5.2. IMAGES DES FIGURES

des longueurs, d’ou la valeur absolue. En notant a le centre de
¢,ona:q=d>— R?>=0a’—- R? dou la formule :

,__ |KIR
r= |Oa? — R?|’

Scholie

On suppose que le dénominateur n’est pas nul. Quand il est
trés petit, R’ est trés grand! Mais si Oa = R, cela signifie que
% passe par lorigine, donc que son image est une droite. Or
une droite peut étre vue comme un cercle de rayon infiniment
grand. ..

Les rayons R et R’ peuvent-ils étre égaux ?

La formule R’ = R.|(k/q)| entraine dans ce cas (en suppo-
sant ces rayons non nuls) k = +¢. Si k = ¢, nous avons vu qu’il
s’agit d’un cercle globalement invariant (voir page 107). Il a donc
le méme rayon... que lui-méme. Si k = —q, 'homothétie a un
rapport égal a —1, c’est une symétrie centrale. Deux cercles sy-
métriques ont bien le méme rayon. Nous avons prouvé que ce sont
les seuls cas.

Réponse 23

Cette question est extrémement importante. Elle est utilisée
presque constamment.

Nous partons du lien entre inversion et homothétie déja ob-
servé (voir page 94). Etant donnés deux cercles, ¢ de rayon R
et ¢’ de rayon R’, avec R # R’, il y a deux homothéties trans-
formant € en ¢’ (voir RESU 4) de centres distincts o1 et oo,
I'une, positive, de rapport p = R’/ R, 'autre, négative, de rapport
P = —R//R (01 et oz sont aussi les centres de deux autres homo-
théties transformant ¢’ en €, de rapports ¢ = 1/p et ¢ = 1/p’).
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Les mémes points 07 et 09 sont également les centres d’in-
versions échangeant % et ¢, puisque l'inversion est involutive.
c’est-a~dire que chacune de ces deux inversions transforme % en
¢ et € en €.

Pour avoir la puissance de ces inversions, il faut tenir compte
de la puissance du point 01 (ou 03) par rapport € (ou a €’). On
a toujours

k = pq.

Si p est le rapport de ’homothétie qui transforme ¢ en %, q est
la puissance de o7 (ou 0y) par rapport a €.

Et si p est le rapport de ’homothétie qui transforme 4’ en
%, q est la puissance de 01 (ou 02) par rapport a ¢”.

Il est important (on verra pourquoi par la suite) de déterminer
le signe de la puissance d’inversion. Et ici, la situation dépend de
la position des deux cercles, qui peuvent étre sécants, tangents
ou sans contact, intérieurement ou extérieurement.

Cercles non sécants

Dans le cas de la figure, les cercles sont non sécants et exté-
rieurs I'un a 'autre. Le point O est le centre des homothéties de
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rapports positifs et O’ le centre des homothéties de rapports né-
gatifs. Les puissances de O comme de O’ par rapport aux cercles
sont positives (ces points sont extérieurs aux cercles) donc l'in-
version de pole O est de puissance positive et celle de pole O', de
puissance négative (par la régle des signes). Seule 'inversion de
puissance positive possede un cercle de points invariants.

L’analyse se fait toujours ainsi : le signe du rapport de I’ho-
mothétie, le signe de la puissance du centre (qui est aussi le pole)
par rapport au cercle que I’homothétie prend comme objet.

Lorsqu’'un cercle est intérieur a l'autre, il y a toujours deux
homothéties transformant le cercle de centre a en le cercle de
centre b. L’une est de rapport positif, de centre o sur la figure,
elle envoie K en E et P en Q). L’autre, de rapport négatif, de
centre o’ envoie K en F et H en G. Les puissances de o, tout
comme celles de o/, par rapport a chacun des deux cercles, sont
négatives (ces poles sont intérieurs aux deux cercles).

De ce fait, il y a une inversion de pole o et de puissance négative,
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qui échange K et @, P et E et une inversion de pole o' et de
puissance positive qui échange K et G, H et F.

Cercles sécants

Lorsque les cercles sont sécants, vous pouvez démontrer de la
méme maniere qu’il y a deux inversions de puissances positives
qui échangent les deux cercles.

Cercles tangents

Deux cercles tangents peuvent 1’étre intérieurement, c’est-a-
dire tous les deux du méme c6té de leur tangente commune, ou
extérieurement. Dans le second cas, il y a deux centres d’homo-
thétie, I'un extérieur, O, pole de 'inversion positive qui, sur la
figure, échange E et F (tandis que 'homothétie envoie E en E'),
I’autre est le point de contact, T

Curieusement, le point T
n’est pas le pole d’une inver- Floe
sion. On le constate : la quan- PR 0
tité TE-TG n’est pas constante
quand la sécante (EG) tourne
autour de 7T

Une homothétie de centre T’
a bien un rapport —R/r (ou
—r/R) mais la puissance de T
par rapport aux deux cercles <
étant nulle, on ne peut pas défi- "‘\
nir la puissance de ce qui serait “g

une inversion de pole T'.
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Quand ils sont tangents intérieurement, pour la méme raison,
il n’y a pas d’inversion de pdle T'. L’autre centre d’homothétie
est intérieur aux deux cercles et c’est le centre d’une homothétie
négative. Comme la puissance de ce centre o par rapport aux
cercles est négative, il y a une inversion de puissance positive de
pole o.

Cercles concentriques

Si les deux cercles, de rayons respectifs r et R, sont concen-
triques, il n’y a qu'un centre d’homothétie, qui est le centre com-
mun des deux cercles,

mais deux homothéties en-
voyant le plus petit cercle sur le
plus grand (et deux autres en-
voyant le plus grand sur le plus
petit!). L'une de rapport (R/r)
lautre de rapport (—R/r) (resp
r/R et —r/R). Et aussi deux
inversions échangeant ces deux
cercles de puissances R.r et
—R.r car la puissance du pole
par rapport au plus petit cercle
vaut (—r2).

L’homothétie de rapport positif envoie N en N’ et I'inversion
de puissance négative (—Rr) échange N et M. L’homothétie de
rapport négatif envoie A en A’ et I'inversion de puissance positive
(Rr) échange A et B.
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Cercles de méme rayon

Si les deux cercles ont le méme rayon, il n’y a qu'une homo-
thétie, de rapport —1, qui est une symétrie centrale dont le centre
est le milieu des centres des deux cercles. On en déduit une in-
version, de puissance positive si les cercles sont sécants, négative
sinon.

Cas particuliers : si I'un des deux cercles est un cercle-point...
aucune inversion ne les échange. Si 'on parle de deux cercles-
points, une infinité d’inversions les échangent (expliquez).

Cercle et droite

S’agissant d’un cercle de centre w et d’une droite (d), impos-
sible de passer par une homothétie. Mais on sait que le p6le d’une
inversion convenable doit appartenir au cercle. Il faut tracer la
droite orthogonale & (d) passant par w. Cette droite coupe (d) en
un point h et le cercle suivant un diametre [XY]. L'inversion de
pdle X qui envoie Y en h et celle, de pole Y, qui envoie X en h
sont les deux solutions, une de puissance positive (de pole Y) et
I’autre de puissance négative.
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Mais si la droite est tangente au cercle ? Le point de contact
ne convient pas comme pole, car il transforme la droite en elle-
méme. Dans ce cas, il n’y a qu’une solution, 'autre extrémité du
diametre.

Réponse 24

Soient F' et G deux objets, qui peuvent étre chacun un cercle
ou une droite, ayant un unique point commun P. Cela correspond
au cas de deux cercles tangents, ou d’une droite tangente a un
cercle, ou de deux droites sécantes. Donc P € F' et P € G. Par
conséquent, pour toute application .#, . (P) € .Z#(F) N .Z(G)
donc les images ont un point commun. Peuvent-elles en avoir plu-
sieurs 7 Non parce qu’ici, 'application est une inversion, qui est
involutive, donc un second point commun aurait un antécédent
commun a F' et G, distinct de P. Donc les images de F' et G sont
également tangentes (ou sécantes s’il s’agit de deux droites).

Réponse 25

Elles sont transformées en deux cercles passant par le pole de
I'inversion. En outre, les centres de ces cercles sont alignés avec
le pole, sur une droite perpendiculaire aux deux paralleles. Ces
cercles sont donc tangents au pole, intérieurement ou extérieure-
ment.

Réponse 26

Le troisieme cercle est bien défini. En effet par construction,
son centre ¢ est U'intersection de la médiatrice de [MM’] et de la
droite (aM) puisque quand deux cercles sont tangents le point
de tangence et les deux centres sont alignés. Notons ce cercle
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J . La réponse a la question 8 prouve que % est globalement
invariant. Il est nécessairement tangent a ¢’ en M’, sinon, il
couperait ce cercle en deux points et le second point devrait avoir
un antécédent différent de M, qui appartiendrait a la fois a % et
a J, puisqu’il est globalement invariant. J# ne serait alors pas
tangent a €.

Notons P le point commun des tangentes & 4 en M et a €’ en
M'. Ces droites sont également les tangentes a .#  en ces points,
donc PM = PM', mais de méme cM = cM’. La droite (Pc) est
donc la médiatrice de [MM’] et les tangentes PM et PM' sont
symétriques par rapport a (Pc) (de plus, P est un point de 'axe
radical de € et ¢’, voyez-vous pourquoi ?).

Il faut admirer I'intervention du cercle ¢, qui, par lui-méme,
est étranger a la question posée, mais donne la solution !

Si € passe par le pole de I'inversion, son image est une droite
(d). Soient alors un point M de € et son image M’ sur (d). On
peut construire de la méme maniére un cercle J# tangent en M a
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¢, passant par M’ qui sera encore (par le méme raisonnement)
tangent en M’ & (d). La démonstration continue identiquement
et la conclusion est que la tangente a 4 en M est symétrique de
la droite (d) par rapport a la médiatrice de [M M.

L’inversion a tendance a considérer les droites comme des
cercles particuliers et la tangente & une droite... c’est elle-méme
(en tout point).

Réponse 27

Les tangentes en M au cercle 47 et en M’ au cercle €’1 sont
symétriques par rapport a la médiatrice de [MM’] d’apres la
réponse 26, et de méme les tangentes en M et en M’ au cercle
%> et au cercle ¥’5. Comme la symétrie conserve les angles et
change leur orientation, le résultat est démontré.

Scholie

Ce résultat est fondamental. Lorsque deux courbes se coupent
en un point, on dit qu’elles se coupent suivant ’angle que font
leurs tangentes en ce point. On peut généraliser le résultat de la
question 27 en disant que « ’inversion conserve les angles
(mais pas leur orientation) ». C’est en particulier le cas de
I’orthogonalité. Si deux cercles sont orthogonaux, leurs images
(cercle ou droite) sont orthogonales. Rappel : une droite est
orthogonale & un cercle si et seulement si elle passe par son
centre. Ces résultats sont souvent utilisés.

Réponse 28

On sait (voir RESU 2) que les pieds des bissectrices d’un angle
d’un triangle découpent le c6té opposé dans le rapport des cotés
adjacents.
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C’est-a-dire que, iilon note D et E les intersections des bis-
sectrices de 'angle ACB avec la droite (AB), on a EB/EA =
—~DB/DA = CB/CA. Ici il faut se souvenir que les poles des
inversions échangeant ces deux cercles sont également centre des
homothéties qui transforment I'un de ces cercles en l'autre. Ces
homothéties ont comme rapport le quotient des rayons des cercles,
c’est-a-dire (pour deux des quatre homothéties) CB/CA. Les
points D et E sont donc les centres d’homothéties et du méme
coup les poles des inversions, O; et Oa. Les droites (COq) et
(CO2) sont aussi les bissectrices des angles que font les tangentes
en C. Voyez-vous pourquoi ?
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5.3 Exercices.1

5.3.1 Questions.1

Question 1. Une construction

Soit un cercle .# de centre
O et de rayon R = \/E, dé-

finissant une inversion, et un A
point P tel que OP > vk /2. Le “ P
cercle de centre P passant par ‘w
O coupe . en A et en B. Les ‘
cercles de centre A et de centre
B, passant par O se coupent en

un second point, P’. Montrez
que P’ est I'inverse de P.

Question 2. Sur ’axe radical

Soient un cercle de centre A et un cercle de centre B, non
concentriques. Deux points, J et G sur le premier et leurs images
J' et G’ dans une inversion de pole O qui échange les deux cercles.
Les points O, J et G ne sont pas alignés. Montrez que les droites
(JG) et (J'G’) se coupent sur I'axe radical.

Question 3. L’image du centre

Une inversion de pole O transforme un cercle € de centre A
en un cercle ¥’ de centre B. Soient deux points M et N de €
diamétralement opposés. Quelle est I'image de la droite (M N)?
En déduire une construction de A’, image du centre A.
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Question 4. Division harmonique

Soit une inversion de pole O et
de cercle €). Soit m un point
et M son image. Soit F et D
les extrémités du diameétre in-
tersection de ) avec la droite
(mM). Montrez que les points
E,m,D, M forment une divi-
sion harmonique.

Question 5. Théoréme de Prolémée

Soient quatre points A,B,C,D dans un plan, constituant un
quadrilatere convexe.

Montrez que AC - BD < AB-CD+ BC' - DA, et que I'égalité
a lieu si et seulement si ce quadrilatere est inscriptible.

Indication : faire une inversion de pole A et de puissance 1.

Question 6. Birapport plan

Soient quatre points A, B, C, D, pas nécessairement alignés,
et leurs images A’, B', C’, D’ par une inversion de pole (non situé
en 'un des quatre points) O et de rapport k. Montrez que

CA DA _(C'A DA
CB DB (C'B'" DB

1l s’agit ici de longueurs.
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Question 7. Antiparalléles

Soit une inversion de pole O, m et n deux points non alignés
avec O, M et N leurs images. Montrez que les couples de droites
(OM), (ON) et (nm),(NM) sont antiparalléles (voir RESU 8).
Dans le cas ou les droites (nm),(NM) sont sécantes en un point
P, montrez qu’il y a une inversion de pole P dans laquelle m est
I'image de n, et M I'image de N. Ces droites peuvent-elles étre
paralleles ?

Question 8. Distances

Trois points O, A et B sont tels que OA < OB. Que peut-on
dire de leurs images A’ et B’ dans une inversion de centre O et
de puissance k7

Question 9. Image d’un segment

Soient quatre points alignés O, A, B, C, tels que B € [AC].
Que peut-on dire de la position des images dans une inversion de
centre O 7

Plus généralement, que peut-on dire de I'image d’un segment
d’une droite passant par le pdle?

Question 10. Entourages

Est-il possible qu'un cercle € contienne un cercle Z et que les
images ¢’ et 2’ de ces cercles par une inversion soient sécants ?
Est-il possible que ¢ et &’ soient extérieurs I'un a Pautre ?
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Question 11. Le troisieme cercle

Soient deux cercles &/ de centre a et % de centre b qui se
coupent en O et P. La droite (Oa) coupe & en @ et la droite
(Ob) coupe o7 en R. Montrez que le cercle qui passe par les points
O, R, et @ a son centre sur la droite (OP).

Indication : on peut certainement résoudre cet exercice de
diverses facons. Ici, on recommande de faire une inversion de
centre O et de puissance quelconque.

Question 12. Inverseur de Peaucellier

La figure représente un dispositif composé de six tiges rigides.
Deux sont de longueur o« (OB = OC) et quatre de longueur
S (BP = BP' = CP = CP'). Le point O est fixe, les points
P, P’ B, C sont des articulations. Montrez que les points O, P et
P’ sont toujours alignés, dans cet ordre, et que le produit OP-O P’
a une valeur fixe.
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Question 13. Inverseur de Hart

Voici un autre dispositif utilisable pour transformer un mou-
vement circulaire en mouvement rectiligne. AB et C'D sont deux
tiges de méme longueur de méme que AD et BC, avec AD > AB.
Ces quatre sommets sont articulés. O est un point fixe, apparte-
nant a [AB], autour duquel 'ensemble est mobile dans un plan.

O, P et P’ sont alignés sur une droite parallele a (AC). Montrez
que OP-OP’ est constant. Indication : il faut utiliser le théoréme
de Ptolémeée.

Question 14. les sommets d’un Q-rhombe

J’appelle Q-rhombe un quadrilatére plan, soit quatre points
a,u,b,v tels que u et v sont sur la médiatrice de [ab]. Y a-t-il des
inversions transformant ces quatre points en les sommets d’un



CHAPITRE 5. L’ INVERSION 133

autre Q-rhombe?® ?

Question 15. Euclide, le retour

On sait que, par un point pris hors d’une droite, on peut
mener une et une seule parallele a cette droite. En déduire que
par un point F pris hors d'un cercle %, on peut mener (sauf
exception) un et un seul cercle ¢’ tangent & ¢ en un point O
donné et passant par E. Quelle est I'exception ?

Question 16. Cercle d’Euler par I’inversion

On trouvera des informations sur le cercle d’Euler (ou de
Feuerbach) ou cercle « des neuf points » dans RESU 9.

'
NS

5. La lectrice aura remarqué qu’'un Q-rhombe partage avec le losange
la propriété d’avoir des diagonales perpendiculaires. Or un losange, dans
beaucoup de langues, est appelé « rhombe », d’'un mot grec. Et « Q » est
pour « quasi ».
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Soit un triangle ABC, T" son cercle circonscrit et A son cercle
inscrit, de centre I. On note E, F, G les points ou A est tangent
aux cotés du triangle. Montrez que dans I'inversion de pole I et
de cercle A, I'inverse d’un sommet de ABC est le milieu d’un c6té
de EFG. Quelle est I'image de I dans cette inversion ?

Question 17. Formule d’Euler par I’inversion

Déduisez du résultat de la question précédente la formule
d’Euler : d*> = R(R — 2r). Rappel : le rayon du cercle des neufs
points d’un triangle est la moitié du rayon de son cercle circons-
crit.

Question 18. Quatre cercles tangents

Soient deux cercles %) et %, 'un intérieur a 'autre, et deux
autres cercles I'1 et 'y, chacun tangent aux deux précédents. On
note a et b les points ou %) est tangent a I'; et I's, puis a’ et ¥/
les points ou %65 est tangent a ces mémes cercles. Montrez que les
droites (ab) et (a'd’) se coupent sur A, axe radical de €} et 6.

Indication : on note o le point o (ab) coupe A et on consideére
une inversion de centre o échangeant a et b.

Question 19. Construire la perpendiculaire

Soient deux cercles € et &, non concentriques, un point A
sur %, un point B sur &, un point P sur leur axe radical A. La
droite (PA) recoupe ¢ en M et la droite (PB) recoupe & en N.
Comment choisir P pour que (M N) soit perpendiculaire & A ?
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Question 20. Inversion des sommets d’un triangle

Trois points A,B,C' étant donnés, ainsi qu'un point O dans
I'intérieur de ABC, que peut-on dire des angles du triangle A’ B'C’
dont les sommets sont les inverses de A, B, C' dans une inversion
de pole O et de puissance quelconque ?

Montrez que BOC = W%—BTA”\C’ et que ’on a des relations
analogues aux deux autres sommets du triangle.

En déduire qu’il est possible de choisir un point O tel que
A'B'C’ soit équilatéral.

Que se passe-t-il si on choisit comme point O le centre du
cercle circonscrit ?

Question 21. Somme des angles

Soient trois cercles ayant en commun un point P et qui se
coupent deux par deux en K, F.G.
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Montrez que la somme des angles des tangentes a ces cercles en
ces trois points vaut 7.

Question 22. L’image est 'axe

Soit un cercle & de centre A et un cercle % de centre B
passant par A. Montrez que I'image de % par 'inversion de cercle
o est I'axe radical de ces deux cercles.

5.3.2 Réponses.1

Réponse 1. Une construction

Les points O,P,P’ sont alignés car ils appartiennent tous les
trois a la médiatrice de [AB] : OA = OB,PA = PB,P'A =
P'B, car les cercles de centre A, B,O ont le méme rayon, par
construction.

Le triangle O P B est isocele de sommet P et le triangﬁr_QBP’
est isocele de sommet B. L’un des angles a la base, POB est
commun, donc ces triangles ont leurs trois angles respectivement
égaux, ils sont semblables.
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Donc OP/BO = BO/OP' soit OP - OP' = BO? = k.

Cette construction est pratique, élégante et rapide, mais elle
n’est réalisable que si le cercle centré sur P et de rayon OP re-
coupe I, cercle de I'inversion (P peut étre extérieur a I'). Lorsque
P est trop pres du poéle, nous avons vu d’autres méthodes. Vous
pouvez aussi adapter cette méthode en créant un point @) tel que
OQ@Q = «a - OP pour un réel o convenable, construire @’ et en
déduire P'.

Réponse 2. Sur ’axe radical

Traitons le cas ou les deux cercles sont extérieurs ['un a 'autre
et l'inversion, positive.

Les points G, J, G, J’, n’étant pas alignés, appartiennent a
un méme cercle (voir question 10 du chapitre précédent).

Les produits IG - IJ = IG" - IJ' expriment la puissance de I par
rapport a ce cercle, et prouvent aussi que la puissance de I par
rapport au cercle de centre A est la méme que celle par rapport
au cercle de centre B.

I est donc un point de 'axe radical des cercles de centre A et
de centre B.

Ce raisonnement s’applique sans changement aux autres cas.
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Réponse 3. L’image du centre

L’image de la droite (M N) sera un cercle I' passant par le
pole O et par les images M’ N’, ce qui suffit & le construire.
L’image du centre A est donc le point A’ ou ce cercle rencontre
la droite (OA).

Une autre méthode de construction qui présente également de
I'intérét : comme la droite (M N) passe par A, elle est orthogonale
a ¢, par conséquent le cercle I' est orthogonal au cercle ¢”. La
puissance de B par rapport a I' vaut donc BA’ - BO = R?, ot R
est le rayon de ¢”.

Mais cette relation, si 'on note « et 3 les extrémités du dia-
metre de €’ créé par la droite (OB), exprime le fait que les
points «, 3, A’,O sont en division harmonique (c’est la relation
de Newton puisque B est le milieu de [af]), donc que la droite
perpendiculaire & (OB) en A’ est la polaire de O par rapport a
¢

En somme : dans une inversion de pdle w qui échange un
cercle 1 et un cercle v, I'image du centre de ; est le pied de la
polaire de w par rapport a 7s.
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Réponse 4. Division harmonique

Les points E et D sont invariants. On a donc OE? = OD? =
Om-OM et c’est la relation de Newton (voir page 23) qui exprime
la division harmonique [E, m, D, M|, c’est-a-dire :

Em/EM = —-Dm/DM.

Réponse 5. Théoréeme de Ptolémée

On note B’, C', D', les images de B, C, D. Le pole A n’a pas
d’image dans le plan. L’inégalité triangulaire de trois points dans
le plan dit que 'on a toujours B’D’ < B'C’+C’D’. Compte tenu

de la formule qui donne la distance des points inverses (voir page
BD - BC CD

111), cette égalité s’écrit : 1B AD = AB-AC+AC-AD’
en multipliant par AB - AC' - AD :

soit,

AC-BD < BC-AD+ AB-CD.
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Supposons les quatre points disposés sur un cercle, A et C de
part et d’autre de la corde [BD]. Comme ce cercle passe par le
pole, son image est une droite, donc B’,C’, D’ sont alignés et C”
est entre B’ et D’. On a donc B'D' = B'C’ +C'D’. On en déduit
AC-BD =AB-CD+ BC - DA.

Réciproquement, si cette derniere égalité est vérifiée, le méme
calcul prouve que B’, C' et D', images de B, C' et D dans l'in-
version de pole A, sont alignés, et I'image de cette droite est un
cercle passant par A, donc A, B, C, D appartiennent & un méme
cercle.

Quelle est la portée de la précision : « A et C de part et d’autre
de la corde [BD] » 7 Et si ce n’est pas le cas?

Scholie

Ce théoreme apparait donc comme une extension et une consé-
quence de l'inégalité triangulaire.

Ptolémée est un grand astronome d’origine gréco-égyptienne
du deuxieme siecle. Son traité d’astronomie (I’Almageste) a exercé
une influence dominante sur les conceptions scientifiques euro-
péennes jusqu’a Copernic et Galilée qui ont ouvert (non sans
mal) un nouveau chapitre de cette discipline.

On peut également démontrer ce théoréeme par les triangles
semblables, et aussi en utilisant les nombres complexes.

Réponse 6. Birapport plan

Il suffit d’appliquer a chaque longueur la formule
|k|AB
OA-OB
(voir page 111) et tout se simplifie. Nous verrons une application
de cette propriété dans la question 1 de la premiere annexe.

A'B' =
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Réponse 7. Antiparalleles

On a par définition Om - OM = On - ON donc Om/ON =
On/OM, les triangles Omn et ON M sont semblables (un angle
égal entre deux cotés proportionnels). C’est une des caractérisa-
tions de 'antiparallélisme. Les égalités angulaires qui en résultent
font que les triangles PnN et PMm sont également semblables,
donc Pn- Pm = PN - PM. Mais comme m,M,n, N ne sont pas
alignés, ils appartiennent & un méme cercle donc cette égalité ne
fait qu’exprimer la puissance de P par rapport a ce cercle.

Les droites (nm) et (N M) peuvent étre paralléles, si et seule-
ment si On = Om.

Réponse 8. Distances

On se méfie parce qu’on peut avoir OA < OB et cependant,
OA > OB si par exemple OA = 1 et OB = —2. En outre, ne
faut-il pas considérer le signe de k7

La solution consiste, comme Alexandre tranchant le nceud
gordien, a tout passer sous la valeur absolue. Des nombres égaux
ne peuvent avoir des valeurs absolues différentes, méme si des
nombres différents peuvent avoir la méme valeur absolue.

OA-OA'=k=0B-OB = OA-0OA' = |k|=0B-0B'.
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Or, OA-OA" = OB-OB’ et OA < OB entrainent OA’ > OB’ et
le signe de k ne joue aucun role. Enfin, OA = OB = OA’ = OB'.

Réponse 9. Image d’un segment

Est-ce que, si B € [AC], on a B’ € [C"A]? En général, non,
B’ n’appartient méme pas a la droite (AC).

Quelle est I'image d’'un segment [AC] quand la droite (AC)
passe par le péle O ? La définition de I'inversion et les questions
précédentes permettent de répondre. Le point O détermine deux
demi-droites. Si les points A et C' sont dans la méme demi-droite,
I'image du segment [AC] est le segment [C’A’]. Sil'on parle d’'un
segment comme JOA], son image est la demi-droite [A’00] et 'l
s’agit d'un segment [A,0], son image est la demi-droite | — oo, A’].
Enfin, si O € [AB], I'image est en deux morceaux ! Elle consiste
en deux demi-droites : | — 0o, A’| U [B’,00].

C’est étonnant ? Mais la fonction « inverse » © — 1/x de R*
dans R* fait des choses du méme genre.

Réponse 10. Entourages

Il n’est pas possible que les images de deux cercles sans points
communs aient un point X en commun. Le fait que l'inversion
soit involutive s’y oppose : I'image de X appartiendrait aux deux
cercles initiaux, contrairement a I’hypothese. Voyons s’ils peuvent
étre extérieurs I'un a l'autre.

Dans un premier cas, nous prenons le pole o extérieur a & et
donc a 2. Une sécante issue de o coupe Z en u et v, € en r et s.
Puisque Z est intérieur a €, les quatre points sont rangés ainsi :
o,r,u,v,s. Mais or < ou = or’ > ou’ et ov < 0s = ov' > 0s’. Les
images sont donc rangées ainsi : o,s’,v",u’,r’, ce qui prouve que
¢’ entoure 2.
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Autre cas, le pole o est a l'intérieur de ¢, mais a I'extérieur
de 2. Une sécante issue de o coupe & en u et v, € en s et en 7.

L’ordre des points sera s,o,u,v,r et la méme propriété des dis-
tances fera que les images seront rangées ainsi : s’,0,r", 0" v’ (le
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point s’ n’est pas visible, a gauche sur la figure), ce qui prouve
que €' est extérieur a Z’.

Scholie

On peut se poser d’autres questions! Un cercle % entoure un
cercle 2. Est-il possible que 2’ entoure ¢’ 7 Que se passe-t-il si
% entoure Z et que le pole soit a I'intérieur des deux cercles ?

Réponse 11. Le troisiéme cercle

Par l'inversion de péle O, la droite (Oa) est invariante et cette
droite est orthogonale au cercle o7 (elle passe par son centre).
Comme ce cercle passe par le pole, son image est une droite dy
et comme l'inversion conserve l'orthogonalité, d, est orthogonale
a (Oa). On la positionne librement, puisqu’on n’a pas défini le
rapport de l'inversion. On trace alors dj,, image de 4. Comme &/
et & se coupent aussi en P, d, et dj se coupent en I'image de P,
qui est sur la droite (OP), ceci définit un point A, image de P.
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Le troisieme cercle passant par R, O et ) aura pour image une
droite, passant par 'image de R et par I'image de ). Comme
R est un point de <7, son image est sur la droite d, et aussi,
bien siir, sur la droite (OR). On note B ce point. On définit le
point C, image de @ de la méme facon. Maintenant nous avons
un triangle ABC' dans lequel les droites (BO) et (CO) sont des
hauteurs, donc O est son orthocentre, si bien que AO, qui passe
par P, est la troisieme hauteur. Cette droite, invariante, étant
perpendiculaire a 'image du troisieme cercle, cela prouve qu’elle
est orthogonale a ce cercle, et donc passe par son centre. CQFD.

Réponse 12. Inverseur de Peaucellier

Quelles que soient les positions des articulations, les points
O, P et P’ sont sur la médiatrice de [BC] puisque OC = OB et
que PB = PC = P'B = P'C, donc ils sont alignés. PBCP’ est
un losange, donc ses diagonales sont perpendiculaires. Soit u son
centre. uB = uC donc lui aussi est sur la médiatrice de [BC],
aligné avec O, P, P'.
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En considérant les différents triangles rectangles et en appli-
quant le valeureux théoreme de Pythagore, on trouve des choses
comme : Pu? + Bu® = (%, Ou® + Bu? = o%. Comme par hypo-
these, a > 3, ceci prouve que Ou > Pu et donc que P est situé
entre O et P’. D’autre part on a : OP-OP' = (Ou— Pu) - (Ou+
Pu) = Ou? — Pu?. En soustrayant les deux premicres égalités,
on trouve OP - OP' = a® — 32.

On peut donc considérer que dans une inversion de centre O
et de rapport k = a® — 32, le point P’ est I'image du point P
dans toutes les positions que permettent les dimensions des tiges
et les articulations. Par exemple, si P décrit un arc d’'un cercle
passant par O, P’ décrira un segment de droite. Dans la figure
suivante, on a réduit le losange a un segment et on obtient donc
P = P’, un point invariant et, de ce fait, le cercle de I'inversion.

On peut procéder, en club, a beaucoup d’explorations a ’aide
de cet instrument qui n’est apreés tout qu’un genre de... compas!
Le point P est-il nécessairement dans le secteur angulaire BOC' ?
Peut-on confondre B et C'7
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Réponse 13. Inverseur de Hart

Comme les triangles ABC' et ADC sont égaux, leurs hauteurs
issues de B et de D sont respectivement égales et donc quelle que
soit la position permise par les déplacements et les articulations,
ABDC' est toujours un trapéze isocele, donc (BD)//(AC), si
bien qu’on a des triangles homothétiques AOP et ABD puis,
également, OBP" et ABC. Donc on a OP/BD = AO/AB et
OP'/AC = OB/AB.

On en tire : OP - OP' = (AO.BD) - (OB.AC)/AB?. Posons
AB =a,AC = b, AO = u.

D’a/u‘_cr\e part, un trapeze isocele est un quadrilatere inscrip-
tible (ABC = ADC)), on peut donc appliquer la relation de Pto-
lémée : BD - AC+ AB-DC = BC - AD soit, ici BD -b+a® = b?,
qui donne BD. Finalement, OP - OP' = u - (a — u)(b?® — a?)/a?
qui est une quantité fixe.

Ces deux dispositifs ont été utilisés au XIX¢ siecle, dans I'in-
dustrie, pour transformer des mouvements circulaires et mouve-
ments rectilignes. En effet, si 'on astreint P a parcourir un cercle
passant par O (ou un arc d’un tel cercle), P’ décrira un segment
de droite, conformément a cette propriété de l'inversion.

Réponse 14. Les sommets d’un Q-rhombe

Par hypothese, ua = ub et va = vb. On utilise la formule (voir
page 111) qui donne la distance des images. Il s’agit de savoir si
on peut avoir, o étant le pole d’une inversion de puissance k,

, kua ) kub ;) kva ) kvb
u'a = =ub = ;ova = = .
ou - oa ou - ob ov - oa ov - ob

En utilisant les hypotheses on trouve tout de suite oa = ob, c’est-
a~dire que le pdle doit étre situé sur la médiatrice de [ab], autre-
ment dit la droite (uv). Mais est-ce suffisant ?
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Oui, car dans ce cas, v/ et v’ seront également situés sur cette
droite, les droites (0a) et (ob) sont invariantes et symétriques par
rapport a (ou), enfin, oa = ob = oa’ = ob’ donc v'a’u'b’ est un
Q-rhombe. Cette figure est-elle toujours convexe ?

Réponse 15. Euclide, le retour

Soit un cercle ¥, un point O sur % et un point E ne lui
appartenant pas.

Il est tres facile de construire un cercle tangent en O a €
passant par E. Le centre de ce cercle est a I'intersection de la mé-
diatrice de [OE] et de la droite passant par O et par le centre de
ce cercle. Construction classique, ou I'unicité est évidente. Mais
ce n’est pas la question posée, puisqu’on nous demande d’obtenir
I’existence et 'unicité d’un tel cercle en la déduisant du fameux
axiome d’Euclide!

Voici donc la réponse a cette petite énigme. Une inversion de
centre O et de puissance quelconque transforme % en une droite ¢
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et Fen E'. Par E’ (et par Euclide) % on méne I’unique parallele
a d, notée ¢’. Maintenant, I'image de ¢’ est le cercle recherché.

La figure réalise la construction (ce qui n’est pas indispen-
sable, mais constitue un bon exercice de révision). Le cercle T" est
le cercle de I'inversion. Notez que, comme souvent, le résultat ne
dépend pas du rapport de l'inversion. Sur la figure, la puissance
est fixée deés que l'on a placé 9, image de %. Tout le reste en dé-
coule. Comme j’ai placé § de telle manieére qu’elle coupe %, cela
fournit deux points invariants, D et F', donc le cercle I', qui en-
suite permet de définir £/, puis la paralléle et son image, qui est
le cercle recherché. Comment se fait-il que le résultat ne dépende
pas du rapport de l'inversion ?

Pour répondre & cette question, faisons quelques calculs en
posant que le rapport de 'inversion vaut k. Un axe des ordon-
nées (vertical) passant par O et par le centre de €, un axe des
abscisses (horizontal) passant par O. Soit R le rayon de % et
nous cherchons R’, rayon de %”. Soit d 1’ordonnée de la droite

6. C’est un zeugma.
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(DE) image de €. En considérant le point de plus grande or-
donnée (le « pdle nord ») de ¥, on voit que d = k/2R. Soit h
I'ordonnée de E et b/ celle de E’. Nous avons OE’-OFE = k donc
h'/h = OF’/OE = k/OFE? (Thaleés). Donc h' = kh/OE? qui est
lordonnée de la droite ¢’. Maintenant si nous notons X 1’ordon-
née du pole nord de €”, nous avons h'X = Xkh/OE? = k. Le
rapport de I'inversion, k, se simplifie, ce qui explique le résultat :
2R = X = OE?/h.

Exception! La construction ne fonctionne plus si le point F
est sur la tangente en O au cercle ¢. En effet, dans ce cas, E’
et ¢’ sont encore sur cette tangente, dont I'image n’est pas un
cercle, mais elle-méme.

Notez que dans ce cas la construction « évidente » qui ne fait
pas appel a l'inversion ne permet pas non plus la construction
puisque la médiatrice de [OE] est alors parallele a la droite pas-
sant par O et par le centre de . Mais la réponse est évidente :
le « cercle » qui répond & la question est la droite tangente a €
en O.

Réponse 16. Le cercle d’Euler par I’inversion

Il y a un cercle AEIG puisque les angles IGA et TEA sont
droits. Ce cercle passe par le pole I, son inverse est donc une
droite. Comme les points E et G sont invariants, c’est la droite
(EG). L’inverse de A est donc le point a ou (I A) rencontre (EG).
Comme le triangle AEG est isocele, (AI), qui est bissectrice de
I'angle en A, est également médiane et a est le milieu de [EG].

Une conséquence amusante c’est que I'image de I', cercle cir-
conscrit de ABC, dans cette inversion, de cercle A, le cercle inscrit
de ABC, est donc le cercle des neuf points (ou cercle d’Euler) du



CHAPITRE 5. L’ INVERSION 151

triangle EFG”.

Réponse 17. Formule d’Euler par I’inversion

Soit le triangle ABC, I' son cercle circonscrit, de centre o et
de rayon R, A son cercle inscrit, de centre I et de rayon r, 7 le
cercle des 9 points du triangle EFG, de rayon R'. Attention, A
est le cercle inscrit dans ABC' mais c’est le cercle circonscrit de
EFG. C’est pourquoi R’ = r/2. On utilise la formule (voir page
118) qui donne le rayon d’un cercle image en fonction du rayon
du cercle objet, de la puissance de l'inversion qui ici vaut 72, et
de la distance d = OI entre le pdle et le centre du cercle objet.
On a : ,

o r_r R
2  R2-—d?

ce qui donne immédiatement la formule d’Euler.

Réponse 18. Quatre cercles tangents

Notons € le cercle intérieur a %5. On construit A, leur axe
radical (par exemple avec un troisieme cercle intersectant les deux
premiers).

L’énoncé permet quatre cas de figure selon que I'y, ou I'y en-
toure %7, ou qu’ils 'entourent tous les deux, ou au contraire qu’ils
soient, comme dans la figure de gauche, tous deux extérieurs a
6.

Dans ce dernier cas, notons e et f les intersections de la droite
(ab) avec %2. Comme o est sur leur axe radical, la puissance de
0 par rapport a %) est la méme que par rapport a %». Donc

7. Ce triangle EF'G des points de contact du cercle inscrit avec le triangle
ABC peut étre appelé triangle de Gergonne, tout comme le point de concours
des droites (AF),(BG),(CE) est dit « point de Gergonne ».
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Pinversion qui échange a et b échange aussi e et f. Autrement
dit, les cercles %71 et %5 sont invariants dans cette inversion. La
question posée c’est : est-ce que cette inversion échange aussi a/
et b'?

Comme l'inversion conserve les contacts, 'image de I'; par
cette inversion sera un cercle tangent a 4] en I'image de a, qui
est b et tangent a %,. Est-ce que c’est nécessairement 'y 7 Non !
Il y a un autre cercle tangent a 41 en b et a % (ici en b").
Seulement, la question 10, et sa réponse, nous disent que le pole
de linversion étant (pourquoi?) extérieur a €1 et a 'y, il n’est
pas possible, I'; étant extérieur a %1, que son image entoure %71,
qui est, rappelons-le, sa propre image.
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Donc 'inversion considérée échange a’ et b', si bien que les droites
(ab) et (a'b’) se coupent en 0. CQFD. Seulement, il y a un genre
de réciproque : si nous considérons un autre cas de figure, celui
ou I'y (ici noté T'y), mais pas I'y, entoure 47, I'image de I'y n’est
pas I'y et 'inversion qui échange a et b n’échange pas a’ et b”.
En ce cas, I’énoncé est faux.

Enfin, le lecteur et la lectrice vérifieront que la démonstration
fonctionne si les deux cercles I'y et I'y entourent 4.

Réponse 19. Construction d’une perpendiculaire

Une inversion de pole P pour laquelle 'image de A est M
échange aussi B et N puisque, P étant sur I'axe radical A, PA -
PM = PB - PN et ces deux cercles sont invariants pour cette
inversion.

D’autre part, I'image de la droite (M N) est le cercle PAB.

Comme 'inversion conserve l'orthogonalité, il faut construire
un point P tel que le cercle PAB soit orthogonal a A, c¢’est-a-dire
centré sur A.

Le centre d'un tel cercle est a l'intersection de A avec la
médiatrice de [AB].
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Le point P est I'un des deux points d’intersection de ce cercle
avec A. Il y a deux solutions.

Réponse 20. Inversion des sommets d’un triangle

Le point O étant choisi, nous pouvons prendre sur le seg-
ment [OA] un point A" quelconque puisque le résultat ne dépend
pas de la puissance de l'inversion. Ensuite, le cercle qui passe
par A,A’ et B étant globalement invariant, recoupe le segment
[OB] en limage de B, B’. On détermine C’ de la méme fagon.
Comme OA - OA’ = OB - OB, les triangles AOB et A’OB’
sont semblables : ils ont un angle égal compris entre deux co6-
tés proportionnels. Notez qu’ils ne sont pas homothétiques. On
a OBA = B’/A”\O, et d’autres égalités d’angles qui résultent des
autres triangles semblables.

On a noté ces angles dans les deux triangles ABC' et A’B'C’,
comme 1,2,3,4,5,6. Il est alors clair que 1+2+4+3+44+5+6=m7
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et queB/()\C:w—(5+6) =1+2+3+4, CQFD. Soit alors un
triangle dont les angles valent, par exemple, A= 70°, B’/z\GOO,
C = 50°. Puisque l'on veut que A’ = 60°, il faut que BOC =
130°. Le point O appartiendra donc & un arc de cercle d’ou 'on
« voit » le segment [BC] sous un angle de 130°. La méthode
pour construire un tel arc est rappelée dans &E’)\SU 5. Le centre
w du cercle dont fait partie cet arc vérifie BwC = 100° donc
on l'obtient en construisant une demi-droite qui fait avec (BC')
un angle de 40°, au point C. Le point w sera a 'intersection de
cette demi-droite avec la médiatrice de (BC'). De méme il faut
que COA = 120°, d’ou la construction d’un second arc, et la
détermination de O.

Naturellement, le triangle A’B’C’, en tant que polygone a
trois cotés, n’est pas l'inverse du triangle ABC. Ce sont seule-
ment ses sommets A’, B, C’ qui sont les inverses des sommets
A, B, C. Comme les inverses de droites sont des cercles passant
par O, l'inverse du triangle ABC' sera une figure constituée de
trois arcs de cercle, des cercles passant par O. Il n’est pas difficile
de construire ces arcs, la figure ressemble un peu a un trefle. Pour
avoir un trefle a quatre feuilles, il faudrait partir d’'un quadrila-
tere!
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Silon prend le point O au centre du cercle circonscrit, comme
dans ce cas BOC = 2.A, on aura A’ = A. Le triangle A’B'C’ sera
semblable au triangle ABC'. 1l lui sera méme homothétique, de
centre O. Voyez-vous pourquoi ? Il peut également étre intéres-
sant de prendre O en d’autres points remarquables du triangle.

Réponse 21. Somme des angles

Une inversion de pole P et de puissance quelconque trans-
forme ces trois cercles en trois droites qui se coupent en les points
E' F',G" images de E,F,G. La somme des angles du triangle
E'F'G’ vaut m comme on sait, et comme 'inversion conserve les
angles, la somme des angles des tangentes a ces trois cercles en
E,F,G aussi.

Réponse 22. L’image est 'axe

Soit un point D de A et son image D’. Comme 'image de %4
est une droite perpendiculaire & la droite (AB), le point D’ suffit

a la tracer.
o
D

Comparons la puissance de D’ par rapport aux deux cercles. En
notant R le rayon de 7, qui vaut vk ol k est la puissance de
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I'inversion, on a AD - AD' = R? et donc la puissance de D’ par
rapport a 7 vaut D'A?2 — R? = D'A? ~D'A-DA = D'A-(D'A—
DA) = D'’A-D'D qui est la puissance de D’ par rapport a 2.
Donc la droite perpendiculaire & (AB) passant par D’ est laxe
radical des deux cercles.

5.4 Exercices.2

5.4.1 Questions

uestion 1. Le centre de I’image
Q g

Soit une inversion de pdle o, un cercle ¥ de centre a, ne
passant pas par o, un cercle I' orthogonal a %, passant par o et
son image (d). Faites une figure en tracant librement le cercle
de l'inversion et dites comment situer directement le centre ¢ de

I'image ¢’ de €.

Question 2. Trois cercles du méme pinceau

Soit IT" le cercle d’une inversion .# de pdle o, ¥ un cercle ne
passant pas par o, et ¢’ son image par .#. Montrez que I', ¢ et
¢’ font partie du méme pinceau.

Question 3. Stabilité

Soient deux cercles € et Z, & le pinceau qu’ils engendrent,
2+ le pinceau orthogonal, . 1'une des inversions, de pole s, qui
échangent & et . Montrez que . laisse « invariants » ces deux
pinceaux, c’est-a-dire que 'image par . d’un cercle de & est un
cercle de 2, et de méme pour Z+.
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Question 4. Inversion des points limites

Montrez que tout cercle d’un pinceau & points limites u et v,
considéré comme le cercle d’une inversion, échange u et v.

Question 5. Inversion et points symétriques

Soit . une inversion définie par son cercle €2, de centre O.
Soit un point m ¢ € et son image M pour cette inversion.

Soit P un point quelconque de € et ¢ une inversion de pole
P, de puissance quelconque, de cercle I'. Montrez que les images
m' et M’ par # des points m et M sont symétriques par rapport
a la droite A, image de 2 par Z.

Question 6. Inversion et cercles de méme rayon

Etant donnés deux cercles, déterminez, si c¢’est possible, une
inversion qui les transforme en deux cercles de méme rayon.

Question 7. Inversion d’un couple cercle-droite

Soit un cercle I' de centre w et de rayon R et une droite A. La
distance entre w et A vaut d. Soit un point P de I'. Une inversion
de pdle P et de puissance quelconque transforme A en un cercle
I de rayon R’ et de centre w’ et T" en une droite A’, la distance
entre w’ et A’ vaut d’. Prouvez que d’/R' = d/R.

Suggestion : faire des calculs en coordonnées. Prendre 1’origine
en w, centre de I', et A parallele a 'axe des ordonnées, donc
d’équation x = d. Le point P aura alors pour coordonnées :
(Rcost, Rsint).
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Question 8. Des images concentriques

Soient deux cercles % et %5 sans points communs, u et v
les points limites du pinceau qu’ils engendrent. Montrez qu’une
inversion de centre u ou v transforme tous les cercles de ce pinceau
en un pinceau de cercles concentriques. Pourquoi est-il impossible
de transformer deux cercles sécants ou tangents en deux cercles
concentriques 7

Question 9. Modus

Soient deux cercles non sécants. Décrivez en détail la réalisa-
tion de leurs images concentriques par une inversion convenable.

Question 10. Paradoxe

Sachant qu'un cercle ¢, son image %’ par une inversion et -y
le cercle de cette inversion, font toujours partie du méme pinceau
(question 2), comment expliquer la situation décrite dans la ques-
tion 8, car dans un pinceau a point de base, ou a points limites,
il ne peut pas exister deux cercles concentriques (pourquoi 7).

Question 11. Cercles bissecteurs

On appelle cercle bissecteur de deux cercles ¢ et ¢” le cercle
d’une inversion qui les échange. Dans le cas de deux cercles sé-
cants, montrez qu’il existe deux cercles bissecteurs, orthogonaux,
mais un seul si les cercles sont sans points communs. Y a-t-il des
cas particuliers 7 Justifiez le nom « bissecteur ».
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Question 12. Cas des cercles concentriques

Deux cercles concentriques n’ont qu’un seul cercle bissecteur.
Sir et R sont leurs rayons, quel est le rayon du cercle bissecteur ?

Question 13. Cas de cercles tangents

Soient deux cercles 4 et %> tangents du méme coté de leur
tangente commune. Si r et R sont leurs rayons, quel est le rayon
du cercle bissecteur ?

Question 14. Construire le cercle bissecteur

Soient deux cercles ¥) et % extérieurs I'un a 'autre. On
note A, B,C, D dans cet ordre l'intersection de ces cercles avec
leur droite des centres. Soient 27 et % les cercles de diametres
respectifs [AD] et [BC]. Soit u et v les points limites du pinceau
engendré par 7 et Z». Montrez que le cercle de diametre [uv]
est le cercle bissecteur de ¢ et 65.

Cette construction permet d’obtenir le cercle bissecteur de
deux cercles extérieurs I'un a l'autre. Comment peut-on faire
pour construire le cercle bissecteur de deux cercles dont I'un est
intérieur a l'autre?

Dans le cas ou les cercles sont sécants, il est plus facile de
construire leurs deux cercles bissecteurs. Comment fait-on ?

Question 15. Un point du bissecteur

Soient deux cercles € et ¢’ non sécants, et I'inversion .# de
puissance positive qui les échange.

Soient deux autres cercles, Z et & tangents chacun a % et
a ¢’ extérieurement (aucun des quatre cercles n’en entoure un
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autre) et tangents entre eux en un point P. Montrez que P est
un point du cercle de .#, le cercle bissecteur de € et ¢”.

Question 16. Inversion de pinceaux

On transforme par une inversion quelconque tous les cercles
d’un pinceau. Qu’en résulte-t-il 7

Question 17. Inversion de deux cercles concentriques

Les inverses de deux cercles concentriques peuvent-ils étre des
cercles concentriques ?

Question 18. Inversion de trois cercles dont les centres
sont alignés

Soient trois cercles dont les centres sont alignés. Les centres
de leurs inverses peuvent-ils étre également alignés?

Question 19. Inverse du pied de I’axe radical

Soient deux cercles sécants, leur axe radical, le point h inter-
section de ’axe radical avec la droite des centres et une inversion
échangeant ces deux cercles.

L’inverse de h est un point intéressant, lequel ? La méme ques-
tion est abordée en annexe pour le cas de deux cercles non sé-
cants.
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Question 20. Invariant anallagmatique

L’invariant anallagmatique est une quantité qui concerne deux
cercles, ou deux droites, ou un cercle et une droite, et qui reste
inchangée si on transforme ces deux objets par inversion ¢. Pour
deux cercles, de rayons R et r, d étant la distance de leurs
centres, c’est la quantité

_ R?4r?—d?

84
2Rr

Pour deux droites sécantes faisant un angle 6 €]O, 7 /2],
S = cos(h).

Pour une droite (D) et un cercle € sécants, le cercle étant de
centre o et de rayon R, d étant la distance entre o et (D),

d
j_ﬁ'

Ce cas est traité dans la question et la réponse 7 de Exercices.2.

a. Le mot anallagmatique signifie en grec « sans changement ».

Montrez, dans le cas de deux cercles sécants, en deux points
A et B, que si I'on effectue une inversion quelconque sur ces deux
cercles, la quantité .# ne change pas.

Indication : il faut trouver la signification géométrique de ¥
dans le triangle o1 Aoz, 01 et oy étant les deux centres de ces
cercles.

Ce théoreme est également vrai dans le cas de deux cercles
non sécants (voir annexe 1).
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Question 21. Quelques exemples

Combien vaut I'invariant anallagmatique dans le cas de deux
cercles orthogonaux ? Dans le cas de deux cercles tangents inté-
rieurement ? Extérieurement ? Dans le cas de deux cercles concen-
triques ?

Question 22. Composées

Soient deux cercles € et €’ non sécants, o4 le centre d’ho-
mothétie positive et o_ le centre d’homothétie négative. On note
S et J_ les inversions de poles respectifs oy et o_, échangeant
les deux cercles.

Soit m ¢ [040_] un point de ¥, M son image par .Zy, n
I'image de M par #_, N l'image de n par .#,. Montrez que m
est I'image de N par ¥_.

Question 23. Transmuée

Soient f une inversion de pole A de cercle .%, de puissance
k, et une inversion g de pole B et de cercle ¢, de puissance .
Montrez que fogo f est une inversion ou une symétrie. Lorsque
c’est une inversion, quelle est sa puissance? On dit que cette
transformation est la transmuée de f par g.

Question 24. Bissecteur des images

Montrez qu’étant donné un cercle I bissecteur de deux cercles
¢ et 9, silon note IV, €’ et 2’ les images de ces trois cercles
par une inversion, I'” est un cercle bissecteur de ¢’ et 2.
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Question 25.

1) Soient deux points A,B d’une droite (d), A’, B’ leurs images
par une inversion de poéle O non situé sur (d), et le cercle ¢ image
de (d), passant donc par O. Les tangentes a ce cercle en A" et
en B’ se coupent en un point I et la droite (OI) coupe (d) en w.
Montrez que w est le milieu de [AB].

2) Sur la droite (d), les points D et C' sont tels que [D,C,A,B]
est une division harmonique. La méme inversion de pole O envoie
D et D' et C en C'. Montrez que tout cercle passant par D’ et
(' est orthogonal au cercle de centre I passant par A’ et B’. En
déduire que D', C’ et I sont alignés.

5.4.2 Réponses
Réponse 1. Le centre de 'image

Comme I est orthogonal a &, son image (d) doit étre ortho-
gonale & 4, c’est-a-dire passer par son centre. Et ce centre est
nécessairement sur la droite (oa), c’est donc (d) N (oa).
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Réponse 2. Trois cercles du méme pinceau

Si les cercles I' et € sont sécants en A et B ou tangents en
T, comme I' est invariant point par point, ¢’ passera également
par A et B, ou sera tangent aux autres cercles en T'. Il fera donc
partie du méme pinceau que I' et €.

¢

R

Si I, le cercle de 'inversion .#, de centre o et le cercle €, sont
sans points communs, on sait construire un cercle " orthogonal
a € et & €', centré sur leur axe radical, par exemple en menant
de O une tangente commune, le milieu des points de contact
T et U fournissant le centre de 7. U étant I'image de T, %
est globalement invariant par .#, donc orthogonal & I'. Les trois
cercles orthogonaux a % et centrés sur la méme droite font donc
partie du méme pinceau (voir page 86), ce qui peut se dire aussi :
un cercle bissecteur de deux cercles appartient au méme pinceau
que ces deux cercles.

Réponse 3. Stabilité

Soit un cercle I' de 22+, de centre . I' est par définition
orthogonal aux cercles € et 2. Son image par ./, I/, doit étre
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également orthogonale & ces deux cercles (car 'inversion conserve
I'orthogonalité), donc centrée sur l'axe radical. Mais son centre
~" doit étre aligné avec v et avec s, qui n’appartient pas a I'axe
radical (pourquoi?). Donc ' = 4. T est globalement invariant et
de méme tout cercle du pinceau 2.

Soit maintenant un cercle Z de 2. 1l est orthogonal a I, qui
est globalement invariant par s. Le cercle ¢, image de ¢ par
7, sera également orthogonal a I, et son centre sera sur la droite
des centres de 2, c’est donc un élément de &2, ce qui démontre
la stabilité.

Réponse 4. Inversion des points limites

Soient v un cercle du pinceau de centre A, de rayon vk, h
le pied de I’ axe radical et p la puissance de h par rapport aux
cercles du pinceau. On oriente la droite des centres de telle sorte
que hu > 0.

On a hu = \/p = vh. On a aussi Au- Av = (Ah — uh) - (Ah +
hv) = Ah? — p = k. Donc (voir formule page 76) l'inversion de
cercle v échange u et v.
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Plus de géométrie ? Soit 7/ un second cercle du pinceau, de centre
B. Tragons une tangente commune aux cercles v et 7/, soient G
et H les points de contact et V' leur milieu.

Le cercle " de centre V passant par G est orthogonal & ~y et +/
et coupe la droite (AB) en u et v. La puissance de A par rapport
a T vaut AG? = k = Au - Av, donc l'inversion de pole A et de
cercle v échange u et v.

Réponse 5. Inversion et points symétriques

On choisit la puissance de ¢ de sorte que les cercles I' et (2
se coupent en deux points @ et R (peut-il en étre autrement ?).
La droite (A) = (QR) est alors I'axe radical des deux cercles, et
c’est aussi I'image de 2 dans I'inversion de pdle P puisque Q) et
R sont deux points invariants.
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D’autre part, puisque Pm-Pm/ = PM-PM’ les quatre points
m,m', M, M' appartiennent & un méme cercle. Comme ce cercle
passe par m et M, il est orthogonal au cercle €2 et comme il passe
par m et m/, il est aussi orthogonal au cercle I". Son centre v est
donc sur (A), axe radical de I" et .

Il faut montrer que la médiatrice de [m'M’] est (A). On sait
que cette médiatrice passe par v. La droite (A) étant orthogonale
a (OP), pour conclure il suffit de prouver que (m'M")//(OP).

Pour cela considérons le cercle mM P. Il est tangent a (OP)
car OP? = Om - OM et son image par # est donc une droite
parallele & (OP), or c’est la droite (m'M’). CQFD.

Réponse 6. Inversion et cercles de méme rayon

Etant donnés deux cercles € et €, il existe une homothétie
de rapport positif (ou une symétrie mais alors le probléeme ne se
pose pas...) transformant le premier en le second. Il existe aussi
une inversion de rapport positif effectuant cette transformation.
Soit 2 le cercle de cette inversion.

Nous avons vu dans la question précédente qu’'une inversion
dont le pdle P appartient au cercle {2 transforme les points de
¢ et leurs images de ¢” en des points symétriques par rapport a
A, image de €2 par U'inversion de péle P. Les cercles images sont
symétriques, donc ils ont le méme rayon.

Réponse 7. Inversion d’un couple cercle-droite

L’équation de T est : 22 + y> = R?. L’équation du cercle
v de l'inversion est : (z — Rcost)? + (y — Rsint)? = p, ou p
est la puissance de l'inversion et 0 < ¢ < /2. On sait que la
droite A’ transformée de I" passe par les points d’intersection de
I' et de v (on prend pour p une valeur telle qu’il y a des points
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d’intersection), c’est leur axe radical, donc d’équation
2?4+ y* — R?* = (x — Rcost)? + (y — Rsint)? —p
ou : 2Rz cost + 2Rysint — 2R% + p = 0, soit encore

A’ xcost+ysint — R+p/2R=0 (1).

Les coordonnées de w’ sont : (Rcost + R, Rsint).
La distance d’ entre w’ et A’ s’obtient par la formule qui donne
la distance d’un point a une droite,

d =|(Rcost+ R')cost + Rsin’t — R+ p/2R| (2)

soit, puisque cost > 0 : d' = R'cost + p/2R (3).
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D’autre part, 'inversion échange h, pied de la perpendiculaire
menée par P sur A et u, opposé diamétral de P sur IV donc p =
2R'(d— Rcost) donc p/2R = R'(d/R —cost) = R'd/R — R/ cost.

Dot : d' = R'd/R , soit d'/R' = d/R, CQFDS.

Réponse 8. Des images concentriques

Considérons le cas d’une inversion de péle u, I'un des deux
points limites du pinceau. Tout cercle I' dont le centre appartient
a Paxe radical du pinceau, mais pas a la droite (uv), qui passe
par u, passe par v, et est orthogonal a €7 et a 6.

Un tel cercle I' est transformé, dans une inversion de centre u
en une droite (d) qui sera orthogonale aux images €¢”’1 et €2 de
%1 et 65 car l'inversion conserve 'orthogonalité. Or une droite
orthogonale a un cercle passe par son centre.

Donc (d) passe par le centre de €1 et par le centre de ¢”s.
De plus elle est orthogonale a la droite qui joint u au centre
de I'. Elle est donc distincte de la droite des centres et ne peut
contenir deux points distincts de celle-ci. Les cercles €1 et & €5
sont donc concentriques, et aussi toutes les images des cercles du
pinceau considéré. La position de ce centre commun est 1’objet
de la question 1 de ce chapitre. Tout ceci vaut évidemment aussi
pour une inversion de centre v.

Il n’est pas possible de transformer des cercles sécants ou tan-
gents en cercles concentriques parce que si un point est commun
a deux cercles, il appartient nécessairement a leurs deux images
et les cercles concentriques (distincts) n’ont aucun point en com-
mun.

8. Ce bel exercice, et 'indication, sont tirés d’un écrit de Daniel Perrin.
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Réponse 9. Modus

Soient deux deux cercles non sécants, </ de centre A et € de
centre C.

1) Nous avons besoin de 'axe radical, §. Pour le construire,
nous tragons une tangente commune (& ’aide d’un centre d’homo-
thétie) et projetons sur la droite des centres le milieu des points
de contact.

2) Nous avons besoin des points de Poncelet. Pour cela, d'un
point ¢ de &7, nous menons une tangente qui coupe 6 en z. Un
cercle de centre = passant par t sera orthogonal a & et a €,
et coupera la droite des centres, (AC), en n et en m, points de
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Poncelet. Le cercle de diametre [nm] fait partie du pinceau a
points de base orthogonal au pinceau que définissent <7 et €. Je
le note ¢#.

3) Nous ferons une inversion de pdle m. Comme le rapport de
I’inversion n’importe pas, je prends comme cercle d’inversion un
cercle, noté ~, qui passe par le pied h de ’axe radical. Ce cercle
coupe ¢ en deux points u et v. La droite (uv) est I'image de
7. Cette droite coupe la droite (AC) en un point k qui sera le
centre de &/’ et ¢".

4) Les cercles o/ et 7 se coupent en un point ¢ invariant, ce
qui nous donne &7/, de centre k, passant par t.

5) Les cercles € et _# se coupent en un point p dont I'image
q est le point d’intersection de (mp) et (uv), image de #, ce qui
permet de tracer €.

Réponse 10. Paradoxe

L’explication c’est que le cercle v de l'inversion ayant pour
poéle un point de Poncelet ne fait pas partie du pinceau engendré
par %) et %», puisque les points de Poncelet sont eux-mémes
des cercles du pinceau, de rayon nul! Or ce cercle est de rayon
Vk > 0. Et il ne peut pas y avoir, dans un méme pinceau, deux
cercles différents de méme centre (pourquoi? voir page 76).

Il y a donc dans cette histoire quatre pinceaux distincts. &1,
engendré par €| et €, &5 engendré par €1,v et €', P53 en-
gendré par 6,7 et ¢’o (dites pourquoi Py # P3) et enfin Hy,
pinceau de cercles concentriques engendré par ¢”’; et ¢”’5. Dans
I’exemple figuré par la figure de modus, deux de ces pinceaux
sont a points limites, un autre est a points de base et le dernier
est un pinceau de cercles concentriques.
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Réponse 11. Cercles bissecteurs

Cette question a été en fait traitée dans le chapitre de base
sur I'inversion. Ce n’est ici qu’une question de vocabulaire. Deux
cercles sécants sont échangés par deux inversions positives, il y a
donc deux cercles bissecteurs. Si les cercles sont non sécants (y
compris s’ils sont concentriques) ou tangents, ils sont échangés
par deux inversions, I'une positive, I'autre négative. Mais une
inversion de puissance négative n’a pas de cercle invariant point
par point, il y a donc un seul cercle bissecteur.

Le cas des cercles égaux (de méme rayon) est spécial. Ils sont
symétriques. Il y aurait bien un centre d’homothétie, et d’in-
version, positive, mais comme les tangentes communes qui ne se
coupent pas au centre de symétrie, sont paralleles... Il serait a I'in-
fini... Un cercle de rayon infini ressemble beaucoup & une droite,
et par une convention bien motivée le cercle bissecteur de deux
cercles égaux est la médiatrice de leurs centres, qui est aussi leur
axe radical. Et ceci, que ces cercles se coupent ou non. Notez que
ceci ne contredit pas le résultat de la question 2 de ce chapitre,
car ’axe radical d’un pinceau est un élément du pinceau.
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Revenons sur le cas le plus « beau », quand les cercles se
coupent (en A et en B), il y a deux centres d’homothétie H et F,
qui sont aussi des centres d’inversion (positive) et deux cercles
bissecteurs I'1 et I'y qui passent par A et par B puisque ce sont
des points invariants des inversions.

Notons k le rapport de ’homothétie positive, de centre H,
qui envoie le cercle de centre O sur le cercle de centre Oy. On a
k= Rl/RQ, k= HOl/HOQ = —FOl/FOg = BOl/BOQ, ce qui
signifie (VOiIﬁ,E\SU 2) que F' et H sont les pieds des bissectrices

de l'angle O1BO3, ce qui justifie le mot « cercles bissecteurs »
et prouve (en plus) que les cercles I'y et T'y sont orthogonaux
(détaillez la justification de ce point).

Réponse 12. Cas des cercles concentriques

Le pole de l'inversion est nécessairement le centre unique
d’homothétie c’est-a-dire le centre commun des deux cercles. Pour
la méme raison, le rapport de I'inversion est R, donc le rayon du
cercle de l'inversion est /7R, moyenne géométrique des rayons
des deux cercles.

Réponse 13. Cas des cercles tangents

Le pole d’inversion de puissance positive, O, est le centre d’ho-
mothétie négative et le cercle I' de cette inversion passe par T,
point de contact des trois cercles avec la tangente commune. Le
reste est un petit calcul. Soit p le rayon du cercle bissecteur I :

r r
p—r+OOQ—T+EOOl—T+E(R—p)
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. 2rR .
soit p = - que l'on peut mettre sous la forme classique de la
r
2 1 1
moyenne harmonique : — = — + —, CQFD.
p r R

Réponse 14. Construire le cercle bissecteur

Le cercle I' de diameétre [uv] fait partie du pinceau des cercles
orthogonaux aux cercles du pinceau engendré par Z; et Z,. Ces
deux cercles sont donc invariants par l'inversion définie par I'
(voir Scholie page 107). D’autre part %, étant tangent a Z; et
P>, son image devra également étre tangente a ces deux cercles
et comme %5 est intérieur a I' son image devra lui étre extérieure,
et avoir son centre sur (uv). C’est donc %). I' est donc le cercle
bissecteur de €1 et 6.

N.B. La figure donne I'impression que u est le centre de %s, ce
qui n’est pas possible. Elle est pourtant correcte : en grossissant
on constate que ce centre (milieu de [BC]) est un peu a gauche de
u. Cette curiosité vient du fait qu’ici la décroissance des rayons
en fonction de I'abscisse est trés rapide parce que %7 et %5 ont
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des centres proches et des rayons tres différents. Ceci explique
aussi que le point h (pied de l'axe radical de Z; et %) et le point
v soient tres éloignés a droite, et que le rayon de I' soit tres grand.

Scholie

Notons &1 le pinceau engendré par %1 et Ps, et F5 le pinceau
engendré par 47 et %». Ils sont distincts mais ont la méme droite
des centres. Le cercle I', centré sur la méme droite, fait partie
de Py (voir la question 2), et il fait aussi partie du pinceau
orthogonal & &1, pinceau a points de base u et v, dont il est le
plus petit cercle.

Pour construire le cercle bissecteur de deux cercles dont 1'un
est intérieur a l'autre, cas de %7 et %. Il suffira de considérer
les cercles %1 et %> semblablement, et les points w, z de Poncelet
du pinceau défini par ces deux cercles. Le cercle de diameétre [wz]
sera le bissecteur de 21 et 9.

Réponse 15. Un point du bissecteur

Le cercle 2 est tangent & ¢ en L. Soit L' I'image de L par
. Le cercle passant par L et par L’ est globalement invariant.
Etant tangent & 4 en L, il sera tangent & ¢’ en L'.
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C’est le cercle 2. 1l y a un autre cercle tangent a € en L et
tangent & ¢”’, mais il entoure ¢”’, ce qui est exclu par ’énoncé et
la réponse 18 de la section « Exercices 1 », car le pole de .# est
extérieur aux deux cercles. Donc & est globalement invariant. 11
en est de méme de &. Le point P, commun aux deux cercles, est
invariant et fait donc partie de I'.

Réponse 16. Inversion de pinceaux

Dans le cas d’un pinceau a points de base, 'image sera un
pinceau du méme type. En effet, comme tous les cercles passent
par deux points, A et B, toutes les images seront des cercles
passant par les images A’ et B’ de ces deux points.

Voir les cas particuliers : si on choisit le pdle sur I'un des
cercles du pinceau, ou sur A ou B.

Pour un pinceau tangent, I’argument est identique.

Le cas d’un pinceau £ a points limites (de Poncelet) peut
sembler moins évident. Mais si ces points limites sont notés u et v,
I’ensemble des cercles du plan passant par u et v sera un pinceau
A a points de base et chacun de ses cercles sera orthogonal & tous
les cercles du pinceau .Z a points limites. Maintenant, I'image
de % est un pinceau %’ du méme type, ensemble des cercles
passant par v’ et v’ images de u et v. Comme l'inversion conserve
I’orthogonalité, toutes les images des cercles de .Z sont le pinceau
& orthogonal & %’ et un tel pinceau est un pinceau a points
limites.

Autrement dit, I'image d’un pinceau, dans ces trois cas, est
encore un pinceau du méme type. Le cas de I'image d’un pinceau
de cercles concentriques est laissée aux lecteurs.

La stabilité des cercles d’'un pinceau dans une inversion a été
abordée dans la question 3.
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Il sera tres intéressant en club de réaliser avec Geogebra la
figure d’'un pinceau a points limites & et de son image &' par
une inversion quelconque (dont on peut choisir le pole et la puis-
sance). Les images des points limites sont les nouveaux points
limites (pourquoi?). L’image de 'ancienne droite des centres est
un cercle passant par le pdle. L’image de I'axe radical de & est
un cercle. Etc.

Réponse 17. Inversion de deux cercles concentriques

C’est un peu une réciproque de la question 8 qui est envisagée
ici. Soient deux cercles 41 et 65 de centre commun w et soit O le
poéle d’une inversion, supposé naturellement différent de w.

La droite (Ow) coupe % en « et § extrémités d'un diametre,
et %3 en y et §. Nous repérons le centre des cercles comme milieux
des extrémités d’un diametre. Nous avons

Ow = (1/2)[0a + O8] = (1/2)[0y + O],

En notant comme toujours les images, le centre de €', sera
(1/2)[Oa’+0p'] et celui de €”9 sera (1/2)[O+'+00']. Mais Oa/ =
k/Oa, etc. Peut-on avoir :

k/Oa + k/OB = k/Oy + k/O5

La formule évidente : 1/z + 1/y = (z + y)/xy prouve que ce
n’est pas possible puisqu'on a déja Oa + OB = Oy + O, cela
signifierait Oa - OB = O - O6, mais deux couples de nombres
qui ont la méme somme et le méme produit sont respectivement
égaux et donc 61 = 6».

Donc, a moins de prendre le pole de l'inversion au centre
commun, les inverses de deux cercles concentriques ne sont pas
concentriques.

On peut rechercher un argument plus expéditif.
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Réponse 18. Inversion de trois cercles dont les centres
sont alignés

Si ces trois cercles font partie d’un méme pinceau, leurs images
aussi, selon la question 16, leurs centres sont donc alignés. De
méme, si le pbéle de l'inversion est pris sur la droite des centres,
les centres des cercles images seront alignés.

Dans la suite nous supposons que I'un des trois cercles ne fait
pas partie du pinceau engendré par les deux autres. Et, d’autre
part, que le pole de I'inversion n’appartient pas a la droite des
centres.

Les cercles du pinceau sont notés %1, de centre A, et %o, de
centre B. Le cercle qui n’appartient pas au pinceau est noté &.

Il y a forcément un cercle de ce pinceau qui recoupe & en
deux points, disons a et b.

Dans ce cas, A et B sont sur la médiatrice de [ab]. Nous avons
vu (question 14 dans énoncés 1) que A’ et B’ ne sont pas sur la
médiatrice de [a'b'] si le pdle de I'inversion n’appartient pas a la
droite des centres du pinceau a points limites. Donc les pinceaux
image du pinceau engendré par %1 et %5 et du pinceau a points de
base engendré par 63 et & n’ont pas la méme droite des centres.

Les centres des images des cercles %1, € et & ne sont pas
alignés.

Conclusion : les images de trois cercles dont les centres sont
alignés sur une droite (d) ne peuvent étre trois cercles dont les
centres sont alignés que dans deux cas : soit les trois cercles font
partie d’'un méme pinceau, soit le pole a été pris sur la droite (d).

La lectrice (resp. le lecteur) qui aura réalisé la figure suggérée
avec la réponse 16 pourra insérer dans le pinceau & un cercle qui
ne lui appartient pas et constater que I'image de ce cercle n’a pas
son centre aligné avec les centres des cercles images des cercles
du pinceau Z.
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Réponse 19. Inverse du pied de ’axe radical

Si O et O’ sont les centres d’homothétie et les poles des inver-
sions qui sont en cause, et si A est un point commun aux deux
cercles, on sait (voir page 127) que (AO) et (AO’) sont les bis-
sectrices de I’angle formé en A par les tangentes aux deux cercles
(et aussi de angle cAc ) 'angle OAQ est donc droit et le cercle
de diametre [O0'] passe par A.

Donc I'image de ce cercle par l'inversion de pdle O, est la droite
passant par A orthogonale a (OO’), qui est I’axe radical. Cette
inversion échange donc les points h et O’. De méme, 'inversion
de pole O’ échange h et O.

Réponse 20. Invariant anallagmatique

Soient deux cercles sécants, de centres o et o/, R,r,d leurs
rayons respectifs et la distance de leurs centres, A I'un de leurs
points communs. Exprimons d? = 00? par le théoréme d’Al Kashi
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(Voir RESU 10) dans le triangle 0Ao’. L’angle 0A0' est noté a.
On a

d*> = R?> +r?> — 2rRcos .

On en déduit directement que l'invariant anallagmatique vaut
cos a. L’inversion conserve les angles, et pas leur orientation. Mais
la fonction cosinus est paire, donc...

Réponse 21. Quelques exemples

Si les deux cercles sont orthogonaux, 'invariant est nul car
R? + r? = d?. Si deux cercles sont tangents intérieurement, d =
R —r donc d?> = R? + 1?2 — 2rR si bien que linvariant vaut 1.
S’ils sont tangents extérieurement, d = R + r et I'invariant vaut
—1. Si les cercles sont concentriques, d = 0 donc l'invariant vaut
(R% +7r2)/2rR.

Réponse 22. Composée

Dans l'inversion de pole o4, m et n sont deux points de € et
M et N leurs images sur ¢”. Ces quatre points sont cocycliques
(voir page 108), notons % ce cercle. # est invariant pour .,
puisqu’il contient m et son image M, et aussi pour #_ puisqu’il
contient M et son image n. L’image par .#_ de N doit étre un
point de % et de %, c’est donc m (ce ne peut pas étre n, pour-
quoi?).
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Que s’est-il passé? Nous avons prouvé que, pour m € €
J_o Sy oI oI (m)=m.

En composant a gauche par .#_ puis par ., on trouve :

j_orﬂ_t,_:j_t,_oeﬂ_.

On dit que les inversions .#; et .. commutent. On peut
constater que la composée de ces deux inversions de poles diffé-
rents n’est pas une inversion. .#_ o .Z, (de m a n) pas plus que
FL 09 (de M a N), n’ont les propriétés d’une inversion (vous
pouvez le mettre en évidence). La question suivante concerne la
composition de trois inversions.

Réponse 23. Transmuée

On distingue deux cas.
1) A ¢ 9. f(¢4) est un cercle # de centre c¢. Nous allons
montrer que f o go f est I'inversion de cercle JZ .
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Soit un point p, p' = f(p),p" = g(p'),q = f(p") = fogo f(p).
Soit le cercle T' défini par les trois points p, p/, p” (ces trois points
peuvent-ils étre alignés ? Que faut-il alors préciser pour le choix
du point p?). Ce cercle est invariant pour f puisqu’il contient p
et p/, et pour g puisqu’il contient p’ et p”, donc orthogonal & .%
et a ¢, donc centré sur leur axe radical et de ce fait, orthogonal
a tous les cercles du pinceau engendré par % et ¢, donc a % .
Comme f(p”) = ¢, T contient aussi q.

La droite (p'p”) passe par le centre B de ¢, elle lui est donc
orthogonale. L’image de cette droite par f sera un cercle, noté
A, passant par p, par g et par A, orthogonal au cercle JZ°, image
du cercle ¢.

 est donc orthogonal a la fois & I' et & A donc centré (au
point ¢) sur l'axe radical de ces deux cercles, qui est la droite
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(pq). Ceci prouve que les points ¢, p, ¢ sont alignés.

I" étant orthogonal a %, ce cercle est invariant pour I'inver-
sion de pole ¢. Ceci prouve que I'inversion de centre ¢ et de cercle
J échange p et ¢, et donc que la transmuée fogo f est I'inversion
de pdle c et de cercle % .

2) A€ ¥. L’'image de ¢4 par f est alors une droite 6.

La droite § est aussi 'axe radical de .# et 4 (c’est évident si
les deux cercles sont sécants; dans le cas de cercles non sécants,
voir Réponse 22 ci-dessus).

Comme précédemment, le cercle qui passe par p,p’ et p” passe
aussi par ¢. Il est orthogonal & .% et 4 donc son centre ¢ ap-
partient & ¢, si bien que ¢p = ¢q. D’autre part, I'image par f du
cercle Ap'p” sera la droite (pq) et comme ce cercle est orthogonal
a ¢, la droite (pq) est orthogonale & 'image par f de ¢, qui est
0. Ce fait, joint a I’égalité cp = cq, prouve que 0 est la médiatrice
de [pq] et donc fogo f est la symétrie d’axe 6 = f(9).
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Dans le cas ou la transmuée est une inversion, sa puissance
est le carré du rayon du cercle 2#. On obtient la valeur de ce
rayon par la formule (page 118) qui donne le rayon de I'image
d’un cercle. On a

|k|R ki

/_ —
i - Oa?—R?2 AB?2-

La puissance de la conjuguée est le carré de cette valeur. On voit
que le dénominateur s’annule pour AB = v/I. Que signifie cette
cette catastrophe ?

Réponse 24. Bissecteur des images

C’est une conséquence immédiate de la question précédente.
Notons _# l'inversion qui transforme I', ¢ et Z en I, ¢’ et 7.
On passe de ¢’ & &' par la transmuée de # parI': Zol'o #.
Nous savons que c’est une inversion. Son cercle est I’ensemble de
ses points invariants. Si P est un de ces points, #ol'o _#(P) =P
entraine I'o _#(P) = _#(P) donc cet ensemble est I'image par
7 des points de I, soit I qui est donc un cercle bissecteur de
¢ et 7.

Réponse 25

1) Le cercle 2 de centre I passant par A’ et B’ est, par
construction, orthogonal au cercle 4. Son image 2’ est donc un
cercle orthogonal & (d), image de ¢, c¢’est-a-dire centré sur (d).
Ce centre n’est pas I'image de I, mais appartient cependant a la
droite (OI), c’est donc w. &' passe également par les images B
de B' et A de A’, qui sont sur (d). [BA] est donc une corde pas-
sant par le centre, c’est-a-dire un diameétre et w en est le milieu,
CQFD.
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2) On sait (voir page 40) que, [D,C,A,B] étant une division
harmonique, tout cercle passant par C et D est orthogonal au
cercle 7' de diametre [AB]. L'image de 2’ est le cercle 2 de
centre I. Donc un cercle passant par C’ et D’ est orthogonal au
cercle 9.

Par ailleurs, les cercles passant par C’ et D’ constituent un
pinceau a points de base. Un cercle orthogonal a tous les cercles
de ce pinceau est centré sur I’axe radical, qui est la droite (C'D’),
donc C’, D', I sont alignés.
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CQFD!
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6.1 Théoréme de Feuerbach

Dans tout triangle, le cercle des neuf points est tangent au
cercle inscrit et aux trois cercles exinscrits.
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Karl Wilhelm Feuerbach (1800 - 1834) était un mathéma-
ticien allemand. Il a démontré ce tres beau théoreme en 1822.
D’ailleurs le cercle des neufs points, souvent appelé « cercle d’Eu-
ler », ne figure pas dans les travaux d’Euler, et certains attribuent
plutét sa découverte a Feuerbach.

6.1.1 Préliminaires
6.1.2 Questions

Question 1
Détaillez la réalisation de la figure.

La figure ci-dessus a été dépouillée de tous les éléments per-
mettant sa construction. En effet, le cercle d’Euler semble étre
tangent aux quatre cercles inscrit et exinscrits... mais les contacts,
méme avec une figure tres soigneusement faite, pourraient ne pas
étre simples, il pourrait y avoir deux points d’intersection. Il a
certainement fallu que Karl Whilhelm réalise la figure plusieurs
fois avant de se lancer dans la tentative de démonstration qu’il a
su mener au succes !

Remarque

Comment montre-t-on que deux cercles sont tangents? En
établissant, par exemple, qu’ils ont un point en commun et qu’en
ce point, leurs tangentes sont confondues.

Question 2

Démontrez que, si ABC' est isocele de sommet A, le cercle
d’Euler et le cercle inscrit sont tangents. C’est une version soft
du théoreme de Feuerbach !
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Question 3

Revenons & un triangle ABC quelconque, soit A’ le milieu de
[BC]. Calculez I'angle que fait la tangente en A" au cercle d’Euler
avec (BC), en fonction des angles du triangle ABC'.

Question 4

Notons [ le centre du cercle inscrit, I, le centre du cercle
exinscrit tangent & [BC|, D le point ou (AI) rencontre [BC|. A’
est encore le milieu de [BC].

Montrez que la tangente en A’ au cercle d’Euler est parallele
a la tangente au cercle inscrit menée par le point D. On utilisera
la réponse 3 et la symétrie par rapport a la bissectrice (Al,) qui
contient les points A, I, D et I,.

Question 5

Prouvez que les points A, I, D et I, sont en division harmo-
nique ainsi que les points hy, P, D, T si h, et T sont les projections
orthogonales de A et I, sur (BC), T étant donc le point ou le
cercle de centre I, est tangent a (BC).

Question 6
Prouvez que A’, milieu de [BC|, est également le milieu de

[PT]. Déduisez-en que A'P? = A'D - A'h,,.

Intervention expéditive de I’inversion
Question 7

Faire une inversion de pole A’ et de puissance A’ P? et conclure.
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6.1.3 Réponses
Réponse 1

Le cercle d’Euler passe par les milieux des cotés, A, B', ", il
suffit donc de tracer les médiatrices de [A’B’] puis de [B'C’] pour
avoir son centre et le construire.

Il faut ensuite tracer les six bissectrices du triangle. Elles se
coupent trois par trois en quatre points qui sont les centres des
cercles inscrit et exinscrits. Pour avoir un point de tangence qui
nous permette de tracer ces cercles, on projette orthogonalement
chacun de ces centres sur un c6té du triangle (ou le prolongement
d’un coté).

Réponse 2

Détails laissés au lecteur.
Cercle inscrit et cercle des
neuf points ont le point A’
en commun, et la méme tan-
gente (BC) en ce point, ainsi
d’ailleurs que le cercle exinscrit
opposé au point A.

Mais pour les deux autres
cercles exinscrits, on doit se re-
porter a la démonstration géné- |
rale...
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Réponse 3

Il est presque impossible de démontrer quoi que ce soit a
propos du cercle d’Euler sans utiliser le fait qu’il est 'image du
cercle circonscrit dans une homothétie de centre G (le point de
concours des médianes)et de rapport (—1/2).

\%’*/C

Dans cette homothétie, A’ est I'image de A. L’image réci-
proque de la tangente de A’ au cercle d’Euler est une droite
parallele passant par A et c’est la tangente en A au cercle cir-
conscrit (pourquoi 7). Notons P le point ou cette tangente coupe
(BC). Ces deux tangentes font donc le méme angle avec (BC).
Or BAP = O car I’angle que fait une tangente avec une corde est
égal & un angle qui intercepte cette corde, ici la corde [AB]. Par
ailleurs@:ﬂ—édoncA/P\B:ﬂ—(ﬂ—é)—CA':é—é.

L’angle que fait avec (BC') la tangente en A’ au cercle d’Euler
est B—C.
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Réponse 4

On note B et Cs les symétriques respectifs de B et de C
par rapport a (Al,), P le point ou le cercle inscrit est tangent &
(BC'). Comme ce cercle est invariant dans la symétrie par rapport
a (Al,), la droite (BsCy) est tangente au cercle inscrit en @,
symétrique de P. Quelle est la valeur de @ ? Cogn& les
triangles C DB, et BDC sont symétriques, DB;C = DBC =
7—B donc Pangle de la tangente au cercle inscrit en @ avec (BC'),
CDB, =7 —C — (7 — B) soit B — C dont on a vu (question 3)
que c’est Pangle de la tangente au cercle d’Euler en A’. Ces deux
droites sont donc paralleles.
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Réponse 5

Nous savons que dans un triangle, les pieds des bissectrices in-
térieure et extérieure issues d’'un sommet forment avec les extré-
mités du coté opposé une division harmonique (voir page 16). Il
suffit de considérer ce résultat a partir du sommet B du triangle
BD A puisque les points I et I, sont bien les pieds des bissectrices
intérieures et extérieures de I’angle en B.

Les projections orthogonales sur une méme droite de quatre
points en division harmonique ont la méme propriété, donc h,, P,
D, T sont en division harmonique (voir page 13).

Réponse 6

Comme les bissectrices d'un méme angle sont perpendicu-
laires, les triangles IBI, et IC1, sont rectangles, donc le cercle
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de diametre [I1,] passe par B et par C et son centre est sur la
médiatrice de [BC], qui passe par A’.

Comme E est le milieu de [I1,], sa projection orthogonale sur
[BC], A, est le milieu des projections orthogonales des points I
et I, sur la méme droite. Donc A’ est le milieu de [PT].

Puisque h,, P, D, T sont en division harmonique, la relation
de Newton (voir page 23) s’écrit : A'P? = A’'D - A'h,,.

Réponse 7

La puissance de A’ par rapport au cercle inscrit vaut A’P?
et la puissance de A’ par rapport au cercle exinscrit de centre
I, vaut A'T? = A’P? donc ces deux cercles sont invariants dans
cette inversion.

Le cercle d’Euler, lui, passe par A’ donc son image sera une
droite. Cette droite passera par D puisque le cercle d’Euler passe
par h, et que la relation A’P? = A'D - A’h, prouve que D est
I'inverse de h,.
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Comme l'inversion conserve les angles, cette droite fera avec
la direction de (BC') un angle égal & celui que fait avec la méme
droite (BC) (qui est invariante), la tangente au cercle d’Euler
en A'. 1l s’agit donc de la seconde tangente commune des cercles
inscrit, et exinscrit de centre I, la droite (CsBs) de la question 4.
Ceci prouve que l'inverse de cette droite, qui est le cercle d’Euler,
est tangent a ces deux autres cercles.

Scholie

Les démonstrations de tangence avec le cercle d’Euler pour
les deux autres cercles exinscrits sont naturellement identiques.

On a la un théoréeme qui constitue presque une révision gé-
nérale de tout un cours de géométrie. Aucune étape n’est parti-
culierement difficile a8 comprendre, mais pour le lecteur, se don-
ner l'objectif de présenter la démonstration compléete sans notes
constitue un beau projet !

6.2 L’affaire des tangentes

Etant donnés deux cercles 41 et 2, non sécants, de centres
respectifs ¢ et co, de rayons respectifs Ry et Ro, avec Ry # Ro,
ils ont quatre tangentes communes. P et @ sont les points de
contact d'une tangente extérieure, L, Q’,.J, P’ sont les points de
contact des tangentes extérieures (voir la figure).

Ces tangentes se coupent deux a deux en six points.
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Les deux points qui sont sur la droite des centres sont les
centres d’homothétie, oy et o_, et en méme temps les poles d’in-
version échangeant ces deux cercles. Les quatre autres points
M, M’ N,N' peuvent étre joints deux a deux, et coupent la droite
des centres en u et en v. Le théoreme a démontrer dit que u
et v sont les points limites, ou points de Poncelet, du pinceau
engendré par 1 et ys.

6.2.1 Questions

Question 1

) .
Démontrez que ¢ Neg = c;Mceg = /2.

Question 2

Démontrez que les droites (PP') et (QJ) sont perpendicu-
laires.
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Question 3

Montrez que les droites (PP’) et (QJ) se coupent en un point
de Poncelet.

Question 4

Montrez que les points P,c1,P’,v sont sur un méme cercle, que
[c1N] en est un diametre, et conclure.

6.2.2 Réponses

Réponse 1

NJ = NQ@ donc N appartient a la médiatrice de [JQ] et ¢y

aussi, donc (Ne¢g) est bissectrice intérieure de ﬁV\Q Et (Ncp) est
la bissectrice extérieure du méme angle, parce que NP = NP/,
donc (Ne¢p) est la médiatrice de [PP’]. Or les deux bissectrices
d’un angle sont perpendiculaires.

Réponse 2

(PP’) est perpendiculaire & (Ne¢p) et (QJ) est perpendicu-
laire & (N¢p). Etant respectivement perpendiculaires a des droites
perpendiculaires, les droites (PP’) et (Q.J) sont également per-
pendiculaires.

Réponse 3

(PP') et (QJ) se coupent en un point X tel que m =
m/2 = P'XJ donc ce point X appartient au cercle de diametre
[PQ)] et au cercle de diameétre [P'J].
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Par construction, puisque ces diametres joignent des points de
contact de tangentes (on pourra démontrer ce lemme!), ces deux
cercles sont orthogonaux a 71 et a 9. Ils sont donc centrés sur
I’axe radical et leurs points communs sont les points de Poncelet.
Donc X est un point de Poncelet. Nous posons X = u.

Réponse 4

Il y a un cercle P, c1, N, dont [c¢;N] est un diametre, puisque
c1 PN est droit (PN) étant une tangente. P’ appartient & ce

cercle parce que, pour la méme raison, ¢y P’ N est également droit.
Notons I le cercle de diameétre [¢c1 N| qui passe par P et par P'.
Il faut établir que v appartient a I'.

wP - uP’ est la puissance de u par rapport a I', mais aussi par
rapport a 1.

1. un lemme est, dans une démonstration, un résultat préparatoire, ou
auxilliaire.
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Or, nous savons (voir page 74) que la puissance de u par
rapport a vy, peut s’écrire wey - wv. Par transitivité, wer - uv est
donc la puissance de u par rapport a I' et ceci prouve que v € I'.
Donc v appartient au cercle dont [c; V] est un diameétre. Dans
ce cas, CTUTV = /2, ce qui prouve le résultat demandé. Une
démonstration identique, au nom des points pres, prouve que la
droite (Mu) est également orthogonale a la droite des centres.

Autre démonstration

On peut également démontrer le théoreme en utilisant un ré-
sultat qui concerne les polaires d’'un point : toutes les polaires
d’un point par rapport aux cercles d’un faisceau sont concou-
rantes (voir page 74). On démontre que les polaires de N par
rapport a 7, c’est-a-dire (PP’) et v, (QJ) passent par X qui
s’avere étre u. La polaire de N par rapport a v, cercle-point,
doit nécessairement passer aussi par u, c’est donc la droite des
centres. Or, la polaire de NV par rapport au cercle-point v est une
droite perpendiculaire a (Nv) en v, et ceci prouve que (Nv) est
perpendiculaire a la droite des centres.

Une conséquence de ce résultat est que MuvN est un trapeze
et que, h étant le milieu de [uv], le milieu de [PQ)] est aussi le
milieu de [M N] et donc MP = ML= NJ = NQ.






Chapitre 7

Etudes

7.1 Ecart inversif

Deux cercles sécants €, et €’5 ont deux cercles bissecteurs.
Les quatre cercles passent par chacun des points communs et les
tangentes des cercles bissecteurs, en ces points, sont les bissec-
trices, intérieure et extérieure, de angle des tangentes a ¢ et ¢’
(voir Exercices 2, Question 11).

On peut se demander s’il existe quelque chose de comparable
a cette propriété pour le cas des cercles non sécants, c’est-a-dire
le partage en deux moitiés, par le cercle bissecteur, d’une certaine
valeur numérique venant se substituer a la mesure de l’angle.

Définition et notation

L’écart inversif de deux cercles €, et 6’5 non sécants est la
valeur absolue du logarithme népérien du quotient des rayons
des images de ces deux cercles par une inversion qui les trans-
forme en cercles concentriques. OUF'!

On note 0(%1,%2) l'écart inversif des deux cercles.

203
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L’écart inversif est donc une quantité positive. Cela consiste
en fait a dire que 'on prend toujours le quotient du plus grand
des rayons des cercles images, concentriques, par le plus petit.

Question 1

Pour que cette définition ait un sens, il faut qu’étant donnés
les deux cercles non sécants, leur écart inversif soit toujours défini,
sans ambiguité. De quoi faut-il s’assurer pour que ce soit le cas?

Réponse 1

La définition parle d’une inversion, sans préciser ni son poéle,
ni sa puissance. Nous devons trouver quels sont les poles envisa-
geables, et prouver que la valeur de I’écart inversif ne dépend ni
des poles possibles, ni des puissances d’inversion.

Les points limites conviennent

On note & le pinceau a points limites engendré par les deux
cercles 61 et %o, avec u et v ses points limites. Nous savons déja
qu’une inversion de pole u, ou v, convient (voir Exercices 2, ques-
tion 8).

Question 2
Soit w le pole d’une inversion qui transforme %] et %> en deux
cercles concentriques. Prouvez que w = u ou w = v.

Réponse 2

Soit o le centre commun des deux cercles images. Toute droite
passant par o est orthogonale a €1 et ¢”5. Comme une inversion
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est sa propre inverse, les transformées de ces droites par 'inver-
sion de pole w sont des cercles passant tous par w, orthogonaux
a 61 et 6o, donc centrés sur leur axe radical, et faisant partie du
pinceau a points de base u et v. Mais ces deux points sont les
seuls points communs de ces cercles. Ceci prouve que w = u ou
bien w = v.

Reste a prouver...

Reste a prouver qu’on obtient le méme écart inversif par une
inversion de centre w ou de centre v. Pour cela nous allons dé-
tailler les calculs.

Calcul des rayons des cercles images
Question 3

Soit, dans un pinceau a points limites de parametre p, un
cercle €1 de centre o et de rayon R. L’origine étant prise en h,
pied de I'axe radical, 'abscisse du point limite u est —,/p, celle
de v est /p, celle de o est notée x. Calculez R, rayon du cercle
image 4”1, dans une inversion de centre u, puis de centre v.

Réponse 3

On se base sur la formule (voir page 118)

kR k| R

- luo? — R2| |(z + /p)? — R?|

R/

signe plus ou signe moins dans la parenthése au dénominateur
selon qu’il s’agit d’une inversion de poéle u ou de pole v.
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D’autre part, dans un pinceau il y a un lien entre ’abscisse
du centre et le rayon (voir page 76). On a : 22 = R? + p, soit
r=++/p+ RZ

La quantité (z & /p)? s’écrit donc : (£v/p + B2+ ,/p)%. Cela
fait quatre cas, & premiere vue, mais seulement deux du fait que
la quantité est élevée au carré.

Ces deux cas correspondent a celui ol o et le pole sont dans
le méme demi-plan limité par ’axe radical, et le cas ou ils sont

dans des demi-plans différents.

kR
Dans le premier cas : R = | | et dans le

2(p + Vp* + pR?)
kR
|.
2(p — vp* + pR?)

second : R = |

Question 4

Etant donnés deux cercles non sécants, de rayons R et r, dans
un pinceau de parametre p, calculez leur écart inversif §.

Réponse 4

Nous ferons le quotient de R’ et 7’. La encore on a plusieurs
cas. Les deux cercles peuvent étre dans le méme demi-plan (donc
I'un intérieur a lautre), celui de leur pole. Dans le méme demi-
plan opposé a celui de leur pole, ou bien dans des demi-plans
différents, de deux manieres. On constate immédiatement que
k se simplifie dans le quotient, donc la puissance de l'inversion
n’intervient pas dans le calcul de I’écart inversif. Soit les quatre
formules :

v ‘ R(p + /p* +pr?) ’ i ‘R(p—\/p2+p1"2)
1= — P
v+ VPP +pRY) T r(p— VPP + pR?)
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avec un cercle intérieur a I'autre, un podle puis I'autre, et :

A3:§’:‘R(p+\/p2+pr2), N :E’:‘R(p—\/p2+pr2),
r(p—Vp? +pR?)’ v r(p+Vp? +pR?)

pour deux cercles extérieurs, un poéle puis 'autre.

Un calcul élémentaire permet de vérifier que A\1.Ag = 1 =
A3.A4. Quand on passe d'un pdle a 'autre, les valeurs des quo-
tients des rayons s’inversent, donc leurs logarithmes sont opposés,
et comme I’écart inversif est la valeur absolue du logarithme, on
a bien prouvé que I’écart inversif ne dépend pas du choix de I'un
des points limites comme pdle de 'inversion.

En conclusion, I’écart inversif de deux cercles de rayons R et
r dans un pinceau de parametre p > 0 est § = In Ay = In \g si
I'un des cercles est intérieur a l'autre, § = In A3 = In A4 si ces
cercles sont extérieurs.

Définition et limites

Comme il y a des radicaux dans les expressions des \;, on doit
se soucier des domaines de définition. Les expressions \/p? + pR?
et \/p? + pr? sont toujours définies puisque nous sommes dans
un pinceau a points limites, si bien que p > 0. Il n’est pas non
plus possible qu’un dénominateur ou un numérateur s’annule car
Vp? +pR2 > p.

Pour évaluer les limites en o*, on divise numérateurs et dé-
nominateurs par ,/p.

R(/pxp+r?)
r(vp £ Vp+ R?)

Les expressions des \; sont alors | | et elles

tendent vers 1 quand p tend vers o™.
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Pour évaluer les limites en +oo, on divise les numérateurs

R(1++1+72%/p
r(1++/1+ R?/p

utilise 'approximation /1 +u ~ 1+ u / 2, au voisinage de 7€ro.

et dénominateurs par p, ce qui donne | et on

On trouve lim, ;o0 A1 = R/r, limy ;o0 Ao = /R, limp_oc A3 = 00
et lim, oo Ay = 0.

Il serait intéressant pour des lycéens de déterminer par une
étude du signe de la dérivée si ces quatre fonctions de p sont
monotones ou non.

Lien entre distance des centres et parameétre

Nous avons effectué les calculs en fonction des rayons des
cercles et du parametre du pinceau. Quand on se donne deux
cercles, c’est ordinairement avec leurs rayons et la distance de
leurs centres. Ces informations ne sont pas tout a fait équiva-
lentes. Si les deux cercles sont définis par le trio (R,r,d), on a
(voir page 47)

_(d+R-r)d+R+r)(d-—R—r)(d—R+r)

B 4d? '
Si p est fixé, ainsi que R et r, la détermination convenable de d
consiste a résoudre une équation de degré 4 bicarrée, ce qui est
le plus souvent... réalisable.

En outre, si d > R+, les cercles sont non sécants extérieurs.

Si celui de rayon R contient 'autre, on a d < R — r. Dans les
autres cas, les cercles sont sécants.

Question 5

Calculez 'écart inversif dans les deux cas suivants : R = 4,
r=2,d=1,pus R=4,r=2,d="1.
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Réponse 5

Dans le premier cas, d < R —r, donc il s’agit de deux cercles
dont 'un est intérieur a ’autre. Nous calculerons donc A1 ou As.
On trouve p = 105/4, puis pour l'écart inversif : § = |In(\1)| =
| In(A2)| ~ 0,603.

Dans le deuxieme cas, d > R+ r, les cercles sont non sécants
extérieurs, nous calculons donc A3 ou \4. On trouve p = 585/196.
L’écart inversif vaut cette fois 6 = |In(A3)| = | In(A\4)| ~ 1,20.

Ce sont des calculs tres compliqués pour lesquels on peut uti-
liser un petit programme, Python, Maple ou autre. Nous verrons
un peu plus loin un moyen beaucoup plus simple de calculer ¢!

Ou est situé le centre des cercles concentriques ?

Nous avons vu (page 159) qu’une inversion de péle u, I'un
des points limites d’'un pinceau a points limites, transforme tout
les cercles de ce pinceau en un pinceau de cercles concentriques.
Mais ou est situé le centre de ce pinceau (voir page 164) ?

Question 6

Soit un cercle € de centre a, qu’une inversion de pdle o trans-
forme en un cercle ¢”, de centre b. Soit un cercle I' orthogonal
a € et passant par o, que la méme inversion transforme en une
droite (d). Montrez que la droite (d) rencontre la droite (oa) au
point b.

Réponse 6

Comme T est orthogonal a %, son image (d) doit étre ortho-
gonale & ¢”, donc passer par son centre. Et d’autre part, le centre
de ¢’ appartient nécessairement a la droite joignant le pole au
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centre de ¢ (en dépit du fait que b n’est pas 'image de a...). D’ou
le résultat.
Le cercle .# est le cercle de I'inversion.

Question 7

Soient maintenant deux cercles 4 et %5, non sécants, leur axe
radical, un cercle I' centré sur ’axe radical, et donc orthogonal
a tous les cercles du pinceau, .# une inversion de pole v, I'un
des points limites. Cette inversion transforme tous les cercles du
pinceau a points limites en un pinceau de cercles tous centrés au
point c. Mais quel est ce point ¢?

Réponse 7

La question 6 et sa réponse montre que c est simplement
I'image de I’autre point limite, u, par .#. En effet, tous les cercles
centrés sur 'axe radical et orthogonaux a 4 et %, (donc a tous
les cercles du pinceau) passent tous par u et par v. Les images de
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tous ces cercles, dans 'inversion de pdle v, sont des droites qui
coupent la droite (va) au seul point commun a tous ces cercles
en dehors de v, et c’est u.

La position de ¢ ne dépend donc que de la puissance choisie
pour cette inversion. Ici, le cercle de l'inversion a été pris tan-
gent a 'axe radical. Cela n’a pas d’importance particuliere, j’ai
simplement apprécié cette position. Quelle est donc la puissance
de cette inversion? C’est le carré du rayon de ce cercle, et ce
rayon c’est 'abscisse de v c’est-a-dire /p. C’est donc p. Des lors
vevu = ve.(—2,/p) = p d’ott v¢ = —,/p/2, donc c est au milieu
du segment [hv], h étant le pied de ’axe radical.

7.1.1 Propriétés de I’écart inversif
Additivité

Dans un pinceau a points limites, on dit qu’un cercle 4 est
situé entre un cercle &7 et un cercle € si tout segment [JK]| avec
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J € o et K € % contient un point de 4.

Question 8

Soient trois cercles d’'un méme pinceau a points limites, donc
non sécants deux a deux, 61, 6> et %3, le second étant situé
« entre » les deux autres.

Montrez que §(%7, 652) + (5(652, C3) = (5(651, ©3)

Réponse 8

La réponse a la question 9 page 142 (« Image d’un segment »)
montre que I'image d’un cercle situé entre deux cercles, est elle-
méme située entre les images de ces deux cercles. Les rayons des
cercles concentriques images de ces trois cercles vérifient donc
R} < R, < R}, ou bien R; < Ry < R}.

R R, R
On a toujours :R—} X R—,Q = R—,l En prenant la valeur absolue
. 2 3 3 7’ . 7’ 7
du logarithme des deux membres de cette égalité, on a le résultat
demandé.

Bissection

On sait que deux cercles non sécants 47 et 6, ont un unique
cercle bissecteur # (page 173).

Nous allons démontrer que §(%1, B) = 0(%4,%2). Ainsi, dans le
cas de deux cercles sécants, les deux cercles bissecteurs partagent
en deux moitiés un certain angle. Dans le cas des cercles non
sécants, I'unique cercle bissecteur partage en deux moitiés I’écart
inversif.
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Question 9

En partant du cas des cercles concentriques, montrer que dans
tous les cas, le cercle bissecteur de deux cercles non sécants par-
tage ’écart inversif.

Réponse 9
L’écart inversif de deux cercles concentriques %) et %, de
R
rayons Ry et Ry , avec Ry > Ry, vaut 6(%1,%2) = In R—l
2

Par ailleurs, le cercle bissecteur de %7 et %» est le cercle %
de méme centre et de rayon R, = /R;.R2 (voir page 174). Par
suite,

VR
VR

5(%1,651,) = 5(655,652) =In = (1/2)5(%1,%2).

Venons-en au cas général de deux cercles non sécants. Leur
écart inversif est celui de leurs images concentriques. Ce qu’il
faut donc prouver c’est que dans cette inversion, I'image de leur
cercle bissecteur est le cercle bissecteur de leurs images. Mais
nous savons (voir page 163) que ceci est vrai dans toute inversion,
CQFD.

Birapport, écart inversif et ’étrange cosinus

Lorsque deux cercles de rayons R,r et dont la distance des
centres vaut d, se coupent, on a vu que l’on a

R2 492 — g2
2Rr

CoOsx =
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ou « est 'angle de leurs tangentes aux points communs, quantité
qui peut étre négative quand a > 7/2.

R? + 72— d?
Nous verrons que cette quantité : v = ————— quand les

cercles ne se coupent pas, est reliée a la valeur de ’écart inversif.

Question 10

Soient deux cercles concentriques de rayons R’ et 7/, avec
R’ > r'. Soit 6 = In(R’/r') leur écart inversif. Les points A,B,C,D
sont les intersections d’une droite passant par le centre avec ces
cercles, dans cet ordre.

Exprimez le birapport [B,C,A,D] en fonction de .

Réponse 10
E.ﬁ R —v" " +R (R —r")?

BOAD = D T e R v (W Ar?

En divisant numérateur et dénominateur par 7> et en observant
R/

que ?:eé, on trouve :
[BCAD]_(65—1)2_625+1—265 _65+e*5—2'
T e 41 e 4 1420 e 042
Tre® hd—1
Posons : cosh(x) = M L. Alors, [B,C,A,D] = cosho — 2,
coshd + 1

On suppose que ces cercles concentriques sont les images par
inversion de deux cercles non sécants de rayons R et r, dont la
distance des centres vaut d.

1. C’est la fonction « cosinus hyperbolique », paire, prenant toutes les
valeurs supérieures ou égales a 1.
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La ligne des centres coupe comme précédemment ces cercles
en quatre points qui sont les images A’,B’',C’",D’.
Le birapport est conservé par I'inversion et donc

B coshd —1

B.C' AD|=—— —
B¢, 45D coshd + 1

Question 11

R* +r? — d?

Exprimez cette valeur en fonction de v = o7
,

Réponse 11

Si un cercle est intérieur a l'autre, d < R — r et le calcul

A'B" D'B
donne : [B',C" A" D' = — : —,
ACt DI

soit

R+d—r R—d+r (R—7r)*—d®* ~-1 coshd—1

" R+r+d R-r—d (R +1)2—d> ~+1 coshd+1

donc v = cosh .

A'B’ D'B'
Si les cercles sont extérieurs, d > R+ r et o : led =

_d—r—Rxd+R—|—7‘_d2—(R+T)2 ~ —y—1 coshd—1
d+r—-R d+R-r d>—(R-7)2 —y+1 coshd+1

donc v = — cosh d.
Dans tous les cas :
R? +r? — d?

coshd = | 5T |.
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Voila le moyen simple et rapide de calculer I’écart inversif (la
fonction cosh(x) et sa fonction inverse sont disponibles sur tous
les logiciels de calcul).

La lectrice, et le lecteur, vérifieront que cette formule donne
les mémes valeurs de d que celles calculées assez péniblement plus
haut (R=4,r=2,d=Tetd=1).

Scholie

Le grand mathématicien suisse Leonhard Euler s’émerveillait
de la formule qu’il avait découverte :

e +1=0

au point d’y voir la preuve de I'existence d’'un Dieu mathémati-
cien?. On peut, sans nécessairement aller si loin sur le plan phi-
losophique, apprécier la beauté de la relation qui termine cette
promenade géométrique. En effet, la méme quantité, qui dit tout
de deux cercles (R,r,d) exprime, dans le cas de cercles sécants le
cosinus d’un angle mais aussi, dans le cas de deux cercles non
sécants quelque chose de bien plus mystérieux : le cosinus « hy-
perbolique » de cette étrange distance (7) que constitue 1’écart
inversif.

L’éleve de terminale curieux sait que pour passer du cosinus
ordinaire au cosinus hyperbolique il faut passer la frontiére... des
nombres imaginaires puisque cos(z) = cosh(iz).

Question 12

Soient deux cercles de rayon 1 dont la distance des centres
vaut 2(v/3 + 1). Soit un troisitme cercle de méme rayon 1, cen-

2. Selon la légende, il aurait donné cet argument contre le sceptique Di-
derot, lors d’une controverse devant l'impératrice Catherine de Russie.
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tré au milieu des deux centres précédents. Comparez les écarts
inversifs et déduisez-en que la propriété énoncée dans la question
9 ci-dessus n’a pas de réciproque.

Réponse 12

Pour I'écart inversif des deux premiers cercles on trouve

R? 472 —d? 2 — 4(4 +2v/3)

coshd = | 5 R | =| 5

| =7+4V3.

L’écart inversif du troisiéme cercle avec 'un des deux premiers
(la formule montre que ce sera le méme pour chacun) est

2—-4-2
coshd’z]zx/§\21+\/§.

L’énoncé suggere que § = 20’.

Pour savoir si c’est vrai, il nous faut la formule donnant
cosh 2. On la trouve sur internet, c’est cosh 2z = 2cosh?z — 1
(exactement comme cos 2x).

Est-il exact que 2(1 + \/3)2 —1=T+4V37

Oui. Or ce troisieme cercle n’est pas le bissecteur des deux
premiers. D’ailleurs, quel est le cercle bissecteur de deux cercles
de méme rayon ?

Ceci montre que le cercle bissecteur partage en deux par-
ties égales I’écart inversif, mais que si un cercle partage en deux
parties égales ’écart inversif de deux cercles, ce n’est pas néces-
sairement leur cercle bissecteur.

Nous constatons aussi que si 'additivité est toujours vérifiée
dans le cas de deux cercles du méme pinceau, elle peut étre véri-
fiée dans d’autres cas.
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Prolongements

L’exemple de la question 12 est dans le Coxeter (page 153).
Mais vous pouvez chercher d’autres exemples.

Il y a d’autres aspects de I’écart inversif sur lesquels je ne me
suis pas penché. Par exemple, ’écart inversif est-il une distance ?
En particulier est-il toujours vrai, étant donnés trois cercles 6}, 6>,
%3, qu’on ait :

5((51,(53) < 5((51,(52) + 5((52,(53) ?

7.2 Porisme de Steiner

Un « porisme » est une vérité qui se déduit d’autres vérités.
En ce sens, le mot s’oppose a « truisme ». La vérité d’un truisme
découle directement de son énoncé alors que celle d’un porisme
exige I’établissement de vérités intermédiaires. Voici la question
traitée par le grand géometre suisse Jakob Steiner.

Soient deux cercles 47, de centre A et de rayon R, et %5, de
centre B et de rayon r sans points communs. Soit un point P de
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%1. On construit un cercle J#] tangent en P a %7 et tangent éga-
lement a %5. Ensuite on construit un cercle J# tangent a 4, a 61
et a 1. En itérant la construction on construit une « chaine » de
cercles tangents extérieurement au plus petit, intérieurement au
plus grand, chacun étant encore tangent a ses deux voisins. Cette
chaine se ferme si le « dernier » cercle est tangent au premier. Sur
cette figure, la chaine se ferme : le dernier cercle est tangent au
premier. Intuitivement, c’est le cas le moins fréquent.

On représente souvent les cercles %1 et %5 tels que 'un des
deux est intérieur a lautre.

Mais avec les mémes
contraintes de contact, on peut
concevoir une « chaine » reliant
deux cercles extérieurs, pourvu
qu’ils ne s’intersectent pas.

Peut-on déterminer, selon les valeurs de R,r,d = AB, s’il est
possible qu’une chaine se ferme, ou bien si c¢’est impossible, et le
point de départ, celui qui sert a construire le premier cercle de la
chaine, a-t-il une importance ? Tel est le porisme de Steiner.

Le géometre a montré que la réponse a la premiere question
est positive, et celle a la seconde, négative : le choix du point
de départ est indifférent.

Notez que ce genre de questions peut avoir des applications en

mécanique, par exemple pour la détermination de « roulements
a billes » 3.

3. J'ignore s’il existe des roulements a billes entre deux cercles non concen-
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Steiner fut un des premiers géometres a utiliser 'inversion.
Pour résoudre le porisme, il a utilisé le fait qu’on peut toujours
transformer deux cercles non sécants en deux cercles concen-
triques (Exercices.2, question 8, page 159)

Question 1

Dans le cas ou %) contient %5, montrez que la somme des
distances entre un centre des cercles de la chaine, et les centres
des cercles %1 et %> est constante. Sur quelle courbe sont situés
les centres des cercles de la chailne ?

Réponse 1

En notant @ le centre d’un cercle de la chaine, la droite (AQ)
coupe €1 en un point W ou ce cercle est tangent a 4] car le
point de contact entre deux cercles tangents est sur leur droite
des centres. Pour la méme raison, la droite (BQ) coupe %, au
point ol le méme cercle est tangent a %5. Notons p le rayon du
cercle de centre Q. On a AQ = R — p et BQ = r + p donc
AQ + BQ = R+, cette valeur est la méme pour tous les cercles
de la chaine. Les centres des cercles sont donc les points d’une
ellipse de foyers A et B*. Comme les foyers sont proches, ellipse
est presque un cercle.

triques, et si, dans ce cas, les ingénieurs utilisent le résultat dont nous trai-
tons !

4. C’est la définition d’une ellipse : ensemble des points du plan dont la
somme des distances a deux points fixes est constante. Remplacez « deux »
par « un », vous avez la définition d’un cercle
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Question 2

Sur quelle courbe sont situés les points de contacts entre eux
des cercles de la chaine ?

Réponse 2
On a vu (Exercice.2 Question 15, page 161) que de tels points

sont situés sur le cercle bissecteur de ) et 5. C’est donc un
cercle.

Question 3

Dans le cas de cercles concentriques, quelle condition doivent
vérifier les rayons pour qu’'une chaine se ferme?

Réponse 3
Dans ce cas, tous les cercles de la chaine sont égaux, de rayons
p= (RT_T). En notant n le centre de I'un d’eux, et u, v les points

de contact des tangentes menées a partir de O, centre des deux
cercles initiaux, il est clair, si a = n/O\u, qu’'une condition néces-
saire et suffisante pour qu’une chaine se ferme est que 7/a soit
un entier, soit a = 7/n.

Par exemple si & = w/10 = 18°, on aura une chaine avec dix
cercles en couronne. Il est clair que le point de départ de la chaine
(le premier cercle de la couronne) n’importe pas.
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Un peu de trigonométrie nous donne (r + p)sin(w/n) = p,

avec p = (%;T) c’est-a-dire

R—r
R+17r’

sin(m/n) =

Pour chaque valeur de sin« il y a une infinité de couples R,r
satisfaisants. Par exemple, pour avoir dix cercles en chaine, on
peut prendre R = 13 et r = 7 (voyez pourquoi).

Chaque cercle de la chaine se déduit du précédent par une rota-

tion de centre O d’angle 36°.
C’est un calcul approché car sin(18) ~ 0,3090. On aurait une

meilleure précision avec R = 13 et r = 6,862.
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Question 4

Quelle condition doit vérifier I’écart inversif de deux cercles
dont 'un est intérieur a l’autre, pour qu’'une chaine se ferme ?

Réponse 4

— R—r _ (R/r)—1

= R+ (R/r)+1°

On doit avoir, pour un entier n : sin(m/n)

Comme, en notant § ’écart inversif des deux cercles, § =
In(R'/r") (ot R et ' sont les rayons des cercles concentriques
images des cercles originels, en posant R’ > 7/), il vient €% = R’ /7
et
ed—1
ed +

sin(m/n) =

ou encore, en résolvant par rapport & e,

. 1 + sin(7/n)
1 —sin(7w/n)

soit

Question 5

Combien doit valoir ’écart inversif de deux cercles de rayons
R = 10 et » = 4, le second inclus dans le premier, pour qu’on
puisse y insérer une chaine de dix cercles? Donnez une valeur
approchée de d qui convienne.
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Réponse 5

Pour n = 10 on trouve § ~ 0,639, et en utilisant la formule
en cosinus hyperbolique, d ~ 4,37.

Le point de départ de la chaine ne joue aucun réle. Ceci résulte
du fait que nous avons transformé, par une application bijective ®,
la situation des deux cercles concentriques, dans laquelle ce point
de départ est clairement indifférent.

Prolongements

Dans le cas ou I’écart inversif permet la réalisation d’une
chaine de Steiner, il serait intéressant de détailler la réalisation
de la figure, et méme le calcul de la suite des rayons des cercles
qui constituent cette chaine.

5. C’est a dire a la fois injective et surjective, cas de 'inversion.



Annexe A

L’invariant
anallagmatique

Le but de cette section est de montrer qu’étant donné deux
cercles de rayons R et r, la distance de leurs centres étant notée
A, la quantité

R? +7r2 — A?
2Rr
est inchangée pour toute inversion.

Une démonstration simple et rapide est donnée (Exercices.2,
Question 20) dans le cas ou les cercles sont sécants, car cette
quantité est le cosinus de I'angle des tangentes a ces deux cercles
aux points d’intersection, et 'inversion conserve les angles. Elle
ne conserve pas l'orientation, mais la fonction cosinus est paire.

A.0.1 Par le calcul

Ici nous cherchons une démonstration par le calcul, pour le
cas ou les cercles ne se coupent pas.
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Il s’agit donc de vérifier que R’, r’ et A’ étant les mémes
parametres pour les images de ces deux cercles par une inversion
quelconque,

R2 + 742 o AQ R/2 + 7“/2 _ AIQ
2Rr N 2Ry’ (1).

Nous pouvons nous limiter a une inversion de rapport k = 1
parce que la valeur de k est indifférente. Il faut se souvenir que
modifier k revient & faire une homothétie, donc R’,r’, A’ chan-
geront proportionnellement et comme 'expression est homogene
(le coefficient sera au carré au numérateur et au dénominateur)
le quotient ne sera pas modifié.

Par inversion « quelconque » nous entendons éviter les cas
particuliers, comme lorsque son pdle O est situé sur 'un des
deux cercles, par exemple. Nous supposerons méme que O est
situé a 'extérieur des deux cercles (de maniére a avoir affaire a
des longueurs, plutét qu’a des mesures algébriques). L’examen
des autres cas est laissé aux lecteurs.

Nous avons des formules pratiques pour R’ et r’. La difficulté
viendra de A’ car il faut se souvenir que le centre de I'image d’un
cercle n’est pas 'image du centre de ce cercle...

Le centre de I’'image

Soit un cercle € de centre u et de rayon R, soit un point O
et I'inversion de centre O et de rapport 1. Soit w le centre de
I'image ¢’ de ¢ dans cette inversion. Calculez Ow.

Réponse

On note « le premier point d’intersection de (Ou) avec € et
5 le second, puis a = Oa et b= 0. On a b > a.
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a+b
Ou = 5

Soient 3’ et o leurs images respectives, a’ = Od’ et v/ = Of'.
w est le milieu de o/ et 3/ donc @’ =1/a et ¥ =1/b et

a+b_%
2ab  ab’

Ow =

Distance des centres des images

Soit un cercle € de centre u et de rayon R, et un cercle & de
centre v et de rayon r, non sécants. Soit A = wwv.

Soit un point O et I'inversion de centre O (extérieur aux deux
cercles) et de rapport 1. On demande de calculer la distance des
centres des images ¢’ et 2.

Réponse
On utilise le théoreme de Al Kashi pour écrire
A% = Ou* + Ov* — 20u - Ov - cos(u/O\v).

On exprime Ou et Ov comme dans la question précédente.

En notant v et J les extrémités du diametre créé par la droite
(Ov) sur le second cercle image, puis ¢ = Oy et d = Od. On a
d>c.

AA? = (a4 b)% + (c +d)?> — 2(a + b)(c + d) - cos(uOv).

De méme, en notant w le centre de 'image de € et z le centre
de I'image de Z, on aura :

A2 = (zw)? = 02% + Ow? — 20z - Ow - cos(uOv)
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car 'angle est le méme (le centre d’un cercle et celui de son image
sont alignés avec le pole). Soit avec les notations allégées :

a+b c+d

a+b c+d —
4N = ( s 2+ ( > )2 —2( ) - cos(uOw).

ab ) cd

Remarque : pour la figure j’ai pris un angle uOv égal & /2 mais
dans les calculs 'angle est quelconque. Les cercles € et & ne sont
pas sécants.

Les rayons des images

Nous pouvons également exprimer les rayons et leurs images
a l'aide des lettres a,b,c,d.
En effet, R = (b —a)/2,7 = (d — ¢)/2. Nous savons que, en
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notant R’ et ' les rayons des images, on a

R r

r ol

= |Ou2—R2]’r |Ov2 — r2|

Mais (Ou? — R%) = (1/4)[(a + b)? — (b — a)?] = ab, donc
b—a d—c

= 52 et de méme, 1’ = 5o

Le premier membre de ’égalité (1) (page 226) va s’écrire, avec
nos quatre lettres (et en pré-multipliant haut et bas par 4) :

(b—a)?+ (d—c)? = [(a+b)? + (c+d)*> — 2(a + b)(c + d) - cos(uOv)
2(b—a)(d—c) ’

soit apres simplifications

—2(ab + dc) + (a+ b)(c + d) - cos(uOv)
(b—a)(d—c) '

Pour le second membre, écrivons le numérateur N :

I =

(b—a)? (d—c)?* (b+a)?® (d+c)?

1 B (@+b) (c+d)  —
4[ a2b? + c2d? a?b? + c2d? 2 ab cd cos(uOv)],
ot 1—4 —4  _(a+b)(c+d)
- — a+0)(c+ —
Y e LD os(u0
4[ab cd ab cd cos(uOv)]
ou encore
1

= g7 —=[=2(ab+ ed) + (a+b)(c + d) - cos(uOv)).

Passons au dénominateur D :

- /,_(b—a)(d—c)
D=2k = 2abed
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par conséquent, en multipliant N et D par 2abcd, on obtient

—2(ab + cd) 4 (a + b)(c + d) - cos(uOv)

r= (b—a)(d—c)

donc I = I’, ce qui démontre I'invariance de cette quantité.

A.0.2 Géométriquement

Question 1

Soient deux cercles 71, ¥2, un cercle I' orthogonal aux deux,
qui les rencontre en quatre points A, B, C, D et un cercle, ', éga-
lement orthogonal & 1 et v, qui les rencontre en Ay, By, C1, Dy.
Montrez :

0714 . DA o ClAl . D1A1
CB DB (1B, DiB;

Réponse 1

En utilisant la question 6 de Exercices 1 (voir page 129), il
suffit de prouver qu’il existe une inversion dans laquelle les images
respectives de A, B,C, D sont Ay, B1,C4, D1.

On sait que les cercles orthogonaux a deux cercles sont centrés
sur ’axe radical de ces deux cercles. S’il existe une inversion qui
transforme A, B,C, D en A1, By, C1, D1, elle transforme T" en 'y,
donc son pole est aussi sur l'axe radical (pourquoi?). Soit J le
point commun de la droite (AA;) et de 'axe radical.
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Considérons I'inversion de pole J qui transforme A en Aj.
Contenant un point et son image, le cercle 7 est invariant pour
cette inversion. Le cercle v, aussi, car J étant sur ’axe radical,
a la méme puissance pour tous les cercles du pinceau et ici, cette
puissance est celle de 'inversion de centre J.

L’inversion considérée transforme I' en un cercle centré sur
Paxe radical, passant par A; et orthogonal a 1 en A;. Ceci dé-
termine son centre et il s’agit donc de I';. L’image du point B,
qui appartient a I' et a v, appartient a I'y et a 1, c’est donc Bj.
Méme raisonnement pour les images des points C' et D.

Question 2

Observez que si on note A,B,C,D les points d’intersection de
la droite des centres avec les cercles ;1 et 2, on a :

CA DA d>—Ri—R3+2RiRy
CB DB  d>—R}—R3—2RRy’

Déduisez-en que l'expression en d,R;, Ry fournie par la frac-
tion est un invariant métrique des deux cercles 1 et o, c’est-a-
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dire que si on transforme par une inversion ces deux cercles, la
méme expression, cette fois en d’, R}, R}, aura la méme valeur.

Réponse 2

En effet : @: Rl—l-d—l—Rg,TC = Rl‘i‘d—RQ,W =
—Ri+d—Ry,BD =—Ry +d+ R», donc

CA DA  Ri+d—Ry Ri+d+Ry d*>-R-R5+2RiRy

CB DB —Ri+d—Ry —Ri+d+Rys d?>—R}—R:-2R Ry

Prenons maintenant comme cas particulier de la question 1, la
droite des centres (0102) = T', puisque cette droite est orthogo-
nale a y; et a 2. Rappelons que la droite des centres du pinceau
engendré par v, et 2 est ’axe radical du pinceau a points de base
qui lui est orthogonal. Et ’axe radical fait partie du pinceau. La
démonstration de la question 1 fonctionne de la méme maniere
en prenant (0102) = TI', avec le fait supplémentaire que le pole
J est un point de I'y puisque l'inversion de pdle J échange cette
fois un cercle et une droite.
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Transformons toute cette figure par une inversion quelconque,
notée .7.

Les images de 71,72 par .# seront (en général, on laisse aux
lecteurs I'examen des cas particuliers) deux cercles 7/, v5. Soit A
leur droite des centres, qui n’est pas l'image par .# de (0103)
(pourquoi 7). Notons «, 3, A\, i les points d’intersection de A avec
’yi et ’yé (ces quatre points ne sont pas les images par .# de
A,B,C,D (pourquoi?)).

Nous voulons montrer que

CA DA  da pa
CB DB A3 up
ce qui prouvera que :

d> — R? - R2+2R;.Ry, d?— R? - R? +2R|.R)}

d?— R? — R} —2R;.Ry d?— RP? - R} —2R|.R)

(en notant avec des « prime » les éléments, rayon et distance des
centres, des images ] et 75) et donc établira I'invariance de cette
expression par inversion.

L’'image par .# de I'y est T}, lorthogonalité est conservée
et Uimage de J, J', appartient a l'axe radical de ] et 7%, et &
). Les images par .# des points Ay, By, C, Dy sont les points
d’intersection de I} avec ] et 74, A}, By, C1, D} et inversion de
pole J' qui échange A} et a échange également et respectivement
Bi et 8, C] et A\, Dj et p.

Ainsi, 'inversion de pdle J échange respectivement (A,B,C,D)
et (A1, By, Cy, Dy), puis 'inversion .# échange (A1, By, C1, Dq) et
(A}, B, C1, D}), et Vinversion de pole J’ échange (A}, B}, C1, D)
et «, B, A, u. Comme les inversions conservent le birapport, la pro-
priété est démontrée.
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Question 3
d> — R? — R3+2R\R» R?+R3—d?
On note a = L 2 thp= A2 TR
BT e TR T RZ_ORIR, © 2R Ry

Dites par quelle transformation algébrique simple on peut

aller de a a b et déduisez-en que b est également un invariant
métrique de deux cercles dans une inversion.

Réponse 3
a—1 —2R1Ro
2 d2—-R?—R3-2R R,
2
—b—1,
a—1
donc 14
L
1—a

Cette formule prouve que, a restant inchangé dans une inver-
sion, b également.



Annexe B

Le cercle de similitude

Soient deux cercles y; et o non sécants et les inversions de
pole o1 et de pole o_ qui les échangent. Ces cercles engendrent
un pinceau & a points limites, qui lui-méme, suscite, pourrait-on
dire, le pinceau orthogonal Z+.

On appelle « cercle de similitude » le cercle de diametre [o40_].
Ce terme provient du dix-neuvieme siecle, quand on appelait si-
militudes les homothéties.

Nous nous intéressons ici au résultat suivant : I'inversion de
pole o4 échange o_ et h, pied de I'axe radical, et 'inversion de
pole o_ échange h et oy. Ce résultat est démontré dans les exer-
cices dans le cas de deux cercles sécants.

Nous le démontrons ici dans le cas des cercles non sécants,
d’abord par le calcul, ensuite géométriquement.
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B.0.1 Par le calcul

Question 1

Soient deux cercles, définis par leurs centres ¢y et c¢1, leurs
rayons R et r, R > r, et d = cacy. Les deux centres d’homothétie,
et d’inversion, sont o4 et o_. Calculez la distance ojo_.

Réponse 1
Ona:

0103 = (R/r)oye1 = 04¢1 + ¢162

donc oxer =rd/(R —r).
Puis,

0_ca = (—R/r)o—ci =0_c1 + c1c2
donc o—¢; = —rd/(R + r), sachant que ¢1c3 = d.
Finalement,

2rRd
R2 —r2 :

040_ = 04Cy + C20— =

Question 2

h étant le pied de I'axe radical, calculez o h.

Réponse 2

Une maniere simple, parmi d’autres, pour obtenir ’axe radical
de deux cercles non sécants (c’est immédiat s’ils sont sécants!),
consiste a projeter sur la ligne des centres le milieu du point de
contact d’une tangente avec les deux cercles (pourquoi 7).
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o

On meéne par oy une tangente aux deux cercles, on note P et
Q@ les points de contact et V' leur milieu. Alors, par Pythagore,
dans les triangles rectangles o,c1P et o4c2@Q, avec : opco =

2
RR—flT; 0+01:R7"—fr,enposant : UQZ(RiW—l, on a :

oyP=ru ; o04Q=Ru ; oV =u(r+R)/2.

De plus les triangles o,c; P et 0oV h sont semblables, si bien
que (04c1).(04+h) = (04 P).(04V), ce qui donne finalement :
W2 (R? —1r2)

orh =

Question 3

Déduire de ce qui précede que l'inversion de pole oy échange
les points o_ et h.
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Réponse 3

La puissance de 'inversion de pole oy vaut
k=o0yP-0.Q=u*Rr =o0,h-o040_
donc l'inverse de h est o_ pour l'inversion de centre o..
Pour démontrer que 'inverse de h est o, pour I'inversion de

centre o_, on calcule de la méme maniere en tragcant une tangente
interne (qui passe entre les deux cercles).

Question 4

Est-il possible que o_ = h?

Réponse 4
Dans ce cas, o_ aura la méme puissance par rapport aux
deux cercles, c’est-a-dire 0o_c3 — 72 = o_c} — R%. Par ailleurs,

0_c3 = (r/R)o_cy, ce qui donne

) 2 2(R2—r2

R?—r*=0_2(1— ﬁ) = o0-ci(—p3 ).

Ceci est possible si R = r. Dans ce cas, les deux cercles sont
symétriques par rapport & o_ et o_ = h.

Si R # r on peut simplifier par (R? —r%)etona:o_c; =R
puis o_co = r, c’est-a-dire que les deux cercles sont tangents en
o_.

Dans ce qui suit on suppose o_ # h.



ANNEXE B. LE CERCLE DE SIMILITUDE 239

B.0.2 Géométriquement
Question 5

Soient P et @ les points de contact avec les deux cercles d’une
tangente commune menée depuis o4. Soit V' le milieu de [PQ)].
Depuis V' on mene la seconde tangente a %1, en R, et la seconde
tangente a %3, en S. Montrez que P et S, ainsi que @ et R, sont
inverses dans l'inversion de pdle o_.

Réponse 5

Le cercle I de centre V' qui passe par P,R,S,(Q est orthogonal
a %1 par construction, et de ce fait aussi a %> puisque centré
sur 'axe radical. Il est invariant dans les deux inversions qui
échangent ces deux cercles. En effet, il I'est dans l'inversion de
pole o4 puisqu’il contient P et son image Q.

Il I’est aussi dans l'inversion de pole o_ car son image doit
étre orthogonale & %) et a %5, donc centrée sur A mais aussi
centrée sur la droite (0o_V') ce qui impose le centre V' (parce que
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o— # h). Et il n’existe qu'un seul cercle de centre V' orthogonal
A 6 et 6.

L’image de P est donc S, puisqu’elle doit appartenir a I" et a
%> et de méme 'image de @ est R.

Le méme argument, mot pour mot, démontre la méme pro-
priété pour les points de contact J et K d’une tangente aux deux
cercles menée a partir de o_.

Question 6

Montrez que (PR) et (QS) se coupent sur 'axe radical.

Réponse 6

Soit I leur point commun. (I P) et (IQ) sont deux sécantes
au cercle de centre V', donc IR -IP = IS - I(Q donc la puissance
de I par rapport aux cercles % et %> est la méme, et [ est un
point de 'axe radical.

Le méme argument montre, dans le second cas de la question

4, que (LJ) et KM se coupent sur ’axe radical.

Question 7

Montrez que h est 'image de oy par l'inversion de pdle o_.
Quelle est alors I'inverse du cercle de diametre [o;0_]7

Réponse 7

L’image de la droite (PQ) par 'inversion de pdle o_ est un
cercle passant par o_, par S et par R. Ce cercle passe également
par I. En effet, 'angle P/RYQ est droit (il intercepte le diametre
[PQ)), et R,0_,Q sont alignés (question 5), donc I'angle o_RI
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I'est aussi, et [o_I] est ainsi un diametre. Or 'angle Tho_ est
droit, donc h appartient a ce cercle. Il est I'image d’un point de
(PQ) qui est aligné avec o_, c’est donc I'image de o.

L’image du cercle de diameétre [040_] dans 'inversion de pole
o_ sera une droite perpendiculaire & (0o0_) passant par l'image
de o4, qui est h, c’est donc ’axe radical.

Question 8

Montrez que h est 'image de o_ par I'inversion de pdle o, .

Réponse 8

On se doute bien que cela doit étre « pareil ». C’est donc un
bon exercice que de le démontrer.

)
1
1
1
1
1
1

1

)
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Nous transformons la tangente (JK) par l'inversion de pole
o4. Son image est un cercle passant par o4, M et L. Comme [JK]

est un diametre du cercle de centre T', I'angle KLJ est droit et
dong, si I est le point d’intersection de (LJ) et (K M), situé sur

l'axe radical, 'angle o:\LI est également droit. Ainsi, [04]] est

un diametre et comme 'angle (ﬁ est droit, h appartient a ce
cercle. Il est alors I'image de o_, CQFD.

Prolongements

Pour résoudre des questions de ce type il peut étre bon de
disposer d’une formule explicite donnant les puissances des in-
versions de pole o et o_.

Question 9

Calculez la puissance de o par rapport a v, puis par rapport
a 2, et celle de o_ par rapport a ces deux cercles.

Déduisez-en la puissance des inversions de centre o4 et o_
échangeant ces deux cercles.

Réponse 9

Notons p1(7y1) la puissance de o4 par rapport a v; et de la
méme fagon les autres puissances.

20392 —7“2
On o () = 0u? = 2 = = (d(R _(}:)2 )

r2(d®> — (R —1)?)
(R—r)?
R*(d? — (R+1)?%)
(R+7)?

pi(12) =01B* —r? =

pa(71) = O24% — R? =
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2(d* — (R+1)%)
(R+1)?
La puissance k1 de I'inversion de pole o4 échangeant ces deux
rR(d*> — (R —1)?)
(R—r)*
La puissance ko2 de I'inversion de pdle o_ échangeant ces deux
—rR(d*> — (R+7)?)
(R+7)?
Ce qui suit montre que la relation démontrée entre les puis-
sances des deux inversions échangeant deux cercles conserve son
sens dans un contexte général.

,
p2(72) = O2B? — R? =

cercles est (r/R)p1 = (R/r)p2 =

cercles est (—r/R)p1 = (—R/r)pa =

Question 10

Démontrez que les points X, Y, Z étant alignés dans cet ordre,
si I'inversion de pole X de puissance s échange Y et Z et que
I'inversion de pdle Y de puissance t échange X et Z, alors s+t =
XY?2,

Réciproquement, si s +t = XY? et si I'inversion de pole X
de puissance s échange Y et Z, alors 'inversion de podle Y de
puissance t échange X et Z.

Réponse 10

L’hypothese signifie : XY - XZ = set YX -YZ = t. Donc
XY - (XY +YZ) = s soit XY?2+ XY -YZ = s, cest-a-dire
XY? —t =s. La réciproque suit le méme chemin.

On vérifie en effet que la somme ki + ko des puissances des
inversions qui échangent ¢ et 2 vaut O103.






Annexe C
RESU

Notations

Etant donnés deux points A et B on distingue la droite (AB),
le segment [AB], la longueur AB toujours positive ou nulle, la me-
sure algébrique AB qui peut étre positive, négative ou nulle, et le

vecteur AB qui est un objet mathématique particulier (d’ailleurs
« non local »).

1 Triangles égaux et triangles semblables

Deux triangles sont dits « égaux » s’ils ont un angle égal
compris entre deux cdtés respectivement égaux (premier cas),
ou un coté égal compris entre deux angles respectivement égaux
(deuxiéme cas) ou encore, trois cotés respectivement égaux (troi-
sieme cas).

Deux figures sont dites « semblables » si elles ont la méme
forme, et pas nécessairement la méme taille. Deux triangles sont
semblables si leurs cotés sont respectivement proportionnels, ou
bien s’ils ont les mémes angles. Par exemple, un triangle dont
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les longueurs des cotés sont 4,5,6 et un triangle dont les lon-
gueurs des cOtés sont 20, 25, 30 sont semblables. Si deux triangles
ont, chacun, un angle de 100 degrés et un autre de 40 degrés,
ils sont semblables (car la somme des trois angles fait toujours
180 degrés). On prouve que les triangles concernés ont les mémes
angles et on exploite le fait que leurs cotés sont proportionnels,
ou le contraire. Pour écrire les quotients il faut repérer les cotés
homologues : ce sont ceux qui sont opposés aux angles respecti-
vement égaux.

2 Les « pieds des bissectrices »

Soit un triangle ABC dont la bissectrice intérieure issue de
A coupe [BC| en D. Alors DB/DC = AB/AC. Pour le prouver,
on écrit le quotient des aires de ADB et de ADC' de deux fagons
différentes. Dans un cas, en utilisant leur hauteur commune issue
de A, dans l'autre, leurs hauteurs égales (pourquoi?) issues de
D.

Si E est le point ou la bissectrice extérieure issue de A ren-
contre [BC], on a, par la méme méthode, la méme relation. Si,
au lieu de distances, on écrit les mesures algébriques sur (BC),
ona: EB/EC = —DB/DC = AB/AC, et donc une division

harmonique.

3 Les théorémes de Ceva et de Ménélaiis

Etant donnés trois points P,Q,R chacun sur un coté (au sens
de droite) d’un triangle, voici deux situations intéressantes. Ils
peuvent étre alignés, ou bien les droites (AP), (BQ), (CR) qu’on
appelle des céviennes, peuvent étre concourantes. On forme le
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produit des trois quotients (regardez bien, c’est facile a retenir).
(PA/PB)-(QB/QC) - (RC/RA) = +1.

Ce produit vaut 1, si, et seulement si les points sont alignés. Il
vaut —1, si, et seulement si, les céviennes sont concourantes.

Ces théoremes se démontrent, avec un peu de travail, en uti-
lisant des projections et le théoréeme de Thales.

4 Homothéties

On définit une homothétie avec un point P et un nombre
k # 0. Alors, a tout point M cette homothétie fait correspondre

M’ par : PM' = kﬁf L’homothétie de centre P et de rapport
1/k est sa réciproque. Cette transformation a toutes sortes de
propriétés agréables, en particulier elle transforme chaque droite
(d) en une droite (d’) parallele & (d) et les cercles en cercles.

Dans un triangle ABC I’homothétie de centre G (« centre de
gravité », point de rencontre des médianes) et de rapport k =
—1/2 envoie chaque sommet au milieu du co6té opposé et donc
le cercle ABC' devient le cercle A’B’C" que 'on appelle le cercle
d’Euler.

En menant par chaque sommet de ABC une paralléle au coté
opposé, on obtient un triangle DEF (appelé « anti-médial »)
dont les médiatrices sont les hauteurs de ABC'. Ces deux triangles
ont le méme centre de gravité G. En effectuant la méme homo-
thétie on envoie le centre du cercle DEF, qui est donc H, l'or-
thocentre de ABC' dans le centre du cercle ABC', noté O. Donc
@ = —(1/2)G—f>], si bien qu’en particulier les points O,G,H sont
alignés. On appelle cette droite la droite d’Euler.
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5 Angles inscrits dans un cercle
5.1 Les angles

Les angles sont un sujet un peu délicat. Nous considérons
souvent, dans ce livre, des égalités d’angles sans nous soucier
d’orientation. Mais au fond, un angle « ca tourne » et il y a
deux facons de tourner, par exemple en parcourant un cercle.
Les mathématiciens ont décidé qu’il y a un sens positif et un
sens négatif. Le négatif, c’est le sens dans lequel tournent les
aiguilles d’'une montre, ou d’une horloge, quand le temps passe.
Mais de plus en plus, laffichage de I’heure est digital, sans ai-
guilles! Heureusement on a aussi une autre définition. Si le nord
est dans votre dos, le sud devant vous, l’est a votre gauche, le
soleil semble monter, tourner, de gauche a droite, parce que la
Terre tourne de droite a gauche : la Terre tourne dans le
sens positif (mais seulement si le nord est dans votre dos).

Il est naturel (et dans certains cas, indispensable) de consi-
dérer des angles orientés. C’est d’ailleurs ce que fait, par défaut,
Geogebra. Si, pour noter ou mesurer un angle d’un triangle, vous
« tournez » sans vous soucier du sens, le logiciel peut vous sur-
prendre...

Dans les considérations qui suivent, on peut négliger ’orien-
tation des angles, mais pour les réciproques, elle est nécessaire.

5.2 Dans un cercle

Etant donnés deux points A et B d’un cercle, le segment [AB]
est appelé une corde. Une corde détermine deux arcs, dont I'un est
plus grand que l'autre... sauf s’ils sont égaux et que cette corde
est un diamﬁrc; Si M est un autre point de ce cercle, on dit
que Pangle BM A intercepte la corde [AB]. Si O est le centre du
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cercle, 'angle BOA est l’angle au centre qui intercepte la corde
[AB].

*Premler résultat : si M appartient au grand arc, BOA =
2BMA et si N appartient au petit arc, BMA + BNA = .

Il s’ensuit que M; et My étant deux points d’un méme cercle
sommets de deux angles interceptant la méme corde, ils sont
égaux ou supplémentaires.

*Second résultat : 'angle que fait la tangente en A, ou en B,
avec la corde [AB] vaut, lui aussi, la moitié de ’angle au centre.

Ces résultats se démontrent en utilisant le fait que la somme
des angles d’un triangle vaut 7 et que les angles a la base d’un
triangle isocele sont égaux.

Une conséquence : les angles opposés d’'un quadrilatere convexe
inscriptible sont supplémentaires.

Ces théoremes ont des réciproques qui doivent étre formulées
en orientant les angles (considérez le cas de deux cercles égaux
ayant les points A et B en commun).

5.3 Arc capable

Etant donnés un segment [AB] et un angle 0 < a < 7/2,
quels sont les points M du plan tels que AMB = a?

C’est un arc de cercle. Pour le construire, on commence par
trouver un point O tel que le triangle AOM soit isocele de som-
met O et que AOB = 2a. Le grand arc du cercle de centre O
passant par A ou par B est la solution. Justifiez cette construc-
tion et adaptez-la si a > 7/2.

6 Construire la moyenne géométrique

Soit un triangle ABC, rectangle en A. Soit H le pied de
la hauteur issue de A. On note v = BH, v = HC, h = AH.
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Les triangles HBA et HC A sont rectangles et semblables, donc
u/h = h/v soit h? = uv, autrement dit, h est la moyenne géomé-
trique des u et v.

Mais ces deux triangles sont également semblables a ABC
donc, en notant BC =a =u+v, b= AC,c=ABonav/b=1b/a
et u/c = c/a d’ott I'on tire va = b%, ua = ¢, b* +c? = a(u+v) =

a® c’est-a-dire le théoréeme de Pythagore.

7 Les moyennes

Etant donnés deux réels positifs 0 < a < b on a plusieurs
sortes de moyennes.
2

La moyenne harmonique 2 = £ + 1 ¢’est-A-dire h = 220
o que 3 =413

a+b?’

la moyenne géométrique g = v ab et

la moyenne arithmétique m = %

On démontre (avec des identités remarquables) que
a<h<g<m<b

les égalités n’ont lieu que si a = b.
Il existe d’autres sortes de moyennes.

8 Antiparalleles

Soit un triangle ABC' et une

paralléle (DE) a (BC). A\

B \ C

OnaE/D\Azé.
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Faisons une symétrie de la
droite (DE) par rapport a la
bissectrice intérieure de A.

Cette fois B = DEA. On dit que le couple des droites (AB),(AC)
est antiparallele au couple (DE),(BC). Démontrez que ces deux
couples de droites ont des bissectrices respectivement paralléles.
C’est la définition.

On ne dira pas que la droite (DE) est « antiparallele » a la
droite (BC)... cela ne veut rien dire (expliquez pourquoi).

9 Cercle des neuf points

Dans un triangle ABC' les milieux des cotés A’, B’, C’ sont
sur le méme cercle que les pieds des hauteurs ha,hp, hc et ce
cercle passe aussi par les milieux des segments [AH|,[BH|,[CH],
ou H est I'orthocentre, point de concours des hauteurs. Ces co-
cyclicités se démontrent en exploitant le fait que 'hypoténuse (le
coté le plus long) d’un triangle rectangle est un diametre de son
cercle circonscrit. On appelle souvent ce cercle « cercle d’Euler »
en dépit du fait qu’il n’est pas prouvé que Euler s’en soit occupé !
On voit qu’il y a une autre homothétie, de centre H et de rapport
1/2 envoyant le cercle ABC sur le cercle d’Euler. Le lecteur ob-
servera que le centre w du cercle d’Euler est lui-méme un centre
d’homothétie éventuellement intéressant.
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10 Notions de vecteurs et produit scalaire
10.1 Vecteurs

Les vecteurs sont des objets dont on sait faire la somme et
que I'on sait multiplier par un nombre.

1) Dans un plan, ABCD est un parallélogramme si et seule-
ment si les vecteurs A.é et ]_78 sont égaux.

2) Pour tout vecteur /ﬁ et tout point P, il existe un unique
point @ tel que I@ = E

3) On a toujours

AB+ BC = AC.

(relation de Chasles)
4) Les points A, B, C sont alignés si, et seulement s’il existe
un nombre A tel que que B =\ 1@ .

10.2 Produit scalaire

5) Il existe un produit des vecteurs, le produit scalaire et
le résultat n’est pas un vecteur, c’est un nombre.

Etant donnés trois points A, B,C, le produit scalaire est donné
par la formule

E-ﬁ:AB-AC-COS@.
On en déduit a) que le carré scalaire d’un vecteur est le carré de

sa longueur, et b) que le produit scalaire de deux vecteurs est nul
si et seulement si ces vecteurs sont perpendiculaires.
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10.3 Théoreme d’Al Kashi, ou « loi des cosinus »

Dans un triangle ABC, on a
AC? = AB? + BC® — 2AB - BC - cos ACB.

C’est le théoreme d’Al Kashi, qui généralise celui de Pythagore.
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