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VORWORT

Dieses Buch ist aus Vorlesungen hervorgegangen, die ich seit 2012 in jedem
Sommersemester an der Goethe-Universitat Frankfurt am Main gehalten
habe. Diese setzten die jeweils im Winter gelesene “Einfithrung in die Logik”
fort und waren gedacht als Angebot an besonders interessierte Studenten.
Die Vorlesungen, unter dem Titel “Philosophische Logik” angekiindigt, wur-
den mit der Zeit unter dem Namen “Sommerlogik” bekannt — im Gegensatz
zur “Winterlogik” der kalteren Jahreszeit. Die wechselnden Themen der
Sommerlogik entsprechen etwa den Kapiteln des Buches.

Ich danke meinen Frankfurter Studenten und Mitarbeitern, namentlich
Ali Esmi, Matthias Hoch, Pascal Hohmann, Dominik Kauf,, Axel Raue,
und besonders Melvin Keilbar, der den gesamten Text durchgesehen und
fiir viele Verbesserungen gesorgt hat. Ein besonderer Dank geht an Max
Urchs fiir seine vielen Anmerkungen und Anregungen zu allen Kapiteln des
Buches.

Der Universitétsbibliothek Johann Christian Senckenberg der Goethe-
Universitét sei fiir die Forderung der Open Access-Publikation gedankt.

Die Auswahl der Themen des Buches kann ich nicht begriinden, sondern
nur erkldren: Es sind die Themen, zu denen ich selbst im Laufe der Jahre
etwas beitragen konnte. Das Buch hétte zweifellos ein vollstandigeres Bild
philosophisch interessanter Logik abgeben konnen, wenn es einige weitere
Themen eingeschlossen hétte. Allein, ...

So eine Arbeit wird eigentlich nie fertig, man muf} sie fiir fertig erklaren,
wenn man nach Zeit und Umsténden das moglichste getan hat.

Goethe, Ttalienische Reise (Caserta, den 16.3.1787)

Frankfurt am Main, den 16. 3. 2023
AF.
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EINLEITUNG

1. Philosophische Logik

Der Begriff Logik ist eigentlich eine Ellipse: “Logik von was?” ist die Frage,
die immer sogleich beantwortet werden will. Im Falle der Aussagenlogik
lautet die Antwort: Das ist die Logik der darin herausgestellten Junktoren,
typischerweise der Negation, Konjunktion, Disjunktion und Implikation. In
der Pradikatenlogik treten der All- und Existenz-Quantor hinzu, was er-
fordert, dafl die Pradikationsstruktur von Aussagen freigelegt wird. Die
genannten Junktoren und Quantoren sind Beispiele einer Ausdruckssorte,
die manchmal “logische Partikel” (auch “logische Konstanten”) genannt
werden. Auf die Gefahr hin, sich im Kreise zu bewegen, konnte man sagen:
Eine Logik ist eine logische Theorie bestimmter logischer Partikel. Das ladt
sofort zwei weitere Fragen ein: Was ist eine logische Theorie (im Unterschied
zu anderen Theorien)?, und: Was ist ein logischer Partikel (im Unterschied
zu anderen Ausdriicken)?

Auf die erste Frage gibt dieses Buch eine Teilantwort, indem es Beispiele
logischer Theorien vorfithrt. Auf die zweite Frage antworten wir hier ebenso
teilweise, indem wir bestimmte Ausdriicke zum Gegenstand logischer Theo-
rien machen. Die grundsétzliche Frage nach der “Natur” logischer Theorien
und Partikel — falls sie denn eine haben sollten — ist Gegenstand der Philoso-
phie der Logik, die wir nur gelegentlich in diesem Buch streifen werden. !

Nun koénnte man versucht sein — ausgehend von der Frage “Logik von
was?” —, den charakteristischen Gegenstand einer Philosophischen Logik

! Beide Fragen werden z.B. in dem Buch [294] von Alexandra Zinke eingehend behandelt.
Philosophische Logik und Philosophie der Logik sind manchmal nur schwierig zu trennen.
Besondes deutlich wird das im Kapitel IV tiber Konditionale.
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so zu bestimmen: Es mufl sich um etwas handeln, das in der philosophi-
schen Theorienbildung eine wichtige Rolle spielt. Die Modallogik unter den
typischen Interpretationen einer Logik der Notwendigkeit, des Glaubens,
des Wissens, oder des Gebotenseins behandelt sicher zentrale theoretische
Termini der Metaphysik, der Erkenntnistheorie und der Ethik. Und die
Logik kontrafaktischer Konditionale trégt ebenso sicher bei zu einer philo-
sophischen Theorie kausaler Abhéngigkeit. Vermutlich ist in solchen Uber-
legungen der Ursprung des Begriffs ‘Philosophische Logik’ zu suchen. Aber
eigentlich pafite der Begriff nie so recht. Denn zu den typischen Interpre-
tationen der Modallogik gehorte beispielsweise immer auch schon die tem-
porale. Zeitordnungen sind jedoch nicht nur Gegenstand philosophischer
Theorien, sondern auch physikalischer. Das Gleiche gilt fiir den Begriff
der Kausalitdt. Die Modal- und Konditionallogik sind also bestenfalls auch
philosophische Logiken — aber nicht nur.

Vom vermutlichen Ursprung des Begriffs einer Philosophischen Logik ha-
ben wir uns jedenfalls weit entfernt. Wenn wir uns das wachsende Corpus
Philosophischer Logiken ansehen, wie es beispielsweise in den zwei Auflagen
des Handbook of Philosophical Logic [93] vorgelegt wird,2dann fallt auf, dafl
die einzelnen Bénde nur durch eine Ahnlichkkeit der Themen oder Metho-
den zusammengehalten werden. Nun ist Ahnlichkeit keine transitive und
also keine Aquivalenzrelation, so daB nicht sinnvoll gefragt werden kann,
in welcher Hinsicht alle Philosophischen Logiken gleich sind und sich z.B.
von der einfachen Aussagen- oder Pradikatenlogik unterscheiden. Es gibt
keinen nicht-trivialen Aspekt, den diese Theorien wesentlich gemein haben.
Im Ubergang von der ersten zur zweiten Auflage des Handbook fallt weiter
auf, daf} sich der Anwendungsschwerpunkt zunehmend von der Philosophie
in die Informatik verlagert hat.

Es ist nicht sinnvoll, nun legislativ tatig werden zu wollen, indem man
den Begriff einer Philosophischen Logik normativ zuriickschneidet. Der Be-
griff ist offen, und das ist gut so. Wir konnen unter den so benannten
Theorien jedoch solche auswahlen, die fiir die Belange der Philosophie von
besonderem Interesse sind. Eine solche Auswahl bietet dieses Buch an.

Wir beginnen mit der Zeitlogik in Kapitel II. Das ist eine generische
Bezeichnung fiir eine Familie von Modallogiken unter einer bestimmten,
néamlich temporalen Interpretation. Aus rein formaler Perspektive ist diese
Interpretation eine unwesentliche Heuristik. Aber wie jede gute Heuristik
hilft sie, sich zu orientieren. Sie fithrt auch beispielhaft vor Augen, dafl
Philosophische Logiken etwas modellieren wollen, was aufler ihnen liegt. In
diesem Fall ist es das Phanomen der vergehenden Zeit. Zeitlogik ist zumin-

2 Vier Bande in der ersten Auflage 1983-89, 18 Bénde bis 2018 in der zweiten Auflage.
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dest wesentlicher Teil einer Philosophie der Zeit.

Wir wiirden einen wichtigen Aspekt der logischen Theorie der Zeit ver-
passen, wenn wir nicht bemerken wiirden, wie allgemein diese Theorie tat-
sdchlich ist. Wenn wir die theoretischen Termini einer Theorie durch die
Methode der Ramsey-Séatze individuieren,? dann kann der Ramsey-Satz
einer bestimmten Zeitlogik ununterscheidbar sein von dem einer Logik, die
wir mit einer ganz anderen Heuristik versehen. Es handelt sich in dem Fall
um dieselbe Logik, nur unter anderer (heuristischer) Interpretation ihrer
theoretischen Termini. Diese Interpretation wird von der betrachteten Lo-
gik nicht festgelegt. Zeitlogik ist also nicht wesentlich Logik der Zeit. Im
dritten Kapitel sehen wir daher von einer bestimmten Interpretation ab und
gehen iiber zur allgemeinen Modallogik. Auch hier soll der Orientierung des
Lesers ein wenig geholfen werden, indem wir eine Heuristik als Leitmotiv
angeben: Wir lesen den Operator O im Sinne irgendeiner Notwendigkeit.
Das schliefit doxastische, epistemische und deontische Notwendigkeit mit
ein.

An die Modallogik schliefit sich natiirlich die Konditionallogik (Kapitel
IV) an. Viele Konditionale driicken so etwas wie eine bedingte Notwendig-
keit aus, so dafl die Logik solcher Konditionale als eine Verallgemeinerung
der Modallogik aufgefaflt werden kann. Es gibt jedoch viele Arten von
Wenn-dann-Aussagen, von denen nur einige modal sind. Die Frage ihrer
richtigen Einteilung und semantischen Analyse ist in hohem Grade um-
stritten. Das Kapitel iiber Konditionale versucht, den Leser durch dieses
Dickicht von Theorien zu fiihren und einen Sinn dafiir zu entwickeln, wie
solche Theorien zu beurteilen sind.

In den folgenden drei Kapiteln, V-VII, geht es gewissermaflen weiter um
Konditionale. Im Kapitel V iiber parakonsistente Logik betrachten wir Kon-
ditionale, die Folgerungsverhaltnisse ausdriicken und versuchen diese unter
die Bedingung zu stellen, dafl aus widerspriichlichen Annahmen nicht Be-
liebiges folgt. In Kapitel VI iiber Relevanzlogik soll die Implikation —
eine echte Beziehung zwischen Antezedens und Konsequens ausdriicken, so
daB8 die Wahrheit von A — B nur beurteilt werden kann, wenn beide, A
und B, aufeinander bezogen werden (“relevant” fiir einander sind). Die
Modelltheorie der Relevanzlogik verallgemeinert die Methoden der Modal-
und Konditionallogik und bietet eine sehr allgemeine Theorie konditionaler
Konstruktionen an.

In Kapitel VII iiber anfechtbares Schlieffen geht es um nicht-deduktive
Folgerungsverhéltnisse. Damit sind Folgerungen gemeint, bei denen die
Konklusion nicht logisch zwingend (deduktiv) aus den Pramissen folgt. Auf

3 Siehe hierzu Lewis [180].
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den ersten Blick scheint das nicht gut unter die Uberschrift “Philosophische
Logik” zu passen. Aber wir betrachten dieses Folgern (das wir generisch
mit p~ bezeichnen) hier genauso wie das deduktive Folgern unter einer
normativen Perspektive. D.h. wir fragen nach formalen Bedingungen, die
k- erfilllen mufl; um “gerechtfertigt” zu sein. Rechtfertigung hat hier einen
sehr spezifischen Sinn: Eine Relation p ist dann gerechtfertigt, wenn sie als
verniinftiger Ubergang von Pramissen zu einer Konklusion dargestellt wer-
den kann. Im Zentrum der Theorie stehen daher Reprasentationsresultate
der Art: X | A, wenn A aus X deduktiv folgt unter kontrolliertem (“ver-
niinftigem”) Riickgriff auf bestimmte Hintergrundannahmen oder -regeln.
In der hier gewéhlten Darstellung (die viel Makinsons [200] verdankt)ist die
Theorie des anfechtbaren Schlieflens eine sehr allgemeine Theorie dessen,
was in der Philosophie ampliatives (erweiterndes) und in der Informatik
nichtmonotones Schlieen genannt wird.

Wenn Kapitel VII den traditionellen Begriff einer Logik vielleicht iiber-
raschend erweitert, dann gilt das umso mehr fiir die Logik des Uberzeu-
gungswandels (Belief Revision), die Gegenstand von Kapitel VIII ist. Die
Standardtheorie ist hier die AGM-Theorie der Kontraktionen und Revisio-
nen von [''Iberzeugungszustf:inden.4 Vor die Aufgabe gestellt, unsere Uber-
zeugungen zu andern, miissen wir typischerweise zwischen einer Reihe von
Kandidaten fiir unseren kiinftigen Uberzeugungszustand wihlen. Dazu
miissen unsere Uberzeugungszustiinde mit einer Struktur ausgestattet sein,
die solche Wahlen ermoglichen. Wie im Falle anfechtbaren Schlielens dreht
sich die AGM-Theorie um bestimmte Représentationsresultate: Wenn die
postulierte Struktur von dieser oder jener Art ist, dann haben die ele-
mentaren Anderungsoperationen der Kontraktion und Revision diese oder
jene Eigenschaften. Und umgekehrt: Gegeben bestimmte formale Eigen-
schaften der Operationen, so diirfen wir darauf schliefen, dafl diese durch
Strukturen der einen oder anderen Art hervorgebracht wurden. Die Theo-
rie hat beeindruckende Anwendungen, u.a. in der Erkenntnistheorie, der
Rechtslogik, der Semantik von Konditionalsdtzen und der Theorie anfecht-
baren Schlieflens.

Soweit eine kurze Beschreibung dessen, was der Leser vorfinden wird. Alle
Kapitel sind weitgehend in sich abgeschlossen. Der geneigte Leser moge
den unvermeidlichen Preis dafiir verzeihen: dafl sich namlich zuweilen die
eine oder andere Erklarung wiederholt. Querverweisen kann man {iberall
mit Gewinn folgen, muf} es aber nicht, um die Ausfiihrungen, von denen

4 “AGM?” fiir: Carlos Alchourrén, Peter Gardenfors und David Makinson.
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aus verwiesen wird, zu verstehen. Alle Kapitel beginnen behutsam. Im
Fortgang nimmt der technische Aufwand dann jeweils zu.

2. Grundlagen

Das Buch setzt elementare Kenntnisse der Aussagen- und Priadikatenlogik
voraus. Pradikatenlogik spielt in diesem Buch allerdings nur insofern eine
Rolle, als sie bequeme und eindeutige Abkiirzungen zur Verfiigung stellt,
um gewisse Bedingungen auszudriicken. Obwohl Pradikatenlogik also nicht
Gegenstand dieses Buches ist, so sollte der Leser mit ihr soweit vertraut
sein, daf} er die formale Sprache der Pradikatenlogik als zuweilen hilfreiche
Erganzung der Umgangssprache aufnehmen kann.

Zu den vorausgesetzten Kenntnissen im Bereich der Aussagenlogik geho-
ren: die Beschreibung formaler Sprachen, das Ableiten von Formeln aus
Annahmen oder Axiomen mittels Regeln, die Interpretation von Aussagen
durch systematische (rekursive) Zuordnung von Wahrheitswerten, der Be-
griff einer giiltigen Folgerung. Diese setzen wiederum voraus, dafl der Leser
mit elementaren Begriffen der Mengenlehre, einschliefllich Relationen und
Funktionen vertraut ist. Im folgenden seien einige wichtige Begriffe stich-
wortartig rekapituliert und unsere Notation erklart.

2.1 Mengen, Folgen, Relationen, Funktionen. Objekte konnen in
anderen Objekten vorkommen. Ein Art den Vorkommens ist die Element-
beziehung. Wenn z in dieser Weise in y vorkommt, dann schreiben wir z € y
(bzw. x ¢ y, wenn z kein Element von y ist). Wenn z € y, dann nennen
wir y eine Menge. Meist verwenden wir Groflbuchstaben fiir Mengen und
Kleinbuchstaben fiir deren Elemente (obwohl diese selbst auch Mengen sein
konnen). Mengen werden beschrieben durch Angabe ihrer Elemente, wie in

{0,1,2},
oder durch Angabe notwendiger und hinreichender Bedingungen, wie in
{z : x ist eine der ersten drei natiirlich Zahlen}.

Eine Bedingung wie x # x kann nicht erfiillt werden. Die entsprechende
Menge ist daher leer; Notation { } oder (). Eine Bedingung wie ‘x ist Nachfol-
ger einer Zahl’ wird von unendlich vielen Objekten erfiillt. Die ensprechende
Menge kénnen wir mit {1,2,3,...} andeuten. Fiir bestimmte Zahlenmengen
reservieren wir die folgenden Buchstaben:

N die natiirlichen Zahlen;
N+ die positiven natiirlichen Zahlen (> 0);
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Q die rationalen Zahlen;
R  die reellen Zahlen.

Mengen konnen in Beziehungen zueinander stehen. Insbesondere kann X
Teilmenge von Y sein:

Teilmenge: X CY gdw jedes Element von X ist in Y, d.h.
Ve (zeX = z€Y).

Bei Bedarf drehen wir das Zeichen C um: X 2 Y (X ist Obermenge von
Y). Den Unterstrich lassen wir weg, d.h. wir schreiben X C Y, wenn X
eine echte Teilmenge von Y ist, d.h. wenn Y Elemente enthéalt, die nicht in
X sind. Die Menge aller Teilmengen einer Menge X ist die Potenzmenge
von X:

Potenzmenge: #(X)={Y:Y C X}.
Mengen sind unter einer Reihe einfacher Operationen abgeschlossen.

Vereinigung: X UY ={z:2 € X oder x € Y}.
Schnitt: XNY={zr:zeXundz eV}
Subtraktion: X \Y ={zx:2xe€ X undz ¢Y}.

Wenn X C Y, dann ist offenbar X = X NY und X UY =Y. Die Menge
X ist dieselbe Menge wie die Menge Y, wenn X C Y und Y C X. Es folgt,
dal {z} = {z, 2} (Idempotenz) und daB {z,y} = {y, 2} (Kommutativitit).

Aus den Definitionen folgt unmittelbar, daf§ Vereinigung und Schnitt asso-
ziative Operationen sind, d.h. (XoU X7) U Xo = X U (X7 U X5); ebenso
fir N. Aus diesem Grunde kénnen wir die Klammern fortlassen und einfach
Xo U X7 U Xy schreiben. Beliebige viele Mengen kénnen zu einer Menge
vereinigt werden. Zum Beispiel konnen wir alle Mengen vereinigen, die
eine bestimmte Bedingung ¢ erfiillen. Das Resultat wiirden wir so notieren:
U{X:#(X)}. Haufiger werden wir die zu vereinigenden Mengen mit Indizes
aus einer Indexmenge I versechen. Dann ist {X;: ¢ € I} die Menge der so
indizierten Mengen und deren Vereinigung notieren wir mit J{X; : i € I}
oder auch mit | J;c,{A;}. Meist wihlen wir N als Indexmenge, und wenn
immer dies eindeutig der Fall ist, kiirzen wir weiter ab zu | A,,. Ebenso fiir
Schnitte (] von Mengen indizierter Mengen.

Wenn es uns darauf ankommt, dafl Objekte in einer Ansammlung mehr-
fach oder in bestimmter Reihenfolge vorkommen, dann stellen wir eine
solche Ansammlung nicht als Menge, sondern als Folge (mit gespitzten
Klammern) dar. Beispielsweise kommt x in der Folge (x,y,z) zweimal
vor und y geht dem zweiten Vorkommen von x voraus. Die Folgen (y,x)
oder (x,z,y) wirden die Anzahl und Anordnung der Vorkommen anders
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darstellen und sind daher verschiedene Folgen. Die Elemente einer Folge
unterscheiden wir am besten, indem wir sie mit natiirlichen Zahlen in ihrer
natiirlichen Reihenfolge indizieren. Wenn wir eine Folge (z1,...,x,) auf
diese Weise spezifizieren, dann konnen wir daraufthin z.B. etwas iiber be-
liebige, unmittelbar aufeinander folgende Elemente sagen, indem wir auf
diese mit x; und x;11 Bezug nehmen (1 < i < n). Allgemein heiflen Fol-
gen mit n Elementen n-Tupel; im besonderen nennen wir zwei-elementige
Folgen Paare, drei-elementige Tripel, usw. (Quadrupel, Quintupel, ...). Das
k-te Element eines Tupels nennen wir dessen k-te Koordinate; im Fall eines
Paares, die linke bzw. rechte Koordinate. Das kartesische Produkt zweier
Mengen X und Y ist die Menge aller Paare (x,y) so,daz € X undy €Y.
Die Verallgemeinerung liegt auf der Hand:

(Kartesisches) Produkt: Xy x -+ X X, = {{x1,...,2,):
xr1€Xh & ... &z, € X}

Wenn fiir alle i,k € {1,...,n} gilt, daBl X; = X}, = X, dann sprechen wir
vom n-fachen Produkt der Menge X mit sich selbst und bezeichnen diese
mit X”. Im Grenzfall n = 1 sei X! einfach die Menge X. Statt der spitzen
Klammern verwenden wir manchmal auch runde Klammern, um Folgen
anzuzeigen; also beispielsweise (z,y) statt (x,y) fiir das Paar bestehend aus
2 und y in dieser Reihenfolge.

Eine zweistellige Relation ist eine Menge von Paaren, eine dreistellige eine
Menge von Tripeln, usw. Insbesondere fiir zweistellige Relationen gibt es
eine Reihe auffélliger und oft wiederkehrender Abschlufibedingungen. Z.B.
konnte fiir eine Relation R C X X Y gelten, dal wenn (z,y) und (y, z) in R
sind, dann ist auch (z,z) in R, fiir beliebige z,y € X und y,z € Y. Statt
(x,y) € R schreiben wir meist kiirzer Rxy (oder auch xRy) so, dafi die
Bedingung auch so beschrieben werden kann:

Transitivitat: Wenn Rzy und Ryz, dann Rxz.

Wir nennen nun eine Auswahl weiterer solcher Bedingungen, die in diesem
Buch an der einen oder anderen Stelle eine Rolle spielen werden. (Soweit
nicht explizit anders gebunden, sind alle Variablen im allquantifizierten
Sinne zu verstehen.)

Reflexivitét: Rzxzx.

Antisymmetrie: ~ Wenn Rzy und Ryz, dann z = y.
Totalitat: Rzy oder Ryzx.

Symmetrie: Wenn Rzy, dann Ryx.

Konnexitat: Rzy oder x = y oder Ryx.



8 EINLEITUNG 1.

Dichte: Wenn Rzy, dann 3z: Rzz und Rzy.
Euklidizitéat: Wenn Rzy und Rzxz, dann Ryz.

Eine Relation R C X? ist eine Quasiordnung auf X, wenn R reflexiv und
transitiv ist. Ist R dariiberhinaus auch antisymmetrisch, dann ist R eine
Halbordnung auf X. Ist R auch total, dann ist X vollstindig geordnet unter
R. In allen diesen Fallen schreiben wir oft x < y statt Rxy. Eine Quasiord-
nung ist eine Aquivalenzrelation, wenn sie symmetrisch ist. In diesem Fall
schreiben wir gern = = y fir Rxy.

Wenn R dagegen irreflexiv ist, d.h. Rzz fiir kein Element der Fall
ist, dann wéhlen wir eine Schreibweise wie x < y oder = < y fiir Rzy.
Eine strenge Halbordnung ist irreflexiv, transitiv und antisymmetrisch; eine
strenge Vollordnung ist dariiberhinaus konnex.

Es sei R C X2 und a ein Element a in X.

a ist minimal (unter R) in X: Vrz € X:Rra = = =a.
a ist maximal (unter R) in X: Ve € X:Rax = a=zx.
a ist das kleinste Element (unter R) in X: Vz € X: Rax.
a ist das gréfite Element (unter R) in X: Vz € X: Rza.

Es sei R C X2 eine Halbordnung. Wenn a das kleinste Element in X ist,
dann ist @ auch minimal, jedoch im allgemeinen nicht umgekehrt. Ist R
total, dann bildet X eine Kette unter R. Wenn die Kette nicht unendlich
absteigt (aufsteigt), dann gibt es ein minimales (maximales) Element und
dieses ist zugleich das kleinste (grofite). (Am besten veranschaulicht man
sich die Verhéltnisse in Hasse-Diagrammen.)

Gegeben eine Relation R C X x Y, koénnen wir fiir jedes x € X den
Abschluf von x unter R bilden: R(z) = {y : Rxy}. Wenn R eine Aquivalenz-
relation ist, dann ist R(z) die Aquivalenzklasse von z unter R; statt R(z)
schreiben wir dann meist [z]g. Aufgrund der Eigenschaften von R gilt:
[2]r = [ylr gdw Rzy (“z =y"), und [z]g # [y]r gdw [2]r N [y]r = 0.

Unter den Relationen R C X x Y gibt es solche, die jedem =z € X
hochstens ein y € Y zuordnen. Solche Relationen nennen wir Funktionen:

Funktionalitat: Wenn Rxy und Rzz, dann y = 2.

In diesem Fall schreiben wir f : X — Y (“f bildet X nach Y ab”) statt R C
X xY und f(z) = y statt Rzxy; X ist der Argument- oder Definitionsbereich,
Y der Wertebereich von f. In f(x) = y nennen wir entsprechend z das
Argument und y den Wert (von x unter f). Man beachte, dafl das Argument
einer Funktion auch ein n-Tupel (x4, ..., x,) sein kann, in welchem Fall wir
von einer n-stelligen Funktion sprechen und statt f({z1,...,z,)) vereinfacht
f(x1,...,x,) schreiben. Die Bedingung der Funktionalitdt schlieit erstens
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nicht aus, daf§ es nicht fiir alle Argumente z € X einen Wert in Y gibt;
sie schlieBt zweitens nicht aus, dafl f distinkte Werte in X auf denselben
Wert in Y abbildet; und sie 148t drittens offen, ob jedes Element in Y sich
als Wert eines Argumentes aus X unter f darstellen 1af3t. Im ersten Fall
ist die Funktion nur partiell, im zweiten Fall nicht injektiv (umkehrbar),
im dritten Fall nicht surjektiv (den Wertebereich ausschopfend). Partielle
Funktionen spielen in diesem Buch keine Rolle; sie konnen tiberdies in aller
Regel gut durch eine Festsetzung ausgeschlossen werden. Im folgenden sei
nur von Funktionen die Rede, die ihren Argumentbereich vollstidndig (total)
in ihren Wertebereich abbilden. Die anderen zwei Fille werden durch diese
Bedingungen ausgeschlossen:

Injektivitét Wenn f(xz) =z und f(y) = z, dann x = y.
Surjektivitat  Vy €Y, Jx € X: y = f(x).

Eine (totale) Funktion f: X — Y ist bijektiv, wenn f injektiv und surjek-
tiv ist. In diesem Fall sprechen wir auch von einer eineindeutigen Abbildung
oder einen Bijektion zwischen X und Y. Gibt es zwischen zwei Mengen
eine Bijektion, dann sind diese gleich mdchtig, d.h. sie enthalten die gleiche
Anzahl von Elementen. Wenn X eine Menge ist, dann ist eine Bijektion
zwischen X und einem (anfinglichen) Teilsegment der natiirlichen Zahlen
eine Abzdhlung von X.

2.2 Aussagenlogische Sprachen. Die syntaktische Beschreibung einer
Sprache besteht aus der Angabe eines Alphabets sowie der Beschreibung von
Regeln mit deren Hilfe aus dem Alphabet wohlgeformte Ausdriicke erzeugt
werden konnen. Im Falle aussagenlogischer Sprachen ist das besonders ein-
fach. Das Alphabet besteht aus einer abzéhlbaren Menge ATM atomarer
Formeln, hier kurz Atome genannt, sowie einer Menge OPR von Operatoren
(auch Junktoren oder “logische Konstanten” genannt) unter Angabe ihrer
Stelligkeit. Da wir hier nur maximal zweistellige Junktoren betrachten, so
reicht eine Stelligkeitsfunktion f : OPR — {0, 1,2}. Die Menge FML der
wohlgeformten Ausdriicke (Formeln) wird durch diese Regeln definiert:

F1. ATM C FML.
F2. Wenn z € OPR mit f(z) =0, dann z € FML.
F3. Wenn z € OPR mit f(xz) =1 und y € FML, dann zy € FML.
F4. Wenn 2 € OPR mit f(x) =2 und y, 2 € FML, dann zyz € FML.
F5. FML ist die kleinste Menge, die F1-4 erfiillt.
Aus der Definition folgt, dal Formeln beliebig lang sein kénnen aber endlich

sein miissen. Ob ein Ausdruck eine Formel ist, ist entscheidbar. Die De-
finition ist induktiv (oder rekursiv, wie man auch sagt) und erlaubt daher
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induktive Beweise iiber den Aufbau einer Formel. D.h., um zu zeigen, daf3
jede Formel eine bestimmte Eigenschaft hat, geniigt es zu zeigen, dafl 1.
jedes Atom die Eigenschaft hat, und dafl 2. alle Junktoren Formeln so
zusammensetzen, dafl die Eigenschaft von diesen an das Resultat der Zusam-
mensetzung weitergegeben wird. Ferner sind Formeln Prafixkonstruktionen
(d.h. in sogenannter polnischer Notation). Sei bespielsweise z in F4 die
Konjunktion A, dann ist nach dieser Regel Ayz eine Formel (falls y und z
Formeln sind). Die Préferenz fiir Prafixkonstruktionen in der offiziellen De-
finition von FML vereinfacht einiges, macht aber Formeln nicht besonders
lesefreundlich. Deshalb werden wir uns hier auf Formeln der jeweiligen Ob-
jektsprache durch Infixausdriicke aus unserer Metasprache (angereichertes
Deutsch) beziehen: also “z Ay” fir “Azy”. Wir miissen dann nur durch das
Setzen von Klammern fiir eindeutige Bezugnahme sorgen. Als (metasprach-
liche) Variablen verwenden wir fiir Atome P, @, R, ..., fiir beliebige Formeln
A, B, C, ..., zuweilen vermehrt und unterschieden durch Indizes aus N. Rein
syntaktisch gesehen, konnen die Atome auch als Operatoren mit Stelligkeit
0 aufgefafit werden. Aber das tun wir hier nicht, da wir die Interpretation
der Atome variieren wollen, wiahrend die der Operatoren in allen Modellen
konstant bleiben soll. Zu den Operatoren mit Stelligkeit 0 gehéren daher
typischerweise nur T (verum) und L (falsum). Mengen von Formeln be-
zeichnen wir meist mit X,Y, Z, ...; aber diese Grofbuchstaben kénnen auch
— wie schon zuvor — andere Objekte oder Mengen bezeichnen. Der Kontext
wird hier immer geniigend Klarheit schaffen.

Mit Ausnahme der Systeme in Kap. V und VI basieren alle Uberlegungen
in diesem Buch auf der klassischen Aussagenlogik. Diese ist eine Theorie der
Wahrheitsfunktionen in zwei Werten. Wir nehmen daher an, dafl unter den
Junktoren der betrachteten aussagenlogischen Sprachen sich solche befinden,
die wir als eine funktional vollstindige Menge von Wahrheitsfunktionen in-
terpretieren konnen. Funktional vollstandig ist eine solche Menge, wenn ihre
Elemente geniigen, alle Wahrheitsfunktionen zu definieren. Welche Menge
das ist, ist im Prinzip gleichgiiltig. Wir wéhlen hier meist {—, A}.

2.3 Axiomatische Systeme. Sehr allgemein betrachtet, ist ein axioma-
tisches System eine Struktur (S, A, R) mit einer Trdgermenge S, A C S,
und R einer Menge von Paaren (X,y) mit X, {y} C S. Der Abschlufl von
A unter den Elementen in R erzeugt die Menge der Theoreme des Systems.
Fiir die Zwecke dieses Buches deuten wir die Elemente eines axiomatischen
Systems spezifischer: S ist hier die Formelmenge einer aussagenlogischen
Sprache, A ist eine entscheidbare Teilmenge von S (die Aziome des Sys-
tems), und R ist eine entscheidbare Menge von Regeln, welche de facto nie
mehr als zwei Pramissen benotigen. Regeln sind nun also Paare (X, A) mit
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X,{A} C FML, die wir so

X = A oder so

| 3

notieren werden. ® In der Beschreibung eines axiomatischen Systems werden
wir hier durchweg Aziomenschemata den Vorzug geben. Damit ist folgendes
gemeint. Wenn wir z.B. festlegen, dal A — A “ein Axiom” sein soll, dann ist
gemeint, dafl alle Formeln von dieser Gestalt Axiome sein sollen. ¢ Ohne hier
“von gleicher Gestalt” zu definieren, sollte klar sein, dafl wir eine addquate
Definition angeben kénnen, nach der die Gleichgestaltigkeit beliebiger Paare
von Formeln eine entscheidbare Figenschaft ist. Ebenso verfahren wir mit
der Angabe von Regeln. Mit diesem Vorgehen legen wir uns darauf fest,
daB Logik “formal” ist: Wenn eine Aussage logisch wahr ist, dann ist jede
Aussage gleicher Form ebenfalls logisch wahr. Jedenfalls erfiillen alle in
diesem Buch behandelten Systeme diese Bedingung.

Die Menge der Theoreme eines axiomatischen Systems S ist nun so be-
stimmt:

T1. Jede Instanz eines Axioms von S ist ein Theorem von S.

T2. Wenn alle Formeln in einer Menge X Theoreme sind und X = A
eine Regel von S ist, dann ist auch A ein Theorem von S.

T3. Die Menge der Theoreme von S ist die kleinste Menge, die 1 und 2
erfiillt.

Dies ist ein weiteres Beispiel einer induktiven Definition. Um nachzuweisen,
daf} alle Theoreme eine bestimmte Eigenschaft haben, wird es geniigen, 1.
die Eigenschaft in den Axiomen nachzuweisen und dann zu zeigen, daf 2.
jede Regel des Systems die Eigenschaft von den Préamissen an die Konklu-
sion weitergibt. Das ist das Muster einer Induktion iiber die Definition der
Menge der Theoreme eines Systems.

In einem axiomatischen System kann man Beweise (Ableitungen) aus
Annahmen fiithren. Ein Beweis von B aus Annahmen Ag,..., A, ist eine

(endliche) Folge (C,...,Cy), in der

5 Man beachte: Die primitiven Regeln eines axiomatischen Systems werden in diesem
Buch nie mehr als zwei Pramissen haben. Abgeleitete oder zuléssige Regeln (siehe gleich
die Erkldrung) mogen aber im Prinzip jede endliche Anzahl von Pramissen haben.

6 Die Alternative bestiinde darin, bestimmte Formeln als Axiome (bzw. Regeln) her-
auszugreifen sowie eine Substitutionsregel hinzuzufiigen, die aus dieser Formel alle In-
stanzen des entsprechenden Schemas hervorbringt.
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B1. C, = B, und

B2. jedes C; (0 < i < n) ist entweder (a) ein Axiom, oder (b) eine der
Annahmen, oder (c) eine Konklusion aus vorangehenden Formeln
aufgrund einer der Regeln des Systems.

Wenn es in einem System S einen Beweis von B aus der Menge von Annah-
men Ay, ..., A, gibt, so notieren wir das mit Ay, ..., A, Fs B (und nennen
einen solchen Ausdruck eine Sequenz). Die Relation g C #(FML) x FML
ist die Ableitbarkeitsrelation (oder auch Beweisbarkeitsrelation) fiir S.

BEOBACHTUNG 1. Fine Formel A ist genau dann ein Theorem (eines
Systems S ), wenn es einen Beweis (in S) von A aus der leeren Annahmen-
menge gibt.

BEWEIS. Angenommen A ist ein Theorem. Wir wollen zeigen, dafi §§ - A.
(Induktion iiber die Menge der Theoreme, s. oben.) Wenn A ein Axiom ist,
dann ist (A4) nach B2(a) ein Beweis von A; also § = A. Angenommen, alle
Formeln in X sind ableitbar und A ist Konklusion einer Regel mit Pramissen
X. Dann gibt es fir jede Formel B € X einen Beweis (..., B). Wenn wir
nun alle diese Beweise (in beliebiger Reihenfolge) verketten, erhalten wir
eine Folge, die selbst die Bedingungen B1 und B2 erfiillt. Wenn wir der
Folge schliellich A als terminales Element hinzufiigen, so halten wir damit
die Bedingung B2(c) ein. Also gilt auch in diesem Fall () - A.

Sei umgekehrt () - A. Dann ist nach B2(a,c) und T1-2 jedes Element in
einem Beweis von A ein Theorem, also auch A. .

Statt ) - A schreiben wir ab nun einfacher = A. Nach der Beobach-
tung driicken wir damit aus, da§ A ein Theorem (des gerade betrachteten
Systems) ist. Wenn S ein axiomatisches System ist, dann werden wir die
Notation auch manchmal tiberdehnen und mit S die Menge der Theoreme
des Systems bezeichnen.

Wenn A ein Theorem ist, dann kénnen wir A verwenden, um weitere
Theoreme abzuleiten. Damit ist gemeint: Wenn wir die Bedingung B2 um
die Klausel (d) “oder C; ist ein Theorem” erweitern, dann wird dadurch zwar
die Menge der Ableitungen, nicht aber die der Theoreme gréfler. Denn an
jeder Stelle einer Ableitung im erweiterten Sinne, kénnen wir nach Klausel
(d) eingefiigte Theoreme durch ihre Ableitungen im strengen Sinne ersetzen
und erhalten so eine weitere Ableitung im strengen Sinne. FEine Formel
kann also genau dann im erweiterten Sinne abgeleitet werden, wenn sie im
strengen Sinne abgeleitet werden kann.

Ebenso konnen wir mit Regeln verfahren. Wenn wir gezeigt haben, daf}
X F A, dann kénnen wir gefahrlos nach der Regel X = A schlieffen. Denn
wenn wir die Definition einer Ableitung um die neue Regel erweitern, dann
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werden wir zwar mehr Ableitungen aber nicht mehr Sequenzen erzeugen
konnen als zuvor. Solche Regeln heiflen ableitbare Regeln. Davon zu un-
terscheiden sind zuldssige Regeln. Die Regel X = A ist zuldssig, wenn
unter der Voraussetzung, daf} alle Formeln in X Theoreme sind, auch A ein
Theorem ist. Also

Ag,..., A, = B ist ableitbar: Aq,..., A, F B;
Ag,..., A, = B ist zuldssig:  wenn - Ag,...,F A,, dann F B.

Offensichtlich ist jede ableitbare Regel auch zuldssig. In der klassischen
Logik gilt auch die Umkehrung. In nichtklassischen Logiken ist das je-
doch nicht immer der Fall. Hier mag es vorkommen, dafl wir von A auf B
schlieen konnen, falls A ein Theorem ist, jedoch nicht, falls A eine blofle
Annahme ist. Beispielsweise ist die Menge der Theoreme mancher Rele-
vanzlogiken unter der Regel A,—-AV B = B abgeschlossen, ohne daf die
Sequenz A, - AV B B ableitbar ist. In der intuitionistischen Logik ist z.B.
die Distributionsregel —A — (BV C) = (A — B) — (A — C) zuléssig,
jedoch nicht ableitbar. Auch in bestimmten Erweiterungen der klassischen
Logik ist die Unterscheidung relevant, wie wir in Kap. III.6 sehen werden.

Beweise in einem axiomatischen System stellen wir hier meist nicht ein-
fach als (“horizontale”) Folgen von Formeln dar, sondern als (“vertikale”)
Listen von Formeln, in denen jeder Eintrag fortlaufend nummeriert und
mit einer Anmerkung (Rechtfertigung) versehen ist. Ein Beispiel veran-
schaulicht das. Wir beweisen A — A aus den Axiomen (A) A — (B — A)
und (B) (A - (B —C)) = ((A — B) = (A — (') mit der Regel Modus
Ponens (MP):

(1) A= (A=A —A4)—>
(A= (A= A)—>(A—4) (B

(2) A= ((A—A)— A (A)
B) A= (A= A4)—> (A=A aus (1) und (2) durch MP
4) A= (A=A (A)
(5) A=A aus (3) und (4) durch MP.

Fiir Beweise aus Annahmen bedienen wir uns des sogenannten Lemmon-
Stils (nach dem Lehrbuch Beginning Logic (1965) von E.J. Lemmon). Da-
nach geben wir links neben der Zeilenzahl (n) die Annahmen an, auf denen
die Ableitung der Formel rechts beruht. Dann ist jeder Zeile X (n) A die
Aussage zu entnehmen, dafi in Zeile n die Formel A aus der Annahmenmenge
X abgeleitet wurde, d.h. X F A. Annahmen werden in die Darstellung
durch Zeilen der Form A (n) A eingefithrt. Um Platz zu sparen, zeigen wir
die Annahmen durch die Zahl der Zeile an, in der sie eingefiihrt wurde; also
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n (n) A statt A (n) A. Der folgende, sehr kurze Beweis von A — A illustriert
das

1 (1) A Annahme
(2) A— A aus (1) und dem Deduktionstheorem (s.u.)

Nachdem das Deduktionstheorem im n#chsten Abschnitt gezeigt wurde,
iiberzeuge sich der Leser davon, daf§ der Schlufl im Beweis richtig ist.

2.4 Folgerung: Operationen und Relationen. Theorien. Wir
werden oft Anlafl haben die Menge der Formeln zu betrachten, die aus
einer gegebenen Menge X logisch folgt. Der Abschlufl einer Menge unter
einer Operation ist ein sehr allgemeines Phénomen, welches durch die soge-
nannten Tarski-Bedingungen beschrieben werden kann. Uns interessiert hier
eine solche Operation nur, insoweit sie fiir die Formelmengen einer Sprache
definiert ist. Wir definieren daher Cn als eine Abbildung ©(FML) —
©(FML), welche die folgenden (Tarski-) Bedingungen erfiillt:

Inklusion: X C Cn(X).

Idempotenz:  Cn(Cn(X)) C Cn(X).

Monotonie: Wenn X C Y, dann Cn(X) C Cn(Y).
Erfiillt Cn dariiber hinaus die Bedingung

Endlichkeit Wenn A € Cn(X), dann gibt es eine
endliche Menge X’ C X so, dafl A € Cn(X’),

dann heiit Cn endlich (oder kompakt).

BEOBACHTUNG 2. FEs sei b die Ableitungsrelation eines axiomatischen
Systems. Wenn Cn(X) = {A : X + A}, dann ist Cnr eine endliche
Konsequenzoperation.

BEWEIS. Wir iibersetzen die Tarski-Bedingungen nach der Definition von
Cn - in Eigenschaften von - und priifen dann, ob F diese Eigenschaften hat.
Inklusion und Monotonie werden zu

Reflexivitat: AeX = XF Aund
Monotonie: (XFAund X CY) = YA,

was beides offensichtlich auf - zutrifft. Idempotenz wird zu
Schnitt: YFAudVBeY:X+B) = XFA

Angenommen wir haben einen Beweis ¢ von A aus Y. Die zweite Annahme
erlaubt uns fiir jedes B € Y, welches in § vorkommt, eine Ableitung von
B aus X einzufiigen. Das Resultat ist eine Ableitung von A aus X. Da
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Beweise endliche Folgen sind, kann in ihnen nur auf endlich viele Formeln
einer Annahmenmenge X zugegriffen werden; also folgt auch Endlichkeit:

Endlichkeit Wenn X F A, dann gibt es eine
endliche Menge X’ C X so, dafl X' F A. .

Die Durchsicht des Beweises zeigt, dafl wenn
AeCn(X) gdw X - A,

dann erfiillt Cn die Tarski-Bedingungen genau dann, wenn F die im Beweis
genannten Bedingungen erfiillt. Es folgen einige Beobachtungen iiber Cn,
von denen wir haufiger Gebrauch machen werden und die leicht zu veri-
fizieren sind:

Die bisherigen Uberlegungen waren unabhéngig von der Priisenz bestimm-
ter Junktoren in der Sprache. Zumindest eine Eigenschaft von Cn bzw. F
vis-a-vis der Implikation — sei hier jedoch erwéhnt, da wir ihr in einigen
Kapiteln besondere Aufmerksamkeit schenken werden.

DEDUKTIONSTHEOREM 3. (Herbrand 1930) In jeder Logik mit den Theo-
remen (A) A— (B— A) und B) (A—- (B—-C)) = ((A—B) - (A—
(), sowie Modus Ponens (A,A — B) = B als einziger Ableitungsregel
gilt: Wenn X, A+ B, dann X - A — B.

BEWEIS. Es sei vorab daran erinnert, dafl in jeder Logik mit den Theo-
remen (A) und (B) und Modus Ponens (MP) auch A — A ein Theorem ist
(s. den Beweis oben). Ferner folgt aus - A per Monotonie X F A.

Wenn X, A+ B, dann gibt es einen Beweis 6 = (C1,...,C,) von B aus
X U{A}. Wir zeigen durch vollstédndige Induktion tiber die Lénge n von 4,
daB es einen Beweis von A — B aus X gibt.

Im Basisfall n = 1 ist § = (B) und B ist entweder (a) ein Axiom oder (b) in
XU{A}. Im Fall (a) haben wir X F B. Aus Theorem (A),+ B — (A — B),
folgt per MP, X F A — B. Im Fall (b) ist B € X oder B = A. Der
erste Unterfall ist wie Fall (a). Fiir den zweiten Unterfall haben wir (s.o.)
XFA—A dh XFA—B.
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Wir gehen nun aus von der Induktionsannahme (IA), daf§ die Behauptung
fir alle § bis Lange k — 1 gilt. D.h., fiir alle k: Wenn X, A - C,_1, dann
X F A — Ci_1. Wir nehmen ferner an, dal X, A - Cy (und zeigen, daBl
X FA— Ck). Cy ist entweder (a) ein Axiom, oder (b) in X U {A}, oder
(¢) Konklusion per MP aus vorhergehenden Formeln. Die Félle (a-b) sind
wie im Basisfall. Im Fall (c) gibt es aus X U{A} ableitbare Formeln C; und
C; (i,§ < k) so, daBl C; = C; — Cj. Nach der IA haben wir daher

XFA—=Cjund X F A= (C; — Cy).

Nach Theorem (B) und MP folgt daraus X - A — Cy, wie gewlinscht. =

Man beachte, dal der Beweis in zwei Richtungen empfindlich ist: Er 1a8t
sich so nicht fithren, wenn entweder eines der beiden Theoreme nicht zur
Verfiigung steht, oder wenn neben Modus Ponens weitere Regeln zu bertick-
sichtigen sind.

Unter einer Theorie verstehen wir eine Formelmenge T', die unter einer
Konsequenzoperation Cn abgeschlossen ist; also T'= Cn(T'), oder relational
ausgedriickt: A € T < T F A. In der Regel wird von Theorien die Rede
sein, die unter der Konsequenzoperation einer bestimmten Logik L abge-
schlossen ist, d.h. so, dal die Theorie T genau die Formeln enthélt, die
sich in L aus ihr ableiten lassen. In diesen Féllen sprechen wir von einer
L-Theorie. Fiir die meisten der hier betrachteten Kandidaten fir L wird
der Schnitt zweier L-Theorien selbst eine L-Theorie sein, d.h.

Cn(X) N Cn(Y) = Cn(Cn(X) N Cn(Y)).

Im Zusammenhang mit Strukturen und Modellen wird der Begriff ‘Theorie’
noch in einem etwas anderen Sinne gebraucht werden.

Vom néchsten Lemma werden wir in diesem Buch héufig Gebrauch ma-
chen. Wir méchten sagen, eine Formelmenge sei konsistent, wenn aus ihr
kein Widerspruch abgeleitet werden kann. Diese Bestimmung setzt voraus,
daB eine Ableitbarkeitsrelation gegeben ist, und dafi es in der betrachteten
Sprache eine Formel gibt, die einen Widerspruch ausdriickt. Wir wollen eine
solche Formel hier mit | bezeichnen. Es sei - eine Ableitbarkeitsrelation.
Dann kénnen wir definieren:

X ist (F-) konsistent gdw X t/ L.

X ist (F-) mazimal gdw fiir alle Formeln A gilt:
wenn A ¢ X dann X, A+ L.
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LINDENBAUM-LEMMA 4. Jede konsistente Formelmenge lqfit sich zu
etner maximal konsistenten erweitern.

BEWEIS. Sei X konsistent (unter ). Wir wéhlen eine beliebige Abzéh-
lung der Formelmenge FML einer Sprache und driicken mit Ay, As, A3, ...
aus, da3 A; die erste, As, die zweite usw. Formel unter dieser Abzdhlung
ist. Nun definieren wir eine Folge von Mengen:

Xo=X

X - XnU{Ap1}, falls X, A L
"7 X, anderenfalls

X*=XoUX;UXpU-+ (dh X* = JX,)

X* ist konsistent. Wir zeigen durch Induktion tiber n (> 0), da8 jedes X,
konsistent ist. Fiir n = 0 gilt das per Annahme. Die Induktionsannahme
(IA) sei nun, daB X,, konsistent ist. Wir zeigen, dafl dann auch X, 1
konsistent ist. Nun ist X,,11 entweder X, oder X, U {A,4+1}. Im ersten
Fall folgt die Konsistenz sofort nach der TA. Im zweiten Fall haben wir nach
der Definition X,,, Ap41 1/ L, d.h. X, 41 ist konsistent.

X* ist mazimal. Angenommen, es gibt ein A ¢ X* mit X* At/ 1. Die
Formel A muf} als A;;1 in der Abz&hlung vorkommen. Da 4,11 ¢ X*, so
auch A;11 ¢ X;41 [C X*]. Es folgt aus der Definition, dafl X;, 4,11 F L.
Aber dann auch X* A; + 1+ | — im Widerpruch zu unserer Annahme. =

Maximal konsistente Mengen X sind Theorien, d.h.

Ae X gdw X - A.

Von links nach recht ist das trivial. Fiir die andere Richtung nehme man an,
daB (1) X F Aund (2) A ¢ X. Dann folgt aus (2) aufgrund der Maximalitiit,
daB (3) X, AF L. Aus (1) und (3) folgt nach der Schnitteigenschaft von -,
daBl X F 1L — im Widerspruch zur Konsistenz von X.

In Sprachen mit einer Negation — diirfen wir erwarten, dafl diese Einfiih-
rungsregel gilt:

- Ein X, AF 1 = XF-A

Dann konnen wir zeigen, dafl maximal konsistente Mengen negationsvoll-
standig sind, d.h.
wenn X I/ A, dann X F —A.

Denn wenn X I/ A, dann A ¢ X und weiter X, A F 1, da X maximal ist.
= Ein ergibt dann X F —A.

Diese und weitere Eigenschaften maximal konsistenter Mengen geben die
Schliissel zu den Vollstédndigkeitsresultaten in den folgenden Kapiteln ab.
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2.5 Strukturen und Modelle. Die Sitze einer Sprache sagen nichts
aus, solange sie nicht interpretiert sind. Einen Satz interpretieren heifit,
Bedingungen anzugeben, unter denen er etwas richtig wiedergibt. Ein Satz
gibt etwas richtig wieder, wenn er wahr ist in Bezug auf dieses Etwas. Das
“Etwas” liegt typischerweise auflerhalb der Sprache; es ist das, worauf der
Satz sich in einem sehr allgemeinen Sinne bezieht. Wir nennen es hier eine
Struktur oder auch einen (Bezugs-) Rahmen. ODb ein Satz Aspekte einer
Struktur wahrhaftig wiedergibt, hingt davon ab, wie er auf die Struktur
bezogen wird. Eine Art und Weise, Sétze auf eine Struktur zu beziehen,
nennen wir eine Interpretation. Jede Interpretation der Sétze einer Sprache
in einer Struktur ist ein Modell der Sprache (auf dieser Struktur).

Modelle sollen zwei Bedingungen erfiillen. Jede Interpretation einzelner
Sétze soll zu einer Interpretation aller Satze erweitert werden konnen. Wie
das im einzelnen geschieht, ist meist gleichgiiltig. Wesentlich ist nur, daf}
wir Interpretationen als totale Funktionen von der Menge der Satze einer
Sprache in Strukturelemente auffassen: Eine Interpretation mufl alle Sétze
der Sprache erfassen — auch wenn die meisten davon uns nicht interessieren.
Tarski nennt das die Bedingung der “materialen Addquatheit” (und stellt
fest, dal diese Bedingung unter bestimmten Umsténden nicht konsistent
erfiillt werden kann.)

Zweitens sollen Interpretationen “systematisch” sein. Damit ist zumin-
dest gemeint, daf} es eine endliche Darstellung geben soll, wie jeder Satz der
unendlich vielen Sétze einer Sprache in endlicher Zeit interpretiert, d.h. mit
einer Wahrheitsbedingung versehen werden kann. Es ist offensichtlich, dafl
natiirliche Sprachen diese Bedingung erfiillen, denn anderenfalls wéaren sie
nicht erlernbar. Im Semantik genannten Teil der Aussagenlogik wird diese
Bedingung auf eine bestimmte Weise realisiert: Die Definition einer Inter-
pretation rekapituliert die induktive Definition einer Formel. Im Fall einer
aussagenlogischen Sprache mit Junktorenmenge {—, A} erlaubt die Defini-
tion F1-5 der Formelmenge die folgende Beobachtung:

Jede Formel ist entweder ein Atom, oder eine Negation —A, oder eine
Konjunktion AAB. (Eindeutige Lesbarkeit.)

Aus der Beobachtung folgt, dafl eine Funktion f — also insbesondere eine
Interpretation — fiir den gesamten Bereich der Formeln definiert ist, wenn f
fiir alle Atome und fiir die beiden Félle A und AA B definiert ist (Definition
durch Rekursion iiber den Formelaufbau). Die Beobachtung ist stabil unter
Erweiterungen der Sprache um weitere Junktoren (oder der Wahl anderer
Junktoren), vorausgesetzt diese fiigen sich in eines der Schemata F2-4.7

7 Das ist eine hinreichende Bedingung, die alle Junktoren in diesem Buch erfiillen
werden.
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Die einfachste Struktur, die wir in diesem Buch betrachten werden, ist
eine Boolesche Algebra B = (B, —,M), wobei B eine Menge mit mindestens
zwei Elementen ist, die unter Funktionen — : B — B und M : B2 — B
abgeschlossen ist. Wir schreiben Z fiir —z und 0 fiir x M z. Ein Element
1 € B sei definiert als 0. Die Funktionen — und M stehen unter diesen
Bedingungen:

rMNy=yllx
(zNy)Nz=zMN(yNz)
zMNy=0gdwzNy ==z

Wir wollen zunéchst nur eine bestimmte, zwei-elementige Boolesche Algebra
2= ({av b}v ) ﬂ)

betrachten. Es folgt sogleich, daBa = bund @ = b, und daBa = 0 gdw b = 1.
Wir koénnen also a und b gleich mit 0 und 1 bezeichnen (oder umgekehrt).
Ferner kénnen wir uns davon iiberzeugen, daf in 2 gilt:

—r=1lgdwz=0
rMNy=lgdwaer=1=y

— was natiirlich an vertraute Wahrheitstafeln erinnern sollte. Eine Funktion
I interpretiert eine Sprache mit Atomen Py, Py, ... und Junktoren — und A
in 2, falls

B1. VP e ATM: I(P) € {0,1}, und
B2. I(-)=— und I(A)=T1.

Nach der oben erwédhnten Beobachtung, gewéhrleisten B1-2 die Interpre-
tation aller Formeln. Man beachte, dal B2 den Wert (die Bedeutung) der
Zeichen — und A fiir jede Interpretation festlegt, wiahrend B1 die Inter-
pretationen nur unter eine Bedingung stellt, die auf verschiedene Weise
erfiillt werden kann. Beispielsweise erlaubt B1 sowohl I(P) = 1 als auch
I'(Py) = 0. Beide Funktionen sind gute Interpretationen in 2, vorausgesetzt
B2 wird beachtet, d.h. I(—Py) = 0 als auch I'(=Fy) = 1 usw. fiir alle wei-
teren Zusammensetzungen von Fy. In diesem Sinne ist die Interpretation
der Zeichen Py, P, ... variabel, wihrend die von — und A konstant ist. (Man
sagt auch: Die einen Zeichen seien die “Variablen” der Sprache, die anderen
die “logischen Konstanten”.)

Anmerkung. In den folgenden Kapiteln werden wir dem Usus folgen,
die (variable) Interpretation der Atome von der (konstanten) Interpreta-
tion der Junktoren deutlich zu trennen. Eine Funktion I wird nur den
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Atomen Wahrheitswerte zuweisen — mal in der einen, mal in der anderen
Weise. Auf der Basis einer solchen Interpretation I der Atome wird dann
eine Erfillungsrelation (auch “Wahrmacherrelation” genannt) |= iiber den
Formelaufbau definiert. Diese Definition ist fiir alle Modelle gleich und
beginnt mit der Festsetzung (VP € ATM), dal = P gdw I(P) = 1, bzw.
mit einer Variation iiber diese Aquivalenz, je nach der Komplexitit der
betrachteten Strukturen.

Wenn I die Bedingungen B1-2 erfiillt, dann ist M = ({0,1},—,1,I) ein
Modell einer Sprache vom gerade betrachteten Typ auf der Struktur 2. Wir
wollen einen Satz A wahr in diesem Modell M nennen (Notation: M = A),
falls A unter der Interpretation des Modells den Wert 1 erhédlt. Wahrheit
in einem Modell ist konkrete Wahrheit: Sie héngt ab von der Wahl einer
konkreten Struktur und einer konkreten Interpretation. Logische Wahrheit
abstrahiert von solchen Wahlen. Wir wollen nur Arten von Strukturen be-
trachten, und von den Zufalligkeiten einzelner Interpretationen sehen wir
ab, indem wir nur die Interpretation der Junktoren festhalten und alles an-
dere variieren. Wenn wir diese beiden Bedingungen einhalten, dann haben
wir die Logik dieser Junktoren — die Menge der sie betreffenden logischen
Wahrheiten — in einer (hoffentlich) geniigend weiten Klasse von Strukturen
angegeben.

In einem ersten Schritt abstrahieren wir daher von den Zufélligkeiten
einzelner Modelle (d.h. deren Interpretationsfunktion) und definieren Wahr-
heit in der Struktur 2, gleichgiiltig wie wir die Satze in dieser bestimmten
Struktur interpretieren:

1. A ist wahr in 2 (Notation: 2 = A) gdw VM (auf 2): M = A.

Nun ist 2 eine Struktur mit einer bestimmten Grundmenge (bestehend aus
zwei konkreten Elementen). Auf die Wahl einer solchen Grundmenge soll es
aber nicht ankommen. Also betrachten wir als néchstes die Menge Bo aller
zwei-elementigen Booleschen Algebren. Dann ist

2. A wahr in By (Notation: By = A) gdw VB € By: B = A.

SchlieBlich kénnten wir noch einen Schritt weiter gehen und auch von der
Machtigkeit der Grundmenge absehen und Wahrheit in der Klasse B aller
Boole’schen Algebren betrachten wollen:

3. Aist wahr in B gdw VB € B: B = A.

In welchem dieser drei Schritte haben wir nun einen plausiblen Kandidaten
fiir logische Wahrheit erreicht? Es stellt sich heraus, daf} in diesem Fall (im
Falle anderer Strukturen jedoch nicht) die Wahrheitsbegriffe in allen drei
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Schritten koinzidieren so, dafl der erste Abstraktionsschritt schon ausreicht.
Danach ist eine Formel logisch wahr, wenn sie unter allen Interpretationen
in der Booleschen 2-Elemente-Struktur wahr ist. Die Elemente — wie immer
sie konkret aussehen mogen — konnen wir uns einfach als Reprisentanten
der beiden Wahrheitswerte Wahr (1) und Falsch (0) vorstellen.

Wir haben dieses Beispiel etwas eingehender behandelt, weil es in ein-
facher Weise die zentralen Begriffe einer Struktur, einer Interpretation und
eines Modells einfiihrt. Die Strukturen, die in diesem Buch die Hauptrolle
spielen, werden jedoch keine algebraischen, sondern Mengenstrukturen sein.
Das sind Strukturen (W, R;, Ro,...) mit einer Trigermenge W und einer
Reihe von Relationen (manchmal auch Funktionen) auf W. Die Elemente
in W werden zuweilen “Welten” genannt; in der Zeitlogik werden sie als
Zeitpunkte interpretiert. Die neutralen Bezeichnungen Punkte oder In-
dizes passen in jedem Fall. Thre Hauptaufgabe ist es, die Interpretation
von Formeln zu relativieren. Eine Interpretation auf einer solchen Struktur
verteilt Wahrheitswerte {iber die Formeln immer nur relativ zu Indizes. Wie
das im Detail geschieht, wird in den einzelnen Kapiteln erklart.

Unabhéngig von der Natur der Strukturen, konnen wir hier einige Begriffe
einfiithren, die in vier der folgenden Kapitel eine wichtige Rolle spielen wer-
den. Diese Begriffe fassen bestimmte Beziehungen zwischen den Formeln
einer gegebenen Sprache und Strukturen bestimmter Art zusammen.

Th(S) = {A: S | A} nennen wir die Theorie der Strukturklasse S, d.h.
die Menge der in S wahren Satze der betrachteten Sprache. 3

Rm(X)={S:S E A, VA € X} nennen wir die Klasse der Strukturen fir
die Formelmenge X, d.h. die Klasse aller Strukturen, welche die Satze in
X wahr machen.

X ist richtig beztiglich S: X C Th(X).

X ist vollstdndig beziiglich S: Th(S) C X.

X definiert die Strukturklasse S: Rm(X) = S.

Sei A ein Formelschema und (Bed) eine Bedingung auf einer Struktur-
klasse S. Wir notieren mit Bed(S) die Strukturen in S, welche die Bedin-
gung erfiillen. Dann korrespondiert A mit (Bed) gdw Rm(A) = Bed(S)
(“Das Schema definiert die Bedingung”).

Die Richtigkeit und Vollstdndigkeit der klassischen Aussagenlogik KL in
Bezug auf die Booleschen Algebren, die wir oben betrachtet haben, kénnen

8 Dieser Gebrauch des Wortes “Theorie” ist unabhiingig von der oben eingefiihrten Rede
von Theorien als unter Konsequenz abgeschlossenen Mengen. Durch die Einfiihrung einer
geeigneten Abschlufloperation kann in bestimmten Féllen eine Briicke hergestellt werden.
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wir dann beispielsweise so festhalten:
Th(2) = Th(B2) = Th(B) = KL.

2.6 Wahrscheinlichkeit. Grundwissen iiber den Begriff der Wahrschein-
lichkeit gehort ebenso zum Handwerkszeug des Philosophen wie Mengen-
theorie. Da wir davon aber nur im Kapitel IV (iiber Konditionale) Ge-
brauch machen werden, werden die nétigen Grundlagen dort (im Abschnitt
7) bereitgestellt.

3. Notation

Wir benutzen gebrauchliche Abkiirzungen — wie “gdw” (genau dann wenn),
“LR” bzw. “RL” (von links nach rechts bzw. umgekehrt), “zz” (zu zeigen,
in einem Beweis), “IA” (Induktionsannahme), “a” (Beweisende), und einige
weitere —, die dem Leser keine Rétsel aufgeben sollten.

Technische Notation wird bewufit zuriickhaltend eingefithrt, d.h. nur
dort, wo sie dem Verstédndnis dient und nur mit der Genauigkeit, die der
jeweilige Kontext erfordert. Relativierende Beziige, angezeigt durch In-
dizes, lassen wir immer dort weg, wo der Bezug im Kontext uniibersehbar
ist. In jedem Fall wird auf solche Vereinfachungen hingewiesen. Es folgen
stichwortartige Erlauterungen, etwa in der Reihenfolge der Einfithrung der
Notation.

Sprachen

werden mit £ bezeichnet, manchmal zur Unterscheidung mit Sub- oder
Superskript. ATM, LIT, OPR, FML sind die Mengen der atomaren Formeln,
der Literale (Atome oder deren Negationen), der Operatoren (Junktoren),
und der Formeln einer gegebenen Sprache.

P.Q,R,... atomare Formeln

A, B,C,... Formeln

XY Z, .. Mengen von Formeln

tf(A) Menge der Teilformeln von A
Logiken

werden immer durch Fettbuchstaben bezeichnet. Logiken werden hier
meist axiomatisch definiert und bezeichnen dann in engerer Verwendung
das jeweilige axiomatische System, in weiterer Verwendung jedoch auch die
Menge der Theoreme eines solchen Systems.
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l_

KL

PL

IL

JL
L+S,LS

Theorem bzw. Ableitbarkeitsrelation (in einer Logik)
klassische Aussagenlogik

klassische Pradikatenlogik

intuitionistische Aussagenlogik

Johanssons Minimalkalkiil

Erweiterung von L um Schema S

Kapitel II (Zeitlogik)

In diesem, wie auch in den folgenden Kapiteln stehen kalligraphische
Buchstaben R, S, M, ... fiir Strukturen/Rahmen bzw. Modelle; Mengen von
Strukturen bzw. Modellen werden durch doppelt gestrichene Buchstaben
R,S,M, ... bezeichnet. Die Relation = nimmt je nach Kontext eine beson-
dere Bedeutung an, die letztlich immer auf der grundlegenden Bedeutung
von a =\ A fuBt: der Punkt a macht im Modell M die Formel A wahr.

Menge von Zeitpunkten

Zeitpunkte

Relationen zwischen Zeitpunkten
irgendwann in der Vergangenheit
irgendwann in der Zukunft

immer in der Vergangenheit

immer in der Zukunft

disjunkte Vereinigung zweier Strukturen
Dual der Formel A

Spiegelbild der Formel A

Seit-Operator

Bis-Operator

Jetzt-Operator

wahr an a bzgl. b

minimale Zeitlogik (mit F)

minimale Zeitlogik (mit F und P)
minimale Zeitlogik mit Spiegelung
“richtige” Zeitlogik

geschichtliche Notwendigkeit/Moglichkeit

Kapitel III (Modallogik)

Hier werden einige Gegenstiande aus der Zeilogik teilweise in gednderter
Bezeichnung erneut eingefithrt. Statt von Strukturen (7', <) sprechen wir
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z.B. jetzt vorzugsweise von Rahmen (W, R), mit gednderter Bezeichnung
der Grundmenge und der Zugangsrelation.

w Menge von Punkten (“Welten”)
a,b,...,x,y,...Punkte

R Zugangsrelation zwischen Punkten
[A] Menge aller A-Welten (Proposition)
g, Notwendigkeit /Mdoglichkeit

—» strikte Implikation

o Vertraglichkeit

Th(R) Theorie der Rahmenklasse R

Mod(R) Modelle auf Rahmen R

M kanonisches Modell fiir Logik L
=Y lokale/globale Folgerung

Rm(X) Rahmen fiir Formelmenge X

Bed(K) Kripke-Rahmen unter Bedingung (Bed)
M aus Punkt a erzeugtes Teilmodell

® disjunkte Vereinigung zweier Rahmen
Bew Beweisbarkeitspradikat

rAT Godelzahl von A

G,L.H Fixpunktformeln

[a) 4 Aquivalenzklasse von a bzgl. der Teilformeln von A
My Filtrat von M fiir A

(W, f) funktionaler Rahmen

(W,N) Nachbarschaftsrahmen

Fiir Modallogiken folgen wir weitgehend der Benennungskonvention von
Chellas [53] (s. dazu die Anmerkung in Kapitel 3, Abschn. 4).

K kleinste normale Modallogik

KT =T

KT4 =S4

KT5 =S5

KD = SDL, Standardsystem der deontischen Logik
KW = GL (Beweisbarkeitslogik)

PA formalisierte Arithmetik (mit Induktion)

E kleinste kongruente Modallogik

Kapitel IV (Konditionale)

. konjunktivisches “ware”-Konditional
> konjunktivisches “kénnte”-Konditional
Rpap, Rx Zugangsrelation (fiir O und >)
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S
G,
S’ S/’ S//
min,

Ha

—

p

Pp

p

Ps

Fp

>

CK

Vv

VW
vVC

VCS
AL

Sphérenfunktion

Spharenmenge zentriert auf a

Sphéaren

minimale Sphére (in &,)

minimaler Schnitt (in &,)

indikativisches Konditional

Wahrscheinlichkeit

bedingte Wahrscheinlichkeit
Unwahrscheinlichkeit (Ungewifheit)

bedingte Unwahrscheinlichkeit
Wabhrscheinlichkeitsfolgerung

Ableitbarkeit in Adams’ System

kleinste normale Konditionallogik

CK + unkontroverse Postulate

V mit schwacher Zentrierung

V mit starker Zentrierung (Lewis-Logik)

VC mit Ausgeschlossenem Dritten (Stalnaker-Logik)
Adams’ System fiir indikativische Konditionale

Kapitel V (Parakonsistente Logik)

FDs
—d
AO

ATL
Des
Co,...,C.,
D5
D5¢
L3
LP
LP™
RM3

diskussive Folgerung (Jaskowski)
diskussive Implikation
Konsistenzoperator (da Costa)
n-fache (n > 1) Iteration von °
Menge designierter Werte

da Costa-Systeme (Cy = KL)
= J, diskussive Logik

= Dy, diskussive Logik mit —4
Kleene-Logik

Logik der Paradoxie (Priest)
LP mit Implikation
dreiwertige Mingle-Logik

Kapitel VI (Relevanzlogik)

H_

(W)
(W,0, R)
a<b
RQ

1. Sequenzenzeichen in DML (“first degree entailment”)
2. Sequenzenzeichen in der Biindellogik

Routley-Rahmen mit Routley-Stern *

A-Rahmen, mit 0 € W und dreistelliger Zugangsrelation R
Abkiirzung fiir ROab

aus R definierte vierstellige Relation
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B- bzw. C-Rahmen (Routley-Meyer-Rahmen)
relevante Konjunktion (Fusion)

relevante Disjunktion (Fission)

extensionale Biindelung (von Pramissen)
intensionale Biindelung

DeMorgan-Logik

Priests vierwertige Logik mit nichtnormalen Welten
implikatives Fragment von N4

Logik der A-Rahmen

Logik der B-Rahmen (im {—, —}-Fragment)
Logik der C-Rahmen

relevante kontraktionsfreie Implikationslogik
kontraktionsfreie Implikationslogik
Grundsystem der Biindellogik
Standardsystem der Relevanzlogik
Mingle-Logik

Kapitel VII (Anfechtbares Schliefen)

l_K, CHK

materiales Folgern (unter Annahmen K)

beliebige Erweiterung der Relation F in K'L

vorsichtiges materiales Folgern (mit Defaults K)

Menge der maximal mit X konistenten Teilmengen von K
Auswahlfunktion fiir K

Praferenzrelation fiir K

Pramissenwahl nach Closed World Assumption

materiale Folgerung in préaferenziellen Modellen
materiales Folgern (unter Regeln R)

Materialisierung der Regeln R

vorsichtiges materiales Folgern mit Default-Regeln
maximale Teilmengen der Regeln R, unter denen

X konsistent abgeschlossen werden kann

Default-Regel mit

Antezedens A, Bedingungen B und Konklusion C'
Default-Theorie mit Defaults D und Annahmen X
Wohlordnung von Defaults

auf X anwendbare Defaults in D

Erweiterungen von X durch Anwendung von Defaults in D
Folgern aus Defaults D
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Kapitel VIII (Belief Revision)

K+ A Expansion von K mit A

K-A Kontraktion von K um A

KxA Revision von K mit A

<& ernsthafte Moglichkeit

. Ramsey-Konditional

K1A Restefamilie

SK Auswahlfunktion fir X

<k Praferenzrelation fiir K

K/A minimale A-implizierende Teilmengen von K
< relative Sicherheit

=<(K) epistemische Verankerung (in K)

K Sphéarenmenge um K
S,s’,S" Sphéren

S /M Sphéiren um K, die M schneiden
(0% durch Revision von K erzeugtes Folgern
Pt parakonsistentes Folgern

4. Literaturhinweise
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Aussagen- und Pradikatenlogik hinausgehen und sich in den Bereich der
Philosophische Logik wagen. Zudem ist die Stanford Encyclopedia of Philo-
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- P. Blackburn, Modal Logic [31]. Modernes, anspruchsvolles Lehrbuch.

- J.P. Burgess, Philosophical Logic [43]. Eine Einfiihrung in eine inter-
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prazise.

- B.F. Chellas, Modal Logic [53]. Stellt die Modallogik recht zugénglich
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- U. Friedrichsdorf, Einfihrung in die klassische und intensionale Logik
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beiden Auflagen eine so gut wie vollstdndige Bestandsaufnahme zum je-
weiligen Zeitpunkt. Beitrage von den jeweils besten Kennern ihres Ge-
biets. Man beachte, dafl Handbuchartikel meist Resultate nennen, ohne
die jeweiligen Beweise vorzustellen.

D.M. Gabbay, C.J. Hogger & J.A. Robinson, Handbook of Logic in Arti-
ficial Intelligence and Logic Programming [94]. Philosophische Logik aus
der Perspektive der Informatik.

R. Goldblatt, Logics of Time and Computation [113]. Eine kurze und

dabei erstaunlich umfassende Einfithrung in die Modallogik, einschliellich
Dynamischer Logik.

L. Humberstone, The Connectives [143]. Ein schier unerschopflicher Fun-
dus fiir ein weites Spektrum von Themen. Prézise und elegant.

L. Humberstone, Philosophical Applications of Modal Logic [144]. Ditto.
D. Jacquette, A Companion to Philosophical Logic [152]. Eine Samm-
lung von Beitrégen, die eine sehr breite Sicht auf Philosophische Logik
insbesondere an der Schnittstelle zur Sprachphilosophie bietet.

G. Priest, An Introduction to Non-Classical Logic [227]. Einfiihrung in
die Logik mit einem engagierten Blick auf Alternativen zur klassischen

Logik. Der Autor bevorzugt konsequent Baumkalkiile (Tableaux). (Auf
Deutsch erhéltlich.)

S.L. Read, Thinking About Logic [241]. Eine Einfiilhrung mit wenig for-
malem Aufwand sowohl in die Philosophie der Logik als auch in die
Philosophische Logik. (Auf Deutsch erhéltlich.)



IT.

ZEITLOGIK

Time present and time past
Are both perhaps present in time future
And time future contained in time past.

T.5. Eliot

1. Sein und Zeit

Von Augustinus stammt eine oft zitierte Bemerkung zu der Frage “Was ist
die Zeit?” (Confessiones, XI 14):

Wenn mich niemand dariiber fragt, so weif ich es; wenn ich es aber
jemandem auf seine Frage erklaren mochte, so weifl ich es nicht.

Eine ahnliche Beobachtung kénnte man machen, wenn man danach fragt,
was der Raum oder Ezxistenz oder Identitdat sei. Das sind Begriffe, mit denen
wir vollig vertraut umgehen. Wir wissen Vieles iiber Raum, Existenz und
Identitét, z.B., dal Deutschland 6stlich von England liegt, dafl es keinen
zweiten Erdmond gibt, oder dafl der Abendstern identisch mit dem Mor-
genstern ist. Jedoch was das ist, von dem wir so vieles wissen: das wissen
wir nicht — jedenfalls nicht ohne eine gehdrige theoretische Anstrengung.
Aus der Not kdénnen wir versuchen, eine Tugend zu machen. Wir kénnen
versuchen, all das, was wir sicher iiber die Zeit wissen in einer Liste zusam-
mentragen: zum Beispiel, daf} alles Zukiinftige einmal vergangen sein wird
und alles Vergangene einmal zukiinftig war, oder daf} alles was in der Zukunft
eines zukiinftigen Zeitpunktes liegt, selbst zukiinftig ist, u.s.w.. Je vollstan-
diger diese Liste ausfiele, umso genauer wiirde sie festhalten, was Vergan-
genheit und Zukunft an sich ist, d.h. unabhingig davon, was in der Ver-
gangenheit geschehen ist und in der Zukunft geschehen wird. Wenn wir
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so wiiiten, was Vergangenheit bzw. Zukunft an sich ist, dann wéren wir
der Beantwortung von Augustinus’ Frage offenbar schon ein gutes Stiick
néher gekommen. Vielleicht gibt es iber “die Zeit” (an sich) gar nicht mehr
zu wissen, als die ganz allgemeinen Eigenschaften von Vergangenheit und
Zukunft. Genauer gesagt: Vielleicht ist die Rede von “der Zeit” nur eine
irrefithrende Reifizierung, abgeleitet von einer Klassifizierung von Ereignis-
sen als vergangen und zukiinftig. Wenn das so ist, dann stellt Augustinus
tatsachlich eine logische Frage: Wie 1afit sich das Verhaltnis von Vergan-
genheit und Zukunft (und vielleicht noch anderer zeitlicher Bestimmungen)
ganz allgemein beschreiben? Es ist diese Frage jedenfalls, die sich die Zeit-
logik stellt.

Man betrachte das folgende Beispielargument (aus [43, S. 13]):

(1) Publius und Quintus werden ihre Stimmen abgeben, jedoch nicht gleich-
zeitig.
Also:

(2) Entweder stimmt erst Publius und dann Quintus ab oder es stimmt
erst Quintus und dann Publius ab.

Offensichtlich ist das ein guter Schlufl. Es ist jedoch keiner, der sich in der
klassischen Aussagenlogik wiedergeben 1&83t. Woran liegt das?
Schauen wir uns einen Teilsatz der Konklusion an:

(3) Publius stimmt ab (P) und dann stimmt Quintus ab (Q).

Koénnen wir und-dann als eine Wahrheitsfunktion auffassen? Dann wiére
die einfache Konjunktion P A @ fiir die Wahrheit von P und dann @ sicher
notwendig aber moglicherweise nicht hinreichend. D.h. wir betrachten die
Hypothese, dal P und dann @ soviel bedeutet wie (P A Q) A C, wobei C
eine Bedingung darstellt, die wir hier nicht ndher untersuchen miissen.

Angenommen nun, (3), d.h. (PAQ)AC ist wahr. Dann ist P A Q und
also P+ @ wahr. Also ist (P A Q) A C aquivalent zu (Q A Q) A C. Aber
das bedeutet, dal wenn P und-dann () wahr ist, dann ist auch @ und-dann
@ wahr, d.h. Quintus stimmt zweimal ab — was wir als falsch unterstellen
diirfen.

Das Ergebnis unserer Uberlegung kénnen wir so zusammenfassen: (2) ist
in der klassischen Aussagenlogik nicht formalisierbar. Gleiches gilt fir (1).
Die klassische Aussagenlogik ist eine Logik des Seins: Wahrheit an einem
Punkt, oder zeitlose Wahrheit. Wahrheit in der Zeit, d.h. den Wechsel
von Wahrheitswerten iiber einen Raum von Zeitpunkten, kann sie nicht
modellieren.
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2. Zeit in der klassischen Pradikatenenlogik

In (1) und (2) kommen in keinem offensichtlichen Sinne Quantoren vor. So
fallen diese Satze nicht offensichtlich in den Modellierungsbereich dessen,
was wir uns typischerweise unter Pradikatenlogik (PL) vorstellen. Aber
man betrachte zum Vergleich den folgenden Satz:

(5) Deutschland liegt in Europa.

Auch in diesem Satz kommen — auf den ersten Blick — keine Quantoren vor.
Seine Formalisierung in der PL ist dennoch naheliegend:

(6) Liegt-in(Deutschland, Europa).

Hier setzen wir voraus, dal wir in der Sprache ein zweistelliges Pradikat,
Liegt-in, zur Verfiigung haben. Nun konnte es sein, dafl wir Lander als
Mengen von geographischen Punkten und (6) als die Behauptung einer Men-
geninklusion auffassen wollen. D.h. (6) ist dann einfach nur kurz fiir

(7) Vz(x € Deutschland — = € Europa).

So betrachtet, enthélt (5) eine versteckte Quantifikation. Koénnen wir mit
(1) und (2) &hnlich verfahren und somit das Argument in der klassischen
PL rekonstruieren? — Ja, das konnen wir.

Es seien x, y Variablen tiber Zeitpunkte. Mit xy wollen wir den Zeitpunkt
bezeichnen, zu dem eine Formel auf ihre Wahrheit gepriift wird. Der Aus-
druck z < y bedeute, dafl y in der Zukunft von x liegt; wir wollen das im
strikten Sinne verstehen, so da§ < nicht reflexiv ist. Py (Qy) bedeute, dafl
Publius (Quintus) zum Zeitpunkt y abstimmt. Dann iibersetzen wir wie
folgt.

(1) Publius und Quintus werden ihre Stimmen abgeben, jedoch nicht gleich-
zeitig.
(1) Fz(xo < x A Px) A3z(xo < A Q) A —Jz(Pz A Q).

(2) Entweder stimmt erst Publius und dann Quintus ab oder es stimmt
erst Quintus und dann Publius ab.

(2") Fz(xo <z APzxAJy(z < yAQy))VIz(xy < xzAQxATJy(x < yA Py)).

Ein Modell M = (T, <,I) fiir eine Sprache mit den gerade verwendeten
Ausdriicken séhe so aus:

— Eine nichtleere Menge T' (Zeitpunkte, mit ausgezeichnetem Punkt 0);
— eine Relation < C T x T (zeitliche Abfolge);

eine Interpretation I so, da§ I(P) C T, I(Q) C T, und I(<) =<.

— Alles Weitere wie iiblich in der klassischen PL.
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Nun folgt (2') aus (1’) genau dann, wenn jedes Modell, das (1') erfiillt auch
(2') erfiillt. Das ist aber nicht der Fall, wie das folgende Modell mit drei
Punkten 0, a, b zeigt:
ea P
/
Oe
h
b ()

Das Modell erfiillt (1) jedoch nicht (2'): Publius und Quintus geben in der
Zukunft zu verschiedenen Zeitpunkten, a und b, ihre Stimmen ab. Jedoch
liegt keiner dieser beiden Punkten jeweils in der Zukunft des anderen.

Als eine Darstellung der Zeit, ist dieses Modell natiirlich tiberraschend.
Es kommt dadurch zustanden, dafl wir “vergessen” haben eine wichtige Be-
dingung zu erwahnen. Die Zeitpunkte stellen wir uns als linear miteinander
verbunden vor, d.h. in Form einer Kette:

(Lin) a<bodera=boderb=<a

Wenn wir nur solche Modelle betrachten, in denen die Zeitpunkte als Kette
angeordnet sind, folgt dann (2') aus (1')? — Ja:

Angenommen (1’) ist wahr am Punkt 0. Dann gibt es Punkte ¢ und b
mit 0 < a, 0 < bund a # b sowie a : P und b : Q. Da a # b, so folgt
aufgrund der Bedingung , dafl entweder a < b oder b < a. Im ersten Fall
ist das erste Disjunkt von (2') wahr, im zweiten Fall das zweite Disjunkt.

Wenn wir die Modelle so allgemein beschreiben, wie wir das zunéachst
getan haben, d.h. ohne die Kettenbedingung (Lin), dann ist der Schlufl
von (1) auf (2) nicht giiltig; denn wir werden Modelle finden, in denen (1)
wahr und (2) falsch ist. In jeder durch die Bedingung (Lin) eingeschréankten
Klasse von Modellen, ist der Schlufl jedoch giiltig. Denn die Hinzunahme
von (Lin) als Pramisse hat den Effekt, dafl wir jetzt nur noch lineare Mo-
delle der Zeit betrachten. In solchen Modellen folgt (2) aus (1). Damit
haben wir eines der Kernthemen der Zeitlogik an einem Beispiel skizziert:
Wir wollen herausfinden, welche Arten von Zeitstrukturen (7', <) welche
Folgerungen stiitzen, und umgekehrt, welche Folgerungen welche Zeitstruk-
turen erfordern.
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3. Autonome Zeitlogik

Wir haben gesehen, dafl die Pradikatenlogik durchaus geeignet ist, Zeit-
strukturen zu beschreiben. Was (zeit)logisch aus Behauptungen iiber Zeit
folgt, 148t sich im Prinzip im Rahmen der PL behandeln. Ist Zeitlogik also
eine Abteilung der PL?

Im Prinzip kann man die Zeitlogik so betreiben. In PL-Sprachen kann
man sogar mehr iiber Zeit sagen als in den aussagenlogischen Sprachen,
die wir gleich betrachten werden. Dennoch gibt es Griinde, auch einen
anderen, aussagenlogischen Ansatz zu verfolgen und diesen in der Regel
sogar vorzuziehen:

- Insofern Formalisierung immer ein Mittel zu einem Zweck ist, sollte man
keine Mittel wahlen, die iiber den Zweck deutlich hinausgehen. Was uns
an der Logik der Zeit interessiert, konnen wir, wie wir sehen werden,
mit Mitteln beschreiben, die deutlich unterhalb der Komplexitéat von PL-
Sprachen liegen.

- PL-Sprachen sind zwar sehr ausdrucksstark; das macht sie aber zugleich
fragil. Wichtige logische Eigenschaften von formalen Systemen in ein-
facherer Sprache brechen zusammen, wenn die Sprache zur vollen PL
angereichert wird. Insbesondere konnen wir von Zeitlogiken typischer-
weise zeigen, daf} sie entscheidbar sind. Das gilt fiir PL bekanntlich nicht.
So bilden Zeitlogiken in einer einfachen, aussagenlogischen Sprache ent-
scheidbare Fragmente der PL ab.

- Typische Sprecher wollen mit dem Satz “Deutschland liegt in Europa”
nicht etwas iiber das Verhaltnis zweier Mengen aussagen. Ebensowenig
geben (1’) und (2’) in irgendeinem naheliegenden Sinne die Struktur der
Sétze (1) und (2) wieder. Wenn wir wissen mochten, wie Zeitsprache
im Deutschen — einschliefSlich “Philosophischem Deutsch” — funktioniert,
sind die Paraphrasen (1') und (2') dazu wenig geeignet.

Die Grundidee des autonomen Ansatzes beruht auf der Beobachtung, dafl
die Kopula in natiirlichen Sprachen temporal ist (Présens “ist”, Perfekt
“war”, Futur “wird sein”, etc.).! Dabei kann ein grammatischer Tempus-
Modus durchaus verschiedene Bedeutungen haben. So bezeichnet im Deut-
schen die Kopula “ist” im Présens manchmal Gegenwartspréadikation (“Jetzt
ist Schluf”) und manchmal atemporale Pradikation (“Schnee ist weify”).

Im autonomen Ansatz wird nun das Tempus der Pradikation als Satz-
operator herausgehoben und zum Gegenstand der logischen Untersuchung

1 Die Kopula kann natiirlich auch in einem nicht-temporalen Sinne modal sein. Einige
dieser weiteren Modi des “Seins” werden uns spater beschéftigen.
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gemacht. Die folgende Liste enthélt die in diesem Sinne naheliegendsten
Zeitoperatoren:

PA in der Vergangenheit irgendwann: A
FA in der Zukunft irgendwann: A

HA in der Vergangenheit immer: A

GA in der Zukunft immer: A

Zunachst interessiert uns hier nur der Zukunftoperator F. Er funktioniert
wie folgt. Die Wahrheit von Aussagen soll grundsétzlich an Zeitpunkten
gepriift werden. Wenn ¢ ein solcher Zeitpunkt ist, dann besagt FA, dafl
A zu einem Zeitpunkt in der Zukunft von ¢ wahr ist. Wenn wir so nach
der Wahrheit von “Publius wird abstimmen” fragen, dann kénnen wir das
nur unter Bezugnahme auf einen Ausgangszeitpunkt ¢ tun: Wir fragen, ob
“Publius stimmt ab” wahr ist an einem Punkt in der Zukunft von ¢, d.h. wir
fragen zum Zeitpunkt ¢, ob “F(Publius stimmt ab)” wahr ist. Der Operator
F ist also wie ein Zeittransporter, der immer in eine Richtung fahrt:

— Wir befinden uns an einem Zeitpunkt .

— FA zum Zeitpunkt ¢ behauptet, dafl wir in der “Zukunftsrichtung” auf
einen Zeitpunkt ¢’ treffen, an dem A wahr ist.

— Wenn jetzt A (in FA) wiederum von der Form FB sein sollte (oder auf eine
solche Formel fiihrt, wie im Fall (2*) unten), dann fahren wir vom Punkt
t' weiter in derselben Richtung fort auf der Suche nach einem Punkt ¢”
an dem B wahr ist, u.s.w.

Allein mit Hilfe des F-Operators konnen wir so (1) und (2) in unserem
Beispielargument durch die Formeln (1*) und (2*) wiedergeben:

(1) Publius und Quintus werden ihre Stimmen abgeben, jedoch nicht
gleichzeitig.

(2) Entweder stimmt erst Publius und dann Quintus ab oder es stimmt
erst Quintus und dann Publius ab.

(I*) FPAFQ N =F(P A Q).

(2%) F(PAFQ) V F(Q AFP).

Wenn der Ubergang von (1) nach (2) ein guter SchluB ist, dann miissen
wir uns jetzt um eine Interpretation des F-Operators bemiihen so, daf} sich

der Ubergang von (1*¥) zu (2*) als giiltiger SchluB darstellt. Im nichsten
Abschnitt machen wir dazu einen Anfang.
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4. Kripke-Modelle (fiir £F)

Es sei £ eine Sprache der klassischen Aussagenlogik, d.h. die Formel-
menge von L ist der Abschlufl einer Menge ATM von atomaren Formeln
(Atomen) unter einer funktional vollstdndigen Menge von Wahrheitsfunk-
tionen; wir wéhlen hier {—, A}. £F sei die Erweiterung dieser Sprache um
den F-Operator. Mit FML wollen wir jetzt die Menge der Formeln von cF
bezeichnen. (Spéter werden wir weitere Zeitoperatoren betrachten. Dann
wird mit FML die Formelmenge der erweiterten Sprache gemeint sein. Im
jeweiligen Kontext wird immer klar sein, welche Menge mit FML gemeint
ist.) Die Menge FML sei also durch diese Bedingungen bestimmt:

1. ATM C FML;
2. wenn A, B € FML, dann -4, AA B,FA € FML;
3. FML sei die kleinste Menge, welche die Bedingungen 1 und 2 erfiillt.

Eine “Zukunftssprache” cr interpretieren wir in Modellen
M= (T,<,I).

Hier ist

— T eine nichtleere Menge (von Zeitpunkten);

— die Relation < (frither als) verbindet Punkte in 7', d.h. < CT x T}

— die Interpretation I : ATMxT — {0, 1} bewertet Atome an Zeitpunkten
als falsch (0) oder wahr (1).

Syntaktisch sind Junktoren Abbildungen von Formeln auf Formeln. In Mo-
dellen, d.h. semantisch, reprédsentieren wir Formeln durch Mengen von
Zeitpunkten: hier die Menge von Zeitpunkten zu denen die Formel wahr
ist. So wird — als eine Abbildung einer Teilmenge von T in deren Kom-
plementidrmenge interpretiert; das konnen wir der Klausel (—) entnehmen.
Mit F verfahrt I nicht anders, das heif3t

— I interpretiert die Operation F als eine Abbildung von Mengen von Zeit-
punkten auf Mengen von Zeitpunkten, d.h. I : 9(T) — ©(T). Welche
Menge Wert der Abbildung ist, wird gleich aus der Klausel (F) hervorge-
hen.

Den Teil £ = (T, <) nennt man eine Struktur (oder einen Rahmen, engl.
frame), hier genauer eine Kripke-Struktur, und M = (K, I) ist ein Modell
fir die Sprache L5 auf der Struktur K. Durch verschiedene Eigenschaften
der Zeitordnung < werden verschiedene Klassen von Strukturen festgelegt,
in denen die Zeitoperatoren jeweils charakteristische Eigenschaften haben.
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Das Ziel unserer ﬂberlegungen ist eine Definition von Wahrheit in allen
Modellen (logische Wahrheit) bzw. von Wahrheitsiibertragung in allen Mo-
dellen (logische Folgerung). Dazu benotigen wir eine Definition der Wahr-
heit beliebiger Formeln an den Punkten beliebiger Modelle. Diese Definition
baut auf der Festlegung der Wahrheitswerte der Atome auf, welche die In-
terpretation I leistet (s.0.). Wir bedienen uns dazu einer Erfillungsrelation
(hier vielleicht besser: Wahrmacherrelation), = 5,C T' x FML, die fiir jede
Formel A und fiir jeden Punkt a € T (in einem Modell M) bestimmt, ob A
zum Zeitpunkt a wahr ist (in M), d.h. wir lesen

a Fpq At a macht A wahr in M,

wobei wir im folgenden den Index M unterdriicken, wenn die Modellab-
héangigkeit im Kontext deutlich genug ist. Diese Erfiillungsrelation ist so
definiert (“p=” ist kurz fiir “nicht ="): Fiir alle P € ATM und A, B € FML,

pP) al=Pgdw I(Pa)=1

=) aE-AgdwalE A

N) aEAANBgdwalE A& alEB
F) aEFAgdw I:a<b&bEA

o~ o~ o~ o~

DEFINITION 1. Sei M ein Modell auf einer Struktur S = (T, <) aus einer
Klasse S von Strukturen.

1. Eine Formel A ist wahr in M gdw: A ist an allen Punkten in M wahr.
(Notation: M = A.)

2. A ist giltig in der Strukturklasse S gdw: A ist in allen Modellen auf
jeder Struktur S € S wahr. (Notation: S = A; die Theorie Th(S) von
S ist die Formelmenge {A : S | A}.)

3. A folgt aus Ay,..., A, in M gdw: fir alle Punkte a € T, wenn a =
A; ...aE A, dann a = A. (Notation: Aq,..., 4, = Ain M.)?

4. A folgt aus Ay, ..., A, in S gdw: A folgt aus A4, ..., A, in allen Modellen
auf allen Strukturen S € S. (Notation: Aj,...,4, F Ain S.)

Im folgenden wird uns hauptséchlich Giiltigkeit in bestimmten Struktur-
klassen, d.h. Wahrheit in allen Modellen auf Kripke-Strukturen einer be-
stimmten Art interessieren. Die allgemeinste Klasse von Strukturen, die

2 Hier ist eine alternative Definition mit ganz anderem Resultat denkbar: ... fiir alle
Modelle M gilt, wenn M = Ay ... M = Ay, dann M |= A. Die Wahl der einen oder
anderen Definition ist vor allem entscheidend fiir den Status des Deduktionstheorems;
vgl. dazu Kapitel I1I.6.
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hier in Betracht kommt, ist die Menge aller Kripke-Strukturen, welche wir
mit K notieren.

Eine im wesentlichen gleiche Uberlegung wie wir sie oben bereits angestellt
haben, zeigt, dafl der Schlul von (1*) auf (2*) nicht giiltig ist in der Klasse
K aller Kripke-Strukturen. Da die Punkte nicht linear angeordnet sein
miissen — d.h. so, wie wir uns die Zeit eigentlich vorstellen —, finden wir
schnell ein Gegenmodell mit drei Punkten, in denen (1*) wahr und (2%)
falsch ist (Ubung!). Wenn der Operator F also die Bedeutung haben soll,
die wir geben mochten, dann werden wir nur einen Teil der Menge aller
Kripke-Strukturen betrachten wollen. Dennoch werden wir im néchsten Ab-
schnitt kurz der Frage nachgehen, welche logischen Eigenschaften F in der
Klasse aller Kripke-Strukturen hat. In gewisser Weise fragen wir so danach,
was wir iiber den Zukunftsoperator F wissen, wenn wir nicht wissen — oder
vorgeben nicht zu wissen —, ob die Zeitpunkte eine Kette bilden.

5. Die minimale “Zeitlogik” K
Die gerade gestellte Frage beantworten wir, indem wir ein axiomatisches
System angeben, welches als Theoreme genau die Theorie Th(K) der Kripke-
Strukturen erzeugt, d.h. die Menge aller Sétze, die in beliebigen Modellen
auf beliebigen Kripke-Strukturen wahr sind. Das folgende System K erfiillt
die Bedingung.

Das System K (in F)

T Jede Tautologie
KF -FAANFB — F(mAAB)

A A—B -A
Regeln T MP ﬂ RNF

Die Axiome sind, wie im Eingangskapitel erkldrt, im Sinne von Formel-
schemata zu verstehen; ebenso die Regeln. Es wird hier nicht lohnen, zwi-
schen dem gerade definiertem formalen System und der Menge der The-
oreme dieses Systems zu unterscheiden. Beide werden wir mit dem fet-
ten Buchstaben K benennen. Diese Konvention fassen wir in einer streng
genommen unsinnigen aber dennoch verstandlichen Definition zusammen:

— K ist die Menge der Formeln, die aus den Axiomen und Regeln von K
ableitbar sind.



38 ZEITLOGIK II.

— Mit KL bezeichnen wir die klassische Aussagenlogik, also die Menge der
Tautologien.

— In dem Axiomenschema 7 meinen wir die Menge der Tautologien in der
erweiterten Sprache £F. Soist z.B. FA — FA eine Tautologie (genauer:
ein tautologisches Schema) im Sinne von 7, denn die Formel ist keine

spezifisch zeitlogische Wahrheit sondern eine Einsetzungsinstanz von B —
B.

Unter der beabsichtigten Interpretation driickt KF etwas sehr Plausibles
aus: Wenn nie A aber irgendwann einmal B wahr ist, dann ist irgendwann
einmal A falsch und B wahr. FEine Variante von KF erhalten wir durch
tautologische Umformung;:

KF’ -F-(A — B) — (FA — FB).

Um die Ableitungsregel RNF richtig zu verstehen, miissen wir an dieser
Stelle den Begriff der Ableitung ndher betrachten.

Wie in Kapitel 1.2 erklért, ist eine Ableitung (ein Beweis) einer Formel
A in einem axiomatischen System S ist eine Folge (Ao, ...., A, [= A]) von
Formeln so, dafl jede Formel A; (0 < i < n) entweder (1) ein Axiom von S
ist oder (2) Konklusion aus dem A; vorangehenden Formeln augrund einer
der Regeln von S ist. Dieser Begriff der Ableitung (von Theoremen) ist ein
Grenzfall des allgemeineren Begriffs der Ableitung aus Annahmen. Letzterer
fiigt den Bedingungen (1) und zwei eine weiter Moglichkeit hinzu: (3) A; ist
in der Menge der Annahmen enthalten. Die Ableitung eines Theorems ist
in diesem Sinne eine Ableitung aus der leeren Annahmenmenge. Wahrend
die Notation - A festhélt, dafl A ein Theorem des betrachteten axioma-
tischen Systems ist, besagt X F A, dafi A unter moglichem Riickgriff auf
die Annahmen in X abgeleitet werden kann. Wir nennen X + A auch eine
Sequenz (des Systems). In der klassischen Aussagenlogik gibt es eine enge
Beziehung zwischen Theoremen und Sequenzen, namlich

DED. X,AFrBegdw X - A— B,

Von rechts nach links gelesen, ist die Aquivalenz eine unmittelbare Folge
von Modus Ponens, in umgekehrter Richtung handelt es sich um das De-
duktionstheorem.

Regeln wie RNF sind ein wesentlicher Bestandteil der Zeitlogik, wie tiber-
haupt der Modallogik. Leider fithren diese modalen Regeln dazu, daf} die
Aquivalenz DED bricht. Denn die Folge (~A,—FA) stellt im Sinne der
Definition natiirlich eine Ableitung von —FA aus der Annahme —A dar, was
wir so festhalten kénnen:

(+) —AF —FA.
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Aber wenn wir aus dieser Sequenz aufgrund von DED auf
@) -A— —-FA

schlieflen wollten, dann wiirden wir auf eine Formel schlieflen, die kein Theo-
rem von K ist. Das ist sicher auch gut so, denn () driickt ja etwas offen-
sichtlich Falsches aus: Was (zu einem Zeitpunkt) falsch ist, kann (spéter)
nie wahr werden. Wie zu erwarten, ist die Formel (f) nach Definition 1
auch nicht giiltig (in K). Schlielich kénnen wir noch beobachten, dafi nach
derselben Definition (%) auch keine giiltige Folgerung darstellt. Im Falle
von K (und modalen Systemen im allgemeinen) passt also der Begriff einer
Ableitung aus Annahmen ebensowenig zum Deduktionstheorem wie zum
Begriff der Folgerung in Modellen.

Es gibt mehrere Moglichkeiten hier Abhilfe zu schaffen. Im Kapitel I11.6
werden wir die Optionen eingehend besprechen. Hier werden wir uns damit
behelfen, eine zweite, mit - verwandte Relation > einfiihren, die gewis-
sermaflen die Simulation einer Ableitung durch eine Formel anzeigt. Als
Definition dieser Relation nehmen wir einfach die Aquivalenz DED und
fihren eine neue Notation ein:

(Def. 1) Ay, Ay>Bgdw FA A ANA, = B (n>0).

Jetzt gilt das Deduktionstheorem fiir > — jedenfalls fiir endliche Annah-
menmengen — per definitionem. Zwar ist -FA aus —A im iblichen Sinne
ableitbar — und also ist = A F —F A eine richtige Sequenz —, aber =A — —FA
ist kein Theorem und also ist die Sequenz —A > —FA falsch.

Nach diesem langeren aber notigen Exkurs tiber Ableitbarkeit in der Zeit-
logik wenden wir uns jetzt wieder der Frage zu, wie die K-Regel RNF zu ver-
stehen sei. Wie alle Ableitungsregeln hat sie die Aufgabe aus Theoremen als
Prémissen Theoreme als Konklusionen zu produzieren. Den Satz 2 vorweg-
nehmend, wissen wir, dafl Theoreme logische Wahrheiten sind. Unschwer
1Bt sich nachpriifen, dafl die Regel zwingend von logischen Wahrheiten zu
logischen Wahrheiten fiihrt. Denn wenn —A logisch, d.h. an allen Punkten
wahr ist, dann wird an keinem Punkt kiinftig A wahr sein, d.h. —FA ist
logisch wahr.

In Ableitungen aus Annahmen hat RNF jedoch nicht immer die Eigen-
schaft aus einer (kontingent) wahren Pramisse (z.B. =P, fiir ein Atom P) auf
eine wahre Konklusion (hier: —FP) zu fiithren. Das ist per se nicht schlimm
und zeigt nur, dal Ableitbarkeit nicht ohne weiteres mit logischer Folgerung
gleichzusetzen ist. Schlimm — weil falsch — wére es, in einer solchen Situation
nach DED auf =P — —=FP zu schlieflen.
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Fiir eine ganze Klasse von Formeln als Pramissen der Regel RNF garantiert
diese jedoch auch die Wahrheitsiibertragung, wenn im Laufe einer Ableitung
auf kontingente Annahmen zuriickgegriffen wird. Sei die Pramisse zum
Beispiel von der Form —FA. Wenn diese Formel an einem Punkt a wahr
ist, dann schliefit die Zukunft von a Punkte mit A aus. Jeder Punkt a’ in
der Zukunft von a hat seine eigene Zukunft, die ein Teil der Zukunft von
a ist. Wenn also die a-Zukunft keine A-Punkte enthélt, dann gilt das auch
fiir jeden Teil der a-Zukunft. D.h. unter der Annahme mufl am Punkte a
die Formel =FFA wahr sein. In allen Féllen, in denen die die Regel RNF die
Wahrheit an einem Punkt von der Pramisse auf die Konklusion ubertragt,
darf dann auch konditionalisiert werden; im gerade behandelten Fall diirfen
wir auf a | -FA — —FF A schlieflen. In solchen Fillen gilt also das Deduk-
tionstheorem.

Damit wollen wir die Erlduterungen zu den Axiomen und Regeln des
Systems K beenden und kommen nun zu dem zentralen Resultat, welches
die Axiomatik K und die Strukturklasse K zueinander in Beziehung setzt.

SATZ 2. (Richtigkeit und Vollstandigkeit)
1. Jedes Theorem von K ist gultig in der Klasse K der Kripke-Strukturen,
d.h. K C Th(K) (Richtigkeit im Hinblick auf Th(K)).
2. Jede in K gultige Formel ist in K ableitbar,
d.h. Th(K) C K (Vollstindigkeit im Hinblick auf Th(K)).
3. >-Ableitbarkeit in K stimmt mit Folgerung in K dberein,
d.h. (> in K) = (E in K)
(Richtigkeit und Vollstindigkeit von > im Hinblick auf |=).

Wir werden den Satz erst im Kapitel IIT iiber Modallogik beweisen und
uns an dieser Stelle mit einer Beweisskizze fiir 1 und 2 begniigen. (Teil 3 des
Satzes folgt unmittelbar aus 1 und 2 aufgrund der Definition von ».) Fir
die Richtigkeit von K beziiglich Th(K) nehme man an, eine Formel A sei
ableitbar und zeige dann durch Induktion iiber die Lénge einer Ableitung
von A (siehe Kapitel 1.2), dafl A an einem beliebigen Punkt in einem beliebi-
gen Kripke-Modell wahr wird. Fiir die Vollstandigkeit, betrachte man eine
beliebige nicht ableitbare Formel A und konstruiere ein Modell, in dem A
falsch ist. Dann gilt umgekehrt: Wenn es fiir eine Formel kein Gegenmodell
gibt, d.h. die Formel in K giiltig ist, dann ist die Formel ableitbar. Zur
Konstruktion von Gegenmodellen allein aufgrund der Information, dafl eine
Formel nicht ableitbar ist, werden wir uns der Methode nach Lindenbaum
und Henkin bedienen. 3

3 Fiir die Modalllogik wurde die Methode von Makinson adaptiert; siehe [192].
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Wir kehren kurz zu unserem Eingangsbeispiel {iber Publius und Quintus
zuriick. Konnen wir den beabsichtigten Schluf} in der Logik K rekonstru-
ieren? Dazu stehen uns nun nach Satz 2 grundsétzlich zwei Methoden zur
Verfiigung. Wir konnen versuchen, aus der Pramisse

(1) FPAFQ N -F(P A Q)
die Konklusion
(2) F(PAFQ) V F(Q AFP)

in K abzuleiten. Oder wir kénnen versuchen nachzuweisen, dafl in jedem
Modell die Sequenz (1) > (2) wahr ist. Wir haben oben schon angedeutet,
daf letzterer Versuch scheitern wird. Wir wollen uns den Versuch dennoch
einmal ansehen, um zu beobachten, woran er letztlich scheitert.

Dazu betrachten wir einen beliebigen Punkt a in einem beliebiges Modell
und nehmen an, daf§ (1) an diesem Punkt wahr ist. Dann gibt es Punkte b
und ¢ in der Zukunft von a derart, dafl

(1) bEPundclEQ, und -3z -a:zEPAQ.

Die dritte Bedingung in (1) schlieft insbesondere aus, dal b = ¢. Das
kleinste Modell, das eine solche Situation darstellt, besteht aus genau drei
Punkten:

oc (@)

Hier soll der Pfeil fiir die Relation < stehen, also x — y = x < y. Die
beabsichtigte Konklusion (2) behauptet, dal am Punkt a auch die Formel
(2) wahr ist, d.h.

Jz-a:x=EPAFQoder Jy=a:y = QAFP.

Nun gib es tatséachlich einen Punkt in der Zukunft von a, ndmlich b, an dem
P wahr ist — aber von dort verweist kein Pfeil auf einen -Punkt, d.h. FQ
ist am Punkt b falsch. Gleiches gilt fir @ A FP. Abhilfe wiirde die folgende
Bedingung schaffen:

(*) a<b&a<c = b=<coderc<boderb=c.
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Wir wissen, daf§ die Moglichkeit b = ¢ durch unsere Annahme (1) aus-
geschlossen ist. Die Bedingung wiirde also erzwingen, dafl wir das Bild A
in der einen oder anderen Weise vervollstandigen:

e bLP e bP
e /
B ae + ae T
pY pY
e c(Q o cQ

Jetzt verweist ein Pfeil von b auf einen @Q-Punkt bzw. von ¢ auf einen
P-Punkt und somit ist die Formel (2) wahr am Punkt a!

Mit (%) haben wir eine Bedingung fiir Kripke-Strukturen identifiziert,
welche die Giiltigkeit des Schlusses von (1) auf (2) garantiert. Es stellen
sich zwei naheliegende Fragen:

1. Ist (*) die schwéchste, d.h. nicht nur hinreichende sondern auch not-
wendige Struktur-Bedingung, welche den Schlufl garantiert?

2. Gibt es eine Formel, welche diese Bedingung “ausdriickt”? Hier fragen
wir nach einer Formel A so, daf§ (a) A in allen Kripke-Strukturen unter
Bedingung (x) giiltig ist, und (b) wenn A in einer Struktur giiltig ist,
dann erfiillt diese Struktur die Bedingung ().

Die zweite Frage 16st die Suche nach einer Korrespondenz aus zwischen
einem Axiomenschema A einerseits und der Strukturbedingung (*) ande-
rerseits so, daf

K+ A=Th(K+ (x)).

Das System K + A wére dann die minimale Logik in der sich der Schlufl
von (1) auf (2) als Sequenz (1) > (2) reproduzieren 148t. Fragen solcher
Art werden uns im Abschnitt 8 unter dem Stichwort “Korrespondenzen”
beschéftigen. Dort werden wir zeigen, dafl die erste Frage zu bejahen (p. 57)
und die zweite zu verneinen (p.54) ist.

6. “Multimodale” Zeitlogik

Wir schauen nicht nur vorwarts in die Zukunft, sondern auch zuriick in die
Vergangenheit. So wollen wir zum Beispiel sagen kénnen

(4) Wenn Publius bisher nicht abgestimmt hat, dann wird er noch ab-
stimmen.

Hier sind offenbar zwei Operationen auf dem Satz

P Publius stimmt ab
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am Werk. Den Zukunftsoperator F kennen wir schon. Es fehlt noch ein sich
dazu spiegelbildlich verhaltender Vergangenheitsoperator P. Dann kénnen
wir (4) so formalisieren:

(4*) =PPA—P — FP

Den Operator P wollen wir, wie zuvor schon F, in Modellen interpretieren.
Den einstelligen Operator F haben wir mit einer zweistelligen Relation <
auf der Grundmenge T modelliert. Genauso kénnen wir auch mit P ver-
fahren. Wir gehen wieder aus von einer Struktur (7, ) und beziehen die
P-Sprache darauf mit Hilfe einer Interpretation I. Im weiteren legen wir die
Wahrheitsbedingung fiir P-Formeln so fest:

(P) aEPAgdw3b:a>b& b= A
Ein kurzer Vergleich mit der Wahrheitsbedingung fiir (F),
(F) aEFAgdw Ib:a<b& bl A,

zeigt, dafl wir hier eigentlich nur Zeichen ausgetauscht haben: P gegen F und
>~ gegen <. Wenn also die Logik K fiir F zu Strukturen des Typs (7, <) im
Sinne des Satzes 2 pafit, dann pafit sicher der Strukturtyp (7', =) zur Logik
K fur P, in der wir die F-Schemata austauschen gegen KP und RNP, also

(-PAAPB) = P(~AAB) und -4
-PA

Der Beweis, dal K fiir P zum Strukturtyp (7, >) pafit, ist wenig mehr als

eine Kopie des Beweises fiir Satz 2.

Im néchsten Schritt wollen wir eine Sprache interpretieren, in der beide
Operatoren vorkommen. Dazu kénnen wir die Kripke-Strukturen (T, >)
und (7, <) zu einer Struktur (T, >, <) zusammenfiigen, und geben dann die
Wahrheitsbedingungen fiir F und P wie zuvor an. Beispielsweise sieht dann
die Wahrheitsbedingung fiir die Formel (4*) in einem Modell (T, =, <, ) so
aus:

Wenn a = Pund -3z :a >z und z |= P, dann 3z :a <z und z = P.

Wie schon die Struktur (7,3, <), so erhalten wir die dazu passende Lo-
gik durch Zusammensetzung: Wir kombinieren einfach die Logik K fiir
F-Sprachen mit der Logik K fiir P-Sprachen. Kaum iiberraschend, 148t sich
diese Logik so axiomatisieren:
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Das System K (in FP)

T Jede Tautologie
KF -FAANFB — F(—AAB)
KP -PAAPB — P(—AAB)
A A—-B —-A -A
1 — MP —— RNF —— RNP
Regeln 5 “FA R A R

Wir haben nun in unserer Sprache zwei Zeitoperatoren. Offensichtlich 143t
sich der eine nicht auf den anderen durch eine Definition reduzieren: Was
vergangen ist, 148t sich nicht aus dem, was in der Zukunft liegt, erklaren
— und ebensowenig umgekehrt. Diese beiden Operatoren haben wir an-
hand zweier Relationen modelliert. Auch diese Relationen sind unabhéngig
voneinander. Es gibt keine Strukturbedingungen, welche die beiden Rela-
tionen zueinander in Beziehung setzen, also insbesondere keine aus denen
die Reduzierbarkeit der einen auf die andere folgen kénnten. So haben wir
ein einfaches Beispiel fiir eine genuin multimodale — in diesem Fall bimodale
— Logik.

Aber dieser Stand der Dinge ist fiir unsere Absicht, eine Logik der Zeit —
jedenfalls im Alltagsverstiandnis — zu entwerfen, unbefriedigend. Damit die
Relationen > und < den Fluf} der Zeit in jeweils einer von zwei Richtun-
gen darstellen kénnen, wiinschen wir uns ein sehr starkes Zusammenspiel
zwischen beiden, ndmlich das die eine das Spiegelbild der anderen sei. (Im
Abschnitt 12 werden wir einen Gegenentwurf zur Spiegelbildlichkeit von
Vergangenheit und Zukunft behandeln.) Dieses Verhéltnis deuten die ver-
wendeten Zeichen an; aber die Form der Zeichen ersetzt keine Festlegung
ihrer Bedeutungen. Die inhaltliche Festlegung, welche die gewéhlten Zei-
chen erwarten 1a8t, ist diese:

(Spiegelung) a<bgdwb > a.

In Kripke-Strukturen, welche diese Spiegelungsbedingung erfiillen, stehen
die Relationen nicht mehr unvermittelt nebeneinander. So erhalten nun
Formeln den Status logischer Wahrheit, in denen Vergangenheits- und Zu-
kunftsoperatoren in ein Verhéltnis zueinander gesetzt werden. Die folgenden
zwei Schemata werden wir gleich als Axiome verwenden:

B. A — —-P-FA A — —F-PA.

Wenn A wahr ist, dann war es immer schon wahr, daf§ A einmal wahr wird,
und ebenso wird es immer wahr sein, dafl A einmal wahr gewesen ist. Wir
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betrachten jetzt nur das linke Schema. Die folgenden zwei Beobachtungen
sind fiir das rechte Schema véllig analog. Dafl (Spiegelung) das Schema B
(links) zu einer logischen Wahrheit macht, zeigen wir so:

(a) Es sei a ein beliebiger Punkt mit a = A. Zu zeigen: a = —-P-FA, d.h.
wenn ¢ > b, dann gibt es ein  mit b <  und z = A. Wir nehmen
daher ferner an, dafl @ > b und also (Spiegelung!) b < a. Dann ist a
der gesuchte Punkt  mit b < z und z = A.

Wir kénnen uns auch umgekehrt davon iiberzeugen, dafl in Kripke-Struk-
turen ohne (Spiegelung), das Schema B ungiiltig sein muf. Dazu geniigt es,
ein Modell zu betrachten, das die Bedingung nicht erfiillt, und in diesem
Modell eine Instanz von B (z.B. ein Atom P fiir A) an einem Punkte falsch
zu machen.

(b) Aus der Wahrheitsbedingung fiir P — —=P—FP ergibt sich die Beschrei-
bung eines falsifizierenden Punktes a in einem Modell:

(%) aEP&Ja-z&axEFP (dh Yy x <y=y~ P).

Man betrachte also ein Modell mit zwei Punkten a und b so, dal a = P
und a > b (und nicht b < a). Die Bedingung (*) ist erfiillt.

Mit (a) und (b) haben wir tatsichlich gezeigt, dafl jedes der zwei Schemata
B in allen Kripke-Strukturen mit (Spiegelung) und nur in diesen giiltig ist.
D.h. jedes der Schemata B korrespondiert mit der Bedingung (im Sinne der
Definition 9, p.53).

Die einfachste Weise, das natiirliche Zusammenspiel von Vergangenheit
und Zukunft in den zu betrachtenden Strukturen zu verwirklichen, besteht
darin, sie zu vereinfachen. Wir wéhlen eine der beiden Relationen aus. (Die
andere konnen wir per (Spiegelung) definieren, falls gewiinscht.) Sei < die
gewihlte Relation. Dann betrachten wir Strukturen von Typ (7, <) und
interpretieren darin P-Formeln so:

(P) alEPAgdw Ib:b<a& bl A

Nun erst haben P und F ihre beabsichtigte Bedeutung: Der eine Operator
blickt in die eine, der andere in die andere Richtung derselben Relation.

Wie wir oben gesehen haben driickt sich das durch (Spiegelung) bewirkte
Zusammenspiel von P und F in den Formelschemata B aus. Diese wer-
den etwas iibersichtlicher, wenn wir sie mit Hilfe zweier neuer Operatoren
formulieren, die wir auf S. 34 schon kurz erwéhnt haben.

(H) alEHAgdwVb:b<a=bEFA
(G) aE=GAgdwVb:a<b=bE=A
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Offensichtlich besagt HA soviel wie: A war immer der Fall, wihrend GA
besagt: A wird immer der Fall sein. Und genauso wie 3 und V mittels
der Negation gegenseitig definierbar sind, so verhalt es sich auch mit dem
existenzquantifizierenden P und dem allquantifizierenden H einerseits sowie
F und G andererseits:

= —H- und = —-G—.

Sprachen mit einem funktional vollstandigen Paar dieser Operatoren — also
jeweils einem Vergangenheits- und einem Zukunftsoperator — wollen wir
hier Zeitsprachen nennen. Interpretationen auf Kripke-Strukturen von Zeit-
sprachen, nennen wir in diesem Kapitel Zeitmodelle.

e Wenn (T, <) also eine Kripke-Struktur ist, dann ist (7', <,I) mit den
Bedingungen (H) und (G) ein Zeitmodell auf (T, <). Die Menge T'h:(K)
bezeichnet die Menge aller Formeln, die in beliebigen Zeitmodellen auf
Kripke-Strukturen giiltig sind — die Zeittheorie von K.

Es sind H (“immer schon”) und G (“kiinftig immer”) nicht nur sehr
natiirliche Zeitoperatoren, sie eignen sich auch gut fiir eine unmittelbar
einleuchende Formulierung von B und damit fiir die folgende axiomatische
Darstellung von Th(K).

Das System K; (in GH)

Def. F:=-G- P:=-H-
T Jede Tautologie
K H(A — B) —» (HA — HB) G(A — B) — (GA — GB)
B A — HFA A — GPA
A A

N HA GA

A A—B
MP _

B

Das Schema B besagt nun: Was wahr ist war immer schon kiinftig einmal
wahr und wird immer einmal wahr gewesen sein. Zusammengenommen,
besagt RN, daf} logische Wahrheiten immer (“ewig”) wahr sind.
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SATZ 3. Fine Formel A einer Zeitsprache ist genau dann ein Theorem
von K¢, wenn A € Thy(K), d.h. wenn A giltig ist in der Klasse aller
Zeitmodelle auf beliebigen Kripke-Strukturen.

Das System K; gibt also die minimale Logik einer Sprache an, in der wir
echte Vergangenheits- und Zukunftoperatoren haben, d.h. solche, die sich
spiegelbildlich zueinander verhalten.

7. Einige Eigenschaften von K;

Wir betrachten jetzt einige Eigenschaften der Theoremmenge von K. Ei-
nige dieser Eigenschaften gelten schon fiir die klassische Aussagenlogik KL
und bleiben bei jeder Erweiterung KL ™ von KL erhalten, also auch fiir K,
und mégliche Erweiterungen K .

e Unter den Frweiterungen L™ einer Logik L wollen wir hier nur schema-
tische Erweiterungen verstehen. Diese enstehen durch Hinzunahme
weiterer Axiomenschemata bzw. schematischer Regeln, also aller For-
meln bzw. Regeln einer bestimmten Gestalt. Unter der — hier immer
zutreffenden — Annahme, dafl L unter Einsetzung abgeschlossen ist,
wird so auch jede Erweiterung L+ unter Einsetzung abgeschlossen sein.

Die erste Beobachtung besagt, dafl eine Erweiterung von KL nicht nur
den Theorembestand von KL sondern auch den Bestand an Ableitungen
(Sequenzen) erweitert. Das folgt unmittelbar aus den Definitionen von
“Ableitung” und “Erweiterung”. Ableitungen in Kt greifen mindestens
auf die Ressourcen (Theoreme) der klassischen Aussagenlogik KL zuriick.

SaTz 4. (Klassische Konsequenz)
Wenn A, ...,An F A in KL, dann A4, ..., A, F A in allen KLT.

BEWEIS. Angenommen Aq,..., A, b A in KL. In KL — moéglicherweise
aber nicht in KL1! — gilt das Deduktionstheorem, weshalb wir durch fort-
gesetzte Anwendung - A; — (A — ...(4, — A)..) in KL € KL er-
halten. Aus der Annahme A; folgt dann in KLt per MP: 4, — (A3 —
.(4, — A)...) ... und schliefllich erhalten wir so die gewlinschte Sequenz
A, .. A, F Ain KLY, .

Zweitens konnen wir feststellen, dafl wenn B aus A logisch folgt (also
Av> B, dh. - A — B), dann folgt auch jede Temporalisierung (Tempus) T
von B aus der gleichen Temporalisierung von A.

e Unter einem Tempus T verstehen wir hier jede (endliche) Verkettung
der Operatoren G,F,H und P.
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SATZ 5. (Monotonie)
A— B
TA— TB’
BEWEIS. Es geniigt, den Satz fiir die einfachen Tempora G,F,H und P
zu beweisen. Fiir zusammengesetzte Tempora folgt der Satz dann durch
wiederholte Anwendung. Hier ist der Beweis fiir G und F (der fiir H und P
geht genauso):

Die Regeln RMT, sind zuldssig in allen K.

1 (1) A—-B Annahme
1 (2) G(A— B) (1), RNG
(3) G(A— B)— (GA—GB)) KG
1 (4 GA—GB (3-4), MP
1 (1) A—-B Annahme
1 (2) -B—-A (1), KL
1 (3) G(—-B— -4 (2), RNG
(4) G(-B — —-A4) —» (G-B = G-4) KG
1 (5) G-B—G-4A (3-4), MP
1 (6) -G-A— —-G-B (5), KL
1 (7) FA>FB (6), Def.

Drittens beobachten wir, dafl in jeder Erweiterung von K die logische
Auivalenz von Formeln erhalten bleibt, wenn darin logisch dquivalente For-
meln gegeneinander ausgetauscht werden. Diesen Satz werden wir im Fol-
genden oft anwenden, ohne auf die Anwendung eigens hinzuweisen.

SATZ 6. (Ersetzbarkeit dquivalenter Formeln)
In allen Erweiterungen K von K, gilt: Wenn = B < B', dann - A
A(B'/B), wobei A(B'/B) eine beliebige Formel sei, die aus A durch Ersetz-
ung beliebig vieler Vorkommen von B durch B’ entsteht.

BEWEIS. Induktion iiber den Aufbau von A. Fir Tempus-freie Formeln
iibernehmen wir den Beweis des Satzes fir KL. Der Induktionsschritt ist
jetzt zu erweitern durch die Betrachtung von Formeln der Gestalt A = HD
und A = GD. Die Fille sind gleich und wir betrachten nur den ersten.

Fall A=HD. Wir nehmen an, - B <+ B’ und B kommt in D vor. Dann
gilt die Induktionsannahme - D « D(B/B’). Daraus folgt unmittelbar
aufgrund von Satz 5, dafl - HD <> HD(B/B’). .

SchlieBlich sind zwei Dualitdtsphanomene zu beobachten. Die Dualitat
von V und A driickt sich in deren einfacher Interdefinierbarkeit mittels der
Negation aus (DeMorgan-Gesetze!). Da man sich im endlichen Fall die
Quantoren 3 und V als grofle Disjunktionen bzw. Konjunktionen denken
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kann, verhalten diese Quantoren sich in &hnlichem Sinne dual zueinander
wie die beiden Junktoren. Wenn wir an die Interpretation von F und G
in Zeitmodellen denken, dann erkennen wir in diesen Operatoren unschwer
einen Existenz- und einen Allquantor; Gleiches gilt fiir P und H. Wir diirfen
also erwarten, dafl diese Paare von Zeitoperatoren ebenfalls dual zueinander
stehen.

e Wenn wir in einer Formel A alle Atome gegen ihre Negationen, und die
Operatoren A und V, G und F, und H und P gegenseitig vertauschen,
dann nennen wir die so enstandende Formel A? dual zu A. Offen-
sichtlich gilt A% = A.4

Eine einfache Induktion tiber A zeigt, dafl
(D) A o A

Beweis. Die Basis A = P ist durch P4 = —P gegeben. Wir nehmen
nun an, (D) gelte fiir alle Formeln kiirzer als A (IA) und betrachten den
Fall A = =B. Da B? <+ =B nach (IA), so haben wir (=B)¢ + B
dh. (=B)? ++ B <+ =(=B) wie gewiinscht. Im Fall A = BV C haben
wir (BV C)% = B4 AC? +3 =B A —=C nach Def. und (IA). Also ist
(BV C) < =(B Vv C). Schliefllich noch der Fall A = PB: (PB)? =
HB¢ < H-B + —-PB. u

Danun A — B und =B — —A dquivalente Formeln sind, so folgt aus (D)
unmittelbar:

SATz 7. (Dualitit) - A — B gdw - B¢ — A% in allen K.

Wir haben oben den Begriff der Erweiterung einer Logik so eingefiihrt,
daB alle Erweiterungen der klassischen Logik diese Eigenschaft haben: Wenn
eine Formel ein Theorem der Logik ist, dann ist es auch jede Formel der
gleichen Form. Dahinter steht der Gedanke, dafl logische Wahrheit “formal”
ist. Es kann nicht sein, dafl einem Satz die Eigenschaft logischer Wahrheit
zugesprochen und einem Satz der gleichen Form abgesprochen wird. In der
Zeitlogik haben wir es mit der Form der Zeit zu tun. Unter der Annahme,
daf} die zukiinftige Zeit in der Form gleich verlauft wie die vergangene Zeit,
miissen wir erwarten, da jeder in die Zukunft gerichteten zeitlogischen
Wahrheit eine strukturell gleiche logische Wahrheit entspricht, die sich auf
die Vergangenheit richtet, und umgekehrt.

4 Zuvor 16sen wir in A andere Junktoren nach ihren Definitionen auf so, da z.B. A — B
zu = AV B wird. Im Kapitel III iiber Modallogik geben wir eine induktive Definition der
Dualfunktion fiir alle gebrauchlichen Junktoren.
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e Wenn in einer Formel A alle Vorkommen von G durch H (und alle
Vorkommen von F durch P) ersetzt werden, dann spiegelt die so ent-
standene Formel A® die Formel A und wvice versa; wenn in einer Formel
A keine Tempora vorkommen, dann sei A* = A. Wir nennen eine Zeit-
logik spiegelnd, wenn auch das Spiegelbild jedes Theorems ein Theorem
ist.

Unter der erwéhnten Annahme wiinschen wir uns also, da§ die Logik K;
und jede ihrer zeitlogischen Erweiterungen spiegelnd ist. Der néchste Satz
zeigt, dafl mit K; ein guter Anfang gemacht wurde.

Satz 8. (Spiegelung) K; ist spiegelnd, d.h. - A gdw F A®.

BEWEIS. Induktion iiber die Lénge einer Ableitung von A. Die Spiegelung
jedes Axioms ist ebenfalls ein Axiom. Wenn in einer Ableitung aufgrund
einer der beiden zeitlogischen Regeln auf eine Konklusion B geschlossen
wurde, dann kann aufgrund der jeweils anderen Regel ebenso auf B*® ge-
schlossen werden. Wenn aufgrund von MP aus B — C und B auf C
geschlossen wurde, dann gibt es nach der Induktionsannahme ableitbare
Formeln (B — C)*® [= B® — C*] und B?® so, dafl ebenfalls per MP auf C*
geschlossen werden darf. .

Die Forderung, daf eine Zeitlogik spiegelnd sein soll, ist nicht in demsel-
ben Mafle zwingend wie die Forderung, dafl sie — wie jede Logik — formal
sein soll. So wird manchmal gesagt, die Zukunft sei, im Gegensatz zur Ver-
gangenheit, “offen”. Was immer damit im Einzelnen gemeint sein mag, eine
Moglichkeit, diese Vorstellung zu modellieren besteht darin, daf} es fiir jeden
Punkt a zwar eine linear angeordnete Vergangenheit gibt — die “Geschichte”
von a —, am Punkt a sich die Zukunft jedoch verzweigt in verschiedene
Moglichkeiten, wie es von a aus weitergehen kénnte. Das ist offensichtlich
ein asymmetrisches Bild der Zeit, fiir das die Forderung der Spiegelbarkeit
zeitlogischer Wahrheit unbillig ware. Auf verzweigte Zeitstrukturen und
ihre Logik werden wir im Abschnitt 12 zuriickkommen.

ﬁbersetzung in die Pradikatenlogik. Die Wahrheitsbedingung fiir
den Vergangenheitsoperator,

(H) alEHAgdwVb:b<a=bEA

deutet auf der rechten Seite eine Formel an, die wir in einer priadikatenlo-
gischen Sprache so ausdriicken kénnen:

Vb(b < a — Ab)
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Ahnliches gilt fiir die anderen Zeitoperatoren. Ganz allgemein, kénnen
wir eine zeitlogische Sprache £; mit H und G (und daraus definierbaren
Operatoren) in eine pradikatenlogische (PL) Sprache £; der ersten Stufe
iibersetzen. Dazu bendtigen wir in £ eine zweistellige Relation < sowie
geniigend viele Pradikate so, dal sich die Atome in L; injektiv auf die
Prédikate in £; abbilden lassen. Der Einfachheit halber nehmen wir an,
dafl es zwischen den Atomen und den Pradikaten eine Bijektion gibt; es
sei (__) eine solche Bijektion. Wenn P ein Atom ist, dann iibersetzen wir:
Pxy. D.h. wir iibersetzen die Aussage P in eine Eigenschaft P von Zeit-
punkten, namlich die Eigenschaft, dafl P zu diesem Zeitpunkt zy wahr ist.
Die Ubersetzung der Atome wird dann wie folgt erweitert zu einer Stan-
dardiibersetzung ( )* aller zeitlogischen Formeln in die Sprache der PL erster
Stufe:
P* = Px
(~A)* =A%y
(A AN B)* = A*zy A B*zg
(HA)* =Va(r < z9 — A¥[x/0])
(GA)* =Va(xg < x = A*[x/x0)])

In den letzten beiden Bedingungen mufl mit « eine “frische” Variable, d.h.
eine, die in A nicht vorkommt, gewéhlt werden.

Es diirfte unmittelbar einleuchten, daB eine solche Ubersetzung den Sinn
der zeitlogischen Formeln in der Pradikatenlogik gut wiedergibt. Wir konnen
diese Einsicht wie folgt prazisieren. Es sei M; = (T, <, I) ein Kripke-Modell
flir die zu iibersetzende Sprache £;. Nun betrachte man eine Interpretation
I' in (T, <) der PL-Sprache £; in welche {ibersetzt werden soll; dabei sei
I'(<) ==, und I'(P) = I(P). (Da wir annehmen, daf§ (__) bijektiv ist, ist
diese Art der Bezugnahme auf Pradikate in £1 in Ordnung.) Schliefflich sei
h eine Belegung der Variablen in (T, <,I’). Dann gilt folgendes:

alEAin (T,<,I) gdw h | A* in (T, <,I'),Vh mit h(xg) = a,

und ferner
EAin (T,<,I) gdw | A" in (T,=<,I").

Die Sétze (1') und (2') auf p.31 sind unschwer als Resultate einer Stan-
dardiibersetzung zu erkennen. Satz (1) kommt mit zwei Variablen, g und
x, aus. In Satz (2') haben wir drei Variablen verwendet. Wir betrachten
nur das erste Disjunkt:

(2" Jz(rg <z A PxAJy(z <yAQy)).
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Die Verwendung der dritten Variablen y ist jedoch unnétig. Die freie Vari-
able z¢ soll hier mit dem (wechselnden) Evaluierungszeitpunkt belegt wer-
den kénnen. Dazu mufl 2o nur an der in (2') gezeigten Stelle der Formel frei
bleiben; an anderer Stelle konnen wir dieselbe Variable anders verwenden,
d.h. z.B. so binden:

(2" Jz(xe < 2 A Pz A Jzo(r < 20 A Qo).

Tatséchlich 148t sich die Anzahl der Variablen in der Ubersetzung einer
zeitlogischen Formel durch geschicktes Recycling (wie im Beipiel illustriert)
immer auf zwei reduzieren. (Das zeigt eine einfache Induktion iiber den
Aufbau einer zeitlogischen Formel und ihre jeweilige Ubersetzung.) Es sei T
eine Zeitlogik und T* sei die Ubersetzung der zeitlogischen Postulate von T
in eine Sprache erster Stufe mit héchstens zwei Variablen. PLT +T* sei das
Zwei-Variablen-Fragments PL% der Pradikatenlogik erster Stufe, erweitert
um 7%. Dann ist eine Formel A genau dann ein Theorem von T, wenn A*
ein Theorem von PL% + T* ist. Da jede Zwei-Variablen-Erweiterung von
PL7 entscheidbar ist, so ist auch T entscheidbar.

8. Richtige Zeit: Erweiterungen von K;

Nicht jede durch eine zweistellige Relation < angeordnete Menge von Punk-
ten kann als eine Repésentation von Zeit dienen. Wir erwarten, dafl die
Menge mit der Relation, d.h. die Struktur (T, <), bestimmte Eigenschaften
erfiillt. Nur in Strukturklassen mit den richtigen Eigenschaften wollen wir
unserer formalen Zeitsprache interpretieren.

Je starker die Bedingungen sind, die wir von den zu betrachtenden Zeit-
strukturen fordern, desto kleiner wird die Modellklasse iiber die wir in
der Definition einer giiltigen Formel quantifizieren, und ergo desto grofer
wird die Chance einer Formel giiltig zu sein. Um die Menge der logischen
Wahrheiten in Strukturen mit zusétzlichen Bedingungen axiomatisch ein-
zufangen, miissen wir also die Axiomatik von K; um zusétzliche Schemata
erweitern. In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie systematisch der
Zusammenhang von Strukturbedingungen einerseits und Axiomenschemata
andererseits ist. (Wir konnten auch weitere Regelschemata betrachten, wer-
den aber hier dem Usus folgen, Erweiterungen von K; allein mit Hilfe von
Formelschemata darzustellen.)

e Unter einer Strukturbedingung wollen wir hier eine Eigenschaft der Re-
lation < in Kripke-Strukturen verstehen, die sich durch Quantifika-
tion iiber Zeitpunkte ausdriicken 148t (Eigenschaft erster Stufe). Meist
lassen wir die Quantifikation implizit. D.h. statt “Vab(a < b = b 4
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a)” schreiben wir einfacher “a < b = b £” und denken uns die Allge-
meinheit hinzu.

e Wenn (Kond) eine Strukturbedingung ist, dann driicken wir durch
Kond(K) aus, daf die Kripke-Struktur K die Bedingung (Kond) erfiillt;
Kond(K) ist die Menge der Kripke-Strukturen, fur die (Kond) gilt.

DEFINITION 9. Axiom A korrespondiert mit Bedingung (Kond) gdw fiir
alle Strukturen K € K gilt: £ = A gdw Kond(K). Wenn A und (Kond)
korrespondieren, dann definiert A die Strukturklasse Kond(K) = {K € K :
Kond(K)} in K.

Frage 1: Gibt es fiir jede Strukturbedingung (Kond) ein korrespondieren-
des Zeitaxiom A? D.h., (a) wenn Kond(K), dann £ = A und (b) wenn
K = A, dann Kond(K)?

Antwort: Sicher nicht! Einige Bedingungen sind nicht durch Formeln
definierbar. Das liegt daran, dafl die Sprache erster Stufe wesentlich aus-
drucksstérker ist als die Zeitsprache — die Standardiibersetzung funktioniert
nur in eine Richtung! Zum Beipiel konnten wir Strukturen unter die Be-
dingung stellen, eine bestimmte Anzahl von Punkten zu enthalten. FEine
solche Bedingung 148t sich pradikatenlogisch leicht ausdriicken; in unserer
Sprache mit H und G ist diese Bedingung jedoch nicht definierbar. Man
betrachte die Bedingung (Eins), dafl T eine Einermenge sei, d.h. die Bedin-
gung Jx:zx €T &Vy:y €T = x =y. In diesem Fall gibt es keine Formel
A derart, daf fiir alle Strukturen K gilt: Wenn K |= A, dann Eins(K).

Ein interessanteres Beispiel ist die Bedingung

(Lin) Linearitét a<bodera=>boderb<a

Auch diese Bedingung ist, wie wir gleich sehen werden, nicht durch ein
Zeitaxiom definierbar.

Frage 2: Gibt es fiir jedes Zeitaxiom eine korrespondiernde Strukturbe-
dingung? D.h., gegeben ein Formelschema A, gibt es dann eine Bedingung
(Kond) so, dal K = A gdw Kond(K)?

Antwort: Auch nicht. Einige Formeln definieren keine Bedingungen. Das
mag angesichts der Standardiibersetzung zunéchst iiberraschend sein. Wir
werden ein Beispiel fiir eine solche Formel kennenlernen.

Strukturbedingungen. Hier ist eine Liste der wichtigsten Bedingungen
fiir Zeitstrukturen. Zusammengenommen fordern sie, dafl die Zeitordnung
transitiv ist, daf} sie in beide Richtungen linear verlduft und unendlich ist,
und daf sie kontinuierlich (dicht) ist.
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(Trans)  Transitivitét a<b&b<c=a<c

(R-Lin)  R-Linearitét a<b&a<c=
b<coderb=coderc<b

(L-Lin) L-Linearitét a<c&b<c=

a<bodera=>boderb<a
(R-Erw)  R-Erweiterbarkeit 3b:a <b
(L-Erw)  L-Erweiterbarkeit Ja:a <b
(Dicht) Dichte a<c=3d:a<b&b=<c

In der Liste fehlt die in der Antwort auf die erste Frage erwéahnte starkere
Formulierung der Bedingung der Linearitat,

(Lin) Linearitét a<bodera=>boder b<a

(Lin) impliziert natiirlich (R-Lin) und (L-Lin), jedoch nicht umgekehrt, wie
die folgende Struktur P (fiir “parallel”) zweier unverbundener Ketten (die
auch die anderen Bedingungen erfiillt) zeigt:

- a8 —>be —ce ...

P
- adle —be—ce ...

Die Parallelstruktur P erfiillt L- und R-Linearitdt aber nicht (Lin). Die
Teilstrukturen

Pi: - ae —>be —sce --- Py: - de—be—ce ...

sind natiirlich beide linear. Nun ist es aber so, dafl in P und in Py (wie
auch in Ps) dieselben Formeln giiltig sind (siehe z.B. [27, pp. 146f.]). Also
gibt es keine zeitlogische Formel, die zwischen der LR-linearen Struktur P
und der linearen Struktur P; unterscheiden kann; d.h. es gibt keine Formel
A derart, dafl wenn K |= A, dann Lin(K). Die Bedingung der Linearitét ist
nicht durch eine Formel definierbar.

Korrespondenzen. An einem einfachen Beispiel wollen wir nun zeigen,
wie man die Korrespondenz zwischen einem Axiom und einer Strukturbe-
dingung nachweist. Dazu gehen wir von einem Axiom aus, das fiir eine
Zeitlogik keine gute Wahl ist,

(TH) HA — A,
was frither immer wahr war, ist wahr. Per (Spiegelung) ist TH iibrigens

dquivalent zu TG (Satz 8), und beide Schemata definieren dieselbe Struk-
turbedingung, wie wir gleich sehen werden.
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SATZ 10. Das Aziom HA — A korrespondiert mit der Strukturbedingung
(Refl) a < a.

BEWEIS. Zu zeigen ist: (LR) wenn £ = HA — A, dann Refi(K); und
(RL) umgekehrt.

LR: Angenommen eine Struktur (T, <) sei nicht reflexiv, d.h. T enthalte
einen Punkt @ mit (1) @ £ a. Auf einer solchen Struktur wéhlen wir ein
Modell (T, <, I) so, da$ fiir mindestens ein Atom P

(2) Ve : I(P,xz) =1gdw z < a.

I wird dann zu = wie iiblich (p. 36) fortgesetzt. Wir haben also unmittelbar
aus (2),

(3) Ve:x<a = x =P,

und also (4) a = HP. Aus der Annahme (1) und (2) (nun in umgekehrter
Richtung) folgt aber (5) a & P. Hier ist eine Skizze des Modells:

— e —r & — eq
HP
P -P

Aus (4) und (5) folgt a = HP — P. In einer nicht-reflexiven Struktur kann
also TH falsifiziert werden.

RL: Wir betrachten eine reflexive Struktur & und zeigen, dal a = HA —
A fiir einen beliebigen Punkt in einem beliebigen Modell auf . Wir nehmen
also an, dafl a = HA (und zeigen, dafl a = A). Die Annahme bedeutet,
da Vz : z < ¢ = z = A, woraus aufgrund der Reflexivitdt von < das
gewiinschte a = A folgt. .

Tansitivitat

Im weiteren betrachten wir Korrespondenzen, die besser in die Zeitlogik
passen als diejenige, welche wir in Satz 10 nachgewiesen haben. Wir be-
ginnen mit der Bedingung der Transitivitdt der Relation < und zeigen, dafl
diese durch das Axiom 4G definiert ist.

(Trans)  Transitivitét a<b&b<c=a<c
4G. GA — GGA

Der Nachweis, daf 4G in Trans(K) giiltig ist, sei dem Leser iiberlassen (nach
dem Muster des RL-Teils des obigen Beweises).
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Dafl die Giiltigkeit von 4G die Eigenschaft der Transitivitdt erzwingt,
zeigen wir wie folgt. Wir betrachten ein Modell auf einer Struktur, in der
< nicht transitiv ist (und zeigen, daf in diesem Modell eine Instanz von 4G
falsifiziert werden kann). Das Modell bestehe aus drei Punkten mit b = P
und ¢ | —P:

ae — be — ce
P -P

Wir nehmen ferner an, dafi @ £ ¢! In diesem Modell gilt a = GP, jedoch
nicht b = GP und also auch nicht a = GGP; somit a = GP — GGP.
Ubrigens wiirde statt 4G auch irgendeines der Schemata

4H HA — HHA
4p PPA — PA
4F FFA — FA

dem Zweck dienen. Daf3 alle vier Versionen des 4-Schemas dquivalent sind,
konnen wir durch Modellbetrachtungen bestatigen. Alternativ betrachten
wir z.B. das System K; + 4G und erinnern uns, daf} in diesem System auch
das duale Schema 4F ableitbar sein muf} (Satz 7). Sodann leiten wir in dem

System 4P ab.?

(1) GPA — GGPA 4P

(2) A—GPA B

(3) A— GGPA 1,2 KL

(4) PPA— PPGGPA 3, Monotonie

(5) —-GPA — HF-GPA B

(6) —-HF-GPA — GPA 5, KL

(7) PGGPA — GPA 6, Def.

(8) PPGGPA — PGPA 7, Monotonie

(9) PPA— PGPA 4,8, KL
(10) HA — HFHA B
(11) PGPA — PA 10, Dualitit
(12) PPA— PA 9,11, KL

SchlieBlich stellen wir fest, dal aufgrund der Dualitdt von 4P und 4H auch
dieses letzte Schema ableitbar sein mufl. Genauso konnen wir mit jeder
Erweiterung von K; um eines der vier Schemata verfahren; so stellen sich
die Schemata in K; als dquivalent heraus.

5 Die Ableitung folgt Burgess in [43, p. 28].
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Linearitat

Die Bedingung, dal die Zeit linear verlauft, besteht aus zwei Teilbedin-
gungen: Erstens, dafl die Vergangenheit eine Kette von Zeitpunkten bildet,
und zweitens, daf§ die Zukunft eine solche Kette bildet (und beide Teile
derselben Kette sind). Wenn wir z.B. geschichtliche Zeit betrachten, dann
nehmen wir meist an, daf§ die erste aber nicht die zweite Bedingung zu trifft.
Die Vergangenheit ist abgeschlossen; sie ist eine Verkettung von Ereignis-
sen. Die Zukunft ist jedoch offen; in ihr verzweigen sich die Ereignispfade
in verschiedene Moglichkeiten, wie es weiter gehen kénnte.

Hier ist die Bedingung der Linearitdt der Zukunft zusammen mit dem
korrespondierenden Formelschema:

(R-Lin) R-Linearitdit a<b& a<c = b<coderb=coderc<b
H,. FANFB - F(AANFB)VF(AAB)VFFAAB)

H, = (R-Lin). Dieses Gegenmodell zu (R-Lin) hatten wir schon oben

betrachtet:
ob A -B

/!

ae

N\
oc B, -A

Es ist leicht zu sehen (und hier mit Buchstaben angedeutet), dafi man in
diesem Modell Einsetzungen fiir A und B wahlen kann so, dafl das An-
tezedens von H, wahr und das Konsequens falsch ist. Also erzwingt die
Wahrheit des Schemas in einem Modell, dafl das Modell rechts-linear ist.

(R-Lin) = H,. Umgekehrt ist die Bedingung (R-Lin) hinreichend, um in
einem Modell das Schema H, zu verifizieren. Dazu nehmen wir an, daf (1)
a = FAund a = FB (und zeigen unter Verwendung der Bedingung, daf a =
Konsequent). Dann (2) 3b:a < bmit b = A und (3) Jc: a < ¢ mit ¢ | B.
Nach (R-Lin) haben wir jetzt (4a) b < ¢ oder (4b) b = ¢ oder (4¢) ¢ < b.
Unter den Annahmen geniigt jeweils eines dieser Disjunkte, um zu zeigen,
daB (a) a = F(AAFB) oder (b) a = F(AA B) oder (¢) a = F(FAA B).

Die Bedingung der Linearitat der Vergangenheit und das dazu passende
Formelschema verhalten sich spiegelbildlich zu dem Paar, das wir gerade
betrachtet haben:

(L-Lin) L-Linearitit a<c& b<c = a<bodera=boderb~<a
Hy. PAAPP — P(AANPB)VP(AAB)VPPAADB)

Der Nachweis der Korrespondenz ist vollig analog zu dem gerade bespro-
chenen Paar.
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Aufgrund der Dualitdtsbeobachtung in Satz 7 kénnen wir H,. und H, auch
jeweils durch ihre dualen Formen ersetzen:

He G(AVGB)AG(AV B)AG(GAV B) — GAV GB
HY H(AVHB) AH(AV B) AH(HAV B) - HAV HB

Erweiterbarkeit (Unendlichkeit)

Die Zeit ist unendlich: Sie hat keinen Anfang und kein Ende. Auch
dies ist eine Konjuktion zweier Behauptungen, namlich , dafl die Zeit sich
unendlich fortsetzt, erstens, in die Vergangenheit (L-Erw) und, zweitens,
in die Zukunft (R-Erw). Die zu diesen Bedingungen korrespondierenden
Formelschemata sind

(R-Erw) R-Erweiterbarkeit db:a=<b
D,. GA—FA

(L-Erw) L-Erweiterbarkeit da:a<b

Das kleinste Gegenmodell zu D,. besteht aus nur einem Punkt:

ae

GA,—FA

Man beachte, dafl a = GA gdw Vb :a < b = b = A. Da es kein b mit
a < b gibt, ist die Bedingung fiir a |= GA auf triviale Weise erfiillt wahrend
die Bedingung fiir a = FA nicht erfiillt ist. Wenn also D,. in einem Modell
wahr sein soll, dann muf} die Bedingung (R-Erw) gelten.

Fiir die umgekehrte Richtung nehmen wir an, dafl GA an einem Punkt a
wahr ist, d.h. wenn a eine Zukunft hat, dann ist A wahr an allen Punkten
dieser Zukunft. Nun garantiert (R-Lin) genau diese Bedingung, d.h. a hat
eine Zukunft. Also gibt es Punkte in der Zukunft von a, an welchen A wahr
ist.

Mit dem Nachweis der Korrespondenz zwischen (L-Erw) und D,. verfahren
wir analog.

Dichte

Die Zeit ist nicht nur in die Vergangenheit und Zukunft unendlich (er-
weiterbar), sondern auch zwischen je zwei Zeitpunkten. Wir stellen uns die
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Zeit als ein Kontinuum vor, d.h. so, daf} zwischen je zwei Zeitpunkten im-
mer noch ein weiterer Zeitpunkt liegt. Die Zeitpunkte sind dicht geordnet,
wie die reellen Zahlen R.

(Dicht) Dichte a<c=3db:a<b&b=<c
4cG. GGA — GA

Die Formel 4cG ist die Umkehrung von 4G, welche die Eigenschaft der
Transitivitdt ausdriickt. Aufgrund von Uberlegungen wie wir sie bei der
Besprechung von 4G angestellt haben, ist 4cG &quivalent zu jedem der fol-
genden Schemata:

4cH HHA — HA
4cP PA — PPA
AcF FA— FFA

Um uns davon zu iiberzeugen, dafl das Schema die Bedingung fordert, be-
trachten wir ein Modell mit nur drei Punkten:

ae — be — ce
GGP GP
-GP —-P P

Ein Atom P sei so interpretiert, dafi b = P und ¢ = P. Dann b = GP und
also a = GGP. Da jedoch die Zukunft von a nur aus b besteht, so haben
wir a [~ GP.

Fiir die umgekehrte Korrespondenzrichtung (die Bedingung ist hinrei-
chend fiir das Schema) nehmen wir an, dafi (1) a = GGA (und zeigen, daf
a = GA). Wir nehmen weiter an, daf (2) a < b (beliebiges b) (und zeigen,
daB b = A). Packen wir die Wahrheitsbedingung von (1) aus, dann haben
wir (3): Vay :a <zund z <y = y = A. Aber aus (2) erhalten wir per
(Dicht): (4) 3z : a < x und z < b. (4) gibt uns eine Instanz des Antezedens’
von (3); daher b = A, wie gewiinscht.
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9. Definierbarkeit und Tempora in K}

K} = K; + HD4! sei die Erweiterung von K; mit den folgenden Axiomen:

H, FAAFB = F(AANFB)VF(AAB)VF(FAAB)
H, PAAPB — P(AAPB)VP(AAB)VP(PAAB)
D, GA—FA
D, HA — PA
41 GGA + GA

Es sei S* die Klasse aller Strukturen, welche die o.g. Eigenschaften erfiillen;
also aller transitiven, L- und R-linearen, L- und R-erweiterbaren, sowie
dichten Rahmen. Aufgrund der vorhergehenden Uberlegungen sind Theo-
reme dieser Logik genau solche Formeln, die giiltig sind in der Strukturklasse
S*, d.h, es gilt der folgende Satz.

Sarz 11. K = Th(S*).

Insofern also S* die Struktur der Zeit richtig und vollstdndig angibt (eine
unendlich in die Vergangenheit und Zukunft reichende, dichte Kette von
Momenten), beschreibt K} die Logik der Zeit in unserer Zeitsprache mit
den Operatoren H und G.

Definierbarkeit. Kj kommt der Logik der Zeit — so wie sie etwa in der
klassischen Physik verstanden wird — ziemlich “nahe”; aber es gibt einige
Probleme. Kurz gesagt, fangt K} auch Strukturen ein, von denen wir nicht
sagen wollen, daf} sie die Zeit reprédsentieren. D.h. die Menge S* enthalt
neben den Strukturen, die wir im Sinne haben, wenn wir an die Zeit denken,
auch solche, an die wir dabei nicht denken.

Nicht-intendierte Strukturen
— Strukturen mit Parallelzeiten (wie oben beschrieben) sind in S* enthalten.

— S* enthélt neben der intendierten (R, <)-Struktur auch die nicht-inten-
dierte (Q, <)-Struktur (R: die reellen Zahlen; Q: die rationalen Zahlen).
Denn auch Q erfiillt die Bedingung der Dichte: Zwischen je zwei ratio-

nalen Zahlen a und b liegt das arithmetische Mittel 4™.)

— Auch alle reflexiven Einpunktstrukturen, ({a}, <) mit a < a, sind in S*.

— Ebenso verhélt es sich mit den zyklischen Strukturen ({aq, ..., a5}, <) mit
a; < <ap <ag.
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Jede dieser nicht-intendierten Strukturklassen T ist also in der Struktur-
klasse S* enthalten, d.h.
T C S*.

Die in S* giiltigen Formeln sind also auch in T giiltig, d.h.
Th(S*) C Th(T).

Da nach Satz 11, Th(S*) = K}, so gelten also die Theoreme von Kj fiir
einen weiteren als den intendierten Bereich der Zeit. Anders gesagt: Kj
gibt zwar logische Eigenschaften von H und G wieder, wenn wir diese als
Vergangenheits- und Zukunftsoperatoren in der Zeit interpretieren. Aber
diese logischen Eigenschaften legen die Interpretation von H und G nicht
als Operationen in der Zeit fest. Somit dréangt sich die Frage auf, ob wir
weitere logische Eigenschaften der Operatoren angeben konnen, d.h. weitere
Axiome finden konnen, welche K so erweitern, dafl wir genau die Logik der
Zeit und von keinen davon verschiedenen Strukturen erhalten. Es stellt sich
heraus, dafl das nicht vollstandig gelingen kann.

Irreflexivitat

Wir haben oben gesehen, daf es fiir die Bedingung der Reflexivitét aller
Punkte ein korrespondierendes Axiom gibt, ndmlich HA — A. Jetzt fragen
wir, ob es ein Axiom geben kann, welches Strukturen mit reflexiven Punkten
ausschliefit. Damit ist folgendes gemeint (vgl. Def. 9): Gibt es ein Axiom X
so, daf fiir alle Kripke-Strukturen S, S = X genau dann, wenn S irreflexiv
ist (d.h. fiir kein @ € T haben wir a < a)? Wenn das so ist, dann haben
wir Kj + X = Th(Irr(S*)). Unter der Annahme, daf§ die Frither-Spéter-
Relation der Zeit irreflexiv ist, wire K; + X einer Logik der Zeit daher
ahnlicher als Kj.

Wir nehmen einmal an, dafl es eine solche Formel X gibt, d.h. fiir alle
Kripke-Strukturen S:

(%) S E X gdw Irr(S)

Die Struktur der ganzen Zahlen, Z = (Z, <) ist eine Kripke-Struktur mit
der natiirlichen irreflexiven Ordnung <. Also folgt aus (x),

ZEX.

Nun betrachten wir die Reduzierung f von Z auf die Einpunkt-Struktur
f(2) = ({a}, <) derart, dafl

N VeeZ: f(x) =aund f(z) < f(y) gdw = < y.
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Auch das ist eine Kripke-Struktur. Es ist klar, daf die in (f) definierte
Relation < reflexiv ist (angedeutet durch den ungefiillten Punkt a). Nun
betrachten wir ein Paar von Modellen M auf Z und M’ auf f(Z) so, daf
fur alle x € Z und alle Atome P,

(P) B Pgdw f(2) B g P

Aus unserer Annahme (1) folgt, dafl X an allen Punkten in M wahr ist.
Da der Punkt a in M’ (d.h. f(z) fiir beliebige € Z) refleziv ist, miifite
X an diesem Punkt falsch sein. Aber das ist nicht der Falll Denn durch
Induktion iiber A kénnen wir ganz allgemein zeigen:

Fiir alle x € Z, wenn x = pq A, dann f(x) F 0 A

(Es gilt iibrigens auch die Umkehrung.) Entgegen unserer Annahme, kann
X also tatséchlich nicht irreflexive von reflexiven Strukturen unterscheiden.

Beweis der Behauptung: Der Fall A = P ist durch (P) gegeben. Die
wahrheitsfunktionalen Zusammensetzungen sind Routine. Es sei nun A =
HB. Angenommen (1) x FHB in M. dh. Vy:2 <y = y E B. Wir
nehmen ferner an, daf (2) f(z) < f(y) in M’ (und zeigen, da88 f(y) = B.)
Aus (2) und (f) folgt, dal < y und also aus (1), y = B. Darauf wenden
wir die LH. an und erhalten f(y) = B, wie gewiinscht. .

Die Abbildung f von Z nach f(Z) ist ein Fall einer p-morphen Abbil-
dung. Ohne an dieser Stelle ins Detail zu gehen, gilt fiir p-Morphismen p
von Kripke-Strukturen auf Kripke-Stukturen allgemein (jedoch nicht umge-
kehrt):

Wenn S = A, dann p(S) = A.

Von dieser Beobachtung ausgehend, kénnen wir das Argument oben so
abkiirzen: Wenn (%) und also Z | X, dann auch f(Z) E X. Da aber
—Irr(f(Z)), so folgt wiederum aus (x), dal f(Z) = X — Widerspruch. Also
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kann es keine Formel X geben, welche die Struktureigenschaft der Reflexi-
vitdt im Sinne von (*) definiert.

Die Modelle M und M’ sind einander in besonderer Weise #hnlich. Zwi-
schen den Modellen besteht gewissermaflen eine extrinsische und intrinsi-
sche Gleichheit der Punkte: Sie unterscheiden sich nicht im Hinblick auf die
Ubergangsmoglichkeiten zu weiteren Punkten mittels der jeweiligen Rela-
tion; und die Atome sind iiber sie auf gleiche Weise verteilt. Den genauen
Sinn dieser zwei Aspekte geben die Bedingungen (f) und (P) an. Diese
“Ahnlichkeit” ist eine Erscheinungsform einer allgemeineren Beziehung zwi-
schen Modellen, Bisimulation genannt, die wir im Kapitel III iiber Modal-
logik eingehender behandeln werden. Die néchste Beobachtung, iiber Li-
nearitat, beruht ebenfalls auf einer Bisimulation zwischen Modellen.

Linearitat

Parallelzeiten, d.h. zwei (oder mehr) nebeneinander herlaufende Ketten,
konnen wir durch die Bedingung der Linearitét, (Lin), ausschlieBen:

(Lin) a—<bodera=>boder b<a

Aber ist (Lin) durch ein zeitlogisches Axiom definierbar?

Wenn es ein solches Axiom L gébe, dann miifite es in allen linearen Struk-
turen giiltig sein und in nicht-linearen Strukturen falsch werden konnen.
Wir betrachten jetzt die disjunkte Vereinigung £1® Lo zweier linearer Struk-
turen £1 und Ls: Das ist z.B. die parallele aber unverbundene Zusammen-
fassung zweier Ketten von Momenten zu einer neuen Struktur (vgl. das Bild
auf p.54). Im Gegensatz zu £; und Ly ist die Vereinigung £1 @ L5 nicht
linear. Wir wiirden daher erwarten, dafl £; @ Lo = L. Aber das ist nicht
der Fall. Denn wir kénnen ganz allgemein folgendes beobachten:

Wenn 81 = A und So = A, dann S1 8 Ss E A.

Tempora. Dafl “es war einmal” und “es wird einmal” verschiedene
Zeitmodi (Tempora) audriicken, leuchtet sofort ein. Mit der Beurteilung
zusammengesetzter Tempora tuen wir uns jedoch schwer. Selbst in der
deutschen Grammatik vorgesehene komplexe Tempora wie das Plusquam-
perfekt “hatte” und das Futur II “wird einmal gewesen sein”, werden in
der Umgangssprache eher gemieden. Aber auch fiir diese Tempora ist klar,
daB sie distinkt sind; wir kénnen sie iibrigens mit PP bzw FP wiedergeben.
Ein niitzlicher Aspekt der Zeitlogik und ihrer Semantik besteht darin, dafl
sie uns erlaubt, beliebig komplexe Tempora sicher zu interpretieren. Ohne
eine solche Hilfe konnen uns in dieser Hinsicht schon relativ einfache Tem-
pora iiberfordern. Wie sieht es z.B. aus mit “es war immer der Fall, daf} A
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FP=PF

Der 15-Zeiten-Satz
von Hamblin

(logische Implikation
von unten nach oben).

GH=HG

immer wahr sein wird” einerseits und “es wird immer wahr sein, daf3 A im-
mer der Fall war” andererseits? Sind das logisch distinkte oder dquivalente
Tempora? Und wieviele logisch distinkte Tempora gibt es in K {iberhaupt?

Wie man die Frage angehen kann, verdeutlichen am besten einige beispiel-

hafte Uberlegungen.

Angesichts 4 and 4c sind GA und GGA logisch dquivalent. In diesem Sinne
macht K} keinen Unterschied zwischen den zwei Tempora G und GG.

Fortgesetzte Iteration per 4 und Reduktion per 4c zeigt, dafl
GA+~G---GA

fiir beliebige (endliche) Iterationen von G.
Dasselbe gilt fiir F, H und P.
Interessantere Aquivalenzen (siehe [43, p. 30f.]) sind

FPA <> PFA und GHA < HGA.

FP (bzw. PF) ist das logisch schwéchste Tempus. Denn fiir alle Tempora
T (einschl. dem “leeren” oder Gegenwartstempus) gilt: - TA — FPA.
Dagegen ist GH das stirkste Tempus: GHA — T A. (FPA sagt, da§ A
irgendwann einmal wahr gewesen sein wird; GHA sagt, da A immer
durchgehend wahr gewesen sein wird.)
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Wieviele logisch distinkte Tempora (in einer Sprache mit {P,H,F,G})
verbleiben also in K} und in welchen Implikationsverhéltnissen stehen sie
zueinander? Die Frage beantwortet auf erfreulich iiberschaubare Weise der
Satz von Hamblin (1958, cf. [232, pp. 45-50] und [43, pp. 29-33]), den wir
im Diagramm oben zusammengefafit haben.

10. Zwei Stellen: Seit und bis

Nach Hamblins Satz konnen wir in der Logik K} fiir die Sprache L; 15
logisch verschiedene Tempora ausdriicken. Einige dieser Tempora haben
natiirliche Entsprechungen in natiirlichen Sprachen; darunter, wie schon
erwahnt, FP (Futur II) und das PP (Plusquamperfekt). Andere haben keine
solchen Entsprechungen. Z.B. das Spiegelbild PF des Futur II: ;Peter hat
gegessen werden?. Wiederum andere temporale Konstruktionen sind jen-
seits der Reichweite von L;. Dazu gehoren der Gegenwartsoperator Jetzt,
den wir im néchsten Abschnitt behandeln werden, und Operationen in de-
nen wir beschreibend auf Zeitpunkte Bezug nehmen, wie in

(1) Seit Ulla gegessen hat, ist sie nicht mehr hungrig, oder
(2) Bis Ulla gegessen haben wird, wird sie hungrig sein.

Offenbar sind diese beiden Operatoren zweistellig wie ein Konditional.
In (1) und (2) driickt der Satz (A) “Ulla it” so etwas wie eine tem-
poral geladene Bedingung aus fiir den Satz (B) “Ulla ist hungrig”. Die
Verkniipfungen seit und bis setzen (A) und (B) in ein temporales Verhéltnis
zueinander. Der Satz (2), also A bis B, driickt aus, dafl es einen Zeitpunkt
in der Zukunft gibt, zu dem Ulla essen wird, und dafl sie bis zu diesem
Zeitpunkt hungrig sein wird. Ganz allgemein ist A bis B jetzt wahr, wenn
es einen Zeitpunkt in der Zukunft gibt, zu dem die Bedingung B eintritt,
und bis dahin A wahr sein wird. Und A seit B ist jetzt wahr, wenn es einen
Zeitpunkt in der Vergangenheit gab zu dem B eintrat, und seitdem A der
Fall war. In Zeitmodellen konnen wir das so beschreiben:

(seit) al= Aseit Bgdw 3c:c<aund ¢ = B,
und Vbo:c<b<a=>bEFA
(bis) a = Abis B gdw Jc:a < cund ¢ E B,

und Vo:a<b<c=>bEA

Der aufmerksame Leser wird eine kleine Unstimmigkeit zwischen (1) und
der Wahrheitsbedingung (seit) bemerkt haben. Der Satz (1) konnte an
einem Punkt a namlich so wahr sein: Ulla hat zum Zeitpunkt a gegessen
(B) und ist ab und einschlieBlich a nicht mehr hungrig (A). Wenn wir



66 ZEITLOGIK | IL

aber auf die Klausel (seit) fiir A seit B schauen, dann sehen wir, dafl B
an einem Punkt ¢ in der Vergangenheit von a wahr sein muf}, und daf die
Punkte b, an denen A wahr ist den Punkt a nicht einschliefen diirfen. Also
etwa: Ulla war satt, seit sie gegessen hatte. Offenbar lassen also bis und seit
Varianten zu, je nachdem wie stark Vergangenheits- und Zukunftsaspekte
in den Vordergrund gestellt werden. Eine Lesart, die weniger strikt als (seit)
ist und fiir den Satz (1) naheliegender ist, ist diese:

(seit”) ak= Aseit’ Bgdw dc:c<aund ¢ | B,
und Vb:c<b=<a=bEA,

wobei a = b kurz ist fiir: a < b oder a = b. Eine ensprechende Modifizierung
des strikten bis sieht so aus: 6

(bis") al= Abis' Bgdw 3c:a <cund ¢ | B,
undVb:c<b<a = b= A

Fiir unsere Zwecke sind die strikten seit- und bis-Operatoren die bessere
Wahl. Denn wir kénnen die nicht-strikten Operatoren seit’ und bis’ einfach
per Definition einfithren:

Aseit’ B := ((Aseit B)AA)V B
Abis' B := ((Abis B) A A)V B.

Umgekehrt kénnen wir jedoch nicht die strikten aus den nicht-strikten Ope-
ratoren zu definieren.

Wenn wir die Klauseln fiir die zweistelligen Operatoren seit und bis mit
denen fiir die einstelligen Zeitoperatoren vergleichen, dann fillt auf, dafl
jene mit drei (statt zwei) Variablen iiber Zeitpunkte formuliert sind. Die
Form der beiden Klauseln ist

Va(Fia < Je(Frac A Fse AVb(Fyabe — Fsb))).

Keine der verwendeten Variablen wird fir eine Teilformel wieder frei. Also
kénnen wir die Anzahl der Variablen nicht durch geschickte Wiederver-
wendung reduzieren. Im Gegensatz zu einer Sprache in {P,H,F, G} wer-
den fiir die Standardiibersetzung einer zeitlogischen Formeln, in der auch
die Operatoren seit und bis vorkommen, in eine Sprache erster Stufe nicht

6 Diese Lesart von bis wird in Logiken der Programmuverifizierung als Until-Operator
zugrunde gelegt. Siehe [115] fiir eine kurze Darstellung solcher Logiken.
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weniger als drei Variablen bendétigt. Tatséchlich kénnen wir zeigen, dafl
nicht mehr als drei Variablen bendtigt werden; vgl. p.52. Daher ist eine
Formel genau dann ein Theorem einer Zeitlogik mit seit und bis, wenn
deren Standardiibersetzung ein Theorem des um die entsprechenden zeit-
logischen Axiome erweiterten Drei-Variablenfragments der Pradikatenlogik
erster Stufe ist. Im Gegensatz zum Zwei-Variablenfragment ist letzteres
jedoch nicht allgemein entscheidbar.

Die neuen Operatoren erweitern nicht nur Ausdruckskraft unserer for-
malen Sprache; sie konnen sogar die bisher betrachteten einstelligen Ope-
ratoren ersetzen. So besagt T bis A, daf es einen Zeitpunkt in der Zukunft
gibt, zu dem A wahr ist und das bis dahin T wahr ist. Aber T ist immer
wahr. Also ist T bis A genau dann wahr, wenn zukiinftig einmal A wahr
ist. Das ist genau die Wahrheitsbedingung fiir FA. Also haben wir

FA < T bis A.
Ebenso stellen wir fest, daf3

PA < T seit A.

Die beiden Aquivalenzen kénnen wir im Sinne von Definitionen von F und
P verwenden. So sind die zweistelligen Operatoren ausreichend um alles
auszudriicken, was in der Sprache mit den einstelligen Operatoren aus-
gedriickt werden kann. Da sich aber umgekehrt die zweistelligen nicht aus
den einstelligen Operatoren definieren lassen, so ist das Paar (bis, seit) strikt
ausdrucksstérker als das Paar (P,F) bzw. das funktional dquivalente Paar

(H,G).

11. Zwei Punkte: Jetzt

Im letzten Abschnitt haben wir Zeitoperatoren betrachtet, die ausdrucks-
starker sind als die bekannten einstelligen Operatoren: Jene lassen sich auf
diese nicht zuriickfithren, umgekehrt aber schon. Die jeweiligen Bedeutun-
gen dieser zweistelligen Tempora konnten wir in Kripke-Strukuren angeben.
Dabei fiel Raum fiir Variationen auf, die wir auch in natiirlichsprachlichen
Verwendungen von seit und bis finden.

Nun wollen wir abschlieend einige Tempora behandeln, die ebenfalls
prominent in der natiirlichen Zeitrede vorkommen, z.B. der Ausdruck zur
Bezeichnung der Gegenwart, jetzt. Dieses und verwandte Tempora fallen
dadurch auf, daf} sie jenseits der Modellierungsmoglichkeiten von Kripke-
Modellen liegen.
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Das klingt zunéchst merkwiirdig. Kann die Gegenwart nicht einfach durch
die Abwesenheit eines Tempus ausgedriickt werden? Z.B. so:

a = Es schlagt acht

ist wahr, wenn es jetzt, das heifit zum Zeitpunkt a, acht schlagt.

So weit, so gut — oder auch nicht. Was garantiert, daf jetzt=a ist? Den
Sinne dieser Frage kann man sich auf folgende Weise deutlich machen. Was
jetzt wahr ist, dafl wird fiir den jetzigen Zeitpunkt auch in Zukunft wahr
bleiben:

Wenn es jetzt acht schlégt, dann wird es in aller Zukunft wahr sein, dafl
es jetzt acht schlagt, und umgekehrt.

Um die formale Strukur eines solchen Satzes wiederzugeben, brauchen wir
einen Operator fiir die Gegenwart, den wir in andere Tempora einbetten
konnen: z.B. “in Zukunft wird es wahr sein (G), dafl es jetzt acht schlagt”.
Wir notieren diesen Jetzt-Operator mit @, und schreiben den Satz so auf:
GQ(Es schlagt acht).

Nun ist es eine Binsenweisheit, dafl die Gegenwart durch die Abwesenheit
eines Tempus ausgedriickt wird: Wenn es acht schlagt, dann schléagt es jetzt
acht, und umgekehrt. In einer Formel driicken wir das allgemein so aus:

(J) QA & A

Da (J) nicht zuféllig wahr ist, sondern in der Bedeutung des Wortchens
jetzt begriindet ist (“zur Logik von jetzt gehort”), sollten wir die Wahr-
heitsbedingung fiir Sétze der Form @A so wihlen, dafl (J) giltig ist. Das
ist die erste Bedingung. In Modellen auf Kripke-Rahmen koénnen wir diese
Bedingung nur so erfiillen:

(A) a |E QA gdw a | A.

Die zweite Bedingung ist, dal A und @A im Skopus eines Tempus, z.B.
P, nicht einfach austauschbar sind. Wenn es jetzt, zum Zeitpunkt 8, acht
ist, dann ist der Satz Es war einmal sieben wahr. Aber daraus folgt sicher
nicht, daf§ um 8 der Satz Fs war einmal, dafi es jetzt sieben ist wahr ist
— denn jetzt, um 8, ist es acht und nicht sieben. Etwas anders kann man
sich das auch klar machen, indem man den — zugegeben, nicht besonders
natiirlichen aber verstéandlichen — Satz

Es war einmal, daf3 es sieben schlug und jetzt acht schlagt

betrachtet. Diesen Satz, von dem wir einmal annehmen, dafl er wahr sei,
wollen wir so wiedergeben:

(1) P(7 A @8)
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Wenn nun 8 und @8 austauschbar sind, dann sagt (1) das Gleiche wie
(2) P(TA8),

d.h.: Es war einmal, dafl es zugleich 7 und 8 schlug. Da 7 # 8, kann es
einen solchen Zeitpunkt unmoglich gegeben haben. Allgemein gesprochen,
sollte also

) PB[A] <> PB[QA/A]

nicht giiltig sein.

Es ist unmittelbar klar, dafl die beiden genannten Bedingungen, (A)
und die Verneinung von (), nicht zusammenpassen. Hier ist das Argu-
ment, welches die Unausweichlichkeit von (}) in Kripke-Modellen, welche
(A) erfiillen, zeigt:

al=PQA gdw Iz :x <aund z = @A (nach (P))
gdw Jz:z <aund x = A (nach (A4))
gdw a = PA (nach (P))

Kripke-Modelle sind also grundséatzlich nicht in der Lage, die Bedeutung
des Jetzt-Operators richtig wiederzugeben. Woran liegt das?

Der Jetzt-Operator hat den Zweck, dasjenige was folgt im Hinblick auf
den Zeitpunkt der Auﬁerung zu beurteilen. Wenn ich jetzt, am Punkt a,
auflere

Es wird einmal wahr sein, dafl es jetzt acht schlagt,

dann frage ich nach einem kiinftigen Zeitpunkt b zu dem das Urteil richtig
sein wird, dafl es zum Zeitpunkt der Auﬁerung, a, acht geschlagen hat. Wir
brauchen also zwei Referenzpunkte (zwei “Dimensionen”) fiir die Bewertung
von Jetzt-Aussagen: Den Zeitpunkt der AuBerung und den Zeitpunkt der
Beurteilung (der in der Vergangenheit oder Zukunft liegen kann).

Betrachten wir noch einmal a = P@QA. Der Zeitpunkt der Auﬁerung, a,
legt den Jetzt-Zeitpunkt fest, d.h. jetzt = a. Wenn wir die Bedingung fiir
P anwenden, dann erhalten wir

dr:x <aund z = QA.

Zwar kommt in dieser Bedingung der Zeitpunkt a der Auferung noch vor,
aber es ist nun der Zeitpunkt x, an dem wir die Wahrheit von @A beurteilen
sollen. Eigentlich sollten wir jetzt von z an den AuBerungszeitpunkt a
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zuriickverwiesen werden, um die Wahrheit von A zu beurteilen. Aber Be-
dingung (A) fordert fdlschlich, daf dafiir die Wahrheit von A am Punkt x
und nicht jetzt, d.h. am Punkt a beurteilt werden soll!

Das Problem 16sen wir, indem wir grundséatzlich immer beides, Beurtei-
lungs- und AuBerungspunkt im Auge behalten. Wir schreiben ab = A und
meinen: A ist wahr am Zeitpunkt a so, wie zum Zeitpunkt b geduflert.
Wenn sich in einer Formel nichts auf den Auﬁerungszeitpunkt bezieht, d.h.
nur Zeitoperatoren wie H und G, oder seit uns bis darin vorkommen, dann
brauchen wir die Information aus der zweiten Koordinaten nicht. Aber fiir
die richtige Interpretation des Jetzt-Operators ist diese wesentlich. Denn
jetzt ist ein indexikalisches Tempus, das auf den Zeitpunkt der AuBerung
zeigt. Gleichgiiltig wie tief @ in einen Satz eingebettet sein mag, wir miissen
den Zeitpunkt auf den die Auferung des Satzes zeigt, jederzeit abrufen
konnen. Genau das leistet diese Wahrheitsbedingung;:

(@) ab = QA gdw bb = A

Die Wahrheitsbedingung ist wie folgt zu lesen:

LR: Wir sind am Punkt a (linke Koordinate) und fragen nach der Wahr-
heit von @A am Punkt b geduBert (rechte Koordinate). Dazu begeben
wir uns nach b (jetzt linke Koordinate) und fragen dort nach der
Wabhrheit von A.

RL: Der Satz A ist wahr am Punkt b (linke Koordinate) so wie am Punkt
b geduBert (rechte Koordinate). Dann ist @A, so wie an b geduflert
(rechte Koordinate) an einem beliebigen Punkt a (linke Koordinate)
wahr.

Wenn wir Sprachen mit dem Jetzt-Operator @ interpretieren wollen, dann
miissen wir also zu zweidimensionalen Interpretationen iibergehen, d.h. wir
miissen nun Formeln an Paaren aus T' x T bewerten. Die Interpretationen
der nicht-indexikalischen Operatoren bleiben im Kern unveréndert. Der
AuBerungspunkt bleibt in der Hinterhand nur fiir den Fall, daB ein jetzt
davon Gebrauch machen muf. Also:

(P) ab = P gdw I(P,a) =1

(=) ab = —A gdw ab £ A

(N) abEAANBgdwabE A& abl= B
(H) abEHAgdwVr:z<a = zbE A
(G) abl=GAgdwVr:a<2 = b= A
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Und die abgeleiteten Bedingungen fiir P und F:

(P) abEPAgdwIr:z <a& bl A
(F) abEFAgdw Iz:a<z & abEA

Im Gegensatz zu PA ergibt sich nun fiir PQA diese Wahrheitsbedingung:

ab = PQA gdw 3z : & < a und zb = QA nach (P)
gdw 3z : 2z <aund bb E A nach (@)

Die letzte Zeile besagt einfach nur, dal A zum Zeitpunkt b wahr sein muf,
damit PQA, zum selben Zeitpunkt geduflert, am Punkt a als wahr beurteilt
werden kann — plus die Bedingung, dafl a iiberhaupt eine Vergangenheit
hat.

Das zuvor problematische Beispiel P(7A@8) wird nun so ausbuchstabiert:

ab=P(TANQ8) gdw Jz:x < aund zb =7 A Q8 nach (P)
gdw 3z iz < aund b = 7 & xzb = @8 nach (A)
gdw 3z :z <aund 2b =7 & bb =8 nach (@)

Die letzte Zeile gibt die Wahrheitsbedingung an, die wir erwarten: Zum
Zeitpunkt b geduBert, ist der Satz wahr zum Zeitpunt a, falls es in der
Vergangenheit von a einen Punkt gab, zu dem sowohl 7 wahr als auch die
Aussage, dal 8 zum Zeitpunkt b wahr ist, wahr war. Etwas vereinfacht sei
a = b der jetzige Zeitpunkt. Dann ist der jetzt geduBerte Satz jetzt wahr,
wenn 7 einmal wahr war, und es zu diesem vergangen Zeitpunkt auch wahr
war, daf} jetzt 8 wahr ist.

Und schlielich die Frage nach der ersten Bedingung, (J): Ist @QA < A eine
glltige Formel? Gltigkeit ist Wahrheit in allen Modellen (siehe Def. 1) und
eine Formel ist wahrin einem Modell, wenn sie an allen Punkten des Modells
wahr ist. Unsere Interpretationspunkte sind jetzt aber die Kreuzungspunkte
in der Matrix T2 =T x T

a b ¢
a aa ab ac
b ba bb be

c ca cb cc

Ubertragen wir die Definition von Wahrheit in einem Modell auf unseren
Fall, dann miissen wir Giiltigkeit beurteilen, indem wir das gesamte Feld
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der Matrix betrachten, also im Sinne von Wahrheit an allen Paaren in allen
Modellen:

o Aist logisch giiltig gdw fiir alle Modelle (T, <,I) und ab € T? : ab = A.

Unter dieser Definition ist (J) nicht logisch giiltig. Denn sei P ein Atom mit
unterschiedlichen Wahrheitswerten an den Punkten ¢ und b. Dann wird (J)
am Paar ab falsch:

ab = QP <> P gdw ab |= QP < ab|= P nach (<)
gdwbb =P < ab=P nach (@)
gdw I(P,b) = I(P,a) nach (P)

Dennoch konnen wir in gewisser Weise die erste Bedingung bedienen, daf}
(J) sich eines besonderen Status erfreue. Dieser Status besteht ja darin, daf
wir folgendes a prior: wissen:

Wenn die AuBerung zum Zeitpunkt a Es schligt acht zum Zeitpunkt a
wahr ist, dann ist die Auflerung zum Zeitpunkt a Jetzt schligt’s acht zum
Zeitpunkt a wahr, und umgekehrt.

Dieses Zusammenhang gilt nur, wenn wir ausgezeichnete Paare betrachten,
nédmlich Paare der Form aa auf der Diagonalen der Matrix, bei denen der
Punkt der Beurteilung zugleich der Punkt der AuBerung ist. Das a priori
Wissen, welches durch die Diagonale reprasentiert wird, fassen wir in eine
Definition:

e A ist indexikalisch giltig gdw fiir alle Modelle (T, <,v) und @ € T :
aa = A.

Man sieht sofort, dafl (J) indexikalisch giiltig ist.

Daf3 wir hier zwei Giiltigkeitsbegriffe (und also zwei Begriffen von Aquiva-
lenz) haben, stellt uns in diesem Fall nicht vor die Qual einer Wahl sondern
16st vielmehr unser Eingangsproblem, wie die zwei Bedingungen vereinbart
werden konnen. Denn

— einerseits wollen wir eine quivalenz im Sinne des Schemas (J), und
— andererseits wollen wir eine Aquivalenz, die Substituierbarkeit in beliebi-
gen Kontexten garantiert.

Indexikalische Aquivalenz gibt uns das erste, logische Aquivalenz das
zweite. 7

7 Der Ausgangspunkt der neueren Diskussion {iber zweidimensionale Semantik ist die
These, dafl Kamps Begriff der indexikalischen Giiltigkeit fiir die Explikation a priorischer
Wabhrheit genutzt werden kann; siehe [95].
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12. Die offene Zukunft

In Michel Houellebecqs Roman Unterwerfung wird ein erstaunliches poli-
tisches Szenario durchgespielt: eine Regierungsbildung in Frankreich unter
Fiithrung einer islamistischen Partei. Darauf mag ein Leser A so reagieren:

A: Das wird nicht passieren.

Leser B mochte widersprechen. Er sagt aber nicht “Das wird passieren” —
so weit mochte B sich nicht hervorwagen —, sondern

B: Das kann sehr wohl passieren.
Darauf wieder A:

A: Ja, aber so wie die Dinge sich entwickeln werden, wird es nicht
passieren.

Der Austausch klingt einerseits nach einer Kontroverse iiber zukiinftige
Ereignisse; andererseits scheinen die beiden aber auch aneinander vorbei
zu reden. A bestreitet nicht die Moglichkeit, auf die B hinweist; A bestrei-
tet, dal diese Moglichkeit wirklich wird.

Beide gehen von derselben Vorstellung aus. Im Gegensatz zur abgeschlos-
senen Vergangenheit ist die Zukunft noch offen. Die Geschichte kann auf
verschiedene Weise weitergehen. Wenn ich mich frage, was die Zukunft brin-
gen wird, dann ist die Frage in gewisser Weise unbestimmt: Welche Zukunft?
Die Geschichte ist wie ein Pfad, der an jedem Punkt mehrere mogliche Fort-
setzungen offenlaflt. Indem wir uns auf dem Pfad vorwéartsbewegen, lassen
wir vergangene Moglichkeiten unwiederbringlich hinter uns. Wir konnen
uns das als einen Baum vorstellen:

v
¥ »
_
b = 8 =
e >

Ein Zeitbaum ist eine strikte Quasiordnung (7, <), in der die Vergangen-
heit eines jeden Punktes eine Kette bildet; d.h. beliebige zwei Punkte haben
gemeinsame Vorganger und < ordnet die Vergangenheit jedes Punktes line-
ar:

a#a,
a<bundb<c=a<c¢
Vabdc:c<a & ¢ < b,
a<cund b<c = a<bodera=>oderb < a.
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Ein vollstandiger Pfad durch einen Zeitbaum reprisentiert eine mogliche Ge-
schichte. Eine Geschichte h ist also eine inklusionsmaximale Kette in 7', d.h.
wenn a € h und a < b oder b < a, dann b € h. Die Menge aller Pfade, die
durch einen gegeben Punkt a gehen ist die offene Geschichte H(a) am Punkt
a, also die Vergangenheit von a mit all ihren Verlangerungsmoglichkeiten in
die Zukunft: H(a) = {h:a € h}.

Es stellt sich nun die Frage nach einer formalen Sprache, welche in der
Lage ist, auf alternative Geschichten Bezug zu nehmen. Da die Vergan-
genheit jedes Punktes eindeutig bestimmt ist, diirfen wir erwarten, dafl
die Vergangenheitsoperatoren wie zuvor behandelt und Anderungen nur die
Zukunftsoperatoren betreffen werden. In den bahnbrechenden Arbeiten von
Prior, insbesondere in [232], wurden zwei Sprachen untersucht, die, so Prior,
auf Ockham bzw. auf Peirce zuriickgefithrt werden konnen. 8

Peirce-Sprachen. In Zeitbaumen ist der F-Operator offenbar sehr
schwach. Eine Formel FA driickt hier lediglich aus, dal A moglicherweise
einmal wahr sein wird. Oft wollen wir aber etwas stérkeres behaupten,
némlich, daf3 A der Fall sein wird, gleichgiiltig wie sich die Dinge entwickeln
werden. In Peirce-Sprachen dient dazu der Operator [F] mit der Wahrheits-
bedingung

[F] a = [F]A gdw Vh' € H(a) 3z € W:a < z und x = A.
Ein ebenso modalisierter G-Operator wiirde unter dieser Bedingung stehen:
[G] a = [GlA gdw Vh' € H(a) Vz € Wia <2 = z | A

Aber hier ist die Quantifikation tiber Geschichten ersichtlich redundant,
denn nach der Bedingung ist [G]A am Punkt a genau dann wahr, wenn A an
allen Nachfolgern von a wahr ist. Mit anderen Worten, [G] ist nichts anderes
als der schon bekannte Operator G. Nun gilt aber nicht, da§ —=[F]-A4 — GA.
Daher 148t sich der G-Operator nicht durch Dualisierung aus [F] definieren;
er muf} vielmehr als weiterer primitiver Operator in die Sprache eingefiihrt
werden.

Ockham-Sprachen. In Peirce-Sprachen ist die Modalisierung nicht nur
in den starken Zukunftsoperator [F|, sondern auch in den schwachen Ope-
rator F (= —G—) eingebaut. Denn F ist nichts anderes als (F) und stellt
eine Existenzquantifikation iiber Geschichten dar. Die Quantifikation iiber
Geschichten ist hier zwar — &hnlich wie im Fall [G] — redundant, aber sie

8 Fiir neuere Untersuchungen siehe insbes. die Darstellung in [117], sowie die Arbeiten
von Zanardo.
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macht deutlich, daf§ F auf eine ausgezeichnete, aktuale Geschichte keine
Riicksicht nimmt. Zwischen dem so sehr schwach bestimmten F und dem
starken [F] liegt aber offenbar ein Zukunftsoperator, von dem wir immer
dann Gebrauch machen, wenn wir etwas tiber die Zukunft sagen wollen, so
“wie sich die Dinge entwickeln werden” (vgl. den Dialog oben). Der ein-
fache F-Operator konnte das leisten, vorausgesetzt, wir fixieren an einem
Punkte a eine Geschichte und quantifizieren nur iiber die Nachfolger von
a in dieser Geschichte. Fiir historische Notwendigkeit und Moglichkeit an
einem Punkt wollen wir dagegen iiber die Geschichten quantifizieren, die
durch diesen Punkt gehen. Dazu benétigen wir offenbar zwei Parameter,
Zeitpunkte und Geschichten, auf die wir bei jeder Beurteilung einer Aus-
sage separat Bezug nehmen konnen. Mit anderen Worten: Wir brauchen
eine Doppelindizierung, wie wir sie schon in der Semantik indexikalischer
Ausdriicke kennengelernt haben.

Ockham-Sprachen erweitern eine zeitlogische Sprache mit P und F um
einen neuen Operator O. Formeln beurteilen wir nun an Paaren, bestehend
aus einem Zeitpunkt und einer Geschichte, die durch diesen Punkt geht. Im
einzelnen sehen die Wahrheitsbedingungen fiir eine solche Sprache wie folgt
aus.

(P) ah = P gdw I(Pya) =1

&) ah = —A gdw ah £ A

(A) ah = AN B gdw ah = A und ah |= B

(P) ahl=PAgdwIr€eh:z<aund zh E A
(F) ahl=FAgdw 3z €h:a<zund zh = A
(D) ah = 0A gdw V' € H(a): ah' E A

Auf der rechten Seite von (P) ist die Bezugnahme auf h natiirlich redun-
dant. In der Bedingung (F) sehen wir dagegen, wie die Geschichtskoordi-
nate h den Quantifikationsbereich fiir die Zeitkoordinate einschrankt. In
der Bedingung fiir O kommt nur die Geschichtskoordinate zum Zuge. Da
der Peirce-Operator [F] sich als OF definieren 1a8t, umgekehrt aber O in
Peirce-Sprachen nicht ausgedriickt werden kann, so sind Ockham-Sprachen
ausdrucksstéirker als Peirce-Sprachen.

Die Positionen von A und B (im Dialog oben) am Paar (a, h) kdnnen wir
nun mit =FP bzw. OFP wiedergeben: B weist darauf hin, dal Houllebecq
eine Geschichte ' in H(a) beschreibt in der es einen P-Punkt geben wird.
A meint dazu, daB &’ # h — was B’s AuBerung offen gelassen hat.

Auch kompliziertere Betrachtungen iiber die Zukunft konnen auf diese
Weise dargestellt werden. Hier ist ein Beispiel:
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Zwar wird das Leben auf der Erde schliellich unwiderbringlich unterge-
hen, aber bevor es soweit ist, konnte man zu jedem Zeitpunkt eingreifen,
um ewiges Leben zu sichern.

Wir kénnen den Satz im Sinne dieser Formalisierung verstehen (L = Es
gibt Leben): FG—L A GOGL. An einem Paar (a,h) ist die Formel genau
dann wahr, wenn es einen a-Nachfolger in A gibt, ab dem alle Punkte in
h nur noch —L-Punkte sind, zugleich aber von jedem a-Nachfolger = eine
Geschichte h/ € H(x) abzweigt, in der alle Punkte L-Punkte sind. Das
Diagramm skizziert Modelle, die der Beschreibung geniigen:

L L .-
° [}
4,.4,.4 ..... 4,./]1
a -L

Giiltig ist eine Formel, wenn sie in beliebigen Modellen an allen Paaren
wahr ist. Wie spiegelt sich nun die Asymmetrie von abgeschossener Ver-
gangenheit und offener Zukunft in der Giltigkeit von Formeln wieder? Die
“fatalistische” (Prior) Formel FA — OFA ist ungiltig — die Zukunft ist
offen. Ein naheliegender Kandidat, die Abgeschlossenheit der Vergangen-
heit auszudriicken, ist die Formel PA — OPA. Sie ist jedoch nicht giiltig:
Man betrachte die Instanz PFA — OPFA! Das Antezedens schliefit nicht
aus, dafl durch die Vergangenheit eines Beurteilungspunktes nichtaktuale
Geschichten gehen, in denen A niemals der Fall sein wird. Allenfalls kénnen
wir (giiltig) sagen, dafl PFA — OPOFA, denn das Antezedens fordert ja die
Wahrheit von A in der aktualen Geschichte.

Aus (P) und (O) folgt unmittelbar, dafl fiir beliebige Atome P, P — OP
giiltig ist (die Umkehrung gilt fiir alle Formeln). In gewisser Hinsicht ist
das unproblematisch. Denn eine wahre Aussage deren Wahrheit nicht von
kiinftigen Ereignissen abhéangt, ist wahr, gleichgiiltig wie sich die Dinge ent-
wickeln. Aber der Umstand, dafl in P kein Zukunftsoperator vorkommt,
muf nicht ausschlieffen, da§ P auf andere Weise wesentlich auf die Zukunft
Bezug nimmt. Wenn wir diese Moglichkeit einrdumen mochten, sollten
wir den Beginn der induktiven Definition von |= so modifizieren, da§ auch
Atome ihre Wahrheitswerte abhéngig von einer Geschichte erhalten:

(P) ah = P gdw I(P,ah) = 1.

Wir beantworten damit zugleich die Frage, woher der F-Operator den Pa-
rameter A nimmt, der seinen Quantifikationsbereich bestimmt.

9 Das Problem riihrt offenbar daher, daB wir in PA — OPA fiir A Formeln einsetzen
konnen, die sich auf die offene Zukunft beziehen. Vgl. dazu die Diskussion in Prior [232,
Kap. VII]
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MODALLOGIK

1. Kisten und Diamanten

Modallogik wird, in einer ersten Annéherung, meist als die Logik von Not-
wendigkeit und Méglichkeit bezeichnet. Das ist eine sehr enge, mehrdeutige
und historisch nicht ganz zutreffende Bestimmung.

Die Bestimmung ist zu eng, weil sie z.B. die im vorigen Kapitel behan-
delte Zeitlogik ausschliet. Wir werden aber bald sehen, daf§ es wenig Ab-
straktion bedarf, die Zeitlogik als eine Modallogik unter einer bestimmten
Interpretation aufzufassen. Dabei kommt die “rein logische” Theorie ganz
gut ohne diese Interpretation aus. Gleiches gilt fiir deontische, epistemische,
dynamische und viele andere Logiken.

Die Bestimmung ist zugleich mehrdeutig, denn um was fiir einen Begriff
von Notwendigkeit soll es sich handeln? Die Aussage

2+2=4

ist eine arithmetische Notwendigkeit. Ist die Aussage auch eine logische
Notwendigkeit? Frege behauptet dies — aber diese Behauptung markiert
eine umstrittene Position (Logizismus) in der Philosophie der Mathematik.
Die Aussage

Junggesellen sind unverheiratet
ist wahr aufgrund der Bedeutungen der darin vorkommenden Begriffe; sie
ist — wie man sagt — analytisch wahr und als solche eine analytische Not-

wendigkeit. Die Aussage folgt nicht, wie etwa A — A, aus den Gesetzen der
Logik und ist in diesem Sinne keine logische Notwendigkeit.
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Die logische Notwendigkeit von A — A kénnen wir auf zweierlei Weise
einsehen: indem wir die Formel in einem axiomatischen System beweisen
oder indem wir zeigen, dafi sie in bestimmten Strukturen giiltig ist. Logische
Notwendigkeit prasentiert sich also in zweierlei Gestalt, als Beweisbarkeit
und als Giiltigkeit.

Die Aussage

Im Vakuum betragt die Lichtgeschwindigkeit etwa 300 Tausend km in
der Sekunde

ist physikalisch notwendig. Licht konnte sich jedoch auch mit einer anderen
Geschwindigkeit bewegen. Das “konnte” deutet hier eine Moglichkeit an,
die jedenfalls keine physikalische ist. Dagegen ist

Wasser ist HoO

in einem starkeren Sinne notwendig: Falls die Fliissigkeit im Glas Wasser
ist, dann handelt es sich notwendigerweise um H2O; denn Wasser ist nun
einmal identisch mit HoO und nichts kann etwas anderes sein als das, was
es ist — das ist eine metaphysische Notwendigkeit.

Vielleicht ist es eine historische Notwendigkeit, dafl es 1990 zur Wieder-
vereinigung Deutschlands gekommen ist. So wie die Geschichte bis zu einem
bestimmten Zeitpunkt verlaufen ist, war es ab diesem Zeitpunkt vielleicht
keine offene Frage mehr, ob Deutschland wieder ein Staat werden wiirde oder
nicht. Im Kapitel II {iber Zeitlogik haben wir gesehen, dafl die Antwort auf
die Frage nach der historischen Notwendigkeit eines Ereignisses vom Zeit-
punkt der Fragestellung abhéngt. Ein nicht-trivialer Determinismus miifite
diesen Zeitpunkt weit vor die Abstimmungen {iber den Einigungsvertrag am
20. September 1990 legen.

SchlieBlich ist die Bestimmung der Modallogik als Logik der Notwendig-
keit auch historisch nicht ganz richtig, jedenfalls nicht fiir die neuere Ge-
schichte der Modallogik. Diese begann mit C.I. Lewis’ Versuch einen im
Vergleich zur materialen Implikation strikteren Implikationsbegriff zu ent-
wickeln (seit 1912 in einer Reihe von Artikeln; siehe [179, 178] und die
kurze Geschichte der Modallogik in [19]). Die strikte Implikation sollte
die Vorstellung wiedergeben, dafl zwischen Antezedens und Konsequens
einer logischen Implikation ein echtes Deduktionsverhaltnis besteht. Da
ein solches Verhaltnis nicht zwischen beliebigen wahren Aussagen besteh-
en kann, ist die materiale Implikation ungeeignet, logische Implikationen
wiederzugeben. (Denn wenn A und B wahr sind, dann impliziert A mate-
rial B und umgekehrt.) Lewis schlug deshalb Systeme strikter Implikation
vor und entwickelte diese axiomatisch (siehe z.B. [177]).
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Lewis zufolge sollte eine strikte Implikation derart sein, dafl die Wahrheit
des Antezedens unvertriglich mit der Falschheit des Konsequens ist. Das
legt nahe, die strikte Implikation so zu definieren:

A —» B :=—-0(AA-B).

Aber fiir Lewis stand nicht Moglichkeit oder Notwendigkeit im Zentrum der
Theorie sondern Implikation; also war —» der grundlegende Operator. Erst
spater fithrt er die Vertriglichkeit (Konsistenz) zweier Aussagen ein:

Ao B:=-(A—» —-B).
Und erst darauf definiert Lewis Moglichkeit so:
CA:=AocA[=—-(4—»-A).

Die Bezeichnungen S1, S2, S3, usw. fiir Systeme von Modallogiken stam-
men noch von Lewis. S1 war so etwas wie ein Basissystem und S2 war
das System, welches er 1912 favorisierte. Die ersten Lewis-Systeme fallen
iibrigens, wie wir sehen werden, aus dem Rahmen unserer Untersuchung —
im wortlichen Sinne, wie sich zeigen wird, denn es handelt sich dabei nicht
um normale Modallogiken.

Nach dem bisher Gesagten wird es besser sein, zwischen Modallogik in
einem engeren und einem weiteren Sinne zu unterscheiden. Im engeren Sinne
ist das eine Familie logischer Theorien verschiedener Arten von Moglichkeit,
Notwendigkeit und davon ableitbarer Begriffe, wie z.B. strikter Implikation.
Wenn man diese Theorien mit modernen Mitteln in Angriff nimmt, werden
sie schnell unter eine wesentlich allgemeinere Theorie subsumiert. Das ist die
Theorie der Kripke-Rahmen und einiger ihrer Verallgemeinerungen (ternére
Rahmen, Multirahmen, Nachbarschaftsrahmen, etc.).?

In Kripke-Rahmen — oder besser gesagt, in Modellen auf Kripke-Rahmen
— gehen wir von der Wahrheit oder Falschheit einer Aussage in verschiedenen
Szenarien (Situationen, moglichen Welten) aus. In diesem Kapitel werden
wir meist die neutralere Rede von Wahrheitswerten an Indizes oder Punk-
ten vorziehen. Sodann kénnen wir ganze Bereiche von Punkten betrachten
und fragen, fiir welche Aussagen es Punkte im Bereich gibt, an denen sie
wahr sind, oder welche Aussagen an allen Punkten des Bereichs wahr sind.
Von einer Aussage, die an mindestens einem Punkt im Bereich wahr ist,

1 In diesem Kapitel schlieBen wir uns der in der Modallogik iiblichen Rede von “Rahmen”
an. Diese sind nichts anderes als das, was wir im Kapitel II iiber Zeitlogik Strukturen
genannt haben.
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konnen wir sagen, daf} sie in diesem Bereich mdglich sei; und eine Aus-
sage, die in dem Bereich nie falsch ist, konnen wir in einem offensichtlichen
Sinne notwendig nennen. Mit anderen Worten, die zu erklarende Rede von
der Moglichkeit oder Notwendigkeit einer Aussage wird zuriickgefiihrt auf
eine einfache Quantifikation tiber die Punkte eines Bereichs — kurz: modale
Operatoren sind Quantoren. Je nachdem, wie wir die Punkte und relevan-
ten Bereiche glossieren, drangen sich die einschlagigen Interpretationen der
Operatoren auf: als Zeitmodi, im Sinne verschiedener Arten von Notwendig-
keit, als doxastische oder epistemische Einstellungen, oder unter deontischen
Lesarten.

In diesem Kapitel gehen wir von der klassischen Aussagenlogik KL aus.
Unter einer Modallogik wollen wir jede Erweiterung von KL in einer Sprache
mit einem einstelligen Operator O (“Kiste”) verstehen, der in Kripke-Model-
len als Allquantor iiber Punkte interpretiert wird. 2 Modallogiken sollen wie
KL unter Modus Ponens und gleichférmiger Einsetzung abgeschlossen sein.
Diese Bestimmung ist weit davon entfernt als Definition zu taugen, aber sie
lenkt die Gedanken umstandslos in die richtige Richtung. Ein zu O dualer
Operator < (“Diamant”) ist meist niitzlich und so definiert: & = —-0O-.
In Kripke-Modellen wird < als Existenzquantor iiber Punkte interpretiert
und représentiert so Mogichkeit (im weitesten Sinne). In allen bekannten
Modallogiken sind O und < wechselseitig definierbar.

Es kann keinen verniinftigen Zweifel daran geben, dafi Kripke-Rahmen
eine Theorie abgeben, in der sich wichtige Fragen iiber Modallogik stellen
und beantworten lassen. Zu diesen Fragen gehort vornehmlich die nach
den logischen Eigenschaften verschiedener Begriffe von Notwendigkeit und
Moglichkeit. Aber taugen Kripke-Rahmen auch als Geriist fiir eine philoso-
phische Theorie z.B. metaphysischer Notwendigkeit? Das ist eine durchaus
kontroverse Frage, deren Beantwortung im wesentlichen davon abhéngt,
welche Erklarungen wir von einer solchen Theorie erwarten und welchen on-
tologischen Status die theoretischen Termini der Theorie — Punkt (“mogliche
Welt”) und zweistellige Relation (“Erreichbarkeit”) — plausiblerweise haben
konnen. Die Sache verhéilt sich nicht anders als mit der Mengenlehre oder
der Arithmetik. Auch diese sind Theorien, die iiber Objekte quantifizieren
— Mengen und Zahlen — deren ontologischer Status aus philosophischer Per-
spektive unklar sein mag. Die Arithmetik ersetzt keine philosophische Aus-
einandersetzung mit dem Zahlbegriff (wie etwa in Freges [79]). Aber sie
gibt eine Charakterisierung des Gegenstands der philosophischen Unter-
suchung vor. Ebensowenig ist die Beschreibung der Kripke-Rahmen per

2 Die Ausgangsbasis KL ist nicht zwingend: Auch andere Logiken, wie intuitionistische
oder relevante Logiken lassen sich modallogisch erweitern.
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se eine philosophische Theorie metaphysischer Notwendigkeit (wie etwa
in Lewis’ [181]). Aber Kripke-Rahmen bestimmen den Gegenstand einer
solchen Theorie; vgl. dazu auch die folgende Anmerkung. Insofern Notwen-
digkeit einer der zentralen Begriffe der Philosophie ist, ist die Theorie der
Kripke-Rahmen fiir den Philosophen (und nicht nur fiir diesen), was Men-
genlehre und Arithmetik fiir den Mathematiker (und nicht nur fiir diesen)
sind.

Anmerkung zur Geschichte der modalen Semantik. Die Allgegen-
wart der Begriffe ‘Mo6glichkeit” und ‘Notwendigkeit’ in der philosophischen
Theoriebildung seit der Antike steht in einem merkwiirdigen Gegensatz zu
der Unbektimmertheit, mit der diese Begriffe bis ins spate 19. Jahrhundert
verwendet wurden. Meist wurde unter ‘Notwendigeit’ kaum mehr als die
Abwesenheit von Zufall oder ein gewisser gedanklicher Zwang verstanden.

Auch in den Arbeiten von C.I. Lewis zur Modallogik findet sich kaum
ein Versuch einer inhaltlichen Klarung. Die Vielzahl modaler Logiken, die
C.I. Lewis vorstellt, machen eine solche Kldrung aber umso dréngender.
Es wird offensichtlich ein Kriterium bendtigt, um zwischen diesen Sys-
temen auszuwéahlen. Das kann aber nichts anderes heifilen als: Welches
System der Modallogik ist fiir ein gegebenes Verstédndnis der Modalitéaten
das richtige? Wir brauchen also ein Verstédndnis von Modalitdten, das von
axiomatischen Darstellungen zunachst unabhéngig ist aber einen vergleich-
baren Prazisionsgrad hat.

Godel (1933) [112] war vermutlich der erste, der dieses Problem in eine
Form brachte, die eine klare Beantwortung ermoglichte. Er interpretierte
Notwendigkeit als Beweisbarkeit in einer bestimmten Art von axiomatischen
Systemen; wir werden darauf zurtickkommen (p. 187ff.). In den 40er Jahren
entwickelte Carnap [45, 46] einen dazu komplementéren, auf Modellen der
klassischen Aussagenlogik beruhenden Ansatz. Danach wird Notwendigkeit
als logische Giiltigkeit, d.h. Wahrheit in allen Modellen interpretiert. Diesen
Ansatz werden wir im néchsten Abschnitt weiterverfolgen, wo er uns in der
Klausel (O) auf p. 84 entgegentritt.

In den frithen 50er Jahren begannen Kanger [159] und Hintikka [137]
auf der Grundlage von Carnaps Arbeiten auch andere Deutungen des Not-
wendigkeitsoperators in den Blick zu nehmen, insbesondere epistemische,
doxastische und deontische Interpretationen. Wenn OA beispielsweise aus-
driicken soll, daf} in einer bestimmten Situation a eine Person glaubt, daf}
A der Fall ist, dann konnen wir das so verstehen, dafi in allen Situation,
die er fiir moglich hélt, A wahr ist. Wir quantifizieren hier nicht iiber alle
Moglichkeiten schlechthin, sondern nur iiber diejenigen Mo6glichkeiten, wel-
che die Person in a fiir moglich, d.h. fiir nicht ausgeschlossen (“erreichbar”)
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hélt. Die so postulierte Relation der Erreichbarkeit erweist sich als Mittel,
eine grofie Spannbreite von Modalitaten wiederzugeben. Auch die in den
50er Jahren entstandenen Arbeiten von Prior [231, 232] zur Zeitlogik diirfen
in diesem Zusammenhang nicht unerwahnt bleiben. Prior bezog zeitlogische
Axiome auf Mengen von Zusténden, die durch eine Relation zeitlicher Er-
reichbarkeit (“frither als”) angeordnet sind. Verschiedene Arten zeitlicher
Modalitdten unterschied er so aufgrund von Korrespondenzen zwi