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Vorwort

Wenn jeder die Mathematik in ihrem natiirlichen Zustand kennen lernen wiirde, mit all den
Herausforderungen, dem Spaf und den Uberraschungen, die das mit sich bringt, wiirden
wir meiner Meinung nach eine dramatische Verdnderung sowohl in der Einstellung der
Schiiler zur Mathematik als auch in unserer Vorstellung davon, was es bedeutet, ,,gut in
Mathe zu sein®, erleben.

Paul Lockhart

Ich bin wirklich hungrig nach Uberraschungen, denn jede macht uns ein klein wenig, aber
wesentlich schlauer.
Tadashi Tokieda

Die Mathematik kann uns, wenn wir sie richtig angehen, viele angenehme Uber-
raschungen bescheren. Dies wird durch eine Google-Suche nach ,,mathematischen
Uberraschungen* bestiitigt, die {iberraschenderweise fast eine halbe Milliarde Ein-
triige liefert. Was ist eine Uberraschung? Die Urspriinge des Wortes gehen auf das
Altfranzosische zuriick und haben ihre Wurzeln im Lateinischen: ,,sur* (iiber) und
~prendre® (ergreifen). ,Uberraschen* bedeutet wortlich ,,iiberholen®. Als Substan-
tiv bezeichnet Uberraschung sowohl ein unerwartetes oder verwirrendes Ereignis
oder einen Umstand als auch das Gefiihl, das dadurch ausgelost wird.

Betrachten wir zum Beispiel einen Auszug aus einer Vorlesung von Maxim
Bruckheimer! iiber den Feuerbach-Kreis: ,,Zwei Punkte liegen auf einer und nur
einer Geraden, das ist keine Uberraschung. Drei Punkte liegen jedoch nicht notwen-
digerweise auf einer Geraden, und wenn bei einer geometrischen Untersuchung drei
Punkte in eine Gerade ,hineinfallen‘, ist das eine Uberraschung, und hiufig miissen
wir diese Tatsache als ein zu beweisenden Satzes bezeichnen. Alle drei Punkte, die
nicht auf einer Geraden liegen, liegen auf einem Kreis. Wenn jedoch vier Punk-
te auf demselben Kreis liegen, ist dies eine Uberraschung, die als Satz formuliert
werden sollte. ... Insofern die Anzahl der Punkte auf einer Geraden grofer als 3
ist, ist der Satz umso iiberraschender. Ebenso ist der Satz umso iiberraschender, je

! Maxim Bruckheimer war ein Mathematiker, der zu den Griindern der Open University UK
gehorte und Dekan ihrer Fakultit fiir Mathematik war. Er war Leiter der Abteilung fiir natur-
wissenschaftliche Lehre am Weizmann Institute of Science.
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VI Vorwort

mehr die Anzahl der Punkte, die auf einem Kreis liegen, gro3er als 4 ist. So ist die
Aussage, dass es fiir jedes Dreieck neun zusammenhingende Punkte auf demselben
Kreis gibt ... sehr iiberraschend. Und trotz des AusmaBes der Uberraschung ist der
Beweis elegant und einfach.*

In diesem Buch bietet Mordechai Ben-Ari eine reichhaltige Sammlung mathe-
matischer Uberraschungen, von denen die meisten weniger bekannt sind als der
Feuerbach-Kreis und fiir die es gute Griinde gibt, sie aufzunehmen. Erstens sind
die mathematischen Perlen dieses Buches, obwohl sie nicht in Lehrbiichern zu fin-
den sind, bereits mit einem High-School-Hintergrund zugénglich (und mit Geduld,
Papier und Bleistift, denn Spal} gibt es nicht umsonst). Zweitens: Wenn ein ma-
thematisches Ergebnis das infrage stellt, was wir fiir selbstverstidndlich halten, sind
wir tatsdchlich liberrascht (Kap. 1, 13). In dhnlicher Weise iiberraschen uns: die
Cleverness eines Arguments (Kap. 2, 3), die Rechtfertigung der Mdglichkeit ei-
ner geometrischen Konstruktion mit algebraischen Mitteln (Kap. 16), ein Beweis,
der sich auf ein scheinbar nichtverwandtes Thema griindet (Kap. 4, 5), ein seltsa-
mer Beweis durch Induktion (Kap. 6), neue Sichtweisen auf ein bekanntes Ergebnis
(Kap. 7), ein scheinbar unbedeutender Satz, der zur Grundlage eines ganzen Be-
reichs der Mathematik wird (Kap. 8), unerwartete Inspirationsquellen (Kap. 9),
reichhaltige Formalisierungen, die aus reinen Freizeitaktivititen wie Origami ent-
stehen (Kap. 10-12). Dies alles sind verschiedene Griinde fiir die Aufnahme der
angenehmen, schonen und denkwiirdigen mathematischen Uberraschungen in die-
ses schone Buch.

Bisher habe ich mich damit befasst, wie sich das Buch auf den ersten Teil der
Definition von Uberraschung, die kognitiv-rationalen Griinde fiir das Unerwartete,
bezieht. Was den zweiten, den emotionalen Aspekt betrifft, so ist dieses Buch ei-
ne lebendige Umsetzung dessen, was viele Mathematiker als den Hauptgrund fiir
die Beschiftigung mit der Mathematik ansehen: Sie ist faszinierend! AuBlerdem
behaupten sie, dass die Mathematik sowohl unsere intellektuelle Neugier als auch
unser dsthetisches Empfinden anregt und dass das Losen eines Problems oder das
Verstehen eines Konzepts eine geistige Belohnung darstellt, die uns dazu verleitet,
weiter an weiteren Problemen und Konzepten zu arbeiten.

Es wurde gesagt, dass die Funktion eines Vorworts darin besteht, dem Leser zu
sagen, warum er das Buch lesen sollte. Ich habe versucht, dies zu tun, aber ich
glaube, dass die umfassendere Antwort von Thnen, dem Leser, kommen wird, nach-
dem Sie es gelesen und erlebt haben, was die Etymologie des Wortes Uberraschung
nahelegt: von ihr iiberholt zu werden!

Abraham Arcavi



Einleitung

Godfried Toussaints Artikel iiber den ,,kollabierenden Zirkel* hat einen tiefen Ein-
druck auf mich gemacht. Es wire mir nie in den Sinn gekommen, dass der moderne
Zirkel mit einem Reibungsgelenk nicht derjenige ist, der zu Euklids Zeiten ver-
wendet wurde. In diesem Buch prisentiere ich eine Auswahl von mathematischen
Ergebnissen, die nicht nur interessant sind, sondern mich auch iiberrascht haben,
als ich ihnen zum ersten Mal begegnete.

Die Mathematik, die fiir die Lektiire des Buches erforderlich ist, ist Mathematik
fiir die Sekundarstufe, aber das bedeutet nicht, dass das Material einfach ist. Einige
der Beweise sind recht lang und erfordern die Bereitschaft des Lesers, sich mit der
Materie zu beschiftigen. Die Belohnung ist das Verstidndnis einiger der schonsten
Ergebnisse der Mathematik. Das Buch ist kein Lehrbuch, denn das breite Spektrum
der behandelten Themen lisst sich nicht in einen Lehrplan einordnen. Es eignet sich
zur Vertiefung fiir Schiiler der Sekundarstufe, fiir Seminare auf Hochschulniveau
und fiir Mathematiklehrer.

Die Kapitel konnen unabhéngig voneinander gelesen werden. (Eine Ausnahme
ist, dass das Kap. 10 iiber die Axiome des Origami eine Voraussetzung fiir die
Kap. 11, 12, die anderen Kapitel tiber Origami, ist). Hinweise, die fiir alle Kapi-
tel relevant sind, finden Sie unten in der Liste mit dem Titel Stil.

Was ist eine Uberraschung?

Es gab drei Kriterien fiir die Aufnahme eines Themas in das Buch:

e Der Satz hat mich iiberrascht. Besonders iiberraschend waren die Sitze zur Kon-
struierbarkeit mit Zirkel und Lineal. Die duflerst reichhaltige Mathematik des
Origami war fast schockierend: Als eine Mathematiklehrerin ein Projekt tiber
Origami vorschlug, lehnte ich zunichst ab, weil ich bezweifelte, dass mit die-
ser Kunstform ernsthafte Mathematik verbunden sein kdnnte. Andere Themen
wurden aufgenommen, weil ich zwar die Ergebnisse kannte, ihre Beweise aber
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VIII Einleitung

durch ihre Eleganz und Zugiénglichkeit iiberraschten, insbesondere der rein alge-
braische Beweis von Gauf}, dass ein regelmifiges Heptadekagon (Siebzehneck)
konstruiert werden kann.

e Das Material kommt in Lehrbiichern fiir die Sekundarstufe und die Hochschule
nicht vor, und ich habe diese Sitze und Beweise nur in Lehrbiichern fiir Fort-
geschrittene und in der Forschungsliteratur gefunden. Zu den meisten Themen
gibt es Wikipedia-Artikel, aber man muss wissen, wo man suchen muss, und die
Artikel sind oft sehr knapp gehalten.

e Die Sitze und Beweise sind mit guten Kenntnissen der Sekundarschulmathema-
tik zugénglich.

Jedes Kapitel schlieBt mit einem Absatz Was ist die Uberraschung?, der meine
Wabhl des Themas erklirt.

Ein Uberblick iiber den Inhalt

Kap. 1 prisentiert Euklids Beweis, dass jede Konstruktion, die mit einem festen Zir-
kel moglich ist, auch mit einem kollabierenden Zirkel moglich ist. Es gibt viele Be-
weise, aber wie Toussaint zeigt, sind die meisten falsch, weil sie von Diagrammen
abhingen, die die Geometrie nicht immer korrekt darstellen. Um zu verdeutlichen,
dass man Diagrammen nicht trauen darf, stelle ich den beriihmten angeblichen Be-
weis vor, dass jedes Dreieck gleichschenklig ist.

Im Laufe der Jahrhunderte versuchten Mathematiker erfolglos, einen beliebigen
Winkel nur mithilfe eines Lineals und eines Zirkels dreizuteilen (in drei gleiche Tei-
le zu zerlegen). Underwood Dudley hat eine umfassende Studie iiber die Dreiteilung
durchgefiihrt und dabei fehlerhafte Konstruktionen gefunden; die meisten Kon-
struktionen sind Annéherungen, die als genau bezeichnet werden. In Kap. 2 werden
zundchst zwei dieser Konstruktionen vorgestellt und die trigonometrischen Formeln
hergeleitet, die zeigen, dass es sich nur um Niherungen handelt. Um zu zeigen, dass
eine Dreiteilung nur mit Zirkel und Lineal keine praktische Bedeutung hat, werden
Dreiteilungen mit komplexeren Hilfsmitteln vorgestellt: Archimedes’ Neusis und
Hippias’ Quadratrix. Das Kapitel endet mit dem Beweis, dass es unmoglich ist,
einen beliebigen Winkel mit einem Lineal und einem Zirkel dreizuteilen.

Die Quadratur eines Kreises (wenn ein Kreis ein Quadrat mit demselben Fli-
cheninhalt bildet) kann nicht mit Zirkel und Lineal durchgefiihrt werden, weil der
Wert von 7 nicht konstruiert werden kann. In Kap. 3 werden drei elegante Kon-
struktionen von Néherungen an 7 vorgestellt, eine von Kochanski und zwei von
Ramanujan. Das Kapitel schliefft mit dem Nachweis, dass eine Quadratrix zur Qua-
dratur eines Kreises verwendet werden kann.

Das Vier-Farben-Satz besagt, dass es moglich ist, jede ebene Karte mit vier Far-
ben zu firben, sodass keine Lander mit einer gemeinsamen Grenze mit der gleichen
Farbe gefirbt werden. Der Beweis dieses Satzes ist dullerst kompliziert, aber der
Beweis des Fiinf-Farben-Satzes ist einfach und elegant, wie in Kap. 4 gezeigt wird.
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In diesem Kapitel wird auch Percy Heawoods Beweis vorgestellt, dass Alfred Kem-
pes ,,Beweis* des Vier-Farben-Satzes falsch ist.

Wie viele Wichter muss ein Kunstmuseum beschiftigen, damit alle Winde stén-
dig von mindestens einem Wichter beobachtet werden? Der Beweis in Kap. 5 ist
ziemlich raffiniert, denn er verwendet Graphenfirbung, um ein auf den ersten Blick
rein geometrisches Problem zu I6sen.

Kap. 6 stellt einige weniger bekannte Ergebnisse und ihre Beweise durch Induk-
tion vor: Sitze tiber Fibonacci- und Fermat-Zahlen, McCarthys 91-Funktion und
das Josephus-Problem.

Kap. 7 behandelt Po-Shen Lohs Methode zum Losen quadratischer Gleichun-
gen. Die Methode ist ein entscheidendes Element von Gauf3’ algebraischem Bewesis,
dass ein Heptadekagon konstruiert werden kann (Kap. 16). Das Kapitel enthilt al-
Khwarizmis geometrische Konstruktion fiir die Suche nach Wurzeln (Losungen)
von quadratischen Gleichungen und eine geometrische Konstruktion, die von Car-
dano bei der Entwicklung der Formel fiir die Suche nach Wurzeln von kubischen
Gleichungen verwendet wurde.

Die Ramsey-Theorie ist ein aktives Forschungsgebiet der Kombinatorik. Sie
sucht nach Mustern in Teilmengen groler Mengen. In Kap. 8 werden einfache
Beispiele fiir Schur-Tripel, pythagoreische Tripel, Ramsey-Zahlen und das Van-der-
Waerden-Problem vorgestellt. Der Beweis des Satzes iiber pythagoreische Tripel
wurde kiirzlich mithilfe eines Computerprogramms auf der Grundlage der mathe-
matischen Logik erbracht. Das Kapitel schlie3t mit einem Exkurs iiber das Wissen
der alten Babylonier iiber die pythagoreischen Tripel.

C. Dudley Langford beobachtete seinen Sohn beim Spielen mit farbigen Bl16-
cken und bemerkte, dass er sie in einer interessanten Reihenfolge angeordnet hatte.
Kap. 9 stellt seinen Satz iiber die Bedingungen vor, unter denen eine solche Folge
moglich ist.

Kap. 10 enthilt die sieben Axiome des Origami, zusammen mit den detaillierten
Berechnungen der analytischen Geometrie der Axiome und Charakterisierungen
der Faltungen als geometrische Orte.

Kap. 11 stellt die Methode von Eduard Lill und die von Margharita P. Beloch
vorgeschlagene Origami-Faltung vor. Ich fiihre die Lill-Methode als Zaubertrick
ein, daher mochte ich sie hier nicht im Detail vorstellen.

Kap. 12 zeigt, dass mit Origami Konstruktionen ausgefiihrt werden konnen, die
mit Zirkel und Lineal nicht moglich sind: Dreiteilung eines Winkels, Verdopplung
eines Wiirfels und Konstruktion eines Nonagons (ein regelméBiges Vieleck mit
neun Seiten).

Kap. 13 stellt den Satz von Georg Mohr und Lorenzo Mascheroni vor, dass je-
de Konstruktion mit Zirkel und Lineal auch mit einem Zirkel allein durchgefiihrt
werden kann.

Die entsprechende Behauptung, dass nur ein Lineal ausreicht, ist falsch, weil ein
Lineal keine Léngen berechnen kann, die Quadratwurzeln sind. Jean-Victor Ponce-
let vermutete und Jakob Steiner bewies, dass ein Lineal ausreicht, wenn es irgendwo
in der Ebene einen einzigen festen Kreis gibt (Kap. 14).
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Wenn zwei Dreiecke denselben Umfang und dieselbe Flidche haben, sind sie dann
zwingend kongruent? Das scheint einleuchtend zu sein, aber es stellt sich heraus,
dass das nicht stimmt, auch wenn man eine ganze Menge Algebra und Geometrie
braucht, um ein nichtkongruentes Paar zu finden, wie in Kap. 15 gezeigt wird.

Kap. 16 prisentiert Gaul3’ Meisterstiick: den Beweis, dass ein Heptadekagon
(ein regelmifBiges Polygon mit siebzehn Seiten) mithilfe eines Lineals und eines
Zirkels konstruiert werden kann. Durch geschickte Argumentation zur Symmetrie
der Wurzeln (Nullstellen) von Polynomen erhielt er eine Formel, die nur die vier
Grundrechenarten und Quadratwurzeln verwendet. Gauf hat keine explizite Kon-
struktion eines Heptadekagons angegeben, daher wird die elegante Konstruktion
von James Callagy vorgestellt. Das Kapitel schlie3t mit Konstruktionen eines regel-
miBigen Fiinfecks, die auf Gau3’ Methode zur Konstruktion eines Heptadekagons
basieren.

Um das Buch in sich so geschlossen wie moglich zu halten, werden im Anhang
Beweise fiir Sdtze der Geometrie und Trigonometrie gesammelt, die dem Leser
vielleicht nicht geldufig sind.

Stil

e Es wird vorausgesetzt, dass der Leser iiber gute Kenntnisse der Sekundarschul-
mathematik verfiigt, einschlie3lich:

— Algebra: Polynome und Division von Polynomen, monische Polynome (sol-
che, bei denen der Koeffizient der hochsten Potenz 1 ist), quadratische Glei-
chungen, Multiplikation von Ausdriicken mit Exponenten a™ - a" = a™*™",

— Euklidische Geometrie: kongruente Dreiecke AABC =~ A DEF und die Kri-
terien fiir Kongruenz, dhnliche Dreiecke AABC ~ ADEF und die Verhilt-
nisse ihrer Seiten, Kreise und ihrer Inkreis- und Mittelpunktswinkel.

— Analytische Geometrie: die kartesische Ebene, Berechnung von Lingen und
Steigungen von Strecken, die Formel fiir einen Kreis.

— Trigonometrie: die Funktionen sin, cos, tan und die Umrechnungen zwischen
ihnen, Winkel im Einheitskreis, die trigonometrischen Funktionen von an ei-
ner Achse gespiegelten Winkeln, z. B. cos(180° — 6) = —cos 6.

e Zu beweisende Aussagen werden als Sdtze bezeichnet, ohne dass versucht wird,
zwischen Sitzen, Lemmata und Korollaren zu unterscheiden.

e Wenn ein Satz auf eine Konstruktion folgt, beziehen sich die Variablen, die im
Satz erscheinen, auf beschriftete Punkte, Geraden und Winkel in der Abbildung,
die die Konstruktion begleitet.

e Die vollstindigen Namen von Mathematikern wurden ohne biografische Infor-
mationen angegeben, die leicht in Wikipedia gefunden werden konnen.

e Das Buch ist so geschrieben, dass es so weit wie moglich in sich geschlossen ist,
aber gelegentlich hingt die Darstellung von fortgeschrittenen mathematischen
Konzepten und Sitzen ab, die ohne Beweise gegeben werden. In solchen Fillen
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wird eine Zusammenfassung des Materials in Késten présentiert, die ibersprun-
gen werden konnen.

e Es gibt keine Ubungen, aber der ambitionierte Leser wird aufgefordert, jeden
Satz zu beweisen, bevor er den Beweis liest.

e Geometrische Konstruktionen kénnen mit Software wie GeoGebra untersucht
werden.

e AB wird sowohl fiir den Namen einer Strecke als auch fiir die Linge der Strecke
verwendet.

e AABC wird sowohl fiir den Namen eines Dreiecks als auch fiir den Fldchenin-
halt des Dreiecks verwendet.
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Kapitel 1 @
Der kollabierende Zirkel Cregk o

Ein moderner Zirkel ist ein fester Zirkel: Der Abstand zwischen den beiden Schen-
keln kann festgelegt werden, sodass es moglich ist, eine Strecke oder einen Kreis
von einer Position zu einer anderen zu kopieren (Abb. 1.1a). Euklid verwendete
einen kollabierenden Zirkel, bei dem ein fester Abstand nicht eingehalten werden
kann (Abb. 1.1b). Lehrer verwenden hiufig einen Zirkel, der aus einem an einer
Schnur befestigten Marker besteht, mit dem man einen Kreis auf einer Tafel kon-
struiert. Es ist unmoglich, eine feste Liange beizubehalten, wenn der Zirkel von der
Tafel entfernt wird.

W,

T AT TN
vo bl

/

a b

Abb. 1.1 a Ein fester Zirkel. Ein Schenkel hat eine Nadel, die im Mittelpunkt des Kreises platziert
wird. Am anderen Schenkel ist ein Bleistift befestigt, mit dem der Kreis gezeichnet wird. Die
Schenkel sind durch ein festes Scharnier verbunden, sodass der Abstand zwischen den Schenkeln
(der Radius des Kreises) auch dann beibehalten wird, wenn der Zirkel vom Papier abgehoben
wird. b Ein kollabierender Zirkel. Der Benutzer hilt ein Stiick Schnur in der Mitte des Kreises.
Das andere Ende der Schnur ist an einen Bleistift gebunden und wird zum Zeichnen des Kreises
verwendet. Wenn der Zirkel vom Papier abgehoben wird, konnen die Finger (gestrichelt) leicht in
eine neue Position rutschen

© Der/die Autor(en) 2025 1
M. Ben-Ari, Mathematische Uberraschungen,
https://doi.org/10.1007/978-3-031-76041-9_1


http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1007/978-3-031-76041-9_1&domain=pdf
https://doi.org/10.1007/978-3-031-76041-9_1

2 1 Der kollabierende Zirkel

Dieses Kapitel beginnt mit einer Diskussion iiber die Bedeutung des Studiums
von Konstruktionen mit Zirkel und Lineal (Abschn. 1.1). Abschn. 1.2 vergleicht die
beiden Arten von Zirkeln bei der elementarsten Konstruktion: einer Mittelsenkrech-
ten. Abschn. 1.3 stellt Euklids Methode zum Kopieren einer Strecke mithilfe eines
kollabierenden Zirkels vor. Damit wird gezeigt, dass jede Konstruktion, die mit ei-
nem festen Zirkel durchgefiihrt werden kann, auch mit einem kollabierenden Zirkel
durchgefiihrt werden kann. Abschn. 1.4 zeigt einen Beweis fiir diesen Satz, der kor-
rekt zu sein scheint, aber nicht fiir alle Konfigurationen von Geraden und Punkten
funktioniert. Um zu verdeutlichen, dass man Diagrammen nicht trauen darf, wird in
Abschn. 1.5 der beriihmte angebliche Beweis vorgestellt, dass alle Dreiecke gleich-
schenklig sind; der Beweis scheint korrekt zu sein, ist es aber nicht, weil er auf
einem falschen Diagramm beruht.

1.1 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Die Konstruktion mit Zirkel und Lineal war frither das grundlegende Konzept, das
in der euklidischen Geometrie gelehrt wurde. In letzter Zeit ist es in den Lehrpldanen
der Schulen in Ungnade gefallen. Es ist sicherlich richtig, dass das Thema, wenn
iberhaupt, nur wenig praktischen Nutzen hat. Wie wir in Abschn. 2.2,2.3,2.4,3.4
zeigen, wussten die Griechen, wie man Konstruktionen, die mit Zirkel und Lineal
unmoglich sind, mit nur geringfiigig fortschrittlicheren Werkzeugen durchfiihren
kann. Heute konnen Computer mithilfe numerischer Methoden Konstruktionen mit
beliebiger Genauigkeit durchfiihren.
Dennoch glaube ich, dass es vorteilhaft ist, Konstruktionen zu studieren:

e Es macht mehr Spall und ist eine grofere Herausforderung, Geometrie durch
Konstruktionen zu lernen, als einfach nur Sétze und Beweise zu lesen.

e Bedeutende Durchbriiche in der Mathematik wurden durch Versuche erzielt,
Konstruktionen zu finden. In Kap. 16 wird eine Konstruktion von Gaul} vor-
gestellt, die zur modernen abstrakten Algebra gefiihrt hat, insbesondere zu der
von Evariste Galois entwickelten Theorie.

e Es ist etwas kontraintuitiv und daher sehr interessant, dass die Unmoglichkeit
der Konstruktion einiger geometrischer Objekte bewiesen werden kann.

e Leider gibt es viele Menschen, die Jahre ihres Lebens mit dem Versuch ver-
schwenden, unmogliche Konstruktionen durchzufiihren. Schiilerinnen und Schii-
ler sollten sich der Vergeblichkeit solcher Bemiihungen durchaus bewusst sein.

1.2 Feste Zirkel und kollabierende Zirkel

In einigen Geometrie-Lehrbiichern wird die Konstruktion der Mittelsenkrechten ei-
ner Strecke dargestellt, indem zwei Kreise konstruiert werden, die jeweils in den
Endpunkten der Strecke zentriert sind, sodass die Radien gleich und grdfer als die
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a b

Abb. 1.2 a Konstruktion der Mittelsenkrechten mit einem festen Zirkel. b Konstruktion der Mit-
telsenkrechten mit einem festen oder einem kollabierenden Zirkel

halbe Liinge des Abschnitts sind (Abb. 1.2a). Dies ist nur mit einem festen Zirkel
moglich, da nach dem Zeichnen des Kreises mit Mittelpunkt A der Abstand zwi-
schen den Schenkeln des Zirkels fest bleiben muss, um den Kreis mit Mittelpunkt B
zu zeichnen.

Abb. 1.2b zeigt die Konstruktion der Mittelsenkrechten entweder mit einem fes-
ten oder einem kollabierenden Zirkel. Es werden zwei Kreise konstruiert: einer mit
Mittelpunkt A und Radius 4B und einer mit Mittelpunkt B und Radius BA. Dies
kann mit einem kollabierenden Zirkel geschehen, weil (offensichtlich) AB = BA
ist, sodass der Zirkel sich nicht die Linge von ‘A B merken muss, um einen Kreis mit
dem Mittelpunkt B und demselben Radius zu konstruieren. Der Beweis, dass die in
Abb. 1.2a konstruierte Gerade eine Mittelsenkrechte ist, ist keineswegs elementar,
da relativ fortgeschrittene Konzepte wie kongruente Dreiecke verwendet werden
miissen. Der Beweis, dass die in Abb. 1.2b gezeigte Konstruktion der Mittelsenk-
rechten korrekt ist, ist jedoch einfach und basiert auf der Tatsache, dass AABC
ein gleichseitiges Dreieck ist. In der Tat ist dies der erste Satz in Euklids Elemente.
'AC = AB, da es sich um Radien desselben Kreises handelt, und in dhnlicher Weise
BC = BA. Wir haben: AC = AB = BA = BC.

Abb. 1.3a zeigt, dass das Dreieck bei der Konstruktion mit festem Zirkel ein
gleichschenkliges, aber nicht unbedingt ein gleichseitiges Dreieck ist (Abb. 1.3b).

1.3 Euklids Konstruktion zum Kopieren einer Strecke

Der zweite Satz von Euklids Elemente beschreibt, wie man eine gegebene Strecke
AB in eine Strecke gleicher Linge kopiert, deren einer Endpunkt ein gegebener
Punkt C ist. Somit bringt ein fester Zirkel keine zusétzlichen Fdhigkeiten mit sich
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C

a b

Abb. 1.3 a Konstruktion eines gleichschenkligen Dreiecks mit einem festen Zirkel. b Konstruk-
tion eines gleichseitigen Dreiecks mit einem kollabierenden Zirkel

und ein kollabierender Zirkel ist ausreichend; die Konstruktionen mit einem festen
Zirkel sind gleichwohl einfacher.

Satz 1.1 Gegeben seien eine Strecke AB und ein Punkt C. Dann kann eine Strecke
CC’, deren einer_Endpunkt C ist, mithilfe eines kollabierenden Zirkels konstruiert
werden, sodass AB = CC’ (Abb. 1.4a).

Beweis Man konstruiere den Streckenabschnitt AC. Man konstruiere das gleich-
seitige Dreieck AACD, dessen Basis AC ist (Abb. 1.4b). Nach dem ersten Satz
von Euklid ldsst sich das Dreieck mithilfe eines kollabierenden Zirkels konstruie-
ren. Man konstruiere den Strahl, der eine Verlidngerung der Strecke von D nach A
ist, und den Strahl, der eine Verldngerung der Strecke von D nach C darstellt
(Abb. 1.5a). Man konstruiere den Kreis mit dem Mittelpunkt 4 und dem Radius A B
und bezeichne den Schnittpunkt des Kreises mit dem Strahl, der DA verlangert,
als E (Abb. 1.5b). Man konstruiere den Kreis mit dem Mittelpunkt D und dem
Radius DE und bezeichne den Schnittpunkt des Kreises und des Strahls, der DC
verlangert, als F' (Abb. 1.6).

C’m o c A

a b

Abb. 1.4 a Kopieren der Strecke AB. Die Ausrichtung von CC” ist nicht von Bedeutung. b Ko-
pieren einer Strecke mit einem kollabierenden Zirkel
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a b

Abb. 1.5 a Konstruktion von Strahlen aus D. b Konstruktion eines Kreises mit Radius AB

@. 1.6 Konstruktion von
CF = AB

DC =_m .da AACD gleichseitig ist. ‘AE = AB sind Radien desselben Kreises,
ebenso DF = DE. Daher gilt:

CF=DF —-DC=DE—-DC=DE—-DA=AE =AB. O

Die Angabe der Richtungen der Strahlen ist wesentlich. Der Beweis funktioniert
hier fiir jede Strecke AB und jeden Punkt C, unabhingig von seiner Lage relativ
zu AB. Durch die Angabe der Richtungen schneidet der von den beiden Strahlen
eingeschlossene , Kegel“ die Kreise auch dann, wenn AC > AB (Abb. 1.7).

1.4 Eine fehlerhafte Konstruktion zum Kopieren einer Strecke

Beweis Man konstruiere drei Kreise: einen mit Mittelpunkt A und Radius AB,
einen mit Mittelpunkt A und Radius AC und einen mit Mittelpunkt C und Radius
AC = CA. Man bezeichne die Schnittpunkte der Kreise mit den Mittelpunkten
A bzw. C als E bzw. F und bezeichne einen Schnittpunkt des Kreises mit dem
Mittelpunkt C und des Kreises mit dem Mittelpunkt 4 und dem Radius AB als D.
Ist AC > AB, so ist die Konstruktion wie in Abb. 1.8 dargestellt.

Man konstruiere einen Kreis mit Mittelpunkt £ und Radius £D. Den Schnitt-
punkt dieses Kreises mit dem Kreis mit Mittelpunkt A und Radius AC bezeichne
man mit G. Es gibt zwei Schnittpunkte; gewihlt wird derjenige, der ndher an C liegt
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Abb. 1.7 Konstruktion fir AC > A

Abb. 1.8 Konstruktion zum E
Kopieren einer Strecke (1)

Abb. 1.9 Konstruktion zum
Kopieren einer Strecke (2)

(Abb. 1.9). CD = CE sind Radien desselben Kreises, ebenso AE = AG. Durch
die Konstruktion sind die Radien CE und A E gleich. Folglich:

CD =CE = AE = AG.

‘EG = ED sind Radien desselben Kreises, sodass AEAG =~ ADCE (Seite-Seite-
Seite) und ZGEA = ZDEC.



1.5 Trauen Sie keinem Diagramm 7

Abb. 1.10 Diagramm, fiir
welches der Beweis nicht D,

- S
funktioniert w )

Wegen

LGEC = LGEA—-ZCEA = ZDEC—-ZCEA = ZDEA

= Q sind Radien des

AB. O

folgt, dass AADE = ACGE (Seite-Winkel-Seite). AB
kleineren Kreises mit dem Mittelpunkt A4, also GC = AD

Dieser Beweis ist nur korrekt, wenn AC > ﬁ._Abb. 110 zeigt ein Diagramm, in
dem AC < AB ist, und man kann sehen, dass AB # GC.

1.5 Trauen Sie keinem Diagramm

Satz 1.2 (Natiirlich falsch) Alle Dreiecke sind gleichschenklig.

Beweis (Falsch) Fiir ein beliebiges Dreieck AABC sei P der Schnittpunkt der
Winkelhalbierenden von ZBAC und der Mittelsenkrechten von BC. Die Schnitt-
punkte der Hohen von P mit den Seiten AB, AC werden mit E bzw. F bezeichnet
(Abb. 1.11). AAPE =~ AAPF, da es sich um rechtwinklige Dreiecke mit glei-

Abb. 1.11 Ein falscher Be-
weis dafiir, dass alle Dreiecke
gleichschenklig sind
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chen Winkeln o und gemeinsamer Seite AP handelt. ADPB =~ ADPC, weil sie
rechtwinklige Dreiecke sind, PD eine gemeinsame Seite ist und BD = CD = a.
AEPB = AFPC, weil sie rechtwinklige Dreiecke sind, EP = PF durch die erste
Kongruenz und PB = PC durch die zweite Kongruenz. Durch Kombination der
Gleichungen ergibt sich, dass AABC gleichschenklig ist:

AB=AE+EB=AF+ FC=AC. O

Die Logik des Beweises ist korrekt, aber das Diagramm, auf dem der Beweis beruht,
ist nicht korrekt, weil der Punkt P auflerhalb des Dreiecks liegt (Abb. 1.12).

Abb. 1.12  Warum die Kon- A
struktion nicht funktioniert

Was ist die Uberraschung?

Als Schiiler hielt ich es fiir selbstverstindlich, dass ein Zirkel ein Reibungsgelenk
hat, das den Abstand zwischen der Spitze und dem Bleistift beibehilt, wenn er
vom Papier abgehoben wird. Als der Lehrer einen Zirkel benutzte, der aus einem
Stiick Schnur und einem Stiick Kreide bestand, konnte ich mir nicht vorstellen,
dass er sich von meinem Zirkel unterscheidet. Der Artikel von Godfried Toussaint
war eine echte Uberraschung, ebenso wie sein Nachweis, dass die Beweise nach
Euklid falsch waren, weil sie auf Diagrammen mit unrichtigen Annahmen beruhten.
Ich empfehle den Artikel allen Lesern, die ihr Verstindnis von Beweisen in der
Mathematik vertiefen wollen.

Quellen

Dieses Kapitel stiitzt sich auf [50]. Die fehlerhafte Konstruktion der Gleichwertig-
keit der beiden Zirkel in Abschn. 1.4 stammt von [37]. Eine umfassende englische
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Ubersetzung von Euklids Elemente zusammen mit einem umfangreichen Kommen-
tar [22] wurde von Thomas L. Heath, einem der fiihrenden Experten fiir griechische
Mathematik, verfasst.
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Kapitel 2 @

Dreiteilung eines Winkels

Es ist unmdglich, einen beliebigen Winkel nur mit Zirkel und Lineal dreizuteilen
(den Winkel in drei gleiche Teile zu zerlegen). Die Dreiteilung erfordert die Kon-
struktion von Kubikwurzeln, aber ein Lineal und ein Zirkel kénnen nur Lingen
konstruieren, die aus ganzen Zahlen, den vier Grundrechenarten und Quadratwur-
zeln gebildet sind. Dies wurde von Pierre Wantzel im Jahr 1837 bewiesen. Dennoch
versuchen unzihlige Amateure weiterhin, einen Winkel dreizuteilen. Ihre Konstruk-
tionen sind Anniherungen, auch wenn sie davon iiberzeugt sind, dass die Konstruk-
tionen korrekt sind. Abschn. 2.1 stellt zwei dieser Konstruktionen vor, entwickelt
Formeln fiir die Winkel und zeigt die Fehler in den Nidherungen.

Griechische Mathematiker entdeckten, dass man Winkel dreiteilen kann, wenn
man andere Instrumente zulédsst. Abschn. 2.2 erklirt eine Konstruktion von Archi-
medes, die ein einfaches Instrument namens Neusis verwendet, und Abschn. 2.3
zeigt, wie man einen Wiirfel mithilfe der Neusis verdoppelt. Abschn. 2.4 stellt eine
Konstruktion von Hippias fiir die Dreiteilung unter Verwendung eines Instruments
namens Quadratrix vor. Den Rest des Kapitels bildet ein Beweis fiir die Unmog-
lichkeit der Dreiteilung eines Winkels. Abschn. 2.5 charakterisiert konstruierbare
Zahlen, Abschn. 2.6 setzt konstruierbare Zahlen mit Wurzeln von Polynomen in
Beziehung und Abschn. 2.7 verwendet diese Theorie, um zu zeigen, dass die Drei-
teilung eines Winkels und die Verdoppelung eines Wiirfels unméglich sind.

2.1 Niherungsweise Dreiteilungen

2.1.1 Erste niherungsweise Dreiteilung

Konstruktion Sei § = ZAOB ein beliebiger Winkel; man nehme ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit an, dass A, B auf einem Einheitskreis liegen, dessen Mit-
telpunkt O ist. Man halbiere ZAOB, und sei C der Schnittpunkt der Winkelhal-
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Abb. 2.1 Erste nihe- B
rungsweise (approximative)
Dreiteilung (1)

12 1/2

bierenden mit d@inheitskreis. Sei D der Mittelpunkt von OA, und sei T der
Mittelpunkt von DC. Der Winkel ZDOT wird mit ¢ bezeichnet (Abb. 2.1).

Satz 2.1
tanp = 2sin(0/2)
14 2co0s(8/2)°

Beweis Abb. 2.2 ist ein Ausschnitt aus Abb. 2.1 und enthélt zusdtzliche Anmer-
kungen.

Sei CF die Senkrechte zu OA, die OA in F schneidet. Da OC = 1 ist, ist
CF =sin(6/2) und OF = cos(6/2). Sei TE die Senkrechte zu OA, die OA in E
schneidet.

T ist der Mittelpunkt von DC, also DT = TC = a. Aber FT ist die Seiten-
halbierende der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks; also ist F T = a, und
somit ist das A DTF gleichschenklig. Daraus folgt, dass TE sowohl Seitenhalbie-
rende als auch Hohe von DF ist. Aus dem Diagramm ist das leicht zu erkennen:

Y
—2 2COS .

Die Berechnung der Linge 2a = C D mithilfe des Satzes von Pythagoras in ADCF
liefert:

o 1\’ 0
(2a)* = (COSE_E) + sin? = .
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sin(6/2)

1/2

cos(6/2)

< (cos(0/2)-(1/2)) >
<~ (1/2) + (1/2) (cos(6/2) - (1/2)) —>

Abb. 2.2 Erste niherungsweise Dreiteilung (2)

Die Linge & = TE kann aus dem Satz des Pythagoras berechnet werden in
ADTE:

1
h=—sin§
2 2
1.6
h —s1n5 2s1n§
S = . d
e OE 1+1 o _1 14+ 2cos
— 4+ —(cos = — = —
2 2 2 2

Dies ist eine Anndherung an eine Dreiteilung ¢ = 6/3. Fiir 6 = 60°:

1 2sin 30° 1 o o
tan m = tan 0,366 ~ 20,1 ~ 20°.
COS

Tab. 2.1 zeigt die Fehler fiir eine Reihe von spitzen Winkeln. Der Fehler ist bei
kleinen Winkeln relativ gering und steigt bei 85° auf 1 % an.
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Tab. 2.1 Fehler bei der 0 () 6/3(°) tan~!¢ (°)  Fehler (°) Fehler (%)
ersten approximativen Drei- 5 1.667  1.667 0.000 0.004
teilung 10 | 3333 3334 0000 0014

15 5,000 5,002 0,002 0,032
20 6,667 6,670 0,004 0,057
25 8,333 | 8,341 0,007 0,088
30 10,000 10,013 0,013 0,128
35 11,667 11,687 0,020 0,174
40 13,333 13,364 0,030 0,228
45 15,000 | 15,043 0,043 0,289
50 16,667 16,726 0,060 0,358
55 18,333 | 18,413 0,080 0,435
60 20,000 20,104 0,104 0,520
65 21,667 21,799 0,133 0,612
70 23,333 23,500 0,166 0,713
75 125,000 25,206 0,206 0,823
80 26,667 26,918 0,251 0,941
85 28,333 28,636 0,303 1,068

2.1.2 Zweite niherungsweise Dreiteilung

Konstruktion Sei § = ZAOB ein beliebiger Winkel; man nehme ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit an, dass A, B auf einem Einheitskreis liegen, dessen Mit-
telpunkt O ist. Man konstruiere einen Kreis mit dem Radius 1/3 und dem Mittel-
punkt O und lasse D seinen Schnittpunkt mit OA sein. Man halbiere ZAOB; C
sei der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden mit dem Kreis mit Radius 1/3. Man
konstruiere die Sehne CD und die Sehnen AE = ET = CD. Da gleichen Sehnen
gleiche Zentriwinkel gegeniiberliegen, gilt ZTOE = ZEOA = ¢ (Abb. 2.3).

Satz 2.2 . )
cosp =1— 5(1 —cos(6/2)) =1— 5 sin(0/4) .

Beweis Mit dem Kosinussatz gilt in ADOC:

= (. 2 + (2 2 (1) (1) cosy2) = 201 6/2))
= 3 3 3 3 COS = 9 COSs .
Mit dem Kosinussatz gilt in A EOA:

ﬁzz12+12—2-1-1-cos¢=2(1—COS¢)-

Wenn man die beiden Ausdriicke fir CD = AFE gleichsetzt und vereinfacht,
erhélt man:

cosp =1— é(l —cos(6/2)).
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Abb. 2.3 Zweite ndherungs-
weise Dreiteilung

1/3 2/3

Da cos 2a = cos? @ — sin @ = 1 — 2 sin? &, und somit 1 — cos 2« = 2 sin” &, haben
wir die alternative Formel:

2
cosp =1— 5 sin?(9/4). O
Dies ist eine Anniherung an eine Dreiteilung 2¢ = 6/3. Fiir 6 = 60°:
71 l o o (e}
2 cos 1—5(1—00530) ~ 19,8° ~ 20°.

Tab. 2.2 zeigt die Fehler fiir eine Reihe von spitzen Winkeln. Diese Konstruktion
ist wesentlich ungenauer als die in Abschn. 2.1.1.

2.2 Dreiteilung mit einer Neusis

Ein Lineal hat keine Markierungen und kann nur verwendet werden, um eine ge-
rade Linie zwischen zwei gegebenen Punkten zu konstruieren. Archimedes zeigte,
dass eine Neusis, ein Lineal mit zwei Markierungen, die einen festen Abstand von-
einander haben, zur Dreiteilung eines Winkels verwendet werden kann (Abb. 2.4).
Wir definieren den Abstand zwischen den Markierungen als 1.

Konstruktion Sei o« = ZABE ein beliebiger Winkel in einem Einheitskreis mit
Mittelpunkt B, wobei der Radius des Kreises gleich dem Abstand zwischen den
Markierungen auf der Neusis ist. Man erweitere den Radius EB iiber den Kreis
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Tab. 2.2 Fehler bei der 6 (°) 6/3 ()| cos™12¢ (°) | Fehler (°) | Fehler (%)

zweiten approximativen Drei- 5 1,667 1,667 0,000 0,007

teilung 10 | 3333 3332 0,001 0,028
15 5,000 | 4,997 0,003 0,063
20 6,667 | 6,659 0,008 0,113
25 8,333 | 8,319 0,015 0,176
30 10,000 | 9,975 0,025 0,254
35 11,667 | 11,626 0,040 0,346
40 13,333 | 13,273 0,060 0,451
45 115,000 14,914 0,086 0,571
50 16,667 | 16,549 0,118 0,705
55 18,333 | 18,177 0,156 0,853
60 20,000 | 19,797 0,203 1,015
65 21,667 | 21,408 0,258 1,192
70 23,333 23,011 0,322 1,382
75 125,000 24,603 0,397 1,586
80 26,667 26,185 0,481 1,805
85 28,333 27,756 0,577 2,038

hinaus. Nun legt man eine Kante der Neusis auf 4 und verschiebt sie, bis sie die Ver-
lingerung von EB bei D und den Kreis bei C schneidet, wobei die Markierungen
so verwendet werden, dass die Lange der Strecke CD 1 betréigt.1 Man konstruiere
die Gerade AD. Bezeichne ZCDB = f8 (Abb. 2.5).

l l

Abb. 2.4 Eine Neusis

Abb. 2.5 Die Neusis-
Konstruktion zur Dreiteilung
eines Winkels (1)

! Diese Operation wird Einschiebung genannt.
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Abb. 2.6 Die Neusis-
Konstruktion zur Dreiteilung
eines Winkels (2)

Satz23 S =«a/3.

Beweis Man konstruiere BC und bezeichne die Winkel und Strecken wie in
Abb. 2.6 gezeigt. AABC und A BCD sind gleichschenklige Dreiecke: AB = BC
sind Radien desselben Kreises und BC = CD aufgrund der Konstruktion mit der
Neusis. Da die Summe der Winkel eines Dreiecks gleich 180° ist und die Summe
von Nebenwinkeln ebenfalls gleich 180° ist, haben wir:

€ =180° —2p

y =180°—¢ =28

8 =180° —2y = 180° — 4
a=180°-6—-pB=36. 0

2.3 Verdoppelung des Wiirfels mit einer Neusis

Zu einem Wiirfel C soll ein anderer Wiirfel mit dem doppelten Volumen konstruiert
werden. Ist das Volumen von C gleich V, so haben seine Seiten die Linge ~/V . Die
Seiten eines Wiirfels mit dem doppelten Volumen sind /2V = +/2- +/V; wenn wir
also +/2 konstruieren kénnen, kénnen wir den Wiirfel verdoppeln.

Konstruktion Man konstruiere das gleichseitige Einheitsdreieck A A B C und ver-
lingere CA um eine weitere Strecke der Linge 1 nach D. Man konstruiere Strahlen,
die AB und DB verlingern. Die Neusis wird auf den Punkt C gelegt und verscho-
ben, bis eine Markierung der Neusis auf dem Strahl ‘AB bei P und die andere
Markierung auf dem Strahl DB bei Q liegt. Bezeichne CQ = x und BP = y
(Abb. 2.7).

Satz24 x = 2.
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Abb. 2.7 Verdoppelung des
Wiirfels mit einer Neusis

Beweis Da AABC gleichseitig ist, ist cos ZCAP = cos 60° = % und nach dem
Kosinussatz giltin AAPC:

CP’ =AC + AP —2.4C - AP cos 60° (2.1a)

1
(x+1)2=12+(y+1)2—2-1-(y+1)'§ (2.1b)
x24+2x =y +y. (2.1¢)

Nach dem Lehrsatz des Menelaos (Satz A.20):

i PO TD _
BP OC DA
Deshalb:
1 1 2
— .. =1 (2.2a)
y x 1
xy=2. (2.2b)
Setzt man (2.2b) in (2.1c) ein, erhilt man:
4 2

x2+2x=—2+—
X X

xt+2x =44 2x
Xx+2)=2(x+2)
x=+2.0

2.4 Dreiteilung mithilfe einer Quadratrix

Sei ABCD ein Quadrat. Sei /; eine Strecke, die anfangs auf DC liegt, und sei
[, eine Strecke, die anfangs auf AD liegt. Wir bewegen /; mit einer konstanten
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D C D C

A B A</ B
a b

Abb. 2.8 a Eine Quadratrixkurve. b Ein Quadratrixzirkel

linearen Geschwindigkeit, bis sie ‘AB erreicht, und drehen /, mit einer konstan-
ten Winkelgeschwindigkeit im Uhrzeigersinn um A, bis sie ebenfalls AB erreicht.
Nehmen wir an, dass die Strecken A B gemeinsam erreichen. Wenn /, beispielswei-
se mit 1°/Sekunde rotiert und die Seite des Quadrats 9 Zentimeter lang ist, muss
sich /; mit 0,1 cm/Sekunde bewegen. Die Spur ihres Schnittpunkts P nennt man ei-
ne Quadratrixkurve oder einfach eine Quadratrix (Abb. 2.8a). Ihre Definition wird
auf den Mathematiker Hippias zuriickgefiihrt.

Eine Quadratrix kann mithilfe eines Quadratrixzirkels konstruiert werden, wie
in Abb. 2.8b gezeigt. Er besteht aus zwei (unmarkierten) geraden Linien, die sich
wie oben beschrieben bewegen. Ein Gelenk zwingt sie dazu, sich gemeinsam zu
bewegen und zeichnet die Kurve nach.

Eine Quadratrix kann zur Dreiteilung eines Winkels verwendet werden.

Konstruktion Sei ZCDP; = « ein beliebiger Winkel, wobei P; der Schnittpunkt
der Gerade, die den Winkel « relativ zu DC definiert, mit der Quadratrix ist. Man
konstruiere eine Gerade durch P; parallel zu D C und bezeichne ihren Schnittpunkt
mit AD als E. Man bezeichne die Strecke DE mit ¢ und dreiteile sie (Abschn. 2.5),
um den Punkt F zu erhalten, der #/3 von D C entfernt ist. Sei P, der Schnittpunkt
einer zu DC parallelen Gerade von F mit der Quadratrix, und bezeichne 6 den
Winkel zwischen DC und DP, (Abb. 2.9).

Satz2.5 0 =«/3.

Beweis [E hatdie y-Koordinate 1 —¢, also hat F' konstruktionsbedingt die y-Koor-
dinate 1 — (¢ /3). Da die konstante lineare Geschwindigkeit der horizontalen Gerade
proportional zur konstanten Winkelgeschwindigkeit der rotierenden Gerade ist, gilt
0/a = (t/3)/tund 6 = /3. O
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D c
i 0
t/3
P
I S O N NG
t (074
Py
E ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
1-1¢
A B

Abb. 2.9 Dreiteilung eines Winkels mithilfe einer Quadratrix

2.5 Konstruierbare Zahlen

Sei [ eine Strecke der Linge 1.

Definition 2.1 Eine Zahl a ist dann und nur dann konstruierbar, wenn eine Strecke
der Lidnge a mit Zirkel und Lineal ausgehend von / konstruiert werden kann.

Man konstruiere fiir den Streckenabschnitt / = AB eine Gerade, die AB enthiilt,
und suche mit dem Zirkel einen Punkt C auf der Gerade, der 1 von B entfernt ist.
Dann hat AC die Lénge 2, sodass die Zahl 2 konstruierbar ist. Eine Strecke BD
der Linge 1 kann senkrecht zu AB bei B konstruiert werden. Die Hypotenuse des
Dreiecks A ABD hat die Linge /2, also ist die Zahl /2 konstruierbar.

Satz 2.6 FEine Zahl ist dann und nur dann konstruierbar, wenn sie der Wert eines
Ausdrucks ist, der aus den ganzen Zahlen, den vier Grundrechenarten {+, —, X, /}
und der Operation der Quadratwurzel gebildet wird /.

Beweis Zunichst zeigen wir, dass die Werte dieser Ausdriicke konstruierbar sind.

Addition und Subtraktion Man konstruiere aus den Strecken PQ = a und
RS = b einen Kreis mit dem Mittelpunkt Q und dem Radius b (Abb. 2.10). Man
verlingere die Gerade P Q, bis sie den Kreis in U schneidet. Dann ist PTQU eine
Strecke, wobei PT =a —bund PU = a + b.
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: —| . s
ab—\ By

a+b

Abb. 2.10 Konstruktion von Addition und Subtraktion

b C b C
P T
o (0]
a D A al/b D A
ab a
a b

Abb. 2.11 a Konstruktion der Multiplikation. b Konstruktion der Division

Multiplikation Durch dhnliche Dreiecke in Abb. 2.11a erhalten wir (1/b) =
(a/OA), also OA = ab.

Division Durch ihnliche Dreiecke in Abb. 2.11b erhalten wir (1/b) = (OD /a),
also OD =a/b.

Quadratwurzeln Man konstruiere fiir eine Strecke BC =a, AB = 1 +a und einen
Halbkreis mit A B als Durchmesser. Weiter konstruiere man eine Senkrechte bei C,
und D sei der Schnittpunkt der Senkrechten mit dem Kreis (Abb. 2.12). ZADB ist
ein rechter Winkel, weil er dem Kreisdurchmesser gegeniiberliegt. Da es sich um
dhnlichen Dreiecke handelt, ist (/1) = (a/h), also h*> = aund h = /a.

Abb. 2.12 Konstruktion
einer Quadratwurzel
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4 / 4
3 3
2 2
P
1 P 1
R /1 2 s a4 3 a1 1 2] 3 4
-1 0 -1
2 )
_/4 -3
a b

Abb. 2.13 a Der Schnittpunkt von zwei Geraden. b Die Schnittpunkte einer Gerade und eines
Kreises

Um die Umkehrung des Satzes zu beweisen, miissen wir bestimmen, welche Aus-
driicke mit Zirkel und Lineal konstruiert werden konnen. Es gibt drei Konstruktio-

nen:2

1. Zwei Geraden schneiden sich in einem Punkt (Abb. 2.13a). Die Koordinaten
des Schnittpunkts lassen sich aus den Gleichungen der beiden Geraden ableiten
y = x und y = 4x — 2. Der Schnittpunkt ist P = (2/3,2/3).

2. Eine Gerade schneidet einen Kreis in null, einem oder zwei Punkten (Abb. 2.13b).
Die Koordinaten der Schnittpunkte lassen sich aus den Gleichungen der Gera-
den y = x und des Kreises x> + y?> = 4 ableiten. Die Schnittpunkte sind
P = (V2,vDund Q = (—v2,—2).

3. Zwei Kreise schneiden sich in null, einem oder zwei Punkten (Abb. 2.14). Die
Koordinaten der Schnittpunkte lassen sich aus den Gleichungen der beiden Krei-
se (x — 1)2 + y2 =4, (x + 1)> + y? = 4 ableiten. Die Schnittpunkte sind P =
(0.42), 0 = (0,—v2). O

2.6 Konstruierbare Zahlen als Wurzeln von Polynomen

Um zu zeigen, dass eine Zahl nicht konstruierbar ist, miissen wir beweisen, dass
sie nicht nur mit ganzen Zahlen und den Operationen {+, —, X, /, 4/} ausgedriickt
werden kann.

Wir werden zeigen, dass konstruierbare Zahlen die Wurzeln einer bestimmten
Klasse von Polynomen sind, und dann beweisen, dass die Dreiteilung eines Winkels

2 Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden diese fiir bestimmte Werte und nicht fiir die allge-
meinsten Gleichungen dargestellt.
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Abb. 2.14 Die Schnittpunkte 4
von zwei Kreisen

und die Verdoppelung eines Wiirfels die Konstruktion von Wurzeln von Polyno-
men erfordern, die nicht zu dieser Klasse gehoren. Heute werden diese Ergebnisse
mithilfe der Feldtheorie der abstrakten Algebra bewiesen, aber hier gebe ich einen
Beweis, der elementare Mathematik verwendet. Der Beweis basiert auf der folgen-
den Definition.

Definition 2.2 Die Tiefe eines Ausdrucks, der aus den ganzen Zahlen und den
Operatoren {+, —, X, /, 4/} aufgebaut ist, ist die maximale Verschachtelungsebene

von Quadratwurzeln.

Beispiel 2.1 Betrachte den folgenden Ausdruck:

\/17+3JT—\/34—2JW—2\/34+2JW.

Die Tiefe betrédgt 3, weil rechts im Ausdruck +/17 steht, das in v 34 + 2+4/17 ver-
schachtelt ist, das wiederum in \/ 17+ -+ — -+ =234 + 24/17 verschachtelt ist.

Satz 2.7 Ein Ausdruck der Tiefe n kann ausgedriickt werden als a + b \/c, wobei
a, b, c Ausdriicke der Tiefe von hichstens n — 1 sind.

Beweis Einfache Berechnungen zeigen, dass die Ausdriicke (a; + bij+/c)op
(ay + by+/c) fiir die Operatoren op = {+, —, X} zu Ausdriicken a + b+/c der Tiefe
n — 1 fiihren. Bei der Division ist die Berechnung etwas komplizierter:

ay + bi/c _ (a1 + biy/c)(az — byy/c)
ar +byJc  (ar+ by/c)(ar — by /c)
_ aay —b1b2C azbl —a]bz\/z

2_ 2 2_ 2
ay — byc a; — bsc
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die die Form a + b./c hat, wobei a, b, ¢ die Tiefe n — 1 haben. SchlieBlich ist die
Quadratwurzel aus einem Ausdruck der Tiefe n — 1 ein Ausdruck der Tiefe n. O

Satz 2.8 Sei p(x) ein monisches kubisches Polynom mit rationalen Koeffizienten:
p(x) = x>+ ax* + ajx + ay,

und sei r = a + b./c eine Wurzel von p(x) von minimaler Tiefe n, wobei a, b, ¢
(hochstens) n — 1 tief sind. Dann ist r' = a — b \/c eine Wurzel von p(x) und r #r’.

Beweis Berechnen wir p(r), das gleich 0 ist, da r eine Wurzel ist:

(@a+ b)) +aya+byc) +a(a+bye)+ay =
(a® 4+ 3a*b/c + 3ab’*c + b3c\/c)
+ax(a® + 2ab./c + b*c) + ai(a +bJc) +ay =
(@3 + 3ab*c + aya® + arb*c + aja + ay)
+ (3a*b + b3c + 2a,ab + a1b)J/c =
d+eic = 0,

wobei d, e Ausdriicke der Tiefe n — 1 sind, die aus den rationalen Koeffizienten und
a,b, c gebildet werden. Dann ist /c = —d /e, sodass a + b./c als Ausdruck der
Tiefe n — 1 ausgedriickt werden kann, wobei die Annahme gilt, dass a + b /c von
minimaler Tiefe n ist. Da 4/c # 0 ist und die Tiefe n hat, muss d + e+/c Null sein,
damitd = e = 0.

Betrachten wir nun ' = a — b \/c. Aus der obigen Berechnung ergibt sich, dass
p(rY=d —ec =0+ 0-./c =0,also ist auch r’ eine Wurzel aus p.

Wenn r =’ ist, dann ist 0 = r —r’ = 2b /¢, was nur gilt, wenn b = 0 ist, sodass
r,r’ die Tiefe n — 1 hitten, was wiederum der Annahme widerspricht. O

Satz 2.9 Wenn ein monisches kubisches Polynom mit rationalen Koeffizienten
p(x) = X3 4 arx? + aix + ag

keine rationalen Wurzeln hat, ist keine seiner Wurzeln konstruierbar.

Beweis Mit dem Fundamentalsatz der Algebra (Satz 16.1) hat p(x) drei Wurzeln
r1,72,73. Sei rp = a + b.4/c eine Wurzel der minimalen Tiefe 7. Unter der Annah-
me, dass es keine rationalen Wurzeln gibt, sei n > 1, und daher » # 0 und ¢ # 0.
Nach Satz 2.8 ist r, = a — b+/c ebenfalls eine Wurzel. Wir fiihren die folgende
Multiplikation durch:

(x—r)(x —r)(x —r3) = x> = (r1 4+ r2 + r3)x’ (2.3a)
+ (rira + rirs + rar3)x + rirrs (2.3b)
a, = —(r1+r+r3) (2.3¢)

r3= —(ay+r+r). (2.3d)
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Da a, rational ist, ist dies auch
r3=—a,—(ri+r)=—a—2a,

was der Annahme widerspricht. [

2.7 Die Unméoglichkeit der klassischen Konstruktionen

Satz 2.10 /2 ist irrational.

Beweis Nehmen wir an, dass ~/2 rational und gleich p/q ist, wobei p,q ganze
Zahlen sind, die keine anderen gemeinsamen Teiler als &1 haben. Dann:

(p/q)* = (V2)
p =24,

also muss p durch 2 teilbar sein, also p = 2r. Jetzt:

8r’ = 24°
¢ =4,

q ist also durch 2 teilbar, was der Annahme widerspricht, dass p, g keinen gemein-
samen Teiler haben. [

Satz 2.11 x> — 2 hat keine rationalen Wurzeln, sodass es unmaoglich ist, einen
Wiirfel mit Zirkel und Lineal zu verdoppeln.

Beweis Eine seiner Wurzeln ist «3/5, die nach Satz 2.10 irrational ist. Die anderen
Wurzeln sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung x? + +/2x + (+/2)2, die
man durch Division von x3 — 2 durch x — </2 erhilt. Es ist leicht zu tiberpriifen,
dass die Wurzeln nicht rational sind (tatsdchlich nicht einmal reell). O

Satz 2.12 Es ist unmaoglich, einen beliebigen Winkel mit einem Lineal und einem
Zirkel dreizuteilen.

Beweis Es geniigt, die Unmoglichkeit fiir einen Winkel zu zeigen. Versuchen wir,
60° zu dreiteilen, um 20° zu erhalten.
Nach Satz A.6:

cos3a = 4cos’ @ — 3cosa
c0s 60° = 4 cos’ 20° — 3 cos 20° .
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Bezeichne x = cos 20° und 2x durch y. Da cos 60° = 1/2 ist, haben wir:

5 1
4x —3x—=-=0
2
8x'—6x—1=0
y =3y —1=0.
Um zu beweisen, dass das Polynom y3 — 3y — 1 keine rationalen Wurzeln hat,

nehme man an, dass y = a/b eine rationale Wurzel ist, wobei «, b keinen anderen
gemeinsamen Teiler als =1 haben. Dann:

(a/b)’ =3(a/b)—1=0 (2.4a)
a’ —3ab* =b? (2.4b)

a(a*> —3b%) =b* (2.4¢)

a® = b(b* + 3ab). (2.44)

Nach (2.4c¢) muss b durch a teilbar sein, und nach (2.4d) muss a durch b teilbar
sein, was nur moglich ist, wenn @ = b = 1 und a/b = £1. Einfache Berechnung
zeigt,dass y =a/b = 1und y = a/b = —1 keine Wurzeln des Polynoms sind. [

Ein alternativer Weg, die Unmoglichkeit der Konstruktionen zu beweisen, ist die
Verwendung des folgenden Satzes, den wir ohne Beweis prisentieren.

Satz 2.13  Wenn ein monisches Polynom p(x) = x" 4+ a,_1x"~' + -+ + ao mit
ganzzahligen Koeffizienten rationale Wurzeln hat, dann hat es ganzzahlige Wurzeln.

Um zu zeigen, dass es nicht moglich ist, einen Wiirfel zu duplizieren, miissen wir
zeigen, dass
3
X’ =2=(x—r)(x—r)x—ro)

keine ganzzahligen Wurzeln hat. Da (—r,)(—r;)(—rp) = —2 ist, miissen alle Wur-
zeln durch 2 teilbar sein, also sind die einzigen moglichen ganzzahligen Wurzeln
+1, £2. Eine schnelle Berechnung zeigt, dass keine von ihnen Wurzeln sind.

Um die Unmoglichkeit der Dreiteilung eines Winkels zu zeigen, miissen wir
zeigen, dass y* — 3y — 1 keine ganzzahligen Wurzeln hat. Eine ganzzahlige Wurzel
muss —1 teilen, aber weder 1 noch —1 sind Wurzeln.

Was ist die Uberraschung?

Underwood Dudley hat eine umfangreiche Studie iiber die ,,Cranks®, wie er sie
nennt, durchgefiihrt, die Jahre ihres Lebens mit dem Versuch verschwenden, Win-
kel mit Zirkel und Lineal dreizuteilen. Sie machen sich nicht nur vor, dass dies
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moglich ist, sondern, was noch schlimmer ist, sie glauben, dass eine Losung wich-
tig wire. Natiirlich hitte eine Losung keinen praktischen Nutzen, da Werkzeuge wie
die Neusis und die Quadratrix das Problem exakt 16sen konnen. Die schiere Anzahl
solcher Konstruktionen ist erstaunlich, zumal viele von ihnen clever sind und gu-
te Nédherungen erzielen. Das Berechnen der mit den Konstruktionen verbundenen
Formeln ist eine hervorragende Ubung in Trigonometrie.

Erstaunlich ist auch, dass die Beweise fiir die Unmoglichkeit dieser geome-
trischen Konstruktionen rein algebraisch sind, indem man die Eigenschaften der
Waurzeln von Polynomen verwendet.

Quellen

Wikipedia [51, 58, 61] ist eine gute Quelle fiir die Konstruktionen in diesem Kapitel.
Die beiden angendherten Dreiteilungen stammen aus [15, S. 67-68, 95-96]. Das
zweite Beispiel wird dem beriihmten Philosophen Thomas Hobbes zugeschrieben.
Sowohl [31, S. 48-49] als auch [15, S. 6-7] behandeln die Dreiteilung mithilfe
der Quadratrix. Die Verdoppelung des Wiirfels mithilfe einer Neusis wird von [14]
iibernommen.

Eine rigorose Behandlung der Konstruierbarkeit findet sich in Lehrbiichern iiber
abstrakte Algebra wie [17], das einen allgemeinen Beweis der Umkehrung von
Satz 2.6 in Abschn. 32 enthilt. Satz 2.13 ist Satz 23.11 von [17]. Eine relativ zu-
géingliche Darstellung von Wantzels Beweis findet sich in [48]. Meine Darstellung
der Konstruierbarkeit stiitzt sich auf die Darstellungen in [11, Kap. III] und [27].
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Kapitel 3 ()]
Die Quadratur des Kreises Qe

Die Quadratur des Kreises, d. h. die Konstruktion eines Quadrats mit der gleichen
Flache wie ein gegebener Kreis, ist eines der drei Konstruktionsprobleme, die sich
die Griechen stellten, aber nicht 16sen konnten. Anders als bei der Dreiteilung des
Winkels und der Verdoppelung des Wiirfels, wo die Unmoglichkeit aus den Ei-
genschaften der Wurzeln von Polynomen folgt, ergibt sich die Unmdoglichkeit der
Quadratur des Kreises aus der Transzendentalitit der Zahl rr: Sie ist keine Wurzel
eines Polynoms mit rationalen Koeffizienten. Dies ist ein schwieriger Satz, der 1882
von Carl von Lindemann bewiesen wurde.

Anniherungen an 7w & 3,14159265359 sind seit dem Altertum bekannt. Einige
einfache, aber einigermallen genaue Niherungen sind:

22 333 355
— ~ 3,142857, — =~ 3,141509, — =~ 3,141593.
7 106 113

Wir stellen drei Konstruktionen von Nidherungswerten von s mithilfe von Zirkel
und Lineal vor. Eine stammt von Adam Kochanski (Abschn. 3.1) und zwei von Ra-
manujan (Abschn. 3.2, 3.3). In Abschn. 3.4 zeigen wir, wie man den Kreis mithilfe
der Quadratrix quadriert.

Die folgende Tabelle zeigt die Formeln fiir die konstruierten Lingen, ihre Na-
herungswerte, die Differenz zwischen diesen Werten und dem Wert von & und den
Fehler in Metern, der sich ergibt, wenn die Ndherung zur Berechnung des Erdum-
fangs verwendet wird, wobei ein Radius 6378 km unterstellt wird.

Konstruktion | Formel Wert Differenz | Fehler (m)
T - 3,14159265359  — -
140
Kochanski 3 243 3,14153333871 5,93 x 10~° | 757
. 355 5
Ramanujan 1 13 3,14159292035 | 2,67 x 10 3,4
192\ V4
Ramanujan 2 (92 + E) 3,14159265258 | 1,01 x 10~° | 0,013
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D

Abb. 3.1 Kocharnskis Ndherungswert von

3.1 Kochanskis Konstruktion

Konstruktion (Abb. 3.1)

1. Man konstruiere einen Einheitskreis mit dem Mittelpunkt O, AB sei ein Durch-
messer. Man konstruiere eine Tangente an den Kreis bei A.

2. Man konstruiere einen Einheitskreis mit dem Mittelpunkt A und bezeichne sei-
nen Schnittpunkt mit dem ersten Kreis als C. Man konstruiere einen Einheits-
kreis, dessen Mittelpunkt C ist, und bezeichne seinen Schnittpunkt mit dem
zweiten Kreis als D.

. Man konstruiere OD und bezeichne deren Schnittpunkt mit der Tangente als E.

4. Man konstruiere von E aus F, G, H, jeweils im Abstand 1 zum vorherigen

Punkt.
5. Man konstruiere BH .

S [40
Satz3.1 BH = 3 — 23 ~ 7.

Beweis Abb. 3.2 ist ein vergroferter Ausschnitt aus Abb. 3.1, dem gestrichelte
Strecken hinzugefiigt wurden. Da es sich bei allen Kreisen um Einheitskreise han-
delt, sind die Lingen der gestrichelten Strecken 1. Daraus folgt, dass AOCD eine
Raute ist, sodass ihre Diagonalen senkrecht zueinander stehen und sich an dem
mit K bezeichneten Punkt halbieren. AK = 1/2.

Die Diagonale AC bildet zwei gleichseitige Dreiecke AOAC, ADAC, also
AOAC = 60°. Da die Tangente einen rechten Winkel mit dem Radius ‘OA bildet,

(O8]
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Abb. 3.2 Detail aus Koch-
anskis Konstruktion

ist LZKAE = 30°. Jetzt:

1/2 3
; = cos30°=£
EA | 2
EA = —
V3
_ _ 1 —
AH = 3—EA=(3——)=N§—1.
NE] V3

AABH ist ein rechtwinkliges Dreieck und AH = 3 — E A, also nach dem Satz
des Pythagoras:

BH = AB +AH
27 — 643+ 1

S 40
BH 3 243 ~ 3,141533387 ~ . O

3.2 Ramanujans erste Konstruktion

Konstruktion (Abb. 3.3)

1. Man konstruiere einen Einheitskreis mit dem Mittelpunkt O, und PR sei ein
Durchmesser.
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Abb. 3.3 Ramanujans erste Konstruktion

2. Man konstruiere den Punkt H, der PO halbiert und den Punkt 7, der RO
dreiteilt (Satz 2.6).

3. Man konstruiere die Senkrechte in 7', die den Kreis in Q schneidet.

4. Man konstruiere die Sehnen RS = QT und PS.

5. Man konstruiere eine zu RS parallele Gerade von 7', die PS in N schneidet.

6. Man konstruiere eine Parallele zu RS von O aus, die PS in M schneidet.

7. Man konstruiere die Sehne PK = PM.

8. Man konstruiere die Tangente an P der Linge PL = MN.

9. Man verbinde die Punkte K, L, R.

10. Man finde den Punkt C so, dass RC gleich RH ist.

11. Man konstruiere CD parallel zu KL, wobei D den Schnittpunkt mit LR be-
zeichnet.

Satz32 RD = SELY 7.
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Beweis RS = QT durch Konstruktion und mit dem Satz des Pythagoras fiir
AQOT:

/PSR wird durch einen Durchmesser begrenzt, also ist A PSR ein rechtwinkliges
Dreieck. Mit dem Satz des Pythagoras:

PN PS
PT PR
PN /31/3
53 2
—— 531
v = V31
18
— 5 1 V31
MN = PN —-PM =31 = -~ ) = —.
18 6 9

APKR ist ein rechtwinkliges Dreieck, weil ZPKR durch einen Durchmesser be-
grenzt ist. Gemill Konstruktion ist PK = PM, und mit dem Satz des Pythagoras
erhalten wir:

ALPR ist ein rechtw_inkliges Dreieck, weil PL eine Tangente ist, also ist ZLPR
ein rechter Winkel. PL = M N gemil3 Konstruktion, und mit dem Satz des Pytha-
goras ergibt sich:

/355
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S
PS=vV31/3
V31/9
M
V5/3
V31/6

1/2 1/2 2/3 1/3

P * R
H O T
RD=+/355/113
V31/9 PR=31/6
RC=3/2
D RL=V355/9
RK=V113/6
L
C
K

Abb. 3.4 Ramanujans erste Konstruktion mit bezeichneten Strecken

Nach Konstruktion RC = RH = 3/2und CD || LK. Durch Ahnlichkeitsbetrach-
tungen bei den Dreiecken:

RD RL
RC RK
RD  /355/9
3/2 0 J113/6
___ [355
RD = /222
113
., 355
RD = T3~ 314159292035 ~ 7.

In Abb. 3.4 sind die Strecken mit ihren Lingen bezeichnet. O
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Abb. 3.5 Ramanujans zweite Konstruktion

3.3 Ramanujans zweite Konstruktion

Konstruktion (Abb. 3.5)

1.

2.

Man konstruiere einen Einheitskreis mit Mittelpunkt O und Durchmesser AB:
C sei der Schnittpunkt der Senkrechten auf AB in O mit dem Kreis.

Man dreiteile den Streckenabschnitt AO so, dass AT = 1/3 und 7O = 2/3
(Satz 2.6).

. Man konstruiere BC und finde die Punkte M, N, sodass CM = MN = AT =

1/3.

. Man konstruiere AM, AN und lasse P denjenigen Punkt auf AN sein, fiir den

AP = AM.

. Man konstruiere von P aus eine zu M N parallele Gerade, die AM in Q schnei-

det.

. Man konstruiere OQ und dann von T aus eine Gerade parallel zu OQ, die AM

in R schneidet.

. Man konstruiere @ tangential an A, sodass AS = AR.
. Man konstruiere SO.

_ 192\ /4
Satz 3.3 3v S0 = (92 + —) A TT.

22
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Beweis ACOB ist ein rechtwinkliges Dreieck, also nach dem Satz des Pythagoras
CB = /2 und: L
NB =+2-2/3.

ACOB ist gleichschenklig, also ZNBA = ZM BA = 45°. Nach dem Kosinussatz:
AN’ =BA’ + BN —2-BA-BN - cos LNBA

() e () 95

[ 22
AN =/ —.
9

Wiederum nach dem Kosinussatz:
AM = BA + BM  —2-BA-BM -cos /MBA
1\? 1 2 19
=22+(«/_—§) —2-2-(f——)-£=—

3 2 9
E— /1
AM = —9
9

Gemiif Konstruktion QP | MN, also AMAN ~ AQAP, und laut Konstruktion
AP = AM:

AQ AP _AM
AM AN AN
——
__ AM 19/9 19
A0 = _ 90 _

AN /229 3J22°
Gemiif Konstruktion TR || OQ, also ARAT ~ AQAO und:

AR AT
A0 A0
__  ___ AT 19 1/3 19

A0 3v22 1 9y

Naﬂ Konstruktion ist AS = AR, und AOAS ist ein rechtwinkliges Dreieck,
weil AS eine Tangente ist. Mit dem Satz des Pythagoras:

_ 19 \?
so= 12+ (_)
9422

192 1/4 192 1/4

<N 2 2

3vSO =3 1"+ =19+ ~ 3,14159265258 ~ 7 .
92.22 22

In Abb. 3.6 sind die Strecken mit ihren Léngen bezeichnet. [
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AM=+/19/9

AQ=19/3V22

Abb. 3.6 Ramanujans zweite Konstruktion mit bezeichneten Strecken

3.4 Quadratur des Kreises mithilfe einer Quadratrix

Die Quadratrix wird in Abschn. 2.4 beschrieben.

Sei t = DE die Strecke, die das horizontale Lineal auf der y-Achse zuriickge-
legt hat, und sei 6 der entsprechende Winkel zwischen dem rotierenden Lineal und
der x-Achse. Sei P die Position des Verbindungspunkts der beiden Lineale. Die
Ortskurve von P ist die Quadratrixkurve.

F sei die Projektion von P auf die x-Achse, und G sei die Position der Verbin-
dungsstelle, wenn beide Lineale die x-Achse erreichen, d. h. G ist der Schnittpunkt
der Quadratrixkurve mit der x-Achse (Abb. 3.7).

Satz34 AG =2/m.

Beweis Essei y = PF = EA = 1 — t. Da auf einer Quadratrix 6 in dem MalBe
abnimmt, wie ¢ zunimmt:
1—t¢
1 /2
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Abb. 3.7 Quadratur des D C
Kreises mit einer Quadratrix

t

P
E
1-1 y
0

A X F G B

Seix = AF = EP.Danntanf = y/x, also:
y b/ b1
X = =ycotd = ycot—(1—1t) = ycot—y. 3.1
ang =7 y2()y2y (3.1

Normalerweise driicken wir eine Funktion als y = f(x) aus, aber sie kann auch als
x = f(y) ausgedriickt werden.

Um x = AG zu erhalten, kénnen wir nicht einfach y = 0 in (3.1) einsetzen, da
cot 0 nicht definiert ist, also wollen wir den Grenzwert von x berechnen, wenn y
gegen 0 geht. Wir fithren zunéchst die Substitution z = (7/2)y durch und erhalten:

b4 b4 2
—ycot —y) = —(zcotz),
b4

tn 2(
X = cot — = —
y S 2

2

und fiihren dann den Grenziibergang durch:

. 2 . 2 . ZCOSZ 2 . CoS Z 2 cosO 2
hmx:—hm(zcotz):—hm( - ):—hm —_— | ==,
z—0 T 20 T z—0\ sinz 7w z—>0\ (sinz)/z T 1 b4

wobei wir lim,_,((sinz/z) = 1 (Satz A.12) verwendet haben. [

Was ist die Uberraschung?

Es ist tiberraschend, dass so genaue Niherungen an 7 konstruiert werden konnen.
Natiirlich kann man nicht umhin, tiber Ramanujans clevere Konstruktionen zu stau-
nen.
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Quellen

Kocharskis Konstruktion erscheint in [7]. Ramanujans Konstruktionen stammen
aus [38, 39]. Die Quadratur des Kreises mithilfe der Quadratrix stammt aus [31,
S. 48-49] und [61].
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Kapitel 4 @
Der Fiinf-Farben-Satz ek e

In Landkarten werden Farben verwendet, um eine Region von einer anderen zu
unterscheiden, indem dafiir gesorgt wird, dass benachbarte Regionen mit unter-
schiedlichen Farben eingefirbt werden. Im Jahr 1852 stellte Francis Guthrie fest,
dass eine Karte der Grafschaften Englands mit nur vier Farben eingefdrbt werden
konnte. Die Behauptung, dass vier Farben ausreichen, um eine beliebige Land-
karte einzufirben, wird als Vier-Farben-Satz bezeichnet und wurde erst 1976 von
Kenneth Appel und Wolfgang Haken bewiesen. Sie wendeten ausgekliigelte mathe-
matische Argumente an, um zu zeigen, dass, wenn es ein Gegenbeispiel gibt (eine
Karte, die mehr als vier Farben benétigt), diese mit einer von 1834 Konfiguratio-
nen verbunden sein muss. Anschlieend iiberpriiften sie diese Konfigurationen mit
einem Computer.

Wihrend der Vier-Farben-Satz extrem schwierig zu beweisen ist, sind die Be-
weise fiir der Fiinf- und Sechs-Farben-Satz relativ einfach (Abschn. 4.5, 4.6). Auf
dem Weg zum Beweis dieser Sitze definieren wir planare Karten und Graphen (Ab-
schn. 4.1), beweisen die Euler-Charakteristik (Abschn. 4.2) und zeigen, dass ein
planarer Graph Eckpunkte haben muss, deren Grad kleiner oder gleich fiinf ist. In
Abschn. 4.3 wird die Euler-Charakteristik verwendet, um zu zeigen, dass zwei Gra-
phen nichtplanar sind.

Im Jahr 1879 veroftentlichte Alfred B. Kempe einen Beweis des Vier-Farben-
Satzes, aber 1890 zeigte Percy J. Heawood, dass der Beweis falsch ist. In Ab-
schn. 4.7 préasentieren wir Kempes fehlerhaften Beweis und Heawoods Beweis, dass
er nicht korrekt ist.

4.1 Planare Karten und Graphen

Definition 4.1 Eine planare Karte ist eine Menge von Regionen in der Ebene, die
durch Grenzen getrennt sind. Eine Fdarbung einer Karte ist eine Zuweisung einer
Farbe zu jeder Region, sodass Regionen, die eine gemeinsame Grenze besitzen,
unterschiedliche Farben zugewiesen werden.
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a b

Abb. 4.1 a Firbung einer planaren Karte mit fiinf Farben. b Firbung einer planaren Karte mit
vier Farben

Abb. 4.1a zeigt eine fiinffarbige Darstellung einer planaren Karte mit zehn Regio-
nen. Abb. 4.1b zeigt eine vierfarbige Darstellung der gleichen Karte.

Definition 4.2 Ein Graph ist eine Menge von Eckpunkten V und eine Menge von
Kanten E, sodass jede Kante mit genau zwei Eckpunkten verbunden ist.

Ein planarer Graph ist ein Graph, bei dem sich keine Kanten kreuzen. In ei-
nem planaren Graphen werden die von einer Menge von Kanten eingeschlossenen
Bereiche Fldchen genannt.

Eine Fdrbung eines planaren Graphen ist eine Zuordnung von Farben zu Eck-
punkten, sodass keine zwei Eckpunkte der gleichen Farbe durch eine Kante verbun-
den sind.

Planare Karten und planare Graphen sind dual, und es bietet sich an, Farbungspro-
bleme in Graphen statt in Karten zu untersuchen.

Satz4.1 Bei einer planaren Karte kann ein planarer Graph so konstruiert werden,
dass es fiir jede Firbung der Regionen der Karte eine Firbung der Eckpunkte des
Graphen gibt, und umgekehrt.

Beweis Man konstruiere einen Eckpunkt fiir jede Region sowie eine Kante zwi-
schen zwei Eckpunkten genau dann, wenn die entsprechenden Regionen eine ge-
meinsame Grenze haben. O

Beispiel 4.1 Abb. 4.2a zeigt die planare Karte aus Abb. 4.1b und die mit den
Regionen verbundenen Eckpunkte. Abb. 4.2b zeigt den planaren Graphen, der der
Karte entspricht.



4.1 Planare Karten und Graphen 43

a b

Abb. 4.2 a Zuordnung von Eckpunkten zu den Regionen einer planaren Karte. b Der planare
Graph, der der planaren Karte entspricht

Des Weiteren konnen wir unsere Graphen auf diejenigen beschrinken, deren Fli-
chen dreieckig sind.

Definition 4.3 Ein Graph ist dreieckig, wenn alle seine Fliachen durch drei Kan-
ten begrenzt sind. Ein Graph kann trianguliert werden, wenn Kanten hinzugefiigt
werden konnen, sodass der Graph dreieckig ist. Wir sagen auch, dass es eine Trian-
gulation des Graphen gibt.

Beispiel 4.2 Die Fliachen des planaren Graphen in Abb. 4.2b sind dreieckig, da
jede Flache von drei Kanten begrenzt wird. Da die Kanten gekriimmt sind, handelt
es sich bei den Fldachen nicht um Dreiecke (Polygone, deren drei Kanten gerade
Strecken sind).

Der Satz von Fary besagt, dass jeder dreieckige planare Graph in einen dqui-
valenten planaren Graph umgewandelt werden kann, dessen Kanten gerade
Linien sind. Daher konnen die Beweise ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit auf planare Graphen beschrinkt werden, deren Flachen Dreiecke sind.

Beispiel 4.3 Abb. 4.3 (links) zeigt, dass ein Quadrat zweifarbig sein kann, aber
wenn es trianguliert ist (Mitte), sind vier Farben notwendig. Unser Ziel ist es zu
beweisen, dass alle Graphen n-farbig sein konnen fiir ein gewisses n. Wenn der
triangulierte Graph n-farbig ist, dann ist es auch der urspriingliche Graph, weil das
Loschen der zusitzlichen Kanten die Farbung nicht ungiiltig macht (rechts).
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Abb. 4.3 Firben eines triangulierten Graphen

4.2 Euler-Charakteristik

Satz 4.2 Sei G ein zusammenhdngender planarer Graph mit V' Eckpunkten, E
Kanten und F Flichen. Dann gilt V — E + F = 2.

Beweis Durch Induktion iiber die Anzahl der Kanten. Ist die Anzahl der Kanten
im Graphen null, so gibt es nur einen einzigen Eckpunkt und eine einzige Fliche,
also 1 — 0+ 1 = 2. Andernfalls gibt es mindestens eine Kante e, und sie verbindet
zwei Eckpunkte vy, v,. Wir 16schen die Kante e.

Fall 1: Der Graph wird unzusammenhéngend (Abb. 4.4a). Man verschmelze v,
mit v, (Abb. 4.4b). Der resultierende Graph G’ ist ein planarer zusammenhéngender
Graph und hat weniger Kanten als G, sodass nach der Induktionshypothese (V' —
1) — (E — 1) + F = 2, da auch die Anzahl der Eckpunkte um eins reduziert ist.
Vereinfachend erhalten wir V — E + F = 2 fiir G.

Fall 2: Der Graph bleibt verbunden (Abb. 4.5a). G’ hat weniger Kanten als G
(Abb. 4.5b), sodass nach der Induktionshypothese V — (E — 1) + (F — 1) = 2,da

e
Vi V2 Vi, V2

a b

Abb. 4.4 a Das Entfernen einer Kante unterbricht die Verbindung des Graphen. b Verschmelzen
von zwei Eckpunkten

a b

Abb. 4.5 a Durch das Entfernen einer Kante wird die Verbindung des Graphen nicht unterbro-
chen. b Der Graph bleibt zusammenhingend und hat weniger Kanten
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das Entfernen der Kante zwei Flachen zu einer verbindet. Vereinfachend erhalten
wirV—-—FE+ F=2firG. O

Satz 4.3 Sei G ein zusammenhiingender, triangulierter, planarer Graph mit
E Kanten und V' Eckpunkten. Dann gilt E = 3V — 6.

Beweis Jede Fliche wird von drei Kanten begrenzt, also E = 3F/2, wobei wir
durch 2 teilen, weil jede Kante zweimal gezihlt wurde: je einmal fiir jede Fliche,
die sie begrenzt. Mit der Euler-Charakteristik:

E=V+F-2
=V +4+2E/3-2
=3V —6. O

Beispiel 4.4 Der planare Graph in Abb. 4.2b hat 10 Eckpunkte und 3-10 — 6 = 24
Kanten.

Satz 4.4 Sei G ein zusammenhdingender planarer Graph. Dann gilt E < 3V — 6.

Beweis Man trianguliere G, um G’ zu erhalten. £/ = 3V’ — 6 nach Satz 4.3. Man
entferne nun Kanten aus G’, um G zu erhalten. Die Anzahl der Eckpunkte dndert
sich nicht, sodass E/ <3V —6ist. O

Beispiel 4.5 Der Graph in Abb. 4.6a hat 8 Kanten und 6 Eckpunkte, und es ist
8 <3.6—6 = 12. Abb. 4.6b zeigt einen triangulierten Graphen mit 6 Eckpunkten
und 3- 6 — 6 = 12 Kanten.

a b

Abb. 4.6 a Weniger Kanten als die Obergrenze. b In einem triangulierten Graphen ist die Anzahl
der Kanten maximal

4.3 Nichtplanare Graphen

Lassen Sie uns einen kurzen Exkurs machen, um zu zeigen, wie Satz 4.2 und 4.4
verwendet werden konnen, um zu beweisen, dass bestimmte Graphen nichtplanar
sind.
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a b

Abb. 4.7 a K ist nichtplanar. b Ein gescheiterter Versuch, K als planar zu zeichnen

Satz4.5 Ks, dervolistindige Graph mit fiinf Eckpunkten, ist nichtplanar (Abb. 4.7).
Beweis Fiir K5, V = 5und E = 10. Nach Satz 4.4 muss die Anzahl der Kanten
kleiner oder gleich 3 -5 — 6 = 9 sein, also ist der Graph nichtplanar. [

Satz 4.6 K3, der bipartite (paare) Graph mit drei Eckpunkten auf jeder Seite, ist
nichtplanar (Abb. 4.8a).

a b

Abb. 4.8 a K33 ist nichtplanar. b Ein gescheiterter Versuch, K3 3 als planar zu zeichnen

Beweis V =6und E =9. Nach Satz 4.2 ist, wenn K3 3 planarist, F =E -V 4+2=
9 — 6+ 2 = 5. Aber jede Fliche wird durch vier Kanten begrenzt (Abb. 4.8b), also
E=4F/2=10#9. O

Im Jahr 1930 bewies Kazimierz Kuratowski eine Umkehrung dieser Sétze: Wenn
ein Graph nichtplanar ist, enthélt er (in einem bestimmten Sinne) K5 oder K3 3.
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4.4 Die Gradzahlen der Eckpunkte

Definition 4.4 d(v), der Grad des Eckpunkts v, ist die Anzahl der Kanten, die mit
v verbunden sind.

Beispiel 4.6 Der Graph in Abb. 4.2b enthilt 8 Eckpunkte, die den beiden Ringen
entsprechen, und jeder Eckpunkt hat den Grad 5. Der Eckpunkt, der der dufleren
Flache entspricht, hat den Grad 4, ebenso der Eckpunkt, der der inneren Flidche
entspricht. Daher

Y dw)=5-8+4-2=48.

veV
Um die Gesamtzahl der Kanten zu erhalten, muss man 48 durch 2 teilen, da jede
Kante zweimal gezihlt wurde: je einmal fiir jeden der Eckpunkte, mit denen sie
verbunden ist.

Wenn wir das Argument verallgemeinern, erhalten wir:

Satz 4.7 Sei d; fiiri in {1,2,3,...,k} die Anzahl der Eckpunkte vom Grad i in
einem zusammenhdiingenden planaren Graphen G mit V' Eckpunkten und E Kanten,
wobei k der hochste Grad eines Eckpunkts in V' ist. Dann:

k
Y dw)=) i-di =2E.
i=1

veV

Satz4.8 Sei G ein zusammenhdngender planarer Graph mit E Kanten und V' Eck-
punkten, und sei d; fiiri in{1,2,3,...,k} die Anzahl der Eckpunkte vom Grad i,
wobei k der hochste Grad eines Eckpunkts in V' ist. Dann muss es einen Eckpunkt v
in'V geben, sodass d(v) < 5 ist.

Beweis (I) Wenn es d Eckpunkte vom Grad 1, d, Eckpunkte vom Grad 2, ..., di
Eckpunkte vom Grad k gibt, dann V' = Zf;l d;. Aus Satz 4.4 und 4.7:

k k
D idi=2E<2BV-6)=6V-12=6) d—12.

i=1 i=1
Deshalb:
k

k
Zi.digézd,-—lz
i=1

i=1

k
Y (6—i)di = 12.

i=1
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Da 12 > 0 und alle d; positiv sind, gibt es mindestens ein i mit 6 —i > 0 bzw. i < 6.
O

Beweis (2) Berechnen wir den durchschnittlichen Grad der Eckpunkte, also die
Summe der Grade geteilt durch die Anzahl der Eckpunkte:

Y- d;
=

Die Summe der Grade ist das Doppelte der Anzahl der Kanten, was nach Satz 4.4
ergibt:

davg =

2E 6V —12 6
wg= =Ty V=

Wenn der Durchschnitt kleiner als sechs ist, muss es einen Eckpunkt vom Grad

kleiner als sechs geben. [

Beispiel 4.7 In Abb. 4.2b ist die Summe der Grade 8 -5 + 2 - 4 = 48. Es gibt
10 Eckpunkte, also ist der durchschnittliche Grad 48/10 = 4,8 und es muss einen
Eckpunkt mit dem Grad 4 oder kleiner geben.

4.5 Der Sechs-Farben-Satz

Satz 4.9 Jeder planare Graph G kann sechsfarbig sein.

Beweis Durch Induktion iiber die Anzahl der Eckpunkte. Wenn G sechs Eckpunk-
te oder weniger hat, geniigen sechs Farben. Fiir den Induktionsschritt hat G nach
Satz 4.8 einen Eckpunkt v mit Grad 5 oder weniger. Man l6sche den Eckpunkt v,
um den Graphen G’ zu erhalten. Nach der Induktionshypothese kann G’ sechsfarbig
sein, aber v hat hochstens 5 Nachbarn und es werden hochstens 5 Farben verwen-
det, um sie zu firben (Abb. 4.9a), also kann v mit der sechsten Farbe gefirbt werden
(Abb. 4.9b). O

a b

Abb. 4.9 a Fiinf Farben reichen aus, um die Nachbarn von v einzufirben. b Firbung von v mit
der sechsten Farbe
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4.6 Der Fiinf-Farben-Satz

Definition 4.5 Sei G ein farbiger planarer Graph. Eine (Kempe)-Kette G’ ist ein
maximaler, zweifarbiger, zusammenhingender Untergraph von G.

Satz 4.10 Jeder planare Graph G kann fiinffarbig sein.

Beweis Durch Induktion tiber die Anzahl der Eckpunkte. Wenn G fiinf Eckpunk-
te oder weniger hat, geniigen fiinf Farben. Fiir den Induktionsschritt hat G nach
Satz 4.8 einen Eckpunkt v mit Grad 5 oder weniger. Man 16sche v, um G’ zu er-
halten. Nach der Induktionshypothese kann G’ fiinffarbig sein. In G kann v mit der
fiinften Farbe gefirbt werden, wenn der Grad von v kleiner als 5 ist, oder wenn
vy,..., Vs, die Nachbarn von v, mit vier oder weniger Farben geférbt sind. Andern-
falls werden vy, ..., v5 in G’ mit verschiedenen Farben gefiirbt (Abb. 4.10, oben).

Betrachten wir den blau gefirbten Eckpunkt v; und den rot gefirbten Eck-
punkt v3. Wenn vy, v3 nicht durch einen blau-roten Pfad verbunden sind (z. B. wenn
die Kante vgv7 nicht existiert), konnen wir die Farben entlang des Pfades von v,
nach vg vertauschen und v blau fiarben. Andernfalls betrachten wir die blau-rote
Kette, die vy, v3 enthilt. Durch Hinzufiigen von v und den Kanten vvy, vv3 erhalten
wir einen geschlossenen Pfad P (Doppellinie), der die Ebene in einen ,,inneren‘
Bereich und einen ,,4duleren* Bereich teilt (Abb. 4.10, Mitte).

Betrachten wir v,, der griin geférbt ist, und v4, der orange gefirbt ist. Diese Eck-
punkte konnen nicht in einer einzigen griin-orangen Kette enthalten sein, weil v,
innerhalb von P und v4 auBerhalb von P liegt, sodass jeder Pfad, der sie verbindet,
P durchqueren muss, was der Annahme widerspricht, dass der Graph planar ist.
Daher miissen sie in zwei unverbundenen griin-orangen Ketten enthalten sein (dop-
pelt gestrichelte Linie, in Abb. 4.10, Mitte). Vertauscht man die Farben der Kette,
die v, enthilt, so kann v griin gefarbt werden und man erhilt eine Einfarbung von G
mit fiinf Farben (Abb. 4.10, unten). O

Die Aussage, dass ein kontinuierlicher Pfad von innerhalb einer geschlosse-
nen stetigen Kurve P nach auflerhalb von P die Kurve P schneiden muss,
ist Inhalt des Kurvensatzes von Jordan. Der Satz ist intuitiv offensichtlich,
aber schwer zu beweisen.
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Abb. 4.10 Beweis des Fiinf-
Farben-Satzes
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4.7 Kempes falscher Beweis des Vier-Farben-Satzes

Satz 4.11 Jeder planare Graph G kann vierfarbig sein.

Beweis (Falsch) Der Induktionsanfang und der grofite Teil sind genauso wie beim
Fiinf-Farben-Satz. Der neue Fall, der betrachtet werden muss, ist ein Eckpunkt v mit
fiinf Nachbarn, der nach der Induktionshypothese mit vier Farben gefarbt werden
kann, nachdem v entfernt wurde.

In Abb. 4.11a gibt es zwei blau gefiarbte Eckpunkte v,, vs. Betrachten wir die
blau-griine Kette mit v, und die blau-gelbe Kette mit vs. Die blau-griine Kette ist in
dem geschlossenen Pfad enthalten, der durch die rot-gelbe Kette, die vy, v3 enthilt,
definiert ist (doppelte Linie), und die blau-gelbe Kette ist in dem geschlossenen
Pfad enthalten, der durch die rot-griine Kette, die vy, v4 enthilt, definiert ist (doppelt
gestrichelte Linie).

Wir vertauschen die Farben der blau-griinen Kette und der blau-gelben Kette
(Abb. 4.11b). Das Ergebnis ist, dass die Nachbarn von v mit den drei Farben Rot,
Griin und Gelb eingefirbt werden, sodass Blau als Farbe fiir v frei bleibt. O

Heawood stellte fest, dass die geschlossenen Pfade, die durch die rot-gelbe Ket-
te und die rot-griine Kette definiert sind, rote Eckpunkte teilen konnen (v, vg in
Abb. 4.12a). Wenn die Farben in den blau-griinen und blau-gelben Ketten ausge-
tauscht werden, ist es moglich, dass die blauen Eckpunkte vg, v; verbunden sind
(Abb. 4.12b) und die Farbung nicht mehr korrekt ist.

Abb. 4.11 a Blau-griine und blau-gelbe Kempe-Ketten. b Vertauschung der Farben der beiden
Kempe-Ketten
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Abb. 4.12 a Rot-gelbe und rot-griine Ketten teilen sich rote Eckpunkte. b Durch den Austausch
der Farben werden die blauen Eckpunkte miteinander verbunden

Was ist die Uberraschung?

Der Vier-Farben-Satz ist berithmt-beriichtigt, weil er so einfach zu formulieren, aber
extrem schwierig zu beweisen ist. Daher ist es iiberraschend, dass der Beweis des
Fiinf-Farben-Satzes elementar ist. Der clevere Teil des Beweises ist Satz 4.8 (ein
planarer Graph muss einen Eckpunkt von hochstens Grad 5 haben), ein Satz, der
nichts mit Farbung zu tun hat. Stattdessen ergibt er sich einfach aus dem Zihlen
von Eckpunkten und Kanten.

Quellen

Fiir den Vier-Farben-Satz siehe [49, 54]. Der Beweis des Fiinf-Farben-Satzes basiert
auf [1, 53]. [16] enthilt zahlreiche Beweise fiir die Euler-Charakteristik. Kempes
fehlerhafter Beweis des Vier-Farben-Satzes ist in [46] beschrieben.



Quellen 53

Open Access Dieses Kapitel wird unter der Creative Commons Namensnennung 4.0 International
Lizenz (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de) verdffentlicht, welche die Nutzung,
Vervielfiltigung, Bearbeitung, Verbreitung und Wiedergabe in jeglichem Medium und Format er-
laubt, sofern Sie den/die urspriinglichen Autor(en) und die Quelle ordnungsgemé8 nennen, einen
Link zur Creative Commons Lizenz beifiigen und angeben, ob Anderungen vorgenommen wurden.
Die in diesem Kapitel enthaltenen Bilder und sonstiges Drittmaterial unterliegen ebenfalls der ge-
nannten Creative Commons Lizenz, sofern sich aus der Abbildungslegende nichts anderes ergibt.
Sofern das betreffende Material nicht unter der genannten Creative Commons Lizenz steht und die
betreffende Handlung nicht nach gesetzlichen Vorschriften erlaubt ist, ist fiir die oben aufgefiihrten
Weiterverwendungen des Materials die Einwilligung des jeweiligen Rechteinhabers einzuholen.


http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de

Kapitel 5 ()]

Check for

Wie man ein Museum bewacht

Victor Klee stellte 1973 die Frage, wie viele Wichter nétig sind, um alle Winde
eines Museums zu iiberwachen. Wenn die Winde ein regelmifiges Polygon oder
sogar ein konvexes Polygon bilden, ist ein Wichter ausreichend (Abb. 5.1).

Abb. 5.1 Ein Museum,
dessen Winde ein konvexes
Vieleck bilden

Betrachten wir nun ein Museum mit sdgezahnformigen Winden (Abb. 5.2). Wir
iiberpriifen durch Zihlen, dass das Museum 15 Winde hat. Jeder ,,Zahn* definiert
ein Dreieck, das in Abb. 5.3 grau schattiert ist. Ein Wichter, der sich an einer be-
liebigen Stelle innerhalb eines der Dreiecke befindet, kann alle Winde beobachten,
die dieses Dreieck begrenzen (rote Pfeile).

Wenn mindestens einer der Wichter in der Nihe der obersten Wand platziert ist,
die das gesamte Museum iiberspannt, kann er alle horizontalen Winde beobachten
(blaue Pfeile in Abb. 5.4). Es geniigen also 5 = 15/3 Wichter, um alle Winde
des Museums zu beobachten. Da sich die Dreiecke nicht iiberschneiden, kann ein

VYTV

Abb. 5.2 Ein Museum, dessen Winde kein konvexes Vieleck bilden

1
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U

Abb. 5.3 Sichtbarkeit innerhalb jedes ,,Zahns*

1

Abb. 5.4 Sichtbarkeit der Winde des Museums

Wichter in einem Dreieck nicht alle Winde eines anderen Dreiecks beobachten
(griiner Pfeil), sodass 5 Wachen notwendig sind.

Das Beispiel in Abb. 5.2 kann auf n/3 Zihne mit n Wénden verallgemeinert
werden, sodass wir schlieBen, dass mindestens n/3 Wichter notwendig sind. Wir
wollen beweisen, dass n/3 Wichter ausreichen, um ein beliebiges Museum zu be-
wachen.

Abschn. 5.1 beweist, dass jedes triangulierte Polygon dreifarbig sein kann. Dies
wird in Abschn. 5.2 verwendet, um den Satz zu beweisen, dass n/3 Wichter aus-
reichend sind. Abschn. 5.3 vervollstindigt den Beweis, indem er zeigt, dass jedes
Polygon trianguliert werden kann.

5.1 Triangulierte Polygone firben

Definition 5.1 Eine Diagonale des Polygons ist eine Kante, die zwei Eckpunkte
verbindet und nicht zu den (dufleren) Kanten des Polygons gehort.

Definition 5.2 Ein Polygon ist trianguliert, wenn nichtschneidende Diagonalen so
konstruiert werden konnen, dass das Innere des Polygons von Dreiecken bedeckt
ist.

Satz 5.1 Jedes beliebige Polygon kann trianguliert werden.

Wir stellen den Beweis von Satz 5.1 zuriick.

Definition 5.3 FEin Eckpunkt eines Polygons ist konvex, wenn sein Innenwinkel

kleiner als 180° ist; ein Eckpunkt ist konkav, wenn sein Innenwinkel grofer als
180° ist.
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Abb. 5.5 Ein Polygon mit
einem konvexen Eckpunkt (1)
und einem konkaven Eck-
punkt (2)

In Abb. 5.5 ist der Eckpunkt 1 konvex und der Eckpunkt 2 ist konkav.

Definition 5.4 Ein Polygon mit Eckpunkten V' kann dreifarbig sein, wenn es eine
Karte gibt:
c:V > {red, blue, green} ,

sodass keine Kante zwei Eckpunkte hat, denen die gleiche Farbe zugewiesen ist.
Satz 5.2 Ein trianguliertes Polygon kann dreifarbig sein.

Beweis Durch Induktion iiber die Anzahl der Eckpunkte. Ein Dreieck kann drei-
farbig sein. Ein trianguliertes Polygon mit n > 3 Eckpunkten muss eine Diagonale
haben. Wihle eine beliebige Diagonale AB (Abb. 5.6a) und teile das Polygon ent-
lang dieser Diagonale in zwei kleinere Polygone (Abb. 5.6b). Durch Induktion kann
jedes dieser kleineren Polygone dreifarbig sein (Abb. 5.7a).

Da die zugewiesenen Farben willkiirlich sind, konnen wir, wenn A, B in den bei-
den Polygonen unterschiedliche Farben zugewiesen werden, die Farben in einem
der beiden Polygone umbenennen, sodass die Farben von A, B in beiden Polygo-
nen gleich sind. In Abb. 5.7b tausche man zum Beispiel ror und griin im unteren
Polygon aus. Wir fiigen nun die beiden Polygone zusammen, um das urspriing-

Abb. 5.6 a Eine beliebige Diagonale in einem Polygon. b Teilung des Polygons
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b

Abb. 5.7 a Dreifarbige Darstellung der beiden kleineren Polygone. b Vertauschung der Farben
eines Polygons, um sie an das andere anzupassen

Abb. 5.8 Zusammenfiigen
der beiden kleineren Polygo-
ne

liche Polygon mit n Eckpunkten zu erhalten. Dieses ist dann ebenfalls dreifarbig
(Abb. 5.8).

O

5.2 Vom Firben von Polygonen zum Bewachen eines Museums

Satz 5.3 Ein Museum mit n Wéinden kann von n /3 Wiichtern bewacht werden.

Beweis Wegen Satz 5.1 kann das Polygon trianguliert werden und gemaf Satz 5.2
kann das Polygon dreifarbig sein. Alle drei Eckpunkte jedes Dreiecks in der Tri-
angulation miissen mit unterschiedlichen Farben gefirbt sein, um die Bedingung
der Dreifarbigkeit zu erfiillen. Da das Polygon dreifarbig ist, kann mindestens eine
Farbe, z. B. Rot, hchstens 7/3 mal vorkommen, und jedes Dreieck muss einen rot
gefiarbten Eckpunkt haben. Stationiere einen Wichter an jedem roten Eckpunkt; er
kann alle Winde des Dreiecks beobachten, zu dem der Eckpunkt gehort. Da die
Dreiecke der Triangulation alle Kanten des Polygons umfassen, reichen n/3 Wich-
ter aus, um alle Winde des Museums zu beobachten. [
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Wenn n nicht durch 3 teilbar ist, ist die Anzahl der benétigten Wichter |n/3],
die grofte ganze Zahl kleiner oder gleich n /3. Fiir Museen mit 12, 13, 14 Winden
reichen beispielsweise 4 Wiichter aus, da [12/3] = [13/3] = |14/3] = 4. Der
Einfachheit halber ignorieren wir diese Komplikation.

5.3 Jedes Polygon kann trianguliert werden

Satz 5.4 Die Summe der Innenwinkel eines Polygons mit n Eckpunkten ist:

180°(n —2).

Beweis Man betrachte ein konvexes Polygon und bezeichne seine Aufienwinkel
mit 6; (Abb. 5.9). Wenn man sich von einer gestrichelten Linie zur ndchsten bewegt,
vollzieht man eine Drehung um einen Kreis, folglich:

n

Zei = 360°.

i=1

Fiir jeden AuBlenwinkel 6; bezeichne man den entsprechenden Innenwinkel mit ¢;.
Dann:

> (180° — ¢) = 360°

i=1

n

> 6
i=1

n
> i =n-180°—360° = 180°(n — 2).
i=1

Wenn es einen konkaven Eckpunkt gibt (B in Abb. 5.10), gibt es ein Dreieck, das
von den beiden Kanten, die auf den konkaven Eckpunkt treffen, und der Linie AC,

Abb. 5.9 Die Aullenwinkel N
eines konvexen Polygons 6 . .
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Abb. 5.10 Ein konkaver g
Eckpunkt

die die beiden anderen Eckpunkte verbindet, gebildet wird. Summiert man die Win-
kel des Dreiecks, so erhilt man:

(180° — o) 4+ (360° — B) + (180° — y) = 180°
a+pB+y=3-180°.

Die Summe der Innenwinkel nimmt um « 4+ 8 + y zu, wihrend die Anzahl der
Eckpunkte um drei zunimmt, sodass die Gleichung im Satz erhalten bleibt:

D ¢+ @+ B+y)=180°(n—2)+3-180°
i=1

180°((n +3) —2). O

Satz 5.5 Ein Polygon muss mindestens drei konvexe Eckpunkte haben.

Beweis Sei k die Anzahl der konkaven Eckpunkte, deren Innenwinkel 180° + ¢;
ist, €; > 0. Die Summe der Innenwinkel der konkaven Eckpunkte ist sicher kleiner
oder gleich der Summe der Innenwinkel von allen Eckpunkten:

k
k- 180° + Y e < 180°(n —2)

i=1

k
(k+2)-180° + Y & <n-180°
i=1
(k +2)-180° < n - 180°
k<n-—2.

Daraus folgt, dass es mindestens drei Eckpunkte geben muss, die konvex und nicht
konkav sind. O

Beweis (Satz 5.1) Durch Induktion iiber die Anzahl der Eckpunkte. Fiir n = 3
gibt es nichts zu beweisen. Wenn n > 3, muss es nach Satz 5.5 einen konvexen Eck-
punkt C geben. Man beschrifte seine benachbarten Eckpunkte mit B, D. Wenn BD
im Polygon enthalten ist (Abb. 5.11a), ist sie eine Diagonale und das Polygon kann
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A B A B
a b

Abb. 5.11 a Triangulation, bei der eine Diagonale im Polygon enthalten ist. b Triangulation, bei
der eine Diagonale nicht im Polygon enthalten ist

in ein A BCD und ein weiteres Polygon ABDE mit BD als Kante zerlegt werden,
das kleiner als das urspriingliche Polygon ist (Abb. 5.11a). Mit der Induktionshy-
pothese kann das Polygon trianguliert und dann wieder in das ABCD eingefiigt
werden, wodurch das urspriingliche Polygon trianguliert wird.

Wenn BD nicht im Polygon enthalten ist, muss es einen konkaven Eckpunkt F
geben, der C am nichsten liegt (Abb. 5.11b). Dann ist CF eine Diagonale und
zerlegt das Polygon in zwei kleinere Polygone CFED und CFAB. Gemil Induk-
tionshypothese konnen diese trianguliert und zusammengesetzt werden. O

Was ist die Uberraschung?

Der Museumssatz ist iiberraschend, denn was wie ein Satz in der Geometrie aus-
sieht, wird recht elegant durch einen Riickgriff auf die Farbung eines Graphen
bewiesen.

Quellen

Dieses Kapitel basiert auf [1, Kap. 39].
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Kapitel 6 @
Induktion e

Das Prinzip der mathematischen Induktion wird in der Mathematik hiufig als
Beweismethode verwendet. In diesem Kapitel werden induktive Beweise von Er-
gebnissen vorgestellt, die dem Leser vielleicht nicht bekannt sind. Wir beginnen
mit einem kurzen Uberblick iiber die mathematische Induktion (Abschn. 6.1).
Abschn. 6.2 beweist Ergebnisse iiber die bekannten Fibonacci-Zahlen, wihrend
Abschn. 6.3 Ergebnisse iiber Fermat-Zahlen beweist. Abschn. 6.4 stellt die von
John McCarthy entdeckte 91-Funktion vor; der Beweis erfolgt durch Induktion auf
eine ungewohnliche Folge: ganze Zahlen in einer umgekehrten Reihenfolge. Der
Beweis der Formel fiir das Josephus-Problem (Abschn. 6.5) ist wegen der doppelten
Induktion auf zwei verschiedene Teile eines Ausdrucks ebenfalls ungewohnlich.

6.1 Das Prinzip der mathematischen Induktion

Die mathematische Induktion ist die wichtigste Methode, um zu beweisen, dass
Aussagen fiir eine unbeschrinkte Menge von Zahlen wahr sind. Man betrachte:

1=1, 14+2=3, 1+2+3=6, 1+2+3+4=10.
Wir konnten feststellen, dass:
1=(01-2)/2, 3=2-3)/2, 6=3-4)/2, 10=(4-5/2,

und vermuten dann, dass fiir all ganze Zahlen n > 1:

2": . onn+1)

i =—".
: 2
i=1

Wenn man genug Geduld hat, ist es einfach, diese Formel fiir einen bestimmten
Wert von n zu iiberpriifen, aber wie kann man sie fiir alle der unendlichen Anzahl
von positiven ganzen Zahlen beweisen? An dieser Stelle kommt die mathematische
Induktion ins Spiel.
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64 6 Induktion

Axiom 6.1 Sei P(n) eine Eigenschaft (etwa eine Gleichung, eine Formel oder
ein Satz), wobei n eine positive ganze Zahl ist. Angenommen, das Folgende ist
moglich:

e Basisfall: Beweis, dass P(1) wahr ist.
o [Induktionsschritt: Beweis fiir beliebige m, dass P(m + 1) wahr ist, unter der
Annahme, dass P (m) wahr ist.

Dann ist P(n) wahr fiir alle n > 1. Die Annahme, dass P (m) fiir beliebige m wahr
ist, nennt man die Induktionshypothese.

Hier ist ein einfaches Beispiel fiir einen Beweis durch mathematische Induktion.

Satz 6.1 Fiirn > 1:
Zi _n(n+1)
=—

Beweis Der Basisfall ist trivial:

! 1(1+1)
2=

Die Induktionshypothese lautet, dass die folgende Gleichung fiir m wahr ist:

m

Zi _ m(m2+ 1) '

i=l

Der Induktionsschritt besteht darin, die Gleichung fiir m + 1 zu beweisen:

dli=>li+m+1)
i=l1 i=1
:m(m2+1)+(m+1): (m+1)2(m+2)'

Nach dem Prinzip der mathematischen Induktion gilt daher fiir jedes n > 1:

n

1
=0t g
i=1 2

Die Induktionshypothese kann verwirrend sein, weil es scheint, dass wir das, was
wir zu beweisen versuchen, annehmen. Die Argumentation ist nicht zirkuldr, weil
wir die Wahrheit einer Eigenschaft fiir etwas Kleines annehmen und dann die An-
nahme verwenden, um die Eigenschaft fiir etwas Grofleres zu beweisen.
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Da die mathematische Induktion ein Axiom ist, kann es nicht darum gehen, die
Induktion zu beweisen. Man muss die Induktion einfach akzeptieren, wie man auch
andere Axiome der Mathematik akzeptiert, z. B. x + 0 = x. Es ist natiirlich mog-
lich, die mathematische Induktion abzulehnen, aber dann miisste man auch einen
GroBteil der modernen Mathematik ablehnen.

Die mathematische Induktion ist eine Schlussregel, die zu den Peano-
Axiomen zur Formalisierung der natiirlichen Zahlen gehort. Das Wohlord-
nungsaxiom kann verwendet werden, um das Induktionsaxiom zu beweisen,
und umgekehrt kann das Induktionsaxiom verwendet werden, um das Wohl-
ordnungsaxiom zu beweisen. Das Induktionsaxiom kann jedoch nicht aus den
anderen, elementareren Peano-Axiomen bewiesen werden.

6.2 Fibonacci-Zahlen

Die Fibonacci-Zahlen sind das klassische Beispiel fiir eine rekursive Definition:

fi=1
f=1
fo = fu1 + fruo fiir n > 3.

Die ersten zwolf Fibonacci-Zahlen sind:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144.

Satz 6.2 Jede vierte Fibonacci-Zahl ist durch 3 teilbar.
Beispiel 6.1 f,=3=3-1, fg=21=3-7, fio =144 =3-48.

Beweis Basisfall: f; = 3 ist durch 3 teilbar. Die induktive Hypothese ist, dass f4,
durch 3 teilbar ist. Der Induktionsschritt lautet:

f4(n+1) = fanta
= fans3 + fango
= (fant2 + Sfant1) + fango
= ((fant1 + fan) + fans1) + fans2
= ((fan+1 + fan) + Sant1) + (fane1 + San)
= 3fan+1 +2fan .
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3 f4ns1 ist durch 3 teilbar und nach der Induktionshypothese ist f4, durch 3 teilbar.
Daher ist fi(,+1) durch 3 teilbar. O

Satz 6.3 f, < (%) .

! 7

7 249
Beweis Basisfille: fi =1 < (Z) und f, = 1< (—) =

4) T 16
Der Induktionsschritt lautet:

Jns1 = fu+ fao

)

denn:

Satz 6.4 (Binet-Formel)

= ¢n\;§¢n, wobei ¢ = L+ V5

I

Beweis Wir zeigen zunichst, dass ¢> = ¢ + 1:

. (1+5)
o)

=¢+1.

In dhnlicher Weise konnen wir zeigen, dass ¢? = ¢ + 1.
Der Basisfall fiir die Binet-Formel ist:

2 T_ﬁ_ _
NG N

ol — ¢! 1+/5 _ 1-45
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Wir nehmen die Induktionshypothese fiir alle k < n an. Der Induktionsschritt
lautet:

¢n+1 _anJrl — ¢2¢nfl _(I;Zq_snfl
=(p+ 1" — (¢ + "
=(¢"—¢")+@" " —¢"
= 5% + V5

n+1 _ zn+l
it fii=f. O

NE

fn=('8)+(";1)+(”;2)+....

Beweis Wir wollen zunichst die Pascalsche Regel beweisen:
n n n—+1
+ = .
k k+1 k+1

n n _ n! n!
) T \ext) T oo T ks =k £ )

B nl(k +1) nl(n —k)
Ck+DWn—k)! o (k+ D'(n—k)!

Satz 6.5

_ nl(n+1)
" (k+ D(n —k)!

. (n+ 1)!
(kDN (m+ 1) = (k + 1)

_ n+1
S \k+1)°

k
Wir werden auch die Gleichheit (O)

k!

= m = 1 fiir jedes k > 1 verwenden.
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Wir konnen nun den Satz beweisen. Der Basisfall ist:

1 1!
fi= (0) oo

Der Induktionsschritt ist:

Jo = Jot + fa2 =

6.3 Fermat-Zahlen

Definition 6.1 Die ganzen Zahlen F, = 22" 4+ 1 fiir n > 0 werden Fermat-Zahlen
genannt.

Die ersten fiinf Fermat-Zahlen sind Primzahlen:
Fhb=3, F =5 F, =17, F;=257, F,=65537.

Im 17. Jahrhundert behauptete der Mathematiker Pierre de Fermat, dass alle Fermat-
Zahlen Primzahlen sind, aber fast hundert Jahre spiter zeigte Leonhard Euler, dass:

Fs =27 +1=2%241=4294.967.297 = 641 x 6.700.417 .
Die Fermat-Zahlen werden extrem grof3, wenn n zunimmt. Es ist bekannt, dass die
Fermat-Zahlen fiir 5 <7 < 32 nicht prim sind, aber die Faktorisierung einiger dieser

Zahlen ist noch nicht bekannt.

Satz 6.6 Fiir n > 2 ist die letzte Ziffer von F,, eine 7.
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Beweis Der Basisfall ist F> = 2% + 1 = 17. Die Induktionshypothese lautet F,, =
10k,, + 7 fiir ein k, > 1. Der Induktionsschritt ist:

2n+l

Fo=2""41=2"2 4 1=0")+1
(@ + 1) =1 +1=(F—1)2+1
=10k, +7—1)* +1 = (10k, + 6)* + 1
= 100k, + 120k, + 36 + 1

= 10(10k2 + 12k, +3) + 6 + 1
= 10k, + 7, fiir ein gewisses k,4; > 1. O

n—1
Satz 6.7 Fiirn = 1gilt F, = [ | Fr + 2
k=0

Beweis Der Basisfall ist:
0
F=[]FR+2=F+2=3+2=5.
k=0

Der Induktionsschritt ist:

n n—1
]_[ F, = (]‘[ Fk>Fn
k=0 k=0
= (F, —2)F,
=(02" +1-2)(2" +1)
_ (2211)2 1= (22n+1 + 1) _9
= Fn+1 -2

n
Foii = HFk +2. 0
k=0

6.4 McCarthys 91-Funktion

Normalerweise assoziieren wir Induktion mit Beweisen von Eigenschaften, die auf
der Menge der positiven ganzen Zahlen definiert sind. Hier bringen wir einen induk-
tiven Beweis, der auf einer merkwiirdigen Ordnung basiert, bei der groflere Zahlen
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kleiner sind als kleinere Zahlen. Die Induktion funktioniert, weil die einzige Eigen-
schaft, die die Menge haben muss, darin besteht, dass sie unter einem relationalen
Operator geordnet ist.
Wir betrachten die folgende rekursive Funktion, die auf den ganzen Zahlen defi-
niert ist:
flx) = x — 10, falls x > 100

f(f(x +11)) sonst.

Fiir Zahlen grofer als 100 ist das Ergebnis der Anwendung der Funktion trivial:
f(101) =91, f(102) =92, f(103) =93, f(104) =94, ... .

Was ist mit Zahlen, die kleiner oder gleich 100 sind? Berechnen wir f(x) fiir einige
Zahlen, wobei die Berechnung in jeder Zeile die Ergebnisse der vorherigen Zeilen
verwendet:

£(100) = f£(£(100 + 1)) = f(f(111)) = f(101) = 91
£(99) = f(f(99+ 11)) = f(£(110)) = £(100) = 91
£98) = f(f(98 + 11)) = f(£(109)) = £(99) = 91

JON = f(fO1+11) = f(f(102)) = f(92)

= f(f(103)) = f(93) =--- = f(98) =91
F90) = f(f(90 + 11)) = f(f(101)) = f(91) = 91
f(89) = f(f(89+11)) = f(f(100)) = f(91) = 91.

Wir definieren die Funktion g als:

_ ) x—10, falls x> 100
)i sonst .

g(x)

Satz 6.8 Fiir alle x, f(x) = g(x).

Beweis Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber die Menge der ganzen Zahlen
S = {x|x < 101} unter Verwendung des relationalen Operators <, der folgender-
malBen definiert ist:

y < x genau dann, wenn x <y,

wobei auf der rechten Seite < der iibliche relationale Operator auf den ganzen Zah-
len ist. Aus dieser Definition ergibt sich die folgende Reihenfolge:

101 <100 <99 <98 <97 < ---.

Es gibt drei Fille fiir den Beweis. Wir verwenden die Ergebnisse der obigen Be-
rechnungen.



6.5 Das Josephus-Problem 71

Fall 1: x > 100. Dies ist trivial aufgrund der Definitionen von f und g.
Fall 2: 90 < x < 100. Der Basisfall der Induktion ist:

£(100) = 91 = g(100)

da wir gezeigt haben, dass f(100) = 91 und per Definition g(100) = 91.
Die Induktionsannahme ist f(y) = g(y) fiir y < x, und der Induktionsschritt
lautet:

fx) = f(f(x +11)) (6.1a)
= f(x+11-10) = f(x+1) (6.1b)
=gx+1) (6.1¢)
=91 (6.1d)
=g(x). (6.1e)

(6.1a) gilt aufgrund der Definition von f, da x < 100. Die Gleichheit von (6.1a)
und (6.1b) gilt wegen der Definition von f, weil x > 90, also x + 11 > 100. Die
Gleichheit von (6.1b) und (6.1c¢) folgt durch die Induktionshypothese x < 100, also
x 4+ 1 < 101, was impliziert, dass x + 1 € S und x + 1 < x ist. Die Gleichheit
von (6.1c), (6.1d) und (6.1e) folgt aus der Definition von g und x + 1 < 101, also
x < 100.

Fall 3: x < 90. Der Basisfall ist: f(89) = f(f(100)) = f(91) = 91 = g(89)
gemil Definition von g, da 89 < 100.

Die Induktionsannahme ist f(y) = g(y) fiir y < x, und der Induktionsschritt
lautet:

fx) = f(f(x +11)) (6.2a)
= f(g(x +11)) (6.2b)
= fO9D (6.2¢)
=91 (6.2d)
= g(x). (6.2¢)

(6.2a) gilt wegen der Definition von f und x < 90 < 100. Die Gleichheit von (6.2a)
und (6.2b) folgt aus der Induktionshypothese x < 90, also x 4+ 11 < 101, was impli-
ziert, dass x + 11 € § und x + 11 < x ist. Die Gleichheit von (6.2b) und (6.2c) folgt
aus der Definition von g und x 4 11 < 101. SchlieBlich haben wir bereits gezeigt,
dass f(91) = 91 und g(x) = 91 fiir x < 90 per Definition gelten. O

6.5 Das Josephus-Problem

Josephus war der Kommandant der Stadt Jodfat wihrend des jlidischen Aufstands
gegen die Romer. Die iiberwiltigende Stirke der romischen Armee brach schlief3-
lich den Widerstand der Stadt und Josephus fliichtete sich mit einigen seiner Méanner
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in eine Hohle. Sie zogen es vor, Selbstmord zu begehen statt von den Romern geto-
tet oder gefangengenommen zu werden. Nach dem Bericht von Josephus arrangierte
er seine Rettung, wurde Beobachter bei den Romern und schrieb spiter eine Ge-
schichte des Aufstands. Wir stellen das Problem als ein abstraktes mathematisches
Problem dar.

Definition 6.2 (Josephus-Problem) Man betrachte die Zahlen 1,...,n+1, die
in einem Kreis angeordnet sind. Beim Abgehen des Kreises soll jede g-te Zahl
(9,2q,3q, ...) geloscht werden (wobei die Berechnung modulo n 41 durchgefiihrt
wird), bis nur noch eine Zahl m {iibrig bleibt. J(n + 1, ¢) = m ist die Josephus-Zahl
fiirn 4+ 1 und q.

Beispiel 6.2 Sein + 1 = 41 und sei ¢ = 3. Wir ordnen die Zahlen in einem Kreis
an:

- 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

4 15
41 16
40 17
39 18
38 19
37 20
36 21

35 34 33 32 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22
Die erste Runde von Streichungen fiihrt zu:

> 1 2 3 4 5 ¢ 7 8 9 10 11 12 13 14

1 15
41 16
40 17
¥ 18
38 19
37 20
36 A

35 34 33 32 31 30 29 28 271 26 25 24 23 22
Nach Entfernen der gestrichenen Zahlen kann dies wie folgt geschrieben werden:

1 2 4 5 7 & 10 11 13 14 16 17 19 20
41 40 38 37 35 34 32 31 29 28 26 25 23 22
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Die zweite Runde von Streichungen (beginnend mit der letzten Streichung von 39)
fiihrt zu:

Y 2 4 5 7 8 W0 11 13 14 16 17 1/ 20
4 40 38 37 35 34 3 31 29 B 26 25 23 P

Wir fahren fort, jede dritte Zahl zu 16schen, bis nur noch eine iibrig bleibt:

2 4 7 8 11 18 16 17 20 22 25 2% 29 31 34 35 38 40
2 4 g 11 16 ¥ 22 25 0 31 35 R

2 4 16 22 25 31 35

2 4 16 2® 31 35

4 16 31 3%

6 31

31

Daraus folgt, dass J(41, 3) = 31.

Der Leser wird aufgefordert, die Berechnung fiir das Loschen jeder siebten Zahl
aus einem Kreis von 40 Zahlen durchzufiihren, um zu iiberpriifen, dass die letzte
Zahl 30 ist.

Satz 6.9 J(n+1,9) = (J(n,q) +¢g) (mod n + 1).

Beweis Die erste Zahl, die in der ersten Runde geldscht wird, ist die Zahl ¢, und
die Zahlen, die nach der Loschung iibrig bleiben, sind die n Zahlen:

1 2 ... g—1 g+1 ... n n+1 (modn-+1).
Die Zihlung, um die nichste Loschung zu finden, beginnt mit ¢ + 1. Wenn wir
1,...,n in diese Folge einfiigen, erhalten wir:
1 2 ... n—q n+l—q n+2—q ... n-—1 n (mod n+1)
1 ) 1 \ 1 \ \
qg+1 q+2 ... n n+1 1 e g2 g-—1 (mod n+1).

Man beachte, dass die Berechnungen modulo n + 1 sind:

n+2—-q9)+gq nm+1)+1 = 1 (mod n+1)
(n)+gq = m+1D)—-14qg = g-—1 (mod n+1).

Es handelt sich um das Josephus-Problem fiir n Zahlen, nur dass die Zahlen um ¢
versetzt sind. Daraus folgt, dass:

Jn+1,9)=UMn,q)+q) (modn+1). O
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Satz 6.10 Fiirn > 1 gibt es Zahlena > 0,0 <t < 2% sodass n = 2% 4+ t.

Beweis Dies kann durch wiederholte Anwendung des Divisionsalgorithmus mit
den Teilern 2°, 2!, 2% 2%, ... bewiesen werden, aber es ist auch leicht aus der bini-
ren Darstellung von n zu erkennen. Fiir gewisse a und b,_1, b, 5, ..., by, by, wobei
fiir alle i, b; = 0 oder b; = 1, kann n ausgedriickt werden als:

n=2%4b, 12" +... 4 by2°
n=2"+ (bg12°7" 4 + 52"
n=2%+¢wobeit <2‘—1. 0

Wir beweisen nun, dass es eine einfache geschlossene Formel fiir J(n, 2) gibt.
Satz 6.11 Fiirn =2++t,a>0,0<t<2% J(@n,2) =2t + 1.

Beweis Nach Satz 6.10 kann n wie im Satz angegeben ausgedriickt werden. Der
Beweis, dass J(n,2) = 2t + 1 ist, erfolgt durch eine doppelte Induktion, zuerst
iiber a und dann iiber ¢.

Erste Induktion:

Basisfall. Nehmen wir an, dass ¢ = 0 ist, sodass n = 2. Es seia = 1, sodass es
zwei Zahlen im Kreis 1,2 gibt. Da ¢ = 2, wird die zweite Zahl gestrichen, sodass
die verbleibende Zahl 1 ist und J(2!,2) = 1.

Die Induktionshypothese lautet, dass J(2¢,2) = 1. Wie lautet J(2¢*!,2)? In der
ersten Runde werden alle geraden Zahlen gestrichen:

1 7 3 4 20+ 1 e+,
Es sind nun 2 Zahlen tibrig:
1 3 . 2011,

Wegen der Induktionshypothese gilt J(2¢*!,2) = J(2¢,2) = 1, also durch Induktion
J(n,2) = 1,sobaldn =2 + 0.
Zweite Induktion:
Wir haben J(2¢ + 0, 2) =2-0+ 1 bewiesen, den Basisfall der zweiten Induktion.
Die Induktionshypothese ist J(2¢ + ¢,2) = 2¢ + 1. Nach Satz 6.9:

JQUA(t+1),2)=JQR +t,2) +2 =2t +1+2=20+1)+1. O

Die Sétze 6.10 und 6.11 geben einen einfachen Algorithmus zur Berechnung von
J(n,2). Aus dem Beweis von Satz 6.10:

n=2%41=24 (hyu2° "+ 4+ 5y2%,
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somit t = b,_127! + --- 4 by2°. Wir multiplizieren einfach mit 2 (Verschiebung
nach links um eine Stelle) und addieren 1. Da zum Beispiel n =41 =2° 423420 =
101001, folgt daraus, dass J(41,2) = 2¢ 4 1, und in binidrer Schreibweise:

41 = 101001
9 = 01001
2t +1=10011 =16+2+1=19.

Der Leser kann das Ergebnis tiberpriifen, indem er jede zweite Zahl in einem Kreis
1,...,41 loscht.
Es gibt eine geschlossene Formel fiir J(n, 3), aber sie ist recht kompliziert.

Was ist die Uberraschung?

Die Induktion ist vielleicht die wichtigste Beweistechnik in der modernen Ma-
thematik. Wihrend die Fibonacci-Zahlen sehr bekannt sind und auch die Fermat-
Zahlen leicht zu verstehen sind, war ich tiberrascht, so viele Formeln zu finden, die
ich nicht kannte (wie Satz 6.2 und 6.3) und die durch Induktion bewiesen werden
konnen. Die 91-Funktion von McCarthy wurde im Kontext der Informatik entdeckt,
obwohl sie ein rein mathematisches Ergebnis ist. Das Uberraschende ist nicht die
Funktion selbst, sondern die merkwiirdige Induktion, mit der sie bewiesen wird,
niamlich 98 < 97. Das Uberraschende am Josephus-Problem ist der bidirektionale
induktive Beweis.

Quellen

Fiir eine umfassende Darstellung der Induktion siehe [21]. Der Beweis von Mc-
Carthys 91-Funktion stammt aus [30], wo er Rod M. Burstall zugeschrieben wird.
Die Darstellung des Josephus-Problems stiitzt sich auf [21, Chapter 17], in dem
auch der historische Hintergrund erortert wird. Dieses Kapitel enthilt weitere inter-
essante Probleme mit induktiven Beweisen, wie z. B. die schlammigen Kinder, die
gefilschte Miinze und die Pfennige in einer Schachtel. Zusitzliches Material zum
Josephus-Problem findet sich in [44, 57].
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Kapitel 7 @

Check for

Losen quadratischer Gleichungen

Poh-Shen Loh schlug eine Methode zum Lésen quadratischer Gleichungen vor, die
auf einer Beziehung zwischen den Koeffizienten des quadratischen Polynoms und
seinen Wurzeln beruht. Abschn. 7.1 gibt einen Uberblick iiber die traditionellen
Methoden zum Losen quadratischer Gleichungen. Abschn. 7.2 versucht, den Leser
davon zu iiberzeugen, dass die Loh-Methode sinnvoll ist, und erklirt dann, wie man
die Wurzeln berechnet. In Abschn. 7.3 wird die Berechnung fiir zwei quadratische
Polynome und eine dhnliche Berechnung fiir ein quartisches Polynom durchgefiihrt.
In Abschn. 7.4 wird die traditionelle Formel fiir die Wurzeln aus den Loh-Formeln
abgeleitet.

Die Einfiihrung der Algebra und der modernen algebraischen Notation ist relativ
neu. Zuvor benutzten die Mathematiker fast ausschlieBlich die Geometrie, sodass es
interessant ist, al-Khwarizmis geometrische Konstruktion der Formel fiir die Wur-
zeln quadratischer Gleichungen zu betrachten (Abschn. 7.5). Abschn. 7.6 zeigt eine
geschickte geometrische Konstruktion, die Cardano bei der Entwicklung der For-
mel fiir die Wurzeln kubischer Gleichungen verwendet hat.

Abschn. 7.8 stellt andere geometrische Methoden zum Auffinden der Wurzeln
quadratischer Gleichungen vor.! Das Kapitel schlieBt mit dem Abschn. 7.9 ab, der
die numerische Berechnung der Wurzeln quadratischer Gleichungen behandelt.

7.1 Traditionelle Methoden zum Losen quadratischer
Gleichungen

Jeder Mathematikstudent kennt die Formel fiir die Ermittlung der Wurzeln einer
quadratischen Gleichung ax? + bx + ¢ = 0 auswendig:

—b £ V/b? —4dac

X1, X2 = 2a

I Kap. 11 ist eine Voraussetzung fiir das vollstindige Verstindnis dieser Methoden.
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Fiir den Moment arbeiten wir mit monischen Polynomen, x2 4 bx +c =0, mitden
Wurzeln:

b+ VB —dc

X1, X2 = )

(7.1)
Eine andere Methode, quadratische Gleichungen zu 16sen, besteht darin, die Poly-
nome mehr oder weniger durch Versuch und Irrtum zu faktorisieren. Manchmal ist
es einfach, die Wurzeln durch Faktorisierung zu erhalten:

x2—dx+3=(x—-1)(x-23). (7.2)

Es ist viel schwieriger, x2 — 2x — 24 zu faktorisieren, weil es viele mogliche Wur-
zelpaare gibt, die beriicksichtigt werden miissen:

(£1,F24), (£2,F12), (£3, F8) , (£4, F6) .

7.2 Die Beziehung zwischen den Wurzeln
und den Koeffizienten

Satz 7.1 Wenn ry, ry die Wurzeln von x> + bx + ¢ sind, dann:
(x—r)(x—r) =x2—(r1 +r)x +rirm =x2+bx+c.
Auch wenn wir die Werte der Wurzeln nicht kennen, so wissen wir doch, dass:
r+ry=—b, rir=c. (7.3)
Es gibt eigentlich nichts zu beweisen, denn das Ergebnis ergibt sich aus der Berech-
nung.

Wir betrachten einige Werte von —b, ry, r», und es sei m1, der Durchschnitt von
ry,rp.

—b T | mp
33| 12 21| 16d
33 8| 25| 16k
33 1| 32| 161
—b r Iy | mip
—4| —-16| 12| -2
—4| 4| 0| =2
—4| =3] -1| =2
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Bei jeder quadratischen Gleichung ist der Durchschnitt der beiden Wurzeln kon-

stant:
rn+rn _(=b—n)+rn _

2 2
Sei s eine beliebige Zahl. Dann:

myp =

b
5"

—b —b
—b:—b—l—s—l—(—s):(7+s)+(7—s):r1+r2.

Wenn eine Wurzel im Abstand s vom Durchschnitt liegt, liegt die andere Wurzel
im Abstand —s vom Durchschnitt. Abb. 7.1 veranschaulicht diese Beziehung fiir
r=2,rp=6,mp=4,s =2. Wenn wir andere Werte r1,r, = 3,5 mitr; +r, =
8 verwenden, dann bleibt m, = 4 gleich, wihrend s zu 1 wird (Abb. 7.2). Die
folgende Tabelle enthilt zusétzliche Beispiele fiir b = 4,b = —33.

—b r r mllz mlz—rll mlz—rlz
s s el st

2 2 2
33 1| 32| 163 155 | —153
—4 | —16 12 -2 14 —14
—4 —4 0 -2 2 -2
—4 -3 -1 -2 1 —1

Abb. 7.1 Beziehung mp —r mp—n

zwischen den Wurzeln
ri,r, = 2,6 und ihrem
Durchschnitt m, = 4

r+n

mip

n

Abb. 7.2 Beziehung mp —r mp —nr
zwischen den Wurzeln

r1, > =3, 5 und ihrem Durch-
schnitt m; = 4

r+nrn

mi2
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Der Versatz s scheint willkiirlich zu sein:

(b (b
ry = 7+S . Iy = 7_S B

aber es gibt eine zusitzliche Bedingung 1, = ¢, wobei ¢ der konstante Term des
Polynoms ist. Durch Multiplikation der beiden Ausdriicke, die wir fiir |, r, abge-
leitet haben, konnen wir s und dann ry, r, bestimmen:

(PN
Cc = ) N ) N —4 N

7.3 Beispiele fiir die Loh-Methode

Beispiel 7.1 Wir betrachten das Polynom x? — 2x — 24 mith = —2,¢ = —24:

()2

24 =(14+s5)(1—y)

s=5
r1=1+5=6
}"2:1—5:—4.

Probe: (x — 6)(x — (—4)) = x2 — 2x — 24.

Beispiel 7.2 Finden wir die Wurzeln von x? — 83x — 2310:

83 83

6889 16.129
§2=—= 42310 =

4

127
§ = —

2

83 127
r=———=-22

2 2

83 N 127 105
Iy = — —_— = .
) 2

Probe: (x + 22)(x — 105) = x? — 83x — 2310.
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Man vergleiche diese Berechnung mit der Berechnung nach der traditionellen
Formel:

—b £ Vb>—4c  —(—83) + /(—83)> —4-(-2310)

2 2
_ 83+416.129 83+ 127
a 2 B 2
83— 127
PO
2
83 4+ 127
ry = +T = 105.

Beispiel 7.3 Satz 7.1 kann auf Polynome hoheren Grades verallgemeinert werden.
Hier ist ein interessantes Beispiel fiir eine quartische Gleichung x* — 10x* — x +
20 = 0. Wie fiir quadratische Gleichungen gibt es auch fiir kubische und quartische
Gleichungen (allerdings nicht fiir Gleichungen hoherer Potenzen) Formeln zum L6-
sen, aber die Formeln sind recht kompliziert.

Kann dieses Polynom vierten Grades in zwei quadratische Polynome mit ganz-
zahligen Koeffizienten zerlegt werden? Wenn dies der Fall ist, miissen die Koeffizi-
enten der x-Terme in den quadratischen Faktoren gleich und mit entgegengesetzten
Vorzeichen sein, da der Koeffizient des x*-Terms im quartischen Polynom null ist.
Daher lautet die Form der quadratischen Faktoren:

f(x)=@?—nx +k) 2 +nx+ k).
Die Durchfiihrung der Multiplikation ergibt:

f(x)= x* +nx® +kx?
—nx?®  —n?x?  —nkyx

+kix?2 4nkix  +kik,.

Die Gleichsetzung der Koeffizienten ergibt drei Gleichungen in den drei Unbekann-
tenn, ki, ky:

(k1+k2)—l’12= —10
n(kl—kz) = —1
kik, =20.

Da wir nach Faktoren mit ganzzahligen Koeffizienten suchen, ergibt sich aus den
letzten beiden Gleichungen, dass:

n=1k=4,k,=5 oder n=1k =-5k,=—-4.

Nur n = 1,k; = =5, k, = —4 erfiillen die erste Gleichung fiir den Koeffizienten
von x2:
fxX)=@>—x=5(x*+x—4).
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Die Losung dieser quadratischen Gleichungen ergibt vier Losungen der quartischen

Gleichung:
1+ /21 -1+ V17
X=——o0 = —.
2 2

der x

7.4 Ableitung der traditionellen Formel

Fiir ein beliebiges monisches Polynom x2 + bx + ¢ lauten die Loh-Formeln:

e () (F)-(5)

—b b? —b + Vb? —4c
r1,r2=—:l: — | =,

2 4 2
die traditionelle Formel zur Ermittlung der Wurzeln eines monischen Polynoms
eines quadratischen Polynoms. Wenn das Polynom nicht monisch ist, teilt man es
durch a, substituiert in der Gleichung und vereinfacht:

b
24+ 2x+S=0
a a

—(b/a) £ y/(b/a)* — 4(c/a)
2

ry,rn =
_ —b £ Vb*—4dac
o 2a '

7.5 Al-Khwarizmis geometrische Losung quadratischer
Gleichungen

Schreiben wir ein monisches quadratisches Polynom als x? + bx — ¢. Die Wurzeln
konnen durch Vervollstindigung des Quadrats gefunden werden:

ool 3 o2
()= (2)

b b\> —b £ Vb2 T 4c
x= -2k fet -

2
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b b . b b .
4 x 4 1 4 x 4 1
b b b b
i 4 1 4
X X X X
b b b b
4 7 1 7z
b x b [ b * b '
i ) 1 1 4 I
1 I
a b

Abb. 7.3 aDie Fliche ist x> + 4(b/4)x = x? + bx. b Die Fliche ist x> + 4(b/4)x + 4(b/4)?> =
x% 4+ bx + (b*/4)

Dies ist die bekannte Formel fiir die Suche nach den Wurzeln einer quadratischen
Gleichung, mit dem Unterschied, dass 4c¢ das entgegengesetzte Vorzeichen hat, da
der Koeffizient des konstanten Terms —c war.

Die Vervollstindigung des Quadrats wurde im 8. Jahrhundert von Muhammad
ibn Musa al-Khwarizmi in einem geometrischen Kontext entwickelt. Bei der Glei-
chung x? + bx = ¢ wird angenommen, dass es ein Quadrat gibt, das die Seitenln-
ge x besitzt, sodass sein Flicheninhalt x2 ist. Zum Flicheninhalt x% addiert man bx,
indem man vier Rechtecke mit dem Fldcheninhalt bx /4 anfiigt, deren Seiten b/4
und x sind (Abb. 7.3a). Man vervollstindige nun das Diagramm zu einem Quadrat,
indem man die vier kleinen Quadrate mit der Fliche (b/4)? hinzufiigt (Abb. 7.3b).

Wir konnen das Diagramm in Abb. 7.3a nicht konstruieren, weil wir nicht wis-
sen, was x ist, aber die Fldche des groeren Quadrats in Abb. 7.3b ist:

b? b?
2
X bx 4+ —=c+ —,
+ + 1 + 1
was wir wissen, da uns die Koeffizienten b, ¢ gegeben sind. Durch die Konstruktion
des Diagramms und das Entfernen der kleinen Quadrate, deren Seiten (b/4) sind —
eine weitere bekannte Grofe —, erhalten wir die Strecke der Liange x.

Beispiel 7.4 Es sei x> 4+ 12x = 64. Dann sei ¢ + (b*/4) = 64 + 36 = 100. Es
ist leicht, ein Quadrat mit dem Fldcheninhalt 100 zu konstruieren, denn jede Seite
hat die Ldnge 10. Nun subtrahiert man (b/4) 4 (b/4) = 6, die Seiten der kleineren
Quadrate, und erhdlt x = 10 — 6 = 4.
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7.6 Cardanos Konstruktion zur Losung kubischer Gleichungen

Die Formel fiir die Wurzeln von kubischen Gleichungen wurde erstmals im 16. Jahr-
hundert von Gerolamo Cardano verdffentlicht. Wir werden die Formel hier nicht
herleiten, aber es ist interessant, dass die zentrale Idee auf einer geometrischen Kon-
struktion beruht, die der von al-Khwarizmi dhnelt. Die Konstruktion ergibt sich sehr
einfach mithilfe der Algebra. Durch Multiplikation:

(a+b)} =a* +3a’b + 3ab®> + b* = (@* + b*) + 3ab(a + b). (7.4)

Geometrisch gehen wir von einem Wiirfel aus, dessen Seitenlidnge a + b betriigt,
sodass sein Volumen (a + b)? ist. Der Wiirfel wird in fiinf Teile zerlegt. Die ersten
beiden sind Wiirfel mit den Seitenflichen ¢ und b und den Volumina a> (blau) bzw.
b3 (rot) (Abb. 7.4).

b,a+b,a+b a+b,a+b,a+b
0,a+b,a+b
0,a+b.a b.,a¥b,a
0,ala+H a+b,a,a+b
b,a,a+b
0,a,a a+b,a,a
b,a,a
0,a+b/
,/ a+b,a+b,
b,a+b,0
b,a,0 a+b,a,0
a+ b,0la+b
0,0,q+b
0,0,a a+b,0,a
b,0,a
0,0,0 b,0,0 a+b,0,0

Abb.7.4 (a+b) = (@®+b3)+---
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b,a+b,a+b a+b,a+b,a+b
0,a+b,a+b
0,a+b,a akb,a
0,ala+b a+b,al,a+b
b,a,a+b
0,a,a a+b,a,a
b,a,a
0,a+b/
a+b,a+
b,a+b,0
b,a,0 a+b,a,0
a+ b,0la+b
0,0,44b
0,0,a a+b,0,a
b,0,a
0,0,0 b,0,0 a+b,0,0
Abb.7.5 (a+b)> =---+3ab(a +b)

Die anderen drei Teile sind Kistchen (der Fachbegriff lautet Quader), von denen
jedes eine Seite der Linge a + b hat, die mit einer Seite des Wiirfels zusammenfillt,
eine Seite der Linge a und eine Seite der Lange b, sodass das Volumen jedes der
drei Kistchen ab(a + b) betriigt. In Abb. 7.5 befindet sich ein Kasten an der linken
Seite des Wiirfels (blau), einer an der Riickseite des Wiirfels (rot) und einer an der
Oberseite des Wiirfels (griin). Kombiniert man die fiinf Korper in Abb. 7.4 und
Abb. 7.5, erhilt man (7.4).

7.7 Sie lieBen sich von imaginéiren Zahlen nicht einschiichtern

Die Geschichte der Mathematik weist eine Reihe von Konzepten auf, die zunéchst
als bedeutungslos galten, aber schlie3lich verstanden und akzeptiert wurden und
sich als niitzlich erwiesen. Da Zahlen Dinge zihlen, ist —1, eine negative Zahl, of-
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fensichtlich bedeutungslos. Da Zahlen Verhiltnisse von ganzen Zahlen (rationalen
Zahlen) sind, ist /2, das sich leicht als irrational nachweisen ldsst, offensichtlich
bedeutungslos. Offensichtlich ist V=1 , die Quadratwurzel einer negativen Zahl, be-
deutungslos, da es keine Zahl — weder eine ganze noch eine rationale oder reelle —
gibt, deren Quadrat —1 ist.

Ein vollstindiges Verstindnis der Quadratwurzeln negativer Zahlen, die bis heu-
te als imagindre Zahlen bezeichnet werden, obwohl sie nicht weniger real sind als
reelle Zahlen, wurde erst im neunzehnten Jahrhundert erreicht. Daher ist es erstaun-
lich, dass sich Gerolamo Cardano und Rafael Bombelli bereits im 16. Jahrhundert
nicht von dem Konzept einschiichtern lieBen und die ersten kleinen Schritte zum
Verstidndnis dieser Zahlen unternahmen.

Betrachten wir die quadratische Gleichung:

x*—10x +40=0. (7.5)
Nach der bekannten Formel ((7.1)):

10 £+ /100 — 160
3 =5+ +v-15.

r.r =

Nun, wir wissen nichts iiber die Quadratwurzeln negativer Zahlen und wir wissen
nicht, was diese Werte sind, aber wie Cardano wissen wir durch Satz 7.1, dass:

ri+r = (5+\/_—15)+(5_ Vv _15) =10=-b
riry = (5+V=15)(5—v~=15) = 25-5V/~15+5vV-15—(=15) =40 = c.

was mit den Koeffizienten der quadratischen Gleichung (7.5) tibereinstimmt. Es ist
ziemlich intuitiv, dass +/—15 + (—+/—15) = 0, auch wenn wir nichts iiber ~/—15
wissen, und ebenso ist es ziemlich intuitiv, dass +/—15-—(+/—15) = —(—15) = 15,
auch wenn wir nicht wissen, was v/ —15 ist.

Betrachten wir nun die kubische Gleichung:

x*—15x —4=0. (7.6)

Es ist nicht schwer zu erkennen, dass 4 eine Wurzel ist, aber wie kann man sie
berechnen? Mit der Cardano-Formel erhilt man die Wurzel:

F=v2+ 1vV=1+ /2 -11V-1. 1.7)
v V

eine recht komplizierte Formel, die keinen offensichtlichen Bezug zu 4 hat.
Bombelli hat mutig die folgende Berechnung durchgefiihrt (siehe (7.4)):

Q+ V1P =8+43-4V/=1+43-2(=1) + (-1V=1) =2+ 11/—1
Q2—V=1=8—-3.4V-1+3-2(=1) = (=1V/=1) =2 - 11/—-1,
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und mit (7.7) erhélt man:

r={/2+11«/—_1+§/2—11«/—_1

= 3/(2+J—_1)3+ {/(2—J?1)3
=Q2+V-D+02-V-1)=4.

7.8 Die Lill-Methode und der Carlyle-Kreis

Die Lill-Methode kann zur Losung quadratischer Gleichungen verwendet werden.?
Als Beispiel dient Gl. (7.2), die die Wurzeln einer quadratischen Gleichung durch
Faktorisierung angibt:

X2 +bx+ce=x"—4x+3=(x—-1(x-3).

Die Anwendung der Lill-Methode fiihrt zu den in Abb. 7.6 dargestellten Pfaden.
Wir priifen, ob die Winkel korrekt sind:

—tan(—45°) = —1, —tan(—71,57°) ~ —3.
Fiir quadratische Gleichungen konnen wir die Punkte P;, P, als Schnittpunkte der

Gerade, die den Koeffizienten b darstellt, und des Kreises finden, dessen Durchmes-
ser die Verbindungslinie zwischen dem Anfangs- und dem Endpunkt der Wege ist

Abb. 7.6 Lill-Methode fiir

x2—4x +3
-3 -2 -1 0 11 2
w1 —ase
\ )
A -71.57°
[ [ 2
\ {) !
1 P4
-1 LUK
<
'l' 1 b=—4
k4 “
ra
0_2 Y
’,
\
4
. \| P,
o S
’, -
. -3F°
'l "'d
’ -
‘.
c=3 _,

2 Dieser Abschnitt setzt voraus, dass Sie die Lill-Methode in Kap. 11 studiert haben.
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Abb. 7.7 Konstruktion eines
Kreises zur Ermittlung der
Wurzeln -3 -2 /—‘1’\0 11 2
SIS — —45°
\ .
< -71.57°
\ > Pl
\
-1 ‘o, ’
..' K s \\ -4
.‘ 7| \
S0 '
7/ \\
’ P
ya ’ /C 2
o -
DA
c=3

(Abb. 7.7). Damit ein Punkt auf der Geraden b eine Wurzel ist, muss die Geraden
mit einem Winkel von 90° reflektiert werden, und daher liegt der eingeschriebene
Winkel einem Durchmesser gegentiber.

Dies kann auch rechnerisch tiberpriift werden. Der Mittelpunkt des Kreises ist
der Mittelpunkt des Durchmessers (—1, —2). Die Linge des Durchmessers ist:

(—2)2 + (—4> = V20,

2
Das Quadrat der Linge des Radius ist also (\/ 20/ 2) = 5. Wir benétigen den
Schnittpunkt dieses Kreises mit der Gerade x = 1:

(= (=)’ + (- (=2) =1
(P H2x+ D)+ +4y+4) =5
Y +4y+3=0

y=—1, =3.

Eine dhnliche Methode zum Losen quadratischer Gleichungen ist der Carlyle-Kreis,
der eher als die Lill-Methode entwickelt wurde. Bei einer quadratischen Gleichung
x% — bx + ¢ (man beachte das Minuszeichen des linearen Terms) konstruiere man
die Punkte (0, 1) und (b, ¢). Man konstruiert nun einen Kreis, dessen Durchmesser
die Verbindungslinie zwischen den beiden Punkten ist (Abb. 7.8). Seine Schnitt-
punkte (falls vorhanden) mit der x-Achse sind die Wurzeln der Gleichung.

Im allgemeinen Fall ist der Mittelpunkt des Kreises (b/2, (¢ — (—1))/2) und die
Linge des Durchmessers v/b% + (¢ — 1)?, sodass die Gleichung des Kreises lautet:

b 2+ c+ 1\ b4 (c—1)?
YT YTy ) T 4 '
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Abb. 7.8 Carlyle-Kreis fiir
x2—dx +3

Wenn man im Beispiel » = 4, ¢ = 3 und y = 0 einsetzt, sicht man, dass x = 1 und
x = 3 die Wurzeln der quadratischen Gleichung sind.

7.9 Numerische Berechnung der Wurzeln

Die Schiiler lernen die symbolische Berechnung von Wurzeln, Ableitungen und
so weiter. Heutzutage werden die meisten Berechnungen von Computern durch-
gefiihrt, sodass symbolische Berechnungen weniger wichtig sind. Die numerische
Analyse ist der Zweig der Mathematik und Informatik, der genaue und effiziente
Berechnungsmethoden entwickelt. Die grofite Herausforderung besteht darin, mit
der Endlichkeit der im Speicher des Computers gespeicherten Werte umzugehen.
Die Berechnung:
0,12 x 0,14 = 0,0168

ist leicht zu machen, aber:
0,123456789 x 0,123456789

braucht achtzehn Ziffern, um genau dargestellt zu werden, und das kann nicht in
einem Speicherwort geschehen, das sechzehn Ziffern speichert. Dieser Fehler wird
als Rundungsfehler bezeichnet.

Ein noch schwerwiegenderes Problem tritt auf, wenn eine FlieBkommaarithme-
tik durchgefiihrt wird. Es ist klar, dass

(0,12 x 1071%) x (0,14 x 107%)

nicht durch Hinschreiben aller Nullen berechnet werden wiirde. Stattdessen werden
die Mantissen multipliziert und die Exponenten addiert, was 0,0168 x 1018 ergibt,
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das auf 0,168 x 10~!° normiert wird, sodass die hochstwertige Ziffer nach dem De-
zimalpunkt erscheint, was angesichts der festen Grof3e der Mantisse eine maximale
Genauigkeit gewéhrleistet. Wenn der maximal darstellbare Exponent —16 betrigt,
kann das Ergebnis gar nicht gespeichert werden. Dieser Fehler wird als arithmeti-
scher Unterlauf bezeichnet.

Die Formel fiir die Suche nach den Wurzeln der quadratischen Gleichung x? +
bx + c lautet:

—b + Vb2 —4c

> (7.8)

ry,rn =

Man iiberlege, was passiert, wenn b = 1000 und ¢ = 4. Die Wurzeln sind:

—1000 £+ +/1.000.000 — 16
> .

ry,rn =

Je nach Rechengenauigkeit ist es moglich, dass eine der Wurzeln so nahe an null
liegt, dass der gespeicherte Wert null ist. Die Auswertung der quadratischen Glei-
chung ergibt das iiberraschende Ergebnis 0> +5 -0+ 4 = 4 = 0.

Konnen wir es besser machen? Mit (7.3):

rn+rn=-b, rirp=c.

Wenn r, viel kleiner ist als ry, also r, < ry, dann ist r; & —b und r, &~ —c/b. Die
von einem Computerprogramm berechnete Tab. 7.1 vergleicht die Werte der mit
diesen Formeln berechneten Wurzeln mit den Werten, die sich aus der traditionel-
len Formel (7.8) ergeben. Der Wert von c ist auf 4 festgelegt und die Wurzeln fiir
steigende Werte von b werden gezeigt.

Zunichst sind die wahren Werte, die mit der traditionellen Formel fiir r, berech-
net werden, genauer (r, — ry, ist negativ), aber ab b = 100.000 ist die Berechnung
auf der Grundlage von (7.3) genauer. Das sind die Uberraschungen der numerischen
Analyse.

Tab. 7.1 Zwei Berechnungen der Wurzeln einer quadratischen Gleichung. r;, r, sind die mit (7.8)
berechneten Wurzeln. ry,, 15, sind die mit (7.3) berechneten Wurzeln. Die Fehler sind r; — r;,.
Die Werte werden auf vier Dezimalstellen abgeschnitten. FlieBkommazahlen werden mit —4e — 5
anstelle von 4 x 107> geschrieben, weil Computerprogramme normalerweise als lineare Folgen
von Zeichen geschrieben werden.

b r Ty Fehler; 7 T2 Fehler,
100 -99,9599 —100 | 0,0400 —-0,04001 | -0,04 | -1.6012e-05
1000 —999,9959 —1000 | 0,0040 —-0,0040 -0,004  -1.6000e—08
10.000 -9999,9996 —10.000 | 0,0004 -0,0004 —-0,0004 -1.6270e-11

100.000 = —99.999,9999 —100.000  3.9999e-5 | -3.9999e-5 | —4e-5 1.0104e-12
1.000.000 | =999.999,9999 = —1.000.000  4.0000e—6  —3.9999e—6 —4e—6 2.7749%e-11
10.000.000 | —10.000.000,0 | —10.000.000 | 3.9860e—7 | —3.9953e~7 | —4e-7 4.6261e-10
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Was ist die Uberraschung?

Der Ansatz von Poh-Shen Loh bietet eine neue Sichtweise auf die Beziehung zwi-
schen den Koeffizienten und den Wurzeln, die man nicht sieht, wenn man sich nur
die traditionelle Formel merkt. Uberraschend ist, dass diese Beziehung in Gaul3’ al-
gebraischem Beweis fiir die Konstruierbarkeit eines regelmédBigen Heptadekagons
(Kap. 16) von grundlegender Bedeutung ist.

Angesichts der modernen Dominanz algebraischer Methoden in der Geome-
trie ist es wichtig, sich daran zu erinnern, dass einst das Gegenteil galt. Wie die
Konstruktionen von al-Khwarizmi und Cardano zeigen, wurden geometrische Me-
thoden verwendet, um Ergebnisse in der Algebra zu erhalten. Lill und Carlyle
entwickelten beide geometrische Methoden zur Losung quadratischer Gleichungen.
Die Uberlegungen zur numerischen Berechnung auf Computern werden die Schiiler
iiberraschen, die noch keine Erfahrung damit haben.

Quellen

Die Methode von Poh-Shen Loh stammt aus [28, 29]. Al-Khwarizmis Konstruktion
stammt aus [6, Chapter 1] und [32]. Cardanos Konstruktion ist in [6, Kap. 1] zu
finden. Fiir die reichhaltige Geschichte der Entwicklung der Cardano-Formel sie-
he [52]. Die frithen Versuche, mit imagindren Zahlen zu rechnen, finden sich in
[6, Chapter 2]. Lills Methode und Carlyles Kreis sind in [61] zusammen mit einer
Diskussion der numerischen Berechnung der Wurzeln zu finden.
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Kapitel 8 ()]

Check for

Die Ramsey-Theorie

Die Ramsey-Theorie ist ein Teilgebiet der Kombinatorik, das Fragen der folgenden
Art stellt: Wie grofl muss eine Menge sein, damit, wenn sie in Teilmengen unterteilt
wird, mindestens eine Teilmenge eine bestimmte Eigenschaft hat? Die Ergebnisse
der Ramsey-Theorie sind schwer zu beweisen, und es bleiben viele Probleme offen.
In diesem Kapitel stellen wir einfache Fille von vier Problemen vor, um einen Ein-
druck von diesem faszinierenden Thema zu vermitteln: Schur-Tripel (Abschn. 8.1)
— Tripel von ganzen Zahlen, sodass a + b = ¢ —, pythagoreische Tripel (Abschn. 8.2)
— Tripel von ganzen Zahlen, sodass a® + b?> = ¢? —, van der Waerdens Problem (Ab-
schn. 8.3), das Zahlenfolgen betrifft, und der Satz von Ramsey (Abschn. 8.4) iiber
die Farbung von Graphen. Abschn. 8.5 zeigt, wie die probabilistische Methode in
der Kombinatorik verwendet werden kann, um eine untere Schranke fiir Ramsey-
Zahlen zu entwickeln.

Das Problem der pythagoreischen Tripel wurde kiirzlich mithilfe von Computern
gelost, und zwar mit einer relativ neuen Methode, dem sogenannten SAT-Solving.
Fiir Leser, die mit der Aussagenlogik vertraut sind, gibt Abschn. 8.6 einen Uber-
blick dariiber, wie dies geschieht.

Abschn. 8.7 beschreibt die pythagoreischen Tripel, wie sie den Babyloniern vor
viertausend Jahren bekannt waren.

Terminologie: monochromatisch bedeutet mit der gleichen Farbe.

8.1 Schur-Tripel

Definition 8.1 Gegeben ist eine beliebige Zerlegung der Menge der positiven gan-
zen Zahlen:
Sn)y=1{1,...,n}

in zwei disjunkte Teilmengen Sy, S,. Gibt es {a,b,c} C S; oder {a,b,c} C S,
sodass a <b <c und a + b = ¢? Wenn ja, heillt die Menge {a, b, ¢} ein Schur-
Tripel.
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Beispiel 8.1 Fiir n = 8 enthilt in der Zerlegung:

S1=1{1,2,3,4}, S, ={5,6,7,8}, (8.1)
die Menge S; das Schur-Tripel {1, 2, 3}. Allerdings enthélt die Zerlegung:

Sy =1{1,2,4,8}, S, =1{3,5,6,7}. (8.2)

kein Schur-Tripel, wie man durch Aufzihlung aller Tripel in jeder Teilmenge iiber-
priifen kann.

Satz 8.1 In alle Zerlegungen von S(9) = {1,..., 9} in zwei disjunkte Teilmengen
enthdlt mindestens eine Teilmenge ein Schur-Tripel.

Natiirlich konnten wir die 2° = 512 Zerlegungen von S(9) in zwei disjunkte Teil-
mengen liberpriifen, aber wir wollen versuchen, einen prignanteren Beweis zu fin-
den.

Beweis Wir versuchen, eine Zerlegung zu konstruieren, die kein Schur-Tripel
enthilt, und zeigen, dass dies aufgrund der Nebenbedingungen des Problems un-
moglich ist. Wir beginnen damit, 1 und 3 in die Teilmenge S; zu legen. 2 muss in
S» liegen, weil 1 + 2 = 3 und wir versuchen, eine Zerlegung zu konstruieren, die
kein Schur-Tripel enthilt. Analog muss 4 in S, liegen, weil 14 3 = 4. Weiter kommt
6in Sy, weil 2 + 4 = 6, und 7 kommt in S, weil 1 + 6 = 7. Aber 3 + 6 = 9 und
2+ 7 =29, also muss 9 sowohl in S; als auch in S, vorkommen, ein Widerspruch.
Die Reihenfolge der Schlussfolgerungen ist in der folgenden Tabelle dargestellt:

M S2
1,3

1,3 2
1,3 2,4
1,3,6 2,4
1,3,6 2,4,7
1,3,6,9 2,4,7

1,3,6,92,4,7,9

Nun gehen wir zuriick zum Start und suchen nach einer Zerlegung, bei der 1,3 in
verschiedenen Teilmengen liegen. Wenn wir 5 in S, unterbringen, fiihrt eine Folge
von Schlussfolgerungen wieder zu einem Widerspruch, weil 9 in beiden Teilmengen
vorkommen muss. Der Leser soll jede der in der folgenden Tabelle aufgefiihrten
Schliisse begriinden:



8.2 Pythagoreische Tripel 95

M S2

1 3

1 3,5
1,2 3,5
1,2,8 3,5
1,2,8 3,5,7

1,2,8 3,5,7,9
1,2,8 3,5,6,7,9
1,2,8,93,5,6,7,9

Wir gehen wieder zuriick und versuchen, 5 in S| zu platzieren, aber auch das fiihrt
zu einem Widerspruch, wie die folgende Tabelle zeigt:

Sy S5

1 3

1,5 3

L5 3,4

1,5 3,4,6
1,2,5 3,46
1,2,5 3,4,6,7
1,2,5,7 3,4,6,7

Daraus folgt, dass es keine Zerlegung gibt, die nicht ein Schur-Tripel enthilt. [
Issai Schur bewies den folgenden Satz:

Satz 8.2 (Schur) Fiir jedes k > 2 gibt es ein kleinstes n, sodass in jeder disjunkten
Zerlegung von S(n) in k Teilmengen mindestens eine der Teilmengen ein Schur-
Tripel enthalten muss.

8.2 Pythagoreische Tripel

Definition 8.2 Gegebene beliebige Zerlegung der Menge der positiven ganzen
Zahlen:

Sn)y=1{1,...,n}
in zwei disjunkte Teilmengen Sy, S, gibt es {a,b,c} C S| oder {a,b,c} C S,

sodass @ <b <c und a® 4+ b> = ¢?? Wenn ja, wird {a,b, ¢} ein pythagoreisches
Tripel genannt.

Beispiel 8.2 Fiir n = 10 gibt es bei der Zerlegung in gerade und ungerade Zahlen:

S =1{1,3,57,9}, S» =1{2,4,6,8,10},
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keine pythagoreischen Tripel in S;, aber {6, 8, 10} in S, ist ein pythagoreisches
Tripel, da 62 + 82 = 102

Marijn J.H. Heule und Oliver Kullmann bewiesen die folgenden Sitze. Ihre Beweis-
methode wird in Abschn. 8.6 diskutiert.

Satz 8.3 Fiir alle n < 7824 gibt es eine Zerlegung von S(n) in zwei disjunkte
Teilmengen, sodass beide Teilmengen kein pythagoreisches Tripel enthalten.

Satz 8.4 Fiir alle n > 7825 gibt es bei jeder Zerlegung von S(n) in zwei disjunkte
Teilmengen mindestens eine Teilmenge, die ein pythagoreisches Tripel enthdilt.

Es ist unméglich, alle 278 Zerlegungen von S(7825) zu priifen. Wenn wir jede Mi-
krosekunde eine Zerlegung priifen konnten, ergiibe das 278> ms ~ 10 a, wihrend
das geschiitzte Alter des Universums nur etwa 10'° Jahre betriigt.

8.3 Das Van-der-Waerden-Problem

Wir betrachten die Sequenzen von acht farbigen Punkten in Abb. 8.1. In der oberen
Reihe befinden sich rote Punkte an den Positionen (1, 2, 3) und blaue Punkte an den
Positionen (4, 5, 6). In jedem Fall bilden die Positionen eine arithmetische Folge.
Auch in der mittleren Reihe bilden die roten Punkte an den Positionen (1, 3, 5) eine
arithmetische Folge. In der unteren Reihe gibt es jedoch keine Menge von drei ein-
farbigen Punkten, deren Positionen eine arithmetische Folge bilden. Dreiergruppen
roter Punkte befinden sich an den Positionen (1,2, 5), (1,2, 6), (2, 5, 6), von denen
keine eine arithmetische Folge bildet, und Ahnliches gilt fiir die blauen Punkte.
Bei neun Punkten muss jede Farbung eine Folge von drei monochromen Punk-
ten enthalten, die eine arithmetische Folge bilden. Fiigen wir zum Beispiel einen
roten oder einen blauen Punkt am Ende der unteren Folge in Abb. 8.1 hinzu, so
erhalten wir die Folgen in Abb. 8.2. In der oberen Reihe gibt es rote Punkte an
den Positionen (1, 5, 9), eine arithmetische Folge, und in der unteren Reihe gibt es
blaue Punkte an den Positionen (7, 8,9), ebenfalls eine arithmetische Folge. Bar-
tel L. van der Waerden stellte das folgende Problem: Fiir jede positive ganze Zahl k

Abb. 8.1 Van der Waerdens 1 2 3 4 5 6 7 8
Problem fiir acht farbige
Punkte
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Abb. 8.2 Van der Waerdens Problem fiir neun farbige Punkte

finde man die kleinste Zahl n, sodass jede Folge von n farbigen Punkten eine Folge
von k monochromatischen Punkten enthilt, die eine arithmetische Folge bilden?
Fir k = 3istn = 9, wie oben fiir eine Zerlegung angegeben. Das niéchste Ergebnis
ist schwieriger zu zeigen: Fiir k = 4 istn = 35.

8.4 Satz von Ramsey

Man firbe die Kanten von K5, dem vollstindigen Graphen mit 5 Eckpunkten, mit
zwei Farben, wie in Abb. 8.3a gezeigt. Es gibt keine einfarbigen Untergraphen K3
(Dreiecke) in dem Graphen. Abb. 8.3b zeigt eine Farbung von K und es ist leicht
zu sehen, dass es monochromatische Dreiecke AACE und A BDF gibt. In diesem
Abschnitt beweisen wir einen einfachen Fall eines Satzes von Frank P. Ramsey iiber
die Existenz von Teilmengen mit einer bestimmten Eigenschaft.

Definition 8.3 R(k), die Ramsey-Zahl fiir k, ist die kleinste Zahl n, sodass in
Jjeder Farbung des vollstdndigen Graphen mit n Eckpunkten, K,,, mit zwei Farben
ein monochromatischer vollstindiger Teilgraph K existiert.

Abb. 8.3 a Eine Firbung von K5 mit zwei Farben. b Eine Fiarbung von K¢ mit zwei Farben
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Satz 8.5 (Ramsey) R(3) = 6.

Beweis Abb. 8.3a zeigt, dass R(3) > 5. Um zu zeigen, dass R(3) < 6 ist, betrachtet
man einen beliebigen Knoten v in K. v ist mit fiinf anderen Knoten verbunden, und
wenn die Kanten mit zwei Farben gefirbt sind, muss es mindestens drei einfarbige
Kanten geben, die mit v verbunden sind.

In Abb. 8.4a sind AB, AC, AE rot gefirbt. Da der Graph vollstindig ist, sind
alle Eckpunkte miteinander verbunden. Wenn also eine der Kanten BC, BE, CE
rot gefirbt ist, sagen wir ‘BE, wird ein rotes Dreieck A ABE gebildet. Andernfalls
sind alle drei Kanten dieser Kanten blau gefdrbt und sie bilden ein blaues Dreieck
(Abb. 8.4b). O

B A B A
/N 4 N /N
/ \ , W / \
/ \ , W / \
/ \ 4 W / \
/ \ 4 W / \
/ \ 4 / \
/ \ 4 3\ / \
/ \ , W / \
/ \ 4 W / \
/ \ , W / \
/ \ 4 N/ \
7/ F ~ F
C / C*- R
/ S AR\
/ o / A
/ ~o / R\
/ ~ / A\
’ Mo R\
/ / o W
/ / ~ A\
/ / Se
/ ’ S
‘D E ‘D E
a b

Abb. 8.4 a Ein Eckpunkt von K. b Monochromatische Dreiecke in K

Der Satz kann auf eine beliebige Anzahl von Farben verallgemeinert werden sowie
auf Férbungen, bei denen die GroBen der Untergraphen nicht gleich sind. R(r, b, g)
ist der kleinste vollstdndige Graph, der so beschaffen ist, dass in jeder Fiarbung mit
drei Farben vollstindige Teilgraphen mit r roten Kanten, b blauen Kanten und g
griinen Kanten existieren miissen.

8.5 Die probabilistische Methode

Die einzigen bekannten nichttrivialen Ramsey-Zahlen sind R(3) =6 und R(4) = 18.
Im Jahr 1947 entwickelte Paul Erdds die probabilistische Methode und verwendete
sie, um untere und obere Schranken fiir R(k) zu zeigen. Spitere Forschungen haben
beide Schranken verbessert, aber dies ist immer noch ein wichtiges Forschungs-
gebiet, da die Schranken nicht eng sind. Es wurde zum Beispiel bewiesen, dass
43 < R(5) <48und 798 < R(10) < 23.556. In diesem Abschnitt wird die Elemen-
tarwahrscheinlichkeit verwendet, um eine untere Schranke fiir R(k) zu erhalten.
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Um zu zeigen, dass es ein Element einer Menge S gibt, das die Eigenschaft A be-
sitzt, muss man beweisen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufélliges Element
von S die Eigenschaft A besitzt, groB3er als null ist. Es ist wichtig zu verstehen, dass
die Methode nichtkonstruktiv ist: Sie beweist nur, dass ein solches Element exis-
tiert, konstruiert es aber nicht. Obwohl wir aus Satz 8.5 wissen, dass R(3) = 6 ist,
wollen wir die probabilistische Methode verwenden, um eine untere Schranke fiir
R(3) zu erhalten.

Satz 8.6 (Erdds) R(3) > 4.

Beweis Betrachten wir bei einer zufdlligen Firbung von K, durch die beiden Far-
ben Rot und Blau einen beliebigen Untergraphen K3, d.h. ein beliebiges Dreieck
mit (g) = 3 Seiten. Die Wahrscheinlichkeit, dass alle Seiten rot gefirbt sind, ist 273,
ebenso die Wahrscheinlichkeit, dass alle Seiten blau gefirbt sind, also ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass das Dreieck einfarbig ist, 273 + 273 = 272 = 1/4. Die Anzahl
der Dreiecke in K, ist (’;), also ist P(n, 3), die Wahrscheinlichkeit, dass irgendein
Dreieck, das in einer zufilligen Farbung von K, enthalten ist, einfarbig ist, gleich:

P(n,3) = (’;)%

Wenn P(n,3) < 1, dann ist sein Komplement P(n,3) = 1 — P > 0, d.h. die
Wabhrscheinlichkeit, dass eine zufillige Fiarbung von K, kein monochromatisches
Dreieck enthilt, ist groBer als null, also muss mindestens eines existieren.

Die folgende Tabelle zeigt P (n,3) fiir verschiedene Werte von 1 und, ob der
Wert von P (n, 3) beweist, dass es eine Firbung ohne einfarbiges Dreieck gibt:

n | P(n,3) Existenz
3.3/4 Ja

45/6 | Ja
5/=-3/7 - 0

Auf den ersten Blick ist das Ergebnis seltsam, denn Abb. 8.3a zeigt, dass es eine Fir-
bung von K5 ohne monochromatische Firbung gibt. Jedoch ist das probabilistische
Kriterium zwar hinreichend, aber nicht notwendig; es ist eine untere Schranke, was
bedeutet, dass R(n) > 4 ist, was wahr ist, weil Satz 8.5 gezeigt hat, dass R(n) = 6.

Der gleiche Beweis funktioniert fiir beliebige k, sodass fiir die Wahrscheinlich-
keit fiir die Existenz einer Fiarbung von K, ohne monochromatischen vollstindigen

Graphen K, gilt:
P(n.k) = (Z) 2270,
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reomr () 2 (= () /s

P6,4) = (32—15)/32 = 17/32
P(7.4) = (32 —35)/32 = —3/32.

Fiir k = 4:

Daraus folgt, dass R(4) > 6 ist, was viel weniger ist als der bekannte Wert
R(4) = 18.

8.6 SAT-Solving

SAT-Solving ist eine Methode zur Losung von Problemen, bei der ein Problem als
Formel in der Aussagenlogik kodiert und dann mit einem Computerprogramm auf
den Wahrheitswert der Formel iiberpriift wird. Fortschritte bei den Algorithmen
und Implementierungen haben das SAT-Solving zu einem praktikablen Ansatz fiir
die das Problemlosen gemacht. Wir geben einen Uberblick iiber das SAT-Solving
und erkldren, wie es zur Losung der in diesem Kapitel beschriebenen mathemati-
schen Probleme verwendet werden kann. Es wird vorausgesetzt, dass der Leser iiber
elementare Kenntnisse der Aussagenlogik verfiigt, wie sie in Def. 8.4. zusammen-
gefasst sind.

8.6.1 Aussagenlogik und das SAT-Problem

Definition 8.4

e Eine Formel besteht aus atomaren Formeln oder Atomen, die durch die Aus-
sageoperatoren V (Disjunktion, ,,oder*), A (Konjunktion, ,,und*), — (Negation,
,.hicht*) verbunden sind.

e Eine Formel erhilt eine Interpretation durch eine Zuordnung von 7" oder F zu
jedem Atom. Die Auswertung einer Formel in einer Interpretation ergibt ihren
Wahrheitswert T oder F.

e Eine Formel ist erfiillbar genau dann, wenn es eine Interpretation gibt, die ihren
Wabhrheitswert 7" ergibt. Andernfalls ist die Formel unerfiillbar.

e Eine Formel ist dann und nur dann in konjunktiver Normalform (KNF), wenn sie
aus einer Konjunktion von Teilformeln besteht, von denen jede eine Disjunktion
von Literalen (Atomen oder Negationen von Atomen) ist.

Die folgende Formel ist in KNF:

(=pVvagVv=r) A (=pVvr) A (=r) A(pVgVv—r).
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Das SAT-Problem besteht darin zu entscheiden, ob eine gegebene Formel in KNF er-
fiillbar ist oder nicht. Ein SAT-Solver ist ein Computerprogramm, welches das SAT-
Problem I6sen kann. Die meisten SAT-Solver basieren auf dem DPLL-Algorithmus,
der auf die 1960er-Jahre zuriickgeht; durch neuere Entwicklungen wurde der Al-
gorithmus erheblich verbessert. Hochgradig optimierte Implementierungen dieser
Algorithmen haben SAT-Solver zu einem wichtigen Werkzeug fiir die Losung von
Problemen in vielen Bereichen einschlieBlich der Mathematik gemacht.

8.6.2 Schur-Tripel

Wir kodieren das Schur-Tripel-Problem S(8) als Formel in KNF. Die Formel ist
dann und nur dann erfiillbar, wenn es eine Zerlegung der Menge S in disjunkte
Teilmengen Sy, S, gibt, sodass weder S| noch S, ein Schur-Tripel enthélt. Fiir je-
de der Zahlen 1 <i < 8 gibt es ein Atom p;. Die beabsichtigte Bedeutung einer
Interpretation fiir die Formel ist, dass sie p; T zuordnet, wenn i in der ersten Teil-
menge S; liegt, und sie ordnet p; F zu, wenn i in der zweiten Teilmenge S, liegt.
Um zu zeigen, dass in allen Zerlegungen keine Teilmenge ein Schur-Tripel enthilt,
muss die Interpretation sicherstellen, dass fiir jedes mogliche Schur-Tripel mindes-
tens ein Atom mit 7" und ein Atom mit F belegt ist.

Zum Beispiel ist {2, 4, 6} ein Schur-Tripel, sodass mindestens eine der drei gan-
zen Zahlen in S| und mindestens eine von ihnen in S, liegen muss. Daher muss
P2V ps VvV pe wahr sein und auch —p, V —py V = pg muss wahr sein. Es gibt 12
mogliche Schur-Tripel, also lautet die KNF-Formel:

(p1V P2V p3) A (=p1V=p2V=p3) A
(P1V Pp3V py) A (2p1V=psV=py) A
(P1V paV ps) A (=p1V =psV —ps) A
(P1V psV pe) A (=p1V =psV =ps) A
(p1V psV p1) A (=p1V =psV —p7) A
(p1V prVps) A (=p1V—prV—ps) A (8.3)
(p2V p3V ps) A (mp2V —=p3V=ps) A
(P2V paV ps) A (mp2V =psV —pe) A
(p2V psV p1) A (=p2V =psV =p7) A
(P2V psV ps) N (—=p2V =peV —ps) A
(p3V paV p7) A (=p3V =psV —p7) A
(p3V psV ps) A (—p3V —=psV —ps).



102 8 Die Ramsey-Theorie

Wenn ein SAT-Solver diese Formel erhilt, antwortet er, dass die Formel unter jeder
der folgenden Interpretationen erfiillbar ist:

P1 P2 P3 Ps P5 Ps P1 P
F F T F T T T F
T T F T F F F T

Eine Interpretation entspricht der Zerlegung in (8.2): S = {1,2,4,8}, S, =
{3,5,6,7}, wihrend die andere der symmetrischen Zerlegung S| = {3,5,6,7},
S, = {1,2,4, 8} entspricht.

Fiir S(9) werden vier Paare von Teilformeln fiir die zusétzlichen moglichen Drei-
ergruppen hinzugefiigt:

(p1V psV po) A (=p1V —psV —py) A
(p2V p7V po) A (mp2V —p7V =po) A
(P3V p6V po) N (mp3V =psV —po) A
(PaV psV po) A (mpsV —=psV —po).

Wenn der SAT-Solver diese Formel erhilt, antwortet er, dass die Formel nicht er-
fiillbar ist, womit gemeint ist, dass die es keine Zerlegung ein ohne Schur-Tripel
gibt. Entfernt man die doppelte Verneinung, bedeutet die Aussage, dass in jeder
Zerlegung von S(9) ein Schur-Tripel existiert.

8.6.3 Pythagoreische Tripel

Heule und Kullmann 16sten das Problem der pythagoreischen Tripel mithilfe eines
hochoptimierten SAT-Solvers. Es gab einen signifikanten Unterschied in der Effi-
zienz zwischen dem Auffinden einer Zerlegung, die keine pythagoreischen Tripel
hat (man braucht nur eine Zerlegung), und dem Nachweis, dass alle Zerlegungen
ein pythagoreisches Tripel haben (man muss sie alle tiberpriifen). Um zu zeigen,
dass es fiir alle S(n), 1 < n < 7824, eine Zerlegung ohne Tripel gibt, brauchte
man nur eine Minute Rechenzeit, wihrend der Nachweis, dass jede Zerlegung von
S(7825) ein Tripel hat, etwa zwei Tage Rechenzeit fiir einen Computer mit 800 par-
allel arbeitenden Kernen (Prozessoren), also insgesamt 40.000 Stunden Rechenzeit,
erforderte.

Der Einsatz von Computern in der Mathematik wirft natiirlich die Frage auf:
Konnen wir einem von einem Computer erzeugten Beweis vertrauen? Natiirlich
konnen auch ,,gewohnliche* mathematische Beweise fehlerhaft sein (Abschn. 4.7),
aber unsere Erfahrung mit hédufigen Computerfehlern sowie die Undurchsichtig-
keit groer Computerprogramme machen uns empfindlicher fiir mogliche Fehler in
computergenerierten Beweisen.

Eine Moglichkeit, das Vertrauen in die Korrektheit eines computergenerierten
Beweises zu erhohen, besteht darin, zwei oder mehr Programme zu verwenden, die
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unabhingig voneinander von zwei oder mehr Forschern geschrieben wurden. Wenn
die verschiedenen Programme in unterschiedlichen Programmiersprachen und fiir
unterschiedliche Computer und Betriebssysteme geschrieben sind, verringert dies
die Moglichkeit eines Fehlers in der Computerhardware und -software.

Der SAT-Solver von Heule und Kullmann schrieb ein Protokoll der Beweisschrit-
te, sodass diese auf ihre Korrektheit hin tiberpriift werden konnten. Das Protokoll
war so umfangreich, 200 Terabyte, dass es unmdoglich war, es direkt zu untersu-
chen. Zum Vergleich: 200 Terabyte sind 200.000 Gigabyte, wihrend Thr Computer
vielleicht einen internen Speicher von 16 Gigabyte und eine Festplatte von 128
Gigabyte hat. Stattdessen haben sie ein kleines Programm geschrieben, um die
Korrektheit der Daten im Protokoll zu iiberpriifen. Um sicherzustellen, dass die-
ses Programm korrekt war, schrieben sie einen formalen Beweis unter Verwendung
des Cog-Beweisassistenten, der die Arbeit von Mathematikern unterstiitzt und tiber-
priift, ohne den Beweisprozess vollstindig zu automatisieren.

8.6.4 Ein Uberblick iiber den DPLL-Algorithmus

Der erste Algorithmus, den man zum Losen von SAT lernt, sind die Wahrheitstabel-
len. Bei einer Formel A in Aussagenlogik mit n verschiedenen Atomen gibt es 2"
Interpretationen, da jedem Atom unabhingig 7 oder F zugeordnet werden kann.
Fiir jede Interpretation ist es einfach, den Wahrheitswert von A mithilfe der Definiti-
on der Aussagenoperatoren zu berechnen. Die Uberpriifung von 2 Interpretationen
ist jedoch selbst fiir méaBig grofle 7 sehr ineffizient.

Der DPLL-Algorithmus ordnet schrittweise 7 oder F einem Atom zu und ver-
sucht dann, die Formel auszuwerten. Wenn zum Beispiel A = p A ¢ A —r gegeben
istund p F zugewiesen wird, dann wird A zu F ausgewertet, unabhingig von den
Zuweisungen zu g und r, und es besteht keine Notwendigkeit, weitere Auswertun-
gen durchzufiihren. Analog dazu wird A = p vV ¢ vV —r zu T ausgewertet, wenn p
T zugewiesen wird, unabhingig von den Zuweisungen an ¢ und r.

Die Effizienz der DPLL ergibt sich aus der Einheitsresolution. Betrachten wir
einen Teil der Formel fiir Schur-Tripel:

(P1V P2V p3) A(=p1V—paV=ps3) A
(P1V P3V p) A(=p1V=p3V—py) A
(8.4)
(p3V paV p7) A(=p3V —paV —p7) A

(p3V psV ps) A(=p3V —=psV —ps).

Nehmen wir an, wir haben F den Atomen p;, p, zugeordnet. Die erste Teilformel
reduziert sich auf die Einheitsklausel, die aus dem einzelnen Atom p; besteht. Wenn
die Formel erfiillt werden soll, miissen wir 7" p3 und allen Teilformeln zuordnen:

(1 vV P2V p3), (piV 3V ps), (p3V paV pr), (p3V psV pg),
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werden sofort zu T ausgewertet.

Da —pj3 zu F ausgewertet wird, kann jede Teilformel, die — p3 enthélt, nur erfiillt
werden, wenn einem anderen Literal in der Teilformel 7 zugewiesen wird. In —p3 Vv
—ps5 V —pg muss entweder ps; oder pg F' zugewiesen werden, damit entweder — ps
oder —pg zu T ausgewertet wird.

Diese Analyse zeigt, dass, sobald p;, p» F zugewiesen wurde, die Formel in
(8.4) nur dann erfiillbar ist, wenn (—p4 V = p7) A (—psV — pg) erfiillbar ist. Wendet
man die Resolution von p3 auf alle Teilformeln von (8.3) an, so reduziert sich die
Formel auf:

(paV ps) AN (paV ps) N (psV ps) A (psV p7) A
(ps Vv p1) A (psV ps) N (p7V ps) A
(=paV =p7) A (=psV —psg).

Eine weitere Zuordnung von F zu py fiihrt zur Interpretation als erfiillbar, was wir
nach nur drei willkiirlichen Zuordnungen gefunden haben.

8.7 Pythagoreische Tripel in der babylonischen Mathematik

Dieser Abschnitt ist eine Abschweifung von der Ramsey-Theorie; er wurde aufge-
nommen, um einen Vorgeschmack auf die reichhaltige Theorie der pythagoreischen
Tripel zu geben und um die Tiefe des mathematischen Wissens in der antiken Welt
zu demonstrieren. Pythagoreische Tripel waren in der babylonischen Mathematik
seit mindestens 1800 v. Chr. bekannt.

Definition 8.5 Ein primitives pythagoreisches Tripel ist eine Menge von drei posi-
tiven ganzen Zahlen {a, b, ¢}, sodass a> + b> = ¢? und a, b, ¢ keinen gemeinsamen
Teiler groBer als 1 haben.

Beispiel 8.3 {3, 4,5} ist ein primitives pythagoreisches Tripel, aber {6, 8, 10} ist
ein pythagoreisches Tripel, das nicht primitiv ist, da 2 ein gemeinsamer Teiler ist.

Eine Keilschrifttafel namens Plimpton 322 ist eines der frithesten Beispiele fiir ba-
bylonische Mathematik. Sie listet fiinfzehn primitive pythagoreische Tripel unter
Angabe von a und ¢ auf. Tab. 8.1 zeigt vier dieser Tripel, zusammen mit den be-
rechneten Werten von b und anderen Werten, die weiter unten diskutiert werden.

Tab. 8.1 Babylonische Tripel aus der Plimpton-322-Tafel

a AFaktoren b bFaktoren c u UFaktoren | V VFaktoren
119 7-17 120 25.3.5 169 12 22.3 |5 |5

4601 |43-107 4800 |20-3.52 6649 75 3-5? 32(2°
12.709 | 71-179 | 13.500 | 2%-33.53 18.541 125 5° 54(2.33
65 5-13 72 23.32 97 9 32 4 22
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Mathematikhistoriker haben mehrere Erkldrungen dafiir vorgeschlagen, wie die-
se Tripel gefunden wurden. Eine Erklarung lautet, dass Euklids Formel verwendet
wurde, um die Tripel aus einem Paar von erzeugenden Zahlen zu erhalten.

Satz 8.7 (Euclid) {a,b,c} ist nur dann ein primitives pythagoreisches Tripel,
wenn es zwei positive ganze Zahlen u, v gibt, die erzeugende Zahlen genannt wer-
den, und zwar so, dass

1. u>v,

2. nicht beide ungerade sind,

3. sie keinen gemeinsamen Teiler grofier als 1 haben,

4. die folgenden Beziehungen zwischen {a, b, c} und u, v gelten:

a=u*—v% b=2uv, c¢=u>+%.

Beweis Aus der Berechnung folgt unmittelbar, dass {a, b, ¢} ein pythagoreisches
Tripel bildet, wenn es wie in Punkt 4 gefordert ausgedriickt werden kann:

a’ +b* = w? —vH)* + Quv)?
=u* —2(uv)?* + v* + 4(uv)?
=u* + 2(uv)* + v*

— (u2+ U2)2 — 02'

Der Beweis fiir die andere Richtung ist komplizierter und wird daher weggelassen.
O

Wenn es stimmt, dass die Babylonier die Formel von Euklid verwendeten, bleibt
die Frage: Wie haben sie die erzeugenden Zahlen u, v entdeckt?

Jede Zeile der Tab. 8.1 zeigt dpakioren UNd Dpaxioren, die Faktorisierungen von a
und b, die zeigen, dass sie keine gemeinsamen Teiler haben. Der Leser ist einge-
laden zu priifen, dass ¢ keinen gemeinsamen Teiler mit @, b hat, sodass die Tripel
primitiv sind. Die erzeugenden Zahlen u, v und ¥ paktoren, VrFaktoren Sind ebenfalls dar-
gestellt. Sie haben nicht nur keine gemeinsamen Teiler, wie in Satz 8.7 gefordert,
sondern die einzigen Teiler groBer als 1 in ¥ und v sind Potenzen von 2, 3, 5.

Definition 8.6 Ein babylonisches Tripel ist ein primitives pythagoreisches Tripel,
bei dem die Primfaktoren von u, v ausschlieflich 2, 3,5 sind.

Der Grund, warum sich die Babylonier auf diese Teiler beschrinkten, ist, dass sie
das sexagesimale Zahlensystem, d. h. das Zahlensystem zur Basis 60 =223 .5,
verwendeten, dessen Primfaktoren 2, 3 und 5 sind.

Fiir Leser, die mit nichtdezimalen Zahlensystemen nicht vertraut sind, hier ein
kurzer Uberblick iiber das Konzept. Die ,,Zahl* 12.345 ist eine Kurzform fiir die
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Zahl:
(1 x10%) + (2 x10%) + (3 x 10%) + (4 x 10") 4+ (5 x 10%).

Dieses Zahlensystem wird als dezimal oder Basis-10-Zahlensystem bezeichnet. Es
gibt zehn Ziffern 0, 1,2, ..., 8, 9 fiir die Koeffizienten der Potenzen, und die Po-
tenzen werden durch die Stellen der Koeffizienten mit von rechts nach links zuneh-
menden Potenzen dargestellt.

Die Zahl kann auch im Binédrsystem (Zahlensystem zur Basis 2) dargestellt wer-
den:

12.345 = 8192 + 4096 + 32+ 16 + 8 + 1 =213 4212 4 25 4 24 4 23 4 20
= 11000000111001 .

Die bindre Notation verwendet zwei Ziffern 0, 1 fiir die Koeffizienten, und die Zwei-
erpotenzen werden durch die Stellen der Koeffizienten angegeben.

Ein weiteres beliebtes Zahlensystem ist das hexadezimale oder Basis-16-
Zahlensystem, das bei der Rechentechnik verwendet wird. Fiir dieses Zahlensystem
benotigen wir 16 ,.Ziffern“; die Konvention ist, 0,1,2,...,8,9,4,B,C,D,E, F
zu verwenden.

Das Zahlensystem zur Basis 60 ist nicht so fremd, wie es scheinen mag, denn wir
stellen Zeit, geografische Koordinaten und Winkel in diesem System dar. Wir sind
es gewohnt, Berechnungen wie (1 Stunde 40 Minuten) plus (1 Stunde 30 Minuten)
gleich (3 Stunden 10 Minuten) auszufiihren.

Tab. 8.2 zeigt die Werte von a, ¢, die in der Tafel in der Basis-60-Notation er-
scheinen, wobei (d) die d-te ,Ziffer” fiir 0 < d < 60 darstellt. Der Leser kann
nachpriifen, dass diese Werte mit den Dezimalwerten in Tab. 8.1 iibereinstimmen,
z.B.:

3x60%) + (B1x60") + (49 x60°) 12.709
(5x60%) + (9x60") + (1x60° = 18.541

Die Babylonier hatten nicht 60 verschiedene Symbole fiir die Ziffern. Stattdessen
verwendeten sie ein hybrides System, bei dem die Koeffizienten mit zwei Symbo-
len dargestellt wurden: eines fiir den Zehnerkoeffizienten und das andere fiir den
Einerkoeffizienten, und die Stellen der Koeffizienten gaben die Potenzen von 60
an. Mit Q fiir den Zehnerkoeffizienten und <> fiir den Einerkoeffizienten wiirde die
Dezimalzahl (38 x 60) + (16 x 60°) = 2296 wie folgt dargestellt werden:

SO0 2%
QRO SO00 O SO0 .

Tab. 8.2 Babylonische a c

Tripel im Basis-60-System (1)(59) (2)(49)
(1)(16)(41) ' (1)(50)(49)
(3)(31)(49) (5)(09)(01)
(1)(05) (1)(37)
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Was ist die Uberraschung?

Der Satz von Frank P. Ramsey schien ein unbedeutendes Ergebnis in der Kombina-
torik zu sein. Uberraschenderweise war der Satz die Grundlage fiir ein vollig neues
und anspruchsvolles Gebiet der Mathematik mit vielen offenen Problemen. Auch
die Natur der Ramsey-Theorie ist tiberraschend: Wenn eine Menge grof3 genug ist,
gibt es RegelmiBigkeiten in ihren Teilmengen.

In die Ramsey-Theorie wurde ich durch den Artikel von Marijn J.H. Heule und
Oliver Kullmann iiber die pythagoreischen Tripel eingefiihrt, deren Beweis eine
gewisse Ahnlichkeit mit dem Beweis des Vier-Farben-Satzes aufweist: der Einsatz
massiver Rechenressourcen, der erst nach theoretischen Fortschritten erfolgreich
ist. Daher lautet auch der Titel ihres Artikels: The Science of Brute Force.

Probleme in der Kombinatorik verlangen nach bestimmten Zahlenwerten, zum
Beispiel muss R(n) eine bestimmte positive ganze Zahl sein. Es ist iiberraschend,
dass probabilistische Methoden sich als so fruchtbar erwiesen haben, um Ergebnisse
in diesem Bereich zu erzielen.

Wir neigen zu der Annahme, dass die Menschen heute schlauer sind als vor Tau-
senden von Jahren. Es kann {iberraschen, wenn man erfihrt, dass die babylonische
Mathematik vor viertausend Jahren so weit fortgeschritten war, dass sie entdeckte,
dass {12.709, 13.500, 18.541} ein pythagoreisches Tripel ist.

Quellen

Einen Uberblick iiber die Ramsey-Theorie findet man unter [9], wihrend eine fort-
geschrittene Darstellung in [20] zu finden ist. Der Abschnitt iiber die probabilisti-
sche Methode basiert auf [43, Example 40] und [9, Chapter 4]. Eine Datenbank mit
Ramsey-Zahlen ist in [34] zu finden.

Die Methode zum Beweis des Satzes iiber die pythagoreischen Tripel wird
in [23] ausfiihrlich erldutert. Siehe [4] fiir eine Einfiihrung in die Logik und in
das SAT-Solving. Das Archiv meines SAT-Solvers fiir die Ausbildung [5] enthilt
Formeln fiir Schur-Tripel, Ramsey-Graphen und das Van-der-Waerden-Problem.

Abschn. 8.7 basiert auf [42, 60]. Das sexagesimale Zahlensystem wird in [62]
beschrieben.
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Kapitel 9 ()]
Das Langford-Problem ot

C. Dudley Langford bemerkte, dass sein Sohn farbige Blocke wie in Abb. 9.1 dar-
gestellt angeordnet hatte. Zwischen den roten Blocken befindet sich ein Block,
zwischen den blauen Blocken zwei und zwischen den griinen Blocken drei.

Abb. 9.1 Anordnung der Blocke fiir das Langford-Problem

Definition 9.1 (Langford-Problem L(n)) Gegeben sei die Multimenge' von po-
sitiven ganzen Zahlen:
{1,1,2,2,3,3,...,n,n},

Lassen die Elemente sich so anordnen, dass fiir 1 <i < n gilt, dass i Zahlen zwi-
schen den beiden Vorkommen von i liegen?

ADDb. 9.1 zeigt, dass 312132 eine Losung fiir L(3) ist.

Abschn. 9.1 formuliert das Langford-Problem neu und verwendet dabei einen
mathematischen Formalismus, der die Losung des Problems erleichtert. Abschn. 9.2
charakterisiert Werte von n, fiir die L(n) 16sbar ist, und présentiert zwei Beweise
des Satzes. Der erste Beweis, der relativ einfach ist, verwendet die Technik der
Doppelzihlung: man z#hlt denselben Wert auf zwei verschiedene Arten und setzt
die resultierenden Formeln gleich. Der zweite Beweis ist eine geschickte Induktion,
aber die damit verbundene ,,Buchfiihrung* erfordert eine sorgfiltige Beachtung der
Details. Abschn. 9.3 arbeitet die Losung fiir L (4) aus.

! Eine Multimenge (engl. multiset oder bag) ist wie eine Menge, mit der Ausnahme, dass es mehr
als ein Vorkommen eines Elements geben kann.
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9.1 Das Langford-Problem als Uberdeckungsproblem

Das Langford-Problem kann mithilfe einer Matrix gelost werden. Fiir L(3) gibt
es sechs Spalten, eine fiir jede Position, an der die sechs Zahlen platziert werden
konnen. Es gibt eine Zeile fiir jede mogliche Platzierung einer der Zahlen, d. h.
die beiden Vorkommen von k miissen k Zahlen zwischen sich haben. Es gibt vier
mogliche Platzierungen der Einsen, drei der Zweien und zwei der Dreien:

112 3 4 5 6

1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1
5 2 2

6 2 2

7 2 2
8 3 3

9 3 3

Um das Problem zu 16sen, miissen wir eine Zeile fiir die Einsen in der Folge,
eine Zeile fiir die Zweien und eine Zeile fiir die Dreien so auswihlen, dass keine
Spalte mehr als eine Zahl enthilt, wenn wir diese Zeilen iibereinander stapeln.

Die Zeile 9 braucht wegen der Symmetrie nicht beriicksichtigt zu werden: Wenn
man mit Zeile 9 beginnt, erhédlt man die Umkehrung der Folge, die man erhilt, wenn
man mit Zeile 8 beginnt.

Zeile 8 ist die einzige, die 3 enthilt, also muss sie gewihlt werden, und die Folge
ist 3_,...3... Jede Zeile mit Zahlen in den Spalten 1 und 5 kann nun nicht mehr

verwendet werden, da an jeder Stelle nur eine Zahl stehen kann. Bezeichnen wir
die zuldssigen und verbotenen Zeilen mit:

Y.2,3,4,3,.6.78.

Zeile 7 ist die einzige verbleibende Zeile, die Zweien enthilt, also muss sie aus-
gewihlt werden und die Reihenfolge ist 3_2_32. Das Loschen von Zeilen, die nicht
mehr verwendet werden kdnnen, ergibt:

Y.2.3.4.7.6.7.8.

Wihlt man die einzige verbleibende Zeile, Zeile 2, ergibt sich die Losung
312132:
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Die Analyse hat gezeigt, dass dies die einzige Losung ist, mit Ausnahme der
symmetrischen Losung, die man erhilt, wenn man mit Zeile 9 beginnt.

9.2 Fiir welche Werte von = ist das Langford-Problem losbar?

Satz 9.1 L(n) hat dann und nur dann eine Losung, wenn n = 4k oder n = 4k + 3.

Wir beweisen die Vorwirtsrichtung des Satzes. Beweis 1 zeigt: Wenn L(n) eine
Losung hat, dann gilt n = 4k oder n = 4k + 3. Beweis 2 zeigt den Kehrsatz: Wenn
n = 4k + 1 oder n = 4k + 2, dann hat L (n) keine Losung.

Beweis (I) Wenn das erste Vorkommen der Zahl k an der Stelle i; ist, ist das
zweite Vorkommen an der Stelle iy + k + 1. Zum Beispiel in 312132, der Losung

fiir L(3), ergibt die Wahlvonk =21i; =3undiy +k+1=3+2+1=6.
S,, die Summe der Positionen aller Zahlen, ist:

sz+2(zk+k+1)
k=1

—2sz+2(k+1)
k=1

_22 n(n+3)

Andererseits ist S, einfach 1 +2 + 3 + --- + 2n, also:
2n

2n(2n + 1)
Sy = k= —1—.
-2 2

Die Gleichsetzung der beiden Formeln fiir S, ergibt:

n(n + 3) 2n(2n + 1)
22 >

N 1(2n@n+1) n(n+3)
E( 2 2 )

k=1
3n?—n
2 .

Die linke Seite ist eine ganze Zahl, da sie die Summe von ganzen Zahlen (die
Positionen) ist, also muss die rechte Seite auch eine ganze Zahl sein. Wann ist 3n3—
n durch 4 teilbar? Die Faktorisierung von 3n% — n ergibt n(3n — 1).
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Wenn n ein Vielfaches von 4 ist, ist das Produkt durch 4 teilbar.

Wann ist 3n — 1 durch 4 teilbar? Jede ganze Zahl n ldsst sich als n = 47 4 j mit
j =0,1,2,3 darstellen. Wenn 3n — 1 durch 4 teilbar ist, dann ist auch 3(4i + j) —
1 =12i + 3j — 1 teilbar. 12 ist durch 4 teilbar. Fiir j = {0,1,2,3}ist3j — 1 =
{—1,2,5, 8} dann und nur dann durch 4 teilbar, wenn j = 3, alson = 4i + 3. O

Um die Idee des zweiten Beweises vorzustellen, betrachten wir, wie eine Losung
fiir n = 4 aussehen konnte. In den folgenden Tabellen sind die Stellen, an denen 4
vorkommt, 1 und 6, und die Stellen, an denen 2 vorkommt, sind 5 und 8. In beiden
Fillen ist eine Position ungerade und die andere gerade.

1123 4 5 6 7|8 12 3/4 5 6 7|8
4 13|12 4 3 2 4.1 3124 3 2
* * * *

Sei k =2m eine gerade Zahl. Wenn i die Position des ersten Vorkommens von k ist,
dann ist die Position des zweiten Vorkommens i + & + 1. Die Summe der Positionen
ist:

i+ +k+1D)=2i+2m+1=2(G0+m)+1,

was eine ungerade Zahl ist. Damit die Summe von zwei Zahlen ungerade ist, muss
eine ungerade und die andere gerade sein.

Uberpriifen wir nun die Positionen des Auftretens der ungeraden Zahlen. Die
Positionen der Vorkommen von 1 sind 2 und 4, beides gerade Zahlen, und die Posi-
tionen der Vorkommen von 3 sind 3 und 7, beides ungerade Zahlen.

3 5/6 7 8 1234 5 6 7 8
3 2432 4.1 3124 3 2
* *

% =

12
41
*

Sei k = 2m + 1 eine ungerade Zahl. Die Summe der Positionen ist:
i+((+k+1)=2i+2m+14+1=2(0+m+1),

was eine gerade Zahl ist. Damit die Summe von zwei Zahlen gerade ist, miissen
beide ungerade oder beide gerade sein.

Die Positionen 1,2,...,2n — 1, 2n enthalten eine gleiche Anzahl von geraden
und ungeraden Positionen. Die beiden Vorkommen einer Zahl in einer Zeile ,,be-
decken® zwei Stellen. Wenn die Menge der Zeilen alle Positionen abdeckt, miissen
sie eine gleiche Anzahl von geraden und ungeraden Positionen abdecken. Man de-
finiert die Paritit einer Reihe von Zeilen als die Differenz zwischen der Anzahl der
geraden und ungeraden Positionen, die abgedeckt werden. Zu Beginn ist die Paritét
gleich null, und wenn das Problem eine Losung hat, hat die Menge der Zeilen in
der Losung ebenfalls die Paritét null.
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Wenn zwei Vorkommen einer geraden Zahl platziert werden, decken sie eine
gerade und eine ungerade Position ab, sodass die Paritit gleich bleibt:

1 2 415 6 7 8 12 3 4 5 6 7 8
4 1/3 1 2|4 3 2 4 1 /3 1 2 4,32
-1 +1 -1 +1

Wenn zwei Vorkommen einer ungeraden Zahl platziert werden, wird die Paritit
+2 oder -2, also miissen wir in der Lage sein, dieses Paar mit einem Paar von
Vorkommen einer anderen ungeraden Zahl zu verbinden, die an Positionen platziert
sind, welche die Paritét ausgleichen:

1.2 /3 4 5 67 8 12 4 56 8
4 31 24 3 413 12 43 2
+1 +1 -1 -1

Wir haben gezeigt, dass es eine Losung des Langford-Problems nur dann geben
kann, wenn es eine gerade Anzahl ungerader Zahlen in {1,...,n} gibt! Der Satz
besagt, dass, wenn dies wahr ist, entweder n = 4k oder n = 4k — 1, und wenn
nicht, dann entweder n = 4k — 2 oder 4k — 3.

Beweis (2) Der Beweis erfolgt durch Induktion. Es gibt vier Grundfille:

e n =4k —3=1.In{l1} gibt es eine ungerade Anzahl von ungeraden Zahlen und
es gibt keine Losung.

e n =4k —2=2.1In{l,2} gibt es eine ungerade Anzahl von ungeraden Zahlen
und es gibt keine Losung.

e n =4k —1=3.1In{l,2,3} gibt es eine gerade Anzahl von ungeraden Zahlen
und wir haben gesehen, dass es eine Losung gibt.

e n=4k—0.In{l,2,3, 4} gibt es eine gerade Anzahl von ungeraden Zahlen und
Abschn. 9.3 gibt eine Losung.

Die Induktionshypothese lautet, dass der Satz fiir {1,...,4k — j}, k> 1,0 <
j < 3 wahr ist, und wir werden beweisen, dass er fiir n = 4(k 4+ 1) — j wahr ist.

o Fiige4k+1=4(k+1)—3zu{l,..., 4k} hinzu. Nach der Induktionshypothese
fiir 4k = 4k — 0 gibt es eine gerade Anzahl von ungeraden Zahlen. 4(k +1) —3
ist ungerade, also gibt es jetzt eine ungerade Anzahl von ungeraden Zahlen und
es gibt keine Losung.

e Fiigedk +2=4(k+1)—2zu{l,...,4k + 1} hinzu. Nach der Induktionshy-
pothese fiir 4k + 1 = 4(k + 1) — 3 gibt es eine ungerade Anzahl von ungeraden
Zahlen. 4(k + 1) — 2 ist gerade, also gibt es immer noch eine ungerade Anzahl
von ungeraden Zahlen und es gibt keine Losung.

e Figedk +3=4(k+1)—1zu{l,...,4k + 2} hinzu. Nach der Induktionshy-
pothese fiir 4k + 2 = 4(k + 1) — 2 gibt es eine ungerade Anzahl von ungeraden
Zahlen. 4(k + 1) — 1 ist ungerade, also gibt es eine gerade Anzahl von ungeraden
Zahlen und es gibt wahrscheinlich eine Losung.
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e Figedk +4=4(k+1)—02zu{l,2,...,4k + 3} hinzu. Nach der Induktions-
hypothese fiir 4k 4+ 3 = 4(k 4+ 1) — 1 gibt es eine gerade Anzahl von ungeraden
Zahlen. 4(k + 1) — 0 ist gerade, also gibt es eine gerade Anzahl von ungeraden
Zahlen und eine Losung ist wahrscheinlich. [

9.3 Losung fiir L(4)

Hier ist das Feld fiir L(4). Versuchen Sie, die Losung selbst zu finden.

1 2 3 4 5 6 78

1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1

5 1 1

6 1 1
7 2 2

8 2 2

9 2 2

10 2 2

11 2 2
12 3 3

13 3 3

14 3 3

15 3 3
16 4 4

17 4 4

18 4 4

Aus Griinden der Symmetrie kann die Zeile 18 entfallen.
Man wihle Zeile 16, und die Reihenfolge ist4__, . 4 .. .. Jede Zeile mit einem
Element an Position 1 oder Position 6 kann nicht mehr Teil der Losung sein.

Y.2,3, 4,5, 6,7.8,9,10,11,12,13, 14,15, 16, /1
Man wihle Zeile 14, und die Reihenfolge ist4_3,_, 43 ..

}/727 3? %7 5’ ﬁv 7’ 8» 9» 1/{)5 11, Wa ]/3’ 14’ 1/57 1651/7
Man wihle Zeile 8. Die Reihenfolge ist 423_243 ..

}/» 2’ }/’ 4* 5s ﬁ’ 7’87 971/071/17]/2,1/3, 14’1/5s 16’1/7

Alle Auswahlmoglichkeiten fiir die 1 wurden eliminiert, also miissen wir zurtick-
gehen.
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Anstelle von Zeile 8 wihlen wir Zeile 11, und die Reihenfolge ist 4_3_2432.

}/»2’ Z’ %’ 5’ 6’ 77 87 ngvllvw’w»l4’w’ 16’]/7

Man wihle Zeile 2 und wir haben eine Losung 41312432.
Gehen wir weiter zuriick, um zu sehen, ob es eine andere Losung gibt.
Anstelle von Zeile 14 wihlen wir Zeile 15, und die Reihenfolge ist 4, 3 4 3.

[ETI g N R

}/’ Z? 35 4’ 5’ 6’ 77 85 g’ w’ ]/]’ w’? w? 1/45 15’ 167 V7
Reihe 8 muss gewihlt werden, und die Reihenfolge ist 42_324 3.

}/’ 2’ }/’ 4/’ 5’ 6’ 7»87 971/0»1/1»1/2,]/3,1/4»15’16,1/7

Alle Moglichkeiten fiir die 1 wurden gestrichen, also gehen wir wieder zuriick.
Anstelle von Zeile 16 wihlen wir Zeile 17, und die Reihenfolge ist _4 4

[ TR TRNTE Ly

1,2,3,4,5,6,7,89,10,11,12,13,14,15,16,17
Man wihle Zeile 15, und die Reihenfolge ist _4_3,, 43.

[E LTS T

17 25 37 %» 5» 6» 77 8/7 95 ]/Oa ]/1’ ]ﬂv W’ 1/4’ 15’ 1/6’ 17
Reihe 9 muss gewihlt werden, und die Reihenfolge ist 423 _243.

1’273’%757577’8’971/0’1/1’10"1671/4’1571/6717

Alle Auswahlmoglichkeiten fiir die 1 wurden eliminiert. Wir kdnnen ein letztes Mal
zuriickgehen.
Anstelle von Reihe 15 wihlen wir Reihe 12, und die Folge ist 34_, 3 _4.

}/’2’3/’%’5’6’7’8’9’1/071/1712718’1/4’1/5’1/6’17

Auch hier wurden alle Méglichkeiten fiir die 1 gestrichen.

Daher ist 41312432 die einzige Losung.

Was ist die Uberraschung?

Die Quelle der Inspiration fiir einen mathematischen Satz kann tiberraschend sein.
Langford bemerkte ein Muster in den farbigen Blocken seines Sohnes, das zu dem
interessanten Satz 9.1 fiihrte. Die Schiiler sollten auch erfahren, dass ein Satz viele
verschiedene Beweise haben kann.
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Dieses Kapitel stiitzt sich auf [35]. [12] zeigt, wie man eine Losung fiir n = 4k und
n = 4k + 3 findet.
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Link zur Creative Commons Lizenz beifiigen und angeben, ob Anderungen vorgenommen wurden.
Die in diesem Kapitel enthaltenen Bilder und sonstiges Drittmaterial unterliegen ebenfalls der ge-
nannten Creative Commons Lizenz, sofern sich aus der Abbildungslegende nichts anderes ergibt.
Sofern das betreffende Material nicht unter der genannten Creative Commons Lizenz steht und die
betreffende Handlung nicht nach gesetzlichen Vorschriften erlaubt ist, ist fiir die oben aufgefiihrten
Weiterverwendungen des Materials die Einwilligung des jeweiligen Rechteinhabers einzuholen.
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Kapitel 10 ()]

Check for

Die Axiome des Origami

Origami, die Kunst des Papierfaltens, wurde vor mehreren Jahrhunderten in Japan
entwickelt und hat heute eine weltweite Anhédngerschaft. Im spiten zwanzigsten
Jahrhundert wurde die mathematische Theorie des Origami entwickelt. Thre Grund-
lage ist ein Satz von sieben Axiomen, die Huzita-Hatori-Axiome, benannt nach
Humiaki Huzita, der die ersten sechs Axiome formalisierte, und Koshiro Hatori,
der das siebte fand. Jacques Justin veroffentlichte alle sieben Axiome einige Jahre
vor Huzita und Hatori, und Margherita P. Beloch formulierte das sechste Axiom im
Jahr 1936. Dennoch sind die Axiome als die Huzita-Hatori-Axiome bekannt.

In einer Folge von drei Kapiteln werden wir die Mathematik des Origami er-
kunden. Dieses Kapitel stellt die Axiome vor, Kap. 11 verbindet Origami mit den
Waurzeln von Polynomen und Kap. 12 zeigt, dass Konstruktionen mit Origami Pro-
bleme 16sen konnen, die mit Zirkel und Lineal unméglich sind.

Dieses Kapitel enthilt einen Abschnitt fiir jedes der sieben Axiome. Im An-
schluss an die Erkldrung eines Axioms und ein Diagramm der von ihm spezifi-
zierten Falte werden die Gleichungen der Falte und der Schnittpunkte mithilfe der
analytischen Geometrie entwickelt. Eine Falte kann auch als geometrischer Ort de-
finiert werden, die Menge aller Punkte, die eine bestimmte Eigenschaft erfiillen.
Der Begriff ,,Falten* stammt von der Origami-Operation, bei der ein Stiick Papier
gefaltet wird, aber hier wird er verwendet, um die geometrische Linie zu bezeich-
nen, die durch das Falten des Papiers entstehen wiirde.

Falten fithren zu Spiegelungen. Bei einem Punkt p ergibt seine Spiegelung an
einer Falte [ einen solchen Punkt p’, dass / die Mittelsenkrechte der Strecke pp’ ist
(Abb. 10.1).

Abb. 10.1 Die Falte ist die
Mittelsenkrechte der Verbin-
dungsstrecke zwischen einem
Punkt und seiner Spiegelung
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Abb. 10.2 Axiom 1

10.1 Axiom 1

Axiom 10.1 Zu zwei verschiedenen Punkten p; = (xy, y1), p» = (X2, y2) gibtes
eine eindeutige Falte /, die durch beide Punkte verlduft (Abb. 10.2).

Herleitung der Gleichung der Falte Die Gleichung der Falte / ergibt sich aus
den Koordinaten von p; und p,. Die Steigung ist der Quotient aus den Differenzen
der Koordinaten und der Achsenabschnitt ergibt sich aus p;:

y=—n= 1(X—Xl)- (10.1)

Beispiel 10.1 Es sei p; = (2,2), p» = (6,4). Die Gleichung von [/ ist dann:

4-2
2= 2
y c (=2
Lot
= —X .
Y=

10.2 Axiom 2

Axiom 10.2 Zu zwei verschiedenen Punkten p; = (x1, y1), p» = (X2, y2) gibtes
eine eindeutige Falte /, die p; auf p; legt (Abb. 10.3).



10.3  Axiom 3 119

6 AY
A
AY
A}
A
5 Y
AY
Y p2
4 Y 4
\ J
A}
3 \
. .
N .
P1 v et
L Loty
3 N R B N PP AY
A}
A
A
A%
1 AY
AY
AY
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Abb. 10.3 Axiom 2

Die Falte ist der geometrische Ort aller Punkte, die dquidistant von p; und p; sind.

Herleitung der Gleichung der Falte Die Falte / ist die Mittelsenkrechte von
P1p2. Ihre Steigung ist der negative Kehrwert der Steigung der Verbindungsstrecke
zwischen p; und p;. [ geht durch den Mittelpunkt zwischen den beiden Punkten:

= : (10.2)

yi+ xz—xl( X1 +x2)
y - =- X = ’
2 Y2 —

Beispiel 10.2 Es sei p; = (2,2), p, = (6, 4). Die Gleichung von [ ist:

()= (35Y)

y= —2x+11.

10.3 Axiom 3

Axiom 10.3 Zu zwei Geraden [;,[, gibt es eine Falte /, die /; auf [, legt
(Abb. 10.4).

Die Falte ist der geometrische Ort der Punkte, die von /; und /, gleich weit entfernt
sind, wobei der Abstand eines Punktes zu einer Geraden die Lange der Strecke ist,
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Abb. 104 Axiom 3

und /, gebildeten Winkels ist.

die durch den Punkt geht und senkrecht auf der Geraden steht. Mithilfe kongruenter
Dreiecke lésst sich leicht zeigen, dass die Falte eine Winkelhalbierende des von [;

Herleitung der Gleichung der Falte

Iy, 1, sind parallel: Sei [, gleich y = mx + by und [, gleich y = mx + b,. Die Falte
ist die zu /; und [, parallele Gerade, die in der Mitte zwischen ihnen liegt:

by +b
Y =mx+ 1+ 02

I, 1, schneiden sich: Sei Iy gleich y = myx + by und [, gleich y = myx + b;.
pi = (xi,y;), der Schnittpunkt der beiden Geraden, ist:

mix; + by = myx; + by

by, — by
X = ———

mp —mp

yi =mix; + by.
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Beispiel 10.3 Sei [ gleich y = 2x — 2 und [, gleich y = —x + 8. Dann ist p; =
(xi, i)

8—(=2) 10
=D 0333
(1) 3
L N .
e T T

Die Falte ist die Winkelhalbierende des Winkels, den /; und /; in ihrem Schnittpunkt
bilden. Es gibt zwei mogliche Falten, da es zwei Paare von Scheitelwinkeln gibt.
Wir miissen die Steigungen der Winkelhalbierenden bestimmen. Ist der Winkel der
Geraden /; zur x-Achse 0; und der Winkel der Geraden [, zur x-Achse 65, so ist die
Falte diejenige Gerade, die zur x-Achse einen Winkel von 6, = (6, + 6,)/2 bildet.

Es sei m; = tan 0y, m, = tan 6,. Nach Satz A.9 ist m,, die Steigung der Geraden,
die einen Winkel von 6, + 6, relativ zur x-Achse bildet, gleich:

tan 0; + tan 6
m, = tan(6) + ) = ]an 1 +tanby  my +mo

—tanf tan6, 1 —mym,

Nach Satz A.10 ist m,, die Steigung der Winkelhalbierenden, gleich:

91+92_—1:|:\/1+tan2(91+92)_—1:|: 1+m§

=t
iy = an tan(6; + 0,) ;g

Beispiel 10.4 Fiir y = 2x —2und y = —x + 8 ist die Steigung der Winkelhalbie-
renden:

24 (-1) 1
mg = ————— = =
T1l-@2-—-1) 3
—1+ T+ (1/3)
my = 1/;(/) =3+ /10~ —6,16, 0,162.

Leiten wir die Gleichung der Falte /5, mit der positiven Steigung her. Aus Bsp. 10.3
sind die Koordinaten des Schnittpunkts der beiden Geraden (10/3, 14/3). Daraus
folgt:

14 10
5 =3+ V10 4 b
, _ 44— 1010
| = ——/——
3

44 — 10+/10
y = (=3 + V10)x + — ~ 0,162x + 4,13.
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104 Axiom 4

Axiom 10.4 Zu einem Punkt p; und einer Gerade /; gibt es eine eindeutige Falte /
senkrecht zu /;, die durch den Punkt p; geht (Abb. 10.5).

Die Falte ist der geometrische Ort aller Punkte auf der Senkrechten zu [, die durch
p1 geht.

Herleitung der Gleichung der Falte [, sei y =mx+b; und p; = (xy, y1). [ steht
senkrecht auf /1, ihre Steigung ist also —(1/m). Da sie durch p; geht, kénnen wir
den Achsenabschnitt b berechnen und seine Gleichung aufschreiben:

1
yi=-——x1+b
m
(myy + x1)
b= -——""-
m
1 (my1 + x1)
y = X+
m m
7 \‘\
RNy 23
6 \\\\
5 < N
~
4 \‘\ l
&* S
3
2
1 I
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Abb. 10.5 Axiom 4
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Beispiel 10.5 Sei p; = (2,6) und [; durch y = 2x — 4 gegeben. Die Gleichung
fiir die Falte lautet:

Lo 2642 1
=——x+——=—2x+7.
Y=73 2 2

10.5 Axiom 5

Axiom 10.5 Zu zwei Punkten p;, p, und einer Gerade [; gibt es eine Falte /, die
p1 auf [q legt und durch p, geht (Abb. 10.6).

Da die Falte durch p, geht und p, auf der Mittelsenkrechten von pl_p; liegt, ist
die geometrische Ortskurve der Spiegelung von p; der durch p, zentrierte Kreis
mit dem Radius pj p,. Die Falte ist so beschaffen, dass die Spiegelung p| auf der
gegebenen Gerade [; liegt.
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Herleitung der Gleichungen der Falten Sei /, gleich y = m;x + by, und seien
p1 = (x1,1), p2 = (x2, ¥2). Die Gleichung des in p, zentrierten Kreises mit dem
Radius pj p; lautet:

(x —x2)* + (y —y2)* =r?,  wobei
r?=(x—x)* + (2 — ).

Setzt man die Gleichung von /; in die Gleichung fiir den Kreis ein, so erhilt man:
(x =x2)> + ((mix + b)) — y2)* =17

(x —x2)* + (myx + (b — y2))> =17,

und wir erhalten eine quadratische Gleichung fiir die x-Koordinaten der moglichen
Schnittpunkte:

X*(L+m3) +2(—x2 + mi(b — y2))x + (x3 + (b —2b1y> + y3) —r*) = 0.
(10.3)

Da eine quadratische Gleichung hochstens zwei Losungen hat, kann es fiir ein gege-
benes Paar von Punkten und eine Gerade null, eine oder zwei Falten geben. Aus den
Losungen x{, x{ kénnen wir y{, y{ aus y = mx + b; berechnen. Die reflektierten
Punkte sind pj = (x{, y}), p{ = (x{, ¥{).

Beispiel 10.6 Essei p; = (2,8), p» = (4,4),und /| sei y = —%x + 3. Die Glei-
chung des Kreises ist (x —4)> + (y —4)? = (4—2)% + (4—8)? = 20. Setzt man

die Geradengleichung in die Kreisgleichung ein, so erhilt man eine quadratische
Gleichung fiir die x-Koordinaten der Schnittpunkte (oder man verwendet (10.3)):

2
(x —4)? + ((—%x +3) —4) =20

2
(x—4)2+(—1)2'(%x+1) —20=0

502 —28x —12=0
5x4+2)(x—6)=0.

Die beiden Kreuzungspunkte sind:

py = (=2/5,16/5) = (—0,4,3,2), p| = (6,0).

Die Falten sind die Winkelhalbierenden von p; p{ und p; p{.
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Beispiel 10.7 Fiir p; = (2,8) und p’ = (—2/5, 16/5) lautet die Gleichung von [, :
1 h

8+ (16/5)  (~2/5)—2 2+«—y$)
YT _'_uﬁﬁ)—s(x_ 2

1
= — = 6.
y 2x+

Beispiel 10.8 Fiir p; = (2,8) und p{ = (6,0) lautet die Gleichung von /,:

840 6—2 246
y= = - X =
2 0-8 2

1
= - 2.
y 2x+

10.6 Axiom 6

Axiom 10.6 Zu zwei Punkten p;, p, und zwei Geraden [, [, gibt es eine Falte /,
die p; auf [ und p, auf [, legt (Abb. 10.7).

Eine Falte, die p; auf /; legt, ist eine solche Gerade [y, dass der Abstand von p; zu I,
gleich dem Abstand ihrer Spiegelung p; von s ist. Die geometrische Ortskurve der
Punkte, die von einem Punkt p; und einer Geraden /; gleich weit entfernt sind, ist
eine Parabel. p; heiBit der Brennpunkt und [; heiBit die Leitlinie. Eine Falte ist eine
beliebige Gerade, die die Parabel tangiert (Abschn. 10.6.3).

Damit eine Falte gleichzeitig p; auf /; und p, auf [, legen kann, muss sie eine
gemeinsame Tangente an die beiden Parabeln sein. Es kann null, eine, zwei oder
drei gemeinsame Tangenten geben (Abb. 10.8a, 10.8b, 10.9a, 10.9b).

Die Formel fiir eine beliebige Parabel ist recht komplex, sodass wir uns bei
der Darstellung auf Parabeln beschrinken, deren Symmetrieachse die x- oder die
y-Achse ist.
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Abb. 10.9 a Zwei gemeinsame Tangenten. b Drei gemeinsame Tangenten

10.6.1 Herleitung der Gleichung einer Falte

Sei (0, f) der Brennpunkt einer Parabel mit der Leitlinie y = d. Wir definieren
p = f — d, die vorzeichenbehaftete Linge der Strecke zwischen dem Brennpunkt
und der Leitlinie.! Wenn der Scheitelpunkt der Parabel auf der x-Achse liegt, lautet
die Gleichung der Parabel y = x?/2p. Um die Parabel auf der y-Achse nach oben
oder unten zu verschieben, sodass ihr Scheitelpunkt bei (0, /) liegt, addiert man A
zur Gleichung der Parabel (Abb. 10.10):

x2

= +h.
y=o,t

Wir definieren a = 2 ph so, dass die Gleichung der Parabel lautet:

e (10.42)

= —+ — 4a
STy

x*—2py+a=0. (10.4b)

Die Gleichung der Parabel in Abb. 10.10 ist x> — 12y + 12 = 0.
Setzt man die Gleichung einer beliebigen Geraden y = mx + b in (10.4b) ein,
erhilt man eine Gleichung fiir die Schnittpunkte der Geraden und der Parabel:
x> =2pmx+b)+a=0
x> 4+ (=2mp)x + (—2pb +a) = 0.

! Wir haben die Notation p; fiir Punkte verwendet; die Verwendung von p an dieser Stelle konnte
verwirrend sein, es ist aber die Standardnotation. Der formale Name fiir p ist die Hilfte des latus
rectum.
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Brennpunkt

0,f)=1(0,4) o

Scheitelpunki p=6
(0, 1) I h=1

Leitlinie y=-2

y

Abb. 10.10 Die Elemente der Definition einer Parabel

Die Gerade tangiert die Parabel nur dann, wenn diese quadratische Gleichung genau
eine Losung hat und ihre Diskriminante null ist:

(=2mp)* — 4-1-(=2pb+a)=0 (10.5a)
m?p? +2pb—a =0. (10.5b)
Dies ist eine Gleichung mit den Variablen m, b fiir die Tangenten an der Parabel.
Um die gemeinsamen Tangenten an die beiden Parabeln zu erhalten, miissen wir
die Gleichungen fiir die beiden Parabeln gleichzeitig 16sen.
Beispiel 10.9
Parabel 1: Brennpunkt (0, 4), Leitlinie y = 2, Scheitelpunkt (0, 3).
p =2,a =223 =12.Die Gleichung der Parabel lautet:
x?—4y +12=0.

Setzt man p und a in (10.5b) ein und vereinfacht, so erhilt man:

m>+b—-3=0.

Parabel 2: Brennpunkt (0, —4), Leitlinie y = —2, Scheitelpunkt (0, —3).
p =—2,a =2--2--3 = 12. Die Gleichung der Parabel lautet:

X244y +12=0.
Setzt man p und a in (10.5b) ein und vereinfacht, so erhilt man:

m>—b—-3=0.
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Die Losungen der beiden Gleichungen:

m*4+b—3=0
m>—b—-3=0

sind m = £+/3 ~ £1,73 und b = 0. Es gibt zwei gemeinsame Tangenten:

y = x/gx, y = —3x.
Beispiel 10.10
Parabel 1: Unverindert.

Parabel 2: Brennpunkt (0, —6), Leitlinie y = —2, Scheitelpunkt (0, —4).
p=-—4a=2-—4.—-4 = 32 Die Gleichung der Parabel lautet:

x*+8y+32=0.
Setzt man p und a in (10.5b) ein und vereinfacht, so erhilt man:
2m* —b—4=0.
Die Losungen der beiden Gleichungen:
m?>+b—-3=0

2m*—b—4=0

7 2
sindm = £ \/; ~ +1,53und b = 3 Es gibt zwei gemeinsame Tangenten:

Beispiel 10.11 Definieren wir nun eine Parabel, deren Symmetrieachse die x-
Achse ist.

Parabel 1: Unverindert.

Parabel 2: Brennpunkt (4, 0), Leitlinie x = 2, Scheitelpunkt (3, 0).
p =2,a=2-2-3=12.Die Gleichung der Parabel lautet:

y2—4x+12=0. (10.6)
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Dies ist eine Gleichung mit x und y? anstelle von x? und y, sodass (10.5b) nicht
verwendet werden kann und wir die Ableitung erneut durchfithren miissen.
Setzen wir die Geradengleichung in (10.6) ein:

(mx +b)>—4x+12=0
m?>x? + 2mb —4)x + (> +12) =0.

Wir setzen die Diskriminante gleich null und vereinfachen:

(2mb — 4> — 4m*(b* +12) =0
—3m*>—mb +1=0.

Wenn wir versuchen, die beiden Gleichungen zu 16sen:

m*+b—-3=0
3m>—mb+1=0,

erhalten wir eine kubische Gleichung mit der Variable m:
m? —3m?>=3m+1=0. (10.7)

Da eine kubische Gleichung mindestens eine und hochstens drei reelle Losungen
hat, kann es eine, zwei oder drei gemeinsame Tangenten geben.

Die Formel fiir die Losung allgemeiner kubischer Gleichungen ist ziemlich kom-
pliziert, also habe ich einen Rechner im Internet benutzt und die drei Losungen
ermittelt:

m=23,73, m=-1,m=0,27.

Aus der Form von (10.7) konnte man bereits schlieBen, dass m = 1 oder m = —1
eine Losung ist:

P=3-12-3.141= —4
(=1 =3-(=1)>)=3-(=1)+1=0.

Dividiert man (10.7) durch m — (—1) = m + 1, so erhilt man die quadratische
Gleichung m? —4m + 1, deren Wurzeln die beiden anderen Losungen der kubischen
Gleichung sind m = 2 + +/3 ~ 3,73,0,27.

10.6.2 Ableitung der Gleichungen der Spiegelungen

Wir leiten die Lage der Spiegelung p| = (x}, y{) von p; = (x1, y;) an einer Tangen-
te [, ab, deren Gleichung y = m,x + b, ist. Zunichst bestimmen wir die Gerade /,
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mit der Gleichung y = m,x + b,, die senkrecht auf /, steht und durch p; geht:

1
= - — b
y m[X‘i‘p
1
yi=——xi+b,
m;

—X X1
y=—=+nm+—].
my ny

Dann ermitteln wir den Schnittpunkt p, = (x;, ;) von/; und /,:

—X X
m;x; + b, = — +()’1+—1)
m; m;

X
(YI + =L _bt)
N m

Y =mx; + b .

p; ist der Mittelpunkt zwischen p; und p;:

Xt = xil ;xl s Xll = 2)(,'; - X1,
i+
ye = 5 Loy = 2y—y1.

Beispiel 10.12 Seil, y = /3x + 0, und sei p; = (0, 4):

0
(4+——0)
xt:#:\@
ﬁ+—)
(5+ 5
vi=+v3v/3+0=3
x| =2x,—x =23 ~ 3,46
yi=2y—y1=2.

10.6.3 Tangenten an eine Parabel

Wir wollen beweisen, dass die Falten von Axiom 6 Tangenten an die Parabeln sind.
Abb. 10.11 zeigt fiinf Punkte p;, i = 1,...,5, wobei jeder Punkt p; sowohl vom
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Brennpunkt

a ©. f)

10 Die Axiome des Origami

az

P

Abb. 10.11 Die Tangente als geometrische Ortskurve

y

Leitlinie

y=-f

Brennpunkt als auch von der Leitlinie einen Abstand a; hat. Wir fillen die Lote
von den p; zur Leitlinie und bezeichnen die Schnittpunkte dieser Geraden mit der
Leitlinie als p;. Nach Axiom 2 gibt es Falten /; durch p;, die p auf die Leitlinie
legen. Die Punkte p! sind die Spiegelungen von p an den Falten. Die Abbildung

zeigt die Falte /; durch p; und die Spiegelung p;.

Satz 10.1 Die Falten des Axioms 6 sind die Tangenten an die Parabeln, welche die
Orte der Punkte sind, die zu den Punkten py, p, bzw. I}, l, dquidistant sind.

Beweis In Abb. 10.12 ist der Brennpunkt p und die Leitlinie d. p’ ist ein Punkt
auf der Leitlinie und / ist die Falte, die p auf p’ spiegelt. Sei s der Schnittpunkt von

Abb. 10.12 Der Beweis, dass die Falte eine Tangente ist
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pp’ und [. Dann ist ps = p’s = aund [ L pp’, dal die Mittelsenkrechte von pp’
1st.

Sei r der Schnittpunkt der Senkrechten d durch p’ und die Falte /. Dann ist
Apsr = Ap'sr gemiB Seite-Winkel-Seite. Daraus folgt, dass pr = p’r = b, also
ist 7 ein Punkt auf der Parabel. Wir wihlen einen Punkt p” auf der Leitlinie, der sich
von p’ unterscheidet, und nehmen an, dass die Falte / auch p auf p” spiegelt. g sei
der Schnittpunkt der Senkrechten zu d durch p” und die Falte [. A psq =~ Ap'sq,
somit pg = p’q = c. Bezeichne gp” = e. Wenn ¢ ein Punkt auf der Parabel ist,
danniste = gp” = gp = c, aber c ist die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks
Agp”p’ und es ist nicht moglich, dass die Hypotenuse gleich einer der anderen
Seiten des rechtwinkligen Dreiecks ist. Daher hat die Falte / nur einen Schnittpunkt
mit der Parabel und muss eine Tangente sein. [

10.7 Axiom 7

Axiom 10.7 Zu einem Punkt p; und zwei Geraden /, und [/, gibt es eine Falte /,
die p; auf /i legt und senkrecht auf /, steht (Abb. 10.13).

Die Falte ist der geometrische Ort aller Punkte auf der Geraden, die senkrecht zu /,
und dquidistant zu p; und p}, der Spiegelung von p; an [y, ist.

Abb. 10.13 Axiom 7
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Herleitung der Gleichung der Falte Es sei p; = (x1, y1), [; sei y = mx + by,
und [, sei y = myx + by. Sei [, die Gerade, die p;p| enthilt. Dal L 1, L1,
folgt, dass [, || I, und die Gleichung von /, lautet y = myx + b,,.

Die Gerade [, geht durch py, also ist y; = myx + b,, und ihre Gleichung lautet
¥y = max + (y1 —myx,). Die Spiegelung p; = (x|, y}) ist der Schnittpunkt von /;
und /,:

mix| + by = myx| + (y1 —maxy)

, Yyi—max—b
Xp=
mp —mp

Yy =mix;+by.

Die Gleichung des Mittelpunkts p,, = (X, yu) von [, ist:

X1 +xp v+
xm, m = I .
(X, ym) ( > 5
[ L I, und sie geht durch p,,, sodass ihre Gleichung lautet:
1
y =—-——X + bm ’
ny
. 1
wobei b,, aus y = ——x + b, berechnet werden kann:
my
bm = Vm + x_m .
my

Die Gleichung der Falte / lautet also:

1 Xom
y=——x+ |yt ")
nmyp nmyp

Beispiel 10.13 Sei p; = (5,3), sei [ gleich y = 3x — 3, und sei /, gleich y =
—x + 11. Dann:
—(=1)-5— (= 11
¢ _3CDs-y _n
3—(=1) 4
11 21
f— 3. 4 (=3) = —
I 4 +(=3) 1
11 21
Pm=1"7""2 |7 \s %)
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Die Gleichung der Falte / lautet:

w
—

33

il

|
[0 o)
|
I
=
+
Sl

Was ist die Uberraschung?

Origami, die Kunst des Papierfaltens, wird seit Hunderten von Jahren praktiziert. Es
ist daher iiberraschend, dass die mathematische Formalisierung erst im zwanzigsten
Jahrhundert erfolgte. Noch erstaunlicher ist es, dass es eine Axiomatisierung des
Papierfaltens gibt. Die Origami-Mathematik eignet sich hervorragend zum Erlernen
der analytischen Geometrie, der Eigenschaften von Parabeln und des Konzepts der
geometrischen Ortskurve.

Quellen

Die Axiome des Origami werden in [56] vorgestellt. Lang [26] gibt Beschreibun-
gen von Origamikonstruktionen. [31, Kap. 10] enthilt die detaillierte Theorie der
Origami-Mathematik, einschlielich des Beweises, dass zwei Parabeln null, eine,
zwei oder drei gemeinsame Tangenten haben konnen. Der Beweis von Satz 10.1
wurde mir von Oriah Ben-Lulu gezeigt. Ich habe festgestellt, dass geometrische
Software wie GeoGebra niitzlich ist, um die Beziehung zwischen der Geometrie
und der Algebra der Axiome zu verstehen.

Eine iibersichtliche Darstellung der kubischen Gleichungen findet sich in [6,
Kap. 1, 2].

Open Access Dieses Kapitel wird unter der Creative Commons Namensnennung 4.0 International
Lizenz (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de) verdffentlicht, welche die Nutzung,
Vervielfiltigung, Bearbeitung, Verbreitung und Wiedergabe in jeglichem Medium und Format er-
laubt, sofern Sie den/die urspriinglichen Autor(en) und die Quelle ordnungsgeméf nennen, einen
Link zur Creative Commons Lizenz beifiigen und angeben, ob Anderungen vorgenommen wurden.
Die in diesem Kapitel enthaltenen Bilder und sonstiges Drittmaterial unterliegen ebenfalls der ge-
nannten Creative Commons Lizenz, sofern sich aus der Abbildungslegende nichts anderes ergibt.
Sofern das betreffende Material nicht unter der genannten Creative Commons Lizenz steht und die
betreffende Handlung nicht nach gesetzlichen Vorschriften erlaubt ist, ist fiir die oben aufgefiihrten
Weiterverwendungen des Materials die Einwilligung des jeweiligen Rechteinhabers einzuholen.


http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de

Kapitel 11 @
Die Lill-Methode und die Beloch-Falte Qe

11.1 Ein Zaubertrick

Man konstruiere eine Bahn, die aus vier Strecken {a3 = 1,a, = 6,a; = 11,ay = 6}
besteht, ausgehend vom Ursprung entlang der positiven Richtung der x-Achse, und
drehe sich dabei 90° zwischen den Segmenten gegen den Uhrzeigersinn. Man kon-
struiere eine zweite Bahn wie folgt: Man konstruiere eine Gerade vom Ursprung
unter dem Winkel 63,4° und markiere ihren Schnittpunkt mit a, durch P. Man wen-
de sich 90° nach links, konstruiere eine Gerade und markieren deren Schnittpunkt
mit a; durch Q. Man wende sich erneut 90° nach links, konstruiere eine Gerade und
stellt fest, dass diese das Ende des ersten Pfades bei (—10, 0) schneidet (Abb. 11.1).

7
o a; =11
A7~. 6
’ ~ N
, ~ N
4 ~ -
I' R N 5
’ S
4 ~ ~ o
7 ~
’ S 4
’ ~~
ap =06 l' S o a=6
I, s ~3
s > ~
~o|P
- Iy
4 2 ,
’ ,
’ ’
’ 7
Il 1 ’
K A—f 634
-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2
asz =1
Abb. 11.1 Ein Zaubertrick
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Wir berechnen die Negation des Tangens des Winkels am Anfang der zweiten
Strecke: —tan 63,4° = —2. Setzen wir diesen Wert in das Polynom ein, dessen Ko-
effizienten die Lingen der Segmente des ersten Pfades sind:

p(x) = asx + arx?* + a\x + ag
=x +6x2+11lx+6
p(—tan63,4°) = (=2)> 4+ 6(=2)> + 11(=2) + 6 = 0.

Wir haben eine Wurzel aus dem kubischen Polynom x3 + 6x2 4 11x + 6 gefunden!

Lassen Sie uns das Beispiel fortsetzen. Das Polynom p(x) = x3 4+ 6x>+ 11x + 6
hat drei Wurzeln -1, -2, —3. Wir berechnen den Arcustangens der Negation der
Wurzeln:

a=—tan ' (—1)=45°, B=—tan ! (-2)~63,4°, y=—tan (=3)~T71,6°.

Fiir jeden Winkel schneidet die zweite Bahn das Ende der ersten Bahn (Abb. 11.2).

Der Wert —tan 56,3 ~ —1,5 ist keine Wurzel aus der Gleichung. Abb. 11.3 zeigt
das Ergebnis der Anwendung der Methode fiir diesen Winkel. Der zweite Pfad
schneidet die Strecke fiir den Koeffizienten a nicht bei (—10, 0).

Dieses Beispiel veranschaulicht eine von Eduard Lill 1867 entdeckte Methode
zur grafischen Ermittlung der reellen Wurzeln eines beliebigen Polynoms. Es geht
nicht darum, die Wurzeln zu finden, sondern zu iiberpriifen, ob ein bestimmter Wert
eine Wurzel ist.

Abschn. 11.2 stellt eine formale Spezifikation der Lill-Methode vor (beschridnkt
auf kubische Polynome) und gibt Beispiele dafiir, wie sie in speziellen Féllen funk-
tioniert. Ein Beweis fiir die Korrektheit der Lill-Methode wird in Abschn. 11.3

7
Q3 (O 11 |
s ..‘é;\“\ . : .~ 6
1 4 SaiN ’ N
1 ’ - . N
’ ’ g N
’ T~ .
’ ’ S . - 5
’ ’ ’ PG N B
' ’ e DR D
’ ’, ~~ N
1 . v ~ N 6
[ 4 S SSo
’ ~ 4
] ’ ~os ~o
’ . 'SEREN ~
", . SO = P
6 P, . ~“\ ~< 3
1, S I~ E
1o . INRES 1
’ . SO 1
A ,' Re N S P>
17 ’ 201 S0
1’ 4 . !
. ~
AN Py v
IR 1,
L, ) N
(R4 1 ’ B
Il'l o <]
4, 2, a
-10 -9 -8 =7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

Abb. 11.2 Lill-Methode fiir die drei Wurzeln des Polynoms
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‘ 1\56 3°

Abb. 11.3 Ein Pfad, der nicht zu einer Wurzel fiihrt

gegeben. Abschn. 11.4 zeigt, wie die Methode unter Verwendung des Origami-
Axioms 6 implementiert werden kann. Dies wird als Beloch-Falte bezeichnet und
ging der Formalisierung der Origami-Axiome um viele Jahre voraus.

11.2 Spezifikation der Lill-Methode

11.2.1 Die Lill-Methode als Algorithmus

Starte mit einem beliebigen kubischen Polynom p(x) = ax}+arx®+ax+ao.
Konstruiere den ersten Pfad:

— Konstruiere fiir jeden Koeffizienten a3, a,, a, ap (in dieser Reihenfolge) eine
Strecke dieser Linge, die am Ursprung O = (0, 0) in positiver Richtung der
x-Achse beginnt. Drehe 90° zwischen den einzelnen Segmenten gegen den
Uhrzeigersinn.

e Konstruiere den zweiten Pfad:

— Konstruiere eine Gerade von O unter einem Winkel von 6 mit der positiven
x-Achse, die a, im Punkt P schneidet.

— Drehe £90° und konstruiere von P eine Gerade, die a; im Punkt Q schneidet.

— Drehe +90° und konstruiere eine Gerade von Q aus, die ag in R schneidet.

— Wenn R der Endpunkt des ersten Pfades ist, dann ist — tan 6 eine Wurzel von

p(x).
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e Sonderfille:

— Wenn bei der Konstruktion der Strecken des ersten Pfades ein Koeffizient
negativ ist, konstruiere die Strecke riickwdirts.

— Wenn bei der Konstruktion der Strecken des ersten Pfades ein Koeffizient null
ist, konstruiere keine Strecke, sondern fahre mit der nichsten +90°-Drehung
fort.

e Beachte:

— Der Ausdruck schneidet a; bedeutet schneidet die Strecke a; oder eine Ver-
ldngerung von a;.

— Bei der Konstruktion des zweiten Pfades kann man wihlen, ob man um 90°
nach links oder rechts abbiegt, sodass ein Schnittpunkt mit dem néchsten Seg-
ment des ersten Pfades oder dessen Verldngerung entsteht.

11.2.2 Negative Koeffizienten

Wir wollen die Lill-Methode fiir das Polynom p(x) = x3 — 3x> — 3x + 1 mit
negativen Koeffizienten demonstrieren (Abschn. 10.6). Man beginnt mit der Kon-
struktion eines Segments der Linge 1 nach rechts. Als Nichstes dreht man 90° nach
oben, aber da der Koeffizient negativ ist, konstruiert man ein Segment der Linge 3
nach unten, d.h. in die dem Pfeil entgegengesetzte Richtung. Nachdem man 90°
nach links gedreht hat, ist der Koeffizient wieder negativ, also konstruiert man ein
Segment der Linge 3 nach rechts. Schlie3lich wendet man sich nach unten und kon-
struiert ein Segment der Lidnge 1 (Abb. 11.4, die grob gestrichelten Linien werden
in Abschn. 11.2.4 besprochen).

Abb. 11.4 Lill-Methode mit
negativen Wurzeln
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Der zweite Pfad beginnt mit einer Gerade bei 45° mit der positiven x-Achse.
Sie schneidet die Verldangerung der Strecke fiir a; bei (1, 1). Dreht man —90° (nach
rechts), so schneidet die Gerade die Verldngerung der Strecke fiir a; in (5, —3).
Dreht man —90° erneut, so schneidet die Gerade das Ende der ersten Strecke bei
(4,—4). Da —tan 45° = —1 ist, haben wir eine Wurzel des Polynoms gefunden:

p(=1) = (1) =3(=1)?=3(-1) +6=0.

11.2.3 Null-Koeffizienten

Im Polynom x3—7x—6=0ist a, der Koeffizient des Terms x2, null. Man konstru-
iert eine Strecke der Linge 0, d. h. man konstruiert keine Gerade, sondern vollfiihrt
trotzdem die £90°-Drehung, die durch den nach oben weisenden Pfeil bei (1, 0) in
Abb. 11.5 angezeigt wird. Nach erneuter Drehung konstruiere man eine Strecke der
Linge —7, also der Lange 7 riickwirts, bis (8, 0). Man dreht sich schlie8lich noch
einmal und konstruiert eine Strecke der Lange —6 nach (8, 6).

Die zweiten Bahnen mit den folgenden Winkeln schneiden das Ende der ersten
Bahn:

—tan"'(—1) = 45°, —tan"'(—2) ~ 63.4°, —tan'3~ —71,6°.

Abb. 11.5 Lill-Methode mit Polynomen mit Null-Koeffizienten



142 11 Die Lill-Methode und die Beloch-Falte

Wir schlieflen daraus, dass es drei reelle Wurzeln {—1, —2, 3} gibt. Probe:

E+FDEx+2)x=3)=x*+3x+2)(x —3) =x>—Tx —6.

11.2.4 Nichtganzzahlige Wurzeln

Abb. 11.6 zeigt die Lill-Methode fiir p(x) = x> — 2x + 1. Der erste Pfad geht von
(0, 0) nach (1, 0) und dreht dann nach oben. Der Koeffizient von x? ist null, sodass
keine Strecke konstruiert wird und der Pfad nach links abbiegt. Die néchste Strecke
hat die Liange —2 und fiihrt riickwérts von (1, 0) nach (3, 0). SchlieBlich biegt der
Weg nach unten ab, und es wird eine Strecke der Linge 1 von (3, 0) nach (3,—1)
konstruiert.

Es ist leicht zu erkennen, dass die zweite Bahn, wenn sie in einem Winkel von
—45° beginnt, die erste Bahn in (3, —1) schneidet. Daher ist — tan~! (—45)° = 1 eine
Waurzel. Dividiert man p(x) durch x — 1, so erhdlt man das quadratische Polynom
x? 4+ x — 1, dessen Wurzeln lauten:

—14+4/5

~ 0,62, —1,62.
2

Es gibt zwei zusitzliche zweite Pfade: einer beginnt bei — tan—! 0,62 ~ —31,8°, der
andere bei — tan™! (—1,62) =~ 58,3°.

Das Polynom p(x) = x* — 3x> — 3x + 1 (Abschn. 11.2.2) hat Wurzeln
24+ V3~ 3,73,0,27. Die entsprechenden Winkel sind —tan~!3,73 ~ —75° und
—tan~! 0,27 &~ —15°, wie die grob gestrichelten Linien in Abb. 11.4 zeigen.

Abb. 11.6 Lill-Methode mit

2 P3 1 1
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Abb. 11.7 Die Kubikwurzel 3
aus 2

11.2.5 Die Kubikwurzel von 2

Um einen Wiirfel zu verdoppeln, berechnet man «3/5, eine Wurzel aus dem kubi-
schen Polynom x3 — 2. Bei der Konstruktion des ersten Weges biegt man zweimal
nach links ab, ohne Strecken zu konstruieren, da a, und a; beide null sind. Dann
wendet man sich wieder nach links (nach unten) und konstruiert riickwirts (nach
oben), weil ap = —2 negativ ist. Das erste Segment des zweiten Pfades wird in
einem Winkel von — tan~! /2 &~ —51,6° konstruiert (Abb. 11.7).

11.3 Nachweis der Lill-Methode

Der Beweis gilt fiir monische kubische Polynome p(x) = x3 + a>x? + a;x + a.
Wenn das Polynom nicht monisch ist, teilt man es durch a3 und das resultierende
Polynom hat die gleichen Wurzeln. In Abb. 11.8 sind die Strecken des ersten Pfades
mit den Koeffizienten und mit b, b1, ar — by, a; — by beschriftet. Wenn in einem
rechtwinkligen Dreieck ein spitzer Winkel 6 ist, ist der andere Winkel 90° — 6.
Dabher sind der Winkel iiber P und der Winkel links von Q gleich 6. Hier sind die
Formeln fiir tan 6, wie sie aus den drei Dreiecken berechnet wurden:

b
tanf = Tz =b,
b1 bl
tanf = =
an ar, — by a, —tan@
tanf = o _ o

ay—b, a;—tanf(ar —tanf)
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Abb. 11.8 Nachweis der Lill-Methode

Wir vereinfachen die letzte Gleichung, multiplizieren mit —1 und setzen —1 in die
Potenzen ein:

(tan 0)* — as(tan 0)* + a;(tan §) —ay = 0
(—tan 6)® + ay(—tan 0)? 4 a;(—tan6) +ao = 0.

Daraus folgt, dass — tan 6 eine reelle Wurzel von p(x) = x> + ayx? 4+ a;x + ay ist.

11.4 Die Beloch-Falte

Margherita P. Beloch entdeckte eine bemerkenswerte Verbindung zwischen dem
Falten und der Lill-Methode: Eine Anwendung der Operation, die spiter als
Origami-Axiom 6 bekannt wurde, erzeugt eine reelle Wurzel eines kubischen
Polynoms. Die Operation wird oft als Beloch-Falte bezeichnet.

Betrachten wir das Polynom p(x) = x*+46x2+11x+6 (Abschn. 11.1). Erinnern
wir uns, dass eine Falte die Mittelsenkrechte der Strecke zwischen einem beliebigen
Punkt und seiner Spiegelung an der Falte ist. Wir wollen, dass RS in Abb. 11.9 die
senkrechte Winkelhalbierende sowohl von Q Q" als auch von PP’ ist, wobei Q’, P’
die Spiegelungen von Q, P an RS sind.

Man konstruiere eine zu a; parallele Gerade a) im gleichen Abstand von a, wie
a» von P entfernt ist, und konstruiere eine zu @, parallele Gerade a} im gleichen
Abstand von a, wie a; von Q entfernt ist. Man wende Axiom 6 an, um gleichzeitig
P bei P’ auf a) und Q bei Q' auf @ zu legen. Die Falte RS ist die Mittelsenkrechte
der Geradenx PP’ und Q Q’, sodass die Winkel an R und S beide rechte Winkel
sind, wie es die Lill-Methode verlangt.
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Abb. 11.9 Die Beloch-Falte zum Auffinden einer Wurzel aus x* + 6x% 4+ 11x + 6

Abb. 11.10 zeigt die Beloch-Falte fiir das Polynom x* — 3x2 — 3x + 1 (Ab-
schn. 11.2.2). a, ist die senkrechte Strecke der Linge 3, deren Gleichung x = 1 ist,
und ihre Parallele ist a5, deren Gleichung x = 2 ist, weil P im Abstand von 1 von a,
liegt. a; ist die waagerechte Strecke der Linge 3, deren Gleichung y = —3 ist, und
ihre Parallele ist a|, deren Gleichung y = —2 ist, weil Q von a; einen Abstand von

Abb. 11.10 Die Beloch-Falte
zum Auffinden einer Wurzel 2
aus x> —3x2 —3x + 1
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1 hat. Die Falte RS ist die Mittelsenkrechte sowohl von PP’ als auch von Q Q’,
und die Gerade PRSQ ist die gleiche wie der zweite Pfad in Abb. 11.4.

Was ist die Uberraschung?

Die Auffiihrung der Lill-Methode als Zaubertrick sorgt immer wieder fiir Uberra-
schungen. Sie kann wihrend einer Vorlesung mit einer Grafiksoftware wie Geo-
Gebra durchgefiihrt werden. Uberraschend ist auch, dass die Lill-Methode, 1867
veroffentlicht, und die Beloch-Falte, 1936 veroffentlicht, der Axiomatisierung des
Origami um viele Jahre vorausgingen.

Quellen

Dieses Kapitel basiert auf [8, 24, 40].
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Kapitel 12 @

Check for

Geometrische Konstruktionen mit
Origami

Dieses Kapitel zeigt, dass Konstruktionen mit Origami leistungsfdhiger sind als
Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Wir présentieren zwei Konstruktionen fiir
die Dreiteilung eines Winkels, eine von Hisashi Abe (Abschn. 12.1) und die andere
von George E. Martin (Abschn. 12.2), zwei Konstruktionen zur Verdoppelung eines
Wiirfels, eine von Peter Messer (Abschn. 12.3) und die andere von Margherita P.
Beloch (Abschn. 12.4), sowie die Konstruktion eines Nonagons, eines regelmafi-
gen Polygons mit neun Seiten (Abschn. 12.5).

12.1 Abes Dreiteilung eines Winkels

Konstruktion Bei gegebenem spitzen Winkel ZP QR konstruiere man p, die
Senkrechte zu QR in Q. Man konstruiere g, die Senkrechte zu p, die PQ im
Punkt A schneidet, und konstruiere r, die Senkrechte zu p in B, die auf halbem
Weg zwischen Q und A liegt. Man konstruiere unter Verwendung von Axiom 6 die
Faltung [, die A bei A’ auf PQ und Q bei Q' auf r legt. Sei B’ die Spiegelung
von B an /. Man konstruiere Geraden durch OB’ und Q Q' (Abb. 12.1).

Satz12.1 /PQB = /B'QQ' = ZQ'QR = ZPQR/3.

Beweis (I) A’, B’, Q' sind Spiegelungen an der Geraden [ der Punkte 4, B, Q auf
der Gerade DQ, liegen also auf der Spiegelungsgerade DQ’. Gemall Konstruktion
gilt AB = BQ, ZABQ' = ZQBQ’ = 90°, und BQ’ ist eine gemeinsame Seite,
somit AABQ' =~ A QBQ’ (Seite-Winkel-Seite). Daherist LZAQQ'=ZQAQ ' =«,
und AAQ’Q ist gleichschenklig (Abb. 12.2).

Wegen der Spiegelung ist AAQ'Q =~ AA'QQ’, also ist AA’Q Q’ auch ein
gleichschenkliges Dreieck. Q B’, die Spiegelung von Q’B, ist die Mittelsenkrechte
eines gleichschenkligen Dreiecks, sodass ZA'QB" = LQ'QOB' = ZQQ'B = «.
GemifB dem Wechselwinkelsatz ergibt sich ZQ'QR = ZQ Q'B = «. Zusammen
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Abb. 12.1 Abes Dreiteilung eines Winkels

haben wir:
APQB = /ZA'QB = /B'QQ'=/ZQ0'OR=«a. O

Beweis (2) Da [ eine Falte ist, ist sie die Mittelsenkrechte von Q Q. Bezeichne
den Schnittpunkt von [ mit Q Q' als U und seinen Schnittpunkt mit QB’ als V'
(Abb. 12.2). AVUQ = AVUQ’ (Seite-Winkel-Seite), da VU eine gemeinsame
Seite ist, die Winkel bei U sind rechte Winkel, und QU = Q’U. Daher sind
ZVQU = LVQ'U = « und LQ'QR = LVQ'U = a gemiB Wechselwinkel-
satz.

Wie im ersten Beweis sind A’, B/, Q' allesamt Spiegelungen an /, liegen also
auf der Gerade DQ’, und A’/B’ = AB = BQ = B’Q’ = a. Dannist AA'B'Q =
AQ'B’Q (Seite-Winkel-Seite) und ZA'QB' = Q' QB = «. O
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Abb. 12.2 Beweise fiir Abes Dreiteilung (U, V' werden in Beweis 2 verwendet)

12.2 Martins Dreiteilung eines Winkels

Konstruktion Sei ein spitzer Winkel ZP QR gegeben, und sei M der Mittelpunkt
von PQ. Konstruiere p senkrecht zu QR durch M und konstruiere ¢ die Senkrech-
te zu p durch M, sodass ¢ | OR. Konstruiere unter Verwendung von Axiom 6
die Falte /, die P bei P’ auf p und Q bei Q' auf ¢ platziert. Falls mehrere Fal-
ten moglich sind, wihle diejenige, die PM schneidet. Konstruiere PP’ und Q Q'
(Abb. 12.3).

Satz12.2 ZQ'QR = ZPQR/3.

Beweis Bezeichne den Schnittpunkt von Q Q' mit p als U und seinen Schnitt-
punkt mit / als V. Bezeichne den Schnittpunkt von PQ und P’'Q’ mit [ als W.
Es ist nicht unmittelbar klar, dass PQ und P’Q’ [ in demselben Punkt schnei-
den. Aber APWP' ~ AQWQ’, sodass die Hohen die beiden vertikalen Winkel
ZPWP', ZQW Q' halbieren und auf derselben Gerade liegen miissen.

AQMU = A PM P’ (Winkel-Seite-Winkel), da ZP'PM = ZUQM = gemil
Wechselwinkelsatz, OM = MP = a, weil M der Mittelpunkt von PQ ist und
LOMU = LPMP’ = y Scheitelwinkel sind. Daher ist P’M = MU = b.
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Abb. 12.3 Martins Dreiteilung eines Winkels

AP'MQ' = AUMQ' (Seite-Winkel-Seite), da P’M = MU = b, die Win-
kel bei M rechte Winkel sind und M Q’ eine gemeinsame Seite ist. Da die Hohe
des gleichschenkligen Dreiecks A P'Q’U die Winkelhalbierende von ZP’Q'U ist,
folgt daraus, dass ZP'Q'M = ZUQ'M = «. AuBerdemist ZUQ'M = ZQ'OR =
o gemiB Wechselwinkelsatz. AQWV =~ AQ'WV (Seite-Winkel-Seite), da QV =
VQ’ = c, die Winkel bei V' rechte Winkel sind und VW eine gemeinsame Seite ist.
Daraus folgt:

LWQV =B =LWQ'V =2
/POQR=f+a=3a. 0

12.3 Messers Verdoppelung eines Wiirfels

Ein Wiirfel mit dem Volumen V hat Seiten der Linge +/V. Ein Wiirfel mit dem
doppelten Volumen hat Seiten der Linge 2V = +/2+/V. Wenn wir also +/2 kon-
struieren konnen, kénnen wir mit der gegebenen Linge +/V multiplizieren, um den
Wiirfel zu verdoppeln.

Konstruktion Man teile die Seite eines Einheitsquadrats wie folgt in drei Teile:
Falte das Quadrat in der Hélfte und lege die Punkte / = (0,1/2) und J = (1,1/2)
fest. Konstruiere dann die Geraden AC und BJ (Abb. 12.4). Den Schnittpunkt
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A=(0,1) = D=(1,1)
y=1-x
G =(0,2/3) H=(1,2/3)
T=(0,1/2) b mmmm oo e e a7 =(1,1/2)
E=(0,1/3)-------------------‘-:',4?;‘-"- -------- F=(1,1/3)
“K: . )
Y2 (2/3,1/3)
B=(0,0) k= “le=(1,0)

Abb. 12.4 Unterteilung einer Lidnge in Drittel

K = (2/3,1/3) erhilt man durch Losen der beiden Gleichungen y = 1 — x und
y=x/2.

Konstruiere EF, die Senkrechte zu A B durch K, und konstruiere die Spiegelung
GH von BC an EF . Die Seite des Quadrats ist nun gedrittelt.

Unter Verwendung von Axiom 6 setze C bei C’ auf AB und F bei F’ auf GH.
Bezeichne mit L den Schnittpunkt der Falte mit BC und bezeichne mit b die Linge
von BL. Bezeichne die Linge der Seite des Quadrats mit a + 1, wobei a = AC’.
Die Linge von LC ist (a + 1) — b (Abb. 12.5).

Satz 123 AC’ = /2.

Beweis Bei der Faltung wird die Strecke LC auf die Strecke LC’ gespiegelt und
CF wird auf die Strecke C'F'’ gefaltet. Deshalb:

a—+1 2a — 1
GC' =a— = . 12.1
a 3 3 (12.1)

Da ZFCL ein rechter Winkel ist, ist es auch ZF'C’L.
AC’BL ist ein rechtwinkliges Dreieck, also nach dem Satz des Pythagoras:

124b2=((a+1)—b) (12.2a)
a* + 2a
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Abb. 12.5 Konstruktion von v/2

/GC'F'+ ZF'C'L + ZLC'B = 180°, da sie die gerade Linie GB bilden. Be-
zeichne AGC’F' mit «. Dann:
/LC'B=180°— ZF'C'L—ZGC'F' =180°—90° —a = 90° — «,

was wir mit o’ bezeichnen. Die Dreiecke AC’'BL, AF'GC’ sind rechtwinklige
Dreiecke, also ZC'LB = o« und ZC'F'G = «'. Daher ist AC'BL ~ AF'GC’
und:

BL GC'

CL CF°
Unter Verwendung von (12.1) ergibt sich:

b __3
(@a+1)—b a+l1’
3
Die Substitution von » mithilfe von (12.2b) ergibt:
a’ + 2a
2(a+1) _2a-—1
a*+2a a+1’
2@ +1)
Vereinfachen der Gleichung ergibt ¢® = 2unda = /2. O

(a+1)—
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12.4 Belochs Verdoppelung eines Wiirfels

Da die Beloch-Faltung (Axiom 6) kubische Gleichungen 16sen kann, liegt die Ver-
mutung nahe, dass sie auch zur Verdoppelung eines Wiirfels verwendet werden
kann. Hier geben wir eine direkte Konstruktion an, die diese Faltung verwendet.

Konstruktion Essei A = (—1,0), B = (0,—2). p sei die Gerade x = 1 und ¢ sei
die Gerade y = 2. Konstruiere mithilfe der Beloch-Faltung die Falte /, die A bei A’
auf p und B bei B’ auf ¢ platziert. Bezeichne den Schnittpunkt der Falte mit der
y-Achse als Y und den Schnittpunkt der Falte mit der x-Achse als X (Abb. 12.6).

Satz12.4 OY = /2.

Beweis Die Falte ist die Mittelsenkrechte von sowohl AA’ als auch BB’, also
AA" || BB'. Gemil Wechselwinkelsatz gilt /ZYAO = ZBXO = «. Die Bezeich-
nung der anderen Winkel in der Abbildung ergibt sich aus den Eigenschaften von
rechtwinkligen Dreiecken.

’
~~s y D A A
5~\
q:y=2 . B’
\\ -1 - 1 .= y. o
A N K
,'h\ e :
~ R
\\ '.Y
A
.'a/ a AN
. ~ .
~
\..
O8N
SO0N
\\
x A S o« a/,\~~ :. X
(-1,0) [9) @ ,Q\
(O, 0) '.’. \~~
N K4 ~
- ~
\\ l
~
~
~
NQ
a's
p:x=1
B
(0,-2)

Abb. 12.6 Belochs Verdoppelung des Wiirfels
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AAOY ~ AYOX ~ AXOB und OA = 1, OB = 2 sind gegeben, folglich:

0Y O0X OB
04  0Y 0X
oy 0x 2

I oy Oox

Aus dem ersten und zweiten Verh'ail@ @bt sich OX = Wz und aus dﬂl ersten
und dritten Verhéltnis ergibt sich OY OX = 2. Die Substitution fiir OX ergibt

0Y’ =2und OY = ¥2. O

12.5 Konstruktion eines regelméifBigen Nonagons

Ein Nonagon (ein regelméfiges Polygon mit neun Seiten) wird konstruiert, indem
man die kubische Gleichung fiir seinen zentralen Winkel herleitet und dann die
Gleichung mithilfe der Lill-Methode und der Beloch-Falte 16st. Der zentrale Winkel
ist & = 360°/9 = 40°. Nach Satz A.6:

cos360 = 4cos’ @ —3cosb .

Es sei x = cos 40°. Dann lautet die Gleichung fiir das Nonagon 4x* — 3x + (1/2)
=0, dacos3-40° = cos 120° = —(1/2). Abb. 12.7 zeigt die Pfade fiir die nach der
Lill-Methode konstruierte Gleichung.

Die zweite Bahn startet von P unter einem Winkel von etwa —37,45°. Drehun-
gen von 90° bei R und dann —90° bei S bewirken, dass sich der Pfad mit dem ersten
Pfad an seinem Endpunkt Q schneidet. Daher ist x = — tan(—37,45°) ~ 0,766 eine
Wurzel aus 4x3 — 3x + (1/2).

Die Wurzel kann mithilfe der Beloch-Falte gewonnen werden. Konstruiere die
Gerade a), parallel zu a, im gleichen Abstand von a, wie a, von P. Obwohl die

Abb. 12.7 Lill-Methode fiir ein Nonagon
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Abb. 12.8 Die Beloch-Falte zur Losung der Gleichung des Nonagons

Lénge von a, gleich null ist, hat sie dennoch eine Richtung (nach oben), sodass die
parallele Gerade konstruiert werden kann. In dhnlicher Weise konstruiert man die
Gerade a) parallel zu a; im gleichen Abstand von a; wie a; von Q. Die Beloch-
Falte RS legt gleichzeitig P bei P’ auf a} und Q bei Q' auf a}. Dadurch wird der
Winkel ZSPR = —37,45° kKonstruiert (Abb. 12.8).

Nach der Lill-Methode ist — tan(—37,45°) a~ 0,766 und somit cos 8 ~ 0,766 eine
Waurzel aus der Gleichung fiir den zentralen Winkel 6. Wir schliefien die Konstruk-
tion des Nonagons ab, indem wir cos~1 0,766 ~ 40° konstruieren.

F, .
........... C
C
0.766 1
v
A 37.45° B E o
A D B E
b 0.766 — 18
1
1 1
a b

Abb. 12.9 a Die Tangente, die die Losung der Gleichung fiir das Nonagon ist. b Der Kosinus des
zentralen Winkels des Nonagons
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Das rechtwinklige Dreieck AABC mit ZCAB ~37,45° und AB = 1 hat die ge-
geniiberliegende Seite BC ~ 0,766 durch die Definition des Tangens (Abb. 12.9a).
Falte CB auf AB, sodass die Spiegelung von C D ist und DB = 0,766. Erwei-
tere DB und konstruiere E so, dass DE = 1 ist. Falte DE, um E an F in der
Verlingerung von BC zu spiegeln (Abb. 12.9b). Dann:

/ZBDF = cos

Was ist die Uberraschung?

Wir haben in Kap. 2 und 3 gesehen, dass Werkzeuge wie die Neusis Konstruktionen
ermoglichen, die mit Zirkel und Lineal nicht moglich sind. Es ist erstaunlich, dass
die Dreiteilung eines Winkels und die Verdopplung eines Wiirfels nur mit Papier-
falten konstruiert werden konnen. Roger C. Alperin hat eine Hierarchie von vier
Konstruktionsmethoden entwickelt, die jeweils leistungsfahiger sind als die vorhe-
rige.
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Dieses Kapitel basiert auf [2, 26, 31, 36].

Open Access Dieses Kapitel wird unter der Creative Commons Namensnennung 4.0 International
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Kapitel 13 @
Ein Zirkel ist ausreichend ST

Lorenzo Mascheroni bewies 1797, dass jede Konstruktion, die mit Zirkel und Li-
neal ausgefiihrt wird, auch nur mit einem Zirkel ausgefiihrt werden kann. Spéter
stellte sich heraus, dass diese Aussage bereits 1672 von Georg Mohr bewiesen wor-
den war (Satz von Mohr-Mascheroni). Nachdem in Abschn. 13.1 erklirt wurde, was
mit der Durchfiihrung einer Konstruktion nur mit einem Zirkel gemeint ist, wird der
Beweis in Etappen prisentiert, beginnend mit vier Hilfskonstruktionen: Spiegelung
eines Punktes (Abschn. 13.2), Konstruktion eines Kreises mit gegebenem Radius
(Abschn. 13.3), Addition und Subtraktion von Strecken (Abschn. 13.4) und Kon-
struktion einer Strecke als Streckenverhéltnis (Abschn. 13.5). Abschn. 13.6 zeigt,
wie man den Schnittpunkt zweier Geraden findet und Abschn. 13.7 zeigt, wie man
den Schnittpunkt einer Gerade und eines Kreises findet.

13.1 Was ist eine Konstruktion nur mit einem Zirkel?

Abb. 13.1a zeigt die Konstruktion eines gleichseitigen Dreiecks mit einem Zirkel
und einem Lineal. Wie kann man ein Dreieck ohne die Strecken AB, AC, BC
konstruieren? Ein Streckenabschnitt wird durch zwei Punkte definiert, sodass es
ausreicht, diese Punkte zu konstruieren, um eine Konstruktion zu erhalten, die derje-
nigen mit einem Lineal entspricht (Abb. 13.1b). Es ist nicht notwendig, die Strecken
tatsichlich zu sehen. In den Abbildungen dieses Kapitels wird es Geraden geben,
aber sie dienen nur dazu, die Konstruktion und den Beweis ihrer Korrektheit zu ver-
stehen. Es ist wichtig, sich davon zu iiberzeugen, dass die Konstruktion selbst nur
einen Zirkel verwendet.

Eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal ist eine Abfolge von drei Vorgingen:

e Finde den Schnittpunkt von zwei Geraden.
e Finde den/die Schnittpunkt(e) zwischen einer Gerade und einem Kreis.
e Finde den/die Schnittpunkt(e) von zwei Kreisen.
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c C

A B A B
a b

Abb. 13.1 a Konstruktion eines gleichseitigen Dreiecks mit einem Zirkel und einem Lineal.
b Konstruktion eines gleichseitigen Dreiecks nur mit einem Zirkel

Die dritte Operation kann mit einem Zirkel allein durchgefiihrt werden. Wir miissen
zeigen, dass die ersten beiden Operationen mit einem Zirkel allein durchgefiihrt
werden konnen.

Notation

e ¢(0, A): der Kreis mit dem Mittelpunkt O durch den Punkt A.

e ¢(O,r): der Kreis mit dem Mittelpunkt O und dem Radius r.

e ¢(0, AB): der Kreis mit dem Mittelpunkt O und dem Radius der Linge der
Strecke AB.

13.2 Spiegelung eines Punktes

Definition 13.1 Ein Punkt C’ ist eine Spiegelung des Punktes C an einer Strecke
AB genau dann, wenn A B (oder die Gerade, die AB enthilt) die Mittelsenkrechte
der Strecke C C” ist.

Satz 13.1 Sind eine Gerade AB und ein Punkt C, der nicht auf AB liegt, gegeben,
50 kann man C’, die Spiegelung von C an AB bilden.

Beweis Konstruiere einen Kreis mit dem Mittelpunkt A, der durch C geht, und
einen Kreis mit dem Mittelpunkt B, der durch C geht. Der andere Schnittpunkt der
beiden Kreise ist der Punkt C’, der die Spiegelung von C ist (Abb. 13.2). AABC =
AABC’ (Seite-Seite-Seite), da ‘AC, AC’ Radien desselben Kreises sind, ebenso
BC,BC’ und AB eine gemeinsame Seite ist. Daher ist ZCAB = ZC’AB, also
ist AB die Winkelhalbierende von ZCAC'. Aber ACAC’ ist ein gleichschenkliges
Dreieck und die Winkelhalbierende A B ist auch die Mittelsenkrechte von C C’, der
Basis von ACAC’. Per Definition ist C’ die Spiegelung von C an AB.

O
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Abb. 13.2 Konstruktion einer Spiegelung

13.3 Konstruktion eines Kreises mit einem vorgegebenen
Radius

Satz 13.2 Aus den Punkten A, B, C lc'isitsich c(A, ﬁ) konstruieren, der Kreis
mit dem Mittelpunkt A und dem Radius BC.

Beweis  Konstruiere c¢(A, B) und c(B, A); ihre Schnittpunkte seien X,Y
(Abb. 13.3). A ist die Spiegelung von B an XY, da AYAX = AYBX (Seite-
Seite-Seite). Nach Satz 13.1 konstruiere C’, die Spiegelung von C an XY und
konstruiere dann ¢ (A4, AC’) (Abb. 13.4).

XY ist die Mittelsenkrechte von CC’ und A B. Bezeichne den Schnittpunkt von
XY und AB mit D und den Schnittpunkt von XY und CC’ mit E. Dannist C'E =
EC, AD = DB, und ZDEC = /DEC' ist ein rechter Winkel, also ADEC =~
ADEC’ (Seite-Winkel-Seite). Daher sind DC = DC’und ZADC' = ZBDC (sie
sind komplementéir zu ZEDC' = ZEDC). Daraus folgt, dass AADC’' = ABDC
(Seite-Winkel-Seite) und somit AC’ = BC. O

Abb. 13.3 Konstruktion
eines Kreises mit einem be-
stimmten Radius (1)
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Abb. 13.4 Konstruktion eines Kreises mit einem bestimmten Radius (2)

13.4 Addition und Subtraktion von Strecken

Satz 13.3 Ausgehend von einer Strecke PQ der Liinge a und einer Strecke RS der
Linge b lassen sich Strecken QT , QU so konstruieren, dass PTQU eine Strecke
ist und die Liinge von PT a —b sowie die Linge von PU a + b betréiigt (Abb. 13.5).

Der Beweis ist recht lang und wird als eine Folge von Konstruktionen dargestellt.
Satz 13.4 Es kann ein gleichschenkliges Trapez konstruiert werden.

Beweis Sei H ein beliebiger Punkt auf ¢(Q, b). Konstruiere H', seine Spiegelung
an P Q. Bezeichne die Linge von HH’ mit & (Abb. 13.6).

P T o U
. . . . S

a
«~—a-b— ls/b.

a+b

Abb. 13.5 Addition und Subtraktion von Strecken

T

Abb. 13.6 Konstruktion eines gleichschenkligen Trapezes (1)
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v

KI
Abb. 13.7 Konstruktion eines gleichschenkligen Trapezes (2)

K

K’

Abb. 13.8 Konstruktion eines gleichschenkligen Trapezes (3)

Konstruiere die Kreise ¢ (H, b), c(Q, h). Sei K ein Schnittpunkt der Kreise; kon-
struiere K’ die Spiegelung von K an PQ (Abb. 13.7).

Die Gerade, die PQ enthiilt, ist die Mittelsenkrechte von HH' und KK’, also
HH' | KK'. KH = b, da dies der Radius des Kreises mit Mittelpunkt H ist, und
K’, H’ sind Spiegelungen von K, H. AQ Q'H =~ A Q Q' H' (Seite-Seite-Seite) und
AKQH =~ AK'QH’ (Seite-Winkel-Seite), daher K'H’ = KH = b. Daraus folgt,
dass KHH'K' ein gleichschenkliges Trapez ist, dessen Grundseiten HH' = h,
KK’ = 2h sind (Abb. 13.8). Bezeichne die Linge der Diagonalen K'H = KH'
mitd. O

Satz 13.5 FEin gleichschenkliges Trapez kann von einem Kreis umschrieben wer-
den.
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Beweis Der Satz folgt unmittelbar aus Satz A.15 und A.16. [

Satz 13.6 Fiird,b, h in Abb. 13.8 gilt d* = b* + 2h>.

Beweis Der Satz folgt aus dem Satz des Ptoleméus (Satz A.18), der besagt, dass in
einem Viereck, das von einem Kreis umschrieben wird, das Produkt der Diagonalen
gleich der Summe der Produkte der gegeniiberliegenden Seiten ist. [

Der Beweis von Satz 13.3 kann nun gegeben werden.

Beweis Sei X der Punkt auf der Gerade PQ, der PQ um b verlingert. (Wir wer-
den X spiter konstruieren.) Definiere x = K’X. Aus Satz 13.6:

d? = b + 21> = (¥ — h?) + 2h% = x> + I,

Da AQK'X ein rechtwinkliges Dreieck ist, gilt x> = b 4+ h? (Abb. 13.9).
Konstruiere S als Schnittpunkt von ¢(K, d), c(K’,d) (Abb. 13.10). AQSK' ist

ein rechtwinkliges Dreieck, sodass nach dem Satz des Pythagoras ﬁz =d*—h’=
x%und 0S = x.

Konstruiere X als Schnittpunkt von ¢(K, x), ¢(K’, x) (Abb. 13.11). Da die Lin-
ge von OX +/x2 — h? = b ist, ist die Linge von PX a + b und die Linge von PX’
a—>b. O

K
H
P o b
X
h H’
KI

Abb. 13.9 Anwendung des Satzes von Ptoleméus
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K

K’

Abb. 13.10 Konstruktion des Punktes fiir Addition und Subtraktion (1)

K

[ Jav]

K’

Abb. 13.11 Konstruktion des Punktes fiir Addition und Subtraktion (2)

13.5 Konstruktion einer Strecke als Streckenverhaltnis
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Satz 13.7 Zu Strecken der Linge n, m, s ist es moglich, eine Strecke der folgenden

Linge zu konstruieren:

Beweis Konstruiere zwei konzentrische Kreise ¢; = ¢(Z,m) und ¢, = ¢(Z,n),!
und wihle einen beliebigen Punkt A auf ¢;. Nach Satz 13.2 konstruiere eine Sehne
AB der Lénge s auf ¢; (Abb. 13.12a). Wenn AB den Kreis ¢, schneidet, multipli-
ziert man nach Satz 13.3 m,n mit einer Zahl k, damit die Sehne den Kreis nicht

' Wir nehmen an, dass m > n; falls nicht, vertausche man die Schreibweise.
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c
A.
s B
b

Abb. 13.12 a Konstruktion von x = %s, Schritt 1. b Konstruktion von x = %s, Schritt 2

schneidet. Beachten Sie, dass dies den Wert, den wir zu konstruieren versuchen,

. kn n
nicht dndert,dax = —s = —s.
km m

Wiihle einen Punkt H auf ¢, und bezeichne die Linge von A H mit w. Konstru-
iere K auf ¢, so, dass die Linge von BK w ist (Abb. 13.12b). AAHZ =~ ABZK
(Seite-Seite-Seite), da ZA = ZB = m die Radien desselben Kreises sind, ebenso
ZH = ZK =n,und AH = BK = w gemih Konstruktion (Abb. 13.13a). Aus
AAHZ =~ ABZK folgt L/AZH = ZBZK und somit LZAZB = ZHZK. Es ist
schwierig, diese Gleichheit aus dem Diagramm zu erkennen, aber Abb. 13.13b soll
die Beziehung zwischen den Winkeln verdeutlichen.

Cl1

\

Z

Abb. 13.13 a Konstruktion von x = ”n—’s, Schritt3. b LZAZB = /ZHZK
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AZAB ~ AZHK, da beide gleichschenklige Dreiecke sind und wir gezeigt
haben, dass sie denselben Scheitelwinkel haben. Bezeichne H K mit x. Dann:

m

s

X =

NEER

13.6 Konstruktion des Schnittpunkts von zwei Geraden

Satz 13.8 Bei zwei Geraden, welche die Strecken AB, CD enthalten, ist es mog-
lich, ihren Schnittpunkt S zu konstruieren.

Beweis Seien C’, D’ die Spiegelungen von C, D an AB. Es gibt zwei Fille, je
nachdem, ob C, D auf der gleichen Seite von AB oder auf verschiedenen Seiten
liegen. Bezeichne x = CS,c = CC’,d = DD’,e = CD wie in Abb. 13.14, 13.15
gezeigt. Wir berechnen den Wert von x fiir jeden Fall.

e

Abb. 13.15 Konstruktion des Schnittpunkts zweier Geraden (2)
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Abb. 13.16 Konstruktion
des Schnittpunkts zweier C
Geraden (3)

Fall 1: C, D liegen auf verschiedenen Seiten von AB. S liegt auf AB, weil
ACZS = AC'ZS (Seite-Winkel-Seite): CZ = C'Z, LCZS = LC'ZS = 90°,
und ZS ist eine gemeinsame Seite. Daher ist C’S = CS und ebenso D’S = DS.
ACSC’'~ ADSD’ sind #hnlich, also ist i

= 5, und die Losung der Gleichung
e—x d

ergibt x = e.

c+d
Fall 2: C, D liegen auf der gleichen Seite von AB. ACSC’' ~ ADSD’ ergibt
r 2 und die Losung der Gleichung ergibt x = ¢
* Kgnstruiere die Kreise ¢(C’,d),c(D,e) und bezgichne ihren Schnittpunkt
mit H (Abb. 13.16). Die Summe der Strecken CC’, C'H ist ¢ + d. Wir miissen
zeigen, dass H auf der Verlingerung von CC’ liegt, sodass CH eine Strecke der
Linge ¢ + d ist. CH = ¢ — d fiir den Fall, dass D auf der gleichen Seite von AB
liegt wie C (im Diagramm nicht dargestellt).

H ist der Schnittpunkt von ¢(C’, d),c(D, e), also DH = e, C'H = d. Gemif
Konstruktion gilt C'D’ = e, D'D = d; das Viereck C'D'DH ist also ein Paralle-
logramm.

GemiiB Konstruktion ist DD’ || CC’, also C'H || DD’ und somit C'H || CC'.
Da einer ihrer Endpunkte C’ ist, muss die Strecke auf der Gerade liegen, die CC’
enthilt. Gemil3 Satz 13.3 ldsst sich aus den Lingen ¢, d, e eine Strecke der Linge

c+d

e. S,

der Schnittpunkt von ¢(C’, x) und ¢(C, x), ist auch der Schnittpunkt von AB, CD
(Abb. 13.17). O

e.

¢ + d konstruieren und gemif Satz 13.7 eine Strecke der Linge x =
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C/

Abb. 13.17 Konstruktion des Schnittpunkts zweier Geraden (4)

13.7 Konstruktion des Schnittpunkts einer Gerade und eines
Kreises

Satz 13.9 Zu einem Kreis k = C(M, r) und einer Gerade | kann man die Schnitt-
punkte von k und | konstruieren.

Beweis Konstruiere M’, die Spiegelung von M an [, und den Kreis k' = c(M', r).
Da AMYM' =~ AMXM’ ist, sind X, Y, die Schnittpunkte von k, k', die Schnitt-
punkte von / und k (Abb. 13.18).

Diese Konstruktion kann nicht durchgefiihrt werden, wenn M auf der Gerade /
liegt. In diesem Fall ist ein beliebiger Punkt A auf / zu wihlen, der mehr als r
von M entfernt ist. Mit Satz 13.3 verkiirzt und verlangert man AM umr. X, Y, die
Endpunkte dieser Segmente, sind die Schnittpunkte von k und / (Abb. 13.19). O

k/

Abb. 13.18 Konstruktion des Schnittpunkts zwischen einer Gerade und einem Kreis (1)
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e

AM - r M AM+r

Abb. 13.19 Konstruktion des Schnittpunkts zwischen einer Gerade und einem Kreis (2)

Was ist die Uberraschung?

Wenn man etwas iiber Konstruktionen mit einem Zirkel und einem Lineal lernt,
ist es offensichtlich, dass beide Werkzeuge notwendig sind. Daher war es eine
ziemliche Uberraschung, herauszufinden, dass ein Zirkel ausreicht. Der Beweis ist
ziemlich lang, also werden wir das Lineal nicht zu Hause lassen. Aber der Satz
zeigt, dass wir nicht davon ausgehen sollten, dass es keine Alternativen zu bekann-
ten mathematischen Konzepten gibt.

Quellen

Dieses Kapitel basiert auf dem Problem 33 aus [13], das von Michael Wolter-
mann [14] iiberarbeitet wurde. Ein zuséitzlicher Beweis ist in [25] zu finden.

Open Access Dieses Kapitel wird unter der Creative Commons Namensnennung 4.0 International
Lizenz (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de) verdffentlicht, welche die Nutzung,
Vervielfiltigung, Bearbeitung, Verbreitung und Wiedergabe in jeglichem Medium und Format er-
laubt, sofern Sie den/die urspriinglichen Autor(en) und die Quelle ordnungsgeméf nennen, einen
Link zur Creative Commons Lizenz beifiigen und angeben, ob Anderungen vorgenommen wurden.
Die in diesem Kapitel enthaltenen Bilder und sonstiges Drittmaterial unterliegen ebenfalls der ge-
nannten Creative Commons Lizenz, sofern sich aus der Abbildungslegende nichts anderes ergibt.
Sofern das betreffende Material nicht unter der genannten Creative Commons Lizenz steht und die
betreffende Handlung nicht nach gesetzlichen Vorschriften erlaubt ist, ist fiir die oben aufgefiihrten
Weiterverwendungen des Materials die Einwilligung des jeweiligen Rechteinhabers einzuholen.
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Kapitel 14 .
Ein Lineal und ein Kreis sind ausreichend | &

Kann jede Konstruktion mit Zirkel und Lineal auch nur mit einem Lineal durchge-
fiihrt werden? Die Antwort lautet nein, denn Geraden sind durch lineare Gleichun-
gen definiert und konnen keine Kreise darstellen, die durch quadratische Gleichun-
gen definiert sind. Im Jahr 1822 stellte Jean-Victor Poncelet die Vermutung auf,
dass ein Lineal ausreicht, wenn es in der Ebene wenigstens einen Kreis gibt. Dies
wurde 1833 von Jakob Steiner bewiesen.

Nachdem in Abschn. 14.1 erklidrt wurde, was unter einer Konstruktion mit nur
einem Lineal und einem Kreis zu verstehen ist, wird der Beweis schrittweise an-
hand von fiinf Hilfskonstruktionen présentiert: Konstruktion einer Gerade parallel
zu einer gegebenen Gerade (Abschn. 14.2), Konstruktion einer Senkrechten zu ei-
ner gegebenen Gerade (Abschn. 14.3), Kopieren einer Strecke in einer gegebenen
Richtung (Abschn. 14.4), Konstruktion einer Strecke als Streckenverhiltnis (Ab-
schn. 14.5) und Konstruktion einer Quadratwurzel (Abschn. 14.6). Abschn. 14.7
zeigt, wie man den/die Schnittpunkt(e) einer Gerade mit einem Kreis findet und
Abschn. 14.8 zeigt, wie man den/die Schnittpunkt(e) von zwei Kreisen findet.

14.1 Was ist eine Konstruktion mit nur einem Lineal?

Eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal ist eine Folge von drei Vorgingen:

e Finde den Schnittpunkt von zwei Geraden.
e Finde den/die Schnittpunkt(e) einer Gerade und eines Kreises.
e Finde den/die Schnittpunkt(e) von zwei Kreisen.

Die erste Operation kann mit einem Lineal allein durchgefiihrt werden.

Ein Kreis ist definiert durch einen Punkt O, seinen Mittelpunkt, und durch einen
Radius r, eine Strecke der Ldnge r, deren einer Endpunkt das Zentrum ist. Wenn wir
die mit X und Y bezeichneten Punkte in Abb. 14.1a konstruieren konnen, konnen
wir behaupten, die Schnittpunkte eines bestimmten Kreises mit einer bestimmten
Gerade erfolgreich konstruiert zu haben. In dhnlicher Weise ist die Konstruktion
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Abb. 14.1 a X, Y sind die Schnittpunkte einer Gerade und eines Kreises. b X, Y sind die Schnitt-
punkte von zwei Kreisen

von X,Y in Abb. 14.1b die Konstruktion der Schnittpunkte von zwei gegebenen
Kreisen. Die in einem Diagramm gestrichelt gezeichneten Kreise kommen in einer
Konstruktion nicht wirklich vor; sie werden nur verwendet, um die Konstruktion
besser zu verstehen.

Der einzige gegebene Kreis, der in den Konstruktionen verwendet wird, der
sogenannte feste Kreis, kann irgendwo in der Ebene liegen und einen beliebigen
Radius haben.

14.2 Konstruktion einer Gerade parallel zu einer gegebenen
Gerade

Satz 14.1 Zu einer Gerade 1, die durch zwei Punkte A, B definiert ist, und einem
nicht auf der Gerade liegenden Punkt P kann man eine Gerade durch P konstruie-
ren, die parallel zu AB ist.

Beweis Der Beweis ist in zwei Fillen zu erbringen.

Fall 1: AB ist eine gerichtete Strecke, wenn der Mittelpunkt M von AB ge-
geben ist. Konstruiere einen Strahl, der AP verldngert, und wihle einen beliebigen
Punkt S auf dem Strahl jenseits von P. Konstruiere die Geraden BP.,SM,SB.Der
Schnittpunkt von ‘BP und SM wird mit O bezeichnet. Konstruiere einen Strahl,
der AO verlingert und bezeichne den Schnittpunkt des Strahls AO mit SB als Q
(Abb. 14.2).

Wir behaupten, dass PQ || AB ist.

Der Beweis erfolgt mithilfe des Satzes von Ceva.

Satz von Ceva (Satz A.19): Wenn sich die Strecken von den Scheitelpunkten
eines Dreiecks zu den gegeniiberliegenden Kanten in einem Punkt O schneiden
(wie in Abb. 14.2), gilt fiir die Streckenldngen:

A
I

SE
Sl
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S

/e

A M B

Abb. 14.2 Konstruktion einer parallelen Gerade im Falle einer gerichteten Gerade

— AM
In Abb. 14.2 ist M der Mittelpunkt von A B, sodass ﬁ = 1, und die Gleichung
wird zu:
BO PA AP
(0N SP PS

da die Reihenfolge der Endpunkte einer Strecke nicht wichtig ist.
Wir behaupten, dass AABS ~ APQS:

BS BQO 0S BO
os 0§ 0§ 0§
AS AP PS AP
PS PS PS PS
Unter Verwendung von (14.1):
BS BQO AP AP PS AS
0S 0S PS PS  PS PS

und es folgt, dass AABS ~ APQS und somit PQ || AB.

Fall 2: AB ist nicht notwendigerweise eine gerichtete Strecke. Der feste Kreis ¢
hat den Mittelpunkt O und den Radius r. P ist der Punkt, der nicht auf der Gerade
liegt, durch die eine zu [ parallele Gerade konstruiert werden muss (Abb. 14.3a).

Wir wihlen M, einen beliebigen Punkt auf /, und konstruieren einen Strahl, der
MO verlingert und den Kreis in U, V schneidet. UV ist eine gerichtete Strecke,
weil O, der Mittelpunkt des Kreises, den Durchmesser UV halbiert. Wir wihlen
einen Punkt A auf / und konstruieren mithilfe der Konstruktion fiir eine gerich-
tete Strecke (Fall 1) eine Gerade durch A parallel zu UV, die den Kreis in X, Y
schneidet (Abb. 14.3b).
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a b

Abb. 14.3 a Konstruktion einer gerichteten Gerade. b Konstruktion einer Gerade parallel zur
gerichteten Gerade

Wir konstruieren einen Durchmesser von X durch O, der die andere Seite des
Kreises in X’ schneidet, und in gleicher Weise den Durchmesser Y Y. Wir konstru-
ieren den Strahl von X’ durch Y’ und bezeichnen seinen Schnittpunkt mit / als B.
Wir behaupten, dass M die Winkelhalbierende von AB ist, sodass AB eine gerich-
tete Strecke ist und daher eine Gerade durch P parallel zu [ konstruiert werden
kann (Abb. 14.4).

‘0X,0X’,0Y,0Y’ sind alle Radien des Kreises und ZX0Y = ZX'0Y’, da
sie Scheitelwinkel sind, also AXOY =~ AX'OY’ (Seite-Winkel-Seite). Wir de-
finieren! /’ als eine Gerade durch O parallel zu [, die XY in Z und X'Y’ in
Z' schneidet. /XO0Z = ZX'0OZ’ sind Scheitelwinkel, /ZX0 = /Z’'X’'O sind
Wechselwinkel und XO = X0’ sind Radien, sodass AXOZ =~ AX'OZ’ (Winkel-
Seite-Winkel) und ZO = OZ’. Daher sind AMOZ und BM OZ' Parallelogramme
und AM = Z0 = 0Z' = MB. O

Abb. 14.4 Der Beweis, dass
I’ parallel zu [ ist

! Definieren, nicht konstruieren, denn wir befinden uns mitten im Beweis, dass eine solche Gerade
konstruiert werden kann.
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Abb. 14.5 Konstruktion A B
einer Gerade parallel zu einer
gegebenen Gerade

Satz 14.2 Zu einer gegebener Strecke AB und einem Punkt P, der nicht auf der
Gerade liegt, ist es moglich, eine Strecke @ zu konstruieren, die parallel zu AB
ist und deren Liinge gleich der Linge von AB ist, d. h., es ist moglich, AB parallel
zu sich selbst zu kopieren mit P als einem seiner Endpunkte.

Beweis Wir haben bewiesen, dass es moglich ist, eine Gerade m durch P parallel
zu AB und eine Gerade n durch B parallel zu AP zu konstruieren. Das Viereck
ABQP ist ein Parallelogramm, sodass die gegeniiberliegenden Seiten gleich sind:
AB = PQ (Abb. 14.5). O

14.3 Konstruktion einer Senkrechten zu einer gegebenen
Gerade

Satz 14.3 Zu einer Gerade | und einem Punkt P, der nicht auf | liegt, kann man
eine Senkrechte zu | durch P konstruieren.

Beweis Konstruiere nach Satz 14.1 eine zu [ parallele Gerade [/, die den festen
Kreis in U, V schneidet. Konstruiere den Durchmesser UO U’ und die Sehne VU’
(Abb. 14.6). ZUV U’ ist ein rechter Winkel, weil er einem Durchmesser gegen-
iiberliegt. Daher steht VU’ senkrecht auf UV und /. Wiederum nach Satz 14.1
konstruiert man die Parallele zu VU’ durch P. O

Abb. 14.6 Konstruktion
einer senkrechten Gerade U’
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Abb. 14.7 Kopieren einer H’
Strecke in eine bestimmte
Richtung H
Pe——(Q
, /0 S
A
7]
A K

14.4 Kopieren einer Strecke in eine bestimmte Richtung

Satz 14.4 Es ist moglich, eine Kopie einer bestimmten Strecke in Richtung einer
anderen Gerade zu konstruieren.

Die Bedeutung von ,,Richtung® ist, dass die durch zwei Punkte A’, H" definierte
Gerade einen Winkel 0 relativ zu einer Achse einnimmt, und das Ziel ist, AS = @
so zu konstruieren, dass AS denselben Winkel 6 relativ zu dieser Achse einnimmt
(Abb. 14.7).

Beweis GemiB Satz 14.2 ist es moglich, einen Streckenabschnitt A H so zu kon-
struieren, dass AH | A’H’, und einen Streckenabschnitt ‘AK so zu konstruieren,
dass AK | PQ und AK = PQ. ZHAK = 6, sodass es bleibt, einen Punkt S auf
‘AH zu finden, sodass AS = @

Konstruiere zwei zu AH , AK parallele Radien OU, OV des festen Kreises und
konstruiere einen Strahl durch K parallel zu U V. Bezeichne seinen Schnittpunkt
mit AH als S (Abb. 14.8). GemiB Konstruktion sind AH | OU und AK || OV,
also ZSAK = ZHAK = ZUOV =6.SK || UV und ASAK ~ AUOV (Winkel-
Winkel-Winkel), AUOV ist gleichschenklig, weil ‘OU, OV Radien des gleichen

Kreises sind. Daher ist ASAK gleichschenkligund AS = AK = PQ. O

U

H/
H
; ; P o
0 N
A’ ‘ 14
A K

Abb. 14.8 Verwenden des festen Kreises zum Kopieren der Strecke
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14.5 Konstruktion einer Strecke als Streckenverhéiltnis

Satz 14.5 Zu Strecken der Linge n,m,s kann man eine Strecke der folgenden
Liinge konstruieren:

Beweis Man wihle Punkte A, B, C, die nicht auf derselben Geraden liegen, und
konstruiere Strahlen AB, AC. Mit Satz 14.4 ist es moglich, Punkte M, N, S so zu
konstruieren, dass AM = m, AN = n, AS = s. Nach Satz 14.1 konstruiere eine
Gerade durch N parallel zu M S, die AC in X schneidet und bezeichne AX mit x

(Abb. 14.9). AMAS ~ ANAX (Winkel-Winkel-Winkel), also - = > und x = .

n X m
O

Abb. 14.9 Ahnliche Drei- B

ecke zur Konstruktion des N

Lingenverhiltnisses n M

/ "
A
S S X ¢

14.6 Konstruktion einer Quadratwurzel

Satz 14.6 Zu Strecken der Liinge a, b lisst sich eine Strecke der Liinge ~/ab kon-
struieren.

n
Beweis Wir wollen x = +/ab als x = —s ausdriicken, um Satz 14.5 zu verwenden.
m

e Fiir n verwenden wir d, den Durchmesser des festen Kreises.
e Fiir m verwenden wir t =a + b, was gemil Satz 14.4 aus a, b konstruiert werden

kann.
e Wirdefinieren s = +/hk, wobei h, k als Ausdriicke der Léngen a, b, t, d definiert

sind.
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Abb. 14.10 Konstruktion
einer Quadratwurzel

Definiere h = 7a und k = ?b und berechne dann:

thtk 1\’ t ‘
X =Nvdadb = Egz (E) hkzg\/h = —S

Nach Satz 14.4 konstruiere H A = h auf einem Durchmesser HK des Festkreises.
Aus h + k = d ergibt sich AK = k (Abb. 14.10). Nach Satz 14.3 konstruieren wir
eine Senkrechte zu HK bei A und bezeichnen den Schnittpunkt dieser Gerade mit
dem Kreis als S. OS = OK = d/2und OA = (d/2) — k.

Mit dem Satz des Pythagoras:

@)
SORORC

= k(d — k) = kh
s = Vhk .

t
Nun kann x = ES gemil Satz 14.5 konstruiert werden. [
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14.7 Konstruktion des Schnittpunkts einer Gerade und eines
Kreises

Satz 14.7 Zu einer Gerade | und einem Kreis c(O, r) kann man ihre Schnittpunkte
konstruieren (Abb. 14.11).

Abb. 14.11 Konstruktion der
Schnittpunkte einer Gerade
und eines Kreises (1)

Beweis Nach Satz 14.3 ist es moglich, eine Senkrechte vom Mittelpunkt des Krei-
ses O zur Gerade [ zu konstruieren. Der Schnittpunkt von / mit der Senkrechten
wird mit M bezeichnet. OM halbiert die Sehne XY, wobei X, Y die Schnittpunkte
der Gerade mit dem Kreis sind (Abb. 14.12). Wir definieren XY = 2s und OM =1.
Man beachte, dass s, X, Y nur Definitionen sind und nicht konstruiert wurden.

Nach dem Satz des Pythagoras s> = r?> —t?> = (r 4 t)(r —t). Nach Satz 14.4 ist
es moglich, aus O in den beiden Richtungen OR und RO Strecken der Linge ¢ zu
konstruieren. Das Ergebnis sind zwei Strecken mit den Lingen r 4 ¢,r —¢.

Mit Satz 14.6 ldsst sich eine Strecke der Liange s = /(r + ¢)(r — t) konstru-
ieren, und mit Satz 14.4 lassen sich Strecken der Linge s von M entlang / in

Abb. 14.12 Konstruktion der
Schnittpunkte einer Gerade
und eines Kreises (2)
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beide Richtungen konstruieren. Thre anderen Endpunkte sind die Schnittpunkte von
lundc. O

14.8 Konstruktion des Schnittpunkts von zwei Kreisen

Satz 14.8 Zu zwei Kreisen ¢ (Oy, r1), c(Oa, r2) ist es moglich, deren Schnittpunkte
zu konstruieren.

Beweis Konstruiere O; O, und bezeichne ihre Linge mit ¢ (Abb. 14.13). Bezeich-
ne mit A den Schnittpunkt von O; O, und XY, und bezeichne q = 0,4, x = XA
(Abb. 14.14). A ist noch nicht konstruiert, aber wenn ¢, x konstruiert sind, dann
kann gemal Satz 14.4 der Punkt A der Liange ¢ von O; in der Richtung O; 0,
konstruiert werden.

Ist A konstruiert, so lidsst sich gemél Satz 14.3 eine Senkrechte auf 0,0,1in A
konstruieren, und mit Satz 14.4 kann man von A aus in beiden Richtungen entlang
der Senkrechten Strecken der Linge x konstruieren. Ihre anderen Endpunkte sind
die Schnittpunkte der Kreise.

Konstruktion der Liinge g Definiere d = ,/r? + 2, die Hypotenuse eines recht-
winkligen Dreiecks, das aus den bekannten Lingen r;, ¢ konstruiert werden kann.
Man beachte, dass A O X0, nicht notwendigerweise ein rechtwinkliges Dreieck
ist; das rechtwinklige Dreieck kann iiberall in der Ebene konstruiert werden. Im

Abb. 14.13 Konstruktion .- ~s
. . cr L7 S \X -———
des Schnittpunkts zweier ., N A%
. ’ \
Kreise (1) K AR N
\
! T /I \ r \\
! 1 1 \
' 1
1 \ ! 1
\ O \ 1 0, 1
\ «—t —L— 7
\ \ / 7
\ N 4 7
N N/ k4
\\ /,\ Seo__-" ’
. Y -
Abb. 14.14 Konstruktion e T ~.
. . c L7 S~ X o--a
des Schnittpunkts zweier P AN SN @
. 4
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’ r mn
’ \ AY
1 1 X \ \
! ] \ \
! 1
1 1
\ o 4\ Al | 0 !
\ «— <+t /
\ \ ! ’
\ NG ’
\ N7 e
* ~ ., N ~ -~ e
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rechtwinkligen Dreieck AXAQ ist cos ZXO0A = q/ry. Nach dem Kosinussatz
fiir AXO] 021

r}=1t*+r}—2ritcos £X0,0,
=12 +rf —2tq
2tq =(12—|—r12)—r22 =a’2—r22
= (d +r)(d—r) ‘
2t

Mit Satz 14.4 konnen diese Langen konstruiert werden, und mit Satz 14.5 kann ¢
aus d + rp,d — ry, 2t konstruiert werden.

Konstruktion der Linge x Mit dem Satz des Pythagoras:

x= ==+ -q).

GemibB Satz 14.4 konnen h = ry +¢q, k = r; —q konstruiert werden, ebenso x = v/ hk
mit Satz 14.6. O

Was ist die Uberraschung?

Ein Zirkel ist notwendig, weil ein Lineal nur die Wurzeln von linearen Gleichungen
berechnen kann, nicht aber Werte wie +/2, die Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreiecks mit der Seitenldnge 1. Es ist jedoch erstaunlich, dass das Vorhandensein
eines einzigen Kreises, unabhingig von der Lage seines Mittelpunkts und der Lange
seines Radius, ausreicht, um jede Konstruktion durchzufiihren, die mit Zirkel und
Lineal moglich ist.

Quellen

Dieses Kapitel basiert auf dem Problem 34 von [13], das von Michael Woltermann
iiberarbeitet wurde. [14].
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Kapitel 15 ()]

Check for

Sind Dreiecke mit gleichen Flichen und
Umféangen kongruent?

Sind zwei Dreiecke mit der gleichen Fliche und dem gleichen Umfang kongruent?
Nicht unbedingt: Die Dreiecke mit den Seiten (17,25,28) und (20, 21, 29) haben
beide einen Umfang von 70 und einen Fldcheninhalt von 210, sind aber nicht kon-
gruent (Abb. 15.1)." In diesem Kapitel wird gezeigt, dass es bei einem Dreieck mit
rationalen Seiten moglich ist, ein nichtkongruentes Dreieck mit ebenfalls rationalen
Seiten zu konstruieren, das denselben Flidcheninhalt und Umfang hat. Wir fiihren
die Herleitung anhand eines Beispiels durch und zeigen, dass das Dreieck mit den
Seiten (3, 4,5) und das Dreieck mit den Seiten (13%6, 12011 , %) beide einen Umfang
12 und einen Fldcheninhalt 6 haben.

15.1 Von einem Dreieck zu einer elliptischen Kurve

Die drei Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt, der als
Inkreismittelpunkt des Dreiecks bezeichnet wird. Dieser Punkt ist der Mittelpunkt
eines in das Dreieck einbeschriebenen Kreises, des Inkreises (Abb. 15.2).

2
17 28 20 ?

81.20° 90°
25 21

Abb. 15.1 Nichtkongruente Dreiecke mit gleicher Fliche und gleichem Umfang

! Die Flichen wurden mithilfe der Heron-Formel (Satz A.3) und die Winkel mithilfe des Kosinus-
satzes (Satz A.8) berechnet.
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Abb. 15.2 Inkreis eines Dreiecks

Ziehe vom Mittelpunkt O aus Hohenlinien zu den Seiten. Die Hohen haben die
Linge r, den Radius des Inkreises. Die Hohen und Winkelhalbierenden bilden drei
Paare von kongruenten rechtwinkligen Dreiecken:

AAOB =~ ANAOC’', ABOA' =~ ABOC', ACOA = ACOB'.

Die Hohen unterteilen die Seiten a, b, ¢ in die Segmente u, v, w. Der Flidchenin-
halt von AABC ist die Summe der Flicheninhalte von ABOC, AAOB, AAOC:

1 1 1
A= S o)+ 2@+ + S+ w)r (15.1)
1
= 3 2+ v+ w)r (15.1b)
1
= §(a+b+0)r (15.1c)
=sr, (15.1d)

Dabei ist s der Halbumfang, die Hélfte des Umfangs des Dreiecks AABC. Die
Lingen von u, v, w kénnen durch den Radius des Kreises und die zentralen Winkel
a/2,B/2,y/2 ausgedriickt werden:

o u B v y w
tan— = —, tan— = —, tan—- = —. (15.2)
2 r 2 r 2 r
Der Halbumfang kann nun durch die Tangenten ausgedriickt werden:
s=u—+v+w =rtamg —|—rtané—i—rtanZ =r tang—l—tané—i—tanZ R
2 2 2 2 2 2

und nach (15.1d) ist die Fliche:

o p 14
A=sr=r*(tan- +tan> +tan - ). 15.3
sr r(an2+an2+an2) ( )
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Mit r = A/s lédsst sich (15.3) wie folgt schreiben:

o B y A A 52
an2+ an2+ an2 " (A/5)2 1 ( )
Da die Summe der Winkel «, 8, y 360° betrigt, gilt:
y/2 =360°/2— (/2 + B/2) (15.5a)
tany/2 = tan(180° — (a/2 + B/2)) (15.5b)
= —tan(a/2 + B/2) (15.5¢)
t 24t 2
_ ana/2 + tan 8/ (15.54)

tana/2 tanB/2 —1°

mithilfe der Formel fiir den Tangens der Summe von zwei Winkeln (Satz A.9).
Wir vereinfachen die Notation, indem wir Variablen fiir die Tangens definieren:

B 14

x:tan%, y=tan5, z=tan5. (15.6)

Mit (15.5d) kénnen wir z = tan y/2 in Form von x, y ausdriicken:

s XY (15.7)
xy—1

Mit dieser Schreibweise wird aus (15.4):

X+Yy N
= —. 15.8
x+y+xy—1 A ( )

Gibt es bei festen Werten von A und s mehrere Losungen von (15.8)?
Fiir das rechtwinklige Dreieck (3, 4, 5):

> (@+4+5) ¢
LZUT__lz_za (15.9)
A 1.3.4 6

Gibt es eine weitere Losung (15.8) mit s?/A4 = 6, so kann sie wie folgt geschrieben
werden:

xdy+ Y (15.102)
xy—1
X2y +xy*—6xy+6=0. (15.10b)

Dies ist eine Gleichung fiir eine elliptische Kurve.
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15.2 Losen der Gleichung fiir die elliptische Kurve

Ein Teil des Graphen von (15.10b) ist in Abb. 15.3 dargestellt. Jeder Punkt auf
der geschlossenen Kurve im ersten Quadranten ist eine Losung der Gleichung, da
die Léangen der Seiten des Dreiecks positiv sein miissen. A, B, D entsprechen dem
Dreieck (3, 4, 5) wie unten gezeigt. Um weitere rationale Losungen zu finden, wird
die Methode der zwei Sekanten verwendet.

Konstruiere eine Sekante durch die Punkte A = (2, 3), B = (1, 2). Sie schneidet
die Kurve bei C = (—1,5, —0,5), was aber keine Losung ergibt, da die Werte negativ
sind. Konstruieren Sie eine zweite Sekante von C nach D = (3, 2). Der Schnittpunkt
mit der Kurve bei £ ~ (1,5, 1,2) ergibt eine neue Losung, deren Koordinaten im
Folgenden berechnet werden.

Die Gleichung der (roten) Gerade durch A, B ist y = x + 1. Aus (15.10b):

x4+ +xx+ D)2 —6x(x+1)+6=0
2x3—3x2—5x+6=0.
Aus A, B kennen wir zwei Wurzeln x =2, x = 1, sodass wir das kubische Polynom

faktorisieren konnen:
(x—=2)(x —D(ax +b) =0,

wobei die dritte Wurzel unbekannt ist. Wir multiplizieren die Faktoren und schluss-
folgern, dass @ = 2,b = 3, da 2x3 — 3x? — 5x + 6 = ax’® + --- + 2b. Der dritte

4 .
'l
; NA=23)
B=|(1,2) \," Pt
2 x"\D=(3,2)
I' &"
l' L Z
’ | . -
LT (E=(1s12)
",f”
3l =2 P/ 1 2 3 4
U c=l-1s. 1o
e[ 7 \
f”l' ]

Abb. 15.3 Die Methode der zwei Sekanten
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Faktor ist 2x + 3, was die dritte Wurzel x = —% undy =x+1= —% ergibt. Dies
ist der Punkt C = (—% —%) im Diagramm.
Die Gleichung der (blauen) Gerade durch C, D lautet:

Sy (15.11)
=-x+ . .
YE9r T3

Wir ersetzen y in (15.10b):

JEN 5+1265+1+60
x| =x+ = x{=x+=-) —6x|{=x+ = =
9" "3 9" "3 9" "3

70 , 71, 17
— x> —x+4+6=0.
81" 27 9

Aus C, D kennen wir zwei Wurzeln x = 3, x = —%, sodass wir das kubische Poly-
nom faktorisieren konnen:

(x—3)(x+ %)(ax-l—b) =0.

Die Gleichsetzung der Koeffizienten des kubischen Terms und der konstanten Ter-
me ergibt:

70 4
—_— X — - =
81 3
54
X =— ~ 1,543,
35

und y kann aus (15.11) berechnet werden:
B 1,190
Y=g Y

Die Koordinaten von £ sind:

54 25
=22 ) = (1,543, 1,190)
3521

die nahe an den aus dem Graphen gewonnenen Niherungen (1,5, 1,2) liegen.
Wir berechnen schlielich z aus (15.7):

xX+y 54 + 25 5425 | 2009 49
zZ = = — — —  — == —.
xy—1 35 21 3521 615 15
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15.3 Herleitung eines Dreiecks aus der elliptischen Kurve

Mit Gl. (15.2), (15.6) konnen die Seiten a, b, ¢ des Dreiecks AABC aus x, y,z
und r = A/s = 6/6 = 1 berechnet werden:

a=wtv=rz+y) =G+
b=u+w=r(x+z)=(x+2)
c=ut+v=r(x+y)=x+y).

Fiir die Losung A der elliptischen Kurve sind die Seiten des Dreiecks:

a=z+y=14+3=4
b=x+4+z=24+1=3
c=x+y=2+4+3=5.

Fiir die Losung E der elliptischen Kurve sind die Seiten des Dreiecks:

B 49 25 156
R R TR TR

54 49 101
bZX"FZZE“FE:j
B 5425 41
C—X+y—£+i—g.

Wir wollen dieses Ergebnis tiberpriifen. Der Halbumfang ist:

S_l 156+101+41 1468 +505+287\ 11260 i
T2\ 35 21 15) 2 105 “2\105)

und der Fldcheninhalt kann mithilfe der Heron-Formel berechnet werden (Satz A.3):

A= \/6(6—%)(6—%)(6—%) =36=6.

Ist (% %, %) =~ (3,4,5)? Um die Berechnung zu vereinfachen, verwenden wir

die dezimalen Niherungswerte (4,48, 4,81, 2,73). Dann:

V4,487 + 2732 = 525 # 4,81,

Dies ist also kein rechtwinkliges Dreieck und nicht kongruent zu (3, 4, 5).
Mithilfe des Kosinussatzes lassen sich die Winkel des Dreiecks berechnen, wie
in Abb. 15.4 dargestellt.
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Abb. 15.4 Das Dreieck
mit demselben Umfang und
derselben Fliche wie (3,4, 5)

4.48

Was ist die Uberraschung?

Sind Dreiecke mit gleichem Fldcheninhalt und Umfang kongruent? Mein erster
Eindruck war, ,,Ja* zu sagen, denn es ist nicht leicht, Gegenbeispiele zu finden.
Uberraschend ist, dass es zu einem beliebigen Dreieck mit rationalen Seiten mog-
lich ist, ein nichtkongruentes Dreieck mit rationalen Seiten zu konstruieren, das
denselben Flicheninhalt und Umfang hat, obwohl das Ergebnis seltsam sein kann,
wie bei den Dreiecken (3, 4, 5) und (% %, %)

Quellen

Dieses Kapitel stiitzt sich auf [33]. In [3] wird gezeigt, dass es zu einem gleich-
schenkligen Dreieck nichtkongruente Dreiecke mit demselben Flidcheninhalt und
Umfang gibt, aber der Beweis enthilt keine explizite Konstruktion.
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Kapitel 16 ()]

Check for

Konstruktion eines regelmiiBigen
Heptadekagons

Die einzigen regelmifBigen Polygone, die die Griechen mit Zirkel und Lineal kon-
struieren konnten, waren das Dreieck, das Quadrat, das Fiinfeck und das regelmi-
Bige Polygon mit 15 Seiten. Bei einem regelmifBigen Vieleck mit n Seiten kann
ein Vieleck mit 2n Seiten konstruiert werden, indem das Vieleck mit einem Kreis
umschrieben und der Zentriwinkel halbiert wird (Abb. 16.1). Weitere Fortschritte
wurden erst 1796 erzielt, als Carl Friedrich Gaul} eines Morgens, kurz vor seinem
19. Geburtstag, erwachte und durch ,,konzentriertes Denken* herausfand, wie man
ein regelmaBiges Heptadekagon, ein regelméfiges Polygon mit 17 Seiten, konstru-
ieren kann. Diese Leistung inspirierte ihn dazu, Mathematiker zu werden.

Abb. 16.1 Konstruktion
eines regelmifigen Poly-
gons mit 10 Seiten aus einem
el

regelmifigen Fiinfeck
In Abschn. 16.1 wird die Beziehung zwischen der Seite eines in einen Kreis ein-
geschriebenen Polygons und dem Zentriwinkel, den es einschlief3t, erortert. Ab-
schn. 16.2 gibt ohne Beweis den Fundamentalsatz der Algebra an. Abschn. 16.3
stellt die Einheitswurzeln vor, die Wurzeln des Polynoms x” — 1, die im Mittel-
punkt des GauBischen Beweises stehen. Die Abschn. 16.4 und 16.5 stellen den
Beweis von Gauf} vor, der auf Symmetrien der Wurzeln von Polynomen beruht.
GaubB leitete eine Formel ab, die beweist, dass das Heptadekagon konstruierbar ist,
aber eine geometrische Konstruktion wurde fast ein Jahrhundert lang nicht gegeben.
Abschn. 16.6 enthilt eine elegante Konstruktion von James J. Callagy. Abschn. 16.7
zeigt, wie Konstruktionen eines regelméaBigen Fiinfecks sowohl aus der Geometrie
als auch aus der Trigonometrie abgeleitet werden konnen.

Ein Teil des Materials ist einfacher, wenn es mit komplexen Zahlen dargestellt
wird. Dieses Material ist in Kisten untergebracht, die iibersprungen werden kénnen.
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16.1 Konstruktion von regelméBigen Polygonen

Die Konstruktion des regelmédBigen Heptadekagons fiihrte zum Satz von Gauf3-
Wantzel, der besagt, dass ein regelméfliges Polygon mit z Seiten nur dann mit Zirkel
und Lineal konstruiert werden kann, wenn n das Produkt aus einer Potenz von 2 und
null oder mehr verschiedenen Fermat-Zahlen 22 + 1, die Primzahlen sind, ist. Die
bekannten Fermat-Primzahlen sind:

=3, F =5 FE=17 F =25, F,=065537.

Ein regelméBiges Polygon mit 257 Seiten wurde von Magnus Georg Paucker 1822
und von Friedrich Julius Richelot 1832 konstruiert. Im Jahr 1894 behauptete Johann
Gustav Hermes, ein regelméiBiges Polygon mit 65.537 Seiten konstruiert zu haben.

Um ein regelméBiges Polygon zu konstruieren, reicht es aus, eine Strecke der
Linge cos 6 zu konstruieren, wobei 6 der Zentriwinkel ist, der von einer Seh-
ne eingeschlossen wird, die eine in einen Einheitskreis eingeschriebene Seite des
Polygons ist. Konstruiere fiir die Strecke OB = cos 6 eine Senkrechte bei B und
bezeichne ihren Schnittpunkt mit dem Einheitskreis als C. Dann:

OB
cos) = — = OB
ocC

6 = cos ' (OB).

Die Sehne AC ist eine Seite des regelmiBigen Vielecks (Abb. 16.2).

Ausgehend von einer Strecke der Linge 1 sind die Langen konstruierbar, die sich
aus Strecken bekannter Linge mithilfe der Operationen {+, —, X, /, v/} gewinnen
lassen (Abschn. 2.5). GauB zeigte, dass cos(360°/17), der Kosinus des Zentriwin-
kels eines Heptadekagons, konstruierbar ist, da er nur durch diese Operationen
ausgedriickt werden kann:

360° 1 1
VT4 —/34—-2V1
COS( 17 ) 6 16V 16 !

1
+§\/17+3¢17—\/34—2Jﬁ—2\/34+2v17.

Abb. 16.2 Kosinus des Zen- C
triwinkels eines regelmifligen
Polygons 1

0] A
cos 6 B
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16.2 Der Fundamentalsatz der Algebra

Der folgende Satz wird ohne Beweis verwendet.
Satz 16.1 Jedes Polynom vom Grad n hat genau n Wurzeln.

Die Aussage des Satzes wurde vereinfacht, da wir nur wissen miissen, dass n Wur-
zeln existieren.

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass jedes nichtkonstante Po-
lynom vom Grad 7 in einer einzigen Variable mit komplexen Koeffizienten
genau n komplexe Wurzeln hat. Wenn es mehrere Wurzeln mit demselben
Wert gibt, werden sie alle gezihlt: x> — 4x 4+ 4 = (x — 2)(x — 2) hat zwei
Waurzeln, die beide gleich 2 sind. Das Polynom x2 + 1 mit ganzzahligen
Koeffizienten hat zwei komplexe Wurzeln £+ +/—1. Obwohl es sich um endli-
che algebraische Gebilde handelt — Polynome vom Grad n mit n# Wurzeln —,
braucht man zum Beweis des Satzes Methoden der Analysis, meist der kom-
plexen Analysis.

16.3 Die Einheitswurzeln

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (Satz 16.1) hat das Polynom x" — 1
n Wurzeln fiir jede ganze Zahl n > 1. Eine Wurzel ist x = 1, also gibtes n — 1
weitere Wurzeln. Bezeichne eine dieser Wurzeln mit . Da r”” = 1 ist, heif3t sie n-te
Einheitswurzel. Was ist mit r2?

(’,2)11 — (rn)Z — 12 =1.

Daraus folgt, dass die n Zahlen:

n-te Einheitswurzeln sind.

Seir = cos(%”) +i sin(%”). Nach der Formel von de Moivre:

|: (271) o (2n)i|” (2n7r) o (21171)
cos| — ) +ism| — =cos| — | +isin| — ) =1.
n n n n



192 16  Konstruktion eines regelméBigen Heptadekagons

Satz 16.2 Sei n eine Primzahl und r eine n-te Einheitswurzel. Dann sind:
{1,r, I r"_l}

verschieden, also stellen sie alle n-ten Einheitswurzeln dar.

Beweis Angenommen, die Potenzen sind nicht verschieden, sodass ri = r/ fiir
gewisse 0 <i < j <n—1.Dannistr//ri = r/=" = 1, sodass es mindestens eine
positive ganze Zahl i’ kleiner als n gibt, fiir die r’" = 1 gilt. Sei m die kleinste
solche positive ganze Zahl. Mit dem den Divisionsalgorithmus fiir ganze Zahlen
giltn = ml + k fiir gewisse 0 </ <nund 0 < k < m. Aus:
1 =" =rm1+k :(rm)l.rk — ll_rk:rk

3

haben wir 0 < k < m und r* = 1. Da m als die kleinste solche positive ganze Zahl
definiert wurde, ist k = 0 und n = m/ nicht prim. O

Satz 16.3 Scien {a\,a;,...,a,_1,a,} die Wurzeln eines Polynoms n-ten Grades
f(x). Dann:

f(x) = (X _al)(-x _a2) (X _an—l)(-x _an) . (161)

Beweis Ist a; eine Wurzel von f(x), so ist per Definition f(a;) = 0:

fla;) = (a; —ar)(a; —az)---(a; —ap,—1)(a; —ay)
— ...(ai _ai)... =0.

Daher ist f(x) = (x — a;)g;(x) fiir ein gewisses g;(x), und durch Induktion gilt
dies fiir alle Wurzeln. [

Aus (16.1) ist leicht zu erkennen, dass der Koeffizient von x"~! ist:
—(ar+ay+ -+ ap-1 +an).
Da der Koeffizient von x"~! in x" — 1 fiir n > 2 null ist, haben wir:

—A4r+ri4 424y =0
r+r2+...+r"—2+rn—l - _1.

Fiir das Heptadekagon ist dies:

r+rr At
r9+r10+r11 +r12+r13+r14+r15+r16:_1' (16.2)
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16.4 Gauly’ Beweis der Konstruierbarkeit eines Heptadekagons

GauB3 hatte verstanden, dass man nicht mit den Wurzeln in ihrer natiirlichen Rei-
2

henfolge r, r ,...,r1% arbeiten muss. Die Potenzen 3%, 3,32, ... von r ergeben
alle Wurzeln, aber in einer anderen Reihenfolge:

i, p13=3,
p153=45=11

33=9 ,93=27=10 ,103=30=13 .13:3=39=5 ,.53=15

b r b r 9 r 9 r ki
16:3=48=14 7:3=21=4
b 9

r

11-3=33=16 14.3=42=8 8:3=24=7
b b ki

r r
r4~3=12 T 12:3=36=2 , r2‘3=6 ,

r r r

wobei die Wurzeln modulo 17 reduziert wurden:
rl7m+k — (r17)m . rk =1". rk — rk .

Wir vergewissern uns, dass die Liste alle Wurzeln (auBler 1) genau einmal enthilt:

pLp3 p9 P10 p13 5 p15 L1116 14 8 7 (4 12 2 6 (16.3)
Gegeben sei ein monisches quadratisches Polynom, dessen Wurzeln a, b sind:

Y +py+qg=0-a)y-b)=0.
Dann konnen wir die Koeffizienten p, g aus den Wurzeln berechnen (Kap. 7):
p=—(a+b), g=ab.
Daher konnen wir bei gegebenen a + b und ab die quadratische Gleichung auf-
schreiben, deren Wurzeln a, b sind.
Sei ay die Summe der Wurzeln an den ungeraden Stellen in (16.3):
do=r+r+r3 45 16 82
und sei a; die Summe der Wurzeln an den geraden Stellen in (16.3):
ar =+ 04 ! M T 12t

Um ap, a; als Wurzeln einer quadratischen Gleichung zu erhalten, berechnet man
zundchst ihre Summe und verwendet (16.2):

ap+a =r+rP4+-+ro=—1.
Jetzt miissen wir uns sehr anstrengen, um ihr Produkt zu berechnen. Abb. 16.3 zeigt

die Berechnung, bei der die Werte von r’r/ = ri*/ nach Reduzierung der Expo-
nenten modulo 17 geschrieben werden. Wir stellen fest, dass jede Wurzel genau
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9 13 15 16 8

Abb. 16.3 Berechnung von apa; = (r+r0+rB +rB 410408 404 402y x
apay; unter jeder Wurzel steht
die Anzahl der bisherigen P+ P+ 7 T 412 440
Vorkommen der Wurzel
=t S 2B 8 By Ty
1 1 1 1 1 1 1 1
P2 2 a3 0 10ty
2 1 1 1 2 1 2 2
e T T R e I N
3 1 2 1 2 2 2
1 8 3 9 2, .5 0, ,4 4

ro+rt A+ +rc+r +r+r
2 3 3 1 3 1 2 3

T A R
3 2 4 3 2 4 2 2
Pt B e 2 S B P e
3 3 343 342
Flar e Sl 10 10,
3 3 34 4 4 34

T T N A T o

4 4 4 4 4 4 a4

- 4.

viermal vorkommt, sodass — wiederum unter Verwendung von (16.2) — der Wert
des Produkts —4 ist.

Da ag + a; = —1 und apa; = —4, sind a;, a, die Wurzeln der quadratischen
Gleichung y? 4+ y — 4 = 0 und konnen mit der einfachen Formel fiir die Wurzeln
einer quadratischen Gleichung berechnet werden:

Nun seien by, by, b», b3 die Summen jeder vierten Wurzel, beginnend bei r!, r3, r°

bzw. r10:

bo=r' 43 4 10 4 g4
by=r® 415+ 42
by=r"+r 4842

by =0 4 p1 7 4 5

Wir rechnen nach, dass by + b, = ag, by + b3 = a; und berechnen die entsprechenden
Produkte:
boby = (r +rB + '+ x P +rP+ 8+ 12
SO Y S ) 4
I L T S o L S E )
= —1.
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b1b3=(r3—|—r5+r14+r12) % (r10+r11+r7+r6)
=P+t + P
(r7—|—r8+r4+r3) + (r5—|—r6+r2+rl)
= —1.

Zusammenfassend ergibt sich:

bo+ by =ap
bob, = — 1

by + b3 = a;
bib; = —1,

195

bo. by sind also die Losungen von y> —agy — 1 = 0, und by, b5 sind die Losungen
von y2 —a;y — 1 = 0. Mit den zuvor berechneten Werten fiir ay, a; konnen wir die
Waurzeln by, by berechnen (Abb. 16.4). SchlieBlich seien ¢, ¢4 die Summen jeder

Abb. 16.4 Berechnung von + a2 +4
bo und b, by = u
2
2
(—1+2x/ﬁ)+ ((—1+2\/ﬁ>) s
- 2
2
(-1+V17) + (—1+\/ﬁ) +16
- 4
(1417 +V34 - 2V17
B 4
a + a’+4
py = SN

2

2 2

(-1-NT]) | ((-1-m>)2+4

2

(=1 =VT7) (-1 —\/ﬁ)2+16

4

(=1 = V17) + V34 +2V17
4
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Abb. 16.5 Der Kosinus des 7l
Zentriwinkels, berechnet aus 1

1,716

achten Wurzel, beginnend bei r! bzw. r

6
o 0
P cos

13.

co=r'4r'®
Cy = rB3 ot
cotes=r+ro 4Bt =p
cocs = (r' +7'% - (rB + 1Y)

Sy 3y,

co. ¢4 sind also die Wurzeln von y? — byy + b; = 0. Da cos(360°/17) = co/2
(Abb. 16.5) reicht es aus, die Wurzel co = ! 4 r'® (Abb. 16.6) zu berechnen.

Der Kosinus des Zentriwinkels eines Heptadekagons ist mit Zirkel und Lineal

konstruierbar, da er nur aus rationalen Zahlen und den Operationen {+, —, X, /, </}
zusammengesetzt ist:

360° Co
cos ( ) = — (16.4)

17 2

1 1 1
=—— + =17+ —34-2v17 16.5
16+ 16 + 16 + (16.5)

1
e VO8+12VI7+2(=14/17) \/34—2Jﬁ—16\/34+2ﬁ.
(16.6)

ry+rie =

21 2-16m .. (2 167
7)+cos( 7 )-I—lsm( 7 )

_ 2 . (27 -2 . (27

= cos(ﬁ) +1 sm(l—) aF cos(1—7) +1 sm(v)

I

(@)

2
—
3|8
~—

+

z.
—
S|
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b() + ﬂbg = 4b1

Cco =

2

1 (=1+V17) + V34 - 2V17 .

T2 4
l\J((—l+\/ﬁ)+\/34—2\/ﬁ)2_4((—1—\/ﬁ)+\/34+2\/ﬁ)
2 4 4

%\/((—1 +V17) +/34 —2\/ﬁ)2 - 16((—1 -V17) +\/34+2\/ﬁ)
é\/(—1 +VI7)2 +2(=1+ V17)y34 - 2V17 + (34 - 2V17) -
((—16 - 16V17) + 16\/34+2\/ﬁ)

1
g\/68+ 12V17 +2(-1 +\/ﬁ)\/34 —2V17 - 16\/34+2w/ﬁ

Abb. 16.6 Berechnung von ¢,

16.5 Herleitung der Gau3-Formel

Die obige Formel fiir cos(360°/17) ist nicht die von Gauf} angegebene. Hier ist eine
Herleitung der Gau3-Formel:

Vereinfachen wir 2(—1 4+ +/17)v34 — 24/17:

2(—1 4+ V17)/34 —24/17 = —24/34 =217 + 2v/17V/34 — 217
+4y/34 —2V17 — 4y/34 =217
=21/34-2V17 4+ 217434 - 2417

=2(1 + \/ﬁ)\/34—2«/1—7—4\/34—2«/1_7.
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Wir merken uns den Term —4+/34 — 2+/17 und vereinfachen den ersten Term, in-
dem wir ihn quadrieren und dann die Quadratwurzel ziehen:

2(1 + V17)\/34 =217 = 2\/[(1 + Jﬁ)\/34—2ﬁ]2

= 2\/(18 +2v/17)(34 — 23/17)

=2\/(18-34—4-17)+Jﬁ(2-34—2-18)

=2-44/34+2v17.

Das Einsetzen der Terme ergibt die Gau3-Formel:

360°
cos
17

11 1
= ——+ —V17T+ —/34—2V17
6 167 "6

1
+ R\/68—{—12«/17—1—8\/34+2x/ﬁ—4\/34—2x/ﬁ—16\/34—1—2\/17

11 1
= — — + V174 —/34—-2J17
TR TASRIT;

1
+§\/17+3«/1——\/34—2JT7—2\/34+2¢17.

16.6 Konstruktion eines Heptadekagons

Konstruiere einen Einheitskreis mit Mittelpunkt O und zueinander senkrechten
Durchmessern QP und SR (Abb. 16.7). Konstruiere A so, dass OA = (1/4)OR.
Mit dem Satz des Pythagoras:

AP = JOA + 0P = J(1/47 + 12 = V17/4.

Sei B der Schnittpunkt der inneren Winkelhalbierenden von ZOA P und der Strecke
OP, und sei C der Schnittpunkt der du3eren Winkelhalbierenden von ZOAP und
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R
A
B/f A\ @ @
1
1
P

= C o B

e —

14+V17 —1+V17

16 16

S

Abb. 16.7 Konstruktion eines Heptadekagons (1)

der Strecke @ Nach dem Satz von der inneren Winkelhalbierenden (Satz A.13):

OB A0
BP AP
OB 1/4
1-0B J17/4
OF — 1 _ 1 _1—Jﬁ
14+ V17 1+V17 1=-V17
—1+ 17
N 16

und gemifl dem Satz von der duBeren Winkelhalbierenden (Satz A.14):

[T
CP AP
oc  1/4
1+0C  J17/4
e 1 _ 1 1+ V17
—“1+V/17 —=14+/17 14+ /17

1+ 17
16
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A
. b
Q M O~C olD B b E P
«— a 21>
f
F

Abb. 16.8 Konstruktion eines Heptadekagons (2)

Konstruiere D auf OP so, dass CD = CA = a (Abb. 16.8). Mit dem Satz des
Pythagoras:

CD=CA=\04 +0C

= G)ZJF(HIZ_) = 1\/16+1+17+2\/_

1
=16 34 +2417.

Konstruiere E auf OP so, dass ‘BE = BA = b; wiederum mit dem Satz des Pytha-
goras ist:

BE =BA=\0A + OB
2
1\? 14+ /17 1
(Z) +(J1r76) =E\/16+1+17—2\/17

—\34-2417.
16

Konstruiere M als Mittelpunkt von QD und konstruiere F auf OS so, dass M F =
MQ = f:

MF = MQ =

- —(QC +TD) = —((1 ~0C) +CD)

Q—
14+ /17 34 + 2417
()

N = l\)l

5(15—\/17+ 34+2v17).

Beachte, dass MO =1 —-MQ =1— MF.
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A
Q - = P
f M C (0] DB E e H
g g e
S
G
F

Abb. 16.9 Konstruktion eines Heptadekagons (3)

@stru@ einen Halbkreis, dessen Durchmesser OF ist. Konstruiere eine Seh-
ne OG = OF = g (Abb. 16.9). Mit dem Satz des Pythagoras:

0G = OF = \MF — MO = \/MF2—(1—W)2

= V2MF —1
1
= \/R(15—\/ﬁ+ 34+2\/17)—1

1
Z\/—l—«/l—7+ V34 + 2417,

ZOGE ist ein rechter Winkel, da er einem Durchmesser des Kreises gegeniiber-
liegt. Konstruiere H auf OP so, dass EH = EG = e; wiederum mit dem Satz des
Pythagoras:

EH =EG =\ OE —-0G" = \/(03 + BE)? - 0G
2
V1T V34217 1
( Jlré + ) —1—6(—1—\/17—1—\/34—}-2«/17)

16

=11—6 ((18—2m)+2(—1+\/ﬁ)\/34—2\/ﬁ+(34—2\/ﬁ))
+(16 + 16717 — 16/34 + 2Jﬁ)
%\/68—%— 1217 = 161/34 4+ 24/17 = 2(1 — V/17) /34 — 24/17.
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Berechne OE:

. L14+YT7 1
0E=OB+BE=+7+—\/34—2«/17

16 16
1
= 1—6(—1+v17+ 34—2v17).

SchlieBlich ist OH = OF + E H — die GauB-Formel fiir cos(360°/17).

16.7 Konstruktion eines regelmifBigen Pentagons

Die komplexen fiinften Einheitswurzeln sind:

ﬁ—1i,\/10+2f5 —ﬁ—1i,\/10—2«/§
l o 3
4

14i-0
L 4 Ty

16.7.1 Trigonometrie

Der Zentriwinkel eines regelmiBigen Fiinfecks ist 360°/5 = 72°. Berechnen wir
cos 36° mithilfe der trigonometrischen Identititen fiir 26 und 6/2 (Satz A.4, A.7):

0 = c0s90° = cos(72° + 18°) = cos2-36°cos36°/2 —sin2 - 36°sin 36°/2

T 36° = cos 36°
= (2cos?36° — 1)\/“% —25in36° cos36°,/% .

Es gibt jetzt nur noch einen Winkel in der Formel; es sei x = cos 36°. Dann:

1 1—
(2x2—1)\/¥=2\/1—x2-x- 2x

x> =DVI+x=2V1—x-V1+x-x-V/1—x
2x2 —1=2x(1 —x)
4x2—2x—1=0.

Die Losung der quadratischen Gleichung ergibt einen konstruierbaren Wert:

14+ /5
FRE

c0s36° =
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Abb. 16.10 Konstruktion B
eines regelmifigen Fiinf-
ecks (1) 1 1

16.7.2 Geometrie

Sei ABCDE einregelmiBiges Fiinfeck (Abb. 16.10). Per Definition sind alle Seiten
und alle Innenwinkel gleich. Durch kongruente Dreiecke lasst sich leicht zeigen,
dass alle Diagonalen gleich sind. Die Linge der Seiten sei 1 und die Linge der
Diagonalen sei x.

AACE = ACAD (Seite-Seite-Seite), folglich LZACE =ZCAD =60. AAED =
ACDE (Seite-Seite-Seite), also ZADE = LZCED = ¢. LZAFC = LEFD =
sind Scheitelwinkel. In beiden Dreiecken ist die Summe der Winkel 180°, sodass
¥ +20 = +2¢ und 6 = ¢. Aufgrund der gleichgroen Wechselwinkel schlielen
wir, dass AC || DE ist.

Konstruiere eine Gerade durch E parallel zu D C, ihr Schnittpunkt mit AC sei F
(Abb. 16.11). CDEF ist ein Rhombus, also EF = CD = AE = 1. AACE istein
gleichschenkliges Dreieck mit Basiswinkel «. AAEF ist ebenfalls gleichschenklig
und ZAFE = LFAE = «, also AACE ~ AAEF. Wenn man das Verhiltnis der

Abb. 16.11 Konstruktion B
eines regelméBigen Fiinf-
ecks (2) 1 1
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Seiten nimmt, erhélt man:
X 1

1 x—1
Das Ergebnis ist eine quadratische Gleichung x> — x — 1 = 0 deren positive Wurzel
konstruierbar ist:

_1+45

2

Was ist die Uberraschung?

Es ist erstaunlich, dass von der Arbeit der Griechen an der Konstruktion bis zur
Entdeckung der Konstruierbarkeit des regelmifligen Heptadekagons durch Gauf3
zwei Jahrtausende vergangen sind. Erstaunlich ist auch, dass das Problem nicht
mithilfe der Geometrie, sondern durch die Erfindung neuer algebraischer Methoden
gelost wurde, die einen weitreichenden Einfluss auf die Mathematik hatten.

Quellen

Dieses Kapitel basiert auf [6]. Das Originalwerk von Gauf ist in einer englischen
Ubersetzung [18] verfiigbar. Die Gl. (16.5)—(16.6) erscheint in [41]; der Autor gibt
eine Ubung, um sie in die GauB3-Formel umzuwandeln, wie sie in [18, S. 458] und
[6, S. 68] erscheint.

Die Konstruktion des Heptadekagons ist aus [10] entnommen, wihrend ande-
re Konstruktionen in [55] zu finden sind. Die trigonometrische Konstruktion des
regelméBigen Fiinfecks stammt aus [59]. Die geometrische Konstruktion des re-
gelmiBigen Fiinfecks wurde durch Losen der Aufgaben 2.3.3 und 2.3.4 in [47]
gewonnen.
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Anhang: Sitze der Geometrie
und der Trigonometrie

In diesem Anhang werden Sitze der Geometrie und Trigonometrie vorgestellt, die
dem Leser moglicherweise nicht vertraut sind, sowie Sitze, die zwar bekannt sind,
deren Beweise jedoch nicht. Abschn. A.1 stellt drei Formeln zur Berechnung des
Fldcheninhalts eines Dreiecks vor. Abschn. A.2 beweist trigonometrische Identi-
titen. Obwohl die Formeln und Identititen meist bekannt sind, lernen die Schiiler
diese Identititen hdufig auswendig oder schlagen sie nach, ohne jemals einen Be-
weis zu sehen. Die folgenden Abschnitte enthalten Beweise fiir fortgeschrittene
Sitze in der Geometrie: Abschn. A.3 — die Winkelhalbierungssitze; Abschn. A.4 —
Ptolemius’ Satz, der die Seiten und Diagonalen in einem Viereck, das von einem
Kreis umschrieben wird, in Beziehung setzt; Abschn. A.5 — Cevas Lehrsatz iiber
die drei Strecken eines Dreiecks und Abschn. A.6 — Menelaos’ Lehrsatz iiber die
Segmente einer Transversale in einem Dreieck.

A.1 Sitze iiber den Fliacheninhalt eines Dreiecks

Die Standardformel zur Berechnung des Fldcheninhalts eines Dreiecks aus der Ba-
sis und der Hohe ist bekannt. Sie kann mit verschiedenen geometrischen Methoden
bewiesen werden.

Satz A.1 Der Flicheninhalt des Dreiecks AABC ist gegeben durch:
1
AABC = Ebh’ (A.1)

wobei b, die Basis, eine der Seiten des Dreiecks ist, und h, die Hohe, die Liinge der
Héhe zu b vom gegeniiberliegenden Eckpunkt (Abb. A.1a).

Beweis Abb. A.1b zeigt, dass man die schraffierten Dreiecke so verschieben kann,
dass sie ein Rechteck mit der gleichen Fliche wie das Dreieck bilden, wenn man
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c a
h=csin@

A C

Abb. A.1 a Berechnung des Flicheninhalts eines Dreiecks aus der Basis und der Hohe. b Berech-
nung des Flidcheninhalts eines Dreiecks aus der Basis und der Hohe

das Dreieck in der Hiilfte der Hohe ,,schneidet. Die Basis des Rechtecks ist b und
seine Hohe ist £/2. O

Satz A.2 Der Flicheninhalt des Dreiecks AABC ist gegeben durch:

1
AABC = Ebc sinf . (A.2)

Beweis Aus Satz A.1 unter Verwendung von & = ¢ sinf. O

Satz A.3 (Heron) Der Flicheninhalt des Dreiecks AABC ist gegeben durch:

AABC = /s(s —a)(s —b)(s —¢).
Po— 1 . .
wobei s = 5(a + b + ¢) der Halbumfang des Dreiecks ist.
Beweis Der Radius eines Kreises und eine Tangente, die den Radius schneidet,
stehen senkrecht zueinander. Aulerdem sind die Lingen der Strecken zweier Tan-
genten vom gleichen Punkt zum Kreis gleich, daher (Abb. A.2):!
AAOB =~ ANAOC’, ABOA" =~ ABOC', ACOA = ACOB'.

Die Fliche AABC ist die Summe der sechs oben aufgefiihrten Dreiecke. Da die
Hohe der sechs Dreiecke jeweils r, dem Radius des Inkreises, entspricht, erhalten

! Dies zeigt, dass der Mittelpunkt des Dreiecks, der Mittelpunkt des Inkreises, der gemeinsame
Schnittpunkt der drei Winkelhalbierenden ist.
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wir:

AABC = AAOB'+ AAOC'+ ABOA'+ ABOC'+ ACOA'+ ACOB’

(A.3a)
1
AABC=§r(u+u+v+v+w+w) (A.3b)
1
AABC = Zra+b+o) (A.3c)
AABC =rs. (A.3d)

Definieren wir nun die Seiten in Bezug auf die Tangenten der Zentriwinkel:

o u B v y
tan — = —, tan— = —, tan— = —.
2 r 2 r 2 r

Aus diesen Definitionen und s = %(Zu + 2u + 2w) erhalten wir:

s=utvt+w=r tang—l—tané—i—tanZ .
2 2 2

Wegen%+%+§+§+%+%=360°unds0mit%+§+%=180°f01gtmit

Satz A.11:
s=r tan—tanétanZ
2 2
Uvw 1
=r(575) = pwvw
UV W
r =
s
Mit (A.3d):
AABC =rs=s uvw =Jsuvw.
s

Die Formel von Heron ergibt sichausu = s —a,v =s—b,w =s—c. O
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Abb. A.2 Dreieck mit Inkreis

A.2 Trigonometrische Identititen

A.2.1 Sinus und Kosinus der Summe und Differenz zweier Winkel

Satz A4
sin(a + B) = sina cos B + cos « sin B

sin(e — ) = sina cos B — cosa sin B
cos(a + B) = cosacos B —sina sin

cos(e — ) = cosacosf + sinasinf.

Wir werden die erste Formel beweisen; die anderen Formeln konnen mithilfe der
Werte von Sinus und Kosinus fiir —« und 90° — « erhalten werden.

Ausgehend von einem rechtwinkligen Dreieck A ABC mit spitzem Winkel o
und einem rechtwinkligen Dreieck A ACD mit spitzem Winkel 8 konnen wir sie
zu geometrischen Figuren mit einem Winkel o 4+ 8 verbinden (Abb. A.3). Das linke
Diagramm wird am hédufigsten in den Beweisen der Identititen verwendet. Hier ge-
ben wir zwei Beweise, die auf dem mittleren und dem rechten Diagramm basieren.

Beweis (1) Berechnen wir den Fldcheninhalt von A ABD auf zwei verschiedene
Arten: (1) mithilfe von (A.2) fir AABD, und (2) mithilfe der Gleichung getrennt
fir AABC und AADC (Abb. A.4). Auch h wird zweimal mithilfe der Definition
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D R D
C
c o| B
@ o a
A B B C D A B
Abb. A.3 Diagramme zum Nachweis der Identitit fiir den Sinus von Winkelsummen
Abb. A.4 Berechnung des A
Flacheninhalts eines Dreiecks
auf zwei Arten
o| B
c h b
B a © & D

der trigonometrischen Funktionen berechnet:

1
AABD = Ebc sin(a + )
AABD = AABC + AADC

1 1
= ECh sina + Ebh sin 8

1 1
Ec(b cos B) sina + Eb(c cosa)sinf .

Wenn man die beiden Formeln fiir A ABD gleichsetzt und %bc herauskiirzt, erhilt
man:
sin(e + B) = sinacos f + cosasinf. O

Der zweite Beweis beruht auf folgendem Satz:
Satz A.5 In einem Kreis mit einem Durchmesser von 1 ist die Linge einer Sehne,

die einem eingeschriebenen Winkel gegeniiberliegt, gleich dem Sinus des Winkels
(Abb. A.5).
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Abb. A.5 Alle einer Sehne B

gegeniiberliegenden Winkel

sind gleich 4‘\
D

S\ C

Beweis Sei AB ein Durchmesser, und sei ZBAC = «. Sei D ein beliebiger an-
derer Punkt auf dem Kreis, der ein Dreieck A BDC bildet, dessen eine Seite die
Sehne BC ist. Da gleiche Sehnen gleichen Inkreiswinkeln gegeniiberliegen, ist
ZBDC = «a.Im rechtwinkligen Dreieck AABC gilt:

B B -
sinoe::cz—czBC.D
AB 1

Beweis (2) Dieser Beweis basiert auf dem rechten Diagramm in Abb. A.3, das in
Abb. A.6 wiedergegeben ist, wo das Viereck A BCD in einen Kreis einbeschrieben
wurde. Nach Satz A.15 kann ein Viereck dann und nur dann von einem Kreis (dem
Umkreis) umschrieben werden, wenn die Summe jedes Paares gegeniiberliegender
Winkel 180° ist. ZADC + LZABC = 180°, da beide Winkel rechtwinklig sind.
Aus Satz 5.4 ist die Summe der Innenwinkel eines Vierecks 360°, also ZDAB +
ZDCB = 180°. Der Durchmesser des Kreises sei 1 (ansonsten alles mit der Linge
des Durchmessers multiplizieren). Dann sind die Seiten des Vierecks:

BC =sina, CD = sin B, AB = sin y, DA = siné,
und seine Diagonalen sind:

BD =sin(a + B), CA =sin(a + ).

Abb. A.6 Ein Viereck, das D
von einem Kreis umschrieben o C
wird Y S
Y
B
B o
[
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Nach dem Satz des Ptoleméus (Satz A.18) ist das Produkt der Diagonalen eines
Vierecks, das von einem Kreis umschrieben wird, gleich der Summe der Produkte
der gegeniiberliegenden Seiten des Vierecks. Da ZA D C und ZA B C rechte Winkel
sind, haben wir:

sin(a + B) sin(a + y) sina sin § + sin B sin y
sin(o + B) sin(90°) = sinasin(90° — B) + sin B sin(90° — «)
sin(a + B) = sinacosf 4+ cosasinf. O

A.2.2 Der Kosinus eines Dreifachwinkels

Satz A.6
cos3a = 4cos®a —3cosw .

Beweis Der Beweis verwendet die Formeln in Satz A.4 und die Formel sin® o +

cos?o = 1:

cos3a = cos(2a + @)

= cos2a cos o — sin 2« sin o

= (cos’a — sin® &) cos & — (2 sin cos &) sin &
= cos® o — cos & sin® @ — 2 sin® & cos )

= cos’ o —cosa + cos’ @ — 2 cosa + 2 cos’ «

=4cos’a —3cosa. O

A.2.3  Sinus und Kosinus eines Halbwinkels

Satz A.7 Wenn o ein Winkel in einem Dreieck ist, dann:?

o 14 cosa
cos(—) =4 —
2 2
. (oz) 1—cosa
sin( — \V—
2 2

2 Die allgemeine Formel ist komplexer, weil die Quadratwurzeln entweder positiv oder negativ
sein konnen, je nachdem, in welchem Quadranten ¢/ 2 liegt. Fiir ein Dreieck gilt 0<a <180°, also
liegt 0 <& /2 <90° im ersten Quadranten, und sowohl der Sinus als auch der Kosinus sind positiv.
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Beweis Der Beweis verwendet die Formeln aus Satz A.4 und die Formel sin® o +

| )< n§)enl) i)l

= 2cosz<%) —1

()
()=

cos® = cos 2(

N R

14 cosa
2

<8
=
®
|
|
—_
|
(@}
Q
7
1o
—~
N R
~
1
—

A.2.4 Der Kosinussatz

Satz A.8 (Kosinussatz) In einem Dreieck AABC mit den Seitena, b, c (Abb. A.7):
gilt:
¢ =a*>+ b*—2abcos LACB.

Beweis (I) Ziche eine Hohe von C nach AB und verwende die Definition des
Kosinus und den Satz des Pythagoras:

c=x+(c—x)=acosf+bcosa (A.4a)
c? =accos P + bccosa. (A.4b)

In #hnlicher Weise fallen die Hohen von 4 auf BC und von B auf AC, und man
erhalt:

a* = cacos B + bacosy (A.5a)
b* =chcosa +abcosy . (A.5b)
Abb. A.7 Beweis 1 fiir den C
Kosinussatz
Y
b a
a B
A B

c
«—— C—X—>«— X—>
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Die Addition von GI. (A.5a) und (A.5b) und die Subtraktion von (A.4b) ergibt:

a’>+b>—c* =cacosp + bacosy
+ chbcosa + abcosy
— accos B —bccosa

= 2ab cosy
2_ 2 12
¢ =a " +b"—2abcosy. O

Beweis (2) Der zweite Beweis verwendet den Satz des Ptolemius (Satz A.18).3

Das Dreieck AABC kann von einem Kreis umschrieben werden. Konstruie-
re ein weiteres Dreieck AABC’, das kongruent zu AABC ist und in denselben
Kreis eingeschrieben ist (Abb. A.8). Dazu konstruiert man einen Winkel von AB
gleich ZCAB, der den Kreis in C’ schneidet, und konstruiert dann die Gerade
C’A. Da Winkel, die durch dieselbe Sehne aufgespannt werden, gleich sind, gilt
LAC'B = ZBCA sowie auch ZCBA = ZC'AB und damit AABC' =~ ABAC
(Winkel-Seiten-Winkel) mit der gemeinsamen Seite 4B.

Fille die Lote von C nach D und von C’ nach D’ auf AB, sodass x = a cos f3.
Nach dem Satz des Ptoleméus gilt fiir das Viereck ABCC":

b* =da® + c(c —2x)
=a’> + c(c —2acos B)

=a’>+c¢*—2accosf. O

Abb. A.8 Beweis 2 fiir den

Kosinussatz C c—2x C
a b b a
B B
-
B
A D c 5

3 Abschn. A.4 verwendet den Kosinussatz zum Beweis des Satzes des Ptolemius! Der erste Beweis
des Kosinussatzes vermeidet diesen Zirkelschluss. Auflerdem gibt es Beweise fiir den Satz des
Ptolemiius, die den Kosinussatz nicht verwenden.



214 Anhang: Sitze der Geometrie und der Trigonometrie

A.2.5 Der Tangens der Summe von zwei Winkeln

Satz A.9 8
tan o + tan
t = ©
an(e + ) 1 —tan tan 8
Beweis
sin(o + B)
t = "
ane + ) cos(a + fB)

sina cos B + cosa sin B

cos cos B —sina sin B
sina + cos« tan f3

cos o — sina tan
tano + tan
] —tanotan B

A.2.6 Der Tangens eines Halbwinkels

Satz A.10

. (05) -1+ V1 +tan?
an( =) = .

2 tan o

o
Beweis Wir leiten eine quadratische Gleichung in tan(z) her und 16sen sie:

an(%) +tan(%)

tan o a a
1-— tan(—) tan(—)
o o 2 2
tanatanz(z) + Ztan(i) —tanae = 0
o -1+ 1+ tan’w
tan(—) = . O
tan o

A.2.7 Das Produkt aus drei Tangens

Satz A.11 Wenna + B + y = 180° dann:

tano +tan 8 + tany = tanatan Btany .
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Beweis

tan y

tan o tan B tan y

215

tan(180° — (« + B))
—tan(a + B)

tano + tan 8
11— tan o tan

tan o

A.2.8 Der Grenzwert von sin o/«

Satz A.12

lim
a—0

sino

o

+tanfB +tany. O

=1.

Beweis Betrachtet man regelmiBige Polygone, die in einen Kreis eingeschrieben
sind (Abb. A.9), so stellt man fest, dass der Umfang eines Polygons umso néher
am Kreisumfang liegt, je mehr Seiten es hat. Der Umfang des Kreises geteilt durch
die Anzahl der Seiten ist die Linge eines Bogens mit denselben Endpunkten wie
die entsprechende Seite, da in einem regelmifligen Polygon alle Seiten gleich lang
sind. Da sich das Verhiltnis zwischen dem Kreisumfang und dem Umfang eines
einbeschriebenen Polygons mit zunehmender Seitenzahl 1 annéhert, gilt dies auch
fiir das Verhiltnis zwischen der Linge eines Bogens und der entsprechenden Sehne.
Dies wird an den folgenden Zahlenbeispielen deutlich:

Winkel | Bogenlidnge Linge der Sehne | Verhiltnis

80
60
40

5

1,396
1,047
0,698
0,087

1,286
1,000
0,684
0,087

1,090
1,047
1,006
1,000

Abb. A.9 RegelmiBige Polygone mit 3, 8 und 16 Seiten, die in einen Kreis eingeschrieben sind
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Abb. A.10 Die Linge einer

Sehne, die mit einem Bogen b
der Grofie o korrespondiert c
a
O« a

Abb. A.11 Verhiltnis von
sin x zu x P

17, a

sin
A (Vs l \ B
a T /
) sina /
o

Daa = b =1 ist, kann die Lénge der Sehne ¢, die o gegeniiberliegt, mit dem
Kosinussatz (Abb. A.10) berechnet werden:
¢ =a*>+b*—2abcosu
c=+2—-2cosu
limec=+2-2-1=0.

a—0

Mit Bezug auf Abb. A.11 gilt:

. sinw . 2sino
lim = lim
a—>0 o a—0 2«

Dies ist das Verhiltnis zwischen der Linge der Sehne PQ und der Linge des Bo-
gens P Q. Wir haben aber gesehen, dass dieses Verhiltnis gegen 1 konvergiert, wenn
der gegeniiberliegende Winkel 2« gegen 0 tendiert, also:

sin o

lim
a—0 o

=1.0

A.3 Der Satz von der Winkelhalbierenden

Sitz A.13 Im AABC schneide die Winkelhalbierende von £BAC die Strecke
BC in D (Abb. A.12). Dann:

| s
QH U:J‘

BD
CD
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Abb. A.12 Der Satz von der A
inneren Winkelhalbierenden

Beweis Wir beweisen den Satz, indem wir die Fliachen zweier Dreiecke berechnen,
wobei wir sowohl die Basis und die Hohe (A.1) als auch die Basis, den Winkel und
die Seite (A.2) verwenden:

11— 1—
AABD = —BDh = —AB AD sin«x
2 2

E_Esina
AB  h
11— | —
ANACD = ECDh = EA D sin«
—_Esina
AC h
BD AB
CD AC

Es gibt auch einen Winkelhalbierungssatz fiir die dufsere Winkelhalbierende:

Satz A.14 Im AABC sei AE die Winkelhalbierende dﬁ Nebenwinkels von
/ZBAC (Abb. A.13), und die Winkelhalbierende schneide BC in E (Abb. A.12).
Dann:

E B

Abb. A.13 Der Satz von der duBeren Winkelhalbierenden
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Beweis Da AC eine gerade Linie ist ZEAC = 180° — a.

 Q— 11—
AABE = EBEh = 3 E ABsina
__ 11— _
AACE = -CEh = EA AC sin(180° —a) = —AE AC sin«
BE _ AE sina _ CE
AB AC
BE AB
CE A

A.4 Der Satz des Ptolemius

A.4.1 Einvon einem Kreis umschriebenes Trapez

Vor dem Beweis des Satzes von Ptolemius werden Sitze iiber Vierecke und Trapeze
bewiesen.

Satz A.15 Ein Viereck kann nur dann von einem Kreis umschrieben werden, wenn
die gegeniiberliegenden Winkel erginzend sind (Summe 180°).

In den Geometrie-Lehrbiichern findet man den einfachen Beweis fiir die Vorwirts-
richtung, aber es ist schwierig, einen Beweis fiir die Umkehrung zu finden, sodass
hier beide Beweise gegeben werden.

Beweis (Vorwiirtsrichtung) FEin eingeschriebener Winkel ist gleich der Hilfte des
Bogens, der ihm gegeniiberliegt, sodass ZDAB die Hilfte des Bogens DCB ist
und ZDCB die Hilfte des Bogens DAB (Abb. A.14a). Die beiden Bogen bil-
den den gesamten Umfang des Kreises, sodass ihre Summe 360° betrdgt. Daher ist
ZDAB+ ZDCB = % -360° = 180°, und in dhnlicher Weise ZADC + ZABC =
180°. O

Beweis (Umgekehrte Richtung) Jedes Dreieck kann von einem Kreis umschrie-
ben werden. Umschreibe das A DA B durch einen Kreis und nimm an, dass C’ ein
Punkt derart ist, dass ZDAB + ZDC’B = 180°, aber C’ nicht auf dem Kreis-
umfang liegt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei C’ innerhalb des Kreises
(Abb. A.14b).

Konstruiere einen Strahl, der DC’ verldngert; C sei sein Schnittpunkt mit dem
Kreis. ABCD wird also von einem Kreis umschrieben:

/ZDAB + ZDCB = 180° = ZDAB + ZDC’'B
/ZDCB = £ZDC’'B,



A.4 Der Satz des Ptolemius 219

C
C

a b
Abb. A.14 a Ein Viereck, das von einem Kreis umschrieben wird. b Der vierte Eckpunkt muss
auf dem Kreisumfang liegen
was nicht moglich ist, wenn C auf dem Kreis liegt und C’ innerhalb des Kreises

liegt. O

Satz A.16 Die gegeniiberliegenden Winkel eines gleichschenkligen Trapezes sind
ergdnzend.

Beweis Konstruiere die Gerade AB’ parallel zu CD (Abb. A.15). AB'CD ist
ein Parallelogramm und AABB’ ist ein gleichschenkliges Dreieck, also ZC =
/ABB' = /AB'B = /B. Ahnlich verhilt es sich mit /4 = ZD. Da die Summe
der Innenwinkel eines beliebigen Vierecks gleich 360° ist:

LA+ 4B+ ZC + 4D = 360°
2LA+2/C = 360°
LA+ ZC = 180°,

und in dhnlicher Weise /B + ZD = 180°. O

Satz A.17 Ein gleichschenkliges Trapez kann von einem Kreis umschrieben wer-
den.

Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz A.15, A.16.

o)
<
b

Abb. A.15 Ein gleich-
schenkliges Trapez
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A.4.2 Beweis des Satzes von Ptolemdius

Satz A.18 (Ptolemius) Bei einem Viereck, das von einem Kreis umschrieben wird,
setzt die folgende Formel die Lingen der Diagonalen und der Seiten in Beziehung
(Abb. A.16).

ef =ac+bd.

Beweis Nach dem Kosinussatz gilt fiir die vier Dreiecke AABC, AADC,
ADAB, ADCB:

e’ =a® + b* —2abcos LB
e =c?>+d*>—2cdcos LD
frP=da*>+d?*>—2adcos LA
f?=b*+c*—2bccos /C .

ZC = 180° — LA und £ZD = 180° — £ B, weil sie entgegengesetzte Winkel ei-

nes von einem Kreis umschriebenen Vierecks sind, also cos ZD = —cos ZB und
cos ZLC = —cos ZA. Eliminiert man den Kosinusterm aus den obigen Gleichungen,
erhélt man:

e*(cd + ab) = abc* + abd* + a*cd + b*cd
, (ac+bd)(ad + bc)
C T T @b +cd)
_(ab+cd)(ac +bd)
N (ad + bc)

f2

Multiplikation der beiden Gleichungen und Vereinfachung ergibt den Satz des Pto-
lemius:

e?- f* = (ac + bd)?
ef =(ac+bd). O

Abb. A.16 Satz des Ptole-
maius
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A.5 Satz von Ceva

Satz A.19 (Ceva) Bei Strecken von den Eckpunkten eines Dreiecks zu den ge-
geniiberliegenden Kanten (Ecktransversalen), die sich in einem Punkt schneiden,
erfiillen die Streckenlingen (Abb. A.17):

<K
S
<

Beweis Wenn die Hohen von zwei Dreiecken gleich sind, sind ihre Fldchen pro-
portional zu den Grundseiten. In beiden Diagrammen in Abb. A.18 sind die Hohen
der grauen Dreiecke gleich, also:

ABQO  BQ ABQA  BQ
ASQO ~ 0S ASQA ~ OS

Durch Subtraktion der Flichen der angegebenen Dreiecke erhilt man das Verhiltnis
zwischen den grauen Dreiecken in Abb. A.19:

ABOA  ABQA—ABQO  BQ
ASOA  ASQA—ASQO  0S

Abb. A.17 Satz von Ceva S

P o
A M B
S S
(0] o

/‘ ‘

‘ \
A B A B

Abb. A.18 Dreiecke im Satz von Ceva
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Abb. A.19 Subtraktion von S
Flidchen im Satz von Ceva

Das mag auf den ersten Blick seltsam erscheinen, deshalb erkldren wir es mit
einer einfacheren Notation:

c _a
d b
e_a
f b
ad af a
— :———:_d_
c-e=- b b( f)
c—e _a
d—f b’
In dhnlicher Weise konnen wir beweisen:
AM AAOS
MB ABOS
ﬁ_ ASOB
PA AAOB’

somit: o
AM BQ SP AAOS ABOA ASOB

MB QS PA ABOS ASOA AAOB

’

da die Reihenfolge der Eckpunkte in einem Dreieck keinen Unterschied macht. O

A.6 Der Satz des Menelaos

Satz A.20 (Menelaos) Sei AABC ein Dreieck und DBQ eine Transversallinie,
die alle drei Kanten des Dreiecks oder deren Erweiterungen schneidet (Abb. A.20).
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Abb. A.20 Satz des Mene-
laos

Dann gilt*

(A.6)

3E

B

NS

S Q

SIS
I

Beweis Ziche eine Gerade durch C parallel zu AB und verlingere DQ, bis sie
diese Parallele in K schneidet. Aus AADB ~ ACDK ergibt sich, dass:

CD CK
AD AB’
Aus ABQP ~ AKQC ergibt sich, dass:
0C CK
0~ 37
AB-CD-PQ = QC -BP - AD, das umgeordnet

Die Eliminierung von CK ergibt AB-CD - P
werden kann, um (A.6) zu erhalten. [

Quellen

Der Anhang basiert in erster Linie auf [19]. Der Satz von Ceva und der Satz des
Menelaos konnen jeweils mit dem anderen bewiesen werden [45].

4 Abhingig von der Konfiguration des Dreiecks und der Transversallinie kann das Ergebnis der
Multiplikation entweder plus oder minus eins sein.
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