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PRÉFACE 

Quand Bruno Torrésani m’a prié de préfacer cet ouvrage, j’ai aussitôt laissé 
de côté ce que je faisais et, oubliant le temps qui passe, me suis abandonné à 
la lecture. Bien évidemment je savais que mon plaisir serait à la hauteur de 
mon admiration pour les travaux de B. Torrésani et de ses collaborateurs qui 
incluent notre maître Alex Grossmann. Mon attente n’a pas été déçue et ce 
livre est beau, car il est le reflet d’une profonde conviction scientifique que je 
vais tenter d’expliquer et de justifier dans les lignes qui suivent. 

Les ondelettes sont d’abord apparues (1981) dans l’article fondamental 
d’Alex Grossmann et Jean Morlet comme des “états cohérents” au sens de 
la mécanique quantique. Ce point de vue est géométrique par opposition à 
une approche algorithmique qui prit en 1985 le devant de la scène à la suite 
des travaux de S. Mallat et I. Daubechies. Pour insister davantage, disons que 
l’approche algorithmique repose sur l’approximation de l’espace géométrique 
ambiant par une suite emboitée de réseaux (ou grilles) de plus en plus denses. 
Ces réseaux, une fois choisis, imposent une pénible rigidité géométrique et vont, 
par exemple, empêcher d’effectuer des translations ou des rotations arbitraires. 
Voilà un sérieux handicap si l’on compare la transformée en ondelettes ortho- 
gonale à la transformée de Fourier qui est compatible avec l’action du groupe 
euclidien. Mais par ailleurs, on ne saurait faire d’analyse numérique ou de 
calcul scientifique (méthodes multigrilles, etc.) sans utiliser ces grilles de plus 
en plus fines et l’usage de la FFT (fast Fourier transform ou transformée de 
Fourier rapide) impose aussi de choisir de telles grilles. Ce divorce entre la 
liberté de manœuvre dont on souhaite disposer dans l’analyse par ondelettes et 
les contraintes imposées par l’utilisation d’algorithmes efficaces, du type FFT, a 
été l’une des tensions les plus fécondes et créatrices de la théorie des ondelettes 
depuis les origines. I1 est clair que l’ouvrage de B. Torrésani avive ces tensions 
et sera donc la source de nouveaux progrès. 

Un des points forts de cet ouvrage est donc l’accent mis sur la “liberté de 
mouvement” fournie par les diverses actions de groupe (translations, dilatations 
et rotations) que l’on peut envisager dans les constructions d’ondelettes. On 
ne peut cependant “bouger dans tous les sens” et si l’on désire le faire, il fau- 
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dra relier ces trois types de transformations géométriques dans une recherche 
qui s’apparente à celle de la meilleure base dans les algorithmes de Coifman 
et Wickerhauser, Cette étude, qui n’avait pas été prévue par les “pères fonda- 
teurs”, est un des points très originaux du beau livre de B. Torrésani. 

Un second point fort est la description précise et exacte du remarquable 
algorithme de détection de la “fréquence instantanée”. Comme chacun sait, la 
quête de la “fréquence instantanée” est l’une des épopées majeures du traite- 
ment du signal et les techniques utilisées classiquement étaient basées sur la 
transformation de Wigner-Ville et ses généralisations. Une des plus belles 
réalisations scientifiques de “l’équipe ondelettes” de Marseille a été la découver- 
te  d’un algorithme “temps-fréquence” basé sur la transformation en ondelettes. 
La présentation de cet algorithme par B. Torrésani est la meilleure dont nous 
disposions aujourd’hui. 

Une troisième nouveauté, présentée par B. Torrésani, est la construction 
sur la sphère d’“onde1ettes de Gabor” qui soient compatibles avec l’invariance 
par rotation. 

Un dernier chapitre traite de la possibilité d’utiliser des QMFs (quadra- 
ture mirror filters) pour effectuer des calculs approchés mais rapides sur des 
ondelettes non orthogonales. 

L’ouvrage que nous offre B. Torrésani complète Ten Lectures on Wavelets, 
écrit par I. Daubechies, et je crois que ces deux traités feront bon ménage sur 
le bureau des scientifiques qui utilisent les ondelettes. 

Le style de B. Torrésani est remarquablement clair et efficace et je suis 
heureux qu’un large public scientifique puisse enfin disposer de cet excellent 
cours avancé sur les ondelettes et leurs applications. 

Yves Meyer, membre de l’Institut 



Chapitre I 

INTRODUCTION 

L’analyse par ondelettes est apparue sous ses “formes modernes”, au début 
des années 80, dans un remarquable article d’Alex Grossmann et Jean Morlet. 
L’un des points essentiels qu’elle nous enseigne est qu’un objet mathématique 
(qu’il s’agisse d’une fonction, d’un signal, d’un opérateur, ...) peut être repré- 
senté de multiples façons, chacune de ces représentations permettant de mettre 
l’accent sur certaines caractéristiques de l’objet étudié. Un exemple significatif 
est fourni par le signal de parole, dont des représentations temps-fréquence 
différentes (par exemple une représentation en ondelettes et une représentation 
de Gabor à bande étroite) conduisent à des interprétations différentes. 

I1 est amusant de constater qu’il en va de même pour l’analyse par ondelettes 
elle-même : on peut la présenter de divers points de vue, qui dépendent au- 
tant de l’application visée que de la culture scientifique de l’utilisateur. En 
effet, quelle que soit l’approche choisie, on peut toujours y retrouver une 
“préhistoire” des ondelettes, au cours de laquelle des techniques très semblables 
aux ondelettes (et qui souvent avaient tout des ondelettes sauf le nom) étaient 
couramment utilisées. 

On peut se livrer à un essai de classification des “préhistoires des ondelettes” 
et de leurs “prolongements contemporains”. Cette classification est bien en- 
tendu arbitraire (les quatre classes ci-dessous ont une intersection non vide 
- et il n’est pas certain que leur réunion recouvre l’ensemble du sujet), mais 
elle permet de décrire les tendances générales. 

0 Approches “temps-échelle” : I1 s’agit d’approches trouvant leur origine 
dans des problèmes de caractérisation d’espaces fonctionnels et d’opéra- 
teurs. Certaines propriétés de régularité des fonctions se trouvent mises 
en évidence lorsque l’on étudie le prolongement harmonique des fonctions 
en question (voir par exemple [13]), c’est-à-dire une autre représentation. 
L’un des outils de base dans ce domaine est l’identité de Calderon [ 5 ] ,  
dont la formule de représentation en ondelettes peut être vue comme une 
“paraphrase” plus géométrique. L’une des conséquences a été la cons- 
truction de bases orthonormées d’ondelettes par J.O. Stromberg [31] puis 
Y .  Meyer et ses collaborateurs (voir [23]), qui a abouti au concept d’analy- 
se multirésolution [21], puis à diverses généralisations (bases d’ondelettes 
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sur un intervalle ou périodiques, ondelettes multidimensionnelles associées 
à des “dilatations généralisées”, bases trigonométriques locales,...). 

0 Approches “algorithmiques” : On peut regrouper dans cette catégorie les 
travaux qui font suite aux travaux de Marr [22] (bien que celui-ci ne se soit 
que très peu intéressé aux aspects purement algorithmiques) et ses col- 
laborateurs (ou même certains précurseurs, puisqu’il semble que certains 
physiologistes de la vision aient eu, à la fin du siècle dernier, de semblables 
préoccupations) sur la vision par ordinateur et le traitement d’images. 
L’accent est mis ici sur les aspects algorithmiques. Cela fait apparaître la 
richesse algorithmique des ondelettes, basées sur des opérations de dilata- 
tion et translation très naturelles, y compris dans le cas de signaux définis 
sur un réseau (ce qui est le cas en pratique). Les “références historiques” 
sont les articles fameux de Burt et Adelson sur le “Laplacien Pyramidal” 
[4], ainsi que les travaux d’Esteban et Galand [ i l ] ,  puis de Smith et Barn- 
well [30] qui ont conduit à la construction des filtres miroir en quadra- 
ture (QMF) et rejoignent la théorie des analyses multirésolution, puis 
plus récemment aux algorithmes adaptatifs de décomposition en paquets 
d’ondelettes de l’équipe de Yale (voir par exemple [33]). Une avancée plus 
récente concerne l’utilisation systématique des bases d’ondelettes en ana- 
lyse numérique [3], basée sur le fait qu’une large classe d’opérateurs peu- 
vent être représentés de façon économique ( i e .  par des matrices creuses) 
dans des bases d’ondclettes. 

0 Approclics “temps-fréquence” : On se place ici délibérément dans le con- 
texte du traitement du signal. Suite aux travaux fondamentaux de J. 
Ville [32] sur les représentations temps-fréquence des signaux, le sujet est 
presque devenu une discipline scientifique à part entière. De nombreux 
auteurs se sont particulièrement intéressés au problème de définition et 
d’estimation de la fréquence instantanée dans les signaux (voir à ce sujet 
le livre de P. Flandrin [12]). Les ondelettes apparaissent dans ce contexte 
comme une représentation temps-fréquence parmi beaucoup d’autres, qui 
a cependant pour elle une grande souplesse d’utilisation. Le problème se 
pose maintenant des représentations temps-fréquence adaptatives : étant 
donnée une famille de représentations temps-fréquence, comment choisir 
celle qui décrira optimalement un signal donné ? I1 s’agit de l’un des défis 
les plus stimulants à l’heure actuelle. 

0 Approches “géométriques” : Bien que ces approches soient assez simi- 
laires aux précédentes, l’origine et le langage sont ici ceux de la mécanique 
quantique et de la théorie des groupes (voir par exemple l’article de base 
[16], ou encore [27], dans lequel le lien avec les états cohérents de la 
mécanique quantique est explicité). L’accent est mis sur les propriétés 
de symétrie des représentations en ondelettes, ce qui permet de donner 
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une description unifiée d’une famille de représentations temps-fréquence 
incluant, outre les ondelettes dans diverses versions, les représentations 
de Fourier à fenêtre (voir par exemple [29]) ainsi que de nombreuses 
généralisations. En revanche, on ne sait toujours pas comment insérer 
dans ce cadre les analyses multirésolution (à l’exception de quelques cas 
trop spécifiques), qui restent l’une des pierres angulaires de “l’édifice 
ondelettes”. 

Des descriptions axées sur divers points de vue (la plupart du temps il s’agit 
des deux premiers) peuvent être trouvées par exemple dans [6], [lo], [12], [17], 
[23], [29] et [33]. En revanche, il n’existe à ce jour que très peu de textes de 
réference sur les décompositions continues en ondelettes. 

Le présent ouvrage ne prétend pas rendre compte de l’aspect “multiforme” 
des ondelettes que nous venons d’évoquer (nous renvoyons à [24] pour une de- 
scription globale de certains aspects ou aux compilations d’articles de revue 
121, [7], [is], 1201, [28]). I1 est plus spécifiquement consacré aux décompositions 
continues en ondelettes ainsi qu’à certaines de leurs applications en traite- 
ment du signal. On insistera donc principalement sur les approches “temps- 
fréquence” et “géométrique”, ainsi que sur les méthodes et algorithmes basés 
sur ces aspects. 

Les trois premiers chapitres sont consacrés à des généralités concernant 
les représentations temps-fréquence et temps-échelle et, en particulier, sur les 
transformations continues en ondelettes et de Gabor. Après cette introduc- 
tion, le chapitre II décrit un certain nombre de représentations de type temps- 
fréquence ou temps-échelle, ainsi que certaines de leurs propriétés caractéristi- 
ques, notamment la souplesse des représentations continues, qui les rend adap- 
tables à de nombreuses situations spécifiques. Le chapitre III est, quant à lui, 
consacré à un certain nombre d’exemples académiques commentés et destinés 
à familiariser le lecteur avec les images de transformée en ondelettes. 

Les chapitres IV et V illustrent les deux aspects complémentaires des repré- 
sentations en ondelettes, à savoir les aspects temps-échelle et temps-fréquence. 
Au chapitre IV on utilise les ondelettes pour effectuer une analyse locale des 
fonctions et des signaux, ce qui est illustré par les problèmes de caractérisation 
de singularités ponctuelles des fonctions et mis en parallèle avec les problèmes 
de détection de contours dans les images, et de caractérisation d’auto-similarité 
dans les signaux, suivant entre autres les travaux du groupe de Bordeaux (voir 
par exemple [l]). Le chapitre V est consacré aux problèmes de caractérisation 
de signaux par des amplitudes et fréquences locales, donc à des aspects temps- 
fréquence. On y décrit les méthodes, mises au point par le groupe de Marseille, 
pour la mesure de fréquences locales dans les signaux et les images au moyen 
des transformations continues en ondelettes ou de Gabor. 

Les trois derniers chapitres sont consacrés à des points précis de l’analyse 
continue par ondelettes. Le chapitre VI traite la stabilité des représentations 
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continues par rapport à la discrétisation, suivant la voie tracée par I. Daubechies 
[9]. Le chapitre VI1 consiste en une “relecture” des décompositions décrites au 
chapitre II selon un point de vue plus géométrique ; on y justifie en particulier le 
terme “temps-fréquence” sous un angle géométrique et algébrique, en montrant 
comment les représentations temps-fréquence sont naturellement associées à un 
“espace des phases” construit par la théorie des groupes. Enfin, le chapitre VI11 
est consacré aux algorithmes de calcul adaptés aux différentes versions de la 
transformation en ondelettes envisagées dans ce livre. On y montre notam- 
ment comment les algorithmes rapides de transformée en ondelettes discrètes 
sont obtenus naturellement à partir des algorithmes pyramidaux du traitement 
d’image et comment ils peuvent être adaptés à la situation plus générale de la 
transformation (presque) continue en ondelettes. Ces trois chapitres peuvent 
être lus indépendamment les uns des autres. 

Quelques aspects plus spécifiques encore (comme par exemple quelques cal- 
culs géométriques sur les groupes de rotations ou le groupe euclidien ou des 
coefficients de filtres pour algorithmes pyramidaux) ne sont abordés que sous 
forme de compléments, situés en fin de chapitre, pour ne pas alourdir le corps 
du texte. 

Pour compléter le texte, des annexes résumant quelques bases mathémati- 
ques nécessaires ont été placés à la fin de l’ouvrage. 

Les analyses multirésolution et les bases d’ondelettes n’apparaissent expli- 
citement à aucun moment dans le texte, du moins sous leur forme classique. I1 
s’agit là d’un choix délibéré, dans la mesure où il existe déjà d’excellents ou- 
vrages faisant autorité sur le sujet (entre autres [6] ,  [lo] et (231). En revanche, la 
notion d’analyse multirésolution apparaît en filigrane à de nombreuses reprises, 
comme par exemple au chapitre VI11 (consacré aux algorithmes de calcul de 
transformée en ondelettes), où elle est naturellement associée aux algorithmes 
pyramidaux, ou à la fin du second chapitre dans lequel est ébauché le passage 
des ondelettes continues aux ondelettes discrètes. 

Le lecteur désireux d’exphrimenter les techniques décrites dans ce livre peut 
utiliser un certain nombre de logiciels du domaine public, déposés sur quelques 
sites du réseau Internet (il existe aussi quelques logiciels commerciaux). Nous 
donnons ici une liste (qui est loin d’être exhaustive) de tels sites : 

e cs.nyu.edu : Dans le répertoire /pub/wave/software se trouve une ver- 
sion de logiciels développés par le département “computer science” du 
Courant Institute de New York. On y trouve en particulier des outils de 
transformation en ondelettes unidimensionnelle (fichier wavei. tar.2) et 
bidimensionnelle (fichier waved. tar.2) , ainsi que de décomposition temps- 
fréquence adaptative (fichier mpp.tar.2) ou d’autres outils reliés. Dans 
tous les cas, ce sont des logiciels développés en langage C. 

e pascal.math.yale.edu : Le répertoire /pub/software contient des logiciels 

http://cs.nyu.edu
http://pascal.math.yale.edu
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développés par le département de Mathématiques de Yale University, et 
fondés sur les décompositions temps-fréquence et temps-échelle adapta- 
tives, les bases de paquets d’ondelettes et les bases trigonométriques lo- 
cales, ainsi que des outils de débruitage de signaux basés sur ces méthodes. 

e maxweii.math.scaroJina.edu : Le répertoire /pub/wavelets/prograrnscon- 
tient un certain nombre d’outils liés aux décompositions en ondelettes 
(développés en langage C). 

e stats.stanford.edu : Le répertoire /pub/waveiab contient des outils (uti- 
lisant l’environnement MATLAB) de débruitage de signaux par transfor- 
mation en ondelettes. 

e cpt.univ-mrs.fr : Un logiciel (basé sur l’environnement Spius), mettant 
en œuvre les techniques décrites au chapitre V de ce volume, ainsi que 
des algorithmes reliés, sera prochainement disponible sur ce site. 

Dans tous les cas, ces logiciels sont disponibles par la procédure UNIX “ftp” 
usuelle : composer ftp site ; à la question user, répondre anonymous, et à la 
question password, donner sa propre adresse Internet. Utiliser ensuite cd rep 
pour se positionner dans le répertoire voulu (“rep” en l’occurrence), puis get 
nomfichier pour transférer le fichier voulu (dont le nom est ici “nomfichier”). 

Cet ouvrage se fonde sur des cours que j’ai donnés au DEA “Physique 
des Particules, Physique Mathématique et Modélisation’’ des universités d’Aix- 
Marseille I et II, de Nice, Toulon-Var et Toulouse entre 1991 et 1994, ainsi qu’à 
l’école d’été “Ondelettes et Applications” organisée par l’ENSICA, Toulouse 
(été 1992). Avant et durant sa rédaction, j’ai bénéficié d’innombrables discus- 
sions avec, en particulier, A. Grossmann, Ph. Tchamitchian, M.A. Muschietti, 
G. Beylkin, R. Carmona, B. Escudié, K. Flornes, P. Ponenti, V. Wickerhauser, 
M. Holschneider et F. Plantevin, que je tiens à remercier ici. Je  suis aussi 
particulièrement reconnaissant envers Y .  Meyer pour ses conseils, ses encou- 
ragements toujours chaleureux et ses critiques constructives, mais aussi pour 
avoir relu en détail et corrigé une version préliminaire de ce texte et accepté d’en 
écrire la préface. Je  tiens à adresser mes remerciements à C. Fabre, directeur 
de la collection, pour ses nombreuses remarques. 

Je  tiens enfin à remercier S. Zhong, qui a aimablement produit les figures 
IV.l-IV.3 du chapitre IV, ainsi que M. Kunt, éditeur de la revue Signal PTO- 
cessing pour l’autorisation de reproduire les figures 8, 9 et 10 du chapitre V 
(extraites de l’article de C. Gonnet et B. Torresani, ‘‘Local frequency anal- 
ysis with two-dimensional wavelet transform”, Signal Processing, 37 (1994) 
389-404). 

http://maxweii.math.scaroJina.edu
http://stats.stanford.edu
http://cpt.univ-mrs.fr
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Chapitre II 

ANALYSE CONTINUE PAR ONDELETTES 
ET PAR GABORETTES 

L’analyse de Fourier est sans conteste l’un des outils les plus puissants mis 
à la disposition des mathématiciens et physiciens d’aujourd’hui et aussi l’un 
des plus utilisés. Néanmoins, bien que bâtie sur la base du concept physique 
de fréquence (spatiale ou temporelle), elle se révèle imparfaitement adaptée à 
la description de fonctions ou signaux que l’on peut rencontrer couramment. 

L’exemple le plus parlant (si l’on peut dire) est celui de la musique. Nous 
sommes capables d’associer à chaque note que nous entendons une fréquence 
fondamentale (que nous appelons la, si, do,...), mais cette note est, presque par 
définition, de durée finie, contrairement aux exponentielles complexes utilisées 
dans sa décomposition de Fourier. Cette note semble donc a priori difficile à 
décrire par une analyse spectrale usuelle. C’est ainsi que la notation musicale 
usuelle fait naturellement intervenir simultanément des notions de temps et 
de fréquence : sur une portée musicale, la variable temporelle correspond à la 
direction horizontale et la variable fréquentielle à l’axe vertical. 

Restons dans le monde de la musique et écoutons un “glissando” joué par 
exemple par un violoniste ou un violoncelliste. Ce que nous entendons est 
perçu comme une fréquence (toujours la hauteur du son) dépendant du temps 
de façon continue, ce que, une fois encore, l’analyse de Fourier peut difficilement 
décrire. 

Dans ces deux cas, il semblerait à première vue préférable de calculer la 
transformée de Fourier d’une partie finie (un segment) uniquement de la fonc- 
tion, centrée sur l’instant auquel l’on s’intéresse, plutôt que de la fonction dans 
son intégralité. En fait cette solution simple souffre d’un grave défaut ; elle 
équivaut à calculer la transformée de Fourier du produit de la fonction initiale 
par l’indicatrice du segment considéré, qui n’est autre que le produit de convolu- 
tion de la transformée de Fourier de la fonction par celle du segment, à savoir un 
sinus cardinal sin(wz)/wz. Le résultat est une fonction lentement décroissante 
de la fréquence, qui ne reflète en rien la bonne localisation fréquentielle de notre 
signal musical. 

La variante que l’on introduit consiste à remplacer l’indicatrice du seg- 
ment par une fonction (appelée fenêtre), localisée au voisinage du segment, 
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et suffisamment régulière pour que sa transformée de Fourier soit elle aussi 
bien localisée, pour éviter l’inconvénient précédent. Nous voyons donc l’intérêt 
qu’il peut y avoir à utiliser une fenêtre bien localisée des deux cotés de la 
transformée de Fourier. I1 ne nous semble pas nécessaire pour l’instant de don- 
ner une définition quantitative précise de l’expression “bien localisée”. Sauf 
spécification contraire, nous dirons qu’une fonction est bien localisée si elle 
possède de bonnes propriétés de décroissance à l’infini (c’est-à-dire aussi bonnes 
qu’un critère fixé à l’avance). Dans des cas précis, nous serons amenés à utiliser 
des notions plus précises de localisation. On peut par exemple supposer qu’une 
fonction f(x) est telle que 

pour certaines constantes positives IC et N .  
Avant d’entrer dans le vif du sujet, donnons encore une motivation supplé- 

mentaire pour l’introduction d’une analyse de Fourier locale et illustrons la en- 
core par un exemple musical. Considérons une enregistrement analogique d’un 
son extrêmement régulier, dont on peut supposer que la transformée de Fourier 
décroît rapidement, sur un disque détérioré en un unique point. La présence de 
ce craquement empêche la transformée de Fourier du signal de décroître rapi- 
dement, ce qui se traduit par une reconstruction (par transformée de Fourier 
inverse) numériquement instable, car obtenue à partir d’intégrales très oscil- 
lantes, et ce en tous points. Nous verrons plus loin comment l’introduction de 
fenêtres permettra de “localiser’’ cette instabilité numérique. 

I DÉCOMPOSITION TEMPS-FRÉQUENCE 

Nous allons maintenant décrire un certain nombre de “représentations temps- 
fréquence” des fonctions d’une variable réelle ; par représentation temps-fré- 
quence nous entendons la mise en correspondance de la fonction avec une fonc- 
tion de deux variables : le temps (ou la position) et la fréquence (ou la fréquence 
spatiale). Nous verrons plus loin qu’il existe une infinité de façons différentes 
de construire de telles correspondances ; aussi nous nous restreindrons à une 
sous-classe, à savoir celle des correspondances : 

0 linéaires ; 

0 covariantes : certaines transformations naturelles de la fonction analysée 
(translation, modulation, dilatation, . . , ) se traduisent de manière simple 
sur la représentation temps-fréquence. 

On ajoutera à cela une contrainte plus intuitive de “lisibilité” : la représen- 
tation choisie doit permettre (dans la mesure du possible) de mettre en évidence 
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certains types d’informations sur la fonction ou le signal analysé’. Comme 
nous l’avons signalé plus haut, la représentation musicale est un prototype de 
représentation temps-fréquence. 

Les notions que nous allons maintenant introduire et utiliser dans les &a- 
pitres suivants se rapporteront toujours à un objet essentiel, appelé le pian 
temps-fréquence (ou position-impulsion dans le cas multidimensionnel), que 
l’on nommera aussi espace des phases. Le plan temps-fréquence permettra 
de donner une description à la fois temporelle et fréquentielle des fonctions 
étudiées. Disons tout de suite que la précision de cette description sera limitée 
par l’inégalité de Heisenberg (dont nous verrons en particulier une conséquence 
au chapitre VI) : 

1 
AXA[ 2 - 

2 
qui nous montre qu’on ne peut espérer décrire une fonction avec une précision 
infinie simultanément en temps et en fréquence. 

II L’ANALYSE DE FOURIER À COURT TERME 

Nous débutons cette analyse par une description de la transformation de 
Fourier à court terme (aussi appelée transformation de Fourier à fenêtre glis- 
sante ou transformée de Gabor) et de la transformation inverse. Plaçons-nous 
tout d’abord dans le cadre unidimensionnel. 

11.1 Les gaborettes en dimension 1 

L’idée de base est donc d’introduire dans l’analyse de Fourier usuelle une 
notion de localité spatiale (ou temporelle) en remplaçant la fonction analysée 
par un produit de celle-ci par une fenêtre convenablement choisie au préalable 
possédant de bonnes propriétés de localisation, puis en calculant la transformée 
de Fourier du produit ainsi formé. On renouvelle alors l’opération avec des 
copies translatées de la fenêtre, ce qui conduit à une analyse locale en tous 
points. Si nous choisissons de noter g(x) la fenêtre et f(x) la fonction analysée, 
le résultat est alors la collection de nombres : 

J, f(z)g(z - b ) ë i U W 2 d Z  

Pour des raisons pratiques, il est souvent plus intéressant de considérer les 
coefficients : 

(11.1) 

‘Nous ne sommes pas encore en mesure à ce point de préciser la signification de  cette 
contrainte ; o n  rejoint là la problématique du traitement du signal adaptatif, qui vise essen- 
tiellement à adapter (de façon automatique) l’outil d’analyse à l’objet analysé. Ces notions 
se préciseront par la suite. 
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qui s’obtiennent à partir des précédents par une multiplication par eiwb et une 
redéfinition de la fenêtre. Les nouveaux coefficients forment la transformée de 
Gabor Gf(b ,  w )  de f(x), et s’expriment simplement par : 

G f  (b ,  w )  = (f’ g(b,w) ) L a  (11.2) 

où les fonctions 
iw( z - 6 )  g(b,w) (.) = g(” - b)e 

sont appelées ondelettes de Gabor, ou encore gaborettes. 

(11.3) 

Remarque : La transformation de Gabor nous met en présence d’un objet nou- 
veau, que nous appelons Plan temps-fréquence, ou Espace des phases. I1 s’agit 
ici du plan IR2 ,  mais nous verrons par la suite qu’il peut aussi prendre des 
formes différentes. La transformation de Gabor permet de “représenter” les 
fonctions de L2(IR) comme des fonctions sur le plan temps-fréquence. Cepen- 
dant, il est important de rappeler qu’à cause de l’inégalité de Heisenberg déjà 
mentionnée, toute fonction sur le plan temps-fréquence ne peut être transformée 
de Gabor d’une fonction de L2(lR). 

Remarquons que les gaborettes sont construites à partir de la fenêtre g(x) 
par une procédure extrêmement simple, à savoir par des translations et des 
modulations (c’est-à-dire des translations en fréquence). C’est naturellement 
aussi le cas de leur transformée de Fourier : 

de 

S G )  (0 = - w> (11.4) 

La formule de Plancherel permet donc d’exprimer la transformée de Gabor 
f(x) comme une transformée de Gabor de sa transformée de Fourier f(t) : 

(11.5) 

Supposant sans perte de généralité que g(x) et ij(<) sont toutes deux bien 
localisées autour de l’origine (on peut en effet toujours se ramener à ce cas par 
une translation et une modulation), on peut donner l’interprétation suivante 
des coefficients Gj(b, w) .  Gf (b ,  w )  fournit une information sur le “contenu” de 
f (x )  au voisinage du point x = b et de la fréquence = w. Autrement dit, 
Gf(b ,  w )  sélectionne le contenu de f(x) au voisinage du point de coordonnées 
( b ,  u) dans le plan temps-fréquence. Naturellement, la notion de “contenu” 
d’une fonction dans un voisinage d’un point est une notion très peu précise, 
qui dépend en outre très fortement de la fenêtre choisie. Nous serons amenés 
à donner un sens légèrement plus précis à cette notion par la suite. 

La question suivante que l’on est amené à se poser est de savoir comment 
évolue la localisation de g(b,w) dans le plan temps-fréquence quand on fait varier 
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Figure 11.1 : Localisation de deux gaborettes g(o,zr)(z) et g(6,4n)(z) dans 
l’espace des z (partie réelle). 

les paramètres de translation et de modulation b et w. La réponse à cette 
question est encore une fois très simple. Les gaborettes étant engendrées par 
des translations en temps et en fréquence de la fenêtre g(z), g(b,w) est localisée 
dans le plan temps-fréquence à l’intérieur d’une région centrée sur le point de 
coordonnées (b, w) ,  d’aire égale à l’aire du domaine (centré en (0,O)) à l’intérieur 
duquel est localisée g(x). La localisation de g(b,w) est décrite dans les figures 
11.1 et 11.2. 

Considérons maintenant l’ensemble des coefficients de Gabor G f ( b ,  w ) ,  où 
b, w E lR. Les paramètres (b ,  w )  décrivant la droite réelle, les coefficients de 
Gabor constituent un ensemble redondant de données (nous verrons comment 
préciser cette redondance en discutant les espaces à noyaux reproduisants). 
En revanche, du fait que les gaborettes décrivent l’ensemble du plan temps- 
fréquence, elles constituent une information suffisante pour la caractérisation 
de f (z). On peut donc, sous certaines hypothèses, inverser la transformée de 
Gabor et restituer à partir des Gf(b ,  w )  la fonction f (x) elle-même. C’est ce 
qu’exprime le théorème de représentation suivant. 

Théorème 1 Soitg E L’(I72). Toutefonction f E L’(Ill) peut êtredécomposée 
comme suit : 

(11.6) 
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O 5 10 15 20 
Fréquence 

Figure 11.2 : Localisation des deux gaborettes de la figure précédente dans 
l'espace de Fourier (seul le module est représenté). 

où J'égaJité est à prendre a u  sens faible et où G f  est la transformée de Gabor 
de f(.> : G f (b' w> = (f, Q(b,w)) 
Preuve : I1 est bien connu que G f  E L2(IR,db). Donc : 

De plus, puisque f,g E L2(IR) 

ce qui prouve le théorème. 

b,w E lR. 
Notons au passage que f et g étant dans L2( lR) ,  G f ( b , w )  est fini pour tous 

Remarque 1 : Découplage des fonctions d'analyse et de synthèse. Le résultat 
précédent peut être légèrement généralisé, en remarquant que rien ne force à 
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utiliser les mêmes fenêtres pour le calcul des coefficients et pour l’inversion de 
la transformée de Gabor. En introduisant une autre fenêtre h E L 2 ( B ) ,  on 
montre aisément que l’équation (11.6) peut être remplacée par : 

(11.8) 

où Gf est toujours définie par (11.2) et l’égalité est toujours à prendre au sens 
faible. Cette propriété peut s’avérer intéressante en pratique (nous verrons plus 
loin une propriété similaire dans le cadre de l’analyse par ondelettes). 

Remarque 2 : Densité d’énergie dans le plan temps-fréquence. La transformée 
de Fourier à court terme est très utilisée depuis une trentaine d’années dans le 
contexte de l’analyse de signal. En particulier, son module carré IGf(b,w))’, 
parfois appelé spectrogramme, peut être employé pour l’étude de la répartition 
de l’énergie de f (x) dans le plan temps-fréquence. Ceci est rendu possible par 
l’équation (11.7), qui est une formule de Plancherel et permet l’interprétation 
de IGf(b,w)I2 comme une densité d’énergie de f (x) dans le plan temps- 
fréquence. I1 convient néanmoins de préciser que cette densité d’énergie n’est 
pas une caractéristique intrinsèque de la fonction analysée, dans la mesure où 
elle dépend de la fenêtre utilisée. 

11.2 Un exemple simple 

Nous allons immédiatement voir sur un exemple très simple que le com- 
portement de la transformée de Gabor est tel qu’attendu. La motivation ini- 
tiale était de permettre une analyse de Fourier locale, c’est-à-dire de donner 
un accès simple à certaines quantités locales, telles qu’une fréquence locale ou 
une amplitude locale. Le cas des fréquences locales sera traité au chapitre V, 
mais nous pouvons considérer le cas de fonctions du type 

f(z) = A(z)eiAX” 

où A ( x )  est supposée de classe C’(El). Soit g E L’(El) une fenêtre, supposée 
à support compact dans un intervalle 1 centré sur l’origine. Sans perte de 
généralité, on peut en outre supposer que Itj(<)l soit maximale en = O. Un 
développement de Taylor au premier ordre A(%) = A(b)  + (z - b)?-b(%) conduit 
à 

Ainsi, si le reste R ( b , w )  est négligeable, on peut voir que IGf(b ,w) l  est lo- 
calement maximum en w = A, ce qui permet une mesure directe de A. La 
décroissance de IGf(b,w)l  quand l’on s’éloigne de cette valeur est fixée par les 
propriétés de localisation de 9. Sous les mêmes hypothèses, une autre mesure 

G / ( b , w )  = A(b)eiA6S(X - w)’ + R ( ~ , w )  (11.9) 
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de X est fournie par l’étude de la phase de la transformée de Gabor, qui évolue 
linéairement en fonction de b. Enfin, une mesure de la fonction A ( z )  est obtenue 
à partir des variations de IGf(b,w)l en fonction de b. 

Tout est donc conditionné par la taille du reste R(b ,w) ,  qui est ici facile à 
évaluer. En effet, comme dans S21&7(b,w)) on a 14 5 sup /A’ [ ,  R(b, u) est de 
plus borné 

IR(b’W)I 5 SUP IA’(.)I (II. 1 O )  
x E b + I  

où IC est une constante (finie dès que lzllg(z)ldz < CO) qui ne dépend que 
de g. Dans ces conditions, on pourra négliger le reste si A’/A est petit sur le 
support de g(b,w), autrement dit si l’amplitude A(z)  est lentement variable sur 
le support de g(b,w). 

Dans ce qui précède, l’hypothèse A E c’(IR) n’a pas été utilisée complè- 
tement. Elle peut l’être dans un cas bien précis, c’est-à-dire le cas où l’on se 
place exactement à la fréquence w = A. En poussant alors le développement de 
Taylor à l’ordre suivant et en utilisant le fait que ij’(0) = O, on obtient 

G j ( b , w )  = A(b)eiXbij(X - w ) *  + R î ( b , w )  (II. 11) 

où RZ(b,w) est cette fois borné 

(11.12) 

pour une constante I(’ complètement déterminée par g(z) (finie dès lors que 
s I~ l l s (~> ldz  < CO>. 

I1 est bien clair que cet exemple simple n’offre en lui-même que peu d’intérêt, 
dans la mesure où A et w peuvent être caractérisés plus simplement par une 
simple transformée de Fourier. I1 est néanmoins révélateur de l’usage qui peut 
être fait des décompositions temps-fréquence pour le problème de détermination 
de fréquences locales. Nous verrons des exemples plus complexes au chapitre 

I1 faut aussi remarquer que, compte tenu de la linéarité de la transformée 
V) * 

de Gabor, la transformée d’une fonction du type : 

k 

est donnée par 

G f ( b , u )  = Ak(b)eiXkb6(Xk - W)*  + R(b, U )  

k 

c’est-à-dire une superposition de composantes possédant des propriétés de loca- 
lisation différentes dans le plan temps-fréquence, ce qui facilite leur séparation. 
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En effet, dès que w est proche de l’une des fréquences x k o ,  ou plus précisément 
si Ako(b>ij(&, - w) > Ak(b)ij(Xk - w)  pour tout k # ko, la transformée de 
Gabor va essentiellement “voir” la composante d’indice ko. 

Remarque : On sait que le problème de la recherche des lieux x, tels qu’une 
fonction If(x)I atteigne un maximum, est un “problème mal posé” et donc 
numériquement instable. Néanmoins, le cas que nous considérons est plus fa- 
vorable, dans la mesure où une transformée de Gabor est une fonction très 
redondante, comme nous verrons à la fin de ce chapitre. Cette redondance 
confère à la méthode que nous venons de décrire une plus grande stabilité. 
Nous aurons l’occasion de revenir sur ce point au chapitre V. 

11.3 Le cas multidimensionnel 

Terminons cette partie par une description de l’analyse de Fourier à court 
terme en dimensions supérieures à un. La généralisation se fait de façon 
immédiate. On considère une fonction g E L2(Rn) et les gaborettes associées, 
toujours définies par (11.3) : 

mais pour lesquelles les paramètres de translation et de modulation décrivent 
chacun IR” et où w-(z-b)  est un produit scalaire dans lR”. Dans ces conditions, 
on montre aisément que pour toute f E L2(iRn), on a la décomposition suivante 
généralisant (11.6) : 

(11.13) 

Les gaborettes sont alors localisées dans l’espace des phases lRn x IR” dans des 
domaines de forme et de volume constants. 

III L’ANALYSE PAR ONDELETTES EN 
DIMENSION 1 

111.1 Décompositions continues en ondelettes 

Tournons-nous maintenant vers une autre procédure permettant de décrire 
le plan temps-fréquence 1R x iR. En guise de justification, mettons d’abord 
en évidence l’un des défauts de l’analyse de Fourier à court terme, qui est la 
conséquence immédiate du processus utilisé pour la construction des gaborettes. 
Les gaborettes sont des fonctions de taille constante et ne permettent donc pas 
d’obtenir une résolution temporelle aussi haute que nécessaire. Supposons en 
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particulier que la fonction analysée f(z) soit singulière en un point 2 = 5 0 .  Les 
coefficients G f ( b ,  u) ne permettent alors pas de localiser la singularité, c’est- 
à-dire de déterminer zo avec une précision supérieure à la taille de g(z). Les 
gaborettes étant aussi de taille constante dans l’espace de Fourier, un argument 
similaire peut y être développé. 

Ce raisonnement très simple démontre la nécessité de pouvoir disposer d’une 
méthode d’analyse agissant en quelque sorte comme un microscope mathémati- 
que, c’est-à-dire adaptant sa résolution (ici la taille des fenêtres d’analyse) à la 
taille de l’objet (ou du détail) analysé. C’est précisément ce que fait l’analyse 
par ondelettes. Partant d’une fonction $(x) bien localisée (dans le plan temps- 
fréquence), on lui associe la famille d’ondelettes $((,a) (.) engendrées par des 
translations et des dilatations de $(z) : 

(111.1) 

les paramètres b et a décrivant généralement lR et a;. Les ondelettes sont 
donc de forme constante, mais de taille variable, proportionnelle au paramètre 
de dilatation a. 

Les ondelettes $(b,a) (z) permettent de décrire le plan temps-fréquence de 
façon assez différente de la description donnée par les gaborettes. Remarquons 
tout d’abord que l’on peut toujours, sans perte de généralité, supposer que 
+(z) est bien localisée autour de l’origine z = O. En revanche, G(( )  n’a aucune 
raison d’être localisée autour de l’origine des fréquences x = O ,  nous allons en 
fait voir plus loin que cette hypothèse doit être exclue. Supposons donc 4(<) 
bien localisée autour du point z = ug > O. Dans ces conditions, @ s ( ~ , ~ ) ( z )  est 
bien localisée dans une région du plan temps-fréquence, centrée sur le point 
de coordonnées (b ,uO/a) .  De plus, ce domaine est une version dilatée (dans 
la variable z) et contractée (dans la variable <) du domaine dans lequel est 
localisée S(z). On a supposé ici a > 1 ; si a < 1, il y a dilatation en z et 
contraction en <. Ces propriétés de localisation sont décrites dans les figures 
11.3 et 11.4. 

L’analyse par ondelettes associe donc à la fonction analysée l’ensemble de 
coefficients : 

Tf(b,a) = (f’ @(b,a) )Lz (111.2) 

qui, parallèlement aux coefficients de Gabor, décrivent le contenu de f(z) au 
voisinage de (b ,  wo/a)  dans le plan temps-fréquence. L’ensemble de ces coeffi- 
cients forme la transformée en ondelettes de I(.). De même que la transformée 
de Fourier à court terme, celle-ci est inversible sur son image dans certaines 
hypothèses. On peut, en particulier, reprendre une preuve similaire à celle de 
la section précédente et montrer une formule de réciprocité au sens faible. Nous 
donnons ici un résultat légèrement plus fort, qui nous sera utile pour la suite. 
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Figure 11.3 : Localisation de deux ondelettes $(z) et $(6,2) (x) dans l’espace des 
z (partie réelle). 
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Figure 11.4 : Localisation des deux ondelettes de la figure précédente dans 
l’espace de Fourier (seul le module est représenté). 
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Plus précisément, nous allons en fait donner trois formules d’inversion, utiles 
dans différents contextes. 

Théorème 2 
1) Soit 1c, E L1(LR), telle que : 

Toute fonction f E L2(L7i) peut être décomposée ainsi : 

(111.4) 

où l’égalité est à prendre au sens de la convergence dans L2(LR). 
2) Si 1c, E L’ (lR) est telle que seules ses fréquences positives satisfont la condi- 
tion d’admissibilité : 

la formule (111.4) reste valable pour toute fonction f E H2(LR). 
3) Soit 11, E L1(L7i), telle que : 

Toute fonction f E L2(lR) peut être décomposée comme suit  : 

(111.5) 

(111.6) 

(111.7) 

où l’égalité est à prendre a u  sens de la convergence dans L2(lR).  

Avant de donner la démonstration de ce résultat, il est intéressant de 
fixer les différences entre ces trois approches. Le point essentiel est que des 
paramètres de dilatation positifs ne permettent en général pas de décrire de la 
même manière les demi-axes positif et négatif de l’espace de Fourier. Les trois 
résultats précédents s’appliquent à des cas dans lesquels les difficultés disparais- 
sent de différentes manières. Dans le premier cas, l’ondelette $(z) possède des 
propriétés de symétrie (dans l’espace des fréquences) suffisantes pour traiter 
simultanément les fréquences positives et négatives. Dans le second cas, on 
simplifie le problème en restreignant l’analyse à l’espace de Hardy H 2  (IR) des 
fonctions de L 2 ( B )  ne possédant pas de fréquence négative. Enfin, le problème 
est évité dans le troisième cas par l’introduction de dilatations négatives ou, 
ce qui est équivalent, de dilatations positives composées d’une réflexion par 
rapport à l’origine des fréquences. 
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Preuve : Passons maintenant à la preuve du théorème. Notons tout d’abord 
qu’il est facile de vérifier les égalités (111.4) et (111.7) par un calcul formel, si 
l’on ne se soucie pas de la convergence des expressions employées. Le travail 
consiste donc à donner un sens à ce calcul formel. 

Si on note f(x) = f ( - x ) * ,  il vient : 

Tf (b’ .) = [f * Ga] ( b )  (111.8) 

où 
l x  

$a(x) = #--) (111.9) 

et l’inégalité de Young assure que Tf E L2(lR,db). Considérons : 

da(x) = Jm Tf(h a)+(b,a) ( x ) d b  (III. 10) 

alors da($) = [ T f ( - , a )  
pour tout a > 0. da existe donc presque partout et 

(x) et l’inégalité de Young entraîne que da E L2(172) 
h 

Soit 6 un nombre réel positif non nul et soit : 

(III. 12)  

L’inégalité intégrale de Minkowsy implique que llsc112 5 J””‘ th da^^*^, de sorte 
que ŝ , existe presque partout et : 

(111.13) 

Plaçons-nous maintenant dans le cadre décrit dans la première partie du théo- 
rème. 

(111.14) 

où a = sgn([). On a donc I$(<)/ < c~ If̂ (<)l p.p. et le théorèmede convergence 
dominée de Lebesgue permet d’en déduire : 

ce qui prouve (1). 

(111.15) 
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(2) s’obtient comme cas particulier de (1) pour des fonctions f (z) telles que 

Enfin, (3) s’obtient de façon similaire en montrant que : 
j (<)  = O v< 5 o. 

(III. 16) 

La convergence dans L2(IR) entraînant la convergence faible, on déduit 
immédiatement de ces résultats le corollaire suivant : 

Corollaire 1 
i) Si ct/, < M et f E L2(nZ), alors Tf E L2(lR2; x IR, y), et 

ITf(b,u)I2 g d b  = c,,j lm lf(z)12 dz J m; x R U 

ii) Si cb < M et f E L2(IR), alors Tf E L2(lR* x IR, v), et 

(111.17) 

(111.18) 

Ces deux formules de Plancherel montrent que la transformée en ondelettes 
est une isométrie partielle de L 2 ( B )  dans L2(IR; x nZ) (resp. L 2 ( B *  x IR)), et 
permettent donc l’interprétation de ’ITf(b, .)I2 (resp. ‘ITf(b, . ) I 2  ) comme 
une densité d’énergie dans le demi-plan (resp. plan) temps-échelle. 

C é  c; 

Remarque 1 : “Admissibilité” des ondelettes. Nous avons vu dans la section 
précédente qu’étant donnée une fonction fenêtre g(z) intégrable, la condition 
nécessaire à l’utilisation de g(z) dans le cadre de l’analyse de Gabor de L’(El) 
est que g(z) soit de carré intégrable. Dans le cas de l’analyse par ondelettes, 
la condition nécessaire pour que $(z) E L’(IR) puisse être utilisée comme 
ondelette analysante est qu’elle vérifie une condition d’admissibilité, comme par 
exemple ct/, = sooo l$(u)12$ < 03 (ou une condition similaire). Cette condition 
implique en particulier que $(O) = $(z)dz = O. Une ondelette admissible est 
donc typiquement une fonction d’intégrale nulle, donc oscillante. Les exemples 
ne manquent pas. Le plus simple est sans doute la fonction de Haar, qui vaut -1 
entre -1 et O, 1 entre O et 1, et O ailleurs. Dans le contexte de l’analyse d’images 
et de la vision par ordinateur, les ondelettes les plus employées sont la dérivée 
seconde de fonction gaussienne et la différence de deux gaussiennes de même 
centre et intégrale, à des échelles différentes. Un autre exemple célèbre est, aussi 
paradoxal que cela puisse paraître car non admissible, l’ondelette de Morlet, 
ou gaussienne déplacée en fréquence : $(z) = exp(-z2/2) exp(iwz). Dans ce 
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cas, G(0) > O, mais pour w assez grand (w 2 5 en pratique), $(O) est assez 
petit pour pouvoir être considéré comme “numériquement admissible” ’. L’un 
des avantages pratiques de l’ondelette de Morlet est qu’elle est bien adaptée 
à l’analyse de H 2 ( a )  (nous en verrons des applications au chapitre V) et 
optimalement localisée dans le plan temps-fréquence (elle minimise l’inégalité 
de Heisenberg). 
Remarque 2 : Découplage des ondelettes d’analyse et de reconstruction. Comme 
dans le cas de la transformée de Gabor, on peut utiliser une ondelette différente 
pour reconstruire f à partir de sa transformée en ondelettes. Soit y E L’(Di!), 
telle que de plus 

(III. 19) 

(111.20) 

On se place par exemple dans le cadre décrit par la première partie du théorème 
2. Le théorème 2 se généralise alors et on peut écrire pour toute f E L’(Di!) : 

(111.21) 

Une telle formule d’inversion est particulièrement utile en pratique. En effet, 
il arrive souvent que l’on ait besoin d’ondelettes d’analyse et de reconstruction 
ayant des propriétés différentes3. Nous verrons aussi à la fin de ce chapitre un 
exemple dans lequel l’ondelette d’analyse n’est pas admissible, mais où la con- 
dition mixte (111.19-111.20) permet de faire porter l’admissibilité sur l’ondelette 
de synthèse. 
Remarque 3 : Décomposition de Littlewood-Paley. Si on prend formellement 
y = b (la masse de Dirac à l’origine) dans (111.19) et (111.21)’ en définissant : 

et en supposant que : 
O < lk$l < Co 

(111.22) 

(111.23) 

* I l  es t  possible d e  donner un sens plus précis a u  terme “numériquement admissible”. 
Tous les calculs numériques é tan t  en pratique effectués avec une précision finie (simple ou 
double précision), g(z) sera numériquement admissible dès  que  ij(0) n’excède pas la limite d e  
précision fixée. Bien entendu,  pour tous les problèmes pour lesquels la précision est  cruciale, 
i l  conviendra d’être plus soigneux. 

311 est souvent utile d’utiliser des ondelettes d’analyse possédant des moments  nuls, alors 
que  la synthèse réclame plutôt des ondelettes moins oscillantes. 
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on obtient la formule de reconstruction dite de Morlet : 

(111.24) 

Bien entendu, la formule de Morlet doit être montrée différemment. On part 
d’une fonction cp(z) telle que cp(z)dz = 1, et on lui associe l’identité approchée 
cpa(z) = cp(z/u)/a.  Si on note @(x) = cp(-x)’,  et si à f(z) E L 2 ( B )  on associe 
T f ( b , u )  = -aûa f * @,(b), (111.24) est une conséquence de lima+O f * Fa. 

La formule de Morlet s’avère particulièrement efficace du point de vue nu- 
mérique, car elle met en jeu une intégrale simple au lieu d’une intégrale double, 
ce qui réduit d’autant le volume des calculs. 

111.2 Quelques exemples simples 

1) Reprenons tout d’abord l’exemple discuté dans le paragraphe précédent, 
pour illustrer l’aspect “analyse de Fourier locale” des ondelettes. Soit donc 

f(z) = A(z)eiAX” 

la fonction considérée précédemment, et soit $(z) une ondelette à support 
compact dans un intervalle I ,  telle que G(<) est maximale pour une certaine 
valeur = W O .  En utilisant les mêmes outils que précédemment, il vient 

T f ( b , ~ )  = A ( b ) e i x b $ ( ~ X ) *  + R ( ~ , u )  (111.25) 

où 
(111.26) 

La transformée en ondelettes est donc localisée autour de a = wo/X et permet 
une mesure directe de X et A ( z ) ,  à condition bien sûr que le reste R(b ,a )  soit 
négligeable, ce qui est le cas quand les variations de l’amplitude sont lentes par 
rapport aux oscillations provenant de l’exponentielle complexe. 

Le cas des signaux du même type, mais cette fois à valeurs réelles (ie. 
A ( z )  cos(Xz)), se traite de façon similaire, à condition d’utiliser une ondelette 
4 E H 2 ( a ) ,  qui supprime les fréquences négatives. On est alors ramenés au 
problème précédent. 

2) Passons donc à l’illustration de l’aspect “analyse ponctuelle” de la trans- 
formée en ondelettes. Supposons, par exemple, que nous ayons à analyser une 
fonction f(z) qui possède un comportement singulier en 2 0 ,  par exemple une 
singularité holderienne : il existe deux constantes O < cy < 1 et I( > O telles 
que : 

If(.) - j ( z0) l  2 Ii-1. - Z o l a  va: E lR (111.27) 
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Dans ces conditions, en utilisant une ondelette +, donc d’intégrale nulle, telle 
que : 

I<’ = 1Zl”l+(Z)ldZ < 00 , J 
on a : 

La transformée en ondelettes permet donc dans ce cas l’estimation de l’exposant 
(Y. Nous reviendrons plus en détail sur l’analyse par ondelettes des propriétés 
de régularité locale dans le chapitre IV. 

IV ONDELETTES MULTIDIMENSIONNELLES 

Nous avons pu voir à la fin de la section II que l’analyse de Fourier à court 
terme se généralise sans problème à plusieurs dimensions. Nous allons main- 
tenant voir que la généralisation multidimensionnelle de l’analyse par ondelettes 
est légèrement plus complexe, essentiellement pour la même raison que celle qui 
avait conduit à trois théorèmes de représentation à une dimension différents. 
Nous allons ici obtenir deux versions différentes de l’analyse par ondelettes, 
généralisant les parties (1) et (3) du théorème 2. Nous nous plaçons dans le 
cadre où les mêmes ondelettes sont utilisées pour la décomposition et la recons- 
truction. I1 est bien évident que l’on peut, comme précédemment, découpler 
les ondelettes d’analyse et de reconstruction. 

IV.l Ondelettes radiales 

Nous considérons ici des ondelettes engendrées de la manière habituelle, 
c’est-à-dire par des translations et des dilatations de l’ondelette mère $(x). 
Notons donc : 

(IV. 1) 

pour tous b E lR”, a E 
toute f E L2(m2”) on associe ses coefficients en ondelettes : 

(noter ici la normalisation différente de (111.1). A 

Ces coefficients d’ondelettes permettent une analyse du même type que celles 
précédemment décrites, sous réserve que $ satisfasse certaines conditions d’in- 
variance par rotation dans lRn, ce qu’exprime le résultat suivant : 
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Théorème 3 Soit qh E L'(ITI"), telle que : 

(IV.3) 

soit finie et indépendante du vecteur unitaire e E IRn. Toute fonction f E 
L2(lRn) peut être décomposée comme suit  : 

(IV.4) 

où l'égalité est à prendre au sens de la convergence dans L2(lRn). De plus, 
Tj E L2(lR2; x lR", y). 
Preuve : La preuve est en tous points identique à celle du théorème 2 de la 
section précédente, jusqu'à l'équation (111.14). Ensuite, on a : 

(IV.5) 

où on a posé e, = x/11z11. Enfin, (111.16) est toujours valide, de sorte que le 
théorème de convergence dominée permet de conclure. 

Examinons maintenant les conséquences de l'hypothèse faite sur l'ondelette 
$J. Le fait que ctl, soit finie est une hypothèse déjà rencontrée dans la sec- 
tion précédente. En revanche, le fait que (IV.3) soit indépendant du vecteur 
unitaire e E IR" a pour conséquence (si $J est suffisamment régulière) que 
[$(<)I est invariante par les translations de la sphère de rayon dans l'espace 
de Fourier. Par conséquent, $(I) ne peut être localisée mieux que dans une 
couronne centrée sur l'origine des fréquences et les coefficients T f ( b ,  a )  ne peu- 
vent donner aucune information sur des localisations dans l'espace spectral. 
Par exemple, si la fonction analysée est de la forme f (z) = A ( z )  exp(ilc0 z), 
où A ( z )  est une enveloppe lentement variable, les coefficients T f ( b , a )  peuvent 
permettre l'évaluation de Ilkoll, mais pas celle de IC0 lui-même. Pour pallier 
ce défaut de l'analyse par ondelettes usuelle, on introduit des degrés de li- 
berté supplémentaires, correspondant à des rotations dans mn. En revanche, 
l'avantage des ondelettes radiales est que la transformée en ondelettes est ici 
une fonction de n + 1 variables, au lieu de 2n dans le cas de l'analyse de Fourier 
à court terme. 

IV.2 Ondelettes engendrées par les translations, rotations et 
dilatations de IIZ" 

Commençons pour simplifier par le cas bidimensionnel. Nous cherchons à 
construire des familles d'ondelettes que l'on puisse bien localiser dans l'espace 
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de Fourier. L'idée est donc de partir d'une telle fonction et de faire agir dessus 
des rotations, en plus des translations et dilatation usuelles, afin de faire varier 
sa localisation dans l'espace de Fourier. Considérons donc, pour û E [O, 27r], la 
matrice de rotation : 

cosû -sine 
r e =  ( sinû cosû 

(IV.6) 

et notons 

On construit ainsi la transformée en ondelettes de f E L2(lR2) : 

Tf(b,a,û) = ( f , $ ( b , u $ ) )  

(IV.7) 

(IV.8) 

qui est maintenant une fonction de quatre variables réelles. I1 est facile de vé- 
rifier (en adaptant les démonstrations précédentes et en utilisant le fait que la 
mesure dû est invariante par rotation sur le cercle) que, pour peu que l'ondelette 
+(z) E L1 (Di2) vérifie la condition d'admissibilité 

(IV.9) 

on a alors la décomposition suivante : Vf (z) E L 2 ( m 2 ) ,  

La démonstration est laissée au lecteur. 
Passons maintenant au cas de dimension quelconque. Nous nous donnons 

maintenant la possibilité de faire agir sur l'ondelette mère $(z), en plus des 
dilatations et translations habituelles, des matrices de rotation en dimension n. 
Si r est une telle matrice -nous rappelons ici qu'une matrice de rotation est 
une matrice orthogonale, c'est-à-dire telle que T .t r = 1 et de déterminant 1 ; 
les rotations de IR" forment un groupe de dimension n(n + 1)/2, noté SO(n).  
On considère donc les ondelettes : 

On construit ainsi la transformée en ondelettes de f E L'(Di") : 

(IV.11) 

(IV. 12) 

qui est donc maintenant une fonction de n(n+ 1)/2+ 1 paramètres réels, au lieu 
de n + 1 dans le cas précédent. Nous allons voir que l'introduction des matrices 
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de rotation permet de se passer de l'hypothèse d'invariance par rotation de 
l'ondelette G(c), le prix à payer étant un accroissement notable de la dimension 
de l'espace des paramètres. Pour plus de détail sur les rotations et les angles 
d'Euler en dimension n, nous renvoyons au complément A à la fin de ce chapitre. 

Considérons donc les coefficients : 

T f ( b i  ai r )  = (fi 1Cl(b,a,r)) . 

NOUS avons maintenant tous les éléments nécessaires pour montrer le théorème 
suivant : 

Théorème 4 : Soit qb E L'(IF')  telle que 

(IV.27) 

Alors, toute f E L'(Di?) peut être décomposée comme : 

(IV.28) 
dadb  

T / ( b , a ,  r)qb(b,a,r) y d ~ n ( r )  

où l'égalité est à prendre au sens de la convergence dans L ' (En) .  De plus, 
Tf E LyR; x IR" x SO(n) ,  * d p " ( r ) ) .  

Preuve : La preuve suit les grandes lignes des démonstrations précédentes. 
Introduisons la fonction da,r  définie par : 

d a , v ( x )  = /mn ~ f ( b , a ,  r)S>(b,a,r) ( x ) d b  (IV.29) 

puis : 

(IV.30) 

En répétant lcs mêmes arguineiits que précédemment, on vérifie aisément que 

(IV.31) 

et le lemme 3 du complément A permet de conclure. 
Notons que, dans ce cas, la transformée en ondelettes est une fonction de 

n(n + 1) /2  + 1 paramètres, ce qui représente un important volume de données 
pour les grandes valeurs de n. 
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IV.3 Retour sur l’espace “temps-fréquence” 

On vérifie de façon immédiate que dans le cas d’une ondelette $(z) inva- 
riante par rotation, (IV.10) redonne essentiellement (IV.4). En revanche, une 
hypothèse légèrement plus faible permet de retrouver un espace “temps-fré- 
quence” (ou “position-impulsion” ) naturel, de dimension 2n. Supposons que 
$ ( x )  soit invariante par rotation dans un hyperplan 172”-’ de dimension n - 1 
de lR“. Notons e,, E 172” un vecteur unitaire perpendiculaire à l’hyperplan 
d’invariance. Comme nous le montre le complément A, toute matrice de rota- 
tion I‘ E SO(n) peut être factorisée en un produit 

où s E SO(n - 1) est une matrice de rotation dans l’hyperplan d’invariance, 
laissant donc e,, invariant. Les ondelettes 

= a-”$ s-’I‘-l . - 
( O  x - b )  a 

(IV.32) 

sont donc indépendantes de s et paramétrées par les éléments de SO(n)  modulo 
S û ( n  - l),  autrement dit la sphère Sn-’. 

Exemple : 
définie par sa transformée de Fourier 

Considérons l’exemple de l’ondelette de Morlet en dimension 3, 

( c - k ) 2  - e - k 2  & E )  = e- 

où k E 172’ est la “fréquence centrale” de l’ondelette et le terme e - k z ,  néces- 
saire pour l’admissibilité de $(z), est numériquement négligeable dès que ILI 
est assez grand. I1 est évident que $(z) est invariante par toutes les rotations 
dans le plan perpendiculaire à IC. En effet, si l’on choisit une base orthonormée 
{ e l ,  e2, e 3 )  de LR3 telle que IC soit proportionnel à e3, il vient : 

et toute rotation dans le plan ( e l ,  e2)  laisse invariant ES + <;. Dans ce cas, on 
pourra paramétrer les ondelettes de Morlet tridimensionnelles par trois varia- 
bles de position, une variable d’échelle et deux angles de rotation seulement. 

Dans le cas général, si l’on paramètre la sphère de dimension n - 1 par ses 
angles d’Euler, on obtient donc une reprbsentation temps-fréquence, fonction 
de : 

e n variables de position b, en coordonnées cartésiennes ; 
O une variable d’échelle a ; 
e n - 1 angles, paramétrant une direction dans l’espace des fréquences. 
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Ce qui fait un espace de dimension 2n. Une autre interprétation des n 
dernières variables est qu’elles ne sont autres que les coordonnées sphériques 
(en dimension n)  d’une fréquence, a, ou plutôt u-’ pour des raisons d’homo- 
généité, étant la variable radiale, et les angles d’Euler les variables angulaires. 

Le théorème de représentation correspondant s’obtient facilement, en utili- 
sant la factorisation de la mesure de Haar sur SO(n) en mesure de Haar sur 
SO(n - 1) fois la mesure invariante sur la sphère, qui permet tout simplement 
de remplacer l’intégration sur SO(n) par une intégration sur les angles d’Euler 
paramétrant S“-’, tout en divisant la constante d’admissibilité par VoZ(SO(n- 
1)). 

V NOYAUX REPRODUISANTS 

Nous avons déjà eu l’occasion de remarquer que l’ensemble des coefficients 
d’une fonction, obtenus dans le cadre d’une analyse de type temps-fréquence, 
fournit une information fortement redondante sur la fonction analysée. Cette 
redondance peut en fait être facilement caractérisée par l’introduction du con- 
cept d’espace de Hilbert à noyaux reproduisants. 

Un espace de Hilbert à noyaux reproduisants est un espace de Hilbert de 
fonctions satisfaisant à une relation du type : 

f = K * f  

où I< est un opérateur à noyau, défini par 

I1 existe en fait un grand nombre d’espaces familiers qui sont des espaces 
à noyaux reproduisants. L’un des plus célèbres est sans doute l’espace des 
fonctions analytiques d’une variable complexe dans le demi-plan de Poincaré 
H = { z E C, Irn(z)  > O}. Un noyau reproduisant de cet espace est le noyau de 
Cauchy et on a : 

Un autre exemple très classique d’espace à noyaux reproduisants, exemple que 
nous allons être amenés à rencontrer souvent par la suite, est l’espace de Paley- 
Wiener : 

pwu = {f E L 2 ( R ) ,  SWP(f) c [-wJI} (V.4) 

aussi appelé espace des fonctions à bande limitée ou fonctions à fréquence de 
coupure. La théorie de l’échantillonnage usuelle montre que si f E PW,, f 
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est entièrement déterminée par un ensemble discret de valeurs (échantillons) 
fk = f ( ICr /w) ,  IC E ZZ ; autrement dit : 

sin(w(x - I c ~ / w ) )  
w(x - k r / w )  f (x) = f k  

k 

ce qui est aussi une équation de reproduction. 
Nous allons voir que, pour chaque théorème de représentation décrit depuis 

le début de ce chapitre, la transformée en ondelettes et la transforméede Fourier 
à court terme font naturellement apparaître des noyaux reproduisants. Plaçons- 
nous, pour simplifier, dans le cadre de l'analyse par ondelettes unidimension- 
nelle décrite par le théorème 1 de la section III. Le théorème 1 peut être récrit 
sous la forme d'une égalité entre opérateurs : 

où est la forme linéaire définie par : 

$IL,:) * f = ( f ,  q(6,a))  

[$(6,a) '8 4t;,k)] f = Tf(b,a)$(b,a) 

(V-7) 

de sorte que l'intégrand de (V.4) est un opérateur de rang 1 : 

P . 8 )  

On peut alors, suivant une procédure usuelle en physique, insérer l'identité 
(V.4) dans la définition de T f ( b , a ) ,  ce qui conduit à l'égalité : 

le noyau Ir', étant donné par : 

(V.10) 
1 

C$ 
Ilr$ (bo, UO; b, = -($(bo ,a0) 7 q(6,a) ) 

IC, est donc entièrement déterminé par l'ondelette $ et possède de plus la 
propriété de covariance par translation-dilatation suivante : 

1 bo - b ao 
Ic$(bo, ao; b, a )  = -I<-+( -, -; O, 1) 

0, a u  
(V.11) 

Finalement, un raisonnement du même type conduit à : 

(V.12) 
dadb J (bo , ao ; b, U ) l i ' $  (b ,  a; bl , u1 a = A-$ (bo , a0 ; bl , al ) 

Notons P$ l'opérateur à noyau défini par K$. Clairement, Ptl, est auto-adjoint. 
Nous avons donc montré : 
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Proposition 1 Soit Tf  la transformée en ondelettes de la fonction f E L’(El) 
par rapport à l’ondelette t,b E L’(El). Alors 

Tf E % (V.13) 

où 7 i +  est le sous-espace de L2(lR; x lR, y) défini par le noyau reproduisant 

(V.14) 3 C $ = { F € L 2 ( E l 2 ; x I I Z , - ) , P ~ . F = F )  

It7$. 
dadb 

U 

De plus, P$ est un projecteur orthogonal. 

Cette propriété de noyau reproduisant s’avère très intéressante en pratique, 
car elle conduit à des formules d’interpolation permettant la restitution (ap- 
prochce) de la transformée continue à partir de versions échantillonnées. On 
peut pour cela utiliser des résultats déjà existants concernant la théorie de 
l’écliaiitillonnage dans les espaces de Hilbert à noyaux reproduisants. Nous 
reviendrons sur ces questions au chapitre VI quand nous décrirons les notions 
de repères d’ondelettes (et de gaborettes). 

Remarque 1 : Nous avons déjà vu que la formule de reconstruction d’une 
fonction f E L’(IR2) à partir de sa transformée en ondelettes est loin d’être 
unique, dans la mesure où une ondelette différente peut être utilisée pour 
la reconstruction. De mEme, le noyau reproduisant est loin d’être lui-même 
unique. En effet, si-7 est l’ondelette de reconstruction, ce qui suppose que 
O < ci,-, = j” $?(<)+(<)* < 00, le noyau I<@,-, défini par : 

(V.15) 

est lui aussi un noyau reproduisant pour la transforméeen ondelettes. I1 possède 
toujours les mêmes propriétés de covariance, mais définit cette fois un pro- 
jecteur oblique sur N+. 
Remarque 2 : La projection sur l’espace 3C+ au moyen du noyau reproduisant 
peut aussi être vue d’une autre manière. En effet, il est facile de voir que PJ, 
n’est que la composition de deux opérateurs : d’une part, l’opérateur T* qui 
est l’inversion de la transforinbe en ondelettes : si F E L2(lR; x m ’ y )  

(V.16) 

et, d’autre part, la transformation en ondelettes T : L’(Pi!) + ‘I+. Cette 
remarque prendra tout son intérêt lorsque nous aurons vu comment construi- 
re des algorithmes rapides de transformation en ondelettes et transformation 
inverse, car on aura aussi un algorithme rapide de projection sur 7 i ~ .  
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VI QUELQUES REMARQUES ET COMPLÉMENTS 

VI.l Analyses multirésolutions infinitésimales 

Nous avons vu précédemment que l’analyse par ondelettes présente l’avan- 
tage suivant : les fonctions d’analyse, c’est-à-dire les ondelettes, s’adaptent 
à la taille des événements qu’elles analysent. Néanmoins, cet avantage peut 
devenir un inconvénient sur le plan pratique si les événements analysés sont 
de grande taille, les calculs numériques pouvant alors devenir très lourds. I1 
peut alors être souhaitable de regrouper les contributions des grandes échelles 
dans une famille unique de coefficients ; autrement dit, remplacer une famille 
de filtres passe-bande par un unique filtre passe-bas. Ceci peut être fait en 
associant à une ondelette $ une autre fonction, appelée fonction d’échelle, dont 
la transformée de Fourier vérifie : 

(VI.1) 

A cette fonction d’échelle, on associe la famille de ses dilatées et translatées : 

(VI.2) 

que l’on va utiliser pour analyser L’(a) .  On notera, pour toute f E L’(ZR), 

Mf(b,a) = ( f ’ 4 ( b , a ) )  (VI.3) 

les coefficients représentant l’approximation de f à l’échelle a. 
Sous certaines hypothèses (assez peu restrictives), on montre que l’autocor- 

rélation p(x) de 4(x) est intégrable ; il suffit par exemple de supposer que 11, E 
H1 (IR), l’espace de Hardy rkel, c’est-à-dire de supposer que $ et sa transformée 
de Hilbert sont intégrables. I1 est alors simple d’adapter la preuve des théorèmes 
de la section III pour montrer les corollaires ci-dessous. Nous donnons un seul 
énoncé ; les deux autres s’en déduisent trivialement. 

Corollaire i Soit 1 ~ ,  E I P ( Z R ) ,  teiie que : 

et soit qi une fonctioii d’écllelle associée. Pour tout réel positifao, toute fonction 
f E L2(IR) peut être décomposée comme suit : 
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où l’égalité est à prendre a u  sens de la convergence dans L2(lR). 
On dit que l’on effectue une analyse multirésolution infinitésimale. Nous 

verrons dans le chapitre VIII, consacré aux algorithmes rapides de calcul, une 
application de ces formules. 

Exemple : Considérons pour illustration l’une des plus simples des fonctions 
d’échelle possibles : 

$ ( E )  = e-c2/2 

Un calcul simple montre alors que la fonction donnée par 

vérifie (VI.5). 

De même, on peut construire des fonctions d’échelle associées à des on- 
delettes en plusieurs dimensions. A une ondelette invariante par rotation cor- 
respondra une fonction d’échelle invariante par rotation et inversement. On 
peut aussi procéder de mCme dans le cas de la formule de Morlet ; ceci nous 
ramène alors directement aux décompositions de Littlewood-Paley que nous 
avons brièvement décrites. 

VI.2 Quelques exemples singuliers 

Jusqu’à présent, nous avons décrit les grandes lignes de l’analyse par on- 
delettes en insistant sur les propriétés caractéristiques des ondelettes, à savoir 
qu’une ondelette typique est une fonction oscillante et bien localisée des deux 
côtés de la transformée de Fourier. Néanmoins, nous allons voir ici que dans 
certains cas il peut être intéressant de relaxer ces hypothèses, ce qui conduit à 
des exemples surprenants. 

Le cas le plus simple est relié à la possibilité de “découplage des ondelette 
d’analyse et de synthèse”. Nous avons vu aux équations 111.22-111.24 qu’en 
prenant formellement pour ondelette de reconstruction une masse de Dirac 
centrée à l’origine, on obtient une formule de reconstruction simplifiée -la 
formule de Morlet- qui fait intervenir une intégrale simple uniquement 

Dans ce cas, un choix “singulier” d’ondelette de reconstruction permet de sim- 
plifier les expressions. 

Un autre exemple simple est fourni en dimension 2 par la transformée de 
Radon. M. Holschneider [13] a montré que si l’on prend comme ondelette 
d’analyse une distribution de masse équirépartie sur une droite, la transformée 
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en ondelettes (avec rotations suivant le schéma de Murenzi) n'est autre que la 
transformée de Radon. 

En effet, soit e E lRz un vecteur unitaire, et prenons pour ondelette d'ana- 
lyse non plus une fonction mais la distribution 

$(z) = 6(z - e )  W.2)  

On obtient immédiatement une expression simplifiée pour la transformée en 
ondelettes : 

Tj (b ,a ,û )  = a-' f ( z ) 6 ( ( r o .  e )  (z - b ) )  (V.3) 
L 2  

ce qui est exactement la forme d'une transformée de Radon. Notons toutefois 
qu'il s'agit d'une version très redondante de la transformée de Radon. En effet, 
T j ( b ,  a ,  e) est constante le long des perpendiculaires à r0.e ; de plus, elle dépend 
de façon triviale de la variable d'échelle a : 

Tf(b,a,e) = a - ' n ( ( b . ( r e . e ) ) r o . e , 8 )  =a-'n(a,e) 

où a = b (re . e ) .  
On obtient alors des formules d'inversion de la transformée de Radon [13]. 

I1 faut pour cela utiliser la formule donnant la transformée en ondelettes in- 
verse avec une ondelette de reconstruction ~ ( z )  qui assure que la condition 
d'admissibilité mixte soit satisfaite. Plus précisément, rappelons la condition 
d'admissibilité mixte que l'on peut écrire en deux dimensions (quitte à renor- 
maliser x par une constante) : 

L'ondelette nécessaire pour inverser la transformée de Radon y( z) doit alors 
vérifier : 

où e est le vecteur unitaire que nous avons utilisé pour construire $(z). Comme 
nous l'avons signalé plus haut, I'ondelet te d'analyse $(z) n'est pas admissible, 
et l'ondelette de synthèse y(z) doit "porter l'admissibilité''. 

La formule d'inversion de la transformation de Radon est alors donnée par : 

où î(x) est une fonction qui ne varie que dans la direction du vecteur e, donnée 
par : 

(V-7) 
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ou, encore, dans l’espace de Fourier : 

f ( ~ )  = ?(Xe), x E E (V.8) 

M. Kolschneider montre de plus que la fonction y(z) peut être choisie de sorte 
que la formule d’inversion soit valable point par point (voir au chapitre IV pour 
une description plus précise de ces notions). 

Ces formules généralisent la transformation de Radon inverse classique (ap- 
pelée back-projection) qui opère à échelle fixe. Elles sont en fait très utilisées 
en pratique, et ce bien avant leur interprétation en termes d’ondelettes. 

VII COMMENTAIRES ET RÉFÉRENCES 

La notion d’analyse temps-fréquence est trop générale et ancienne pour pou- 
voir lui déterminer un inventeur. L’un des pères de l’analyse temps-fréquence 
est le traiteur de signal J. Ville qui introduisit la représentation de Wigner- 
Ville pour, dit-il, pallier le manque de signification physique de la transformée 
de Fourier usuelle. Auparavant, le physicien E.P. Wigner avait introduit cette 
même représentation dans le contexte de la mécanique quantique dans l’espace 
des phases. Cette représentation et ses dérivées sont maintenant d’un usage 
courant en analyse de signaux. Précisons toutefois qu’il s’agit là de représen- 
tations bilinéaires, au contraire des représentations linéaires développées dans 
ce chapitre. 

Parmi les représentations linéaires, la plus simple est la transformation de 
Fourier à fenêtre glissante. Bien qu’elle semble avoir été utilisée auparavant 
par de nombreux auteurs, sa formalisation semble être due à D. Gabor [8] en 
1946. L’analyse continue par ondelettes unidimensionnelle a été proposée au 
début des années 80 par A. Grossmann et J. Morlet (voir [lo]) dans un con- 
texte d’analyse du signal. En fait, elle était déjà utilisée par les mathématiciens 
depuis les années 60, sous le nom d’identité de Calderon [2], pour l’étude de 
certains espaces fonctionnels et opérateurs définis par des intégrales singulières. 
La version multidimensionnelle invariante par rotation était également connue 
des mathématiciens, et l’introduction des rotations a été proposée par A. Gross- 
mann et R. Murenzi [19]. Une description plus géométrique, sur laquelle nous 
reviendrons par la suite, est développée dans [12] et [13]. 

Une autre approche de la théorie des ondelettes, que nous décrirons plus 
tard, consiste à construire des bases orthonormées d’ondelettes. Cet aspect, 
maintenant très utilisé dans de nombreux contextes, s’est développé à partir 
des travaux de S. Mallat, Y .  Meyer et I. Daubechies. Nous y reviendrons 
ultérieurement. 

I1 existe maintenant de nombreuses références de base sur l’analyse par 
ondelettes et ses applications dans divers domaines. Citons par exemple [16] 
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VIII COMPLÉMENT A : ROTATION DANS RN 

Nous décrivons dans ce complément la paramétrisation par les angles d’Eu- 
ler du groupe Sû(n )  des rotations en dimension n. Ces coordonnées sont utiles 
dès que l’on s’intéresse aux ondelettes en dimension supérieure à deux. 

VIII.l Les angles d’Euler 

Un système de coordonnées (xl, ... 2,) sur LR” étant choisi une fois pour 
toutes, on définit rij(8) comme la rotation d’angle 8 dans le plan (xi, xj),  orienté 
de sorte que xj = rij(:) xi. s i  on note de plus r k  = r k - 1  k ,  on peut montrer 
le résultat suivant, dont la preuve peut être trouvée par exemple dans [21] : 

Lemme 1 Toute matrice de rotation peut être écrite sous la forme d’un produit 
de n - 1 rotations élémentaires, comme : 

où l’on a posé : 
Jk) = .@;). r2(e ,”) .  ... . rk(8,k) (A.14) 

et où les 8; sont les angles d’Euler de r ,  et sont tels que : 

(A.15) 

Une telle paramétrisation de SO(n) permet en particulier d’exhiber une 
mesure p n  sur SO(n) ,  dite mesure de Haar, définie ainsi : Si r E SO(n) est 
paramétrée par les angles d’Euler 8: au moyen de (A.7) et (A.8), on écrit : 

n-1 k 

(A.16) 
k = l  j = l  

La mesure de Haar possède l’importante propriété d’invariance suivante : Pour 
tout ?-O E SO(n) : 

le symbole “.” représentant ici la multiplication des matrices nxn.  Par exemple, 
on vérifie aisément que pour n = 2, toute rotation est représentée par un angle 
8 et d p 2 ( r )  = de. 



Complément A : Rotation dans LR" 39 

I1 existe évidemment une relation entre le groupe SO(n) et la sphère unité 
de dimension n - 1 plongée dans lR", que l'on notera S"-' : 

(A. 18) 

Plus précisément, cette relation est la suivante : 

Lemme 2 S" est isomorphe à l'ensemble dcs classes d'équivalence : 

S" Y SO(n + l)/SO(n) (A.19) 

Preuve : Soit en+l E an+' le vecteur de coordonnées (O, O, ..., O, 1). Claire- 
ment, 

SO(n + i) . en+l = S" (A.20) 

De plus, e,+' est invariant par SO(n) et on se convainc aisément qu'il n'existe 
pas de sous-groupe de SO(n + 1) plus grand qui contienne S û ( n )  vérifiant lui 
aussi cette propriété. On en dEduit l'isomorphisme (A.19). 

Remarquons que le lemme 1 ainsi que (A.17) fournissent naturellement une 
factorisation de la mesure de Haar sur SO(n) en un produit de la mesure de 
Haar sur SO(n - 1) et d'une mesure sur la sphère Sn-'. Le lemme suivant est 
une conséquence de cette remarque. 

Lemme 3 Soit f E I,'(&!"). On a pour tout x E iRn : 

(A.21) da dz 
f ( a r - x ) - d p n ( r )  = A n - *  J R i  xSO(n) a 

où 

(A.22) 

Preuve : Ecrivons d p n ( r )  = dpn-i(ro)dv(s), où s = {e:- ' ,  O;- ' ,  ... et:;} 
représente les coordonnées angulaires sur Sn-' : 
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dp,+ étant invariante par rotation et dilatation, on se ramène sans peine au 
cas z = e,,. Donc : 

da 
a f ( a r  z ) - d v ( s ) d p n ( r )  (A.24) J iR; x SO( n) d p n ( i ) f ( a r * z ) a  da = J IR; xSn-1 xSO(n-1)  

da 
= A,-i J ~ a ,  ;dv(s)  (A.25) 

où f p ( a , s )  est l’écriture de f en coordonnées polaires. Enfin, la mesure de 
Lebesgue sur lRn a l’expression suivante en coordonnées polaires : 

IR; xsn-1 

d.z = Ilzll”-’dllzlldv(s,) (A.2G) 

s, représentant les coordonnées angulaires de z ,  ce qui achève la preuve de 
(A.21). (A.22) s’obtient par un calcul élémentaire (voir par exemple [21]). 

VIII.2 Exemples 

Considérons par exemple le cas n = 2. I1 est connu qu’une rotation dans le 
plan est caractérisée par un angle unique, que nous noterons 8, et donc 

E S’= {z  EC’,IZI = 1} 

Cette caractérisation est identique à la paramétrisation d’Euler (un seul angle 
d’Euler). 

Le cas n = 3 est un peu plus complexe, dans la mesure où SO(3) est un 
groupe non commutatif de dimension 3. La paramétrisation d’Euler nous dit 
donc que 

SO(3) = {i12(4)1’23(e)r12($), 4, $ E [O, 2r1,e E [O, XI) (A.28) 

(Rappelons que r i j (a)  est la rotation d’angle a dans le plan Oij.) Ainsi, le 
vecteur e3 E LR3 est invariant par ~ 1 2 ( $ )  et donc 

 SO(^). e3 2 s2 = {v E m3, u; + u2 + L J ~  = i} (A.28) 

fournit la paramétrisation de la sphère de dimension 2 (plongée dans IR3) en 
coordonnées sphériques. 

En dimension supérieure, on obtient une paramétrisation des sphères en 
coordonnées sphériques. 



Chapitre III 

QUELQUES EXEMPLES ET 
ILLUSTRATIONS 

Dans un grand nombre de problèmes pratiques (en physique ou en traite- 
ment du signal en particulier), la première étape vers la compréhension et/ou 
la modélisation est la visualisation des phénomènes en présence. Les représen- 
tations temps-fréquence peuvent être utilisées comme un outil de visualisation, 
à condition de savoir les “lire”, comme un spécialiste de traitement de la parole 
est capable de lire un spectrogramme et d’identifier ainsi la phrase prononcée. 

Dans ce court chapitre, nous donnerons quelques exemples de transformée 
en ondelettes de fonctions et signaux académiques, dans le but de nous fami- 
liariser avec les outils classiques de représentation de la transformée. Dans 
tous les cas, il s’agira d’exemples extrêmement simples, uniquement destinés 
à illustrer quelques-unes des propriétés de la transformée en ondelettes. Le 
lecteur, un tant soit peu familiarisé avec les représentations temps-fréquence, 
peut aisément se dispenser de la lecture de ce chapitre. 

Dans un premier temps, nous décrirons les représentations du plan temps- 
fréquence que nous utiliserons. Puis, nous nous focaliserons sur l’illustration des 
aspects “temps-échelle” et “temps-fréquence” des ondelettes. Nous utiliserons 
essentiellement des ondelettes “progressives”, c’est-à-dire ne possédant que des 
fréquences positives, qui sont mieux adapt& à l’étude des propriétés spectrales 
des signaux étudiés. 

I LE PLAN TEMPS-FRÉQUENCE 

L’une des premières utilisations de la transformée en ondelettes consiste à 
représenter graphiquement la transformée en ondelettes et à essayer de com- 
prendre qualitativement sur la représentation graphique quelles sont les carac- 
téristiques du signal étudié. hkintenant encore, dans les cas d’applications 
spécifiques à des problèmes physiques, cette étape est souvent une première 
étape nécessaire avant d’envisager une utilisation plus quantitative et systéma- 
tique des ondelettes. 

Nous utiliserons ici exclusivement une représentation bidimensionnelle de 
la transformée en ondelettes (et de la transformée de Gabor). Si f(z) est le 
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signal à analyser et Tf(b,  a )  sa transformée en ondelettes, nous coderons celle- 
ci en niveaux de gris dans l’espace de la transformée. Plus précisément, on 
considérera le demi-plan (b ,  a ) ,  que l’on représentera comme demi-plan hyper- 
bolique (voir la figure III.l), les échelles étant naturellement échantillonnées 
en progression géométrique. Nous renvoyons aux chapitres suivants pour une 
description plus précise. 

Plaçons-nous dans une perspective de calcul numérique’ de la transformée 
en ondelettes d’une fonction f(z) à l’aide d’une ondelette $(z). Bien entendu 
il n’est pas question de calculer numériquement une transformée en ondelettes 
pour toutes les valeurs possibles des paramètres b et a. I1 faut donc : 

0 se restreindre à un eiisemble fini de valeurs de b et a ,  situées sur un réseau 
régulier ; 

échantillonner la transformée en ondelettes correspondante. 0 

Le premier problème est facile à résoudre dans le cas des signaux échantillon- 
nés de longueur finie2. Les valeurs extrêmes de la variable b sont naturellement 
fournies par les bornes du signal. De même, la longueur du signal, divisée par 
la taille du support I+ de l’ondelette fournit une borne supérieure naturelle 
amaz pour la variable d’échelle. Sauf dans certains cas très précis, cela n’a pas 
grand sens d’analyser un signal avec une ondelette plus grande que lui. Enfin, 
une borne infirieure pour a est obtenue en divisant la fréquence centrale de 
I’ondelette (le parambtre w g  que nous avons défini au chapitre précédent) par 
la fréquence d’échantillonnage du signal, en partant du principe que l’on ne va 
pas analyser des fréquences supérieures à la fréquence d’échantillonnage. Bien 
entendu, il ne s’agit là que de bornes heuristiques et non de règles absolues. 

Une fois ces conventions générales fixées, on représentera la transformée en 
ondelettes T f ( b , a )  en codant celle-ci (ou son module et sa phase séparément 
dans le cas d’une ondelette à valeurs complexes) par des niveaux de gris, nor- 
malisés à la valeur maximale de la fonction représentée. On obtiendra ainsi des 
images sur lesquelles l’on peut souvent “lire” certaines caractéristiques du si- 
gnal étudié. Pour plus de lisibilité dans le cas d’ondelettes à valeurs complexes, 
on force généraleinent à zéro la phase de Tf (b ,  u )  quand ITf (b,  a )  I est inférieur 
à une certaine valeur limite (par exemple 1 pour cent), au-dessous de laquelle 
il est difficile de lui donner une signification réelle. Dans les représentations 
données ici, les niveaux de gris seront toujours normalisés globalement, de sorte 
que le noir représente un module maximal et le blanc un module minimal (et 
de même pour la phase). Dans le cas unidimensionnel, l’ondelette utilisée sera 

- 

‘Les aspects algorithmiques seront discutés au chapitre VIII. 
’Cependant, nous verrons par la suite qu’il y a deux façons naturelles d’échantillonner 

la transformée en  ondelettes, selon que l’on veut conserver les propriétés de  covariance ou, 
au contraire, avoir un degré d e  redondance constant dans l’espace des phases. Ces aspects 
seront discutés en  détail au chapitre VIII. 
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b 

Figure iii.1 : Espace des phases. 

toujours une ondelette dite de Morlet, dont l’expression explicite est donnée 
Par 

$(z) = e i w x e - x 2 / 2  

où wo r 5.5. 

II ASPECT TEMPS-ÉCHELLE 

Nous avons vu que les ondelettes sont extrêmement précises à petite échelle, 
car elles sont construites par dilatations d’une fonction unique ; elles sont de 
forme constante et de taille variable. Pour employer un poncif du genre, on 
dit que les ondelettes fonctionnent comme un “microscope mathématique”, 
dont la résolution serait fixée par le paramètre de dilatation et l’optique serait 
déterminée par le choix de l’ondelette. 

Nous nous limitons ici à des fonctions à valeurs réelles, donc entièrement 
déterminées par leur projection sur H 2 ( B ) .  Par conséquent, l’utilisation d’on- 
delettes progressives est pertinente et nous utiliserons dans tous les exemples 
une ondelette de Morlet : 

en prenant wo = 2 ~ .  
Considérons une fonction f(z) et fixons un point ZO. Supposons pour sim- 

plifier que l’ondelette +(z) soit à support compact I+ = [ -X’X] .  I1 est facile 
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a Jc 

Figure 111.2 : Cône d’influence d’un point 20. 

de voir que le comportement de f(z) en x = 50 va se répercuter sur la trans- 
formée en ondelettes dans le cône b E uI+ + z o  = [-ax + 20, uX + $01 (voir en 
figure 111.2). 

Nous débuterons nos illustrations avec trois exemples de fonctions sin- 
gulières (il s’agit en fait de distributions), qui permettent de montrer comment 
les ondelettes “voient” le degré de régularité. I1 ne s’agit là que d’exemples 
triviaux, mais sur lesquels on peut d’ores et déjà visualiser certaines carac- 
téristiques de comportement de la transformée en ondelettes en présence de 
singularités et sur lesquels nous reviendrons avec plus de précision au chapitre 
suivant. Le dénominateur commun à ces trois exemples est que les fonctions 
sont homogènes. Plus précisément, elles sont telles, qu’en un certain point 20 
et pour des X assez petits : !(A(. -xo)> = X”f(z -.O) pour un certain nombre 
réel a, appelé le degré d’homogénéité. On montre alors facilement que ce com- 
portement se reflète sur la transformée en ondelettes de f(z) qui, au voisinage 
de 3c0,  se comporte en ua. 

Le cas le plus simple est celui d’une fonction caractéristique, par exemple 
la fonction caractéristique ~[X,~l(x) de l’intervalle [ X ,  Y ] ,  qui est donc discon- 
tinue. Un calcul direct fournit : 

+(-‘I étant une primitive de +. Aux petites échelles, les ondelettes ne “voient” 
que les deux discontinuités, et pas la fonction constante qui est au milieu, car 
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Figure I11.3 : Transformée en ondelette d’une fonction caractéristique. 

les ondelettes sont d’intégrale nulle. En revanche, à partir d’une échelle assez 
grande, les deux discontinuités sont “vues” simultanément. Ceci est parti- 
culièrement clair sur le tracé de la transformée en ondelettes (Figure 111.3). 
Notons aussi que les lignes de phase constante convergent vers les deux points 
de discontinuité. Cette remarque peut être utilisée pour la localisation des 
points singuliers et nous y reviendrons. I1 faut aussi noter que la fonction de 
Heaviside étant homogène de degré O, on montre facilement que, au moins pour 
les petites valeurs de a et avant que les ondclettes ne voient simultanément les 
deux singularités, la transformée en ondelettes (à b fixé) est indépendante de 
a. 

Considérons maintenant le cas d’une masse de Dirac Sxo. De nouveau, il 
est facile de voir que : 

(11.2) 

On observe sur la transformée en ondelettes (Figure 111.4) un comportement 
similaire au précédent, à ceci près que cette fois ITf(b,a)l se comporte comme 
u- ’ .  Ceci complète la remarque que nous avions faite plus haut : S,, est 
homogène de degré -1. 

Une autre interprétation possible est que S,, est plus singulière qu’une fonc- 
tion caractéristique et possède donc un contenu “petites échelles” plus impor- 
tant, d’où le comportement en u- ’ .  

Ce comportement est encore amplifié dans le cas de la dérivée d’une masse 
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Figure 111.4 : Transformée en ondelette d’une masse de Dirac. 

de Dirac, pour laquelle : 

(11.3) 

Dans ce cas, la transformée en ondelettes croit en a-’ quand a + O, signe 
d’une singularité plus forte que la précédente. Notons encore que les lignes 
de phase constante convergent toujours vers les points singuliers. C’est une 
conséquence de l’homogénéité des fonctions étudiées. 

Nous aurons l’occasion, par la suite, de revenir sur ces points en discutant 
les bases de l’analyse des propriétés de régularité des fonctions par ondelettes. 

III ASPECT TEMPS-FRÉQUENCE 

Passons maintenant aux exemples illustrant le comportement de la trans- 
formée en ondelettes comme méthode d’analyse spectrale locale. L’exemple le 
plus simple est celui de la transformée en ondelettes d’une fonction du type 
cos(wz). Si l’ondelette analysante est progressive (c’est-à-dire ne contient que 
des fréquences positives, ce que l’on exprime par G(<) = O si < # O ) ,  alors la 
transformée est donnée par : 

(111.1) 
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Figure 111.5 : Transformée en ondelette de la dérivée d’une masse de Dirac. 

Sur cette expression simple, on peut d’ores et déjà voir deux caractéristiques 
du comportement des ondelettes, qui sont dcux remarques essentielles que nous 
utiliserons, sous une forme un peu plus précise plus tard : 

1. Supposant que G(E) est à valeurs réelles, le module ITf(b,a)l de la trans- 
formée en ondelettes se comporte comme $ J ( U W )  et est donc localement 
maximum pour a = wo/w. La transformée en ondelettes est donc localisée 
au voisinage de cette droite horizontale. 

2. Sous les mêmes hypothèses, la phase de la transformée évolue linéaire- 
ment avec b et reproduit en fait le comportement de la phase de la fonction 
analysée. 

Ces remarques se retrouvent sur la figure 111.6 représentant la transformée 
en ondelettes d’une fréquence pure par ondclette de Morlet (module et phase). 
De plus, comme nous l’avons vu au chapitre précédent, ces remarques restent 
valables dans le cas où la fonction analysée est une fréquence pure modulée en 
amplitude par une fonction régulière dont les variations sont lentes par rapport 
aux oscillations (ainsi que le montre un simple développement de Taylor de 
l’amplitude). Le module de la transformée en ondelettes reproduit alors les 
variations de l’amplitude. 

Précisons que sur la figure 111.6, la phase n’a été représentée que dans la 
région du demi-plan où le module est supérieur à un certain seuil (fixé ici à 
un pour cent de la valeur maximale). En effet, la phase perd sa signification 
lorsque le module est trop faible et il est inutile de la représenter. 
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Figure 111.6 : ’Ilansformée en ondelette d’une fréquence pure. 

Des arguments similaires (nous en verrons une formulation plus précise au 
chapitre V) montrent que dans le cas où la fréquence de la fonction analysée 
varie elle aussi lentement et régulièrement, la transformée en ondelettes est 
toujours localisée au voisinage non plus d’une droite horizontale mais d’une 
courbe a = a,(b) qui représente, à une constante près, l’inverse de la fréquence 
en fonction de la position b. 

Ceci apparaît sur la figure 111.7, qui représente la transformée en ondelettes 
d’un signai contenant entre autres une fréquence pure et un “chirp quadra- 
tique”, c’est-à-dire un signal dont la fréquence dépend quadratiquement de 
2. Cette figure est intéressante car elle permet de visualiser les interférences 
entre les deux composantes. Dans les premiers temps, les deux composantes 
fréquentielles sont suffisamment éloignées en fréquence pour que l’ondelette ne 
les voie pas simultanément3. En revanche, ce n’est plus le cas vers le milieu de la 
figure. L’ondelette voit simultanément les deux composantes, ce qui se traduit 
par l’apparition de battements (oscillations du module) dans la transformée en 
ondelettes. 

Les mêmes remarques peuvent être faites pour la figure 111.8, qui représen- 
te  un signai dont la fréquence dépend du temps de façon périodique ; de tels 
signaux semblent être des modèles pertinents pour la modélisation de certains 
instruments de musique. Dans ce cas, tant que les oscillations de la fréquence 
sont bien plus lentes que celles du signal (ce qui est le cas dans notre exemple), 

3En d’autres termes, I’ondelette est assez précise en fréquence pour “séparer” les deux 
composantes. 
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I I 

Figure 111.7 : Transformée en ondelettes d’un signal contenant une fréquence 
pure et un “chirp quadratique”. 

la transformée en ondclcttes est toujours localisée au voisinage de la courbe 
u = u,.(b) qui représente l’inverse de la fréquence instantanée. 

Le comportement de la phase est dans ces deux cas porteur d’information. 
Nous discuterons ce point en détail au chapitre V. 

Nous reviendrons sur ces aspects quand nous discuterons plus en détail 
l’analyse par ondelettes de fonctions modulkes en amplitude et en fréquence. 

La dernière illustration de cette section est un exemple dans lequel se mêlent 
les aspects temps-échelle et temps-fréquence des ondelettes. Le signal analysé 
contient en particulier une fréquence pure qui se sépare en deux à un certain 
moment, ainsi qu’un certain nombre de singularités ponctuelles, dont l’une 
est plus forte que les autres et correspond à la séparation des fréquences. On 
retrouve sur la transformée en ondclettcs toutes les caractéristiques dont il a été 
question plus haut. I1 faut aussi remarquer (ceci est particulièrement visible sur 
le comportement des phases de la transformée) que, à une échelle assez grande, 
l’ondelette est suffisamment large pour pouvoir “voir” la répétition régulière des 
singularités et l’interpréter comme la présence d’une fréquence supplémentaire 
dans le signal. 

Remarque : signaux aléatoires stationnaires au second ordre. Sans entrer dans 
les détails, il est utile de dire quelques mots sur le comportement de la trans- 
formée en ondelettes continue de processus stationnaires au second ordre, que 
l’on utilise couramment pour modéliser le “bruit” en traitement du signal. Le 
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I J 

Figure Iii.8 : Transformée en ondelettes d’un “chirp” périodique. 

Figure 111.9 : Vous avez dit bizarre ? 
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point essentiel est le suivant : Soit n ( x )  un processus stationnaire au second 
ordre ; la stationnarité s’exprime par le fait que la fonction d’autocovariance 
de n(z )  vérifie : 

C(z,z’) = IE[(n(z) - E[n(z)])(n(z’)  - lE[n(z’)])*] = C(z - z’) (111.2) 

ie. n’est fonction que de la différence des arguments ; ici le symbole IE repré- 
sente la moyenne statistique. 

On vérifie aisément que la fonction d’autocovariance associée à la trans- 
formée en ondelettes de .(.) est donnée par : 

C(b ,  a; b’, a’) = IE [T,(b, a)T,(b‘, a’)*] 

I1 est alors remarquable de constater que même dans le cas d’un bruit dit 
“blanc” (totalement décorrélé), c’est-à-dire quand formellement C(z) = a26(z), 
sa transformée en ondelettes est elle-même corrélée et la fonction d’autocova- 
riance n’est autre que le noyau reproduisant de l’ondelette : 

(111.4) 

C’est une conséquence de la redondance de la transformée en ondelettes. 
Dans le cas général d’un processus stochastique stationnaire au second or- 

dre, nous voyons bien d’après l’équation (111.3) que la transformation en on- 
delettes peut être utilisée pour estimer l’autocorrélation (et donc le spectre de 
puissance) du processus. En effct, on déduit de l’équation (111.3) que 

= $(&,a)  ( Z ) * $ ( b , a )  (z’)C(z - z’)dzdz’ 
1 (111.5) 

2îT 

ne dépend pas de b, et C(E) n’est autre que le spectre de n(z) .  
Cependant, compte tenu de la localité de la transformation en ondelettes, 

ceci suggère d’étendre (111.3) et (111.5) au cas de processus non stationnaires, 
pour résoudre le problème d’estimation de spectre local. Ce type de problèmes 
dépasse le cadre du présent ouvrage, mais il s’agit là d’une ouverture tout à 
fait intéressante (nous renvoyons à [4] pour une discussion de ces problèmes). 

IV EXEMPLES BIDIMENSIONNELS 

Dans le cas de la transformée en ondelettes bidimensionnelles, il n’est plus 
question de représenter la transformée entière, qu’il s’agisse de la version radiale 
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(fonction de 3 variables) ou de la version non radiale (4 paramètres). On se 
contente alors de faire des ‘koupes”, par exemple à a et 0 fixés ou encore à b 
fixé, pour “mesurer” le contenu spectral d’une image au voisinage d’un point 
donné. 

De même que dans le cas unidimensionnel, les ondelettes radiales (qui 
généralisent les ondelettes à valeurs réelles) produisent une transformée en 
ondelettes fondamentalement différente de la transformée produite à partir 
d’ondelettes “directionnelles”. 

Considérons par exemple une fonction de deux variables simple, l’indicatrice 
d’un disque. Quand une telle fonction est analysée par une ondelette radiale, 
ici le laplacien de gaussienne : 

l’ondelette n’est pas sensible aux variations angulaires et permet donc de lo- 
caliser avec autant de précision désirée le contour du disque (voir Figure 111.10). 
En revanche, pour une ondelette de Morlet bidimensionnelle (c’est-à-dire une 
ondelette directionnelle), ici 

l’ondelette, que l’on dit “polarisée” dans la direction 2, ne verra la singularité 
que dans les directions correspondant à sa polarisation. Dans l’exemple con- 
sidéré (u = 8, 8 = 45 degrés), l’ondelette étant elle-même “polarisée” dans 
la direction 2, on voit préférentiellement les bords correspondants du disque, 
c’est-à-dire que la transformée en ondelettes est localement maximale au voisi- 
nage des points b du bord du disque qui se trouvent sur la seconde diagonale 
(Figure 111.11). En ce qui concerne la phase de la transformée en ondelettes, 
elle est, dans ces régions, comparable à celle des ondelettes correspondantes. 

En ce qui conccrne le problème d’analyse spectrale locale, il est clair que 
la transformée utilisant des ondelettes directionnelles est de loin supérieure, 
dans la mesure où elle permet d’obtenir des informations précises quant à 
l’orientation des fréquences. Le prototype d’une telle ondelette est l’ondelet- 
te  de Morlet bidimensionnclle que nous avons vue précédemment. C’est cette 
ondelette que nous utiliserons jusqu’à la fin de cette section. 

Par exemple, dans le cas d’une image comportant une onde plane modulée 
en amplitude, la transformée en ondelettes est fortement localisée au voisinage 
de valeurs des variables d’échelle et de rotations proches de celles définissant la 
fréquence. 

Dans un cas un peu plus complexe comme celui de l’image de la figure IIL12, 
où la fréquence varie localement (ici l’amplitude de la fréquence est constante, 
mais son orientation change), la transformée en ondelettes pour une valeur 
donnée de b est fortement localisée au voisinage de valeurs des variables d’échelle 
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Figure III.10 : Transformée en ondelettes de l’indicatrice d’un disque, à a fixé, 
avec une ondelette radiale. 

Figure III.11 : Transformée en ondelettes de l’indicatrice d’un disque, à a et û 
fixés, avec une ondelette directionnelle (module et phase). 
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Figure 111.12 : Image harmonique modulée en amplitude. 

Figure 111.13 : Transformée en ondelettes à a et 8 fixés, avec une ondelette 
directionnelle (module et phase). 
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Figure III.14 : Somme de deux images harmoniques. 

Figure III .15  : Transformée en ondelettes pour deux valeurs fixées de a et 8, 
avec une ondelette directionnelle. 
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et de rotations proches de celles définissant la fréquence en b. Réciproquement, 
pour a et 8 fixés, le module de la transformée en ondelettes est maximum au 
voisinage des valeurs de b telle que la fréquence locale de l’image en b soit proche 
de la fréquence définie par a et 8. De plus, elle reproduit dans cette région de 
l’espace des phases le comportement de l’image analysée, ce qu’illustre la fig- 
ure 111.13 (ici 8 = 45 degrés). Cette remarque sera utilisée à la fin du chapitre 
V, quand nous aborderons le problème de mesure de fréquences locales dans 
les images. Considérons l’exemple à peine plus complexe de deux composantes 
harmoniques de fréquences différentes (voir Figure 111.14 ; ici les deux com- 
posantes harmoniques sont associées aux directions x et y respectivement). 

La transformée en ondelettes prise pour deux valeurs différentes du couple 
( a ,  8) permet de séparer ces deux composantes. Dans le cas considéré à la fig- 
ure III. 14, il s’agit de deux vecteurs d’onde perpendiculaires, de nombres d’onde 
différents. La restriction de la transformée en ondelettes à des valeurs de a et 
8 correspondant à ces vecteurs d’onde permet de les “synthétiser séparément, 
comme le montre la figure 111.15. La figure de gauche correspond à 8 = 90 
degrés et celle de droite à 8 = 0 degré. Rappelons que l’ondelette est une 
ondelette de Morlet, polarisée suivant la direction 2. 

v COMMENTAIRES ET RÉFÉRENCES 

Ce chapitre n’a d’autre but que de montrer et commenter un certain nom- 
bre d’exemples d’école, permettant de se familiariser avec le comportement 
des représentations d’ondelettes dans certains cas simples. Nous nous sommes 
sciemment limités à des représentations par niveaux de gris, car l’utilisation de 
palettes de couleurs introduit un arbitraire supplémentaire dans la représenta- 
tion ; le choix de la palette de couleurs influence grandement la représentation, 
alors que cet effet est moins marqué avec des niveaux de gris. 

Précisons aussi que, alors que la représentation de transformées en on- 
delettes de signaux en dimension 1 ne pose aucun problème majeur, il n’en 
est pas de même dans les dimensions supérieures, dans la mesure où l’on a 
alors à représenter des fonctions de trois variables ou plus. 

La représentation graphique de la transformée en ondelettes (ainsi que la 
transformée de Gabor) a constitué le premier moyen de compréhension du 
comportement de celle-ci. Les premiers travaux se trouvent dans [5 ] ,  [6], [7], 
[8] notamment. Une présentation détaillée des techniques de représentation se 
trouve dans [9]. Des analogues bidimensionnels se trouvent dans [il et [lo]. Ces 
représentations sont, en particulier, à la base des méthodes développées dans 
[3] pour la caractérisation de signaux modulés en amplitude et en fréquence, 
que nous allons décrire par la suite (voir chapitre V). 
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Chapitre IV 

ONDELETTES ET RÉGULARITÉ 
GLOBALE ET LOCALE DES FONCTIONS 

I INTRODUCTION 

L’une des caractéristiques essentielles des ondelettes est leur grande préci- 
sion spatiale à petite échelle. Cette propriété est intrinsèquement liée au mode 
de construction des ondelettes. Dans ces conditions, il est donc naturel que 
les ondelettes puissent être utilisées pour la caractérisation de propriétés de 
régularité des fonctions, que ce soit la régularité locale ou la régularité globale. 

Dans ce court chapitre, nous nous contentons de donner quelques exemples 
d’analyse de régularité en illustration. Les démonstrations sont, elles aussi, 
particulièrement instructives dans la mesure où elles mettent en évidence les 
propriétés des ondelettes (régularité, conditions de support, de moments nuls) 
qui interviennent. Nous renvoyons à [8] et [17] pour une analyse plus détaillée 
et exhaustive. 

Les techniques basées sur les ondelettes sont aussi particulièrement utiles 
pour l’analyse de fonctions ou mesures qui possèdent des propriétés d’invariance 
par changement d’échelle (ou fractales). Une importante littérature s’est déve- 
loppée sur ce sujet. Nous décrirons les concepts de base à la fin de ce chapitre. 

II SINGULARITÉ ET CONTOURS 

L’étude des singularités est un sujet d’une grande importance dans de nom- 
breuses applications, et notamment en traitement d’images. En effet, l’un des 
thèmes privilégiés du traitement d’images est la détection de contours. Un 
contour est défini comme une zone où l’image varie brutalement, et ce concept 
est donc très proche de celui de singularité. 

La première idée qui vient à l’esprit pour caractériser un contour est donc 
de comparer des valeurs voisines de l’image ou, encore, de différencier celle-ci. 
On obtient alors un champ de vecteurs, dont les maxima doivent permettre de 
localiser et peut-être caractériser les singularités. Néanmoins, ceci n’est guère 
réaliste, dans la mesure où la variation, pour brutale qu’elle soit, peut quand 
même avoir lieu sur un certain nombre de sites voisins ; d’autre part, dans le cas 
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d’une image bruitée, la détection est faussée par la présence du bruit, d’autant 
plus si le bruit possède une composante haute fréquence non négligeable. 

Pour pallier ce défaut, l’idée est de travailler non plus sur l’image elle-même, 
mais sur une version “lissée” ou “floue” de l’image, partant du principe que si 
singularité il y a, elle doit être aussi visible sur une copie faiblement lissée. On 
introduit donc une fonction de lissage û(z), que l’on suppose simplement bien 
localisée (par exemple û(z) = 0((1+ z2)-l), et d’intégrale unité’. Si on note 
f ( ~ )  l’image, on calcule alors 

S(b,a)  = (f * ea)(b) (11.1) 

où û,(z) est une copie de 8(z), correspondant à un lissage à une certaine échelle 
a :  

1 
a2 

8 , ( X )  = -8 (:) (11.2) 

La détection de contour revient alors à rechercher les endroits où la variation 
de l’image lissée est la plus brutale, donc à différencier cette copie lissée de 
f(z), c’est-à-dire à calculer 

T ( b , a )  = vb. S(b ,a)  = (Ti(b,a),TZ(b,a)), (11.3) 

où Ti ( b ,  a )  et 7’2 (b ,  a )  sont les deux coordonnées de T(b, a ) .  Un calcul immédiat 
montre que : 

où 
88 
dXi 

$‘(z) = --(-9) 

(11.4) 

(11.5) 

est par construction une ondelette (c’est-à-dire essentiellement une fonction 
d’intégrale nulle) à valeurs réelles. La recherche des maxima de T(b ,a )  re- 
vient donc dans ce cas à une recherche des maxima d’une transformée en on- 
delettes. Ceci montre comment les ondelettes apparaissent naturellement dans 
ce contexte2. 

Pour illustrer notre propos, nous prendrons l’exemple d’une photographie, 
que l’on a numérisée puis traitée en utilisant des ondelettes et des fonctions 

‘Il est cependant  naturel que la fonction d e  lissage soit à valeurs réelles. 
*I l  est instructif d e  rapprocher ce point d e  la formule d e  resynthèse d e  Morlet que  nous 

avons vue a u  chapitre I I .  Elle permet  d’exprimer l a  transformée e n  ondelettes comme 
résultant : (1) d’une série d e  lissages f * ‘pa d e  f(z), a u  moyen d’une identité approchée 
{‘para E IR;} (nous renvoyons a u x  annexes pour la définition d’une identité approchée) ; 
(2) d’une différenciation d e  ces lissages par  rapport  à la variable d’échelle Q. Le point cru- 
cial es t  ici que la différenciation par  rapport  à la variable d’échelle a est équivalente à la 
différenciation par  rapport  à la variable d e  position z. 
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d’échelle. L’image originale est montrée en figure IV.l. Sont également repré- 
sentées une version “floue” de cette image (obtenue par une procédure classique 
de lissage, c’est-à-dire une convolution avec une “fonction d’échelle”, ici une 
fonction “spline” obtenue en prenant le produit de convolution de la fonction 
caractéristique de [O, 11 avec elle-même trois fois), ainsi que ses transformées en 
ondelettes avec d,û et dye et les contours détectés (toujours à échelle fixe, ici 
égale à 4 pixels). On voit, en particulier, apparaître clairement sur la figure IV.2 
les deux directions dans lesquelles la dérivation est effectuée. Sur l’image de 
gauche, apparaissent les variations rapides dans la direction 2 (i. e .  horizontale) 
et sur l’image de droite, les variations rapides dans la direction y. Les maxima 
locaux de la transformée en ondelettes à la même échelle, représentant les 
contours, sont représentés en figure IV.3. 

Remarques 

tion (11.5) n’ont qu’un moment nul par construction, c’est-à-dire que 
1) I1 est important de remarquer que les fonctions $‘((z) définies par l’équa- 

en général. Dans le cas des ondelettes à deux moments, nuls (que l’on ob- 
tiendrait par exemple en différenciant deux fois au lieu d’une), on s’intéresserait 
pour caractériser les contours, non plus aux maxima locaux de la transformée 
en ondelettes, mais aux “passages par zéro” (zero crossings en anglais) : les 
points b tels que T,(b, u )  = O, à a fixé. Les maxima locaux porteraient quant à 
eux une information différente, liée à d’autres types de singularités. Ceci illus- 
tre le fait que des ondelettes possédant des propriétés différentes conduisent à 
des lectures différentes de l’information. Nous reviendrons plus en détail sur 
cette remarque en décrivant les propriétés de régularité des fonctions. Plus 
précisément, nous verrons que des ondelettes possédant un nombre plus élevé 
de moments nuls permettent une analyse fine de singularités d’ordre plus élevé. 

2) En traitement d’images, la tendance est plutôt de rechercher les maxima 
locaux de T ( b , u )  (avec donc une ondelette dérivée première d’une fonction 
de lissage), mais en considérant simultanément plusieurs valeurs différentes 
de la variable d’échelle a. On se retrouve alors totalement dans un contexte 
d’analyse par ondelettes, ce qui a très bien été remarqué et analysé par S. 
Mallat [18]. I1 existe maintenant une littérature assez importante sur le sujet, 
reliée en particulier à la “conjecture de qui prétend que l’information 
donnée par les maxima locaux de la transformée en ondelettes est suffisante 
pour caractériser la fonction analysée. On sait maintenant que cette conjecture 
est fausse en toute rigueur [22], mais on pense néanmoins qu’elle peut être vraie 

3 0 u  plutôt  la conjecture d e  Marr modifiée par  Mallat. 
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Figure 1V.I : Image originale et version lissée. 
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Figure IV.2 : Détails à l’échelle 4. 
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Figure IV.3 : Contours à l’échelle 4. 

jusqu’à une certaine précision, pour une ondelette bien choisie. I1 existe en tous 
cas des évidences numériques qui montrent que des signaux unidimensionnels ou 
des images peuvent être reconstruits à partir des maxima locaux ou des passages 
par zéro de leur transformée en ondelettes, avec en général une précision suf- 
fisante pour des problèmes de traitement du signal (voir par exemple [18] et 
[61). 

III CONVERGENCE PONCTUELLE DE LA 
FORMULE DE RECONSTRUCTION 

Avant d’étudier plus en détail les propriétés de régularité des fonctions, il 
faut revenir sur la formule de Calderon que nous avons décrite précédemment 
(voir la section III du chapitre 11). Nous avons en effet montré que la “formule 
de reconstruction” 

(111.1) 

était à prendre (en l’absence d’hypothèse supplémentaire) au sens de la conver- 
gence forte dans L2(lR). I1 est naturel de se demander dans quel cas on peut 
avoir convergence en tous points ou convergence en un point donné. 

On sait que dans les cas où une fonction f(x) E L’(El) est telle que sa 
transformée de Fourier f(<) E L’(El) aussi, alors la formule d’inversion de 
Fourier 

(III. 2) 
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converge en tout point de continuité de f(x) et ainsi en tout point si l’on a choisi 
pour f(x) le représentant continu de sa classe dans L’(El). Ce résultat peut 
être utilisé pour montrer une propriété similaire dans le cas de la transformation 
en ondelettes. 

Supposons donc que f, f E L’(IL?) et soit 1c, E L ’ ( B )  une ondelette, nor- 
malisée de sorte aue : 

En reprenant les notations de l’équation (111.12) du chapitre II, on obtient 

(III .3) 

Ainsi, comme c+ = 1, l i c ( < ) 1  5 I f ( < ) l  et donc 6, E L’(LR2). Comme de plus, 
d’après les inégalités de Young, on a IIsrlll 5 -2log~Il$lItJIflI1 et s, E L’(El). 
Donc la transformée de Fourier inverse de &(O - 6(<)  coincide en tous points 
avec sc(x) - s(z). Considérons maintenant : 

(III. 4) 

Comme A, + O, quand E + O, et IA,(<,z)I 5 I f ( < ) l ,  le théorème de conver- 
gence dominée permet une nouvelle fois de conclure que : 

iim s,(z) = f(z) Vx E LR (III. 5) 
€+O 

Nous obtenons donc : 

Théorème 1 Soit $(z) E L’(LR) et soit f(z) E L’(IL?) telle que f(z) E L’(IL?). 
Alors la formule de reconstructioii (111.1) est valide point par point. 

Notons que l’on peut montrer ce résultat sous d’autres hypothèses ; par 
exemple partant d’hypothèses plus faibles sur la fonction analysée et plus fortes 
sur l’ondelette. On montre par exemple que si l’ondelette est dans l’espace de 
Hardy réel (c’est-à-dire si $(z) et sa transformée de Hilbert sont toutes deux 
dans L’(IL?)), il suffit de supposer que la fonction f(x) est bornée et faiblement 
oscillante, c’est-à-dire que 

1 z+6 
oscz(f) := - JI-, f(Y)dY +,-to f(x) (111.6) 

uniformément en x pour avoir convergence ponctuelle en tout point de conti- 
mité4 (voir [12] par exemple pour la démonstration). 

4Nous savons déjà que les ondelettes sont d’intégrale nulle et i l  n’est donc pas surprenant 
de voir apparaître ici une hypothèse d’oscillation supplémentaire. 
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IV RÉGULARITÉ HOLDERIENNE 

Nous allons maintenant montrer un peu plus précisément comment l'analyse 
par ondelettes a été utilisée pour caractériser certaines propriétés de régularité 
des fonctions. Nous allons essentiellement nous concentrer sur l'exemple clas- 
sique de la régularité holderienne. I1 s'agit d'un cas qui a été étudié en détail 
depuis le début du siècle. L'outil classique en est l'analyse de Fourier. Néan- 
moins, il s'agit d'une méthode "globale" et elle ne peut donner d'information 
locale, sur les degrés de régularité locale par exemple. Nous allons voir que les 
ondelettes, à condition de choisir une ondelette adaptée au problème, permet- 
tent de donner des renseignements précis dans ce cas. 

IV.l Régularité globale 

Débutons notre description par les propriétés de régularité holderienne glo- 

Soit O < a < 1. On introduit l'espace de Holder homogène : 
bale facilement caractérisées. 

(IV. 1) 
A " = ( f : E 2 - , ~ , 3 I i < c o , t e l q u e  : 

If(.) - f ( Y ) I  I I i l Z  - YI" VZ' Y E E2 } 

La méthode classique pour caractériser de telles fonctions repose sur la trans- 
formée de Fourier. On peut en particulier montrer que si i ( ~ )  est une fonction 
bornée telle que de plus 

(IV.2) 

alors f(x) E A". En revanche, la réciproque est en général fausse. 
Pour l'analyse par ondelettes, nous verrons que l'on obtient des résultats 

similaires. Le résultat suivant procède de la mEme philosophie que le précédent. 
I1 caractérise la régularité d'une fonction (ie. l'exposant a )  par la vitesse de 
convergence de sa synthèse à partir de fonctions régulières (ici des ondelettes, 
plus haut des exponentielles complexes). 

Théorème 2 Soit $(z) E L'(El) une ondeictte. 

i) Si $(z) est teiie que : 

r 
(IV.3) 

Alors Vf E A", IT,(b, u)I 5 Ka" pour une certaine constante positive finie 
Ii . 
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ii) Réciproquement, si J’ondeiette $(z) vérifie : 

(IV.4) 

et si ) T f ( b , a ) )  5 Kua pour une certaine constante positive finie Ii‘, alors 
f E na. 

Avant de donner la preuve de ce résultat, remarquons que la caractérisation 
de cy se fait par l’analyse du comportement de la transformée en ondelettes 
à travers les échelles. Le paramètre d’échelle pouvant être assimilé à une 
fréquence (inverse), ceci est à rapprocher de la description donnée par l’analyse 
de Fourier5. 

Preuve : i) Soit f E A”. 
d’intégrale nulle, de même que tous les $li(b,a) (z) : 

Alors, puisque $(z) est une ondelette et donc 

(IV.5) 

et donc, comme f(z) E A” : 

ii) Supposons maintenant qu’il existe une constante Ii‘ telle que l’on ait 

On a donc, en rappelant que la transformation en ondelettes peut aussi s’écrire 

~~~~~~ 

5Plus généralement, ce résultat fournit un exemple de caractérisation d’espaces de Holder 
par la vitesse de convergence d’une approximation par des fonctions régulières (ici des on- 
delettes) ; c’est une technique très classique (voir [23] par exemple). 
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La première intégrale s’estime 

et la seconde : 

En réunissant les deux estimations, on obtient : 

(IV.7) 

qui achève la preuve du théorème. 

De même, soit n < cy < n + 1. L’espace de Holder homogène correspondant 
est : 

Am = f : IIZ - + C T , X  < CO, P ( x )  polynôme de degré 5 n, { 
If(.) - P ( z  - y)I 5 K J z  - y y  vz, y E lR } ( I V 4  

Si f (z) E C‘.(a), alors P ( z  - y) n’est autre que le développement de Taylor 
de f (z) à l’ordre n. 

Pour analyser de tels espaces, il est nécessaire d’utiliser des ondelettes 
possédant un nombre plus élevé de moments nuls. En effet, en utilisant des 
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techniques en tous points similaires à la précédente, il faut annuler la contri- 
bution de P ( z  - b ) ,  i e .  écrire 

ce qui est fait en supposant : 

sk$(z)dz = O ’  vlc = O ,  ... 71 J (IV.9) 

Ainsi peut-on dire que, dans un certain sens, l’ondelette ne voit pas les premiers 
termes réguliers du développement de f(s) et analyse uniquement la partie 
singulière. Pour la seconde partie du théorème, elle se généralise également en 
faisant des hypothèses de régularité supplémentaires sur l’ondelette. 

Remarque : Ce résultat simple est en lui-même extrêmement révélateur et 
caractéristique, car il met en évidence l’usage différent qui est fait de deux 
propriétés essentielles des ondelettes : les moments nuls et la régularité. Les 
moments nuls sont utilisés dans la phase de décomposition, dans laquelle ils 
permettent de “compacter” l’information ou de se focaliser sur la partie inté- 
ressante de la fonction analysée, dans ce cas la régularité. En revanche, la 
régularité de $(z) n’intervient qu’au moment de la “synthèse” de f(s). 

IV.2 Régularité locale 

Nous avons vu comment caractériser la régularité holderienne locale des 
fonctions avec la transformée en ondelettes. Mais la transformée en ondelettes 
étant une méthode que l’on peut qualifier de locale, elle permet aussi d’étudier 
les propriétés de régularité locale des fonctions. Prenons l’exemple de la régula- 
rité holderienne. Nous allons voir comment “presque caractériser” les exposants 
de Holder locaux de fonctions à l’aide de la transformée en ondelettes. Dans ce 
but, nous dirons que f E A?xo), si il existe une constante K telle que V h  E lR : 

If(.o + h)  - f(.o)l I Iw4” (IV.10) 

On obtient alors le résultat immédiat suivant, qui est une version locale du 
théorème 2. Si une fonction f(s) possède une certaine régularité (ici l’exposant 
a)  en un point zo, sa transformée en ondelettes va avoir le même comportement 
que précédemment par rapport à la variable d’échelle. 

Théorème 3 Soit f E 
Alors il existe une constante C telle que 

et soit 11, E L’(IZl) tel que : 1x1” I$(z)l ds < 00. 

(IV.11) 
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Ainsi, on retrouve l'exposant en étudiant le comportement de la transformée 
en ondelettes à travers les échelles. L'information supplémentaire, à savoir le 
côté local du comportement holderien, se retrouve dans le terme en O( Ib-xol"). 

Preuve : 

(IV. 12) 

ce qui conclut la démonstration. 
Nous avons vu que le résultat direct est facile à montrer. En revanche, la 

réciproque est en général fausse, mais néanmoins vraie "à un logarithme près", 
comme le montre le théorème suivant, dû à S. Jaffard [14] et M. Holschneider 
et Ph. Tchamitchian [12]. Si la transformée en ondelettes de f (x) satisfait aux 
estimations locales précédentes (à un logarithme près), ainsi qu'à une condition 
de régularité globale supplémentaire, alors la fonction elle-même est régulière : 

Théorème 4 Soit $ E L'( lR)  une ondelette et soit f E L2( lR) .  Si, en outre, 
(i) il existe deux constantes K et O < y < CY, telles que pour tout a > O 

ITj(b,a)l I KaY (IV. 13) 

et (ii) la transformée en ondelettes satisfait à 

(IV.14) 

pour une certaine constante positive finie IC', alors f E A:zo). 

Nous renvoyons à [14] et [12] pour la preuve de ce résultat qui, bien que plus 
complexe, contient pour l'essentiel les mêmes ingrédients que les précédentes. 

Remarques 
1) Cette analyse a été précisée par S. Jaffard, qui a notamment montré 

que l'analyse par ondelettes peut être vue comme une version simple d'un 
programme plus vaste, appelé analyse 2-microlocale. Nous renvoyons à [17] 
pour une discussion plus précise de ce point. 
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2) Il est possible de montrer que si une fonction f(x) a un comportement 
holderien d’exposant CY en un point 5 0 ,  sa primitive f(-’)(z) a alors un com- 
portement holderien d’exposant CY + 1 en 20. En revanche, la réciproque est 
en général fausse, essentiellement à cause de possibles oscillations rapides au 
voisinage de la singularité‘. Ce type de comportement a été examiné en détail 
dans (181. 

3) Mallat et Hwang [18] montrent comment exploiter ces résultats pour la 
caractérisation numérique de singularités et pour celle de signaux au moyen de 
singularités. Ils montrent en particulier comment ce problème se ramène aux 
conjectures de Marr brièvement décrites au début de ce chapitre. 

v AUTO-SIMILARITÉ 

Par construction, la transformée en ondelettes est intrinsèquement associée 
à une notion d’échelle. Plus précisément, elle est covariante par rapport à 
l’action du groupe affine qui contient les dilatations. En particulier, on voit 
facilement -et nous en connaîtrons les raisons précises en discutant l’approche 
géométrique- que la transformée en ondelettes d’une copie dilatée d’une fonc- 
tion donnée coïncide avec la dilatée de la transformée en ondelettes de la fonc- 
tion originale. En effet, si f(z) E L2(m) et si l’on note fx(z) = f ( z / X ) ,  il vient 
immédiatement : 

(V.1) 
b a  

Tfx(h4 = W X ’  1) 
C’est l’exemple des fonctions homogènes étudiées au chapitre III, section II. 

Dans le même ordre, il n’est pas étonnant que la transformée en ondelettes 
ait pu être utilisée avec succès pour l’étude d’objets, de fonctions ou de mesures 
auto-similaires. I1 n’est pas question ici d’entrer dans les détails techniques, 
mais plutôt de donner une idée des méthodes utilisées et des raisons qui font 
que ces méthodes fonctionnent. Nous reiivoyons à [il], [9] et [2] pour une 
discussion plus complète. 

V.l Mesures fractales 

Commençons cette section en rappelant la définition de la dimension de 
Hausdorff d’un ensemble E (voir par exemple [7]). Pour simplifier nous sup- 
poserons que E est un sous-ensemble de lR. Etant donné un recouvrement 
quelconque de E par des ouverts disjoints Bk(f?) de rayon inférieur ou égal à : 

E = u n k ( e ) ,  
k 

‘L’exemple le plus typique est donné  par la fonction sin(l/z). 
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on considère la quantité : 

I B k ( e ) l  étant l’aire de I l k ( ( ) ,  qui est une fonction décroissante de q. De plus, 
il est facile de voir que si r(q) < CO, alors I’(q’) = OVq’ > q. I1 existe donc une 
valeur de transition q o ,  telle que r(q) = OVq > 40 et ï ( q )  = mVq < qo. 

Définition 1 La dimension de Hausdorff de E est la valeur dimll = qo de 
transition de la fonction I’(q) .  

Un objet (ou une mesure) self-similaire est habituellement décrit par des 
outils statistiques. Par exemple, étant donnée une mesure p,  on dit qu’elle 
présente un comportement autosimilaire au voisinage du point zo si, étant 
donnée une suite de boules B(z0, e) de rayon e, centrées en zo, on a : 

p(B(z0 ,C))  N P quand a + O+ W.3) 

L’exposant CY = CY(ZO) est appelé exposant d’échelle local en z = 20. I1 est clair 
que cet exposant d’échelle peut varier de point en point de façon brutale. On 
introduit alors le sous-ensemble E,, consistant des points z tels que l’exposant 
d’échelle local en z soit précisément CY : 

Définition 2 Le spectre de singularités  CY) de la mesure p est la fonction qui 
à tout CY associe la dimension de Hausdorff de E, : 

Classiquement (voir par exemple [lo] et [7]), le formalisme multifractal 
“pour les mesures” associe à une mesure un “spectre continu” de dimensions 
fractales généralisées, de la façon suivante. Partant d’un pavage E = U k  B k ( ! )  

de E par des ouverts disjoints de rayon inférieur ou égal à e, on introduit la 
“fonction génératrice” : 

Alors en posant : 
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(quand la limite existe), les “dimensions fractales généralisées” sont définies 
par : 

P . 8 )  
T ( Q )  D(q)  = - 
q - 1  

Le formalisme multifractal permet alors d’identifier le spectre de singularités 
d(a) à la transformée de Legendre de T ( q )  : 

d(a) = inf(aq - T ( q ) )  (V.9) 
9 

Remarque : 11 est important de préciser qu’il n’est pas facile de donner un sens 
précis à cette heuristique (voir par exemple [7]). Néanmoins, ce formalisme, 
validé sur quelques exemples spécifiques sur lesquels la self-similarité est appa- 
rente (comme des mesures de Cantor par exemple) reste un formidable outil 
de description et de modélisation de phénomènes physiques complexes. Le 
spectre de singularités d(a) peut être un paramètre de modélisation pertinent, 
en turbulence notamment, et il semble que le formalisme multifractal soit le 
seul moyen réaliste d’y avoir accès. 

Quelle est la place des ondelettes dans ce contexte ? On remarque tout 
d’abord que le paramètre P précédent (le rayon des boules utilisées pour paver 
l’espace analysé) n’est autre qu’une variable d’échelle et que p ( B k ( P ) )  peut 
aussi être écrit xBL(e)(z)dp(z) .  D’où l’idée de remplacer cette fonction ca- 
ractéristique par une fonction plus générale’ $(z), dilatée et translatée. Ceci 
conduit immédiatement à la notion de transformée en ondelettes d’une mesure. 
Si $(z) est par exemple une fonction de test, on écrit’ : 

(V.10) 

Compte tenu des discussions précédentes, on s’attend heuristiquement à 
retrouver sur la transformée en ondelettes des traces du comportement d’échel- 
le local de la mesure, à travers un comportement local du type : 

T,(b, Au) N ua(b)-pT ,(b,u), quand a + O+. 

Pour l’exploiter, par analogie avec le formalisme multifractal classique et sui- 
vant [il], on introduit une nouvelle fonction génératrice : 

qui doit donner accès aux dimensions fractales généralisées. 

(V.10) 

’Pas nécessairement d’intégrale nulle (voir par exemple [9]). 
8La normalisation est ici choisie de sorte que T,, puisse aussi être interprétée comme la 

transformée en ondelettes usuelle de la primitive s:”, dp(y) de p, par rapport à l’ondelette 

- + ‘ ( x ) .  
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Remarque : Supposons maintenant que p soit une mesure sur un espace métri- 
que E,  muni de la distance 1.1 et non plus sur un sous-ensemble de LR ou LR". 
On définira alors la transformée en ondelettes de la mesure p de la manière 
suivante. Si $(z) est une ondelette définie sur E : 

TJb, a )  = J .IC, (y!) dp(z). 
E 

Exemple : Mesures de Bernoulli. Considérons l'intervalle unité I = [O, 11 et 
une application linéaire par morceaux O sur I telle que 

K 

@ - ' ( I )  = u I k  

k = l  

où les I k  sont des intervalles disjoints deux à deux, tels que d i s t ( I k ,  1,) > 0 vk ,  1. 
Soit alors : 

O , ' : x E I + X k Z + p k E I k  

où O < X I ,  < 1 Vk = 1, ... IC. En posant : 

I k , k 2 , . . k ,  =In@k:(I)n...n@kl(I) 
on voit que le sous-ensemble de [O, 11 invariant par O est de la forme 

1, = I n  O - l ( i )  n W2(1) n . . . n O-"(I )  
- - limn+m ui=i ,... n , k , = l , _ , .  K I k i k z . . . k n  

K Etant données IC probabilités p l ,p2 ,  . . . p k  telles que E, p k  = 1, on appellera 
mesure de Bernoulli associée à O une mesure telle que 

p ( I k l k 2  ... k , )  = P k i P k 2 . * * P k ,  

Une propriété remarquable est que le formalisme multifractal est exact pour de 
telles mesures de Bernoulli ; de plus, les dimensions généralisées et le spectre 
d ( a )  peuvent être calculés explicitement (voir par exemple [io]) : la fonction 
~ ( q )  est solution de 

K 
Pk 

Dans le cas de l'ensemble triadique de Cantor uniforme montré à la fi- 
gure IV.4 (IL = 2, & = 1/3, p k  = O et p k  = i / 2  pour tout k ) ,  on ob- 
tient ainsi T(Q) = (Q - 1) log(2)/log(3), 2.e. D(q) = log(2)/log(3)Vq. La 
transformation de Legendre montre donc que, dans ce cas, seule la singularité 
a = log(2)/ log(3) est présente. On dit alors que l'on a affaire à un monofractal. 
Ceci n'est plus vrai dans le cas général et D(q)  n'est pas toujours constante. 
Ces exemples permettent de tester les performances de la transformée en on- 
delettes, dont on attend essentiellement deux types de réponses : 
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u n  o n  u n  n u  

on un n u  nu  D O  n[3 o u  u o  

Figure IV.4 : Ensemble de Cantor triadique. 

1) Caractériser le spectre de singularités d ( a )  et les dimensions généralisées 

2) Retrouver la règle de construction de la mesure, ce qui est simple dans 

Le second point est facile à voir sur la transformée en ondelettes. La fi- 
gure IV.5 montre une ondelette de Morlet et la transformée est calculée sur 6 
octaves avec 9 échelles intermédiaires entre deux octaves, où apparaît claire- 
ment une “vue éclatée” du fractal. Dans le cas d’objets plus complexes, des 
méthodes permettant d’attaquer ce problème ont été développées (voir par 
exemple [il). I1 est cependant remarquable que des structures (self) similaires 
à celles observées sur la figure IV.3 sont aussi observées dans le cas de signaux 
réels, provenant de mesures physiques (en turbulence notamment). 

En ce qui concerne le premier point, la réponse est fournie par la fonction 
génératrice Z,,(a) introduite en (V.10). On montre facilement que les pro- 
priétés de self-similarité de la mesure se reflètent de façon simple sur la fonc- 
tion génératrice et le comportement de celle-ci à petites échelles permet donc 
la caractérisation des dimensions critiques. Nous reproduisons ici le résultat 
classique. (Nous renvoyons à [3] pour plus de détails.) 

de la mesure. 

ce cas. 

Théorème 5 Avec les notations précédentes, T ( q )  est la valeur de transition 
telle que 

(V.11) 

Ce résultat est ainsi utilisé pour le calcul des dimensions généralisées et 
du spectre de singularité des mesures de Bernoulli, ainsi que des mesures plus 
générales, bien qu’on n’ait en général que très peu d’informations quant à la 
validité du formalisme multifractal (voir par exemple [4]). 
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Figure IV.5 : Module de la transformée en ondelettes de la mesure de Cantor 
triadique uniforme. 
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V.2 Fonctions fractales 

Dans de nombreuses situations pratiques, l’objet que l’on souhaiterait modé- 
liser n’est pas une mesure mais plutôt une fonction ou un signal. Dans ce 
cas aussi, un formalisme multifractal a été développé, initialement dans un 
contexte d’analyse de la turbulence. Commençons par décrire l’analogue pour 
les fonctions du spectre de singularités. On dit qu’une fonction f(x) E ryzo,, 
si (voir [16]) 

(V.12) f(x> E ATZO, VY < (Y { f(x) # qz0> > (Y 

Rappelons que f(x) E ATzo, signifie que la fonction f(x) est holderienne d’ex- 
posant y en ZO. Etant donnée f(x), on associe alors à tout O < (Y < 00 

l’ensemble 
(V.13) E, = {x E m,f E ryzl} 

Définition 3 Le spectre de singularités d ( a )  de la fonction f (x) est la fonction 
qui à tout (Y associe la dimension de Hausdorff de l’ensemble E, : 

d ( a )  = dirnf,(E,) . (V.14) 

I1 s’ensuit que le spectre de singularités d’une mesure p est identique au 
spectre de singularités de la fonction primitive so dp, ainsi d’ailleurs que de 
toute fonction de la forme 1: dp + r(x), où r ( x )  est une fonction de classe C” 
arbitraire. Une analyse similaire à celle décrite dans la section précédente peut 
être faite, conduisant à un formalisme multifractal pour les fonctions. Etant 
donnée une fonction f (x), il s’agit essentiellement de lui associer une fonction 
génératrice de la forme 

et d’étudier son comportement quand a + O. On montre alors que pour les 
fonctions de la forme so dp + r(x), où p est une mesure de Bernoulli et r(x) 
est une fonction de classe C”, 

(V.16) 

le spectre de singularités étant toujours relié à la fonction .r(q) par une trans- 
formation de Legendre 

d ( a )  = m$(aq - .r(q)) (V.17) 
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Ce résultat a été précisé par S. JaEard [16] et étendu à une classe plus large de 
fonctions, qui inclut en particulier la célèbre fonction de Riemann-Weierstrass 
(voir aussi [il]) : 

c e= 1 

pour laquelle d ( a )  = O si a _< 1/2 ou a > 3/4 et d ( a )  = 4a-2 si 1/2 5 a 5 3/4. 
Cette analyse ouvre la porte à une utilisation systématique du formalisme 

multifractal, en traitement du signal en particulier. 

Remarque : Arneodo, Bacry et Muzy [3], et Mallat et Hwang [13] ont pro- 
posé (indépendamment) des méthodes légèrement différentes pour calculer les 
spectres de singularités au moyen de la transformée en ondelettes. L’idée de 
base est de ne considérer que les maxima locaux de la transformée plutôt que 
la transformée elle-même. Les algorithmes correspondants semblent être plus 
robustes ; ils ne tiennent pas compte en effet des points où la transformée est 
numériquement faible. 

VI COMMENTAIRES ET RÉFÉRENCES 

L’étude des singularités constitue l’une des applications essentielles des on- 
delettes, et ce depuis bien avant qu’elles ne soient baptisées ondelettes. En effet, 
la formule de Calderon que nous avons utilisée tout au long de ce chapitre est 
à la base de la classification d’une certaine catégorie d’espaces fonctionnels, 
incluant en particulier les espaces de fonctions holderiennes. Nous renvoyons à 
[8] et [21] pour une description bien plus précise de ces aspects. Nous avons ici 
adopté un point de vue plus élémentaire. 

En revanche, il semble que la caractérisation des propriétés de régularité 
locale des fonctions ne soit apparue que dans l’ère moderne des ondelettes, 
avec les travaux de S. Jaffard et Y. Meyer [14] [15] [17], Ph. Tchamitchian et 
M. Holschneider [ 121. 

Dans un contexte tout à fait différent, la même problématique avait été 
abordée pour la caractérisation de signaux et d’images, suivant le programme 
tracé par D. Marr [20]. C’est ainsi que suivant les travaux de Canny [5], S. Mal- 
lat et son équipe ont développé un ensemble de méthodes permettant de mener 
à bien ce programme (voir [18] et [19] pour une synthèse). 

I1 existe maintenant une volumineuse littérature concernant l’utilisation 
de l’analyse par ondelettes pour la caractérisation de comportements auto- 
similaires. Nous renvoyons en particulier aux travaux d’A. Arneodo et son 
équipe ([3] par exemple) pour une analyse systématique dans des contextes 
aussi différents que la turbulence, la croissance cristalline ou les séquences 
d’ADN, ou [13] dans un contexte plus proche du traitement du signal. Une 
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analyse de la validité du formalisme multifractal peut être trouvée dans [7] et 
[4] pour des mesures et [16] pour les fonctions. 
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Chapitre V 

APPLICATIONS : 
APPROXIMATIONS ASYMPTOTIQUES 

ET ANALYSE DE SIGNAUX 
MODULÉS EN AMPLITUDE 

ETENFRÉQUENCE 

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes intéressés à des applica- 
tions de l’analyse par ondelettes dans lesquelles le point essentiel était l’aspect 
“analyse locale” des décompositions en ondelettes. Nous allons maintenant 
considérer des exemples dans lesquels nous nous concentrerons davantage sur 
l’aspect “analyse spectrale”. Nous allons nous intéresser à l’analyse de fonctions 
ou de signaux auxquels on peut associer des quantités physiques telles qu’une 
fréquence locale, ou une amplitude locale. Ce type de situation se rencontre 
assez fréquemment en physique, notamment en propagation. Ces concepts sont 
bien évidemment totalement naturels en musique. 

Nous avons vu au chapitre III, section II, un exemple montrant la trans- 
formée en ondelettes d’un signal à fréquence dépendant du temps. Un autre 
exemple, en l’occurrence celui de la transformée en ondelettes d’un signal sonar 
émis par une chauve-souris, est montré à la figure V.l. La remarque essentielle 
porte sur la localisation de la transformée dans le demi-plan temps-échelle. 
Nous verrons plus loin qu’elle se “concentre’’ en fait dans le voisinage d’une 
courbe a = ap(b), appelée “arête’’ de la transformée, d’équation 

où v(x) est la fréquence locale du signal et I< une constante ne dépendant que 
de l’ondelette. 

Nous commencerons ce chapitre par quelques préliminaires, qui nous per- 
mettront de préciser quelque peu la nature des fonctions auxquelles nous allons 
nous restreindre, ainsi que les techniques que nous allons employer. Puis nous 
verrons dans quelle mesure l’analyse par ondelettes (et l’analyse de Fourier 
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Figure V.1 : Transformée en ondelettes (module) d’un signal sonar émis par 
une chauve-souris (ondelette de Morlet). 

à court terme) permet de caractériser ces fonctions. Nous verrons en parti- 
culier l’intérêt qu’offrent, pour ce type d’analyse, des ondelettes progressives 
permettant d’éviter les phénomènes d’interférence entre fréquences positives et 
négatives du signal analysé. I1 convient de préciser que les méthodes décrites 
ici ne s’appliquent que dans le cas de signaux non bruités ou faiblement bruités. 
En présence d’un bruit plus important, il est nécessaire de se tourner vers des 
algorithmes plus robustes. Nous y reviendrons à la fin de ce chapitre. 

I SIGNAL ANALYTIQUE ET 
TRANSFORMATION DE HILBERT 

Qu’est-ce qu’un signal (ou une fonction) modulé en amplitude et en fréquen- 
ce ? Répondre à cette question sous-entend que l’on soit capable de définir des 
notions d’amplitude et de phase d’un signal, ce qui n’est a priori pas évident 
du tout. Considérons à titre d’exemple la fonction suivante 

s(z) = A ( z )  sin ( 4 ( x ) )  

représentée en termes d’une amplitude et d’une phase, toutes deux dépendant 
de la variable x. I1 est immédiat que l’on peut tout aussi bien l’écrire 

s(x) = 2A(z)  sin (-) 4(x) cos (-) d 4 X )  

2 2 
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faisant ainsi apparaître une autre amplitude 2A(z) cos (q) et une autre phase 
9. On voit donc apparaître ici une ambiguïté’. I1 importe donc de lever cette 
incertitude. Supposons qu’il soit possible d’associer de façon naturelle un cou- 
ple ( A B ( x ) ,  I $ ~ ( Z ) )  au signal s ( ~ )  étudié. On peut alors introduire naturellement 
une notion de fréquence instantanée, définie par : 

qui traduit les variations de la phase de s(z) et correspond effectivement à la 
fréquence usuelle si 4, varie linéairement avec z (modulo 2 7 ~ ) .  

Un choix possible est celui du “couple canonique” proposé par J. Ville dans 
un article fondamental, qui est à la base d’un grand nombre de techniques 
de traitement du signal actuelles. Décrivons maintenant cette approche qui 
nous sera utile par la suite. En effet, bien qu’elle soit souvent inadaptée, elle 
constitue un point de départ pour développer d’autres approches. 

Considérons tout d’abord la transformation de Hilbert R,  qui s’écrit dans 
l’espace de Fourier comme : 

J. Ville introduit alors la fonction Z,(z), appelée signai analytique de S(Z) et 
définie comme : 

2, = [1+ iR] * s (1.3) 

H(6)  étant la fonction de Heaviside. 
analytiquement à tout le demi-plan supérieur : 

Clairement, Z,(z) peut être étendue 

ce qui justifie l’appellation “signal analytique”. 
En d’autres termes, Z,(Z) est obtenu à partir de S(Z) par un filtrage linéaire 

supprimant les fréquences négatives. Après la spécification d’une détermination 
pour le logarithme, les égalités 

A ( z )  = IZ,(z)l (1.7) 

‘Cet te  ambiguïté cache en fait le problème de la notion même de fréquence locale a priori 
incompatible avec le principe d’incertitude de Heisenberg. 
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établissent une correspondance biunivoque entre le signal analytique Z,(z) et 
le couple canonique (A,(z),$,(z)), où A,(z) est une fonction à valeurs réelles 
positives et 48(2)’ une fonction définie partout où Aa(x) > O et qui prend ses 
valeurs dans l’intervalle [O, 2x1, par exemple. De plus, on a clairement : 

s(z) = ReZs(z)  

et la représentation de s(z) 

(1.10) 

est appelée représentation canonique. 
I1 importe de faire ici quelques remarques : 
0 La première concerne la signification physique que l’on entend donner 

à la fréquence instantanée définie par (1.1). Une fréquence proprement dite 
est une caractéristique d’une onde plane, mesurable expérimentalement (par 
interférométrie ou autre), qui décrit la rapidité des oscillations de l’onde. Si 
l’onde plane est maintenant affectée d’une amplitude variable, on ne pourra 
conserver à la fréquence sa signification physique qu’à condition que, dans le 
domaine d’étude, l’amplitude soit à variation lente par rapport aux oscillations, 
ce qui se passe effectivement avec des ondes planes expérimentales. La fréquence 
instantanée n’aura donc une interprétation en tant que fréquence locale qu’à la 
condition d’être suffisamment élevée pour que les oscillations correspondantes 
soient rapides par rapport aux variations de l’amplitude. 

O Pour caractériser un signal modulé en fréquence et en amplitude, les trai- 
teurs de signaux introduisent aussi la notion de retard de groupe ~,(z)  : en 
écrivant la transformée de Fourier du signal analytique elle aussi sous forme 
exponentielle Z,(<) = M,(<)exp{iû,(f)} le retard de groupe est défini simi- 
lairement à la fréquence instantanée comme ~,(z)  = -&y. Dans certains 
cas simples, la fréquence instantanée et le retard de groupe sont deux fonctions 
réciproques l’une de l’autre. 

0 Dans les cas où la fonction s(z) = A(z)cos(~$(z)) est telle que les va- 
riations relatives de A(z)  sont très lentes par rapport à celles de la phase 
4(z), c’est-à-dire l+’(z)l >> I*/, on peut facilement voir que le modèle 
exponentiel A ( z )  exp iq5(z) constitue une excellente approximation du signal 
analytique Z,(z). On est alors dans le cas des signaux dits asymptotiques. 

0 La fréquence instantanée introduite par Ville est particulièrement in- 
adaptée dès que le signal analysé est un signal “ m u l t i ~ ~ r n p ~ ~ a n t e ~ ” ,  c’est-à-dire 
somme de signaux auxquels on peut naturellement associer une amplitude et 
une fréquence locales. La fréquence instantanée de Ville perd alors tout son sens 
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physique, l’information pertinente est d’ailleurs plus portée par les fréquences 
locales que par une unique fréquence instantanée. Un exemple simple (dû à 
Y. Meyer) est fourni par la fonction s(z) = sin(l/z) ; le signal analytique as- 
socié est alors Zs(z) = i(exp{-i/z} - 1), et il s’agit bien de la superposition 
de i exp{-i/x}, de fréquence instantanée x-’, et de -i de fréquence nulle. En 
revanche, le calcul de Ville conduit à une amplitude et une fréquence instan- 
tanées de la forme : A ( z )  = 21sin(1/2z)l et u ( z )  = 1/(47rz2). Un exemple de 
signal réel est fourni par le signal de parole (une illustration sera donnée dans 
ce chapitre) que l’on peut modéliser comme somme de signaux asymptotiques, 
mais pour lequel le programme de Ville est totalement inadapté. 

II ANALYSE PAR ONDELETTES DE LIGNES 
SPECTRALES 

Avant d’utiliser la méthode de la phase stationnaire pour le calcul de la 
transformée en ondelettes de signaux modulés, considérons le cas plus simple de 
signaux que nous appellerons lignes Spectrales. Nous appellcrons ligne spectrale 
tout signal dont la représentation canonique est : 

s(z) = A ( z )  cos(wz) (11.1) 

c’est-à-dire tout signal de fréquence instantanée constante (ou signal à fréquence 
fixe). Nous allons voir que dans les cas où w est suffisamment grand (par rap- 
port à une échelle de référence fixée par les variations de A ( z ) ) ,  les coefficients 
d’ondelettes de s (x)  peuvent être approximés (avec une précision contrôlable), 
faisant ainsi apparaître un certain nombre de caracthristiqucs, qui à leur tour 
conduisent à la caractérisation de s(z). 

11.1 Coefficients d’ondelettes de lignes spectrales 

Considérons une 
H 2  (IR)), maxiinale 
dans le domaine de 

oiidelctte $(z), quc nous choisissons progressive (ie. II, E 
en z = O (sans pcrtc de généralité) et “bien localisée” 

Fourier ; nous noterons wo le lieu du maximum de $ . 
Considérons maintenant la transformée en ondelettes de s(z) par rapport à 

I ^ I  
: 

(11.2) 
1 

Ts(b ,a )  = (S,S)(b,a))  = T ( z s ~ $ ( b , a ) )  

2a 
(11.3) 

L’idée est maintenant de développer l’amplitude A , ( z )  en série de Taylor autour 
de z = b (point où l’ondclette $~(b,~)(z)  est maximale) et d’utiliser la série 
obtenue pour approximer la transformée en ondelettes. Plus précisément : 
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Théorème 1 Soit s(z) une ligne spectrale exprimée comme en (11.1). 

i) Soit $(z) une ondelette progressive, telle que Cl = 
supposons A E C ’ ( a ) .  Alors 

Izll$(z)ldz < 03, et 

(11.4) 

(11.5) 

ii) Soit $(z) une ondelette progressive, telle que C2 = 
et supposons A E C2 (a). Alors 

lz(21$(z)ldz < m, 

(11.7) 

En particulier : 

(11.8) 

Avant de donner la preuve de ce résultat, il est intéressant de le commenter 
quelque peu. (11.4) montre que la transformée en ondelettes d’une ligne spec- 
trale se comporte essentiellement comme la ligne spectrale elle-même (à une 
constante prCs), modulo un terme d’erreur d’autant plus petit que les variations 
de l’amplitude de la ligne spectrale sont faibles. Le terme correctif r1 (b ,  a )  est 
d’autant plus petit que &aw) est grand, c’est-à-dire que a est proche de wo/w,  
et que le facteur d’échelle est petit, c’est-à-dire que w est grand. De telles 
hypothèses sont essentiellement des hypothèses d’asymptotisme faites sur la 
ligne spectrale. Enfin, (11.8) montre que si le facteur d’échelle a est exacte- 
ment ajusté à la fréquence de la ligne spectrale, le terme d’erreur devient du 
second ordre en a et dans les dérivées de l’amplitude. Ceci renforce la qualité 
de l’approximation. 

Preuve du th4orème : i) La formule de Taylor au premier ordre sur le support 
de $(b,a)  conduit à A(z0 + E )  = A(z0)  + d ‘ ~ ( z ) ,  avec Fi E C o ( a )  et IFl(z)l 5 
supz IA’(z)I. Appliqué à (11.3)’ cela donne (11.4)’ avec 
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ii) La formule de Taylor au deuxième ordre donne 

avec F 2  E C1(l?2) et 

Un raisonnement similaire au précédent conduit à (11.6) et (11.7). Ceci achève 
la preuve du théorème. 

Ainsi, l’équation (11.4) montre que tant que rl ( b ,  a)  est suffisamment petit, 
T,(b, a) se comporte (à une normalisation près) essentiellement comme la ligne 
spectrale elle-même ou, plus précisément, comme son signai analytique Z,(b) = 
A(b)eiUb. 

Considérons maintenant le cas d’un signal à analyser formé de la somme de 
plusieurs lignes spectrales : 

(II. 1 O) 

La linéarité de la transformée en ondelettes conduit à l’expression approchée 
suivante pour T,(b, a )  : 

T,(b, a) N G ( a W k ) * A k ( b ) e i w k b  (11.11) 
k 

Sur une telle expression, on peut prédire le comportement suivant de la trans- 
formée en ondelettes. s i  les valeurs numériques des fréquences W k  sont suf- 
fisamment éloignbes les unes des autres, la présence du facteur $ ( a u k )  dans 
(11.12) fait que la contribution à T,(b, u )  de la k-ième composante est localisée 
au voisinage de a = a0 = W O / W .  Ceci fournit une première estimation des w k .  

En revanche, si certaines fréquences W k  sont proches les unes des autres, le 
problème de leur détermination devient plus ardu. 
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11.2 Caractérisation de lignes spectrales 

Si on se pose maintenant le problème inverse, à savoir celui de la caractéri- 
sation de s(z) à partir de ses coefficients en ondelettes, on procédera ainsi : La 
valeur de w peut être déterminée soit par la fréquence instantanée de T,(b, a) 
(pour une valeur fixée du paramètre d’échelle a), soit par la valeur a = 00 = 
wo/w pour laquelle IT,(b, a)/ est maximal, pour une valeur fixée du paramètre de 
translation b. L’amplitude A(b)  est ensuite obtenue avec une précision maxi- 
male (dans les limites permises par (11.7) bien entendu) en utilisant (11.8), 
c’est-à-dire en écrivant 

(Il. 12) 

Remarque : Rappelons une fois de plus que le problème de recherche de 
la valeur a = a0 = w ~ / w ,  pour laquelle IT,(b,a)l est maximal, est par essence 
un problème mal posé, et donne ainsi des résultats instables, en particulier en 
présence de bruit. I1 faut néanmoins remarquer que la stabilité de la solution 
est ici renforcée par la redondance de la transformée en ondelettes, que nous 
avions caractérisée au chapitre II en mettant en évidence l’espace à noyaux 
reproduisants correspondant. C’est ainsi que les algorithmes que nous allons 
maintenant décrire permettent de traiter des cas bruités, dans la limite où le 
rapport signal sur bruit reste positip. Pour des valeurs plus défavorables de ce 
rapport, une régularisation supplémentaire sera nécessaire. 

I1 est important de remarquer que la droite a = a0 = W O / W ,  dans le demi- 
plan H ,  sur laquelle la restriction de la transformée en ondelettes est maximale 
en module, possède une propriété particulière : la restriction de la transformée 
en ondelettes y possède la même fréquence instantanée que la ligne spectrale 
elle-même. Cette remarque sera fortement utilisée par la suite pour la caracté- 
risation des lignes spectrales, mais aussi plus généralement des signaux modulés 
en amplitude et en fréquence. 

Passons maintenant au cas où plusieurs lignes spectrales sont présentes dans 
le signal analysé. Supposons en outre que les valeurs des fréquences Wk sont 
connues à l’avance. Dans ces conditions, en se plaçant à b fixé et en connaissant 
par un calcul préalable les valeurs des T,(b, wO/wk), la caractérisation des A k ( b )  
se ramène à un problème matriciel, c’est-à-dire à l’inversion de la matrice : 

(II. 13) 

‘Rappelons que le rapport signal sur bruit est défini comme 10 IogI0(ue/ub), où 6, (resp. 
o b )  est  la variance du signal seul (resp. d u  bruit seul). 
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et au calcul de l’image du vecteur : 

par M(b)-’. 
Nous voyons donc qu’il est crucial de connaître à l’avance les valeurs des 

fréquences des lignes spectrales et de construire un algorithme permettant de les 
déterminer. Nous allons maintenant décrire l’algorithme proposé et utilisé par 
P. Guillemain et R. Kronland-Martinet. On considère tout d’abord le cas d’une 
unique ligne spectrale de fréquence w. Nous savons par (11.4) qu’à la limite 
asymptotique, w = wo/ao, où a0 est la valeur du paramètre de dilatation pour 
laquelle on a coïncidence entre les fréquences instantanées de la transformée 
en ondelettes T,(b,ao) et des ondelettes $(b,ao).  Ceci fournit un moyen de 
détermination de a0 et donc de w. Néanmoins, dans le but d’augmenter la 
stabilité de l’algorithme et de pouvoir l’appliquer à des situations plus générales, 
P. Guillemain et R. Kronland-Martinet considèrent des moyennes locales de la 
fréquence de T,(b, a )3 .  Plus précisément, si I = [bo, bo + T ]  est un intervalle de 
longueur T ,  on considère une valeur initiale a0 de a et on calcule : 

(II. 14) 

qui fournit une approximation de w. Dans le cas d’une ligne spectrale pure, 
cette approximation est aussi bonne que le permet (11.5). Si tel n’est pas le 
cas, on itère le processus en posant al = W ~ / W ( ~ ) ,  puis en calculant qi) = + Im [ J I  & log T, (b ,  a i )  db ] et, plus généralcmcnt, 

a n  = ~ 0 / w ( n - 1 )  (11.15) 

(II. 16) 

L’algorithme est donc un algorithme de point fixe, auquel on peut appliquer 
des techniques classiques pour en étudier les propriétés de convergence. 

Remarque : Si T est un multiple de la période T = 27r/w, alors le membre de 
droite de (II. 14) n’est autre qu’un invariant topologique appelé nombre d’enrou- 
lements (winding nvm.ber en anglais), qui compte le nombre de tours effectués 
par le vecteur T,(b, ao) autour de l’origine dans le plan complexe. L’invarian- 
ce de ce nombre peut s’exprimer sous la forme suivante : sa valeur n’est pas 
affectée par toute déformation du chemin sur lequel est prise la valeur moyenne, 
sous réserve que ce chemin ne croise pas un zéro du module de la transformée 
en ondelettes durant cette déformation. Cette remarque justifie la robustesse 
de l’algorithme. 

311 s’agit là d’une procédure permet tan t  d e  régulariser I’algorithmequi rejoint la remarque 
précédente. 
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Si maintenant s(z) est une somme de lignes spectrales comme en (11.10)’ 
on observe encore numériquement une convergence très rapide de l’algorithme, 
le point de convergence étant bien entendu fonction de la valeur initiale ao. 

Avant de nous pencher sur la précision de l’algorithme, focalisons-nous tout 
d’abord sur ses propriétés de convergence, en faisant abstraction de toute hy- 
pothèse sur le signal étudié. Commençons donc par nous restreindre à un 
domaine de fréquences [w1,w2] = [wo/al,wo/a2], tel que T,(b,a) > O pour tout 
@,a) E I x [wO/alrwO/a2], et notons wc = (w1 + w2)/2 la fréquence centrale. 
Nous noterons aussi pour simplifier : 

(11.18) 

L’algorithme que nous étudions consiste donc en l’itération de tc et nous uti- 
lisons le théorème des fonctions contractantes, qui s’énonce ainsi : si U est 
un domaine d’un espace métrique M ,  et si IC est contractante sur U (c’est- 
à-dire si .(U) c U et s’il existe O < C < 1 telle que pour tous u,v E U ,  
~ ( K ( v ) , I c ( u ) )  < C d ( v , u ) ,  alors il existe un unique point fixe u,  E U ,  et pour 
tout 210 E u, 

K,(Q) = lim K ( K (  ... ~ ( u o )  ...)) = u, (II. 19) 
n-tm 

Munissons donc l’axe des fréquences de sa métrique naturelle 

cl(w,w’) = Iw - w’l. 

Soient f i ,  f2 E [w l ,w2] ,  f i  < fi, et considérons le chemin fermé r dans I x 
[ ~ 0 / ~ 1 , ~ 0 / ~ 2 1 ,  bord de I x [ ~ O / ~ l ’ ~ O / ~ 2 1 .  

r = 81 x [wo/al ,wo/a2] .  (II. 2 O) 

Alors 
(11.21) 

implique que 

1 d 
(11.22) 4 f 2 )  - .(fi) = - T J; &bo + T , w )  - ,f(bo,w)]dw. 

Ainsi. on obtient immédiatement 

(11.23) 
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O ù  

D’autre part, si w E [w1,w2], 

1s S 
2T T 
1s 
2T 

.(W) I .(W) + --lu2 - w11- -1% - wI 

I .(wc) + --lu2 - w11 

de sorte que, si l’on suppose que 

on a bien 
.(W) I w2. 

.(W) 2 w1. 

Un raisonnement tout à fait similaire conduit à 

Tout ceci conduit à : 

(II. 24) 

(11.25) 

(II.%) 

(II. 27) 

(II. 28) 

(II. 2 9) 

Proposition 1 Soient I ,  w1, w2 tels que T,(b,a) > O dans I x [ w l ,  w ~ ] ,  S < T 
et que (11.27) et (11.29) soient vérifiées. Alors l’itération (11.15)-(11.16) possède 
un et un seul point fixe dans [ w l ,  wz].  

Remarque : Ce résultat mérite commentaire. 
0 Dans la plupart des cas, S est une quantité finie, voire petite. Dans ce 

cas, il suffit donc de prendre T assez grand pour assurer la convergence de 
l’algorithme. 

0 La convergence est prouvée en dchors de toute hypothkse sur le signal. 
La convergence n’est donc en aucun cas une preuve de la présence d’une ligne 
spectrale dans le signal. I1 s’agit là d’un point important. 

0 Le problème majeur qui se pose est ici que la convergence de l’algo- 
rithme n’entraîne pas pour autant la précision de l’estimation obtenue pour la 
fréquence. En effet, la procédure de moyennisation introduite pour stabiliser 
l’algorithme a aussi pour effet de diminuer la précision de celui-ci4. I1 suffit 
pour s’en convaincre de traiter comme exercice l’exemple de la somme de deux 
lignes spectrales. Dans le cas plus général d’une superposition de N lignes 
spectrales, on peut assez facilement montrer que l’erreur commise décroît en 
T-’, de sorte que l’on a intérêt à coiisidérer des moyennes sur des temps assez 
longs5, d’autant plus que l’estimation priicédente prouve que la convergence de 
l’algorithme est améliorée d’autant. 

4Comme toute méthode de régularisation d’un problème inverse mal posé. 
’Avec ce que cela implique pour le temps de calcul. 
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III SIG,NAUX MODULÉS EN AMPLITUDE ET EN 
FREQUENCE 

Entrons maintenant dans le vif du sujet en considérant, non plus seulenient 
des signaux modulés en amplitude, mais aussi modulés en fréquence. Comme 
dans la section précédente, nous allons tout d’abord nous focaliser sur le cas 
où le signal étudié est lui-même un signal modulé tel que les approximations 
que nous avons décrites précédemment peuvent être employées, puis nous con- 
sidérerons le cas de superpositions de signaux modulés asymptotiques. Nous 
considérons donc des signaux s(z), dont la représentation canonique est : 

et nous notcrons Z,(x) le signai analytique associé. 

Dans ces conditions, on obtient : 
Considérons aussi une ondelette $(x) et supposons de plus $J E H2(IIZ). 

Notre approche sera similaire à celle employée dans la section précédente, avec 
des hypothèses appropriées : estimer (111.2) par des méthodes asymptotiques 
et utiliser l’estimation obtenue pour caractériser le signal analysé à partir de 
ses coefficients d’ondelettes. 

111.1 Estimation des coefficients d’ondelettes 

Exprimons tout d’abord l’ondelette @(x) sous la forme d’une amplitude et 

$(x) = A$(z)ei6*(”) (111.3) 

d’une pliase instantanées : 

(111.2) s’exprime donc sous la forme d’une intégrale oscillante : 

que nous nous proposons d’évaluer par les méthodes décrites à la section II. 
Pour simplifier les écritures, nous noterons 

(111.5) 

Soit x, = x,(b,a) un point stationnaire de @(b,a ) .  Par définition, x, est un 
point où la fréquence instantanée de l’ondelette translatée et dilatée de (b ,  a)  
coïncide avec la fréquence instantanée du signal analysé : 

(111.6) 
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supposant dans un premier temps pour simplifier que pour une paire (b ,u )  
donnée, z,(b, u )  est l’unique point stationnaire associé et, que en outre, 

(111.7) 

Notons R le domaine de H dans lequel ces deux propriétés sont vérifiées. Dans 
R, la formule (B.17) du complément B nous fournit immédiatement l’expression 
suivante pour T,(b, a )  : 

expression qui fait essentiellement intervenir le signal analytique évalué au point 
stationnaire, ainsi que l’ondelette dilatée et translatée, centrée au point station- 
naire. Le membre de droite de (111.8) doit être compris comme l’approximation 
de T8(b,a)  au premier ordre de la phase stationnaire, l’erreur commise étant 
bornée comme en (B.22). 

Remarque : On peut aussi approximer T,(b, u )  par des méthodes similaires 
à celles employées au chapitre précédent ; on obtient ainsi : 

faisant intervenir & E )  au lieu de $(z) elle-même. Cette expression est légère- 
ment moins précise que (111.8). Elle nous permet cependant de remarquer que 
l’information spectrale paraît absente de (111.8). Elle se trouve en fait dans la 
dépendance en b du point stationnaire. 

I1 apparaît très clairement sur (111.8) que deux ensembles de points dans 
R sont appelés à tenir un rôle prépondérant dans ce qui suit. Ce sont les 
courbes sur lesquelles z,(b,a) = b, que nous appellerons l’arête de la trans- 
formée en ondelettes, et les courbes sur lesquelles z,(b,u) est constant, que 
nous appellerons les courbes-ondclettcs. Nous allons maintenant examiner en 
détail le comportement de la transformée eii ondelcttes restrcinte à de tcllcs 
courbes. 

111.2 L’arête de la transformée en ondelettes 

Introduisons donc l’arête de la transformée en ondelcttes comme l’ensemble 

A = { ( b , a )  E R,z , (b ,a)  = b }  (III. 9) 

I1 découle immédiatement de (1II.G) que l’arête définit une courbe dans Q, 
donnée Dar 

(I II. 1 O) 
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et que la détermination de l’arête conduit immédiatement à la connaissance 
de #(x), c’est-à-dire à la loi de modulation en fréquence de s(x) .  De plus, la 
restriction de la transformée en ondelettes à l’arête s’exprime très simplement : 

Lemme 2 
Ts(b ,ar (b ) )  Corr(b)Z,(b) (111.11) 

où Corr(b) est une fonction de b entièrement caractérisée par i’ondeiette + ( x )  
et i’arête, et ne dépendant pas autrement du signai analysé. 

Preuve : (111.11) s’obtient directement en remplaçant a par ar (b )  dans (111.8) 
et Corr(b) est donné par : 

ei Y S S n [ q b , a p ( s ) )  (b)l 
+(O)*. (III. 12) 

Pour préciser les propriiités de Corr(b) ,  calculons 

qui conduit à : 

(111.13) 

(III. 14) 

ce qui montre la propriété annoncée de Corr(b) et achève la preuve du lemme. 

La restriction de la transformée en ondelettes à l’arête correspondante sera 
appelée le squelette de la transformée. Nous allons en effet voir par la suite que 
sa connaissance est suffisante pour reconstituer directement la transformée. Le 
squelette permet en tous cas de reconstituer le signal lui-même. En effet, une 
fois l’arête déterminée, la fonction Corr(b) est connue ainsi que nous l’avons 
vu, et il suffit de diviser le squelette T,(b,a,(b)) par Corr(b) puis d’en prendre 
la partie riieiie pour reconstituer s ( x ) .  

111.3 Les courbes-ondelette 

Considérons (bo, u,(bo)) E R. La courbe-ondelette coupant (bo, u,.(bO)) est 
définie comme la composante connexe à (bo, ar(bo)) de l’ensemble des points 
(b ,a )  E R tels qiie 

(111.15) 

c’est-à-dire comme un ensemble de points (b ,u )  à z , (b ,a)  constant égal à bo. 
Clairement, les courbes-ondelette sont entièrement déterminées par l’ondelette 



Signaux modulés en amplitude et en fréquence 95 

$(z). En particulier, si $(z) est l’ondelette de Morlet, c’est-à-dire une ondelette 
à fréquence constante, il est facile de voir que les courbes-ondelette sont les 
droites u = constante. C’est d’ailleurs l’une des raisons pour lesquelles les 
ondelettes à fréquence constante sont souvent utilisées numériquement. 

La restriction de la transformée en ondelettes à une courbe-ondelette fixée 
s’écrit : 

c’est-à-dire comme le produit de l’ondelette dilatée et translatée $ ( b , a )  (z) cen- 
trée en bo par une fonction correctrice et, encore une fois, complètement déter- 
minée par l’arête a,(b) et l’ondelette $(z) (au facteur constant Zs(bo) près). 

Remarque : Les notions d’arête et de courbe-ondelette permettent d’exlii- 
ber une propriété remarquable de la transformée en ondelettes dans la limite 
asymptotique. La transformée en ondelcttes est essentiellement déterminée par 
le signal analytique sur son arête et par les ondelettes sur les courbes-ondelette. 
Cette description géométrique simple est appelée propriété de factorisation. 

111.4 Extraction de l’arête 

Nous allons voir maintenant comment la simplicité du comportement des 
coefficients d’ondelette d’un signal modulé en amplitude et en fréquence per- 
met de donner des “méthodes d’extraction de l’arête’’ à partir des coefficients. 
Commençons par étudier le comportement du module de la transformée. Nous 
savons qu’il existe une version “ondelettes” de la formule de Plancherel per- 
mettant d’identifier le module carré de la transformée en ondelettes à une dcn- 
sité d’énergie dans le plan temps-fréquence. Partant de là, il paraît naturel 
que cette densité d’énergie soit localement maximale au voisinage d’une zone 
caractérisant la fréquence instantanée, c’est-à-dire au voisinage de l’arête - 
cette étude de la localisation de l’énergie dans le plan temps-fréquence est une 
méthode très classique en traitement du signal [3]. Au vu de (111.8)’ c’est ef- 
fectivement ce qui se passe, si on néglige les variations dues au dénominateur. 
En effet, les ondelettes étant par hypothèse maximales en O, la restriction de 
la transformée en ondelettes à une courbe-ondelette fixée est maximale sur 
son intersection avec l’arête. La figure V.2 représente la transformée en on- 
delettes d’un “chirp linéaire”6 à enveloppe gaussienne. On notera la localisa- 
tion du module de la transforinbe en ondelettes au voisinage d’une courbe. I1 

‘C’est-à-dire d’un signal modulé en fréquence, la fréquence dépendant linéairement du 
temps. 
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Figure V.2 : Transformée cn ondelettes (module et phase) d’un “chirp linéaire” 
(ondelette de Morlet, wo = 27r). 

ne s’agit pas d’une droite car les axes représentent ici b et iog(u) ; nous avons 
une transformée sur 8 octaves avec 7 échelles intermitdiaires entre deux octaves 
consécutives, ce qui fait un paramètre d’échelle variant de 2 à 512 ; le signal fait 
1024 points. Néanmoins, la présence du dénominateur u2 I@yb,a) x,)] modifie 
la répartition de l’énergie dans le plan temps-fréquence et une estimation de 
l’arête fondée sur l’étude de IT,(b,u)l conduit en général à un résultat biaisé. 
Nous allons maintenant voir qu’il est souvent plus astucieux de se fonder sur 
l’étude de la phase de la transformée en ondelettes. Notons 

v 

(III. 17) 

la phase de la transformée en ondelettes de s ( x ) .  Le résultat suivant permet 
l’cx’traction de l’arkte à partir dcs coefficients d’ondclettes : 

Lemme 3 

i) y = O sur l’arête. 

sur J’arête. - ii) [&!..@/LI - 
z.(b,a)=bo a 

Avant de donner le preuve de ce résultat, notons qu’il est tout à fait com- 
patible avec la courbure des lignes de phase constante de la figure V.2, à droite. 
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Preuve 

i) Calculons 

diE(b,a) dx, 1 ~ , - b  ~ , - b  ~ , - b  -- - - [ 4 Y X s )  - -$(+I - 7 4 k ( - )  
da da a 

~ , - b  ~ , - b  -- 
- - a2  &(y) 

par définition de z,(b,a). Ceci prouve (i). 

ii) Résulte de : 

(111.18) 

(III. 19) 

ce qui achève la démonstration du lemme. 

Ces deux propriétés sont trEs utiles en pratique pour caractériser des lois 
de modulation en fréquence. La procédure est donc la suivante : d’abord, on 
calcule la transformée en ondelettes, puis sa phase et, enfin, on utilise l’une des 
deux propriétés précbdentes pour extraire l’arête et donc la fréquence instan- 
tanée. 

Remarque : I1 convient de noter que ces deux propriétés ne caractérisent pas 
l’arête, dans la mesure où il ne s’agit pas de propriétés suffisantes pour que 
(b ,  a )  E A. Ceci est illustré par l’exemple suivant : Si $(z) est une ondelette à 
fréquence fixe, comme par exemple l’ondelette de Morlet, les courbes-ondelette 
sont, comme nous l’avons vu, les droites a = constante. Dans ce cas, on a 
diE(b,a)/db = q!$(O)/a partout, ce qui ne caractérise plus rien. Nous verrons 
un peu plus loin que des approximations plus précises permettent de traiter cet 
exemple. 

Superposbe aux deux images, l’arête de la transformée, calculée à partir 
d’un algorithme déduit du lemme 3-(ii) est aussi représentée sur la figure V.2. 
Le calcul a été effectué sur les 500 échantillons situés au milieu du signal. On 
voit bien notamment la relation entre l’arête et la courbure des lignes de phase 
constante sur la figure de gauche. 

111.5 Une implémentation possible 

Soit s(x) = A ( z )  cos4(x) un signal satisfaisant les hypothèses standard ; 
nous avons donc à déterminer l’arête ap(b)  = @$(O)/@’(b). Partant de l’un 
des critères donnés au lemme 3 (prenons le second critère pour être précis), le 
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problème se ramène, pour tout b = bo, à un problème de recherche numérique 
des zéros d’une fonction de a ,  en l’occurrence : 

Pour tout bo, ce problème peut être résolu par une méthode de point fixe 
standard (méthode de la sécante, méthode de Newton, . . . ). Nous décrirons ici 
le cas de la méthode de Newton. 

On considhre un échantillonnage fini bo,bl ,  ... bN-1 de la variable b. 

0 Le cas où b = bo : Soit a = a0 un premier candidat pour a,(bo). 
L’itération de Newton 

(stoppée lorsque la précision est suffisante) fournit une estimation de 
ar(bo) .  

e Le cas gb3-al  b = b,  : De nouveau l’itération de Newton 

fournit une estimation de a r ( b n )  ; on a besoin pour cela d’un candidat 
initial pour a,.(&), qui peut être l’estimation obtenue pour a,.(bn-l) ou 
une extrapolation à partir des estimations de ar(bn- l ) ,  a r ( b n - 2 ) ,  ... On 
dit alors que l’algorithme suit l’arête “en continu”. 

0 Si bo, b l ,  ... b ~ - l  est un sous-échantillonnage de la variable de translation, 
les valeurs intermédiaires peuvent être obtenues par interpolation, l’arête 
a,.(b) étant de toute façon supposée réguliiire, d’après les hypothèses 
faites. Une interpolation par des fonctions splines cubiques fait en général 
parfaitemcnt l’affaire. 

Exemples : Reprenons l’exemple que nous avons montré au tout début du 
signal sonar de chauve-souris (voir figure V.1). La figure V.3 montre l’arête qui 
a été extraite à partir de la transformée en ondclettes (figure V.1) de ce signal 
(ondelette de Morlet). 

Si nous reprenons maintenant l’exemple de ce même signal, plongé cette fois 
dans un bruit blanc gaussien centré, dont la variance a été ajustée pour obtenir 
un rapport signal sur bruit égal à OdB ( L e .  la variance du signal utile est égale 
à la variance du bruit), l’arête peut toujours être identifiée de la même façon. 
La figure V.4 représente le signal, le module de sa transformée en ondelettes et 
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l’arête correspondants, calculés dans les mêmes conditions que précédemment. 
I1 est remarquable de constater que l’arête est presque exactement la même 
que plus haut, alors que le bruit est aussi fort que le signal utile. La raison 
essentielle en est que le signal est très localisé dans le plan temps-fréquence, ce 
que n’est pas un bruit blanc. On montre facilement que si n(z )  est un bruit 
blanc de variance oz, IE[ITn(b,a)12] = Ii*a2/a, où I( est une constante qui ne 
dépend que de l’ondelette. 

111.6 Commentaires, développements 

Le problème de caractérisation de certains signaux par amplitude et fréquen- 
ce instantanées est encore loin d’être résolu. C’est pourquoi il nous semble utile 
de compléter cette section par un certain nombre de remarques, concernant les 
limites de la méthode ainsi que quelques possibles alternatives. 

0 Nous n’avons parlé plus haut que de la méthode de Newton. I1 existe 
quelques variantes, notamment celle de R. Kronland-Martinet qui est particu- 
lièrement intuitive. I1 s’agit encore d’un algorithme de point fixe ; l’idée est 
maintenant de voir la fréquence (ie. la dérivée de phase) de la transformée en 
ondelettes comme résultant d’une interaction entre la fréquence instantanée du 
signal et celle de l’ondelette dilatée et translatée et se trouvant donc “quelque 
part entre les deux”. Pour tout b, on remplace alors l’itération de Newton par : 

1 Z . ( b , Q k ) = b  

ak+l = b$(o)/  -ImlogTs(b,ak) [ :b 
le reste de l’algorithme étant inchangé. Cette méthode fournit des résultats à 
peu près équivalents à l’autre en temps de calcul. 

0 Tout ce que nous avons décrit dans le cas de la transformée en ondelettes 
peut aussi être développé dans le cas de la transformée de Gabor. Le chemine- 
ment est exactement le même. Supposons donné un signal de la forme s ( ~ )  = 
A(z) C O S ~ ( Z )  vérifiant nos hypothèses standard et une fenêtre g(z) que l’on 
met, elle aussi, sous la formeg(z) = A,(z) exp{ib,(z)}. Avec des arguments en 
tous points similaires aux précédents, on montre que la transformée de Gabor 
peut être approximée (à des termes correctifs faisant intervenir les dérivées 
successives des amplitudes et des phases) comme 

Z,(Z~)~(Z, - b)*e-iw(Z*-*) 
Corr(b, w )  

4 ’ ( Z s )  = 4& - b )  + w 

Gs(b ,w)  = 

où Z, = ~ , ( b ,  w )  est le point stationnaire (encore une fois supposé unique) tel 
que 
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Figure V.3 : Arête de la transformée en ondelettes de la figure V.l  (l’arête a 
été calculée sur les 1 O00 échantillons au centre des 1300 que compte le signal). 

Figure V.4 : Arête de la transformée en ondelettes du signal de chauve-souris 
bruité par un bruit blanc gaussien centré. 
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On montre alors que la transformée de Gabor se localise au voisinage d’une 
arête w = wr(b) ,  reliée à la fréquence instantanée comme 

Wr(b) = 4’(b) - +;(O) 

et que la restriction de la transformée de Gabor à cette arête (2.e. son squelette, 
pour conserver la même terminologie) permet de reconstituer le signal lui- 
même. De plus, un algorithme de point fixe similaire au précédent permet le 
calcul numérique de l’arête. 

O Dans le cas d’un signal comportant plusieurs composantes modulées en 
amplitude et en fréquence, plusieurs utilisations successives de la méthode 
précédente (avec différentes initialisations) fournissent en principe les arêtes 
correspondantes, sous réserve que celles-ci “n’interagissent pas”. On donnera à 
cette contrainte la signification heuristique suivante. On peut associer à toute 
fonction son “domaine de localisation temps-fréquence” , une portion du demi- 
plan H dans laquelle elle est localisée. On dira que deux arêtes interagissent 
s’il existe une ondelette telle que les deux arêtes intersectent son domaine de 
localisation temps-fréquence. Dans ce cas, l’ondelette “voit” simultanément 
les deux composantes et le coefficient correspondant traduit les interférences 
entre les deux composantes. Le comportement du module et de la phase de 
la transformée en ondelettes ne sont plus les mêmes : les approximations qui 
sont à la base de la méthode ne sont plus valides et les algorithmes de calcul 
numérique de l’arête décrits plus haut fournissent une estimation biaisée. 

O Cette remarque nous ramène de façon indirecte au problème de traite- 
ment du signal adaptatif. I1 existe des signaux pour lesquels la transformation 
en ondelettes permet de “séparer les composantes” alors que la transformée de 
Gabor le permet, et inversement. Un exemple révélateur est fourni par le signal 
de parole, qui peut être modélisé comme un signal LLlocalement harmonique”, 
en ce sens que certains phonèmes font clairement apparaître un certain nombre 
d’harmoniques. Les harmoniques étant séparés en fréquence par la fréquence 
du fondamental, la transformation de Gabor permettra de les séparer tant que 
la largeur de bande de la fen6tre est inférieure à la fréquence du fondamental. 
C’est ce que l’on peut voir par exemple sur la figure V.5, qui représente le mo- 
dule de la transformée de Gabor du mot /liello/, prononcé d’une voix chantante 
(très m ~ d u l é ) ~ .  On voit très clairement apparaître un certain nombre d’arêtes, 
bien dessinées. Chacune peut être facilement détectée par un algorithme du 

’II s’agit d’un signal de  durée 1 seconde, échantillonné à 8kHz environ. On a utilisé 
une fenêtre gaussienne, de  longueur 16 ms environ ; la représentation est une représentation 
linéaire en  fréquence, entre O et 4k11z environ. 
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même type que ceux que nous avons décrits plus haut (voir Figure V.7). En 
revanche, sur la figure V.6 est représenté le module de la transformée en on- 
delettes du même signal’ ; on constate que seul le fondamental est bien marqué, 
les harmoniques étant très perturbés par les interférences se traduisant par des 
oscillations du module. Ceci repose le problème de trouver la représentation 
“la mieux adaptée” d’un signal donné. Dans le contexte de ce chapitre, “mieux 
adapté” signifie littéralement “qui permet de donner une description en terme 
de superposition de composantes modulées en amplitude et en fréquence”. 

0 Nous avons déjà eu l’occasion de signaler l’instabilité (potentielle) des 
algorithmes décrits plus haut. En particulier, dans le cas de signaux très bruités 
(ie. de la forme A(z)cos4(z) + n(x) où n(x) est un bruit de grande va- 
riance), la caractérisation de (ou des) arête(s) devient problématique. I1 est 
alors nécessaire d’adopter une stratégie quelque peu différente et d’utiliser plus 
pleinement les informations dont on dispose a priori , notamment la régularité 
de l’arête. Une stratégie possible revient à se placer dans l’espace de toutes 
les arêtes possibles et à rechercher laquelle est “la plus vraissemblab1e”en te- 
nant compte du signal observé (ou de sa transformée en ondelettes). Par “la 
plus vraissemblable”, on entend “qui minimise une certaine fonction de coût”, 
construite à partir des hypothèses a pr ion ,  qui sont : 

0 la transformée en ondelettes est maximale au voisinage d’une courbe 
d’équation a = p(b) ; 

O cette fonction ~ ( b )  est une fonction lentement variable de b. 

Un choix possible est le suivant : 

Le premier terme renforce la localisation de l’énergie sur l’arête et le second ren- 
force la régularité de p(b) ; X est un paramètre qui contrôle l’importance relative 
que l’on entend donner aux deux termes. La minimisation d’une telle fonction- 
nelle est un problkine classique. L’expérieiice montre (voir [ 5 ] )  que, tant que 
le rapport signal/bruit n’est pas trop défavorable, il est possible d’utiliser des 
méthodes numériques classiques de résolution des équations d’Euler associées 
à (111.20), ie. 

b = -A-1 p a I q l 2 ]  (b’P(b))  (111.21) 

En revanche, quand le rapport signal/briiit devient trop défavorable, il est 
nécessaire d’utiliser des méthodes plus robustes (un algorithme de recuit simulé 
dans [ 5 ] ) .  De nouveau, de nombreuses variations autour de cette méthode de 

*On a utilisé ici une ondelette d e  Morlet s tandard,  avec wo x 6. La représentation est  
logarithmique : 5 octaves (puissances d e  2) e t  9 échelles intermédiaires entre  deux octaves. 
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Figure V.5 : Transformée de Gabor (module) du mot /Hello/ (1 seconde) 
prononcé de manière fortement modulée (fenêtre gaussienne de longueur 16 ms). 

J 

Figure V.6 : Transformite en ondelettes (module) du mot /Hello/ (1 seconde) 
prononcé de manière fortement modulCc (ondelette de Morlct). 
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J m 

Figure V. 7 : Arêtes de la transformée de Gabor du mot /Hello/ 

caractérisation sont envisageables. Notons aussi que, dans les cas très bruités, 
la formule classique de reconstruction du signal à partir de l’arête devient elle 
aussi difficilement utilisable. On peut alors la remplacer par une stratégie de 
minimisation, faisant intervenir la dernière information a priori sur le signal 
que l’on n’a pas encore utilisée : la lenteur des variations relatives de l’amplitude 
du signal. La solution proposée dans [5 ]  est la suivante : Etant donnée la fonc- 
tion p ( b )  ainsi qu’un certain nombre de valeurs du squelette %k = T ( b k ,  p ( b k ) )  
associé au signal observé (i.e. signal + bruit), le signal reconstruit est la fonc- 
tion f(x) qui minimise la fonction de coût 

avec les contraintes 
Tf(bk, p ( b k ) )  = Zk . (111.23) 

Le premier terme de (111.22) (qui n’est autre que I l f r e c l 1 2  à une constante près) 
renforce la localisation de Ti au voisinage de a = p(b)  en minimisant l’énergie 
globale de f(x), et le second impose des variations lentes de l’amplitude du 
signal recons truitg . 

’En fait, la solut ion proposée dans [5] est fondée s u r  une  approximation d e  (111.22) par 
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IV LE CAS BIDIMENSIONNEL 

Tous les algorithmes développés dans le cas unidimensionnel sont générali- 
sables au cas multidimensionnel (et donc au cas bidimensionnel en particulier), 
sous réserve d'utiliser une version adaptée de la transformée en ondelettes. Le 
problème étant de caractériser des fréquences locales dans les signaux, il est 
nécessaire d'utiliser des ondelettes permettant une bonne analyse spectrale, 
donc les ondelettes de R. Murenzi [19] (ou leur modification décrite au chapitre 
précédent"). Nous allons nous borner ici à décrire le cas bidimensionnel, les 
dimensions supérieures se traitant similairement (ce qui ne veut pas dire que 
ce soit aisé du point de vue pratique, les temps de calcul numérique devenant 
rapidement énormes). 

IV.l Analyse de lignes spectrales 

Cette fois encore les lignes spectrales sont caractéristiques du comportement 
des ondelettes dans ce cas de figure. Comme en dimension 1, on appellera ligne 
spectrale un signal stationnaire du type 

s ( x )  = A(z)eik"" (IV.1) 

où k E IR2 est une fréquence constante. En suivant point par point la dé- 
monstration décrite dans le cas unidimensionnel, on obtient ainsi le résultat 
suivant : 

Théorème 2 Soit s ( x )  une ligne spectrale exprimée comme en (1V.i). 

0 Soit $(x) E L2(m2) une ondelette telle que J'on ait : 

ci = [1.11+ IZ2I]I$(Z)ldz < C o ,  s 
et supposons A E C i ( B 2 ) .  Alors 

0 Soit $(z) une ondelette tclle que 

Izixjll$(x)pZ < Co V i ' j  = 1 , 2 ,  s 
(IV.3) 

une forme quadratique. 
'OCes deux versions coïncident dans le cas où n = 2. 
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et supposons A E C’((a2). Alors 

1 
T s ( b , a , r )  = 

?j(a1‘-1 * w)’ A \  

A(b)eiUb - iaVA(b)eiWb. 

pour une certaine constante C. En particulier : 

(IV.5) 

(IV.6) 

Preuve : Le théorème résulte des mêmes arguments que son analogue unidi- 
mensionnel, c’est-à-dire essentiellement de la formule de Taylor appliquée à 
l’amplitude du signal au voisinage de x = b. 

IV.2 Fréquences locales bidimensionnelles et texture 

I1 est possible de généraliser l’analyse unidimensionnelle au cas de la carac- 
térisation de fréquences locales dans les signaux bidimensionnels et les images. 
La difficulté usuelle pour ce problème est qu’il n’existe pas de notion de signal 
analytique à deux dimensions et donc pas de définition de fréquence instan- 
tanée ll. Néanmoins, comme nous l’avons vu dans le cas unidimensionnel, les 
ondelettes progressives permettent de sélectionner automatiquement les bonnes 
fréquences et de travailler implicitement sur le signal analytique. Dans le cas 
bidimensionnel, en utilisant les ondelettes de R. Murenzi [19], on peut travailler 
localement en fréquence et ainsi découpler des composantes différentes dans une 
image. 

L’algorithme présenté et développé ici est la généralisation directe de celui 
étudié à une dimension. I1 est donc fondé sur une analyse du comporte- 
ment de la pliase de la transformée en ondelettes qui, en présence d’une com- 
posante de type Aexp(i4)’ a tendance à se comporter comme la phase de 
cette composante. L’algorithme consiste donc en une reclierclie des valeurs des 
paramètres de position, échelle et rotation pour lesquels l’on a coïncidence en- 
tre la fréquence instantanée de la transformée et celle de l’ondelette translatée, 
dilatée et tournée. 

Les mêmes notions d’arÊte et de squelette que dans le cas unidimensionnel 
peuvent être développées. L’arête est ici une surface dans un espace de quatre 
paramètres et, en fait, un champ de vecteurs bidimensionnels. Ces vecteurs 
sont identifiés à des vecteurs d’onde locaux associés au signal analysé. 

l 1  Une définition possible est  proposée dans [15]. 
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Plus précisément, on moddiscra une “texture régulière” comme une somme 
de composantes du type : 

si(.) = Ai(.) COS (4i(x)) (IV.7) 

où A ( x )  est une amplitude, à valeurs réelles, que l’on supposeralentement varia- 
ble par rapport aux oscillations. Alors, si +(x) est une ondelette bien localisée 
des deux cotés de la transformée de Fourier, la transformée en ondelettes sera 
bien localisée au voisinage des points 

(IV.8) 

dans l’espace des phases. On utilisera alors la même procédure que dans le cas 
unidimensionnel. 

Considérons donc un signal de la forme : 

et mettons l’ondelette sous la forme : 

$(x) = A + ( Z ) ~ ~ @ * ( ~ )  (IV.10) 

Les coefficients T,(b, a,  e )  s’expriment donc sous la forme d’une intégrale oscil- 

D’après l’argument de la phase stationnaire, la contribution essentielle à cette 
intégrale est fournie par les points stationnaires z, de la pliase @ ( b , , , ~ )  (z), a.e. 
les points x, = z , (b ,a ,û)  tels que : 

(IV.12) 

Avec la même procédure que dans le cas unidimensionnel, on obtient, en posant 
@(x) = @(t,,a,o)(z) (les calculs ne présentent pas de difficulté majeure et sont 
laissés au lecteur, voir [il]) : 

p;@a;@ - (al&@)21 sgn(G@a;@-(ala2@)2)  I 
où R(b, a,  û) est un reste que l’on peut estimer comme précédemment. 

(IV.13) 
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I1 s’agit donc d’une expression très similaire à celle obtenue en dimen- 
sion 1 et faisant apparaitre les propriétés de localisation de la transformée 
indiquées en (IV.8). On a donc besoin d’un algorithme permettant de carac- 
tériser numériquement cette localisation. Ceci est fait en généralisant directe- 
ment la méthode unidimensionnelle, c’est-à-dire en se basant sur la phase de 
la transformée en ondelettes. 

On définira de nouveau l’arête de la transformée en ondelettes comme l’en- 
semble des points dans l’espace des paramètres où l’on a : 

L,(b,  a, e )  = b (IV.14) 

On voit immédiatement que : 

et donc 

VbArg[T,(b,a,û)]  = a-lrg.  V&(O) sur l’arête. (IV. 16) 

Ainsi, le vecteur d’onde local associé à la transformée en ondelettes coïncide sur 
l’arête avec celui de l’ondelette translatée, dilatée et tournée correspondante. 
On peut de nouveau utiliser ce critbre pour la caractérisation numérique de 
l’arête, en utilisant un algorithme de point fixe similaire au précédent : De 
nouveau, on peut utiliser un algorithme fondé sur une méthode de Newton ou 
une généralisation bidimensionnelle de la méthode de Kronland-Martinet (voir 
[11I)* 

IV.3 Illustrations 

A titre d’illustration, considérons l’image de la figure V.8, qui est clairement 
une image comportant une texture simple, contenant deux composantes. 

La méthode des arêtes et des squelettes permet d’isoler les deux com- 
posantes par leur champ de fréquence locale, représenté sur la figure V.9 par 
des aiguilles de longueur proportionnelle à la fréquence locale et d’orientation 
parallèle à la fréquence locale. 

Comme dans le cas unidimensionnel, le squelette permet de “resynthétiser” 
séparément les deux composantes, comme nous le montre la figure V.lO. 
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L’étude des signaux modulés en amplitude et en fréquence est l’un des sujets 
les plus anciens du traitement du signal [22]. Une importante littérature lui est 
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Figure V.8 : Image contenant deux textures différentes. 

Figure V.9 : Fréquences locales des textures de la figure V.8. 
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VI COMPLÉMENT B : APPROXIMATIONS 
ASYMPTOTIQUES ET PHASE STATIONNAIRE 

Nous nous sommes intéressés à des approximations de la transformée en on- 
delettes appelées approximations asymptotiques. La signification de ce terme 
est la suivante : nous considérons des développements en série des coefficients 
d’ondelettes, dont la convergence peut être problématique, mais dont les pre- 
miers termes (et même en général le premier terme) suffisent à donner une 
excellente approxiination. 

I1 nous semble nécessaire de décrire bribement ce qu’est un développement 
asymptotique, ainsi que la mbthode de la phase stationnaire que nous utiliserons 
ici pour approximer la transformée en ondelettes. Nous nous restreindrons au 
cas unidimensionnel, renvoyant à [GI pour plus de détails et pour les cas de 
dimensions supérieures. 

VI.l Développements asymptotiques : un exemple simple 

L’exemple le plus couramment utilisé pour illustrer les développements 
asymptotiques est celui de la fonction d’erseur, ou fonction Er f : 

E r f ( 2 )  = - JIZt-%t 2 2 O 
fi 

Le développeinent en série de Taylor de l’exponentielle psoduit la série suivante : 

(B.2) 

qui est absolunient convergente, mais dont l’évaluation numérique est horsi- 
blement difficile pour les grandes valeurs de 1x1. En effet, le terme générique 
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de la série ne commence à décroître que lorsque k devient du même ordre de 
grandeur que 1zI2. En revanche, E r f ( x )  peut aussi s’écrire comme : 

ou encore, après avoir posé u = t2 - x 2 ,  

du E r f ( z )  = 1 - - 

Le développement du binôme (1 + z)O = XEo -zk suggère alors d’ap- 
proximer E r f ( z )  par la série tronquée 

ce qui est fait en pratique. Le terme géiierique d’une telle série décroît très 
rapidement dans un premier temps, puis croît dès que k et /.I2 sont du même 
ordre de grandeur, de sorte que la série entière serait finalement divergente. 
La raison essentielle de cette divergence cst que le domaine d’intégration [O, CO] 

n’est pas contenu dans le domaine de convergence de la série binômiale. En 
revanche, la présence du facteur e-” fait que l’intégrale peut être très bien 
approximée par une intégrale finie entre O et un certain uo, choisi de sorte que 
131 < 1. Par exemple : 

où rl(z) est un reste facile à estimer. Notons que la série entière est alors 
absolument convergente. On l’approxiine par une série tronquée à k = N : 

avec ~ ( z )  un autre reste estimé par des techniques classiques. Notons que la 
série converge, son terme générique étant en k - 3 / 2 .  Enfin, l’intégrale dans (B.7) 
est approximée par une intégrale sur [O, CO], ce qui donne (B.5) à un nouveau 
terme d’erreur ~ ( 2 )  près. De plus, on montre facilement que 

ln(z)l+ 1 1 ’ 2 ( 4 1 +  1.3(.)1 o ( e - x 2 )  (B.8) 

Ainsi, ce terme reste négligeable tant que 
pour des grandes valeurs de N ,  N << z2. 

>> ( N  - 3/2)!, autrement dit 
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VI.2 Méthode de la phase stationnaire : calcul des premiers 
termes 

La méthode de la phase stationnaire procède de la même logique. I1 s’agit 
d’évaluer une intégrale de la forme : 

i = M ( z ) e ’ f ( z ) d z  (B.9) J 
pour laquelle on suppose que les variations relatives de M ( z )  sont lentes par 
rapport aux variations de f(z). I est donc une intégrale rapidement oscillante, 
de sorte que 1’011 peut s’attendre à des phiinomènes de compensation sur des 
intervalles en z où e i f ( z )  effectue une oscillation complète. Ceci est concrétisé 
par le résultat suivant : 

Lemme 1 Soit M E C,oO(&!) et soit f E C‘-(a) à valeurs réelles telle que 
I/($) > O’v’z E S u p p ( M ) .  Alors 

Preuve : Supposons que 2 + f soit un changement de variable sur Supp(A4). 
Si tel n’est pas le cas, on s’y ramène à l’aide d’une partition de l’unité, ie. en 
écrivant M ( z )  = M ( z ) u x ( z ) ,  où les fonctions U A  E CF(B3) sont telles que 
C u x ( z )  = 1 presque partout et pour tout A, z + f est un changement de 
variable sur S u p p ( M u ~ ) .  L’intégrale s’exprime alors comme : 

c’est-à-dire comme la transformée de Fourier de M / f ‘ .  Le lemme est alors 
obtenu par k intégrations par parties. Ici, le paramètre p a été introduit pour 
contrôler les oscillations de l’argument de l’exponentielle. La limite p -+ co est 
appelée limite asymptotique. 

Considérons inainteiiaiit le cas où il existe un ou des points xs (dits points 
stationnaires) tels que f ’ ( z g )  = O. Le mécanisme de compensation ne fonc- 
tionne plus au voisinage de tels points, qui contribuent donc de façon impor- 
tante à I .  I1 est donc naturel de construire un développement en série autour 
de chaque point stationnaire. Ecrivons donc : 

(B.11) 
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Supposons pour simplifier que f”(z,) > O, f ( x )  - f ( x g )  se comporte donc 
comme (z - 2,)’ au voisinage de z, et introduisons une variable u telle que 

-u2 = i[f(.) - f(4] (B.12) 

Au voisinage de x,, on obtient : 

2 
u2 N - 2 ( 2  - X , ) 2 f / ’ ( Z S )  (B.13) 

que l’on développe en série : 

(B.14) 

(B.15) 

(B.16) 

où l’on a posé : 

Considérons par exemple le prcmier terme de ce développement en série, qui 
est celui que nous utiliserons cssenticllcment par la suite : 

conduit à 

(B.17) 

d M  Le terme suivant est proportionnci à =(O)  < 00 et à J-”, ue-u’du = O ; il 
vaut donc = O. Passons donc au terme d’ordre 2. Un calcul élémentaire 
montre que : 

d 2 M (  U )  A ~ ” u ’ ~  - 3M’îL’ll’’ + A l (  3 ~ ’ ’ ~  - u’u”‘) 
- - (B.18) 

du2 u‘5 

L’évaluation des dérivées succcssivcs de u en x ,  conduit à : 
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de sorte que le troisième terme est donné par : 

Remarque : Une procédure tout à fait similaire peut être employée si, par 
exemple, toutes les dérivées de f(x,) s’annulent jusqu’à un certain ordre k - 1 
et f(k)(xs) > O. Dans ces conditions, le calcul de la série asymptotique se 
ramène à l’évaluation d’intégrales du type u”e-”‘du. A titre d’exemple, le 
premier terme de la série asymptotique dans le cas k = 3 s’écrit : 

VI.3 Méthode de la phase stationnaire : qualité de 
l’approximation 

Dans les applications de la méthode de la phase stationnaire que nous dé- 
velopperons, nous nous contenterons de l’approximation donnée par le premier 
terme (B.17) du développement asymptotique. Pour juger de la qualité de 
l’approximation, on peut soit se contenter de comparer le résultat obtenu au 
terme suivant (B.19) du développement, soit tenter d’estimer l’erreur commise. 
Nous donnons ici un résultat qui permet d’estimer cette erreur. Le lecteur 
intéressé peut se référer à [13] pour une présentation plus détaillée et des esti- 
mations plus précises. 

Théorème 1 Soient J4 E C‘,”(a) et f E C4(LR), f(x) à valeurs réelles. Sup- 
posons que z, soit i’unique point stationnaire de f(z) et que f”(z) ne s’annule 
pas sur Je support de Ad. Alors 

1. II existe une constante C > O telle que 

(B.22) 
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2. A la limite p + 03, on a le comportement asymptotique : 

Preuve 

Taylor s’écrit : 
1) Si zo E lR, si U est un voisinage de zo et si f E C k ( U ) ,  la formule de 

pour tout 2 = 20 + E E M donne, pour IC = 2 : f(zo + E )  = ~ ( z o )  + E ~ ’ ( z o )  + 
e2F2(z) ,  avec F2 E C1(U) et lF2(2)1 5 f supzELI lf”(z)I. En insérant ceci dans 
(B.14) et en utilisant les évaluations des premiers termes I ( 0 )  et 1 ( 1 )  prouve 
(B.21). On a alors : 

et 
(B.25) 

L’estimation précédente, combinée avec un calcul similaire à (B.18) et (B.19) 
conduit à (B.22). 

2) découle trivialement de (1) et le théorème est prouvé. 

Notation : Tout au long de ce chapitre, nous utilisons le symbole A N B 
pour signifier que B est le premier terme du développement asymptotique de 
A considéré. 





Chapitre VI 

ONDELETTES DISCRÈTES, REPERE 
D’ONDELETTES ET DE GABORETTES 

Dans la plupart des applications numériques présentées dans les chapitres 
précédents, il est bien clair que l’on n’a pu évaluer numériquement les valeurs 
des coefficients d’ondelettes Tf(b,  u )  pour tous (b ,  u )  E a x  a;. I1 est nécessaire 
d’échantillonner T f ,  c’est-à-dire de se contenter des valeurs prises par Tf(b,  u )  
sur un sous-ensemble discret de iR x a;. Dans les exemples numériques 
en question, l’échantillonnage était suffisamment fin pour que la transformée 
échantillonnée donne une description assez précise de la fonction analysée. 
Néanmoins, il est utile d’être un peu plus précis et d’estimer la qualité de 
l’approximation fournie par l’échantillonnage de la transformée en ondelettes. 
C’est le propos de la théorie des repères d’ondelettes (ou de gaborettes) que 
nous allons décrire dans ce chapitre. Mais avant d’entrer dans le vif du sujet, il 
est utile de décrire, dans ses grandes lignes, la théorie abstraite des repères dans 
un espace de Hilbert. Nous nous intéresserons par la suite aux cas particuliers 
des repères de gaborettes et d’ondelettes, avec leurs spécificités. 

Nous décrirons de plus une variante des ondelettes discrètes, se situant à 
mi-chemin entre les decompositions continues et les repères et qui sont utiles 
dès que l’on veut construire des représentations qui soient covariantes comme 
les représentations continues. 

I THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES REPÈRES 
DANS U N  ESPACE DE HILBERT 

Nous nous en tiendrons pour le moment aux repères discrets, c’est-à-dire aux 
repères constitués d’un ensemble au plus dénombrable de vecteurs. Nous nous 
plaçons donc dans le cadre le plus général d’un espace de Hilbert séparable 3c, 
muni de sa forme hermitienne que nous noterons (, ). Un repère discret dans 3c 
est une famille {e,} de vecteurs de 3c telle que l’on peut trouver deux constantes 
réelles strictement positives O < A 5 B < cm réalisant l’encadrement 

(1.1) 
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pour tout z E 31. Les constantes A et B sont appelées les bornes du repère. Le 
repère sera dit strict, si B = A et exact, si aucun de ses sous-ensembles n’est 
un repère. 

Par exemple, considérons l’espace euclidien lR2 et deux vecteurs orthonor- 
més el et e2. Ces deux vecteurs forment une base orthonormale de lR2, alors 
que el ,  e2 et e1 +e2 forment un repère inexact et non strict. En revanche, on se 
convainc sans peine que {el,eZ,e2} par exemple est un repère strict et inexact. 

Un repère cst, par dlfinition, une famille complète de 3c. En effet, si tel 
n’était pas le cas, c’est-à-dire s’il existait un e E H non nul tel que (e, e,) = O 
pour tout n, (1.1) impliquerait immédiatement que llell = O, d’où une con- 
tradiction. En revanche, lcs exemples précédents montrent clairement qu’un 
repère n’est pas nécessaircment une base. 

Etant donné un repère {e,} dans 31, on lui associe l’opérateur auto-adjoint 
R suivant, appelé opérateur de repcre et défini par : 

On obtient alors : 

Proposition 1 Soit {e,} un repère dans 3c, de bornes A et B. Alors R est un 
opérateur borné, tel que : 

A . 1 5  RI B e 1  (1.3) 

(Rappelons ici que pour deux opérateurs auto-adjoints X et Y sur un espace 
de Hilbcrt 31, la notation X 5 Y signifie que (v,X v) 5 (v, Y . v) Vv E 3c.) 
Avant de montrer sa proposition, notons que sa réciproque est triviale. 

Preuvc : Considérons la suite des sommes partielles 

Alors, soit O < n < m et 
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montre que llRll 5 B. On démontre de manière similaire que A 5 IlRll. 
Un repère dans un espace de Hilbert devient particulièrement intéressant 

lorsque l’on peut facilement reconstruire tout v E 3c à partir de ses coefficients 
par rapport au repère (v’e,). C’est le cas lorsque le repère est strict. On a 
ainsi une formule d’inversion directe : 

la somme convergeant fortement. En revanche, lorsque le repère n’est pas strict, 
la situation est plus complexe. Nous allons maintenant voir que lorsque le 
repère est presque strict, c’est-à-dire lorsque les constantes A et B sont proches 
l’une de l’autre, v peut être reconstruit à l’aide d’un algorithme itératif, dont 
la convergence est d’autant plus rapide que B - A est petit. Pour cela, il est 
nécessaire d’étudier l’inverse de l’opérateur de repère R. Notons 

La famille {En, n E E} vérifie : 

Proposition 2 {ë,, n E Z }  est un repère de Z, de bornes B-’ et A-’ ,  appelé 
repère dual de {e,,n E 22). De plus, pour tout v E Z, on a les formules de 
décomposition : 

(1.6) 
n 

v = n en)ën 

Preuve : La première partie de la proposition est une conséquence immédiate 
de : 

(v, E,) = (R-’ 1 v, e,). 

C,(v,én)(en,u) = C,(R-’ * v,e,)(e,,u) 
= (R-1 v , R  u) 
= ( v ,u ) .  

(1.8) 
D’autre part, évaluons : 

Ceci prouve la proposition. 
Donc, connaissant l’inverse de l’opérateur de repère, on peut reconstruire 

tout v E Z à partir de ses coefficients par rapport au repère, par un calcul 
préalable du repère dual. Le problème qui se pose est que souvent on ne 
connaît pas cet inverse. 
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Néanmoins, dans les cas où le repère est presque strict, on en obtient une 
excellente approximation comme suit. On écrit R-’ comme : 

-1 R-’ = - 1 - (1 - -)] 2R 
A + B  [ A + B  

que l’on développe en série entière, qui converge puisque 

2R B - A  
111 - m11 5 B+A‘ (1.10) 

On obtient ainsi un algorithme itératif de reconstruction d’un vecteur à 
partir de ses coefficients par rapport à un repère donné. En notant : 

. 2R 7 = 1 - -  
A + B ’  

il suffit d’écrire : 
2, = (1 + 7 + P + ...) C<u, en)en 

(1.11) 

(1.12) 
n 

pour tout 2, E X. Numériquement, la convergence sera atteinte d’autant plus 
rapidement que le rapport B / A  est proche de 1. Ceci illustre l’importance que 
revêtent en pratique les bornes du repère utilisé et l’intérêt des repères presque 
stricts. Notons au passage que si le repère est strict, R = A i  et l’algorithme 
itératif n’a plus lieu d’être comme prévu. 

Remarque : La convergence de cet algorithme est mallieureusement strictement 
limitée au cadre Lz(17i!), comme l’a montré Ph. Tchamitcliian. 

Bien entendu, il existe une étroite relation entre les valeurs numériques des 
bornes du repère et les paramètres définissant le repère. Ainsi, une multipli- 
cation des e, par un facteur constant modifie les bornes du repère. D’autre 
part, en nous restreignant au problème de discrétisation des décompositions 
continues de l’identité, il est clair que toute discrétisation ne conduit pas 
nécessairement à un repère, ce qui conduit à des géométries particulières. Nous 
verrons que la finesse de la discrétisation a également son importance. 

II REPÈRES DE GABORETTES 

Commençons par examiner le cas des repères de gaborettes. La première 
étape est le choix de la grille de discrétisation la mieux adaptée. Les gaborettes 
étant engendrées par des translations en temps et fréquence, le choix le plus 
naturel est le choix d’un réseau cubique, invariant par translation (dans la 
mesure où les translations fréquentielles ne modifient pas la localisation spa- 
tiale). Considérons donc une fonction g E L’ (17i!)nLz((a) et deux nombres réels 
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strictement positifs bo et WO,  qui fixent la maille de notre grille. Considérons 
enfin la famille de gaborettes gnm, n, m E Z, définie par : 

gnm(z) = eimwoZg(z - nbo) n,m E z (11.1) 

Sous quelles conditions cette famille constitue-t-elle un repère de L2 (R) ? 

prend une forme simple : 
Avant d’y répondre, notons que, dans le cas des gaborettes, le repère dual 

Lemme 1 Soit {gnm,n,m E Z }  un repère de gaborettes de L2(Di!) et soit 
9 = 72-’ g. Alors, l’ensemble de gaborettes {ijnm, n, m E 22) est Je repère 
dual de {grim, n, m E Z}.  

Preuve : Le lemme s’obtient simplement à partir de (1.9), en remarquant que, 

Revenons au problème d’existence des repères de gaborettes et commençons 
par le cas le plus simple, qui est celui des gaborettes à support compact. Nous 
allons voir que si la fenêtre g(z) est à support compact, un choix judicieux des 
paramètres bo et wo conduit à un repère. On a en effet : 

si f E L 2 ( R ) ,  R * fnm = [R . f lnm.  

Théorème 1 Soient bo, wo deux nombres r k l s  strictement positifs et bornés 
et soit g E L’(Di!) n L2(Di!) une fonction à support compact contenu dans un 
intervalle I de longueur 27r/wO. Alors, s’il existe deux constantes rcelles Cl et 
C2 telles que 

O < Ci I lg(z - nbo)12 5 c2 < 03 (11.2) 

la famille {gnm,n,m E Z }  est un repère de L2(Di!), de bornes 27rC1/wO et 
27rc2/wo. 

Preuve : Soit 1 l’intervalle de longueur 27r/w contenant le support de g(z) et 
soit 1, = 1 + nbo son translaté de nbo. Soitf E L2(m). Alors il est clair que 
(11.2) implique que f gim E L2(1,)  pour tous n, m E Z. Ainsi 

car les &einwoz forment une base orthonormée de L2(1,) .  Ceci prouve le 
théorème. 

Les hypothèses du théorème précédent sont fortement liées aux valeurs res- 
pectives des paramètres bo et WO. En effet, supposons pour simplifier que g(z) 
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soit continue et à support compact et que, en outre, elle ne s’annule pas dans 
un intervalle I’ de longueur L. Alors, si wo 5 21r/L, la première hypothèse du 
théorème 1 est vérifiée. II est aussi simple de vérifier qu’il existe une constante 
finie CZ vérifiant les égalités de droite de (11.2), car la somme est alors une 
somme finie. Supposons enfin que bo < L. Alors pour tout x, on peut trouver 
un n E 23 tel que g(z - nbo) > O, ce qui prouve les inégalités de gauche de 
(11.2). On obtient ainsi un repère de L 2 ( a ) .  Notons en particulier que les 
hypothèses faites impliquent : 

bow0 5 27r. (11.3) 

Le nombre l/bowo est parfois appelé densité de Nyquist p ~ .  Nous aurons 
l’occasion de revenir par la suite à cette densité temps-fréquence et ce pour 
des fenêtres à support non nécessairement compact. Nous verrons aussi ce 
qui arrive lorsque l’on se rapproche de la densité dite critique p~ = 1/2a 
(phénomène de Balian-Low). 

Considérons maintenant une fcnêtre g( x) à support non nécessairement 
compact et la famille {grim, n, m E Z} de gaborettes associée aux paramètres 
bo, WO. Nous cherchons des critères permettant de décider si cette famille cons- 
titue un repère ou non. Le résultat suivant est dû à I. Daubechies. Nous 
renvoyons à l’annexe A (section 11.1)- pour les définitions nécessaires. 

Théorème 2 Soient 

(11.4) 

(11.5) 

(11.6) 

(11.7) 

si m(g, bo) > O, nd(g, bo) < co et C, < co pour un certain E > O, alors il existe 
une vaieur critique wc telle que Vwo < wc, la fainilk {grim, n, m E Z }  est un 
repère de L2 (a). 
Preuve : Soit f E L2(IIz). Evaluons 
matoire de Poisson (voir annexe A, section 11.1). Nous obtenons : 

I(gnm, f ) 1 2  à l’aide de la formule som- 
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Evaluons tout d’abord le terme en k = O. I1 vaut : 

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux termes k > O donne : 

En appliquant de nouveau l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient l’encadre- 
ment : 

C, < 00 assure que la somme sur b converge et tend vers O, quand wo tend vers 
O. Ceci implique donc qu’il existe une valeur critique strictement positive wc 
au-dessous de laquelle on obtient un repère. Ceci achève la démonstration du 
théorème et prouve donc l’existence de repères de gaborettes. 

Notons en particulier que ce résultat fournit des estimations simples pour 
les bornes A et B du repère. Une étude systématique (théorique et numérique) 
de ces bornes est effectuée dans [5] pour quelques cas simples. 

Remarque : Repères de gaborettes en dimension n. On peut tout aussi bien 
obtenir des repères de gaborettes de L 2 ( a n ) .  En effet, comme nous l’avons 
vu au chapitre II, l’analyse de Fourier à fenêtre glissante en dimension n est 
la généralisation immédiate de l’analyse de Fourier à fenêtre à une dimension. 
I1 est donc facile d’adapter les démonstrations des théorèmes précédents à la 
dimension n afin d’obtenir des bornes pour les repères de gaborettes que l’on 
a obtenus. 

Pour conclure cet te section, nous revenons brièvement sur la remarque que 
nous avions faite un peu plus tôt sur de la relation entre les bornes du repère et 
les paramètres qui le définissent, à savoir les constantes bo et wo du réseau de 
discrétisation. En effet, il est aisé de se convaincre que l’on a nécessairement : 

(II. 1 O) 
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ce qui implique en particulier que dans le cas d’un repère strict de gaborettes, 
A = B = ~ ~ ~ g ~ ~ 2 .  On voit réapparaitre ici la densité critique de Nyquist. 
Nous y reviendrons dans la prochaine section, en discutant le phénomène de 
Balian- Low. 

III LE PHÉNOMÈNE DE BALIAN-LOW 

Nous avons vu au théorème 1 de la section précédente un exemple de condi- 
tion suffisante d’existence de repère de gaborettes, avec l’hypothèse b o w 0  5 27r. 
I1 s’avère que cette hypothèse est en fait nécessaire. En d’autres termes, si 
b o w 0  > 27r, l’échantillonnage de la transformée de Gabor n’est pas suffisam- 
ment fin. La valeur b o w 0  = 27r est la valeur critique. C’est ce qu’exprime le 
théorème suivant, dont la preuve peut être trouvée dans [5 ]  et les références 
incluses dans cet article. 

Théorème 3 Soit {grim, n, m E Z} un repère de gaborettes, de paramètres bo 
et W O .  Alors b o w 0  5 27r ; plus précisément, si b o w 0  > 27r, il existe f E L’(El) 
telle que f > O et (f, grim) = O pour tous n, rn E Z. 

Le théorème de Balian-Low décrit le comportement des repères de ga- 
borettes à la densité critique, c’est-à-dire pour b o w 0  = 27r. Plus précisément, il 
exprime l’incompatibilité entre le fait que la famille {gmn, rn, n E Z }  soit un 
repère de gaborettes à la densité critique et la régularité de g et 9. En fait, si 
b o w 0  = 27r, {gnm,n,m E Z }  serait une base inconditionnelle de L 2 ( B )  ; mais 
nous allons montrer que c’est impossible. 

De nombreuses démonstrations ont été proposées, depuis la première totale- 
ment rigoureuse dûe à R. Coifman et S. Semmes, fondées sur des arguments 
différents. Nous donnerons ici la preuve de G. Battle, qui a le mérite d’être 
relativement simple et de découler du principe d’incertitude de Heisenberg. 

111.1 Le principe d’incertitude de Heisenberg 

Commençons par une brève description du principe de Heisenberg, dans sa 
forme la plus générale. Soit A un opérateur auto-adjoint sur l’espace de Hilbert 
ïi. Si u E ïi, on associe à A les quantités suivantes : 

0 Valeur moyenne de A dans l’état v : 

(A)v  = (v, A * V )  

A,A = [ (A’) ,  - (A):]  

(111.1) 

(111.2) 

0 Incertitude sur A dans 1’6tat u : 

Dans ces conditions, le principe de Heisenberg s’énonce ainsi : 
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Théorème 4 Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints sur l’espace de 
Hilbert ?f et soit v E D ( A )  n D(B) r l  D ( i [ A ,  BI). Alors 

(111.3) 1 
2 

A,,A * A u B  2 - ( i [A ,  BI),, 

(Ici [A,  B] = AB - B A  est le commutateur de A et B.) 

Preuve : On voit facilement que : A,,A = ll[A - (A), ,]  ~ V I I  et de même pour 
AuB. Soit X E l?l et évaluons : 

ll[A - (A) , ]  . v+ iX[B - (B>Ul . V1I2 

= X2A,B2 + iX(v, [ A  - (A) , , ,B  - (B),,] . V) + A,,A2 
= X2A,,B2 + L’X([A, BI), + A,A2 

I1 s’agit d’un polynôme du second degré en A, toujours positif ou nul. Son 
discriminant est donc négatif ou nul, ce qui prouve le thhorème. 

Revenons au cas de L2(l?l) et introduisons les opérateurs usuels de la 
mécanique quantique : la position 

et l’impulsion 

(III. 5) 

(111.3) s’écrit alors, pour toute f E D ( Q )  fi D(P) : 

(1II.G) 1 A f Q .  A / P  2 - 
2 

En particulier, on en déduit aisément que : 

où s = Szlf(~)12dz/llf11~ (resp. c) est la valeur moyenne de z (resp. f ) .  
La relation d’incertitude de Hcisenbcrg exprime donc l’existence d’une limi- 

te aux propriétés de concentration d’une fonction dans l’espace des phases (ou 
espace temps-fréquence) . 

111.2 Le théorème de Balian-Low 

Passons maintenant au théorème de Balian-Low. Par commodité, on intro- 
duira encore les opérateurs suivants sur L2 (a) : 

0 Modulation : E, . j ( x )  = fo,(s) (111.8) 

0 Translation : T,. f(x) = f,,o(z) (111.9) 

La preuve de G. Battle repose sur les deux lemmes suivants : 
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Lemme 2 Si f, g E L 2 ( a )  sont telles que Q f ,  Q g E L 2 ( a )  et Q - f ,  Q - 9 E 
L 2 ( a ) ,  on obtient : 

(111.10) 
1 (Q  * f ,P  * 9) - ( P  f, Q 9) = ~ ( f ,  9). 

Preuve: Q . f , Q . G  E L2(lR) implique que P .  f ,  P.g  E L 2 ( a ) .  Supposons tout 
d’abord que f,g E S ( a ) .  Alors ( Q  ‘ f ,  P .  g)  - ( P .  f, Q g )  = ( [ Q ,  Pl . f,g) = 
t ( f ,g) .  Ensuite, par densité de S ( a )  dans L2(17?.), on peut trouver deux suites 
{ f k }  et { g k }  dans s(a) telles W e f k  + f, gk -+ 9, p. f k  + p - f ,  & * f k  + Q -  f, 
P * g k  + P . g et Q . g k  + Q . g et la continuité du produit (a,-) perinet de 
conclure. 

Preuve : i) 011 vérifie aisément que [Q,Em] = O, pour tout m et [P,Tn] = O ,  
pour tout n. Donc, d’aprb l’identité de Jacobi, [Q,EmTn] = Em[Q,Tn] = 
nboE,T,,. ii) Même démonstration. 

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théorème de Balian- 
Low (ou plus exactement une forme plus faible, comme nous allons le voir). 
L’idée générale de ce résultat est qu’on ne peut construire de repère strict de 
gaborettes (et a fortiori de base de gaborettes) régulières et localisées. En 
supposant que l’on ait un tel repère, construit à partir d’une gaborette g(z), 
on a alors obligatoirement j” ~~1g(x)1~dz = 00 (donc mauvaise localisation dans 
l’espace des z) ou E21j(E)I2dE = 00 (donc mauvaise localisation dans l’espace 
des fréquences). 

Théorème 5 Soit g E L 2 ( m )  telle que ( g n m , n , m  E Z }  soit un repère de 
gaborettes, de paramètres bo et W O ,  avec bow0 = 21r. Soit {tjnm TI, rn E Z }  le 
repère dual. On nepeiit avoir alors simuitanémciit Q-9,  Q.4, Q.5, Q.5 E L 2 ( E ) .  

Preuve : Procédonspar l’absurde et supposons que Q-g,  &.Y., Q-9,  Q.6 E L2(LR). 
Nous savons que {gnm,n ,m E 27) est une base inconditionnelle bornée de 
L 2 ( a )  et { f inm,n ,m E E} est donc sa base biorthogonale. Donc (gnm,&l) = 
6nkdrn l .  Evaluons : 
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D’autre part, d’après les hypothèses, P.g, P.4 E L2(Ds) et (9, E m T n P  5)  = 
(P g, EmTn S G )  d’après le lemme 3. Donc, 

(Q * 9, P * 3 )  = x(Q 9’ E m T n  . G)(EmTn * 9, P ‘ 5 )  
= C(E-mT-nQ g>G)(g, E - m T - n P  * S) 
= C ( E m T n  *s,Q *G)(P*g,EmTn ’ 5 )  
= ( P - 9 , Q . S )  

ce qui contredit le lemme 2 et prouve ainsi le théorème. 

Remarque : Ce théorème n’est pas exactement le résultat de Balian et Low, 
mais une forme faible de celui-ci. L’énoncé original est simplement qu’on ne 
peut avoir simultanément Q . g E L 2 ( a )  et Q . tj E L2(Ds).  L’équivalence entre 
les deux énoncés est dûe à I. Daubechies et A. Janssen, qui ont montré que, si 
{grim, ri, rn E Z }  est un repère de gaborcttes à la densité critique, alors 

Q . 9  E L2(Ds) w Q * j  E L2(Ds), 
Q . tj E ~ ~ ( a )  ¢$ Q .ij E ~ ~ ( a ) .  

Le théorème de Balian-Low a, notamment, une importante conséquence né- 
gative. I1 implique que l’on ne peut espérer construire de base de gaborettes 
(orthonormée ou pas) de L2 (a) possédant sirnultanchent de bonnes propriétés 
de localisation et de régularité. Nous verrons un peu plus loin que les ondclcttes 
ne présentent pas un tel défaut. 

IV REPÈRE D’ONDELETTES 

Considérons maintenant le cas des ondclettes. La première étape est le 
choix d’une grille de discrétisation adaptée à la géométrie sous-jacente. Dans 
ce cas, le choix naturel est celui d’une grille dyadique, c’est-à-dire un réseau 

{ ( b k , u j )  = (kboa{,a{) , j ,  k E Z }  (IV.1) 

pour deux nombres réels strictement positifs a0 et bo. Sans perte de généralité, 
on peut encore se restreindre à a0 > 1, en s’y ramenant pour a0 < 1 par 
un changement j + - j .  Etant donnée une fonction $ E L1(Ds), telle que 
c$ = lq(u)12$ < 00, on considère donc la famille d’ondelettes 

L 
$ j & )  = .;$(a{. - kbo). (IV.2) 

La première remarque à faire concerne une différence fondamentale avec le cas 
des gaborettes. I1 n’existe, dans le cas des rcpZres d’ondelettes, aucun analogue 
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de la densité critique de Nyquist, ni donc du phénomène de Balian-Low. En 
effet, si { $ j k , j ,  k E Z }  est un repère d’ondelettes de paramètres a0 et bo et de 
bornes A et B et si l’on note q(z) = A-$$(!), il est facile de voir que q(z) 
engendre un repère d’ondelettes, de paramètres ao/A et Ab0 et de bornes A et B. 
De plus, même en fixant le paramètre A, on peut montrer que le phénomène 
persiste. Des exemples sont montrés dans [5]. Pour a0 fixé, il n’existe donc 
aucune valeur critique pour bo au-delà de laquelle aucun repère d’ondelettes 
ne peut exister (indépendamment du choix de $). Cette remarque est en fait 
d’une importance considérable pour la suite. La non-existence d’une version 
ondelettes du phénomène de Balian-Low permet d’espérer pouvoir construire 
des bases d’ondelettes de L 2 ( E )  possédant de bonnes propriétés de régularité 
et de localisation. Le premier exemple de telles bases a été donné par J.O. 
Stromberg en 1981 et on en connaît maintenant un très grand nombre. 

Revenons au problème des repères d’ondelettes. Nous avons ainsi vu qu’il 
n’est pas possible de trouver un domaine pour (bo ,  U O )  hors duquel { $ j k , j ,  k E 
Z }  ne peut être un repère de L2(lZ2), indépendamment du choix de $(z). En 
revanche, pour un $(z) fixé, il est possible de préciser un peu plus la situation, 
c’est-à-dire d’obtenir des estimations analogues au théorème 2 de la section II. 

Théorème 6 soit $(z) une ondelctte et soit { $ j k , j , k  E Z }  une famille 
d’ondelcttes définie par (IV.2). Notons 

(IV.3) 

(IV.4) 

(IV.5) 

(IV.6) 

si ?n($,ao) > O, n4($,uo) < O;) et c, < CO pour un certain E > 0, il existe 
aiors une valeur critique b“ telle que Vbo < b“, la fainille { $ j k ,  j ,  k E z}  est un 
repère de L2 (a). 
Preuve : Soit f E L2(E).  Evaluons 
matoire de Poisson. Ceci nous donne : 

l($jk,f)12 l’aide de la formule som- 
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Evaluons tout d’abord le terme en IC = O. I1 vaut : 

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux termes IC > O donne : 

Appliquant de nouveau l’inégalité de Cauchy-Schwarz, o n  obtient l’encadre- 
ment : 

C, < CO assure que la somme sur k converge et tend vers O quand a0 tend vers 
CO. Ceci implique donc qu’il existe une valeur critique strictement positive bC 
au-dessous de laquelle on obtient un repère. Ceci achève la démonstration du 
théorème et montre donc l’existence de repères d’ondelettes. Notons que ce 
résultat fournit très simplement des estimations pour les bornes du repère. En 
effet, on obtient immédiatement le corollaire suivant : 

Corollaire Avec les notations du  théorème préddcnt, si $(z),ao et bo sont 
tels que 

(IV.9) 

alorslafamille{$jk,j,k E Z }  est unrcpi.red’oiîdelettcsde L2( lR) ,  de bornes: 

k>O 
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Dans de nombreuses applications, il est intéressant de choisir une maille de 
réseau a0 égale à 2. Dans ce cas, il est possible d’obtenir des estimations plus 
précises pour les bornes A et B du repère. Ceci est décrit dans [5] (corollaire 
2.9). 

Remarque : Repères d’ondelettes en dimension n. On peut aussi construire 
des repères d’ondelettes en dimension n quelconque et ce pour chacune des va- 
riantes présentées au chapitre II. En ce qui concerne les ondelettes engendrées 
simplement par des translations et dilatations, on peut aisément adapter la 
démonstration du théorème précédent pour obtenir des estimations pour les 
bornes des repères correspondants. L’introduction des rotations rend la situa- 
tion légèrement plus complexe, car elle oblige à construire une discrétisation 
adaptée du groupe SO(n) ou de la sphère Sn-l, autrement dit une partition de 
SO(n) ou de 5’”-’ en cellules de volume constant (par rapport à la mesure as- 
sociée). Ainsi, on obtient aisément par des arguments similaires aux précédents 
des estimations pour A et B. Ceci a été fait dans les cas particuliers de SO(2) 
et SO(3) dans [15]. 

v REPÈRES CONTINUS ET GÉNÉRALISATION 

Nous avons dans ce chapitre introduit les repères uniquement pour décrire 
le contrôle de la discrétisation des formules continues précédemment utilisées. 

Un repère discret de L2( lR)  est naturellement introduit en considérant des 
familles de fonctions $A, où X E A est un index au plus dénombrable. Dans ces 
conditions, l’opérateur 

R : f E L 2 ( q  -) R f = (f’ +x>+x P.1) 
A € A  

n’a en général aucune raison d’être une multiplication par une constante. Le 
cas des repères discrets correspond aux cas où R est borné et inversible à 
inverse borné. On l’écrit alors sous la forme d’une perturbation d’un opérateur 
constant, ce qui conduit à l’algorithme itératif décrit au début de ce chapitre. 

V.l  Repères continus 

I1 faut cependant noter que la notion de repère peut être génkralisée au cas 
de décompositions continues, comme nous le voyons sur cet exemple simple : 
Supposons maintenant que A soit, non plus un index dénombrable, mais un 
espace mesuré ( A , p )  et considérons une famille de fonctions $A, où X E A. On 
introduit de même l’opérateur : 
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On dira alors que la famille { $ A ,  X E A} est un repère de L’(Ill) si R est borné 
à inverse borné. 

Exemple : atomes temps-fréquence. Revenons à une problématique de traite- 
ment du signai et considérons par exemple le cas des atomes temps-fréquence, 
motivé de la façon suivante. Nous entrerons plus profondément dans ces 
aspects au chapitre VII. Nous avons décrit au chapitre II deux types de 
représentations temps-fréquence linéaires, fondées sur un ensemble de trans- 
formations naturelles (translation, modulation, dilatation). Chacune de ces 
représentations est adaptée à certains types de signaux ou de problèmes. I1 
est naturel de chercher une généralisation de ces deux méthodes, en mettant 
ensembles ces trois transformations, qui n’apparaissaient que par paires dans 
les deux cas classiques. On voit immédiatement qu’il n’est pas possible de con- 
server simultanément les trois variables (R n’est pas dans ce cas borné) et qu’il 
faut donc introduire des dépendances (par exemple la variabIe d’échelle fonc- 
tion de la variable de modulation). Le programme est donc de refaire l’analyse 
précédente dans ce cadre. 

Donnons-nous donc une fonction $ E L’(Ill) et associons-lui la famille 
formée par 

où ,û(w) est une fonction de classe C’ par morceaux et b, w E iR. Si l’on prend 
A = El2 et pour mesure la mesure de Lebesgue associée, il est facile de vérifier 
que l’opérateur associé est un opérateur de convolution, donc caractérisé par 
un multiplicateur 

x ( 0  = / 1 4 ( P ( W H t  - 4) l2 dw (V.4) m 
Ainsi, on obtient un repère continu si et seulement si il existe deux constantes 
Cl et Cz telles que : 

ce qui correspond à une condition d’admissibilité portant simultanément sur $ 
et sur p. 

Nous voyons donc qu’il est facile de construire des repères continus. Dans 
ce cas, on parle parfois de repères associés à des multiplicateurs. On peut 
considérer par exemple des foiictions P( w) particulières, utiles dans certains 
contextes spécifiques. Citons entre autres la famille de choix suivante : 

0 < Ci 5 x(E)  5 c2 < 00, (V.5) 

qui conduit à des systèmes de fonctions se comportant comme des ondelettes 
à haute fréquence et des gaborettes à basse fréquence, propriété parfois utile 
pour le traitement de la parole. 



134 Ondelettes discrètes, repère d’ondelettes et de gaborettes 

V.2 Repères discrets d’ondelettes interpolantes 

Reprenons l’exemple précédent et voyons maintenant dans quelle mesure il 
est possible de remplacer l’intégrale par une somme discrète. On peut sans 
trop de difficultés renouveler l’analyse précédente, et conclure à l’existence de 
repères discrets associés aux repères continus considérés. Avec des arguments 
en tous points similaires aux précédents, on a alors un critère identique pour 
l’existence de repères discrets d’ondelettes interpolantes : 

Soit +(z) E L 2 ( B )  et soit 

{(bmn’wn)} = { ( m P ( u n ) b o , w n ) : m , n  E z}  
un sous-ensemble discret du plan temps-fréquence. Notons 

n=-m 

et 

Théorème 7 Avec les mêines notations que plus haut, si Q(t) est essentielle- 
ment borné supérieurcmeiit et inférieurement et si 

iim C B  (:) B (-a) = O  
a-+O 

k#O 

Alors, il existe une valeur critique bo, de bo telle que Vbo < bo,, la famille 

soit un repère de L2 (a), 
Nous renvoyons à [12] pour une preuve de ce résultat, ainsi que quelques 

exemples traités en détail. I1 est en particulier montré que des fonctions /3 de 
la forme P(w)  = wQ conduisent à des repères aussi bien discrets que continus. 

VI ONDELETTES “PRESQUE CONTINUES” 

I1 est souvent utile de pouvoir disposer d’une version “intermédiaire” entre 
les formules continues et les repères d’ondelettes, en particulier lorsqu’on veut 
utiliser numériquement une décomposition continue tout en essayant de pré- 
server au maximum les propriétés de covariance de la transformée continue 
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(qui sont absentes par construction dans le cas des repères). Plus précisément, 
la covariance par translation (ie. la transformée continue en ondelettes d’une 
copie translatée d’une fonction f (x)  est égale à la copie translatée -de la même 
quantité- de la transformée continue en ondelettes de f(z)) est souvent utile 
en pratique. Ainsi, étant donnée une ondelette $(x), on est amené à considérer 
la famille suivante : 

$jk(Z) = 2-j$ (2-j(z - IC)) (V1.1) 

(Alors que dans le cas d’un repère, les objets considérés sont plutôt de la forme 
2-j$ ( 2 - j ~  - I ; )  .) La différence essentielle entre ces deux types de fonctions est 
leur localisation spatiale. Alors que $ ( 2 - j ~  - IC) est essentiellement localisée 
au voisinage de x = k2j, $ (2Tj(x - IC)) est localisée au voisinage de x = k .  
Ainsi, les $jk(z) permettent-elles un échantillonnage de la transformée sur un 
réseau régulier en IC, indépendant de l’échelle. 

Commençons par considérer une ondelette $(x) telle que 

14(2j<)12 = i (presque partout) (VI.2) 
j 

et notons, pour tout f E L2(Di), 

T f m  = T f ( X ,  2 j )  = (1, $jk) (VI.3) 

Lemme 4 La traiisforination f E L2(IR) -+ {Tjf E L2(Dt),j E Z} est une 
isométrie. 

Preuve : Un calcul immédiat montre que 

IITjrll2 = / I ~ ( < ) I ’  1 4 ( 2 j < ) 1 ~  d< (VI.4) 
IR 

et le lemme en résulte. 
On introduit alors la fonction #(z) E L’(Et), choisie de telle sorte que 

(VI.5) 

et pour toute fonction f E L2(Di)  

S&) = (f, 4jk) (VI. 6 )  

Alors que la fonction Tj f (z )  représente essciiticllement les “détails” de f (x )  
à i’échelle 2j, Sjf(x)  représente une approximation (ou un lissage) de f(z) à 
cette même échelle, que l’on exprime comme superposition de tous les détails 
aux échelles supérieures. 
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Remarque : Notons ici que la discussion qui précède est très proche dans l’esprit 
de la section VI.l du chapitre II. I1 s’agit en effet d’une version discrète de cette 
dernière, mais aussi d’un premier pas en direction des analyses multirésolution 
proprement dites, abondamment décrites dans [Me] et [6] et que nous avons 
donc choisi de ne pas aborder dans cet ouvrage. 

En pratique, les fonctions ou signaux considérés sont le plus souvent discré- 
tisés, c’est-à-dire donnés par un ensemble de valeurs numériques (échantillons) : 
{fn,n E Z}. Ceci introduit naturellement une limite sur les échelles à con- 
sidérer, par exemple j = O. I1 s’agit alors d’évaluer des coefficients F j f ( k ) ,  k E 
Z,j E AJ associés à la suite {in}. 
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Chapitre VI1 

ÉTATS COHÉRENTS ET 
REPRÉSENTATIONS DE CARRÉ 

INTÉGRABLE DE GROUPES 
LOCALEMENT COMPACTS ET 

D’ESPACES HOMOGÈNES 

Ce chapitre, quelque peu marginal par rapport aux autres aspects traités 
dans cet ouvrage, est consacré à une approche différente des représentations 
temps-fréquence et à leurs généralisations multidimensionnelles. Nous allons en 
effet voir comment les dériver en se basant sur de simples principes de symétrie. 
L’idée est ici d’élaborer un “algorithme” de construction de représentations 
temps-fréquence, à partir d’hypothèses de covariance. I1 s’agit là d’une pro- 
cédure très courante en physique quantique et en optique notamment, où elle 
porte parfois le nom de représentation en états cohérents. 

Le langage employé dans ce chapitre cst celui de la théorie des groupes. 
Nous renvoyons à l’annexe B pour une description sommaire des concepts 
nécessaires. Le schéma général est le suivant : étant donné un espace de 
Hilbert 3c (en général un espace L2,  espace auquel appartiennent les signaux 
dans notre cas) sur lequel agit un groupe de symétrie G, on associera à chaque 
élément v E 3c (à chaque fonction analysée) une fonction de L2(G)  ou de 
L 2 ( X ) .  X est un espace homogène par rapport à G (c’est-à-dire que l’on sait 
faire agir G sur cet espace), faisant apparaître explicitement des propriétés 
possibles d’invariance de v (par exemple, dans le cas des ondelettes classiques, 
l’invariance par changement d’échelle). Les questions que l’on se pose alors 
sont : Quelles sont les symétries possibles ? Sont-elles respectées exactement 
ou de façon approchée ? 

I INTRODUCTION 

Avant d’entrer dans le vif du sujet, il est utile de préciser en quelques 
mots les motivations à se placer dans un cadre algébrique pour décrire les 
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représentations temps-fréquence. Nous avons eu l’occasion de voir, au chapi- 
tre II notamment, que les ondelettes (ou gaborettes) sont engendrées à partir 
d’une fonction unique par des transformations géométriques simples. Nous 
avons aussi eu l’occasion de voir quelles sont les propriétés de covariance de ces 
transformées et les conséquences de la covariance. (I1 s’agissait de covariance 
temps-fréquence.) On peut aussi illustrer la covariance position-échelle. Pour 
ceci, considérons une expérience imaginaire dans laquelle l’on aurait à utiliser 
un automate sur une planète lointaine. Cet automate aurait à prendre des 
décisions (du type “j’avance” , “je recule”, “j’enjambe” , “je contourne” . . . ) 
en fonction de son environnement. Une possibilité serait de pouvoir disposer 
d’une représentation de cet environnement, représentation qui lui fournirait des 
renseignements quant à la position et la taille des obstacles. On se retrouve là 
dans un contexte “position-échelle”. De plus, la taille dans la représentation 
doit être proportionnelle à la taille réelle et la position refléter la position réelle 
des obstacles. Ceci est exactement une contrainte de covariance. 

Nous préciserons un peu plus dans ce chapitre les structures géométriques 
sous-jacentes. Dans un premier temps, nous décrirons le cadre dans lequel 
se placent les représentations temps-fréquence, à savoir le cadre des représen- 
tations de carré intégrable de groupes localement compacts. Puis, nous ver- 
rons pourquoi toutes les propriétés de covariance ne sont pas accessibles, ce 
qui nous amènera à considérer le cas plus complexe des représentations res- 
treintes à un espace homogène. Nous verrons alors sur quelques exemples 
(le développement de la théorie complète va bien au-delà des objectifs de ce 
livre) se dégager un choix naturel pour l’espace homogène, bien connu des 
géomètres et des algébristes sous le nom d’“espace des phases”, c’est-à-dire 
un espace de dimension paire contenant simultanément des informations spa- 
tiales et fréquentielles. Ceci nous ramène naturellement aux représentations 
“temps-fréquence” et donne un éclairage différent aux méthodes développées 
au chapitre V en particulier. 

II REPRÉSENTATIONS DE CARRÉS 
INTÉGRABLES ET ETATS COHÉRENTS 

Parmi les représentations unitaires d’un groupe localement compact G, il 
existe une classe de représentations particulièrement intéressantes, dites de 
carré intégrable. Considérons une représentation unitaire K du groupe locale- 
ment compact G sur l’espace de Hilbert fi. 

Définition 1 K est de carré intégrable si : 

(i) K est irréductible ; 
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(ii) il existe un élément u E 31, u # O, tel que 

(11.1) 

u est dit vecteur admissible. 

Remarquons que si x est de carré intégrable et si p est une autre repré- 
sentation de G unitairement équivalente à x, alors p est elle aussi de carré 
intégrable. 

11.1 Coefficients de Schur et relations d'orthogonalité 

Si n est une représentation unitaire de G sur 31, on lui associe la famille 
suivante de fonctions sur G, appelées coefficients de Schur et définies par : 

De tels coefficients jouent un rôle extrêmement important dans la théorie des 
représentations des groupes localement compacts en général. Ils sont particu- 
lièrement intéressants dans notre contexte, car ils vérifient des relations dites 
d'orthogonalité. 

Ces relations ont d'abord été obtenues dans un contexte de groupes fi- 
nis, puis compacts , localement compacts unimodulaires [8] et non unimodu- 
laires [7], [5]. Les relations d'orthogonalité des coefficients de Schur permet- 
tent en particulier de réaliser une représentation de carré intégrable comme (à 
équivalence unitaire près) une sous-représentation irréductible de la rcprésen- 
tation régulière gauche du groupe, ce qu'exprime le résultat suivant : 

Théorème 1 Soit x une représentation irréductible unitaire du groupe G (lo- 
calement compact séparable) dans l'espace de Hilbert 3-1. Alors x est unitaire- 
ment équivalente à une sous-représentation irréductible de la représentation 
régulière gauche si et seulement si il existe un cocfficient de Schur q5+u qui soit 
de carré intégrable. 

Preuve : 1)  Soit + E 3-1 et supposons qu'il existe Y E 3-1 tel que q5+u appartienne 
à L2(G) .  Soit T : 3-1 4 L 2 ( G )  I'opbrateur défini par : 

T : u + T, = &,u (11.3) 

L'irréductibilité de K assure que T est densément défini sur 3-1. De plus, si 
g ,h  E G, on a 

Tr(h).v(g) = (x(h) ' u, x ( g )  ''$) = (u ,  x(h-'g) ' '$) = Tu(h-'g) = * (9) 
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de sorte que T entrelace ‘IT et X (voir l’annexe B pour une définition des 
opérateurs d’entrelacement). Le lemme de Schur assure donc que T est un 
multiple d’une isométrie et est défini sur tout îi. I1 en résulte que ‘IT est uni- 
tairement équivalente à une sous-représentation de A, ce qui prouve la première 
partie du théorème. 

2) Soit IC c L2(G)  un sous-espace fermé invariant minimal de L2(G) ,  soit 
P : L2(G)  + IC le projecteur orthogonal associé et soit F E IC. Soit une 
fonction continue à support compact sur G, telle que F * & # O, où on a posé 
comme à l’habitude &(g) = @(g-’)* .  Alors 

et F * 6 E L2 (G), ce qui achève la preuve du théorème. 

îi: 
On peut donc écrire, pour tous u, v E îi et tous vecteurs admissibles $, û E 

(11.4) ( d v u ,  4eu) = CQe (u, v) 

où c+e est une constante que l’on supposera finie. 

théorème 2. 
Quant aux relations d’orthogonalité elles-mêmes, elles sont données par le 

Théorème 2 Soit ‘IT une représentation unitaire de carré intégrable de G su r  
l’espace de Hilbert îi. Alors il existe un unique opérateur auto-adjoint positif 
A, tel que 

A n(g) = A b )  4 g )  * A (11.5) 

et tel que l’on ait de plus : 

0 Si $J,v E 3c, &, E L2(G)  si et seulement si $ appartient a u  domaine de 

0 Pour tous v, v’ E îi et $J, $‘ E Dom on a : 

Si G est unimodulaire, A est un niultiple de l’identité. 

Preuve : Nous renvoyons à [7] et [9] pour deux dbmonstrations différentes de ce 
résultat, que nous n’utiliserons pas directement ici. L’opérateur A est appelé 
dimension fornîelle de n. Nous verrons plus loin qu’il prend dans certains cas 
une forme extrêmement simple. 

Nous verrons aussi, quand nous considèrerons des exemples précis, comment 
traiter le cas des représentations complètement réductibles. 
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11.2 Etats cohérents et transformation associée 

Nous allons maintenant voir comment les représentations de carré intégrable 
permettent de se placer dans le cadre de la théorie des états cohérents (géné- 
ralisés) tels qu’ils sont définis par J. Klauder et B. Skagerstam [13]. Suivant 
Klauder et Skagerstam, on définit une famille d’états cohérents dans un espace 
de Hilbert îi comme une famille d’éléments de îi, que nous noterons {Ox, A E 
A}, indexée par un espace mesuré {A,p}, telle que les conditions suivantes 
soient réunies : 

(i) Continuité : Ox est une fonction fortement continue de l’indice A. 

(ii) Résolution de l’identité : L’égalité opératorielle suivante est réalisée 
faiblement : 

(11.7) 

où TA est la forme linéaire sur îi : 

et où ~ A @ T A  est donc le projecteur de rang 1 (en général non orthogonal) : 

La résolution de l’identité est parfois notée en utilisant les notations de 
Dirac : s, IX)(XldP(X) = 1 (11.10) 

où IX) représente le vecteur B A  et (XI la forme linéaire T A .  On parie aussi 
de relation de complétude ou de fermeture. 
On appelle coefficients de 7~ E 3-1 les produits scalaires : 

S,(X) = (OA,7J) = TA(u) (II. 11) 

Les coefficients forment la transformée de u,  qui est une fonction sur A et vérifie 
l’équation intégrale : 

&(A) = IqX,X‘)s,(A’)dp(X’) (II. 12) s, 
où le noyau 

I+, = (ex, ex,) 
est appelé noyau reproduisant associé à la famille {ex, X E A}. 

(11.13) 
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11.3 Retour aux représentations temps-fréquence 

Nous allons maintenant voir quel est le lien entre représentations temps-fré- 
quence, états cohérents et représentations de carré intégrable. Plus particuliè- 
rement et en suivant [9], nous allons voir comment l’équivalence unitaire des 
représentations de carré intégrable avec une sous-représentation irréductible de 
la représentation régulière gauche fournit automatiquement des familles d’états 
cohérents et des transformations de type “transformation en ondelettes” as- 
sociées. 

En effet, reprenons la preuve du théorème 1 et considérons l’opérateur 
d’entrelacement utilisé. 

T :  v E 3c +Tu = &,u (II. 14) 

Cet operatcur est donc une isométrie et peut ainsi être inversé en utilisant son 
adjoint. On obtient ainsi : 

Corollaire 1 Soit r une représcntatioii de carré intégrable de G s u r  l’espace 
de Hilbert 3c et soient +, 0 E 3c deux vecteurs adniissibles. Alors tout élément 
v E X adniet la décomposition suivante : 

où l’iiitégrale est à prendre a u  sens de la convergence faible et où 

et la constante cde est donnée par 

(11.15) 

(II. 16) 

(II. 1 7) 

Nous nous retrouvons donc dans le même cadre foiinel que celui dans lequel 
nous avons placé les théorèmes de représentation du chapitre II. L’identification 
est plus complète encore lorsque l’on met en évidence les noyaux reproduisants 
dans les deux cas. NOLIS avons obtenu une transformation intégrale inversible, 
associant 3c à un sous-espace de L2(G) .  G est un groupe de transformations 
naturel associé à la représentation. Nous allons voir que les représentations 
temps-fréquence étudibcs au chapitre II se placent parfaitement dans ce cadre. 

Notons au passage que la formule de reconstruction exprime le vecteur v E 
3c comme superposition de contributions n(g) 8 qui peuvent a priori être 
différentes des fonctions d’analyse r (g) .+.  On parle alors d’ondelettes d’analyse 
et d’ondelettes de reconstruction. 
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11.4 Exemples 

Nous décrivons maintenant quelques exemples simples pour lesquels la cons- 
truction précédente fonctionne et conduit à des théorèmes de représentation de 
type temps-fréquence. 

11.4.1 Le groupe affine et les ondelettes classiques 

L’exemple le plus simple est sans doute celui conduisant aux ondelettes 
unidimensionnelles classiques que nous avons étudiées. Le groupe correspon- 
dant est le groupe des transformations affines de la droite, ou groupe affine, ou 
encore groupe a x  + b. 

G a f f  = lR; x lR 
La loi de groupe est donnée par : 

(11.18) 

( b , a ) .  (b’,a’) = (b+ab’,aa‘) (11.19) 

I1 est facile de montrer (voir par exemple [lo]) que Ga!, possède en tout et 
pour tout deux représentations unitaires irréductibles inéquivalentes, agissant 
sur 

H$(lR)  = { f E L2(a ) ,  f(*Q = 0v‘E 5 O} (II. 20) 

de la manière suivante : 

(11.21) 

Un calcul direct montre que ces deux représentations sont effectivement de carré 
intégrable, de sorte qu’elles fournissent gratuitement un système d’ondelettes. 
En effet, si 1c, E H:(lR) est un vecteur admissible, c’est-à-dire si 

alors Vf E H: (a), on peut écrire : 

(11.22) 

(II. 23) 

où 
T f ( b ,  a )  = 4J$f(b, a )  = (f , +,a) * 4 (11.24) 

Pour faire le lien avec la version de l’analyse par ondelettes utilisée en théorie 
de Littlewood-Paley (c’est-à-dire sur L 2 ( a )  ct non H z ( R ) ) ,  il est utile de faire 
la remarque suivante. 
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Proposition 1 Soient T I ,  ... ‘ITN N représentations unitaires de carré intégrable 
inéquivalentes de G sur Ri, . . .ZN respectivement et soit ‘IT = E ~ ” ’ I T ~  leur 

somme directe, agissant sur R = E r @ X i .  Notons Pi le projecteur orthogonal 
de R sur X i .  Soit II, E R. Alors, on obtient la résolution de l’identité suivante 
s u r X : V u E R  

1 P  

si et seulemelit si Pi 1c, est admissible pour  IT^ quel que soit i = 1, ... N et 

c$ = c i  = J ,  I(pi . $ 7  r i ( g )  . pi . *,>I2 dp(g) (11.26) 

est une constante finie, différente de zéro et indépendante de i = 1, ... N 

Preuve : Soit u E R. Ecrivoiis u = Pi . u. Alors on a 

où on a utilisé l’orthogonalité des Pi et l’irréductibilité des ‘IT;.  

qu’il ne soit pas uniformément nul. Alors on voit aisément que l’opérateur 
Considérons tout d’abord le second terme (“termes croisCs”) et supposons 

r 

entrelace  IT^ et  IT^, d’où une contradiction avec l’inéquivalcnce des représenta- 
tions. Donc 
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ce qui achève la preuve de la proposition. 
Dans notre cas, étant donné que L2(IR) = Hi(1R)  @ H?(IR),  on pourra 

“recoller les morceaux” dès lors que la contribution de l’ondelette 1c, à la de- 
scription de Ht(LR) sera égale à celle correspondant à H ? ( B ) .  Ceci revient à 

ce qui est vérifié dès que l’ondclette 1c, est à valeurs réelles ou imaginaires pures. 

11.4.2 Le groupe de  Weyl-Heisenberg et les gaborettes 

Un autre exemple très classique (ct abondamment décrit dans [19]) est 
fourni par le groupe de Weyl-Hcisenberg dit polarisé, ie. 

GYvlI = LR2 x S’ (11.27) 

(où on a identifié le cercle S’ à l’intervalle [ -7r ,7r ]  modulo 27r) avec la loi de 
groupe suivante : 

(4 ,P’  4) . (d’d’ 4) = ( 4  + d , P  + P/> 4 + 4 + P d )  (II. 28) 

La théorie des représentations unitaires irréductibles de GWH est bien connue et 
le théorème de Stone-von Neumann (voir par exemple [15]) montre que toute 
représentation unitaire irréductible de Gwll est unitairement équivalente à 
l’une des représentations sur L2(IIz) suivantes (où X E 22, X # O) 

(II. 29) 

Un calcul direct montre que ccs représentations sont de carré intégrable et que 
tout 1c, E L’(El) est admissible (le groupe étant unimodulaire) ; la constante 
d’admissibilité est donnée par 

c11 = 2~11P!41; (11.30) 

(on a pris ici X = 1). 
La représentation temps-fréqucnce correspondante conduit à l’analyse de 

Fourier à fenêtre glissante (ou analyse de Gabor) : Pour toute fonction f E 

où la transformée de Gabor est donnée par 

(II. 3 1) 

(II. 32) 
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Les gaborettes en dimension n s'obtiennent trbs facilement comme générali- 
sations des gaborettes unidimensionnelles. En utilisant le langage des représen- 
tations de carré intégrables, il suffit de considérer le groupe de Weyl-Heisenberg 
en dimension n, i e .  Gww Y El2" x S', avec la même loi de groupe qu'en 
dimension 1. On obtient alors la résolution de l'identité suivante : 

où la transformée de Gabor est donnée par 

11.4.3 Les ondelettes de R. Murenzi 

Le problème de la réductibilité de la représentation classique du groupe 
affine sur L 2 ( a )  se pose avec plus d'acuité encore dans le cas multidimension- 
nel. Le groupe affine sur Di", isomorphe à lR; x LR", agit unitairement sur 
L2 ( Din) comme suit : 

(II. 34) 

Mais si R est un cône quelconque (de sommet l'origine) dans Di", on voit 
aisément que l'espace 

&2(lR2") = {f E L2(an),SUPP(f) c a} (11.35) 

est invariant par K .  Donc K est hautement réductible. Ce problème peut être 
réglé de deux manières diffkrcntes, que nous avons déjà rencontrées dans le cas 
unidimensionnel. 

La première solution revient à utiliscr une gbnkralisation de la proposition 
utilisée dans le cas unidimensionnel et à écrire L2(Din) comme somme hilber- 
tienne de copies de H2(1i2), indexées par les dements de la sphère Sn-'. On 
considère alors une ondelette $ E L2(Eln) telle que "sa contribution à chacun 
des sous-espaces H 2 ( D i )  soit constante", ou plus précisément telle que : 

(11.36) 

soit simultanément différent de zéro, fini et indépendant' du vecteur unitaire 
E E DIn. On obtient la résolution de l'identité suivante, que nous avons déjà 

Compte tenu de l'invariance par changement d'échelle de  la mesure, ceci peut être obtenu 
en supposant que Iq(()l' est  invariant par rotation. On  parlera alors d'ondelette radiale. 
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rencontré au chapitre II : Pour tout f E L2(Rn)  : 

où 

(II. 37) 

Comme nous l’avons vu, cette solution est parfaite tant que l’on ne s’intéresse 
qu’à des aspects position-échelle, mais souffre de son manque de précision 
fréquentielle (ou plus précisément de l’absence de variable angulaire dans l’es- 
pace des fréquences). 

Les ondelettes “avec rotation” de R. Mureiizi [ l G ]  entrent parfaitement dans 
le cadre des représentations de carré intégrable. I1 suffit d’ajouter aux degrés 
de liberté de translation et de diangement d’échelle une variable de rotation. 
On considère donc le groupe euclidien inhoinogbne qu’il note IG(n ) ,  donné par 
le produit semi direct : 

IG(n )  = (IR; x S û ( n ) )  x IR’’ (11.38) 

(où SO(n) est le groupe des rotations en dimension n) ,  avec la loi de groupe 
suivante 

(11.39) 

La théorie des représentations unitaires de IG(n)  est relativement bien connue. 
La représentation qui nous intéresse est la suivante. L’espace de représentation 
est L*(Et!’’) et I G ( n )  agit coniine suit : 

( a ,  r, b )  . (a’, r’, b’) = (au’, rr’, b + ar-’ b )  

(II. 40) 

On vérifie aisément que 7r est une représentation de carré intégrable et la théorie 
générale lui associe des systbmes d’états cohérents. Si $ E L2(IRn) satisfait à 
la condition d’admissibilité, qui s’écrit ici2 

(11.41) 

on a alors, pour tout f E L2(IRn) : 

*Le volume du sous-groupe S û ( n  - 1) ne joue aucun rôle dans  l’admissibilité d e  $, car 
les groupes d e  rotation sont  des groupes compacts. 
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où la transformée en ondelettes est cette fois donnée par : 

s i  l'on pose $(,5u,r) ( x )  = [7r(b, a ,  r )  $1 ( x ) ,  on voit aisément que : 

(11.43) 

(11.44) 

de sorte que si $ est bien localisée au voisinage d'une fréquence 6 = ko, $(b+,,p) 

est elle aussi bien localisée, cette fois au voisinage de la fréquence 6 = a-'r .ko. 
En faisant varier a et r respectivement dans lR; et dans SO(n) ,  ceci permet 
de décrire tout l'espace de Fourier. Plus généralement, considérons un groupe 
de la forme 

G = H x a "  (11.45) 

où H est un sous-groupe du groupe des matrices n x n à coefficients réels. Soit 
U c iR" un sous-espace invariant par H minimal. I1 est facile de se convaincre 
que la représentation suivante de G sur 

(II. 4G) 

donnée par 
7r(h,b).  f ( z )  = I det hl-"/'f (h-' (z - I > ) )  , (II. 47) 

est irréductible et unitaire. Pour certains sous-groupes H convenablement choi- 
sis, on peut montrer que r est de carré intégrable et conduit ainsi à un systèmes 
d'ondelettes de HU(Ili?"). 

Si on prend, par exemple en dimension 2, le cas des matrices diagonales à 
coefficients positifs : 

(11.48) 

la représentation donnée en (11.47) est de carré intégrable, si l'on prend par 
exemple U = LR; x a;. Dans ce cas, la condition d'admissibilité est donnée 
par : 

(11.49) 

Ce que l'on obtient dans ce cas est simplement une version "produit tensoriel" 
des ondelettes bidimensionnelles ; nous verrons dans le chapitre suivant une 
version algorithmique de ces ondelettes "produit tensoriel". 
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III CARRÉ INTÉGRABILITÉ, MODULO UN 
SOUS-GROUPE ET ONDELETTES ASSOCIÉES 

111.1 Retour sur le groupe de Weyl-Heisenberg 

L’exemple le plus simple, c’est-à-dire le groupe de Weyl-Heisenberg, a déjà 
été décrit quelques lignes plus haut dans la discussion de la construction de 
Perelomov. Le résultat de Duflo-Moore s’applique bien entendu encore au 
groupe de Weyl-Heisenberg polarisé décrit précédemment, mais plus du tout 
si l’on considère le groupe de Weyl-Heisenberg plein lR2 x l7l’ dans lequel 
on autorise le facteur de phase à appartenir à la droite réelle toute entière 
et non plus à l’intervalle [-K,x]. On peut aisément se convaincre dans ce 
cas là qu’aucun élément de L2(171) n’est admissible. Nous avons pourtant eu 
l’occasion de signaler que le terme de phase q5 ne joue strictement aucun rôle 
dans la construction. C’est pourtant lui qui est le responsable de la divergence 
des intégrales et qui fait échouer la construction directe des états cohérents à 
partir de la représentation. Dans un certain sens, on peut dire que “Gabor a 
été sauvé par la compacité de S1”. 

111.2 Ondelettes indexées par un espace homogène 

Décrivons maintenant le cadre général dans lequel nous allons travailler. 
Soit G un groupe de Lie localement compact séparable et soit T une rcprésen- 
tation unitaire irréductible continue de G sur l’espace de Hilbert ‘fl. Soit H 
un sous-groupe fermé de G ,  considérons l’espace quotient3 x’ = G / H .  Soit 
p une mesure quasi-invariante sur X, c’est-à-dire que la transformée de p par 
action de G est absolument continue par rapport à p. Le groupe G est alors 
canoniquement muni d’une structure d’espace fibré (voir l’annexe B pour une 
définition), de projection : 

I I : G + X  (111.1) 

Pour restreindre la représentation K à. .Y, il est nécessaire d’introduire une 
section u : X -t G de cet espace fibré. I1 résulte de théorèmes généraux que 
l’on peut toujours trouver de telles sections qui soient C” par morceaux et 
Borel intégrables. On considère alors l’application 

7rn : x + U(Z) (111.2) 

définie par 
?Tn=7T0u (111.3) 

3Nous considérons ici le cas des quotients à droite ; les quotients à gauche se traitent d e  
manière tout à fait identique. Dans les exemples discutés par la suite, i l  peut arriver que pour 
des raisons pratiques, on considère plutôt l’un ou l’autre des types d’espaces homogènes. 
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Soit maintenant $ E 3c. On introduit l’opérateur A, : 3c + 3c défini par : 
vu E 3c 

du * 21 = L ( u ,  ru(x) $) ru(x) $ , ~ P ( z )  (111.4) 

Définition 

1. On dira que la section (T est strictement admissible si A, est un multiple 
de l’identité. 

2. On dira que la section (T est admissible si A, est un opérateur borné, 
inversible à inverse born&. 

3. Une représentation du groupe G, telle qu’il existe un $ E 3c et une section 
admissible, sera dite de carré intégrable modulo H .  

111.3 Atomes temps-fréquence : le groupe de Weyl-Heisen- 
berg affine 

Nous nous tournons maintenant vers des exemples un peu plus complexes, 
pour lesquels nous appliquerons la procédure précédemment décrite. Notre 
premier exemple est le groupe de Weyl-Heisenberg affine, c’est-à-dire le groupe 
de Weyl-Heisenberg étendu (par produit semi-direct) par des changements 
d’échelle en dimension 1. Topologiquement : 

Galv f~  E LR; x LR3 (III. 5 )  

Algébriquement, il s’agit de produits semi directs, dans la mesure où la dilata- 
tion (IR;) agit sur ies translations (LRZn ou L R z )  de manibre naturelle. La loi 
de groupe est donnée par 

(clip, a ,  r ,  4) . ( d , P / ,  .I’ +, 4) )  (III. 6) 

Pourquoi consicl6rer un tcl groupe ? La motivation provient de l’analyse 
du signal en dimension 1, essentiellement, et est fondée sur la constatation 
suivante : Les ondelettes effectuent une analyse à largeur de bande relative 
constante ; en d’autres tcrnies, la largeur de bande d’une ondelette ~ + ! + b , ~ )  (ou sa 
largeur de bande effective si 4 n’est pas à support compact) est proportionnelle 
à la valeur de la fréquence autour de laquelle elle est localisée. En revanche, les 
gaborettes, engendrées par translation et modulation, effectuent une analyse à 
largeur de bande absolue constante, c’est-à-dire que leur largeur de bande ne 
dépend pas de la fréquence ana1ysi.e. 

Or, étant donné un signal à analyser, rien ne dit a pr ion  que l’une ou l’autre 
des deux méthodes est la plus efficace pour l’analyse. Bien au contraire, on sait 

= ( 4  + U r  . q / , p  + a-’r . p l ,  aa’, r r / ,  4 + qs + p(ar-1 . q / ) )  
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maintenant avec précision (voir [4] par exemple) que, dans le cas des signaux 
modulés en fréquence, les fréquences instantanées dépendant linéairement dii 
temps sont optimaleinent analysées par les gaborettes, alors que les ontlclcttcs 
sont optimales dans le cas des fréquences instantanées qui sont fonction liy- 
perbolique du temps. Nous avons aussi eu l’occasion d’évoquer brièvement ce 
problème au chapitre V ; certains signaux peuvent être modélisés fidèlement 
comme superpositions de composantes niodulbcs en amplitude et en fréquence. 
Or, en fonction de leur largeur de bande locale, il peut arriver que certains 
de ces signaux soient mieux représentés localcment par des ondelettes ou des 
gaborcttes (la fonction d’analyse peut faire interagir plusieurs composantes, 
comme nous l’avons dit au cliapitre V). Diiris ce cas, on peut avoir besoin de 
minimiser cette interaction ou, aii contraire (comme on le fait en traitcinent 
de la parole), de la maximiser pour produire une description plus proche d’un 
modèle donné (voir [ 2 ]  par excniple). 

On peut donc essayer de concilier ces deux approches et engendrer des 
théorèmes de représentation dc type tcml)s-frécliieice fondés, comme les on- 
delettes, sur un outil de base (l’oiiclclctte iiibre) et un ensemble élargi de trans- 
formations simples (en l’occurence des translations, dilatations et inodulatioiis). 
Si l’on en revient au cadre g6néra1 décrit plus Ililut, il s’agira de travailler siir 
la base du groiipc de Weyl-Heisenberg affine. Dans le cas miiltidiiiiciisioii- 
iiel, on s’intéressera à une généralisation des ondelettes de R. Murciizi, ce qui 
implique l’introduction de rotations. L’étape siiivaiite sera l’adaptiition <IC la 
décomposition au signai, c’cst-%-clire lii rechcrclie de la représentation la mieux 
adaptée à la description souhaitée. Ce progriiiiinic imite, avec line plus graiide 
souplesse et dans une approdie plus géométrique (mais ai1 prix d’iiiie perte 
de la puissance aigoritliriiique), la niétliode t l ~ s  paqiicts d’oiidclcttes iiitrodiiite 
par R. Coifniaii et ses collaboratciirs. 

Nous allons donc inoiitrcr coiiiiiiciit construire dcs systbines d’ondclctt(,s 
à fréquence centrale et largcur de b;iritlc variable et adilIjtilble. La représcii- 
tation que nous considbrcrons n’est, bien ciitciiclii, pas de carré integrable et 
il est nécessaire d’utiliser le formalisme pr6cédcnt. Nous allons voir cliie dans 
certains cas, la section du fibré G -+ X fournit la fonction cliii a<IiiI>tc l a  largeiir 
de bande à la fréqiiciicc centrale des ontlclcttcs. 

Reprenons donc le groiipc de Weyl-Hcisciibcrg affine Gu\,,,, . Pour ne pas  
alourdir inutilcinent l’exposé, nous iioiis h i i t  crons au cas ~iiii(liniciisioiiiic1, rcii- 
voyant à [I 11 pour IC traiteiiiciit du cas iniilti<IiriieIisioriiicl. Lcs rcpréscntatioiis 
unitaires irréductibles de Gult/,I peuvcnt être complbtcmcrit classifiées (à équi- 
valence unitaire près, voir [I I]) et iioiis noiis rcstrcintirons à la rcprkntütioii  

Un calcul immbdiat montre IC lciniiie siiivaiit : 
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Lemme 1 ü n’est pas de carré intégrable. 

Bien que ces représentations ne soient pas de carré intégrable, elles sont 
tout de même intéressantes pour notre propos. La preuve immédiate du lemme 
1 montre en effet que la divergence de l’intégrale (11.1) pour la représentation 
considérée provient d’un domaine d’intégration de dimension “trop grande” 
(nous reviendrons plus loin sur cette notion4), qu’il convient donc de réduire. 
Dans la droite ligne du programme défini plus haut, il est ainsi naturel de 
considérer des quotients de Gaw[[.  Considérons par exemple le sous-groupe 
suivant : 

(111.8) = {(O’ O’ a, 9)’ a E m+, 9 E I-, 74 ’ 
l’espace quotient : 

X = Gawii / H ,  (111.9) 

ainsi qu’une section u : X + G a w ~ .  En paramétrant X par des éléments 
{ ( b ,  w )  E m’}, nous noterons donc 

w )  = (b ,  w,  4% w),  w, w ) )  (III. 1 O) 

et 
U , = U o a  

la restriction associée. 

(111.11) 

Proposition 2 

(i) Avec les notations prkcédentes, l’opkrateur A, défini en (111.4) est un 
opérateur de convolution, donné par le multiplicateur 

(III. 12) 

(ii) O est admissible si il esiste $ E L’(El) tclle que le multiplicateur mu([) 
soit essentiellen~ent borné inférieuremcnt et siipérieurement, ie. qu’il 
existe deux constantes A, B telles que 

O < A I m,(C) 5 B < 00 p.p. (III. 13) 

Preuve : Le calcul formel est immédiat ; une preuve plus complète peut être 
trouvée dans [14] par exemple. 

L’information importante es t  ici qu’il existe un espace “temps-fréquence” naturellement 
associé à la représentation considérbe ; cet espace “temps-fréquence” est naturellement ho- 
mogène par rapport à l’action du  groupe. Nous verrons que les divergences apparaissent dès 
que la représentation est telle que chaque point de  cet espace est “visité” une infinité de  fois. 
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Remarque : Nous avons déjà discuté ces décompositions, ainsi que leurs ana- 
logues discrètes, au chapitre précédent. 

Exemples : Parmi les exemples classiques, on peut citer un certain nombre de 
sections u : 

i) La section constante 

cr(b,w) = a0 

conduit bien évidemment aux gaborettcs usuelles. 

2) On voit facilement que les sections “affines” 

(III. 14) 

% f f ( b , W )  = ( A u  + p)-’ (111.15) 

(ou IXw+pl-’) conduisent à une analyse par des ensembles de fonctions, copies 
dilatées et translatées d’une fonction unique (dans ce cas une copie modulée de 
la fonction $(x)), donc à une analyse très proche de l’analyse par ondelettcs. 

3) Dans les deux cas précédents, on voit facilement que A, est un multi- 
ple de l’identité ; ces deux sections sont donc strictement admissibles. Plus 
généralement, on introduit entre les deux une famille de “sections interpolantes” 
de la forme 

a u ( b , w )  = IXW + plu  (III. 16) 

qui ont la propriété de fournir une transition continue entre les deux sections 
précédentes (à la valeur absolue près). L’intérêt de ces sections est que l’on 
peut les voir comme une famille à un paramètre (le paramètre v, les autres 
étant fixés), qui permet donc de rechercher la valeur “optimale” (dans un sens 
à préciser, par exemple au seils du niininiiim d’entropie, comme le font R. 
Coifman et ses collaborateurs) pour un signal donné (voir par exemple [17]). 

4) Une autre famille “naturelle” de sections est donnée par les sections O qui se 
comportent comme (111.14) 2 basse fréquence et (111.15) à haute fréquence. Ce 
type d’ondelettes a parfois été utilisé pour la modélisation du système auditif 
humain (voir [2]). 

Etant donnée une section admissible u et une fonction II, E L2(ZR) telle que 
(111.13) soit valide, on peut introduire 

(III. 1 7) 

où 
a immédiatement : 

est l’opérateur de convolution défini par le multiplicateur rnl l” .  On 
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Proposition 3 Avec les notations précédentes, toute f(x) E L’(Di!) peut être 
dCcoinposée coinine : 

r 

(111.18) 

(111.19) 

Rciiiarquc 1 : Oil a bien entendu toujours une formule de type Planclierel, 
expriiriant la coiiservatioii de l’énergie : 

(111.20) 

Eii revanche, la restriction de U à X se traduit par la disparition des propriétirs 
de coviiriaiice de la représentation par rapport à l’action de  gal^^^. En effet, 

n’est en géniiral pas lié de façon simple à T T ( b ,  w ) .  On parle parfois dans ce 
cils de covariance avec torsion (voir par exemple [il), que l’on exprime dans le 
cils giriiiird sous la foïiiic suivante : 

(III. 2 1) ~ ~ d ~ ) 1 , 2 ~ , ~ ~ ~ ( d ~ ) - 1 , 2 . , ( x )  = Ty(g-l . .) 

Rcmaiqiie 2 : Retour s u r  i’adaptativité. Si nous considérons une famille donnée 
de sections, par exemple la famille de sections interpolantes, nous disposons 
donc d’une famille de représentations des fonctions de L’(Di!). I1 est alors 
iiaturcl de se reposer le probliiine de sélection de “la représentation la mieux 
adaptée à f (2)’’ dans la famille considirrée. Comme nous l’avons déjà signalé, 
l’optimalité s’entend par rapport à un critbrc choisi à l’avance. Nous renvoyons 
à [2O] et [Z] pour un exemple de tels critères. 

IV ESPACES DE PHASES 

Nous n’avons vu jusqu’i prCsent que des exemplcs pour lesquels l’espace 
étudié était et l’espace image de la transformée temps-fréquence était 
de la forme L2(mZn) ou x O), où R est un espace compact. L’avantage 
du foriiiiilisine q ~ i e  nous décrivons est qu’il permet de s’adapter à des situations 
géométricluciiicnt un peu plus coinplexes. 

NOLIS allons en effet replacer les décompositions tcrnps-fr6qiicrice que nous 
avons étudiées dans un contexte plus géométrique. Ceci nous permettra de met- 
tre en luiiiiiirc le rôle joué par le plan temps-fréquence ou espace des pliases, 
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ainsi que son statut  géométrique. Nous allons voir comment l’espace des phases 
peut être construit directement à partir de l’action du groupe de covariance 
sur l’espace de représentation considéré et comment la condition de carré- 
intégrabilité modulo H est souvent réalisée sur cet espace des phases. 

Les démonstrations ne seront le plus souvent qu’ébauchées dans cette scc- 
tion, une description précise dépasse le cadre de ce texte, et nous renvoyoiis à 
[il et [2O] pour un traitement plus complet. 

IV.l Théorie de Kirillov et espace des phases 

Décrivons tout d’abord la méthode des orbites et la construction de l’espace 
des phases qui lui est associée. Soit G un groupe de Lie localement compact 
séparable. G est muni d’une action de hi-nieme, appelée action adjointe et 
donnée par : 

a d ( h )  : 9 E G -+ ad(1l) . .9 = 1iglt-l E G (IV.1) 

Par différentiatioii au voisinage de l’idcntitb, cette action peut se transporter 
sur l’algèbre de Lie Ç de G : 

Ad(I1) : X E G -+ Ad(1~) . -X = l tX l t - ’  E Ç (11‘2) 

Ad est aussi appelée action adjointe. Soit Ç’ le dual tle Ç. On peut transportcr 
Ad sur Ç* par dualité : 

Ad*(h) : S* E Ç* -+ Ad*(h) * X* E Ç’ 

(Ad*(h ) .X* ,Y)  = (X*lAAd(h)*Y) V Y E Ç  (IV.3) 
Soit maintenant F E 6’. On appellera orbite coadjointe (ou espace des phases) 
associée à F l’orbite OF de G à travers F par l’action coadjointe : 

OF = Ad*(G) . F (IV.4) 

On peut alors montrer (voir [12] par cxcniple) que l’espace dcs phascs OF est 
un espace de dimension paire. I1 est clair qiie OF est, lui aussi, iiiiiiii d’iine 
action de G, qui en fait un espace homogène pour G. Ainsi, on a 

OF E G / G p  (IV.5) 

où GF n’est autre que le stabilisateur de F ,  c’est-à-dire 

G F  = {i/ E G, Ad*(i/) .  F = F }  (1V.G) 

de G. I1 est possible de la iiiiinir dc Considérons maintenant 1’algEbre de Lic 
la forme bilinéaire suivante, notée DF(., .) et dbfiiiie par : 

D F ( X ,  Y) = ( F ,  [X, 1’7) (IV.7) 
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Définition 3 On appellera polarisation réelle de G associée à F E Ç’ une 
sous-algèbre de Lie P de Ç maximale telle que : 

B,(P,P) = O (IV.8) 

La théorie de Kirillov permet dans certains cas d’établir une correspon- 
dance entre les orbites coadjointes et les classes d’équivalence unitaires de re- 
présentations de groupes. Ceci est vrai en particulier dans le cas des groupes 
nilpotents simplement connexes. I1 est bien connu que de tels groupes sont 
monomiaux, c’est-à-dire que toute représentation unitaire irréductible est uni- 
tairemcnt équivalente à une représentation induite à partir d’un caractère d’un 
sous-groupe fermé. C’est ce qu’exprime le résultat suivant ; nous renvoyons 
à [12] et [19] pour la démonstration. 

Théorème 3 Soit G UII groupe de Lie réel nilpotent simplement connexe et 
soit Ç son algèbre de Lie. Alors, il existe une correspondance biunivoque entre 
les classes d’équivalence unitaires de représentations irréductibles de G et les 
orbites coadjoiiitcs de G. Plus précisément, à toute représentation unitaire 
irréductible 71 de G, oil peut associer une orbite coadjointe O,, telle que K soit 
unitairenient équivalciite à : 

Ind:x (PI’)) (IV.9) 

où F E O, et ‘?i est une polarisation réelle de Ç. De plus, K est indépendante 
de Ti et de F E Ç*. 

Bien entendu, la classe des groupes nilpotents est extrêmement restreinte. 
Néanmoins, il est possible de prouver des théorèmes similaires pour d’autres 
classes de groupes (par exemple les groupes dits exponentiels ou les groupes 
résolubles de type I, voir par exemple [3]). La polarisation P doit, dans ce cas, 
satisfaire à une condition supplémentaire, appelCe “condition de Pukanszky” 
(voir le complément C pour plus de précisions). En pratique, si le groupe 
considéré n’appartient à aucune de ces classes, il faut procéder au cas par cas. 

I V 2  Retour sur les exemples précédents 

Reprenons les exemples que nous avons étudiés jusqu’à présent. 

IV.2.1 Les ondelet tes unidimensionnelles 

Le cas du groupe affine est le plus simple. I1 est facile de voir que les repré- 
senta définies en (11.20-11.21) sont toutes deux induites à partir d’un caractère : 

X ( b ,  1) = eib 
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de P = { ( b ,  1) , b E lR} c G,fj. De plus, un calcul simple (voir le complément 
C )  montre que l'espace des phases associé est isomorphe au groupe affine lui- 
même. Ainsi les deux formalismes coïncident-ils dans ce cas précis. 

IV.2.2 Les gaborettes 

Le cas du groupe de Weyl-Heisenberg est légèrement plus complexe. En 
effet, il est notoire que la représentation (11.29) est induite à partir du caractère 

X X ( P ,  cp) = eiAv 

(où X E 27) du sous-groupe {(Olp,cp), p E lT?',cp E S'} c G W H .  L'espace 
des phases associé est isomorphe (voir le cornplErnent C ou [il] pour le calcul 
complet) à III2" ou, plus précisbinent, 

OF 2 GwIJ/S '  E'" (IV. 10) 

La construction des gaborettcs clue nous avons donnée au chapitre II correspond 
à cet espace des phases ; nous avons en effet construit des gaborettes sans 
tenir compte du facteur de phase 4 dans le groupe Gwlf .  Le résultat est 
une représentation temps-fréquence qui n'est plus pleinement covariante par 
rapport au groupe de départ, mais qui cst covariante à une phase près. On 
retrouve bien là le résultat classique. 

IV.3 Les ondelettes multidimensionnelles 

Un autre exemple simple est fourni par les ondelettes "avec rotations" in- 
troduites par R. Murenzi, que nous avons égaleincnt étudiées au chapitre II 
(et utilisées à la fin du chapitre V). Un calcul direct (voir par exemple [ i l ] )  
montre que l'espace des phases associé à la représentation considérée du groupe 
(Rt x SO(n))  x ZZ?" sur L2(m") est de la forme 

O F  (m: x SO(n))  x mn/SO(n-  1) a; x s"-' x an 2 m2" (Iv.11) 

Rappelons que dans ce cas, S û ( n  - 1) étant compact ct donc de volume fini, 
G # OF n'a pas de conséquence sur la carré-intégrabilité de la représcritation. 
On vérifie facilement qu'il existe dcs sections adinissiblcs. De plus, si l'ondelette 
$(z) est elle-même invariante par SO(n - 1), il existe dcs sections strictement 
admissibles. 

IV.3.i Les paquets continus d'ondelcttcs 

Reprenons pour finir le cas du groupe de Weyl-Heisenberg affine G,~YII.  
Dans ce cas l'cspace des phase associé à la représentation étudiée est de la 
forme : 

OF 2 G,w[[/(m; X s') % m2 (IV. 12) 
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ce qui est l’espace quotient que nous avions utilisé pour la construction des 
tliéorèines de représentation temps-fréquence. De nouveau, il existe des sections 
admissibles, et même strictement admissibles, associées. 

IV.4 Les gaborettes sur la sphère 

Voyons maintenant le cas de la sphère. Nous voulons construire une analy- 
se de Fourier locale sur la sphère. Pour généraliser l’analyse de Gabor usuelle, 
nous üvoiis donc besoin d’aiialogues des translations et des modulations. Les 
translations sur la sphère ne sont autres que les rotations de SO(n).  En re- 
vanche, pour les modulations, revenons-en à la notion physique de fréquence, 
c’est-à-dire à une mesure de degré d’oscillations ou de distance entre deux os- 
cillatioiis coiisécutives. Ceci iiiipliqiie un calcul de dérivée, de sorte que l’on 
est naturellement conduit A passer d’un point sur la splière et son voisinage 
à l’espace taiigeiit à la sphère cri ce point (plus préciséineiit l’espace cotaii- 
gciit, dual de l’espace tangent). Un candidat naturel pour l’espace de Fourier 
en ce point est donc l’espace cotaiigciit à la sphère et l’espace des phases est 
naturcllcmciit identifié ail fibré cotangent de la splibre. Les modulations (en 
un point de la sphère) pciivciit maintenant être représeiitées par des trans- 
latioiis daiis l’espace de Fourier corrcspoiidaiit, c’est-A-dire des éléments de 

. Poiir avoir des iiioclulatioiis en tous points, il faut donc considérer IRn. 
Eii ce (lui coiiccriie la structure de groupe, notons qu’uii déplacement sur la 
splibre (c’cst-à-<lire uric rotation) entraîne un cliangcmeiit d’espace cotangent 
(qui est liii aussi toiiriié). Un bon candidat pour engendrer l’analyse de Fourier 
à fciictre sur la sphère est donc le groupe euclidien E(n) ,  qui préscntc ces 
caractéristiques : 

E(n)  = SO(n)  x IR“ (IV. 13) 
oii le 1)roduit sciiii direct indique préciséineiit que les rotatioiis agisseiit de façon 
naturelle sur les traiislations. De plus, nous savons que le groupe euclidien 
azdiiict des représciitatioiis unitaires irréductibles sur L2 (S”-’), de la forme 
(voir (laiis le coinpléiiiciit C) : 

mn-1 

(IV. 14) 

Oii iiioiitre daiis le coriipléiiicnt C coriiiiiciit obtciiir cette représeiitatioii à partir 
tic ccrtaiiics orbites coadjoiiitcs de E(n) ,  a.e. lcs orbites associées :i 2: E IR 
et RZ = O. Avec les notatioiis du coiiipléiiieiit C, on choisit un système de 
coordonnées identifiant 2: avec un vecteur e ,  d’une base {el, e2, ... e,} de IR”. 
Oii notera R la dcini-splibc siipéricure : 

R = { (z, ,22 ’... 2 , )  E S”-l,Zn > O} 

OF = E(n)/(rnzG x SO(n - 1)) 

Alors l’espace des pliascs associé A la représciitatioii U est donné par : 
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Figure VIL1 : Ondelcttcs sur S2 : géométrie du problème. 

Pour simplifier les choses nous allons nous restreindre au cas de la sphère 
S2 c lR3, que nous paramétrons par les angles d’Euler 8’4 (voir la figure 
1 pour une représentation de la géométrie du problème). Etant donnés trois 
angles d’Euler 8’4, w,  on leur associe une matrice de rotation 

ainsi qu’un élément de la sphère A(4, O ) ,  dbfiiii par : 

Rappelons aussi les cxprcssions dcs mesurcs invariantcs par rotation sur le 
groupe SO(3) (dp)  et sur la sphère S2 (di?) : 

d p ( r )  = dp($ ,û ,w)  = d77(&,û)dw = sinûd~d8dw (IV. 17) 

Soit IS une section du fibré E ( 3 )  + SO(3) x lR2 et notons 2.4, la composition 
de 24 par IS. Nous utiliserons l’espace quotient suivant : 

E(3) / iR  2 SO(3)  x lR2 

qui contient OF. 

ondelettes suivante : Si f E L 2 ( S 2 )  ct si r = r(a,,l?,r) E SO(3) et (I E lR2 : 
Soit 11, E L ’ ( S 2 ) ,  à support dans R et considfrons la transformation en 

Tf(r,q) = ( f ’ 2 . 4 U ( . ’ q r 1  .+) 
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En utilisant la démarche précédente, on peut alors démontrer le résultat 
suivant : 

Théorème 4 Soit 11, E L 2 ( S 2 )  tclle que Supp(11,) c R et 

Alors, l’application : 

1 
f E L 2 ( S 2 )  + -Tf E L2(SO(3)  x IR2) 6 

(IV.20) 

est une isoinétrie. 

Preuve : Supposons 1’Equation (IV. 19) vérifiite. D’après l’inégalité de Young, 
Ti E L2(lR,dq) Vû. Un calcul direct (fondé sur le changement de variable 
X + .(A), où .(A) est la projection de X E R sur le disque unité U c lR2 et 
l’égalité de Plancherel) conduit à : 

Ici J(X) n’est autre que le Jacobien du changement de variable X -+ .(A). 
Comme nous l’avons vu, la mesure invariante dp sur SO(3) peut être factorisée 
en produit de la mesure invariante d q  sur S2 par la mesure de Haar sur le 
stabilisateur de X(cr,P), qui est isomorphe à SO(2). Ainsi 

(IV.2 1) 

ce qui conclut la preuve du théorème. 
I1 est utile de sortir du cadre quelque peu abstrait dans lequel se situe ce 

résultat et de le rbcxpriiner avec des formules explicites. Pour cela, exprimons 
tout d’abord X(4, 0) sous forme de coordonnées cartitsiennes 

A(+, û) = (sin û sin 4, - sin û cos 4, cos û) 
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Rappelons que û et 7r/2 - 4 représentent la partie radiale des coordonnées 
sphériques de A(4, e) .  On en déduit que le facteur q A(4, e) ,  intervenant dans 
l’équation (IV.l8), vaut : 

q . A(4,  û) = qi sin û sin4 - q2 sin8 cos4 

Utilisant de plus le fait que : 

r (4 ,  e, u)- l  = T(+,  7r - e, -4)  
on en déduit les expressions explicites des angles 8’ et 4’ : 

sin 0 sin(@ - a)  ( - cos /3 sin û cos(4 - a )  + sin /3 cos û 
4’ = -y + arctan 

8‘ = arccos (- cos e cos /3 - sin û sin p cos(4 - a ) )  
Ces formules rendent le théorème 4 directement utilisable. 

Remarques 
1) On montre un résultat analogue au théorème 4 dans le cas du groupe 

euclidien bidimensionnel E(2) ,  donc des fonctions sur le cercle S’. On obtient 
alors des décompositions de fonctions de L 2 ( S ’ )  sur des états cohérents de la 
forme : 

$ ( a , q ) P )  = e iq  siii(a+û) $(a + 0) (IV.22) 

où $(a)  est une fonction à support compact sur le demi-cercle. Dans ce cas, 
l’espace des phases est paramétré par   CY,^) E S’ x LR. La résolution de 
l’identité s’écrit alors 

(IV.23) 

2) Dans le cas bidimensionnel, nous avons considéré un espace quotient qui 
n’est pas l’espace des phases lui-même, mais le contient. On peut néanmoins 
se ramener à une reprCsentatioii “temps-fréquence” plus naturelle en faisant 
(comme nous l’avions fait pour les ondelcttes sur El”, n > 2) une hypothèse de 
symétrie sur $. Si $ est invariante sous l’action du sous-groupe SO(2) qui sta- 
bilise xi, alors on vérifie aisément que ce sous-groupe se factorise complètement 
dans toutes les équations. On obtient donc une transformation de Fourier locale 
sur la sphère de la forme : 

T : L 2 ( S 2 )  + L 2 ( S 2  x El2)  (IV.24) 

3) Le cas multidimensionnel est en tout point similaire au cas bidimensionnel 
(voir [21] par exemple). Le tliéoriime de représentation que l’on obtient a 
la même forme que le théorkine 4. De plus, en supposant une ondelette + 
invariante par le sous-groupe SO(n - i),  on se ramène une nouvelle fois à 
l’espace des phases. 
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4) I1 est aussi envisageable de construire des représentations de type “temps- 
fréquence” sur des variétés plus générales que les sphères. Si la variété en 
question est homogène par rapport à l’action d’un certain groupe de transfor- 
mations, le langage et  les méthodes décrits dans ce chapitre peuvent encore 
s’appliquer. Si tel n’est plus le cas, des transformations de type “ondelettes” 
peuvent encore être construites, mais il n’est plus possible de donner un sens 
global aux propriétés de covariance. 

Le théorème 4 permet l’utilisation de méthodes de type “temps-fréquence” 
pour des signaux définis sur des sphères et non plus sur an. On peut no- 
tamment développer dans ce cadre un analogue des techniques du chapitre V : 
caractérisation de signaux définis sur la sphère et auxquels on peut associer 
une fréquence (ou vecteur d’onde) local (voir (211 pour un exemple simple dans 
le cas du cercle). Des applications en géophysique et astronomie sont envisa- 
geables. 

v COMMENTAIRES ET RÉFÉRENCES 
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VI COMPLÉMENT c 
VI.l Quelques calculs d’espace des phases 

Nous donnons dans ce complément quelques exemples illustrant le calcul 
de l’espace des phases associé à une représentation donnée. Nous nous re- 
streindrons à quelques cas particuliers, contenant les exemples que nous avons 
traités dans le corps du texte. Ce complément est cependant très technique et 
sa lecture n’est aucunement nécessaire à la compréhension du corps du chapitre 
VII. 

VI.l.l Le groupe de T/Veyl-Heisenberg affine unidimensionnel 

Commençons par décrire le groupe de Weyl-Heisenberg affine en dimension 
n, pour fixer nos notations. En dimension n, le groupe de Weyl-Heisenberg 
affine est topologiquement isomorphe à : 

GaCVII z x lR; x SO(n) (Cal) 

et possède la structure d’un produit semi direct du groupe de Weyl-Heisenberg 
n-dimensionnel par l72; x SO(n). L’élément générique est de la forme 

la loi de groupe étant donnÇe Par : 

Gawj{ peut être réalisé comme groupe de matrices de la façon suivante (la loi 
de groupe étant la multiplication des matrices) : 

(C-4) 

(Ici le symbole “ t n  repriiscnte la transposition vecteur colonne 4 vecteur ligne.) 
L’algèbre de Lie Ç a l ~ , ~  de G a w ~  peut, elle aussi, être représentée comme 
algkbre de Lie de matrices (avec le commutateur et l’addition des matrices 
comme lois) de la façon suivante : Si X E lR et R E so(n) ,  on pose RA = R+ A. 
Alors 

O 0 0  
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&WH est sous-tendue par les matrices suivantes 

0 . . . 0 1  . . .  O 0  

. O 1  

0 . 1 . 0 0  

Pi = 

. . .  

Qi = [ f 1 \ I \ I )  ,(Qi)L = 6,,,06,,,i+l 
. . . . . .  

. .  

Ainsi, tout élément X E Çaw1f peut être Ccrit sous la forme : 

X = x" Q; + t i .  P; + AI( + Ri . J j  + tT (C.6) 

où ~ , t  E .IIZ, z , ~  E .IIZ~ et les R; sont les coefficients d'une matrice de so(n) ,  
que l'on notera R par la suite. 

Le groupe de Weyl-Heisenberg affine unidimensionnel possède une structure 
beaucoup plus simple que le groupe inultidimciisioiiiiel. Il est en effet résoluble, 
de sorte que la méthode des orbites s'applique. Le première étape consiste en 
calcul de l'action adjointe du groupe sur son algèbre de Lie. Soit (q ,p ,  a ,  p) E 
GawH et soient (x, E ,  A, t )  les coordonnkes d'un élément x E Gaw~l dans la base 
{ Q ,  P, I<, 2'). Un calcul simple montre que : 

A d ( g )  . X = gXg-l = ( a x  - Aq, a-'< + Ap, A, t + a p x  - a-'qE - pqA)  (C.7) 

de sorte que A d ( g )  a la réalisation matricielle suivante : 
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Par rapport à la base duale {Q*,  P*,  I<*,T*},  on en déduit l'action coadjointe 

Soit maintenant 

Lcs orbites coadjoiiitcs s'écrivent : 

xo' 3 x* = a-'xo' - p t ;  
(; -+ I* = a(; + ut8 
Ag 3 A *  = A,. -pqtg + a-'yxo' - apt ;  
t; 4 t* = to' 

(C.11) 

On distingue donc trois faniillcs d'orbites. 

VI.1.2 Orbites dégéiiérées 

Ce sont ICs orbites qui corrcspondcnt à : 

2:; = [; = t; = O ' A' = A; (C.12) 

Dans ce cas, la seule polarisation possible est 

P = ÇUl.VII (C.13) 

et les représentations unitaires irréductible corrcspondantcs sont les caractères 
de GuwIf. 

V1.1.3 Orbites de type affine 

Les orbites de type affine sont caractérisées par : 

et donc complèteinent par : 

5 + [ *  = = p E lTi (C.14) 

Considérons par exemple 1'Elénient de l'orbite OF caractérisé par 11 : 

F = & * + p P *  (C.15) 
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Soit GF le stabilisateur de F pour l'action coadjointe. Puisque, 

Ad*(q ,p ,a , y )  . F = a-lQ' +/hap* + (p-' - app)  I<*, (C.16) 

GF est donnée par : 

La seule polarisation possible est : 

P = D2.Q @ lRP@lRT (C.18) 

Elle vérifie la condition de Pukanszky (%.e. Ad*(eP) .  F = F + P l ) .  En effet, 
soit X = xQ + <P + tT. Alors 

Ad*(e") .  F = F + (X - pLJ)I<* (C.19) 

ce qui prouve l'assertion. 
Considérons mdiltcriant les représentations associées. Soit F défini par 

(C.16) et soit h = ( q , p ,  1,p) = exp(X) E P = exp(P). Alors les coordonnées 
de A' sont (q,p,O, p -pq /2 ) .  F définit un caractère XF de P ; si S E P : 

(C.20) i < F,X  > ~ ~ ( c x p x ' )  = e 

et comme la condition de Pukanszky est satisfaite, la représentation U de G a l ~ , f  
induite par X F  est irritductible. 

On l'obtient de la niaiiikrc suivante. Considérons l'espace de Hilbert : 

If (.)I2 444 < 03, L,,, Z =  f : Gaivif -+a, { 
et . f ( i i * ! 7 )  = X F ( h ) f ( g . ) ,  V h E H  } (C.21) 

p est ici une mesure quasi invariante sur H \ G a l ~ , ~ )  par exemple la mesure de 
Lebesgue sur la demi-droite. Soit A la racine carrCe de la ditrivée de Radon- 
Nikodym correspondaiite. Alors U agit sur ?i : 

[U(cl,P, a, $9) * fl (O, O, 24, O) = A ( W 4  a> P)f [(O, O, u, 0) * ( % P ,  a, 41 
= A(Q,P, a, P)f [ b q ,  U - l P ,  1, P ) ( O ,  O, atl, O)] 

= A ( q , p ,  a, p)eZ['Lqf~u-'P1 f (O, O, au, O) 

En identifiant 3c avec L2(172t), on obtient : 

(C.22) 
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VI.1.4 Orbites de type Stone-Von-Neumann 

Ce sont les orbites caractérisées par : 

t '#O (C.23) 

Pour tous x;, ti, il existe des valeurs de p ,  q,  a telles que x* = t* = O .  On peut 
donc choisir sans perte de généralité : 

xo' = 6; = O (C.24) 

de sorte que les orbites coadjointes 

x* = -pt' 
<* = qt* 

X*.E* 
A' = A; + - 

t' 

soient caractérisées par t' E lR*, A i  E IR. Soit donc : 

F = t*T' + A*I<* 

et soit OF l'orbite correspondante. Le stabilisateur de F est : 

G F  = { ( O ' O , W ) ,  a E q , Y  E a} 

(C.25) 

(C.2G) 

(C.27) 

Les seules polarisations possibles sont : 

(C.28) 

Un calcul simple montre qu'elles satisfont toutes deux à la condition de Pukans- 
zky. Prenons : 

lRQ @ IRK @ IRT 
P = (  lRP @ IRK @ lRT 

ou 

P = IRQ @ lRK IRT (C.29) 

P\G,wlf est donc isomorphe à la droite réelle. Soit 

X = xQ + AI(- + tT (C.30) 

un élément arbitraire de P,  alors 

F definit le caractbe suivant X F  de P = exp{P} 

(C.31) 
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La représentation U induite par XF agit sur 

où p est une mesure quasi invariante sur P \ G a w a ,  par exemple la mesure de 
Lebesgue sur la droite réelle. U est alors donnée par : 

= A(4,P,  a,  cp)f [(rl, 0, a,  cp + E4) + P L  1 , O ) l  

= A(q,p ,  a ,  cp)ei[" ' n ( Q ) + t * ( r p + E q ) l  f (O, O, a(< + p ) ,  O) 

Si l'on identifie 7-l avec L2(41)  et en tenant compte de la forme explicite de 
A ( q , p ,  a ,  cp), on obtient : 

Ceci conclut le calcul des orbites coadjointes du groupe de Weyl-Heisenberg 
affine unidimensionnel. Le cas multidimensionncl, plus complexe, est traité 
dans [il]. 

VI.2 Le groupe euclidien 

Considérons maintenant le cas des orbites coadjointes du groupe euclidien 
E(n) .  Le groupe euclidien peut être, lui aussi, réalisé comme un groupe de 
matrices (c'est en fait un sous-groupe de G a l ~ , l )  et nous nous fondcrons sur 
cette réalisation pour calculer l'espace des phases. 

(C.35) 

n n 

e ( n ) = p 2 . Q i $ C 4 1 . J ; i  { (f 0) , R E so(n) ,  2 E iRn 
i = l  i < j  

Soient donc 

et 
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On voit facilement que A d ( g )  . X = g .  X - g-' cst donné par la matrice : 

(C.37) 

Or, puisque 

on en déduit l'action adjointe de E ( n )  : si (20, Ro) E e (n ) ,  l'algèbre de Lie de 
E(n)  

Alors 

et on cn déduit l'action coadjointe : si (x;, R;) E e(n)* 

xi - + x * = r . x i  
Ad*(g)  {(Re)':  (C.41) 

o z  

Considérons maintciiaiit le cas particulier x ;  # O, RG = O. On a alors 

GF E { ( s , y ) ~ G , s E S O ( n - l ) , q ~ m ~ ,  J j . q I x ; V i # j  

E S O ( n -  i ) b ( a . x ; )  

Les représentations qui nous intéressent sont induites à partir de la polari- 
sation suivante (qui contient GF) : 

(C.42) 

oii la seconde somme est prise sur lcs éléments de so(n)  appartenant au noyau 
de x;,  i.e. une sous-algèbre so(n - 1). 

Soit x un caractère de P = exp P 

et soit, p une mesure quasi invariante sur G / P .  Soit 
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f : G + C, mesurable, telle que 

(C.44) 

et f(g . h)  = x(h)-’ f(g) Vg E G, h E P 

Z L2 (G/P, dp) 

G agit sur ‘fl comme suit : 

et, après avoir identifié GIP à Sn-’, en posant s = p .  x:, la représentation U 
agit sur L’(,Y-’) : 

[U(r,(I)  . f] ( s )  = e + q ( r - 1  . s )  (C.45) 

ce qui est la forme rcclierchée. 

VI1 COMPLÉMENT D 

VII.l Ondelettes sur les sphères 

Nous avons vu au cours de ce cliapitre comment le langage de la théorie 
des groupes permet de construire dcs rcpriisentatioris “teinps-fréquence” sur la 
sphère, en se fondant sur l’action d’un “groupe de Weyl-Heisenberg adapté” à 
la situation. En revanche, on iie sait toujours pas à l’heure actuelle adapter 
ce type de construction au cas des ondelettcs sur la splihe. On aurait besoin 
pour cela d’une notion naturelle de dilatation, ce qui est, en toute rigueur, 
iiicompatiblc avec la géométrie de la spliiire. 

I1 existe en fait une (ou des) variaiitc(s), fondées sur d’autres arguinents liés 
plutôt aux décompositioiis de Littlewood-Palcy ou aux analyses multirésolution 
infinitésimales que nous avons déjà rcncoiit,rées (voir à la fin du chapitre II  et 
aussi dans la suite au cliapitre VIII). Nous donnons ici un aperçu de ce type 
d’approche, pour compléter l’approche géoniCtrique. 

Les outils de base utilisés ici sont les outils classiques de l’analyse sur les 
sphères, à savoir les liarnioniqucs sphCriques et les polynômes de Legendre, 
dont nous rappellcroiis lcs grandes idécs. On sait que l’opérateur laplacien sur 
m3 peut être écrit en coordoiiiiécs spiiériqiics sous la forme 
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où A* est la partie angulaire du laplacien, aussi appelé laplacien de Beltrami 
sur la sphère. On appellera polynômes harmoniques de degré e les fonctions 
propres de A* associés à la valeur propre -e([ + 1). I1 est bien connu que 
l’espace engendré par les polynômes harmoniques de degré 6 est un espace de 
dimension finie égale à 26 + 1, dont une base orthonormée est fournie par les 
harmoniques sphériques Yem (s) : 

(Yem, Ye?’) = JeeiSmmI P . 2 )  

qui vérifient de plus le théorilme d’addition 

où les Pe(z) sont les polynômes de Legendre. 

L’( S2) sa transforinée de Fourier sphérique : 
Les harmoniques sphkriques permettent d’associer à toute fonction f E 

Si f(s) E L 2 ( S 2 ) ,  alors Ifem12 < 03 et on a 

m e  

t = O  m=-t 

Les polynômes de Legendre forment, quant à eux, une base de L2([-1, 11) : 
Vf(z)  E L2([-i, il) on peiit écrire : 

où les cocfficicnts f(!) forment la transformée de Legendre de f(z) : 
1 

f(t) = 27r 1 f(z)Pe(x)da: 
-1 

Les polynômes de Legendre vérifient de plus les relations d’orthogonalité sui- 
vantes : 

ainsi que la formule de Hecke : 
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VI12 Identité approchée sur la sphère 

Le point de départ est une analogie avec les exemples unidimensionnels que 
nous avons vus plus tôt. Prenons tout d’abord l’exemple suivant. Partant d’une 
fonction f ( s )  E LP(S2),  on sait lui associer son prolongement harmonique dans 
la boule intérieure, c’est-à-dire le domaine 

qui est donné par 
S f ( s , a )  = p a  * f(s)  

où Pa(,) E L’([-1’11) est le noyau de Poisson : 

(D.lO) 

(D.l l )  
2n+ 1 CO 1 1 -a2 

47r (1 + a2 + 2as)3/2 
Pa(,) = - =E,, a”pn(x)  

n=O 

S f ( s , a )  est donc une fonction harmonique dans la boule intérieure (ie. vérifie 
ASf = O et lima+l S,(s,a) = f(s). On rappelle que le produit de convolu- 
tion d’une fonction F ( s )  E LP(S2) par une fonction G(z) E L’([-l,l]) est la 
fonction F * G(s) E LP(S2) donnée par : 

F * G(s) = l2 F(cr)G(a. s )dq (a )  (D.12) 

On peut alors écrire comme nous l’avons fait au chapitre II (quand nous avons 
introduit le concept d’analyse inultirésolutioii infinitésimale) : 

T f ( s , u )  = -uûaS(s,a) (D.13) 

ce qui fournit une décomposition de l’identité : 

(D.14) 

soit une formule proche du scliéma linéaire de décomposition associé à la for- 
mule de Morlet. On se trouve donc en prcsence d’une décomposition du même 
type que les décompositions en ondelettes continues. La variable a joue ici le 
rôle de variable d’échelle. 

En général, étant donnée une identité approchée 4a(x) de LP([-1, il), il 
suffit de considérer 

@a(,) = -uaa4a(x) (D.15) 

pour obtenir des formiiles similaires. 
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VIL3 Le schéma bilinéaire 

On généralise de façon similaire ce que nous avons appelé plus tôt le schéma 
bilinéaire. Pour cela, donnons-nous une fonction $(z) E L’ ([-l, l]) et asso- 
cions-lui la famille suivante de fonctions définies sur la sphère S2 : 

+Cl,,)(.> = +(s  .) (D.1G) 

Remarquons au passage que ces expressions utilisent le produit scalaire de 
pour décrire les déplaccnicnts sur la spliiire. Considérons sa transformée de 
Legendre 4(n)  : 

1 

4(74 = 27r 1, Sr(z)Pn(z)dz (D.17) 

ainsi que la fainille d’oiidelcttcs $(,,,) ( s )  définies coiiiiiie des copies “ tourliées” 
des fonctions $,(s), elles-mêines dkfinics par leur transformée de Legendre : 

&à(.) = 4(.4 (D.18) 

+(a,&) = (W(l,,) (SI 

On a alors le tliéoriime de reprbcntation suivant : 

Théorème 1 Soit +(z) E L’([-1, l]), telle que 

aiors ~ f (  s) E L2 (S’) on a 

où les coefficients Tj(o, u )  sont donnCs par 

r 

Preuve : Montroiis siniplciiient clue la traiisforrnation 

(D.19) 

(D.20) 

(D.21) 

(D.22) 

est uiie isométrie (la coiivergence forte de la foriniile clc rccoiistruction (D.21) 
résulte des mêmes argiiiiients que ceux que nous avons utilisés tout au lorig du 
chapitre II). On voit aisilinciit que T,(a,u) E L 2 ( S 2 ) .  De plus, en utilisant la 
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définition des coefficients !l’,(a, a )  et l’expression des fonctions qa(s) en fonction 
de leur transformée de Fourier sphérique, on a : 

J ~ ~ r ( a ,  .>I’ = J f(s)f(s’)*Pe(a - ,)Pet(, * s ~ v ( s ) d v ( s ~ v ( a )  
e,ei 

En utilisant la formule de Hecke (D.9), on obtient : 
(D.23) 

ce qui, combiné au théorème d’addition (D.3), conduit & 

J I T , ( ~ , ~ ) I ~  dv (a )  = IIîa(e)121frln12 (D.25) 
e ,  7 n  

et, de là, au résultat. 
Le fait que cette construction n’entre pas dans le cadre géométrique décrit 

dans ce chapitre n’entraîne pas pour autant que la transformée en ondelettes 
ainsi définie ne possède pas de propriété de covariance. En fait, il rbsulte de 
l’invariance par rotation du produit scalaire de m3 que, si f ( s )  E L2(S2), si 
r E SO(3) est une matrice de rotation de lR3 et si on note fr(s) = f(r-’  . s) 
une copie “tournée” de f ( s ) ,  on a 

pour tous a, a. On retrouve bien ainsi une propriété de covariance par rotation, 
similaire à celle obtenue précédemment. 





Chapitre VI11 

ALGORITHMES RAPIDES DE CALCUL DE 
LA TRANSFORMÉE EN ONDELETTES 

I INTRODUCTION 

L’un des problèmes essentiels qui se posent cn pratique est celui du calcul 
effectif de la transformée en ondelettes d’une fonction ou d’un signal à ana- 
lyser. Considérons par exemple le cas simple de la transformée en ondelettes 
unidimensionnelle. On doit donc évaluer des intégrales de la forme 

Clairement, le choix d’un algorithme de calcul présuppose le clioix d’une discré- 
tisation de la transformée en ondelettes et donc le choix d’un réseau d’échan- 
tillonnage. Nous nous limiterons ici aux deux cas les plus simples. Le pre- 
mier, que nous appellerons échantillonnage sur grille dyadique, est dicté par 
les règles de discrétisation que nous avons décrites en discutant la construction 
de repères d’ondelettes. Le second respecte une version discrétisée des pro- 
priétés de covariance de la transformée en ondelettes (covariance par dilatation 
et translation) : la transformée en ondelcttcs d’une copie translatéc et dilatée 
d’un signal donné est égale à la copie translatée et dilatée de la transformée du 
signal original, pour peu que la translation et la dilatation respectent le réseau 
de discrétisation. 

La solution la plus immédiate si l’on dispose d’une expression analytique 
pour la fonction f(x) est d’utiliser des méthodes numériques d’intégration 
(des méthodes à pas adaptatif si nécessaire) pour l’évaluation de (1.1). Cette 
méthode présente l’avantage d’être a p r i o n  aussi précise qu’on le désire, mais 
est en général extrêmement coûteuse en temps de calcul, en particulier pour 
les grandes échelles (ie. les grandcs valciirs de a) .  Dans ce cas, le support de 
l’ondelette $(b,a) croît proportioiiiiellcmcrit à a et le temps de calcul également. 
De plus, dans les cas pratiques (c’est-à-dire pour le traitement de signaux 
numériques), quand on ne dispose pas d’une expression analytique pour f (x), 
il est nécessaire d’utiliser une procédure d’interpolation, par exemple, pour 
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pouvoir se ramener au cas précédent, ce qui est aussi coûteux en temps de 
calcul. 

I1 faut alors évaluer l’intégrale (1.1) à partir des échantillons de j(x), ce qui 
peut être fait de façon approximative en utilisant pour discrétiser l’intégrale 
des “sommes de Riemann” 

(où l’on a écliantilloniié à la fréquence unité pour simplifier) ou une méthode 
de trapèzes, ou autre en fonction de la précision voulue. Bien entendu, ceci ne 
supprime en aucun cas le premier défaut de la méthode, qui est de nécessiter un 
temps de calcul très élevé à grande échelle. I1 est facile d’évaluer la complexité 
de l’algorithme correspondant, c’est-à-dire le nombre d’opérations à effectuer’. 
Si l’on dispose de N = 2 L  écliantillons du signal fn et que l’on souhaite évaluer 
T f ( b , a )  avec la mCme fréquence d’échantillonnage en b, sur des éclielles en 
progression géométrique, disons 2 j ,  j = 1, ... log2(N) pour fixer les idées, le 
nombre d’échantillons de l’ondelette à j fixé se comporte comme 2jM et le 
calcul à j fixé nécessite donc 2jMN opérations. En sommant sur les échelles, 
on obtient : 

L 
2jMN 2 K N 2  

1 

pour une certaine constante Ii. 
extrîimement lent pour grand N .  

donnée par la foriniile de Parseval : 

I1 s’agit donc d’un algorithme en û ( N 2 ) ,  

Une alternative consiste à utiliser la forme de la transformée en ondelettes 

Dans ce cas, on reconnaît immédiatement la transformée de Fourier iiiverse 
du produit f ( ( ) & u ( ) * ,  ce qui suggère d’utiliser une méthode de transformée 
de Fourier rapide. Ainsi, la complexité de l’algorithme est réduite comme 
suit. Laissant de coté la première FFT qui donne . f ( E )  à partir de j(x), qui 
est effectuée une bonne fois pour toute, on obtient pour le mîime problème 
que précédeinmciit L = log,(N) fois une FFT inverse, d’où un algorithme de 
complexité totale 

I iN  log, (N)’ 
ce qui, pour N grand, rcprkseiite déjà une amélioration certaine. Le défaut de 
cette méthode est d’utiliser la FFT comme une “boite noire” et d’être ainsi 

‘Pour ce  faire, on compte  habituellement les multiplications, le coût  d’une addi t ion é t a n t  
en  génaral plus faible. 
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tributaire de sa qualité2 
En fait, il est possible dans certains cas de construire des algorithmes 

adaptés à la nature même de la transformée en ondelettes. Ce sont ces algo- 
rithmes que nous allons maintenant décrire. Ils ont en fait été développés 
indépendamment des ondelettes, dans un contexte de traitement numérique 
des images. Nous avons choisi dans ce chapitre de commencer par décrire 
la structure algorithmique elle-même, avant d’envisager son utilisation dans 
le calcul de transformées en ondelettes. Comme nous allons le voir, ces algo- 
rithmes correspondent davantage à une méthodologie générale (filtrage et sous- 
échantillonnage) qu’à une technique figée. Dès lors, on peut concevoir beaucoup 
de variations autour du cadre que nous décrivons ici. 

Remarque : Nous nous restreindrons ici aux algorithmes de calcul de la trans- 
formée en ondelettes et ne discuterons pas la transformée de Gabor, pour la 
bonne et simple raison qu’il n’existe pas d’algorithme rapide de calcul de celle- 
ci autre que ceux fondCs sur l’utilisation de la FFT. La raison essentielle en est 
que les algorithmes de type “ondelettes” sont fondés sur des idées de dilatation 
et sous-échantillonnage, iiaturcllement adaptCes à des réseaux de discrétisation, 
au contraire des modulations qui sont à la base de la tranforiiiée de Gabor. 

II ONDELETTES SUR UNE GRILLE DYADIQUE 

Nous débutons notre description par une analyse des algorithmes permet- 
tant un calcul efficace de la transformée en ondelettes sur une grille dite dya- 
dique, c’est-à-dire de la forme décrite dans le chapitre consacré aux repbres 
d’ondelettes. I1 s’avère que, dans ce cas, il existe une relation très étroite entre 
les décompositions en ondelet tes et les algorithmes pyramidaux développés par 
les spécialistes de traitement numérique des images, à savoir essentiellement 
la technique du laplacien pyramidal et du codage en sous-bandes. Avant d’en 
revenir aux ondelet tes, nous allons cominencer par décrire ces deux techniques 
et, tout d’abord, revenir sur le théorème d’échantillonnage. 

11.1 Le théorème d’échantillonnage 

Concentrons-nous dans ce cas au problème d’échantillonnage (c’est-à-dire de 
discrétisation) de fonctions définies sur la droite réelle. La question essentielle 
est la suivante : peut-on échantillonner une fonction sans perte d’information ? 
La réponse est bien entendu positive, à condition de disposer d’information 
a priori sur la fonction échantillonnée, c’est-à-dire de la certitude de pouvoir 
reconstruire la fonction à partir des écliantillons par interpolation. Nous nous 

2En particulier, i l  peut arriver que dans certaines implémentations, la phase de la FFT 
ne soit pas très fiable. 
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limiterons ici au cas de l’échantillonnage des fonctions à bande limitée, c’est-à- 
dire des fonctions appartenant à un espace de Paley-Wiener 

où w est un nombre réel non nul. 

La question est : comment échantillonner convenablement une fonction f 
donnée ? En d’autres ternies, comment remplacer une fonction f E PW, par 
un enseinble discret de ses valeurs, sans perte d’information ? 

On associe à f la suite de nombres (échantillons) : 

(11.2) 

o i i  ue est un nombre réel, appelé fréquence d’échantillonnage. En fait, pour que 
l’échantillonnage soit consistant, la fréquence d’échantillonnage ne peut être 
choisie arbitrairement. Pour une fonction donnée f, dans une certaine classe 
(f est supposée à bande limitée, c’est-à-dire que sa transformée de Fourier 
est à support compact), il existe une fréquence critique, appelée fréquence de 
Shannon us. Dit autrement, pour une fréquence d’échantillonnage donnée v,, 
il existe une fréquence critique (appelée fréquence de Nyquist, un = TU,) telle 
que toute fonction ayant dans son spectre de Fourier des fréquences supérieures 
à la fréquence critique ne pourra être correctement échantilloiinée. 

Avant d’entrer dans plus de détail, considérons l’exemple simple d’une fonc- 
tion f (z )  monochromatique, de pulsation wo. Dans ces conditions, il est évident 
que pour u, < w0/7rIT, c’est-à-dire si l’on prend moins de deux échantillons 
par période de f(z), l’échantillonnage sera insuffisant pour caractériser f(x) 
de manière consistante. Les traiteurs de signaux parlent d’écliantillonner une 
fonction liarnioiiique à deux points par cycle. 

Plus précisément, le résultat suivant (dit théorème d’échantillonnage) mon- 
tre que toute fonction f ,  dont la transformée de Fourier est à support com- 
pact contenu dans un intervalle [-wo, W O ] ~  est complètement caractérisée par 
les échantillons f n  = f(nde) = f ( E ) , n  E Z, pour toute fréquence d’échan- 
tillonnage inférieure à la fréquence de Shannon us = w o / ~ .  Inversement, 
1’Cchaiitillonnage d’une fonction continue qui n’est pas à bande limitée à moins 
de la fréquence de Nyquist substitue à celle-ci une autre fonction, qui est 
elle-même à bande limitée par v, -cet effet est connu sous le nom aliaszng 
(pliénomène de repliement). 
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Théorème 1 Soit f(z) E PW,,. 

(i) Si u, < w o / r ,  l’éciiaiitillonnage fn = f (n/v,) nepermetpas de déterniiner 
f (x ) sans hypo thèse supplénien t aire. 

(ii) si u, > w o / r  soit 4 E S(IR)  une fonction tciie que supp(4)  est contenu 
dans i’intervalle [-rv,,rv,] et 4(z) = 1 pour tout z dans l’intervalle 
[ -WO,  W O ] .  Alors on a : 

(11.3) 

(11.4) 

(iii) Si v, = w o / r  i’échantillonnagc pcrinct de déterminer f (z) si la suite f n  

est dans 12(22) .  f est alors donnée par : 

(11.5) 

Nous ne donnerons pas ici la démonstration de ce théorème bien connu 
(voir l’introduction du livre de Y. Mcycr par exemple pour une dcscription 
simple). Nous nous contenterons de l’illustrcr par des arguments de physiciens. 
La base est la formule sommatoire de Poisson, que les physiciens ont l’habitude 
d’interpréter cornine suit. On appelle peigne de Dirac la périodisée de la masse 
de Dirac à l’origine : 

Dans un certain sens, la formule de Poisson (voir l’annexe A) dit que la trans- 
formée de Fourier d’un peigne de Dirac de période v,-’ V,/ ,e(z)  est (à une 
constante près) un peigne de Dirac de période 2rv, V2rrv, ( E ) .  Si l’on interprète 
l’échantillonnage f n  = f (n/v , )  de la fonction f(z) comme une multiplication 
de f(x) par le peigne de Dirac de pitriode ve-’, alors la transformée de Fourier 
discrète de {fn} sera le produit de coiivoliition de j ( < )  par le peigne de Dirac 
de période 2rve, c’est-à-dire la périodisée de f(<) de période 2rv, (toujours 
à une constante près). Ainsi, lcs trois cas décrits dans le thitorème précédent 
correspondent aux cas où l’on peut ou ne pcut pas retrouver f (<)  à partir de 
E,, f(( + 27rvek) par restriction à l’iiitcrvalle [ -wo,wo].  Dans le second cas, 
cette restriction peut îitre faite à l’aide d’unc fonction $ ( E )  très régulière (ici 
dans la classe de Schwartz), donc très bien localisée en z. Dans le troisième cas 
en revanche, la seule possibilité pour @ ( x )  cst le sinus cardinal sin(z)/z, qui est 
très lentement décroissant. 
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Remarque : Dans la pratique, on a fréquemment à étudier numériquement des 
signaux (fonctions) qui ne sont pas à bande limitée, ou à trop large bande. Dans 
ce cas, il faut effectuer un filtrage préalable, destiné à supprimer les trop hautes 
fréquences. On peut alors effectuer un échantillonnage convenable. Néanmoins, 
signalons que tous les signaux provenant de mesures physiques sont par la force 
des choses à bande limitée. 

11.2 Algorithmes pyramidaux en traitement d’images 

La technique du laplacien pyramidal, due à Burt et Adclson [il, part de la 
constatation suivante : lorsque l’on représente un signal sous forme d’échantil- 
lons, il existe une information qui n’est pas directement accessible et qui a trait 
aux corrélations entre échantillons successifs. Pour décrire ces corrélations, on 
a habituellement recours 2 différents filtrages, c’est-à-dire des convolutions avec 
des suites (en général de longueur finie) dont la transformée de Fourier est bien 
localisée autour d’une fréquence donnée. Le laplacien pyramidal réalise ces 
opérations, dans le cadre d’un algorithme de faible complexité. 

Considérons par exemple une suite {s,,n E Z}, que l’on considérera, 
pour fixer les idées, comine un ensemble d’échantillons d’une fonction s E 
L2( lR) .  Elle définit par trailsformation de Fourier une fonction 27r-périodique, 
périodisée d’une fonction de support dans [-T,  7r]. Considérons maintenant 
une suite {h,,n E Z}, telle que la restriction de sa transformée de Fourier 
à [-7r, 7r] soit essentiellcmcnt concentrée dans [-7r/2,7r/2]. La situation idéale 
est dans ce cas la fonction caractéristique de [-7r/2, ~ / 2 ]  ; nous verrons un peu 
plus loin pourquoi cette situation n’cst pas idéale en pratique. Mais revenons 
à l’algorithme. 

Formons le produit de convolution de ces deux suites : 

(11.6) 
k 

La transformée dc Fourier de ce produit de convolution cst une fonction 27r- 

périodique ct sa restriction A [--7r, 7r] est esscntiellcmcnt concentrée dans l’in- 
tervalle [-7r/2,7r/2]. Donc, on peut songer à sous-échantillonner ce produit de 
convolution d’un facteur 2, modulo une petite erreur (due à un terme d’aliasing) 
que l’on se propose de contrôler. Notant {so} = { s } ,  le résultat est une nouvelle 
suite : 

St, = C h 2 n - k S k  = [H . S O In (11.7) 

où l’on a noté H l’opérateur “convolution + sous-échantillonnage” . Le résultat 
est une nouvelle suite, qui rcpréscnte la composante “basse fréquence” de 

k 
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En effet, on a retiré à cette dernière la majeure partie de ses fréquences com- 
prises entre 7r/2 et 7r en valeur absolue. {SA, n E Z} est donc une version lissée 
de {s,, n E Z} ,  à laquelle on peut faire subir le même traitement. On introduit 
donc : 

s i  = [H - s ’ ] ,  = h z n - k s k  1 (11.8) 
k 

et ainsi, de proche en proche : 

(11.9) j - 1  SA = [H . s’-’In = hzn-ksk 
k 

L’indice j est clairement ici un indice d’échelle, puisque le passage de j à j + 1 
correspond à un sous-échantillonnage par 2. 

L’étape suivante est la reconstruction de la suite {sn, n E 27) à partir des 
suites {s;,n E Z}.  Considérons tout d’abord {s ; ,n  E Z }  ; pour pouvoir la 
comparer à { s i ,  n E Z},  il est d’abord nécessaire d’insbrer des zéros aux points 
intermédiaires (pour retrouver des fréquences d’échantillonnage compatibles), 
puis on fait agir l’adjoint de l’opérateur de convolution précédent : 

(II. 1 O) 

La suite {a i , n  E Z }  fournit donc une image floue de {s;,n E Z }  ; on note 
{ d k ,  n E Z }  la différence des deux suites : 

1 d, = SF, - a; (11.1 1) 

d 1  = [l - H* * HI * SO (II. 12) 
{ d k , n  E Z} représente les dbtails de { s i ,  n E Z} absents de {::,ri E Z}.  

De même, on introduit : 

= li&-nsk j+1  - - [H’ sj+’In (11.14) 
k 

ainsi que 
(11.15) 

(II. 16) 
Etant donné un entier L,  il est Cvident que la suite {s,,n E E }  est 

entièrement caractitrisée par son approximation {sf;, n E Z }  à i’éciicile numéro 
L et ses détails { d i ,  n E Z} ,  j = O, ..L - 1 aux échelles intermédiaires. En ef- 
fet, on a un algorithme de reconstructioii tout aussi simple que l’algorithme de 
décomposition : 

SO = H’. SI + d l  

- - H” . s:! + H’ * dz + d l  
- - H*L . S L  + HcL-l . d L  + ... + H* . d2 + dl 
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Autrement dit, l’approximation so à l’échelle 1 est la somme de l’approximation 
à l’échclle 2 L  et des détails aux échelles intermédiaires : 

L 

SO = H * L .  s~ + H*j -d j+1 (11.17) 
j =  1 

Structure pyramidale : L’algorithme de décomposition possède une structure 
extrêmement simple. En effet, pour chaque valeur du coefficient d’échelle j ,  on 
effectue des opérations rigoureusement identiques pour passer de l’échelle j à 
l’échelle j + 1. L’algorithme est donc un algorithme en cascade, au même titre 
que l’algorithme de FFT. On dit aussi qu’il possède une structure pyramidale 
et que les mêmes opérations (simples car toujours linéaires) sont effectuées à 
chaque étage de la pyramide. I1 est illustré par un graphe à la figure VIII.l. 

L’algorithme de reconstruction est lui aussi un algorithme pyramidal du 
même type. 

Nombre de données et complexité algorithmique : Nous venons de voir que 
l’algorithme précédent foiirnit une représentation d’une suite quelconque, dans 
laquelle l’accent est mis sur la description dcs corrélations entre échantillons 
successifs. I1 est important de constater que dans cette représentation, le nom- 
bre des données n’a augmenté que de façon raisonnable. Supposons, pour sim- 
plifier, que la suite {sn, n E Z }  est de longueur finie N et évaluons le nombre 
de coefficients nécessaires pour décrire cette nouvelle représentation. Nous sup- 
poserons aussi, pour simplifier, que le nombre de coefficicnts non négligeables de 
{hn, n E Z} est très petit devant N .  Le nonibre de coefficients de { s i , n  E Z }  
et { d i ,  n E Z} est de l’ordre de 2-jN. Si la décomposition est effectuée jusqu’à 
l’échelle numéro L,  le nombre de coefficients cst de l’ordre de : 

(II. 18) 
N N N  N 

2 4  2 L - 1  2L + - = 2N(1-  2 1 - L )  5 2N N +  - + - + ... + - 
Un calcul tout à fait similaire fournit la complexité de l’algorithme de 

décomposition : supposons que le filtre {h,,n E Z} possède M coefficients 
non négligeables. Le calcul de { s i ,  n E Z }  à partir de {si-’, n E Z }  comporte 
essentiellement 2l-jNAd multiplications. De même le calcul de {di-’ ,  n E 
Z }  à partir de { s i , n  E Z }  comporte 2-jNAd multiplications. Ainsi la 
décomposition jusqu’à l’échelle L comporte : 

L-1 

N A l ( l +  2 2- j  + 2 - I ’ )  = N M ( l  + 4(1  - 2-L + 2 - L ) )  5 5NM (11.18) 
j =  1 

On se trouve donc en présence d’un algorithme de complexité O ( N ) ,  ce qui est 
plus performant que l’algorithme de FFT. 
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Choix de la suite {hn,n E Z }  : Le choix de la suite {hn,n E Z }  est 
extrêmement important. Tout d’abord, on veut que cette suite soit bien lo- 
calisée, c’est-à-dire à décroissance suffisamment rapide pour que l’on puisse la 
tronquer sans commettre d’erreur trop importante. Ceci exclut en particu- 
lier la suite dont la transformée de Fourier est la fonction caractéristique de 
[ - r / 2 , r / 2 ] ,  qui décroît en l /n .  D’autre part, la suite { h n , n  E Z }  doit être 
assez régulière pour posséder de bonnes propriétés de localisation dans l’espace 
de Fourier ; on se ramène alors par une dilatation des suites dont la restriction 
à [-r, r] est bien localisée au voisinage de [-7r/2,7r/2]. 

Une autre manière de tester la régularité de la suite {It,,n E Z }  est 
de calculer la fonction associée, c’est-à-dire la suite {s,,n E 22) dont la 
représentation est la plus simple possible, à savoir : 

d i  = O Qn E Z,j = O, .., L - 1 
sk = hn,û 

Dans ces conditions, on a : 
s H q L  * S L  (11.19) 

I1 est souvent important en pratique que cette suite {sn, n E Z }  soit régulière. 
En fait, il existe des critères permettant d’estimer la régularité de {s,, n E Z }  
à partir de certaines propriétés du filtre {I t , ,  n E Z}. 

11.3 Codage en sous-bandes 

La technique du codage en sous-bandes consiste en une amélioration du 
laplacien pyramidal. On se place, dès le départ, dans le cadre des signaux 
échantillonnés, c’est-à-dire dans l 2  (22 ) .  On considère deux suites absolument 
sommables {hn,n E Z }  et {g,,n E Z} ,  similaires à la suite {hn,n E Z }  
précédente. Plus précisément, considérant les restrictions de leurs transforinées 
de Fourier à [-T, 7r], on impose que celle de {h,, n E Z }  soit concentrée au 
voisinage de [-7r/2, 7r/2] et que celle de {g,, n E Z }  soit concentrée au voisinage 
de [-r, -7r/2] ü [7r/2,7r]. On va alors procéder de manière similaire au chapitre 
précédent : la convolution de {s,,n E Z }  par {hn,n E Z }  ou {g,,n E Z }  
produit une suite dont la bande a été réduite d’un facteur 2 (à une erreur 
provenant d’un mauvais échantillonnage près). On sous-échantillonne alors 
chacun de ces deux produits de convolution d’un facteur 2. Ce faisant, on 
commet dans les deux cas une erreur (aliasing) et on va rechercher dans quels 
cas ces erreurs peuvent se compenser. 

Pour cela, considérons en détail les opérations effectuées lors du schéma 
décomposition-reconstruction, sur une seule étape tout d’abord. Pour plus de 
généralité, on utilisera deux suites diffEreiites {i.,,n E Z }  et {&,n E Z }  
pour la reconstruction, au lieu des complexes conjugués de {h,,n E Z }  et 
{gn,n E Z}*  
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Décomposition, décimation et insertion des zéros : On considère comme dans 
la section précédente les convolutions 

h n - k s k  X g n - k S k  
k k 

(II. 20) 

dont on ne conserve qu’un point sur deux comme précédemment, puis on rem- 
place la valeur enlevée par la valeur zéro. Par convention, on force à zéro les 
échantillons impairs. A p r b  transformation de Fourier, le résultat vaut : 

sd (<)  = ; [qE)mo( l )  + ; ( E  + r)mo(f + .)I 
dd(E) = t [ W m 1 ( < )  + ; ( E  + T)ml(E + 7 4 1  

(Noter la présence du terme d’aliasing en .4(< + T ) . )  

Reconstruction : On utilise maintenant les suites de reconstruction {Kn,  n E Z }  
et {Gn7n E Z }  : 

S ‘ ( E )  = ;[?jlo(E)mo(E) + ?qE)ml(E)]qE) 
+ + [ f i ~ o ( E ) m o ( E +  .) + f i l ( E ) W ( < +  ..)].4(6+ .) 

On impose enfin la propriété de reconstruction exacte, c’est-à-dire en particulier 
l’annulation du terme d’alinsin,g. Plus précisément, on écrit : 

ou encore sous forme matricielle : 

Notons A(() le déterminant de cette matrice. La solution est alors donnée par : 

? j Z O ( E )  = &mi(< + .) 
fill([) = - & y o ( <  + .) 

I1 existe encore à ce point un grand nombre de solutions. Smith et Barnwell 
ont alors proposé de se restreindre au choix des filtres miroirs en quadrature 
(nous utiliserons le sigle consacré “QMF” , provenant de l’expression anglaise), 
en se restreignant à A(<) = et en posant : 

ni1(<) = e - iemo(( + T ) *  (11.22) 

qui conduisent à la fameuse relation (souvent appelée “condition QMF”) : 
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Codage en sous-bandes : On sait donc maintenant transformer une suite en 
deux autres suites, sous-échantillonnées d’un facteur 2, de telle manière que la 
transformation soit inversible. On a ainsi, grossièrement parlant, remplacé une 
fonction de bande [-K, 7r] en deux parties haute fréquence et basse fréquence, 
de bandes respectives [-K, -~/2]ü[7r/2,7r] et [-~/2,7r/2]. On peut maintenant 
renouveler l’opération sur la partie basse fréquence, puis itérer la procédure. 
Ce schéma de décomposition se nomme le codage en sous-bandes. 

Quelle est la complexité algorithmique d’un schéma de codage cn sous- 
bandes ? Pour l’évaluer, on considère une suite de N échantillons et deux filtres 
{h,,n E Z }  et {g,,n E Z }  de A4 écliaiitillons chacuns. La première étape, 
c’est-à-dire le calcul de QZn-kSk ,  représente 2 fois M fois 
N/2 multiplications, c’est-à-dire M N  opérations. L’étape suivante représente 
un calcul similaire, effectué sur deux fois moins d’échantillons, d’où MN/2 
opérations et ainsi de suite. D’où, aprks L étapcs, le nombre total d’opérations 
peut être estimé comme : 

h S , - k s k  et 

NAd(l+ 2-1 + 2-’ + 2-3 + ... + 2-L-’) = 2NA4(1 - 2 - L )  5 2NA4 (11.24) 

De plus, un calcul similaire montre que le nombre de coefficients intervenant 
dans la décomposition vaut exactcmeiit N ,  d’oii aucune augmentation du nom- 
bre de données. 

11.4 Transformée en ondelettes sur grille dyadique 

I1 existe des ondelettes pour lcsqucllcs on peut utiliser un algorithme de 
type codage en sous-bandes. Ces ondclcttes sont associées à dcs fonctions 
dites fonctions d’iichclle. Par diifinition, nous appelerons fonction d’écliclle une 
fonction +(z) E L’(Bi!) telle qu’il existe line fonction mho(() E L2([0,2r]), 27r- 
périodique, vérifiant : 

(11.25) 

(cette condition est identique à la condition QMF (11.22)-(11.23) à une norma- 
lisation des filtres près), telle que 

& 2 0  = mo(E)4(E) (11.26) 

On notera de nouveau : 
7710(<) = hkC!ik‘ 

k 

et 

k 

les développements de Fourier respectifs de nzo et mi. 

(11.27) 

(II. 28) 
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Notons maintenant3 

@ ( E )  = 2-j4(2-jx - IC), $ ; ( E )  = 2+$(2-jx - IC) 

et les coefficients correspondants : 

Sj"f = (f '& 

T;f = (f '@) 
Calculoiis par exemple : 

(11.29) 

(11.30) 

(11.31) 

1 

Un calcul en tous points identique fournit une expression similaire pour les 
coefficients T: f .  En récapitulant, on obtient : 

Proposition 1 Soient q5(x), $ ( E )  une fonction d'échelle et une ondelette as- 
sociée à une paire de QMFs. Alors, pour toute f (x)  E L2(lR), le calcul de la 
transformée en ondelettes su r  grille dyadique peut être effectué à l'aide d'un 
sclîéma de codage en sous-bandes : 

(11.32) 

(11.33) 

Nous nous retrouvons donc dans un schéma identique au codage en sous- 
bandes étudié la section précédente. L'identification est complète lorsque l'on 
a remarqué que la condition imposée sur m o  et ml est exactement une condition 

3Noter ici la normalisation choisie pour les fonctions, telle que ll+b~lll = 11+b11i et de même 
pour +f. 
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j-0 

j-1 

j-2 

j-3 

Figure VIII .  1 : 
grille dyadique. 

Algorithme QMF associé à la transformée en ondelettes sur 

QMF. On a donc de nouveau un algorithme rapide de reconstruction, donné 
par : 

(11.34) 

L’algorithme peut être schématiquement représenté de la manibre suivante. 
On considère par exemple une suite r n o ( < )  possèdant trois coefficients non nuls 
h-1, ho, hl et on suppose que l’on connaît la suite S,” f ,  k E Z. Dans ces con- 
ditions, l’algorithme de décompositions aux échelles plus grandes est organisé 
comme dans la figure VIII.l. 

En remplaçant rno(<)  par rn l (<) ,  on obtient un algorithme similaire pour 
les coefficients T: f ,  k E E. 

1 1 

Remarque: Pour conserver une unité de notations dans cet ouvrage, nous avons 
choisi en (11.29) la “normalisation L1” pour les fonctions 4: et @. On choisit 
plus souvent la “normalisation L”’, c’est-à-dire r$(x) = 2-jl24(2-jx - k ) .  
L’unique modification à apporter à l’algorithme est alors une renormalisation 
des filtres par un facteur fi. 

11.5 Quelques exemples et commentaires 

I1 est assez facile de construire des couples (+,I)) associés à des QMFs 
et permettant donc l’utilisation des algorithmes décrits plus haut. Beaucoup 
d’exemples sont fondés sur l’identité trigonométrique 

N 

sin< = 2sin ( < / 2 )  cos ( < / 2 )  = ... = lin1 2 N  sin ( 2 - N < )  n cos (2-j<) (11.35) 
N + w  

j= 1 
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qui implique donc 
00 sin E -- - n cos ( 2 3  

E j=i 

Ainsi, en partant d'un enticr n 2 1 et en posant 

il vient immédiatement 
J"(2J) = ? ? X O ( E ) J " ( < )  

avec 

(11.36) 

(II. 37) 

(11.38) 

(11.39) 

Notons tout de suite que ce filtre nzo([) ne vérifie pas la condition "QMF" 
(11.23) quand n 2 2 ; la reconstruction ne sera donc possible qu'en utilisant un 
filtre f i 0  (<) approprié. 

Ceci conduit directement à l'algorithme pyramidal précédent pour le calcul 
des coefficients Sj" f. 

I1 est facile d'obtcnir une ondelctte associée, en posant 

ce qui conduit à : 

(11.40) 

(11.41) 

et est aussi compatible avec notre algorithme pyramidal. 
I1 faut néanmoins noter que nous sortons ici du cadre précédent, dans la 

mesure où (à part pour n = 1) les filtres r n o ( < )  et rnl(<) ne vérifient plus la 
relation de QMF. I1 faut alors introduire une ondclctte dc rcconstruction : 

avec le filtre passe-haut correspondant : 

(11.42) 

(11.43) 

Cet exemple correspond en fait aux ondelettes dites splines. Ces ondelettes 
sont étudiées plus en détail dails le compléinent E. 
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Remarques 
1) Si on considère les formules précédentes, dans le cas n = 1, on obtient 

alors le célèbre système de Haar, dont la fonction d’échelle est la fonction 
caractéristique de l’intervalle [O, 11 : 

41(4 = X[O,i](”) (11.44) 

et l’ondelette est la fonction de Haar : 

(II. 45) 

où H ( z )  est la fonction de Heaviside. I1 est bien connu que la famille des 
2 - j / 2 $ 1 ( 2 - j x  - I ; )  , j ,  I; E Z est une base orthonormée de L2(m), ce qui n’est 
plus le cas pour n 2 2.  Dans ce cas, il faut modifier la construction pour, dans 
un premier temps, obtcnir une fonction 4(z) telle que la collection de ses trans- 
latées entières soit une base orthonormale de l’espace qu’elle engendre. Dans 
un deuxième temps, on montrera qu’il existe une ondelette associée, telle que 
la collection de ses translatées et dilatées (correctement normalisbes) sur une 
grille dyadique soit une base ortlionorinale de L2(m). Nous iie décrirons pas 
ces aspects ici et renvoyons à [4] et [lo] pour une préscntation self-consistante 
de la théorie et à [3],[4] pour des listes de coefficients de filtres. 

2 )  La procédure précédente conduit à des ondelettes possédant n moments 
nuls (en effet & ( E )  N tn quand [ N O). I1 est facile de la modifier pour obtcnir 
un nombre de moments nuls différent, par excinple en changeant la puissance 
de sin([/2) dans la définition de mi([ ) .  I1 faut néanmoins faire attention aux 
zéros de mi([) et faire en sorte que rk l ( [ )  soit bien défini quand nz1([ )  = O. 

3 )  Nous avons vu ici le rôle joué par les QMFs dans le calcul nuinérique 
de coefficients d’ondclettes. Plus prbcisémciit, dks que l’on dispose d’une base 
d’ondelettes, on montre que le calcul des cocfficicnts correspondants peut être 
effectué avec un algorithmc de QMF (voir [3], [8] et [lo] par exemple). Le 
problème réciproque, à savoir associer une base d’ondclcttes à une paire de 
QMFs, est lui aussi intéressant. A. Cohen [2] a donné une condition nccessaire 
et suffisante pour qu’une paire (1770,  ml)  de QMFs engendre des fonctions 4 ct 
$ de L2(m) conduisant à des bases d’ondclcttes. 

1 
2 

$I(”)  = H ( z )  - 2H(z - -) + H(” - 1) 

III ONDELETTES SUR GRILLE RÉGULIÈRE 

Considbrons maintenant le cas de la transformée en ondclettcs sur un réseau 
régulier, c’est-à-dire dans la version discrkte de la transformée en ondelettes 
invariante par translation. On va maiiitcnant chcrclicr à. utiliser de nouveau 
des algorithmes du inCrne type que les xlgorithmcs de codage en sous-bandes 
précédents. Pour cela, commençons par le cas simple où il est possible d’associer 
à l’oiidelette utilisbe une fonction d’échclle 4(z) et une paire de QMFs. 
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111.1 UTILISATION DE QMFs 

ture m o  ct ml ,  tels que 
Supposons donc que nous disposons d'une paire de filtres miroir en quadra- 

& 2 E )  = m o ( E ) & E ) ,  = m1(04(E) (III. 1) 

Nous noterons maintenant Sj f et Tj f les coefficients d'échelle et les coefficients 
d'oiidclctte respectivcnic~it~ : 

S j f ( k )  = 2-3 f ( X ) 4 ( 2 + ( X  - k) )*dX '1 (III. 2) 

T j f ( k )  = 2-1 f ( X ) + ( 2 - j ( X  - k))*dX (111.3) s 
I1 est alors facilc de faire un calcul similaire au précEdcnt : 

1 

qui fournit ainsi : 

Proposition 2 Soiciit @(x), +(x) une fonctioii d'échelle et uiie oiidelette a- 
sociéc à une pilire de QMFs. Alors, pour toute i ( ~ )  E L2(lT1), IC calcul de la 
traiisforinée cil oiidclcttcs stir grille r6gulièrc pcut  être effcctuh à l'aide d'un 
scliéina de codage e11 sous-Landcs sails sous-échantillonnage : 

(111.4) 

(111.5) 

'A ne pas confondre avec les coefficients T t f  et Sff que nous avons utilisésprécédernment. 
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Ainsi, on obtient une organisation pyramidale similaire à la précédente, 
la seule différence étant que, cette fois, on a un schéma consistant en filtrages 
successifs et non de filtrages et sous-échantillonnages successifs. Avec les mîtmes 
conventions que dans la figure 1, l’algorithme peut être représenté comme sur 
la figure V111.2 : 

Remarque : QMFs ou F F T  ? Comme nous l’avons vu, le calcul d’une trans- 
formée en ondelettes “presque continue” au moyen de la FFT requiert de l’ordre 
de CFFTN log,(N)2 opérations, et le calcul au moyen de l’algorithme pyraini- 
dal, de l’ordre de CQMFN log, ( N )  opérations5. L’algorithme pyramidal semble 
donc plus efficace, mais le rapport des temps de calcul dépend en fait de N ou, 
plus précisément, du rapport 

= log2 ( N )  C F F T / C Q M  F .  

Si N est assez petit pour que T soit inférieur à 1, l’algorithme fondé sur la FFT 
est plus rapide. On peut facileinent voir que dans le cas de filtres “classiqiics”, 
de longueur 10 environ, la valeur de transition est autour de N - 1000. 

111.2 Pseudo-QMFs 
Nous avons donc vu quelle est la situation lorsque l’on dispose d’une paire de 

QMFs pour calculer la transformée en ondelettes. Mallicureusement, ça n’est 
en général pas le cas. Par exemple, dans le cas des ondelettes lcs plus simples, 
entre autres les dérivées de gaussieiines, on ne dispose pas de QMF pcrmcttant 
d’accélérer le calcul. La question naturelle qui se pose est de savoir si on peut 
trouver une expression approchée de la transformée en ondclcttes, de sorte que 
la transformée approchée soit calculable avec des QMFs. Ce problCme a Cté 
étudié par un certain noinbre d’auteurs, qui ont fourni des expressions explicites 
pour les filtres approchés qui interviennent. Nous décrirons ici une des solutions 
possibles qui est donnée par les analyses multirCsolution infiiiitésimales que 
nous avons déjà en l’occasion de voir à la fin du chapitre II (et qui fait aussi le 
lien avec les décompositions “presque continues” de la fin du chapitre VI). 

Dans ce cas, on part d’une ondelette $(z) E L2(IIz), normalisée de sorte 
aue : 

k+ = Ji” ? j ( U )  $ = Ji” ? j ( - U )  - du = 1 . 
U 

On construit alors une fonction d’échcllc associée p(x), telle qiie : 

(III. 6 )  

(I II. 7) 

’Où CQMF dépend d e  la longueur des filtres {IL,,} et {g , , } .  
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Figure V111.2 : Algorithme QMF associé à la transformée en ondelettes sur 
grille fine. , 
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et des ondelettes intégrées Q ( x ) ,  vérifiant : 

On a alors 
$ ( E )  = W 2 )  - @ ( E )  

et toute fonction f ( x )  E L2(IR) peut être diicomposée comme : 

M 

où l’on a posé 
Q$) = 2-jQ (2-j(x - I>)) 

(111.8) 

(111.9) 

(111.10) 

(111.11) 

et de même pour Qi. A partir de ces nouvelles fonctions, on peut construire des 
filtres et un algorithme rapide approchiis de la manière suivante. Nous allons 
tout d’abord faire I’hypothèse qu’il existe une fonction (pas nécessairement 
27r-périodique) po(E) dbfiiiie partout, telle que : 

(111.12) WE) = Po(E)@(E) 

ainsi qu’une fonction p1 ( E )  telle que 

@ ( 2 0  = Pl (OF(E)  (111.13) 

L’idée essentielle est la suivante. Supposons que nous voulions échantillonner 
Tj f et Sj f à la frbquence unité, on fait l’hypothèse a priori que la fonction p 
est essentiellement localisbe dans l’intervalle [-7r, T]. 

Introduisons le sous-espace de L2 (a) suivant : 

UO = { f E LZ(IR),f = Ccysp(. - k ) ,  { c y k }  E Z2(Z)} (III. 14) 

Nous supposerons que la collcction {p(z - b ) ,  k E 27) est une base de Riesz 
de Uo, c’est-à-dire qu’il existe deux constantcs finies et non nulles A et B telles 
que 

A 5 I@(( + 27rk)l2 5 B (presque partout) (111.15) 

On montre alors facilement qu’il existe une fonction x E L2(IR) telle que la 
suite { x ( x  - k ) ,  k E Z} est la base de UO biorthogonale à {p(x - k ) ,  IC E 27). 

k 

(1II.lG) 
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Considérons maintenant les discrétisations des fonctions Tjf(x) et Sjf(x)  : 

(111.17) 

Passons à la détermination des QMFs approchés, que nous noterons m:(<) = 
Ck hieik€ et my(<) = C k g i e i k f .  L’idée qui est à la base de tout ceci est que 
dans la mesure où la fonction 6 est localisée dans un voisinage de O et où les 
filtres mo et ml apparaissent toiijours sous la forme de produits avec 6, on peut 
se contenter de lcs approxiiner avec des filtres 2~-périodiques dans un voisinagc 
de O. 

$(n) = ~ j ( n ) ,  ~jd(n) = ~ j ( n )  V n  E zi: 

Nous notcrons : 
TPf(n) = Cg;*s,”f(n - k )  (III. 18) 

k 

et 
s;f(n) = Iz;*S:f(n - k )  (111.19) 

k 

et aux échelles suivantes : 

(111.20) 
k 

et 
(111.21) 

k 

La sélection des filtres approchés m,”([) et my(<) se fait en comparant les 
résultats fournis par l’algorithme, c’cst-&-dire Sj” f et Tj” f aux discrétisiies des 
transformées usuelles Sj”f ct Tjdf. 

On remarque imniiidiatcment le riisultat suivant : 

I1 existe de nombreux critkres de choix du meilleur filtre approché. Les filtres 
approchks que nous choisirons sont donnés par le résultat et les estimations 
suivantes : 

Théorème 2 Soient ~ ( x )  ct q ( x )  respcctiveinent la foiiction d’éclielle et 1’011- 
deiette intégrée assocides à I’ondclctte $(x) et soient P O ( < )  et p l ( < )  les filtres 
passe-bas et passe-hiit associés. Notons : 

On a alors les propriétés suivantes : 
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4 

ii) 

iii) 

Il existe une unique paire de filtres 27r-périodiques mq(E) = mi(<) qui 
minimisent v(pi, mq). Leur expression est la suivante 

On a 

IISjaf - Sj”f I l C a  I V(,-lO’ r n 0 ) 2 + ~ ~ j l l f  Il2 (111.25) 

et 

où 

et 

ci = ess sup mi([) 
FE in 

1 - (coJz>j rcj = 
1 -Co& 

Pour toute f E IAo, on a de plus : 

Sff = Sff ,  Ti‘f =Ttf  (111.27) 

Avant de  démontrer cc résultat, notons le corollaire iminbdiat : 

Corollaire Les filtres approchés donnés par le théor&me précédent vérifient : 

nzo(€) + rJll(t) = 1 (111.28) 

et fournissent donc l’algorithme de reconstruction simple suivant, analogue de 
la formule de reconstruction de Morlct : 

Sof (.) = c Tj”(ll) (III. 29) 
3 %  

Passons maintenant 2 la preuve du tliéorbirie. On remarque d’abord que 
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On voit donc apparaître la fonctionnelle v dans notre problème. Sa minimi- 
sation est un problème classique, qui est en fait équivalent à la projection 
orthogonale de #(2/2)/2 sur 240 (ie. la minimisation de la distance dans L2 
entre 4(2/2)/2 et 240). Plus précisément, les coefficients h k  ne sont autres que 
les coefficients par rapport à la base des #(x - k ) ,  k E 22 de la projection de 
#(2/2)/2, que l’on obtient simplement en écrivant que 

ce qui conduit à 
1 x  

p(x + k ) *  [ hpp(x + 1 )  - p( ds = O Vk E z Jrl 1 

ou encore 

On sait dans ce cas que la solution est unique et qu’elle est précisément le nzo(J) 
qui est donné dans l’énoncé du théorbme. On estime rigoureusement de même 
l’erreur IlTPf - T~fl lm,  ce qui conduit à l’expression donnée pour m1(<). 

Passons maintenant aux échelles plus grandes. I1 est utile d’introduire les 
coefficients intermbdiaires suivants : 

Tj’f(n) = Cg;*s:f(n - 2j-%) (111.30) 

S j f ( n )  = hi*S,df(n - 2 w c )  (111.31) 

k 

k 

Clairement, on a 

Examinons les coefficients Sj ” j  (le raisonnement pour les Tj”f est le même). 
2x 

11%- $3 Il = J I C m 0  (2j-I (<+27rk))@( 2j-1 (J+27rk))f(<+27rk) 
k E 2  
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En ce qui concerne le second terme, on a encore : 

En réunissant ces deux estimations, on obtient ainsi les deux premières parties 
du théorème. Passons maintenant à la dernière. Supposons que f(z) E Uo. 
Alors 

f (0  = F(€)@(E) 

où F(<)  est une fonction 2.rr-périodique, de carré intégrable sur [ 0 , 2 ~ ] .  Un 
calcul explicite conduit alors à - -  

spf - S,”f = ( & ( E ) *  - mo(E + 2 7 4 , )  [ @ ( E  + 2Kk)IZF(E)  
k E B  

= O si rn; = nao. 

A titre d’exemple, considérons la célèbre ondelette LOG (Laplacian Of 

(111.32) 

Gaussians) 
1 2 x 2 / 2  

fi 
$(x) = -(i - 2 )e -  

La fonction d’échelle linéaire associée est simplement la gaussienne 

alors que l’ondelette intégrée est le DOG (Difference Of Gaiissians) 

(111.33) 

(111.34) 

Pour plus de généralité, nous considérerons la famille de fonctions d’échelle 

& ( E )  = e-C2/a (111.35) 

avec les ondelettes intégrées associées. Un calcul direct fournit les coefficients 
pour les filtres { h k }  et { g k } .  Les Coefficients, dans les cas (Y = 2 à (Y = G sont 
donnés dans le complément E. 

111.3 Redondance en échelle 

Pour “boucler la boucle” et revenir à une transformée en ondelettes algo- 
rithmiquement efficace et proche de la transformée continue que nous avons vue 
au début de cet ouvrage, il ne nous reste plus qu’à réintroduire la redondance 
en échelle. 
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Le moyen le plus simple est sans doute de réutiliser les formules précédentes 
et d’utiliser directement l’algorithme correspondant en partant de fonctions 
d’échelle, copies dilatées de celles que nous avons utilisées. 

Plus précisément, considérons le cas d’une transformation en ondelettes, par 
rapport à des ondelettes de largeur de bande d’une octave approximativement 
et N - 1 échelles intermédiaires (en progression géométrique) par octave. Soit 
donc ax = = 2 X / N ,  où X = N j  + p. Si g(z) est l’ondelette infinitésimale, 
normalisée de sorte que cg = 1, on pose alors, 

et 

(111.36) 

(111.37) 

On dispose donc d’une famille de N fonctions d’échelle et ondelettes, copies 
dilatées les unes des autres. La même procédure que précédemment, appliquée 
à chacune des ondelet tes et fonctions d’échelle, produit alors une famille de 
filtres passe-bas et passe-haut donnés par : 

Remarque : Une variation possible. On peut aussi utiliser les mêmes idées pour 
construire une transformation en ondelettes dans laquelle toutes les échelles 
sont indépendantes. I1 est alors suffisant d’utiliser une unique fonction d’échelle 
et d’introduire la famille d’ondelettes suivantes 

(111.40) 

La mîtine procédure fournit alors les filtres 

qui vérifient : 
m, + Em, = 1 (111.42) 
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La reconstruction s’écrit : 

p j=J 

où on a posé 

(111.43) 

(111.44) 

IV LE CAS BIDIMENSIONNEL 

IV.l Produit tensoriel 

Nous avons déjà dit dans l’introduction qu’une condition nécessaire à l’exis- 
tence d’algorithmes rapides de calcul de la transformée en ondelettes était 
la compatibilité du réseau de discrétisation avec les opérations élémentaires 
utilisées pour générer les ondelettes. Ceci reste vrai pour la transformée en 
ondelettes bidimensionnelle. Tant qu’on se limite à des translations et dilata- 
tions, des algorithmes rapides sont toujours disponibles. En revanche, on ne 
sait toujours pas, à l’heure actuelle, comment discrétiser des rotations en plus 
des dilatations et translations, de sorte que l’on ne dispose pas d’algorithme 
rapide pour la transformée en ondelettes avec rotations. On se contentera donc 
de décrire un algorithme attaché aux ondelettes classiques et donc fondé sur 
les mêmes idées de QMF. 

Le plus simple consiste en fait à considkrcr un “produit tensoriel” de deux 
filtres unidimeiisionncls. Etant donnée une fonction d’échelle unidimensionnelle 
4(z), associée à une paire de filtres ? n o ( [ )  et ml([ ) ,  on construit une fonction 
d’échelle bidimensionnelle 

I1 est alors immédiat que 

de sorte qu’un candidat naturel pour le filtre passe-bas est : 

Si nous conservons l’idée que le filtre unidimensionnel m.0 (C) est essentiellement 
localisé entre -7r/2 et 7r/2, mo([z,[g) est lui essentiellement localisé dans le 
carré [-7r/2,7r/2] x [-7r/2,7r/2]. 
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En ce qui concerne les ondelettes, l'identité suivante, conséquence de l'équa- 
tion aux QMFs unidimensionnelle 

(IV.4) 

suggère l'utilisation non plus d'un filtre passe-haut, mais de trois, à savoir : 

d (L , l y  = mo (tz >m 1 K Y )  (IV.5) 

4 l z 7 l y )  = ml( lzho(5y)  (IV.6) 

m X L , l y )  = ml(Ez)ml(Ey) (IV.7) 

et conduit donc à trois ondelettes correspondantes : 

4 ' ( 2 l Z '  21,) = m ; ( L ,  EY)&Z,  (y) , e = 1,273 (IV.8) 

I1 est facile de vérifier que si les 2-jI2$(2-jz - k ) ,  j ,  k E Z forment une base 
orthonorméede L2(m), alors les 2-j$'(2-jz-k, 2-jy-I), j ,  IC, I E 27, E = 1,2 ,3  
forment une base orthonorinée de L2(m2), pour laquelle on dispose des algo- 
rithmes rapides correspondants. 

Si on note : 
s!Jf 3 = (f, 2-*j4(2-j . -k ,  2-j . -1 ) )  

T:: f = (f, 2-2j$'(2-j . -k ,  2-j - l ) ) ,  

(IV.9) 

(IV.10) 
et 

il est facile de voir, d'après les calculs précEdents, que l'on a : 

ainsi que 

(IV.11) 

(IV. 12) 

(IV.13) 

(IV.14) 

On se retrouve donc exactement dans le même schéma algorithmique que 
précédemment. L'algorithme de resynthèse est exactement similaire au pré- 
cédent. 

k 1  
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IV.2 Algorithmes approchés 

On peut, bien entendu, modifier encore une fois cet algorithme, par exemple, 
en n’utilisant plus que deux ondelettcs au lieu de trois (dans ce cas, on n’a 
pas de base orthonormée sous-jacente et il est nécessaire de considérer des 
filtres de reconstruction différents des filtres d’analyse). Là encore, le choix de 
l’algorithme est lié à l’application que l’on souhaite en faire. 

Néanmoins, cette structure algorithmique est trop contraignante si l’on 
s’intéresse à des ondelettes bidimensionncllcs comme cclles dont nous avons 
parlé auparavant, c’est-à-dire radiales ou localisées fréquentiellement. Dans un 
tel cas, on peut néanmoins reprendre la technique d’approximation développée 
dans le cadre unidimensionnel, pour construire des filtres approchés qui per- 
mettent un calcul efficace de coefficients en ondelettes. 

Prenons pour simplifier le cas d’une fonction d’échelle radiale 4(z, y). Na- 
turellement, il n’existe pas en général de fonction 27r x 27r-périodique reliant 
4(z,y) et 4(2/2,y/2)/4.  I1 est en revanche toujours possible de chercher la 
combinaison linéaire dcs +(z - k , y  - t) la plus proche de 4(2/2,y/2)/4. En 
procédant comme précédemment, on obtient immédiatement : 

Proposition 4 Les fonctions périodiqucs : 

nlo(5, e )  = h , e  exp(i(k5 + te)} 

n l i ( ~ , ~ )  = Cgk,eexp{i(kE+tO) 

k,C 

et 

k J  

qui minimisent respectivcment : 

114(42, y/2)/4 - h ,~+ + k,  Y + 4ii2 

II+W, ~ / 2 ) / 4  - ~ k , &  + k ,  Y + 4ii2, 

k , e  

et 

k , e  

sont données par 

(IV. 15) 
&,x &2(5 + 27% 2(C + 2 4 ) &  + 2Tk’ c + 2 4 ’  

&,z i&S + 2Rk, c + 2 4 1 2  
mo(57 C )  = 

et 
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Figure VIII.3 : Filtre passe-bas approché pour ondelette LOG bidimensionnelle. 

Figure VIN4 : Filtre passe-haut approché pour ondelette LOG bidimension- 
nelle. 
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Exemple : Ondelettes LOG. Si nous reprenons l’exemple précédent des on- 
delettes laplacien de gaussienne b;dimensionnelles, les filtres correspondants 
peuvent être calculés numériquement. Les fonctions rno et r n 1  approchées sont 
respectivement représentées en figure VIII.3 et VIII.4. 

On traite de façon similaire le cas d’ondelettes associées à des rotations. 

v COMMENTAIRES ET RÉFÉRENCES 

Les algorithmes pyramidaux fondés sur les QMFs sont en fait antérieurs 
aux premières constructions d’ondelettes. En effet, les techniques de lapla- 
cien pyramidal remontent aux travaux de Burt et Adelson [il sur la vision par 
ordinateur et les méthodes de codage en sous-bandes ont été proposées initiale- 
ment en 1977 par Esteban et Galand [GI, puis modifiées en 1986 par Smith et 
Barnwell [14] dans un contexte de traiternent d’images. 

La relation entre les QMF et les bases d’ondelettes a été dans un premier 
temps notée et utilisée par S. Mallat (81, puis clarifiée par A. Cohen [2] et 
W. Lawton [7], qui ont montré sous quelles conditions il y a équivalence entre 
les deux approches. Ces aspects de l’analyse par ondelettes ont donné naissance 
à une importante littérature (voir [4] par exemple pour une revue de différents 
aspects). En particulier, Coifinan, Meyer et Wickerhauscr ont montré quel 
parti on pouvait tirer de la richesse algorithmique des décompositions en on- 
delettes et ont construit des algorithmes pyramidaux adaptatifs, permettant de 
sélectionner une “meilleure base” dans une bibliothbqiie fournie par l’algorithme 
(voir [16] pour une description coinplbte). 
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VI COMPLÉMENT E : FILTRES POUR 
ONDELETTES SPLINES ET LOG 

Nous donnons dans ce complément plus de détail sur deux exemples d’on- 
delettes associées à des algorithmes pyramidaux. Le premier exemple est une 
famille d’ondelcttes pour laquelle il existe un algorithme rapide de décompo- 
sition-synthèse : les ondelettes splines. Le second est une application de la 
méthode des pseudo-QMFs développée dans la section III du présent chapitre. 

VI.1 Splines de base et ondelettes de Battle-Lemarié 

On connaît maintenant de nombreux exemples de filtres nzo(J) et rn1(J) 

permettant l’utilisation des algorithmes pyramidaux décrits au chapitre VIII. 
Le prototype des ondclettes et des fonctions d’échelle associées à une telle 
structure aigorithmique est fourni par les ondclettes dites splines (associées à 
la théorie de l’approximations par fonctions splines), dont nous avons ébauché la 
construction dans la section II du chapitre VIII. Nous développons maintenant 
cette construction en détail. 

Définition 1 La fonctioii spliiie de base d’ordre n p n ( z )  est définie récursive- 
ment par 

/3”(.) = p” * p”-1 (z) ( E 4  
où Po(z) = x[o,l](z). 

On voit immédiatenicnt que 

http://cpt.univ-rnrs.fr
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d'ordre n sur [k ,k  + 1[, V k  E Z }  (E.3) 

alors c'est un résultat classique de théorie de l'approximation que toute f(z) E 
Vi"' peut être représentée comme combinaison linéaire des translatées entières 
de P"(z) : 

Plus précisément, on a 

Théorème 1 La collcction des translatCcs entihrcs &(z) = Pn(x - k )  est une 
base inconditionnelle de Vi"', i.e. il csistc dciix constantcs O < C 5 C' < ca 
telles que V { a k , k  E Z }  E S2(Z) 

De plus, il existe pn(z) E Vin' telle que 

Toute f(z) E Vi"' peut être d6coinposéc comnie : 

On déduit immédiatement de l'équation (E.G) la forme de pn(z) dans l'es- 
pace de Fourier : 

Bien entendu, la collection dcs pn(z - k )  est loin d'être l'unique base incondi- 
tionnelle de Vi"'. En particulier, on a : 

Lemme 1 Soit g(z) = Ck a k p n ( z - k ) ,  où { a k , k  E Z }  E S2(Z). La collection 
des g(z - k ) ,  k E Z est u ~ i c  base iiiconditionnclle de Vi"' si et seulenient si 
la transforniée de Fouricr ni(<) = cy$ exp{ik<} de la suite { a k ,  k E Z }  est 
telle que 

O < A 5 Im(()l L B < 00 (E.9) 

pour deus coiistantcs récllcs fiiiics A ct B. 
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Preuve : 11 suffit d'écrire, V { y k , k  E 22) : 

k 

On a alors 
C I I ~  * YIIe2 I II C ~ k i 1 ( 5  - k)112 I C ' I I ~  * YIIez 

k 

et le lemme en est le résultat. 

pyramidale du chapitre VIII, pour la raison suivante : 
Les fonctions splines de base sont bien adaptées à la structure algorithinique 

Lemme 2 Les foiictioiis splines de base vckifient l'équation à deux échelles : 

où les coefficients uf ne soi-it autres que : 

u; = 2 - " - l (  n + l  I; ) 

(E.lO) 

(E . l l )  

A 

Preuve : 11 suffit d'écrire l'expression de Bn([) pour voir : 

En développant : 

on obtient bien l'équation à deux échelles recherclike. 
La conséquence immédiate de la relation à deux éclielles est que le calcul des 

coefficients (f, 2-jpn(2-ix - k ) )  d'une fonction f E L'(Ri) peut s'effectuer via 
l'algorithme de codage en sous-bandes. Les coefficients uk sont les coefficients 
de Fourier du filtre passe-bas : 

(E.12) 
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alors que le filtre passe-bas associé à p” est donné par : 

(E.13) 

Les coefficients de Fourier de ces filtres peuvent être calculés numériquement. 
Dans la terminologie des ondelettes, p” (x) est appelée fonction d’échelle. 

On construit ici les ondelettes associées de la façon suivante. Les translatées 
de la dilatée de pn(z) : 

2-j/2pn (2--jx - I C )  

forment une base inconditionnelle de l’espace fermé Vjn’ qu’elles engendrent. 

(E.14) 
k 

On introduit alors l’espace W,!”’, cornplFrnent orthogonal de Vjn’ dans 

collection de ses translatées entières soit une base inconditionnelle de Win’. De 
l’inclusion Win’ c Vi”’, on déduit immédiatement l’existence d’une suite {gk} 
telle que : 

Dans ce contexte, une ondelette sera une fonction $(z) E Won’, ( telle que la 

(E.15) 

Cette équation à deux échelles coiiduit, cllc aussi, directement à un algorithme 
de type “codage en sous-bandes” pour le calciil des coefficients (f, 2-j$(2-jz- 
b)  d’une fonction f E L2( lR) .  

fonction Ck yk$(z - - IC) ,  où { ~ k }  définit un opérateur de convolution inversible, 

Nous voyons donc qu’il subsiste une grande liberté pour le choix des fonc- 
tions g(z) et $(x) (et donc des filtrcs d’analyse mo(<) et m1(J)). En revanche, 
une fois ces fonctions d’analyse fixées, les fonctions et les filtres de synthèse 
sont complètement dCtermiiiFs. 

I1 existe notamment des choix conduisant à des fonctions d’échelle iiiter- 
polatrices (c’est-à-dire tellcs que g ( k )  = 6k,oVb E Z, ce qui permet d’écrire 
f(x) = E,, f(b)g(z - I ; )  V$ E Vi“’) ou à des ondelettes $(z) à support com- 
pact. 

Parmi tous ces choix possibles, on peut cn particulier utiliser la procédure 
de Gram pour orthonormaliser la base de Vi”’. On obtient ainsi les ondelettes 
de Battle-Lemarié : 

Naturellement, le lemme 1 s’applique également à Won’, ( de sorte que toute 

fournit aussi une base inconditionnelle de Won’. ( 
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Théorème 2 Soit B”(z )  une fonction spline de base et soit Von’ ( l’espace fermé 
sous-tendu par ses translatées entières. Soient +(x) et $(z) définies par leur 
transformée de Fourier : 

(E.16) 

(E.17) 

i) La collection des +(z - k ) ,  k E 25 cst une base orthoiiorinée de Y,”’. ( 

ii) La collection dcs $(z - k ) ,  k E Z est une base orthonorinée de Won’. 

La preuve de ce théorème rCsulte d’une vérification directe. Etant donnée 
une fonction f(z) E L’(El) à décomposer, le calcul de ses coefficients par 
rapport à cette base s’effectue au moyen de l’algorithme de codage en sous- 
bandes, les coefficients des filtres étant les coefficients de Fourier des fonctions 
27r-périodiques : 

mo(0 = ‘(2J)/4(S) (E.18) 

m1(C) = &(25)/4(0 (E.19) 

qui se calculent numériquement. Les ondelettes de Battle-Lemarié ne sont pas 
à support compact, mais présentent l’avantage d’utiliser les mêmes filtres pour 
l’analyse et la synthèse. 

VI.2 Filtres approchés pour ondelettes LOG 

Nous revenons ici plus en détails sur les ondelettes “laplacien de gaussien- 
ne” et “différence de gaussiennes”, et les coefficients des filtres approchés qui 
leur sont associés. Rappelons ici, qu’à la différence des ondelettes splines que 
nous venons d’étudier, nous avons abandonné toute notion d’orthogonalité. 
Les translatées entières des ondelet tes et des fonctions d’échelle iie sont plus 
orthogonales ; de plus, les analogues des espaces Yo”’ et Win’ ne sont plus 
orthogonaux entre eux. 

Le but de cette section est de fournir les valeurs numériques des coefficients 
des filtres approchés pour ces ondelettes. Ces valeurs ne sont en effet pas 
disponibles dans la littérature. 

Considérons donc les fonctions d’éclielle 

(E.20) 
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Figure VIII.5 : log v(p1 nil)  en fonction de a. 

avec les ondelettes intégrées associées (voir les formules (111.32) à (111.35) du 
chapitre VIII). Les coefficients du filtre passe-bas 

dans les cas CY = 2 à a = G ,  sont représentés clans les tableaux 1 et 2. 
Quant aux coefficients du filtre passe-haut 

ils se déduisent iiniiiédiatenieiit de la relation : 

?JLo(<)  + nil (<)  = 1 

(E.21) 

(E.22) 

(E.23) 

La précision de l’algoritlinie approché correspondant se mesure directement 
la figure VIII.5, en au paramètre v(p1, ?ni), dont le l o g a r i t h e  cst rcprbsentb 

fonction de a. 
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a = 2  
0.2303293981504295 
0.1949696890597745 

Algorithmes rapides de calcul 

a = 3  f f = 4  

0.2820879504943221 0.3256327400276189 
0.2197019560174942 0.23348983204217 

Tableau VIII.l : Coefficients du filtre { h k } .  

9.4816474049383710-9 
3.3G607196807179 lo-' 

-2.36743540G61213910-7 -1.11595109520189510-6 
1.62569144373247 lo-' 6.767716261725134 lo-' 

I 0.1182550445250639 I 0.1037718457676399 I 0.085798244731082 
I 0.0513934674734677 I 0.02973617314347277 I 0.01625749135447543 
I 0.01600406489791245 I 0.005164308485305415 I 0.0015489926732795 
I 0.003571008383091751 I 0.000546197488144622 I 0.0000922406284932685 
I 0.000570918511923951 I 0.00003372200057470929 I -6.329399769840077 
I 0.00006541345583118924 I 2.08898668931196710-6 I 5.046635369126971 
I 5.362330274241683 I -4.723263083251334 lo-' I -3.037204277690354 
I 3.207260971336785 lo-' I 3.455616621472636 lo-' I 1.840533840997319 

I -2.29228007214764910-9 I -1.116847864424092 lo-' I -4.104633291249153 lo-' 

I 1.788522779512123 lo-' I 7.674439326224147 I 2.4895426118785 lo-' 

I -1.39107684543338710-y I -5.2740G06480012G510-8 I -1.509974254859814 lo-' 

I 1.082557022573435 lo-' I 3.624643193430867 lo-* I 9.15843523247666 
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0.06849623968237273 

0.008720731154457 

0.0003826569816774996 

Tableau V111.2 : Coefficients du filtre { h k }  (suite). 

0.053233834008G5474 

0.004788125238023543 

-0.00002934485917262438 

I f f = 5  1 a = 6  I 

0.00005326775323516695 

-0.00002238764144303302 

I 0.3G36450885964668 I 0.3972771041574456 I 

0.00007751303939803942 

-0.00003576989742401233 

I 0.24053898127128G5 I 0.2433136948393599 I 

I 0.0000120134849662G678 1 0.00001688424764446744 I 
I -6.425396023889129 I -7.973936211287443 loe6 I 
I 3.438542742579532 I 3.7663450307869193 I 

I 9.85082341844433 I 8.40398274685488 lo-' I 
I -5.272739623658996 loW7 I -3.96975836221321 I 
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I 8.085992352227G710-' I 4.184093934894746 lo-' I 





ANNEXE A : ÉLÉMENTS D'ANALYSE 

Nous donnons ici quelques éléments nécessaircs pour la lecture du texte. 
Les notions de base sont supposées connues et nous ne nous y attarderons donc 
pas. Donnons tout de niîime c~uclclucs détails supplérneiitaircs sur les espaces 
fonctionnels, ainsi que sur la transformation de Fourier et les distributions 
continuellement utilisées dans le corps de l'ouvrage. 

I NOTIONS DE BASE 

Nous manipulons tout au long de cet ouvrage un certain nonibre de notions 
simples d'analyse telles que des notions de continuité, de différentiabilité ou 
d'intégrabilité. Nous décrivons ici qudques points nécessaires, sans entrer dans 
les détails tecliiiiques. Nous renvoyons par cxcrnple à [8], [7] ou [4] pour une 
présentation complète. 

1.1 Continuité, différentiabilité, régularité 

Nous ne reviendrons pas en dCtail sur la notion de continuité. Coniine à 
l'habitude, nous noterons C m ( a n )  l'cspacc des fonctions m fois différeiitiables 
sur a". Un outil essentiel que nous utiliserons est la formule de Taylor, que 
l'on peut écrire dans le cas niultidimcnsiarincl comme suit. Si f E C m ( a n ) ,  
alors on peut écrire : 

où 
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et rm,z,,(z) est un reste, borné par 

On dispose de formules analogues dans le cas de fonctions différentiables sur 
un ouvert. 

I1 existe des mesures plus fines de régularité des fonctions. Nous nous 
intéresserons en particulier aux propriétés de régularité holderienne. 

Si O < a < 1, l'espace A " ( a )  est défini comme suit : 

Si l'on note l ] f l l a  la borne inférieure des constantes A telle que l'inégalité 
précédente soit vérifiée, on peut vérifier que II . 11" est une norme (à condition 
de considérer les éléments de A"(IR) modulo une constante additive, ce qui est 
implicite dans la définition), qui fait de A " ( a )  un espace de Banach. Nous 
verrons comment caractiiriser de tels espaces au moyen de la transformation en 
ondelet tes'. 

Si p < a < p + 1, A " ( a )  est défini comme suit : 

Am = f : Di' -+ a', 3K < cm, P ( x )  polynôme de degré 5 p ,  

(1.4) 1 If(.) - P ( x  - y)1 5 1i1x - yIQ vx, y E a 
{ 

et la généralisation immédiate de la norme précédente en fait aussi un espace 
de Banach. (I1 faut cette fois considérer les éléments de A"(IZI) modulo les 
polynômes de degré p. )  

Ce critère de régularité peut aussi être testé localement : la fonction f(z) 
sera dite liolderienne d'exposant a E]p,p+l( au point 20, s'il existe un polynôme 
Pz, (x) de degré inférieur ou égal à p et une constante A > O tels que Vh I ho : 

Si f(z) est p fois différentiable en ZO, P,,,(h) n'est autre que le développement 
de Taylor à l'ordre p de f(x) en 20.  Nous montrons au chapitre IV comment 
mesurer priicisément ce type de régularité. 

'En anticipant quelqiie peu, disons qu'une ondelette est par essence une fonction 
d'intégrale nulle ( i l  s'agit là d'une propriété "minimale"). Les ondelettes sont bien adaptées 
à l'étude de  A"(m) ; en effet, le produit scalaire d'une ondelette par une fonction constante 
est  donc nul ; o n  dit parrois que les ondclettes ne "voient pas les constantes additives". 
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1.2 Mesurabilité, intégrabilité 

La mesure de Lebesgue2 sur LR est l'application qui à tout sous-ensemble 
E c LR associe 

l'inf étant pris sur tous les rccouvreincnts de E par des ouverts ]a;,b;[.  La 
mesure de Lebesgue sur 121" est simplement obtenue en considérant des produits 
cartésiens. 

Le sous-ensemble E c LR" est mcsiirable si pour tout F c LR", on a 
IF1 = I F n  El + I F n  E"1. 

Une fonction f (z )  est dite mesurable si pour tout y E Ln, l'ensemble E, = 
{z, f (z )  > y} est niesurable. 

Etant donnée une fonction f(z), son iiitégrale de Riemann sur l'intervalle 
[a,  b] est définie de la façon suivante. Considérant des partitions quelconques 
a = a0 < al < a2 < ... < a, = b de [a, b] cn sous-intervalles [ a k ,  ak+l] de taille 
maximale 6, et pour tout k un Xk E [uk,uk+l] quelconque : 

f(z) est dite intégrable au sens de Riemann si la limite existe, indépendamment 
de ia partition ct dcs points xk choisis. 

Etant donnée une fonction Lcbcsgue mesurable f(z) 3 O, on lui associe sa 
fonction de distribution y,(z), définie par 

Y/(X) = I{!/ E m, f(.) > Y I 1  (1-8) 

Si yf(z) est intégrable au sens dc Ricmann, f (z )  est intégrable. Son intégrale 
de Lebesgue est alors : 

Dans le cas général, on suppose If(z)I iiit6grable et on note : f+(z) (resp. 
f-(z)) est le produit de f (z )  par la fonction de Heaviside H ( z )  (rcsp. H ( - z ) ) .  
Alors l'intégrale de Lcbcsgue de f(z) cst doiiriéc par 

r roo r m  

(1.10) 

* i l  s'agit en fait de la mesure ext6rieiire de Lebesgue, mais nous n'entrerons pas dans ces 
détails ici. 
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II ESPACES FONCTIONNELS ET 
DISTRIBUTIONS 

11.1 Les espaces LP 

Soit 1 5 p 5 m. Dans tout ce qui suit, on notera 

L 
L P ( R ) =  { f : m + c ,  l l f l l p =  [JIf(.)i”d.I’ <a> (11.1) 

l’espace des fonctions p-sonmiables sur lR par rapport à la mesure de Lebesgue 
et LI’( an) la généralisatioii miiltidimciisioiirelle évidente. On notera également 

~ “ ( m )  = {f : IR +a‘, ~ ~ j ~ ~ m  = ess suplj(z)l  < cm} (11.2) 

0 tl 
ess suplf(z)l = iiif{r : z/i,i(r) = O} 

Pour tout p ,  D’(El) est coniplct par rapport à la métrique dP induite par 1 1 .  I l P ,  
ddïiiie par 

d , I ( f , d  = Ilf - SllP f,g E LP (11.3) 

Daiis le cas périodique (par exemple 27r-périodique) on dira que f E LP([O, 2x1) 
si 

(11.4) 

On notera enfin P ( Z )  l’analogue discrct des espaces LP ; plus précisément, on 
dira clue la suite {sn, n E Z }  E P(Z)  si 

(11.5) 

11.2 L’espace L2 

Parmi ics espaces L”, i’esi>ace L2( lR)  a un statut  particulier cn ce sens qu’il 
est mini  d’un produit scalaire (en d’autres termes une forme liermitienne non 
dCgEiiérCe), que nous noterons : 

(11.6) 

Quand il n’y a pas de coiifusion possible, nous noterons plus simplement II . II 
et (., .) la norme et le prodiiit scalaire dans L’). Le produit scalaire permet de 
doiiiier à L2(m) une structure d’espace de Hilbert. 
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Comme dans tous ICs espaces où la norme provient d’un produit scalaire, 
celui-ci peut être retrouvé à partir de la norme en utilisant l’identité de pola- 
risation : 

11.3 Quelques inégalités utiles 

Nous utiliseroiis coiistaininent par la suite les deux enserilblcs d’inégalités 
suivantes : 

II.3.1 Inégalit6s de  Holder 

Si f E LP(IR) et g E Lq(IR), alors le produit point par point fg appartient 

(11.8) 

à Lr(IR), où T est donné par 
1 1 1  - -  - - + -  
r P 4  

De plus : 
Ilfdl.r I l l f l lp  11dIq 

Les cas particuliers classiques sont l’inégalité de Cauchy-Schwarz 

(11.9) 

(fJ> I l l f l l 2  l l .d l2  (11.10) 

et 
I l f s l l P  I I l f l l m l l d l P  

II.3.2 Inésdités de Young 

Si f E L p ( I R )  et g E LQ(IR),  alors IC produit de convolution f * g 

appartient à Lr(IR), où T est inaiiitciiaiit doiiné par 

1 1 1  I + - = - + -  
‘ P 4  

De plus : 
IIf * d l ~  I l l f l lp l l ~ l l q  

(11.1 1) 

(II. 13) 

(11.13) 

(11.14) 

Ceci implique en particulier clue tous les espiiccs LP(IR) sont stables par convo- 
lution avec une fonction intégrable : L’ * LP = LP. On peut aussi montrer clue, 
si f,g E L2(m), le produit de convolution f * g  est alors une fonction coiitiiiue. 
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II. 3.3 Inégalités in tégrales de Minkowsky 

Si F ( z ,  y) est une fonction de deux variables, intégrable sur X x Y, alors 

pour tout 1 5 p < CO. 

11.4 Identité approchée 

Soit { & , E  E a;} une famille de fonctions intégrables. On dira que cette 
famille fournit une identité approchée dans LP(a) ,  p < oc) si Vf E LP(lR) on a 

On dira alors que f * 4e tend (fortement) vers f dans LP. Un exemple d’identité 
approchée est obtenu comme suit : Si 4 E L’ (82) est une fonction d’intégrale 
égale à 1, on pose : 

(II. 17) 

I1 est facile de montrer que l’on obtient ainsi une identité approchée de L2(lR) 
par exemple. 

11.5 Fonctions de test et distributions 

Etant donnée une fonction f(x)  mesurable, on définit son support supp(f) 
comme le complémentaire de l’ensemble {x E lR, f(x) = O}. supp(f) est un 
ensemble niesurable. 

On appellera fonctioiis de test les fonctions de classe C” à support compact 
et on notera D ( a )  l’ensemble de ces fonctions. 

On dira d’une fonction qu’elle appartient à la classe de Schwartz si toutes ses 
dérivées sont à décroissance rapide, c’est-à-dire telles que pour tout m, n E IN, 
il existe une constante finie strictement positive Cm,n telle que 

(II. 18) 

On notera S ( a )  la classe des fonctions de Schwartz. On a clairement, D(lR)  c 
S ( a ) .  I1 est à noter que les espaces D ( a )  et S ( a )  sont tous deux denses dans 
les espaces LP(LIi’) pour 1 5 p < 00. 
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Etant donné un espace fonctionnel noté génériquement F(lR.), son espace 
dual est défini comme l’espace des fonctionnelles linéaires continues sur F ( R ) ,  
c’est-à-dire des applications continues T : F ( a )  +a‘ telles que V f , g  E F ( a )  

W f  + PS) = W f )  + PT(9) (11.19) 

L’espace D ’ ( a )  dual de D ( R )  est l’espace des distributions et l’espace S ’ ( a )  
dual de S ( R )  est l’espace des distributions tempérbes : 

s’(a) c D ’ ( a )  (II. 20) 

Les distributions se dérivent conforméinent it la règle : si T E D ’ ( a )  

( g T )  (f) = (-1)”T - Vf E D ( a )  (2) (11.21) 

Parmi les exemples les plus classiques de distributions (hormis les distributions 
de type “fonction”), les plus utiles nous seront la “masse de Dirac” : 

W )  = f (0) (11.22) 

ainsi que ses dérivées. Par abus de notation, on traite souvent la distribution 
de Dirac comme s’il s’agissait d’une distribution de type fonction, que l’on note 

Toutes ces notions s’étendent de façon iiiimédiate au cadre niultidimension- 
+)- 

nel. 

III ANALYSE DE FOURIER 

111.1 Transformation de Fourier 

Soit f E L’ (a) ; sa transformée de Fourier est définie par : 
03 

j (< )  = [ F  * il(<) = / f(z)ë”E”dz < E a 

f( t )@( t )d t  = s_, dz)f (z )dz  L 

(111.1) 
-00 

Alors f est continue, bornée et s’annulle h l’infini (ce résultat est connu sous le 
nom de lemme de Riemanri-Lebesgue). On montre aussi facilement que pour 
toutes fonctions f,g E L ’ ( a ) ,  on a : 

m m 

(III. 2) 

En supposant de plus que f et f sont suffisamment rapidement décroissantes 
à l’infini (pius précisément f et f sont respectivement û(z-’) et O(<-’) à 
l’infini), on obtient la formule d’inversion : 

(II 1.3) 
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Ces hypothèses de décroissance à l’infini sont, en particulier, vérifiées par toute 
fonction de la classe de Schwartz S ( a ) .  I1 est facile aussi de vérifier que la 
transformée de Fourier de tolite fonction de S ( a )  est aussi dans S ( B ) ,  de telle 
sorte que la transformée de Fourier F restreinte à S ( a )  est un isomorphisme. 

La transformation de Fourier est étendue aux distributions tempérées (c’est- 
à-dire aux éléments du dual S ’ ( a )  de S ( a ) )  comme suit : si O E S ’ ( a ) ,  6 est 
définie par : (6, f )  = (a ,  f) pour tout f E S ( a )  On transporte la transformée 
de Fourier au cadre L ’ ( a )  de la manière suivante : si 

est la forme Iicrniiticiinc sur L ’ ( a ) ,  on a : 

(111.5) 

~ a r  conséquent, est line isornétrie sur ~ ( a ) ,  munie de la structure pré- 
liilbertieiiiic induite par la structure hilbcrtienne de L2 (a). Fiiialcineiit, par 
densité de S ( a )  dans L ’ ( a ) ,  cette isométrie s’étend à L2(11z). 

~e cas inultidirnciisioiiiicl est très similaire. ~ o u s  noterons f(t) la traiis- 
forniée de Fourier de f E L’ (an), définie coniine 

(III. 6) 

De nouveau, la transforination de Fourier se prolonge en une isoinétrie sur 
L ‘ ( a n )  (à une constante près), c’est-à-dire que l’on a V f , g  E L’ (an )  

R,ciiiai~que : En incliiant la transforination de Fourier inverse dans la formule 
doniiaiit la transforination de Fourier, on obtient l’identité fornielle 

(III .8) 

Lorsqu’il est évident qu’aucun problèrnc de convergence rie se pose et qu’on 
peut facilement donner un sens aux expressions corrcspondantcs, nous utilise- 
rons directcinent cette idciitité (qui n’est autre, rappelons-le, clue ia reécriture 
fornielle de la formule d’iiivcrsion de 1ii transforination de Fourier). 
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111.2 Quelques propriétés (aide-mémoire) 

si f,g E L’(IR), les propriétés suivantcs sont vérifiées. 
On donne ici une liste de propriétés iinmédiates de la transformée de Fourier : 

0 Linéarité : F .  (f + 9) = F -  f + F ‘9. 

O Convolution-produit : F . ( f . g )  = [F.f]*[F.g] et F*[f*g] = [F*f].[F.g]. 

0 Traiislatioii-modulatioii : s i  on ilote T6 l’opérateur de translation par b : 
f( z - b )  et par E, l’opérateur de modulation : [E, f](x) = [Tb.f](z) 

e i w z f ( z ) ,  on a : 
F .  [Tb . f] = E-b * [ F .  f] 
F * [Eu, . f] = TU, . [ F .  f] 

0 Dilatation : Si 011 iiotc LI, I’opératcur de dilatation par a : [Da f](z) = 
f (az) ,  on a : 

1 F.[D,*f]= -DL *[F.f] I4 
0 Parité : F : fonction paire + fonction paire ; F : fonction impaire + 

fonction impaire. 

111.3 Transformation de Hilbert 

Nous aurons souvcnt besoin d’utiliser la transformation de Hilbert H ,  qui 
joue un rôle capital dans l’analyse par oiidclettcs. Elle cst définie par son action 
sur les fonctions coniine suit : 

H :  f + [F-’ *€.FI .f (III. 9) 

[1+ i H ]  = 2F-’OF (111.10) 

où e est défini par : [ c .  !I([) = -iSgn(<)f([). On a donc : 

où O est la miiltiplication par la fonction dc Heaviside H ( [ ) .  Par exemple, si 
f(z) = cos(z), aiors [ H .  f](z) = siii(z) ct ([i + i ~ ]  . f) (z) = e;“. 

Les spécialistes de traitcment du signal utilisent la transforination de Hilbert 
pour associer à un signal récl quclcoiiqiic in1 signal complexe, appelé signal 
analytique associé, clui iie conticnt que dcs fréclucnces positives et peut donc 
être qualifié de causal. Matliénistiqucmcnt, l’image de L2 (a) par l’opérateur 
C = [1 + iH] est appelé le second espace de Hardy complcxe : 

H 2 ( r n )  = {f E Lys) ,f([) = O V[ 5 O} (III. 11) 
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Nous verrons une version de l'analyse par ondelettes spécialement adaptée à 
cet espace particulier. 

Dans un cas très particulier, c'est-à-dire dans le cas de fonctions f(z) = 
A ( z )  cos#(z) telles que les variations de A(.) sont lentes par rapport aux va- 
riations de #(.) (fonctions ou signaux asymptotiques), on peut se convaincre 
sans trop de difficultés que C f est peu différente de A(z)eib(").  C'est ce 
que l'on appelle le théorème de Bedrosian, sur lequel nous aurons l'occasion de 
revenir par la suite. 

Pour conclure, remarquons que la transformation de Hilbert ne se générali- 
se pas naturcllcinent aii contexte miiltidiniensionnel. Ou, plus précisément, sa 
généralisation multidimciisioiiiielle est fournie par un ensemble de transforma- 
tions appelées transformations de Riesz. NOLIS reviendrons aussi sur cet aspect 
des choses par la suite. 



ANNEXE B : ÉLÉMENTS DE THÉORIE 
DES GROUPES 

Nous décrivons dans cette annexe de façon très succincte, les notions de 
base nécessaires. La plupart des résultats sont énoncés sans démonstration. 
Pour plus de détail, le lecteur est invité à se référer à [3] et [l], pour un exposé 
adapté à la physique, et à [il] et [5], pour une description plus complète. 

I GÉNÉRALITÉS 

1.1 Notion de groupe 

Un groupe est un cnscrnblc G, muni d’une loi de composition interne (ap- 
pelée produit ou loi de groupe) notée “ e ” ,  associative telle que G possède un 
élément neutre e et que tout élément 9 E G possède un inverse g-’ pour cette 
loi. 

Les exemples de groupe ne manqucnt pas. On pcut citer, entre autres, le 
groupe récl additif, c’est-à-dire l’ensemble des nombres réels muni de l’addition, 
ou encore le groupe récl multiplicatif, c’est-à-dire l’ensemble des nombres réels 
non nuls muni de la multiplication. Ces deux groupes possèdent la particu- 
larité d’être des groupes commutatifs. I1 existe une famille de groupes par- 
ticulièrement intéressante, les groupes de transformations, engendrés par des 
transforinations de lR“ et que l’on pcut réaliser comme des groupes de matrices. 
Nous avons ainsi vu apparaître au chapitre II les groupes SO(n) de rotations. 
SO(n) est l’ensemble de toutes les matrices de rotation de lR”, muni de la 
multiplication des matrices. Autrement dit, SO(n) est l’ensemble de toutes les 
matrices n x n, orthogonalcs (c’est-à-dire dont la matrice inverse est égale à la 
matrice transposée) et de déterminant égal & 1. SO(n)  signifie en fait groupe 
spécial orthogonal en dimension n. 
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1.2 Exemples 

I1 existe néanmoins trois exemples auxquels nous consacrerons une a t  ten- 
tion particulière, ce sont les groupes qui vont nous conduire directement aux 
gaborcttes et aux ondelettes. Ce sont respectivement le groupe de Weyl-Hei- 
senberg et le groupe affine (dans deux versions différentes). 

1.2. i Lc groupc de Wcyl-Hcisenbcrg 

Le groupe de LVeyl-Heisenberg à 71. dimensions est topologiquement isomor- 
phe au produit LR" x LR" x S ' ,  c'est-à-dire qu'il est constitué d'éléments de la 
forme : 

G W ~ I  = { (w ,  b, p) E m" x a" x [ O ,  2 ~ 1 )  . 

(w,  b, p) * (w' ,  b', 9') = ( W  + u', b + b', p + p' + w . b'). 

(1.1) 

La loi de groupe est donnée par : 

(1.2) 

I1 est facile de voir que 
e = ( O ,  O ,  O )  (1.3) 

est l'élément neutre de Gii,,~ et clue 

( u , b , p ) - l  = ( - u , - b , - p + w . b ) .  (1.4) 

En particulier 

( ~ , b , v )  . ( w ' , b ' , ~ ' ) . ( w , ~ ~ , p ) - '  = ( ~ ' , b ' , p ' -  ( ~ ' * b - w - b ' ) )  . (1.5) 

Notons que le sous-groupe S' = {(O, O ,  p) E G w u }  de Gwll est commutatif. 
Néanmoins, le groupe de Weyl- Heisenberg est un groupe non commutatif. 
On dit qu'il est l'extensioii centrale (le centre d'un groupe est par définition 
l'ensemble de ses éléments qui coniiniitcnt avec tout le groupe) de LR2" (qui 
serait lui-inCine coinmutatif en l'absence du facteur S ' )  par le cercle S'. Nous 
verrons précisément qiie c'est cette extension centrale qui fait toute la richesse 
du groupe. 

On peut faire agir Gii,,~ siir L'(I22") comme suit : Si (w,  b, p) E GWJI ,  on 
lui associe l'opérateur sur L~(LR.) suivant : 

et vérifie immédiateincnt clue 
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1.2.2 Le groupe affine 

Le groupe affine à n dimensions est l’ensemble 

Nous voyons que ce groupe posskde une structure différente de celle du groupe 
de Weyl-Heisenberg, puisque la variable a agit sur la variable b. On parle 
dans ce cas d’un produit semi dircct (ou produit croisé) de IRn par iR;. La 
représentation que nous utiliserons est obtenue comme suit. Si (b ,  a )  E G a f f ,  
on lui associe l’opérateur n(b,w) sur L2(1Tzn), qui agit coniine : 

(1.10) 

et il est facile de vérificr que : 

n(b, a,) . n(b’, a’) = n(b + ah’, ou’) . (1.11) 

1.2.3 Le groupe afiiic avec rotatioiis 

Le groupe affine augnienté dcs rotations à n diiiiensioiis (parfois appelé 
groupe euclidien inhomogène) cst l’eiiseniblc : 

G i j j  = { ( b , ~ ,  7.) E Di”’ x IR; x SO(îz)}, (1.12) 

muni du produit 

( O ,  a ,  1.) . ( b ’ , ~ ’ ,  7.’) = ( b  + a7’ . O’ ,  au’, r . 7.’). (1.13) 

( r  E SO(n)  est ici une matrice de rotation 72 dimensions.) Ce groupe possède, 
lui aussi, une structure de produit scnii direct (ou produit croisé), cette fois de 
I72” par IR; x SO(n) .  Nous rencontrerons le groiipe affine dans la construc- 
tion des ondelcttcs avec rotations. En cffct, si b,a , r  E G:,,, on lui associe 
l’opérateur n(b, a ,  1.) stir L2(iRrL), qui agit coninie siiit : 

(1.14) 

et il est facile de vérificr clue 

n(b, a, r )  * n(b’, a’, 1.’) = n(b + (11.. b’, no’, 1’. r’) . (1.15) 

Notons que, dans le cas n = 1, SO(n)  doit 6tre remplacé par le groupe fini 
Z z  = -1,1, l’unique transforiiiation orthogonale en dimension 1 en dehors 
de l’identité étant la symétrie 5 -+ -r. I1 est alors facile de vérifier que 
GLjt 2 R x iR* et conduit à l’une (ICs variantes de l’analyse par ondelcttes 
unidiniensionncllc rencontrées au chapitre II. 
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II GROUPES ET ALGÈBRES DE LIE 

Un groupe de Lie est un groupe G tel que : 

O G est un groupe topologique : il est muni d’une topologie séparée telle 
que les opérations g E G + g-‘ et g,g‘ E G + g . g’ soient continues. 

O G est une variété analytique : pour tout g E G, il existe un voisinage 
û ( g )  de g qui est lioméomorphe à un ouvert U de lRd (ouGd) pour une 
dimension d fixée. De plus, si U et U’ sont deux tels ouverts et si j et 
j ’  sont les homéomorpliismcs correspondants, j O j’-’ est analytique sur 
u n  ul. 

Dans ces conditions, on montre que G possède en tout point un espace 
tangent de dimension d. De plus, l’espace tangent à G en g = e, que l’on 
appelle l’algèbre de Lie de G et que l’on note Ç = Lie(G), hérite d’une loi de 
composition interne, notée [e, .], qui vérifie, pour tous 2, y, z E G, 

Iwl = - [ Y , 4  (11.1) 

(11.2) [x, [Y, 211 + [u, [z ,  41 + [z ,  [z, YI1 = 0 

On dit que le crochet de Lie ( i e .  la loi [,I)  est anticommutatif et Jacobi- 
associatif. Par extension, on appelle aussi algèbre de Lie tout espace vcctoriel 
muni d’une telle loi. 

Considérons les exemples précédents, en particulier le groupe de Weyl-Hei- 
senberg et le groupe affine. I1 est facile de montrer que l’algèbre de Lie du 
groupe de Weyl-Heisenberg, (souvent appelée algèbre de Heisenberg ou algèbre 
des relations de commutation canoniques) est engendrée par l’identité I et 2n 
opérateurs pk et Q k ,  k = 1, ... n, vérifiant les relations de commutation dites 
canoniques : 

[ Q k ,  Pel = ibke1 (11.3) 

En revanche, le groupe affine à n dimensions est engendré par n+ 1 éléments 
Q k ,  k = 1, ... n et A-, vérifiant : 

[ I ( , Q k ]  = I< (11.4) 

III MESURE DE HAAR 

Nous avons vu dans la section précédente que les groupes de Lie sont, par 
définition, munis d’une topologie et d’une structure différcntiable. Nous allons 
maintenant nous restreindre aux groupes localement compacts et décrire les 
propriétés de mcsurabilité. I1 s’avère que tout groupe localement compact G 
peut être muni de mesures qiii jouent le même rôle que celui joué par la mesure 
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de Lebesgue sur m. Plus précisément, on montre (voir [3] par exemple) qu’il 
existe deux mesures pc et p~ sur G, appelées mesures de Haar gauche et droite 
respectivement, telles que : 

(111.2) 

et sont uniques avec cette propriété (à un facteur multiplicatif près). p~ et p~ 
sont en général diffitrentcs. Si p~ = p ~ ,  on dit que G est un groupe unimodu- 
laire. En particulier si G est compact, il est automatiquement unimodulaire et 
lc &G(g) < 

Si nous revenons aux excinplcs précitdcnts, on vérifie aisément, par exemple, 
que le groupe de Weyl-Heiscnberg est unimodulaire, la mesure de Haar associée 
étant 

d p ( b ,  w,  y )  = d“bd”wdp. (111.3) 

De même, dans le cas du groupe affine à n dimensions, 

d” b da 
dpG(b ,a)  = -- 

a” a ’ (111.4) 

(111.5) 

Quant au groupe des rotations SO(n) ,  il est compact et donc unimodulaire. Sa 
mesure invariante peut Ctrc parainétrite par lcs angles d’Euler et est donnée au 
chapitre II. 

da 
d p D ( b , U )  = dh-. 

(1 

IV REPRÉSENTATIONS 

IV.l Généralités 

Considérons un groupe de Lie G et un espace vectoriel V .  Une repré- 
sentation (linéaire) de G sur V est une application continue 

7r : G + G L ( V )  (IV. 1) 

de G sur le groupe des opEratcurs liiiitaires sur V ,  qui préserve la structure de 
groupe de G, c’est-à-dire telle que, pour toiis gl,g2 E G, 

491) .x(L72) = 491 -92) (IV.2) 

et donc .(e) = IV. 
Les exemples les plus simples de reprhscntations sont les caractères des 

groupes commutatifs, qui associent à tout élément g du groupe un nombre 
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complexe ~ ( g ) .  Par exemple, si nous prenons le groupe additif des nombres 
réels, les caractères sont lcs fonctions sur ITZ à valeurs dans C. 

On dit que la représentation T de G sur V est réductible si V possède un 
sous-espace invariant, c’est-à-dire s’il existe un sous-espace U de V tel que U 
contienne x ( G )  .U. Dans le cas contraire, la représentation est dite irréductible. 

La représentation 7r est dite unitaire si V peut être muni d’une structure 
d’cspace de Hilbert tcllc que tous les 7r(g) ,  g E G soient des opérateurs unitaires ; 
en d’autres termes, ~ ( g - ’ )  = 7r(g)*.  

IV.2 Exemples 

sur L2 ( a”), donnée par : 
NOUS considérons le groupe de Weyl-Heisenberg et la famille d’opérateurs 

(IV.3) 

On vérifie aisément qii’il s’agit d’une représentation unitaire di1 groupe dc Weyl- 
Hcisciibcrg, qui est de plus irréductible sur L2 (a“). 

Considérons maintenant le groupe affine Gaff et son action sur L’(El“) 

[7r(b, a )  . f] (x) = f (Y). (IV.4) 

I1 s’agit claireinent d’iinc rcpréscntation unitaire, néanmoins hautement réduc- 
tiblc. En effet, si R cst iin cône dc IR” pointant sur l’origine, l’ensemble 

donnée par : 

est un sous-espace invariaiit de L ’ ( a )  pour 7r. Ceci reste vrai pour n = 1, où 
seule la restriction de 7r à H2(ITZ) (ou à l’espace analogue de fonctions n’ayant 
que cles frCqucnccs négatives) cst irrédiictible. Un tel inconvénient est évité en 
considéraiit la rcprésciitatioii du groupe étendu Gar,, définie par : 

(IV.5) 

qui est iiriitairc et irrédiictil~le sur L’(Di!”). Dans le cas 12 = 1, pour lequel nous 
avons vu qu’il est &quivalent <le considérer des paramètres de dilatation positifs 
et négatifs, il coiivient de modifier (IV.5) en rcinplaçant la normalisation 
par [al-’/? 

Deux rcpréseiitatioiis unitaires 7r1 et 7r2 de G sont dites unitaircinent équi- 
valciitcs s’il existe un opérateur iinitaire U (appelé opérateur d’entrelacement 
unitaire) tcl que poiir tout g E G : 

m ( g )  = UTI ( g ) P  . (1V.G) 



Représentations iudiiitcs 233 

L’un des principaux problèmes de l’analyse harmonique sur les groupes de Lie 
est le suivant : étant donnée une représentation T de G sur 3-1, déterminer les 
classes d’équivalence unitaire de représentations irréductibles p de G qui soient 
des sous-représentations de T. Le lemnie de Schur (bien connu, sous une forme 
un peu plus faible, en mécanique quantique sous le nom de théorème de la 
projection, ou théorème de Wigner-Eckart) est particulièrement utile dans ce 
contexte. Nous en donnons ici un énoncé, sans démonstration (pour plus de 
détail, voir [3], [il]). 

Lemme 1 (Schur) Soiciit 7r1 et 7r2 dciis rcpréscntations de G sur 3-11 ct 3-12 
respectivcineiit et supposoiis quc 7r1 soit irréductible. Alors tout opérateur 
d’entrelaccinciit (11011 nécessairciiiciit uiiitairc) : T : 7-11 -+ 7-12 est 1111 isonior- 
pliisnîe ou vérifie T = O. 

IV.3 Représentation régulière 

Parmi les représentations d’il11 groiipc de Lie, la rcpréscntation régulière 
occupe une place privilégiée. En effet, IC problème de la réduction de la 
représentation régulière en rcpr6sciitatioiis irriiductihles est soiivent “presque 
équivalent” à celui de la classification de ces rcpréscntations irr6ductibies’. La 
rcprésciitation rc!guii?i.e ga~iciic du groupe (Ir Lie localement compact G agit 
sur l’espace L2(G, d p )  ( p  étant la iiicsiirc de Haar gauche de G) coniine suit : 
si f E L ~ ( G & )  : 

(IV.7) 

v REPRESENTATIONS INDUITES 

V.l Espaces homogènes 

Soient G uii groiipc de Lie et H uii soiis-groupe de Lie de G (c’est-à-dire 
un sous-enscmble de G qui soit liii aussi i in groiipe (le Lic). On considère les 
classes d’éqiiivaleiice de la foriiic : 

Le quotient G / H ,  formé des classes d’équivalence 

‘Nous pouvons d’ailleurs voir daiis le cliapitre VII ,  consacré à l’approche “rcpriiseiitations 
de groupes”, qiic les oiidclettcs jouent u n  rôle iinportarit dans ce contexte. 



234 Eléments de théorie des groupes 

est appelé espace hornog6ne. I1 est canoniquement muni d’une projection 

P : G + G / H  

définie par 

En ternies géométriques, on dit que le groupe G est ainsi muni d’une structure 
d’espace fibré principal, de base G / H  et de fibre type H.  Lorsque l’on peut 
écrire G = G / H  x H ,  on dit que le fibré est trivial. 

Nous avons vu que tout groupe localement compact possède une mesure 
invariante à gauche et une mesure invariante à droite. Ce résultat n’est plus 
valable pour les espaces homogknes, mais il en existe néanmoins une version 
plus faible : I1 existe toiijours une mesure dq(z )  telle que sa transformée dq(g.z) 
soit absolument continiic par rapport à dq(z) .  On dit que q est quasi invariante 
par l’action du groupe. On peut alors considérer l’espace L 2 ( X ,  d q )  et l’action 
suivante de G sur L2 (X, d q )  : V f E L2 (X, dq) : 

P ( g ) = g - H .  P . 3 )  

Le terme cZq(9-l . z ) /dq(z )  est appelé “dérivée de Radon-Nikodym” de dq(9-l. 
z) par rapport à clq(z). On vérifie sans peine que est une représentationuni- 
taire de G sur L 2 ( X ,  dq). Nous verrons aussi comment une telle représentation 
s’introduit naturellement dans le contexte de l’analyse par ondelettes. 

On appelle section du fibré tolite application 

telle que 
P o u = I .  

On peut utiliser de telles sections pour associer des fonctions définies sur G / H  
à des fonctions définies sur G : si f(g) est une fonction sur le groupe G ,  on 
peut lui associer la fonction jc(x), définie sur X = G / H  par : 

fc(x) = f (.(.)) z E x’ (V.7) 

Cette construction peut Etrc utilisée pour restreindre une représentation à un 
espace lioniogbne. 

V.2 Représentations induites 

Nous utilisons au cliapitre VI1 la notion de représentation induite, que nous 
allons brièvemciit introduire dans un cas simple ici. Considérons un groupe de 
Lie, localement compact séparable G et un sous-groupe H c G. Soit 

x : H + C  (V.8) 
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un caractère unitaire (ie. tel que 1x1 = 1) de H .  Soit X = G / H  et soit 17 une 
mesure quasi invariante sur X .  La représentation U = Indg(X)  est définie de 
la façon suivante : On considère l’espace 

3c = 1 f : G +a‘, mesurable tel que 

(Remarquons que ‘?f Z L2(G/H,  ch?).) Alors ZA agit sur ‘fl comme suit : Vf E ‘fl 

(V.10) 

Notons qu’il s’agit d’une forme analogue à celle de la représentation que nous 
avons vue en (IV.14). I1 est facile de vérifier que U est une représentation 
unitaire de G. Les représentations induites jouent un rôle crucial dans la théorie 
des représentations de groupes. Elles en permettent parfois la classification 
(voir par exemple [5] ou [GI). 
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