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PREFACE

Quand Bruno Torrésani m’a prié de préfacer cet ouvrage, j’ai aussitot laissé
de coté ce que je faisais et, oubliant le temps qui passe, me suis abandonné a
la lecture. Bien évidemment je savais que mon plaisir serait a la hauteur de
mon admiration pour les travaux de B. Torrésani et de ses collaborateurs qui
incluent notre maitre Alex Grossmann. Mon attente n’a pas été décue et ce
livre est beau, car il est le reflet d’'une profonde conviction scientifique que je
vais tenter d’expliquer et de justifier dans les lignes qui suivent.

Les ondelettes sont d’abord apparues (1981) dans larticle fondamental
d’Alex Grossmann et Jean Morlet comme des “états cohérents” au sens de
la mécanique quantique. Ce point de vue est géométrique par opposition a
une approche algorithmique qui prit en 1985 le devant de la scéne a la suite
des travaux de S. Mallat et I. Daubechies. Pour insister davantage, disons que
Papproche algorithmique repose sur 'approximation de ’espace géométrique
ambiant par une suite emboitée de réseaux (ou grilles) de plus en plus denses.
Ces réseaux, une fois choisis, imposent une pénible rigidité géométrique et vont,
par exemple, empécher d’effectuer des translations ou des rotations arbitraires.
Voila un sérieux handicap si ’on compare la transformée en ondelettes ortho-
gonale & la transformée de Fourier qui est compatible avec 'action du groupe
euclidien. Mais par ailleurs, on ne saurait faire d’analyse numérique ou de
calcul scientifique (méthodes multigrilles, etc.) sans utiliser ces grilles de plus
en plus fines et I'usage de la FFT (fast Fourier transform ou transformée de
Fourier rapide) impose aussi de choisir de telles grilles. Ce divorce entre la
liberté de manceuvre dont on souhaite disposer dans Panalyse par ondelettes et
les contraintes imposées par 'utilisation d’algorithmes efficaces, du type FFT, a
été P'une des tensions les plus fécondes et créatrices de la théorie des ondelettes
depuis les origines. II est clair que 'ouvrage de B. Torrésani avive ces tensions
et sera donc la source de nouveaux progres.

Un des points forts de cet ouvrage est donc I’accent mis sur la “liberté de
mouvement” fournie par les diverses actions de groupe (translations, dilatations
et rotations) que l'on peut envisager dans les constructions d’ondelettes. On
ne peut cependant “bouger dans tous les sens” et si ’on désire le faire, il fau-
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dra relier ces trois types de transformations géométriques dans une recherche
qui s’apparente a celle de la meilleure base dans les algorithmes de Coifman
et Wickerhauser. Cette étude, qui n’avait pas été prévue par les “peres fonda-
teurs”, est un des points trés originaux du beau livre de B. Torrésani.

Un second point fort est la description précise et exacte du remarquable
algorithme de détection de la “fréquence instantanée”. Comme chacun sait, la
quéte de la “fréquence instantanée” est 'une des épopées majeures du traite-
ment du signal et les techniques utilisées classiquement étaient basées sur la
transformation de Wigner-Ville et ses généralisations. Une des plus belles
réalisations scientifiques de “I’équipe ondelettes” de Marseille a été la découver-
te d’un algorithme “temps-fréquence” basé sur la transformation en ondelettes.
La présentation de cet algorithme par B. Torrésani est la meilleure dont nous
disposions aujourd’hui.

Une troisieme nouveauté, présentée par B. Torrésani, est la construction
sur la sphere d’“ondelettes de Gabor” qui soient compatibles avec 'invariance
par rotation.

Un dernier chapitre traite de la possibilité d’utiliser des QMFs (quadra-
ture mirror filters) pour effectuer des calculs approchés mais rapides sur des
ondelettes non orthogonales.

L’ouvrage que nous offre B. Torrésani compléte Ten Lectures on Wavelets,
écrit par 1. Daubechies, et je crois que ces deux traités feront bon ménage sur
le bureau des scientifiques qui utilisent les ondelettes.

Le style de B. Torrésani est remarquablement clair et efficace et je suis
heureux qu’un large public scientifique puisse enfin disposer de cet excellent
cours avancé sur les ondelettes et leurs applications.

Yves Meyer, membre de 'Institut



Chapitre 1

INTRODUCTION

L’analyse par ondelettes est apparue sous ses “formes modernes”, au début
des années 80, dans un remarquable article d’Alex Grossmann et Jean Morlet.
L’un des points essentiels qu’elle nous enseigne est qu’un objet mathématique
(qu’il s’agisse d’une fonction, d’un signal, d’un opérateur,...) peut étre repré-
senté de multiples fagons, chacune de ces représentations permettant de mettre
Paccent sur certaines caractéristiques de 'objet étudié. Un exemple significatif
est fourni par le signal de parole, dont des représentations temps-fréquence
différentes (par exemple une représentation en ondelettes et une représentation
de Gabor a bande étroite) conduisent a des interprétations différentes.

Il est amusant de constater qu’il en va de méme pour ’analyse par ondelettes
elle-méme : on peut la présenter de divers points de vue, qui dépendent au-
tant de D'application visée que de la culture scientifique de 'utilisateur. En
effet, quelle que soit l’approche choisie, on peut toujours y retrouver une
“préhistoire” des ondelettes, au cours de laquelle des techniques trés semblables
aux ondelettes (et qui souvent avaient tout des ondelettes sauf le nom) étaient
couramment utilisées.

On peut se livrer 4 un essai de classification des “préhistoires des ondelettes”
et de leurs “prolongements contemporains”. Cette classification est bien en-
tendu arbitraire (les quatre classes ci-dessous ont une intersection non vide
— et il n’est pas certain que leur réunion recouvre I’ensemble du sujet), mais
elle permet de décrire les tendances générales.

e Approches “temps-échelle” : 1l s’agit d’approches trouvant leur origine
dans des problemes de caractérisation d’espaces fonctionnels et d’opéra-
teurs. Certaines propriétés de régularité des fonctions se trouvent mises
en évidence lorsque ’on étudie le prolongement harmonique des fonctions
en question (voir par exemple [13]), c’est-a-dire une autre représentation.
L’un des outils de base dans ce domaine est I'identité de Calderén [5],
dont la formule de représentation en ondelettes peut étre vue comme une
“paraphrase” plus géométrique. L’une des conséquences a été la cons-
truction de bases orthonormées d’ondelettes par J.O. Stromberg [31] puis
Y. Meyer et ses collaborateurs (voir [23]), qui a abouti au concept d’analy-
se multirésolution [21], puis & diverses généralisations (bases d’ondelettes
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sur un intervalle ou périodiques, ondelettes multidimensionnelles associées
a des “dilatations généralisées”, bases trigonométriques locales,...).

Approches “algorithmiques” : On peut regrouper dans cette catégorie les
travaux qui font suite aux travaux de Marr [22] (bien que celui-ci ne se soit
que trés peu intéressé aux aspects purement algorithmiques) et ses col-
laborateurs (ou méme certains précurseurs, puisqu’il semble que certains
physiologistes de la vision aient eu, 4 la fin du siecle dernier, de semblables
préoccupations) sur la vision par ordinateur et le traitement d’images.
L’accent est mis ici sur les aspects algorithmiques. Cela fait apparaitre la
richesse algorithmique des ondelettes, basées sur des opérations de dilata-
tion et translation trés naturelles, y compris dans le cas de signaux définis
sur un réseau (ce qui est le cas en pratique). Les “références historiques”
sont les articles fameux de Burt et Adelson sur le “Laplacien Pyramidal”
[4], ainsi que les travaux d’Esteban et Galand [11], puis de Smith et Barn-
well [30] qui ont conduit & la construction des filtres miroir en quadra-
ture (QMF) et rejoignent la théorie des analyses multirésolution, puis
plus récemment aux algorithmes adaptatifs de décomposition en paquets
d’ondelettes de ’équipe de Yale (voir par exemple [33]). Une avancée plus
récente concerne l'utilisation systématique des bases d’ondelettes en ana-
lyse numérique [3], basée sur le fait qu’une large classe d’opérateurs peu-
vent étre représentés de facon économique (i.e. par des matrices creuses)
dans des bases d’ondelettes.

Approches “temps-fréquence” : On se place ici délibérément dans le con-
texte du traitement du signal. Suite aux travaux fondamentaux de J.
Ville [32] sur les représentations temps-fréquence des signaux, le sujet est
presque devenu une discipline scientifique & part entiére. De nombreux
auteurs se sont particulierement intéressés au probleme de définition et
d’estimation de la fréquence instantanée dans les signaux (voir & ce sujet
le livre de P. Flandrin [12]). Les ondelettes apparaissent dans ce contexte
comme une représentation temps-fréquence parmi beaucoup d’autres, qui
a cependant pour elle une grande souplesse d’utilisation. Le probleme se
pose maintenant des représentations temps-fréquence adaptatives : étant
donnée une famille de représentations temps-fréquence, comment choisir
celle qui décrira optimalement un signal donné ? Il s’agit de 'un des défis
les plus stimulants & ’heure actuelle.

Approches “géométriques” : Bien que ces approches soient assez simi-
laires aux précédentes, ’origine et le langage sont ici ceux de la mécanique
quantique et de la théorie des groupes (voir par exemple article de base
[16], ou encore [27], dans lequel le lien avec les états cohérents de la
mécanique quantique est explicité). L’accent est mis sur les propriétés
de symétrie des représentations en ondelettes, ce qui permet de donner
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une description unifiée d’une famille de représentations temps-fréquence
incluant, outre les ondelettes dans diverses versions, les représentations
de Fourier & fenétre (voir par exemple [29]) ainsi que de nombreuses
généralisations. En revanche, on ne sait toujours pas comment insérer
dans ce cadre les analyses multirésolution (& ’exception de quelques cas
trop spécifiques), qui restent 'une des pierres angulaires de “I'édifice
ondelettes”.

Des descriptions axées sur divers points de vue (la plupart du temps il s’agit
des deux premiers) peuvent étre trouvées par exemple dans [6], [10], [12], [17],
(23], [29] et [33]. En revanche, il n’existe & ce jour que tres peu de textes de
réference sur les décompositions continues en ondelettes.

Le présent ouvrage ne prétend pas rendre compte de 'aspect “multiforme”
des ondelettes que nous venons d’évoquer (nous renvoyons 4 [24] pour une de-
scription globale de certains aspects ou aux compilations d’articles de revue
12], [7], [19], [20], [28]). 1l est plus spécifiquement consacré aux décompositions
continues en ondelettes ainsi qu’a certaines de leurs applications en traite-
ment du signal. On insistera donc principalement sur les approches “temps-
fréquence” et “géométrique”, ainsi que sur les méthodes et algorithmes basés
sur ces aspects.

Les trois premiers chapitres sont consacrés a des généralités concernant
les représentations temps-fréquence et temps-échelle et, en particulier, sur les
transformations continues en ondelettes et de Gabor. Apres cette introduc-
tion, le chapitre II décrit un certain nombre de représentations de type temps-
fréquence ou temps-échelle, ainsi que certaines de leurs propriétés caractéristi-
ques, notamment la souplesse des représentations continues, qui les rend adap-
tables 4 de nombreuses situations spécifiques. Le chapitre III est, quant a lui,
consacré a un certain nombre d’exemples académiques commentés et destinés
a familiariser le lecteur avec les images de transformée en ondelettes.

Les chapitres IV et V illustrent les deux aspects complémentaires des repré-
sentations en ondelettes, a savoir les aspects temps-échelle et temps-fréquence.
Au chapitre IV on utilise les ondelettes pour effectuer une analyse locale des
fonctions et des signaux, ce qui est illustré par les problémes de caractérisation
de singularités ponctuelles des fonctions et mis en parallele avec les problemes
de détection de contours dans les images, et de caractérisation d’auto-similarité
dans les signaux, suivant entre autres les travaux du groupe de Bordeaux (voir
par exemple [1]). Le chapitre V est consacré aux problemes de caractérisation
de signaux par des amplitudes et fréquences locales, donc a des aspects temps-
fréquence. On y décrit les méthodes, mises au point par le groupe de Marseille,
pour la mesure de fréquences locales dans les signaux et les images au moyen
des transformations continues en ondelettes ou de Gabor.

Les trois derniers chapitres sont consacrés a des points précis de ’analyse
continue par ondelettes. Le chapitre VI traite la stabilité des représentations
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continues par rapport a la discrétisation, suivant la voie tracée par I. Daubechies
[9]. Le chapitre VII consiste en une “relecture” des décompositions décrites au
chapitre Il selon un point de vue plus géométrique ; on y justifie en particulier le
terme “temps-fréquence” sous un angle géométrique et algébrique, en montrant
comment les représentations temps-fréquence sont naturellement associées a un
“espace des phases” construit par la théorie des groupes. Enfin, le chapitre VIII
est consacré aux algorithmes de calcul adaptés aux différentes versions de la
transformation en ondelettes envisagées dans ce livre. On y montre notam-
ment comment les algorithmes rapides de transformée en ondelettes discretes
sont obtenus naturellement 3 partir des algorithmes pyramidaux du traitement
d’image et comment ils peuvent étre adaptés a la situation plus générale de la
transformation (presque) continue en ondelettes. Ces trois chapitres peuvent
étre lus indépendamment les uns des autres.

Quelques aspects plus spécifiques encore (comme par exemple quelques cal-
culs géométriques sur les groupes de rotations ou le groupe euclidien ou des
coefficients de filtres pour algorithmes pyramidaux) ne sont abordés que sous
forme de compléments, situés en fin de chapitre, pour ne pas alourdir le corps
du texte.

Pour compléter le texte, des annexes résumant quelques bases mathémati-
ques nécessaires ont été placés a la fin de Pouvrage.

Les analyses multirésolution et les bases d’ondelettes n’apparaissent expli-
citement & aucun moment dans le texte, du moins sous leur forme classique. Il
s’agit la d’un choix délibéré, dans la mesure ot il existe déja d’excellents ou-
vrages faisant autorité sur le sujet (entre autres [6], [10] et [23]). En revanche, la
notion d’analyse multirésolution apparait en filigrane 4 de nombreuses reprises,
comme par exemple au chapitre VIII (consacré aux algorithmes de calcul de
transformée en ondelettes), ol elle est naturellement associée aux algorithmes
pyramidaux, ou a la fin du second chapitre dans lequel est ébauché le passage
des ondelettes continues aux ondelettes discrétes.

Le lecteur désireux d’expérimenter les techniques décrites dans ce livre peut
utiliser un certain nombre de logiciels du domaine public, déposés sur quelques
sites du réseau Internet (il existe aussi quelques logiciels commerciaux). Nous
donnons ici une liste (qui est loin d’étre exhaustive) de tels sites :

e cs.nyu.edu : Dans le répertoire /pub/wave/software se trouve une ver-
sion de logiciels développés par le département “computer science” du
Courant Institute de New York. On y trouve en particulier des outils de
transformation en ondelettes unidimensionnelle (fichier wavel.tar.Z) et
bidimensionnelle (fichier wave2.tar.Z), ainsi que de décomposition temps-
fréquence adaptative (fichier mpp.tar.Z) ou d’autres outils reliés. Dans
tous les cas, ce sont des logiciels développés en langage C.

¢ pascal.math.yale.edu : Le répertoire /pub/software contient des logiciels
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développés par le département de Mathématiques de Yale University, et
fondés sur les décompositions temps-fréquence et temps-échelle adapta-
tives, les bases de paquets d’ondelettes et les bases trigonométriques lo-
cales, ainsi que des outils de débruitage de signaux basés sur ces méthodes.

e maxwell.math.scarolina.edu: Le répertoire /pub/wavelets/programs con-
tient un certain nombre d’outils liés aux décompositions en ondelettes
(développés en langage C).

e stats.stanford.edu : Le répertoire /pub/wavelab contient des outils (uti-
lisant ’environnement MATLAB) de débruitage de signaux par transfor-
mation en ondelettes.

e cpt.univ-mrs.fr : Un logiciel (basé sur Penvironnement Splus), mettant
en ceuvre les techniques décrites au chapitre V de ce volume, ainsi que
des algorithmes reliés, sera prochainement disponible sur ce site.

Dans tous les cas, ces logiciels sont disponibles par la procédure UNIX “ftp”
usuelle : composer ftp site ; a la question user, répondre anonymous, et a la
question password, donner sa propre adresse Internet. Utiliser ensuite cd rep
pour se positionner dans le répertoire voulu (“rep” en I'occurrence), puis get
nomfichier pour transférer le fichier voulu (dont le nom est ici “nomfichier”).

Cet ouvrage se fonde sur des cours que j’ai donnés au DEA “Physique
des Particules, Physique Mathématique et Modélisation” des universités d’Aix-
Marseille I et 11, de Nice, Toulon-Var et Toulouse entre 1991 et 1994, ainsi qu’a
Pécole d’été “Ondelettes et Applications” organisée par PENSICA, Toulouse
(été 1992). Avant et durant sa rédaction, j’ai bénéficié d’innombrables discus-
sions avec, en particulier, A. Grossmann, Ph. Tchamitchian, M.A. Muschietti,
G. Beylkin, R. Carmona, B. Escudié, K. Flornes, P. Ponenti, V. Wickerhauser,
M. Holschneider et F. Plantevin, que je tiens a remercier ici. Je suis aussi
particulierement reconnaissant envers Y. Meyer pour ses conseils, ses encou-
ragements toujours chaleureux et ses critiques constructives, mais aussi pour
avoir relu en détail et corrigé une version préliminaire de ce texte et accepté d’en
écrire la préface. Je tiens 4 adresser mes remerciements a C. Fabre, directeur
de la collection, pour ses nombreuses remarques.

Je tiens enfin & remercier S. Zhong, qui a aimablement produit les figures
IV.1-IV.3 du chapitre IV, ainsi que M. Kunt, éditeur de la revue Signal Pro-
cessing pour autorisation de reproduire les figures 8, 9 et 10 du chapitre V
(extraites de l'article de C. Gonnet et B. Torresani, “Local frequency anal-
ysis with two-dimensional wavelet transform”, Signal Processing, 37 (1994)
389-404).
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Chapitre 11

ANALYSE CONTINUE PAR ONDELETTES
ET PAR GABORETTES

L’analyse de Fourier est sans conteste I’'un des outils les plus puissants mis
a la disposition des mathématiciens et physiciens d’aujourd’hui et aussi 'un
des plus utilisés. Néanmoins, bien que batie sur la base du concept physique
de fréquence (spatiale ou temporelle), elle se révele imparfaitement adaptée a
la description de fonctions ou signaux que ’on peut rencontrer couramment.

L’exemple le plus parlant (si Pon peut dire) est celui de la musique. Nous
sommes capables d’associer & chaque note que nous entendons une fréquence
fondamentale (que nous appelons la, si, do,...), mais cette note est, presque par
définition, de durée finie, contrairement aux exponentielles complexes utilisées
dans sa décomposition de Fourier. Cette note semble donc a prior: difficile a
décrire par une analyse spectrale usuelle. C’est ainsi que la notation musicale
usuelle fait naturellement intervenir simultanément des notions de temps et
de fréquence : sur une portée musicale, la variable temporelle correspond & la
direction horizontale et la variable fréquentielle 3 I’axe vertical.

Restons dans le monde de la musique et écoutons un “glissando” joué par
exemple par un violoniste ou un violoncelliste. Ce que nous entendons est
pergu comme une fréquence (toujours la hauteur du son) dépendant du temps
de fagon continue, ce que, une fois encore, ’analyse de Fourier peut difficilement
décrire.

Dans ces deux cas, il semblerait & premiere vue préférable de calculer la
transformée de Fourier d’une partie finie (un segment) uniquement de la fonc-
tion, centrée sur Vinstant auquel 'on s’intéresse, plutot que de la fonction dans
son intégralité. En fait cette solution simple souffre d’un grave défaut ; elle
équivaut a calculer la transformée de Fourier du produit de la fonction initiale
par l'indicatrice du segment considéré, qui n’est autre que le produit de convolu-
tion de la transformée de Fourier de la fonction par celle du segment, a savoir un
sinus cardinal sin(wz)/wz. Le résultat est une fonction lentement décroissante
de la fréquence, qui ne refléte en rien la bonne localisation fréquentielle de notre
signal musical.

La variante que 'on introduit consiste & remplacer I'indicatrice du seg-
ment par une fonction (appelée fenétre), localisée au voisinage du segment,
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et suffisamment réguliere pour que sa transformée de Fourier soit elle aussi
bien localisée, pour éviter 'inconvénient précédent. Nous voyons donc Vintérét
qu’il peut y avoir & utiliser une fenétre bien localisée des deux cotés de la
transformée de Fourier. Il ne nous semble pas nécessaire pour I'instant de don-
ner une définition quantitative précise de I’expression “bien localisée”. Sauf
spécification contraire, nous dirons qu’une fonction est bien localisée si elle
possede de bonnes propriétés de décroissance a l'infini (c’est-a-dire aussi bonnes
qu’un critére fixé & avance). Dans des cas précis, nous serons amenés 3 utiliser
des notions plus précises de localisation. On peut par exemple supposer qu’une
fonction f(z) est telle que

|f(z)] £ K Vze IR
(1+ =)
pour certaines constantes positives K et N.

Avant d’entrer dans le vif du sujet, donnons encore une motivation supplé-
mentaire pour l'introduction d’une analyse de Fourier locale et illustrons la en-
core par un exemple musical. Considérons une enregistrement analogique d’un
son extrémement régulier, dont on peut supposer que la transformée de Fourier
décroit rapidement, sur un disque détérioré en un unique point. La présence de
ce craquement empéche la transformée de Fourier du signal de décroitre rapi-
dement, ce qui se traduit par une reconstruction {par transformée de Fourier
inverse) numériquement instable, car obtenue & partir d’intégrales tres oscil-
lantes, et ce en tous points. Nous verrons plus loin comment introduction de
fenétres permettra de “localiser” cette instabilité numérique.

I DECOMPOSITION TEMPS-FREQUENCE

Nous allons maintenant décrire un certain nombre de “représentations temps-
fréquence” des fonctions d’une variable réelle ; par représentation temps-fré-
quence nous entendons la mise en correspondance de la fonction avec une fonc-
tion de deux variables : le temps (ou la position) et la fréquence (ou la fréquence
spatiale). Nous verrons plus loin qu’il existe une infinité de facons différentes
de construire de telles correspondances ; aussi nous nous restreindrons 4 une
sous-classe, a savoir celle des correspondances :

o linéaires ;

e covariantes : certaines transformations naturelles de la fonction analysée
(translation, modulation, dilatation, ... ) se traduisent de maniére simple
sur la représentation temps-fréquence.

On ajoutera a cela une contrainte plus intuitive de “lisibilité” : la représen-
tation choisie doit permettre (dans la mesure du possible) de mettre en évidence
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certains types d’informations sur la fonction ou le signal analysé'. Comme

nous ’avons signalé plus haut, la représentation musicale est un prototype de
représentation temps-fréquence.

Les notions que nous allons maintenant introduire et utiliser dans les cha-:
pitres suivants se rapporteront toujours a un objet essentiel, appelé le plan
temps-fréquence (ou position-impulsion dans le cas multidimensionnel), que
I’on nommera aussi espace des phases. Le plan temps-fréquence permettra
de donner une description & la fois temporelle et fréquentielle des fonctions
étudiées. Disons tout de suite que la précision de cette description sera limitée
par l'inégalité de Heisenberg (dont nous verrons en particulier une conséquence
au chapitre VI) :

1
> =
AzAE2 5

qui nous montre qu’on ne peut espérer décrire une fonction avec une précision
infinie simultanément en temps et en fréquence.

II L’ANALYSE DE FOURIER A COURT TERME

Nous débutons cette analyse par une description de la transformation de
Fourier a court terme (aussi appelée transformation de Fourier a fenétre glis-
sante ou transformée de Gabor) et de la transformation inverse. Placons-nous
tout d’abord dans le cadre unidimensionnel.

II.1  Les gaborettes en dimension 1

L’idée de base est donc d’introduire dans I’analyse de Fourier usuelle une
notion de localité spatiale (ou temporelle) en remplacant la fonction analysée
par un produit de celle-ci par une fenétre convenablement choisie au préalable
possédant de bonnes propriétés de localisation, puis en calculant la transformée
de Fourier du produit ainsi formé. On renouvelle alors opération avec des
copies translatées de la fenétre, ce qui conduit & une analyse locale en tous
points. Si nous choisissons de noter g(z) la fenétre et f(z) la fonction analysée,
le résultat est alors la collection de nombres :

/ f(@)g(z - be*dz
R

Pour des raisons pratiques, il est souvent plus intéressant de considérer les
coefficients :

Gybw) = /IR fl@)g(z - b)*e =gy (I1L1)

1Nous ne sommes pas encore en mesure a ce point de préciser la signification de cette
contrainte ; on rejoint 1a la problématique du traitement du signal adaptatif, qui vise essen-
tiellement & adapter (de facon automatique) l'outil d’analyse a ’objet analysé. Ces notions
se préciseront par la suite.



12 Analyse continue par ondelettes et par gaborettes

qui s’obtiennent a partir des précédents par une multiplication par ¢*“® et une
redéfinition de la fenétre. Les nouveaux coefficients forment la transformée de
Gabor Gy(b,w) de f(z), et s’expriment simplement par :

Gf(ba w) = (fa 9(bw) )L"' (IIZ)

ou les fonctions .
Iibw) (z) = g(x — b)e™=™? (IL3)

sont appelées ondelettes de Gabor, ou encore gaborettes.

Remarque: La transformation de Gabor nous met en présence d’un objet nou-
veau, que nous appelons Plan temps-fréquence, ou Espace des phases. 1l s’agit
ici du plan IR?, mais nous verrons par la suite qu’il peut aussi prendre des
formes différentes. La transformation de Gabor permet de “représenter” les
fonctions de L?(IR) comme des fonctions sur le plan temps-fréquence. Cepen-
dant, il est important de rappeler qu’a cause de l'inégalité de Heisenberg déja
mentionnée, toute fonction sur le plan temps-fréquence ne peut étre transformée
de Gabor d’une fonction de L?(IR).

Remarquons que les gaborettes sont construites & partir de la fenétre g(z)
par une procédure extrémement simple, & savoir par des translations et des
modulations (c’est-a-dire des translations en fréquence). C’est naturellement
aussi le cas de leur transformée de Fourier :

Gibw) (6) = €7 ¥9(€ ~ w) (11.4)

La formule de Plancherel permet donc d’exprimer la transformée de Gabor
de f(z) comme une transformée de Gabor de sa transformée de Fourier f(§) :

Gy(b,w) = 517; /m F(€)e™ta(€ — w) de (IL5)

Supposant sans perte de généralité que g(z) et §(&) sont toutes deux bien
localisées autour de l'origine (on peut en effet toujours se ramener & ce cas par
une translation et une modulation), on peut donner Pinterprétation suivante
des coefficients Gf(b,w). G¢(b,w) fournit une information sur le “contenu” de
f(z) au voisinage du point z = b et de la fréquence £ = w. Autrement dit,
G(b,w) sélectionne le contenu de f(z) au voisinage du point de coordonnées
(b,w) dans le plan temps-fréquence. Naturellement, la notion de “contenu”
d’une fonction dans un voisinage d’un point est une notion trés peu précise,
qui dépend en outre tres fortement de la fenétre choisie. Nous serons amenés
a donner un sens légérement plus précis & cette notion par la suite.

La question suivante que 'on est amené & se poser est de savoir comment
évolue la localisation de g(; ., dans le plan temps-fréquence quand on fait varier
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Figure II.1 : Localisation de deux gaborettes g 2x) (%) €t gs,4x)(z) dans
Iespace des z (partie réelle).

les parametres de translation et de modulation b et w. La réponse a cette
question est encore une fois trés simple. Les gaborettes étant engendrées par
des translations en temps et en fréquence de la fenétre g(x), g est localisée
dans le plan temps-fréquence a lintérieur d’une région centrée sur le point de
coordonnées (b, w), d’aire égale a I’aire du domaine (centréen (0,0)) a I'intérieur
duquel est localisée g(x). La localisation de g(; ., est décrite dans les figures
II.1 et 11.2.

Considérons maintenant ’ensemble des coefficients de Gabor G(b,w), ol
b,w € IR. Les parameétres (b,w) décrivant la droite réelle, les coefficients de
Gabor constituent un ensemble redondant de données (nous verrons comment
préciser cette redondance en discutant les espaces & noyaux reproduisants).
En revanche, du fait que les gaborettes décrivent I’ensemble du plan temps-
fréquence, elles constituent une information suffisante pour la caractérisation
de f(z). On peut donc, sous certaines hypotheses, inverser la transformée de
Gabor et restituer a partir des G(b,w) la fonction f(z) elle-méme. C’est ce
qu’exprime le théoréme de représentation suivant.

Théoréme 1 Soit g € L?(IR). Toute fonction f € L*(IR) peut étre décomposée
comme suit :
1

f=gmm
2xlgIP

/ G (b, w)g(p,w) dbdw (IL6)
IRx IR
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Figure II.2 : Localisation des deux gaborettes de la figure précédente dans
Pespace de Fourier (seul le module est représenté).

ou ’égalité est & prendre au sens faible et o1 Gy est la transformée de Gabor
de f(z) : G5(b,w) = (f,9(b.w))

Preuve : 1l est bien connu que Gy € L?(IR,db). Donc :

/le(b,w)|2 db
R
= 7 [, OO~ )" (00l - w)dacas

= 5= [ 7] tate - ) e
2 g
De plus, puisque f,g € L*(IR)
G122 mx e by = /R |G 1 (b,w)|" dbdw = 2| f [ lg]I? (IL7)
ce qui prouve le théoreme.
Notons au passage que f et g étant dans L%(IR), G(b,w) est fini pour tous

b,w € IR.

Remarque 1 : Découplage des fonctions d’analyse et de synthése. Le résultat
précédent peut étre légerement généralisé, en remarquant que rien ne force a



L’analyse de Fourier a court terme 15

utiliser les mémes fenétres pour le calcul des coefficients et pour l'inversion de
la transformée de Gabor. En introduisant une autre fenétre h € L?(IR), on
montre aisément que ’équation (I1.6) peut &tre remplacée par :

1

B 27’(’%9) RxR

oll G est toujours définie par (II.2) et I’égalité est toujours a prendre au sens
faible. Cette propriété peut s’avérer intéressante en pratique (nous verrons plus
loin une propriété similaire dans le cadre de analyse par ondelettes).

f Gf(b, w)h(b,w) dbdw (IIS)

Remarque 2 : Densité d’énergie dans le plan temps-fréquence. La transformée
de Fourier & court terme est tres utilisée depuis une trentaine d’années dans le
contexte de I’analyse de signal. En particulier, son module carré |G (b, w)|?,
parfois appelé spectrogramme, peut étre employé pour I’étude de la répartition
de Vénergie de f(z) dans le plan temps-fréquence. Ceci est rendu possible par
I’équation (II.7), qui est une formule de Plancherel et permet 'interprétation
de ﬁﬂl?ﬂ" |G (b, w)|* comme une densité d’énergie de f(z) dans le plan temps-
fréquence. Il convient néanmoins de préciser que cette densité d’énergie n’est
pas une caractéristique intrinseque de la fonction analysée, dans la mesure ol
elle dépend de la fenétre utilisée.

I1.2 Un exemple simple

Nous allons immédiatement voir sur un exemple tres simple que le com-
portement de la transformée de Gabor est tel qu’attendu. La motivation ini-
tiale était de permettre une analyse de Fourier locale, c’est-a-dire de donner
un acces simple A certaines quantités locales, telles qu'une fréquence locale ou
une amplitude locale. Le cas des fréquences locales sera traité au chapitre V,
mais nous pouvons considérer le cas de fonctions du type

J(z) = Alz)e®

oit A(z) est supposée de classe C2(IR). Soit g € L%(IR) une fenétre, supposée
& support compact dans un intervalle I centré sur l'origine. Sans perte de
généralité, on peut en outre supposer que |§(£)| soit maximale en £ = 0. Un
développement de Taylor au premier ordre A(z) = A(b) + (z — b)rs(2) conduit
a

Gyb,w) = A(b)e§(\ — w)* + R(b,w) (IL9)

Ainsi, si le reste R(b,w) est négligeable, on peut voir que |Gs(b,w)| est lo-
calement maximum en w = A, ce qui permet une mesure directe de A\. La
décroissance de |Gs(b,w)| quand I'on s’éloigne de cette valeur est fixée par les
propriétés de localisation de §. Sous les mémes hypotheéses, une autre mesure
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de X est fournie par I’étude de la phase de la transformée de Gabor, qui évolue
linéairement en fonction de b. Enfin, une mesure de la fonction A(z) est obtenue
a partir des variations de |G (b, w)| en fonction de b.

Tout est donc conditionné par la taille du reste R(b,w), qui est ici facile &
évaluer. En effet, comme dans Supp(g(s,.)) on a |ry| < sup|A’|, R(b,w) est de
plus borné

|R(b,w)| < K sup |A'(z)] (I1.10)
z€b+1

out K est une constante (finie dés que [ |z||g(z)|dz < o0) qui ne dépend que
de g. Dans ces conditions, on pourra négliger le reste si A’/A est petit sur le
support de g(,,), autrement dit si Pamplitude A(z) est lentement variable sur
le support de g .,)-

Dans ce qui précede, I'hypothese A € C2(IR) n’a pas été utilisée comple-
tement. Elle peut ’étre dans un cas bien précis, c’est-a-dire le cas ou 'on se
place exactement a la fréquence w = A. En poussant alors le développement de
Taylor & Pordre suivant et en utilisant le fait que §’(0) = 0, on obtient

Gy(b,w) = A(b)e**§(A — w)" + Ra(b,w) (IL.11)
ol R,(b,w) est cette fois borné

|R2(b,w)| < K’ sup |A"(z)] (IL.12)
z€b+]

pour une constante K’ compléetement déterminée par g(z) (finie dés lors que
Jlzllg(z)ldz < oo).

11 est bien clair que cet exemple simple n’offre en lui-méme que peu d’intérét,
dans la mesure oli A et w peuvent étre caractérisés plus simplement par une
simple transformée de Fourier. Il est néanmoins révélateur de 'usage qui peut
étre fait des décompositions temps-fréquence pour le probleme de détermination
de fréquences locales. Nous verrons des exemples plus complexes au chapitre
V).

Il faut aussi remarquer que, compte tenu de la linéarité de la transformée
de Gabor, la transformée d’une fonction du type :

f(z) = Z Ag(z)e+®
k
est donnée par

G(bw) =Y Ar(b)e™ (A — w)* + R(b,w)
k

c’est-a-dire une superposition de composantes possédant des propriétés de loca-
lisation différentes dans le plan temps-fréquence, ce qui facilite leur séparation.
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En effet, dés que w est proche de I'une des fréquences Ay, , ou plus précisément
si Ak, (0)d( Ak, — w) > Ar(b)g(Ax — w) pour tout k # ko, la transformée de
Gabor va essentiellement “voir” la composante d’indice k.

Remarque : On sait que le probleme de la recherche des lieux z, tels qu’une
fonction |f(z)| atteigne un maximum, est un “probléme mal posé” et donc
numériquement instable. Néanmoins, le cas que nous considérons est plus fa-
vorable, dans la mesure ol une transformée de Gabor est une fonction trés
redondante, comme nous verrons 3 la fin de ce chapitre. Cette redondance
confére a la méthode que nous venons de décrire une plus grande stabilité.
Nous aurons ’occasion de revenir sur ce point au chapitre V.

I1.3 Le cas multidimensionnel

Terminons cette partie par une description de 1’analyse de Fourier a court
terme en dimensions supérieures & un. La généralisation se fait de fagon
immédiate. On considére une fonction g € LZ(IR™) et les gaborettes associées,
toujours définies par (I1.3) :

b () = glz — b)e™ ==Y
mais pour lesquelles les parametres de translation et de modulation décrivent
chacun IR™ et oit w-(z—b) est un produit scalaire dans IR". Dans ces conditions,

on montre aisément que pour toute f € LZ(IR™), on a la décomposition suivante
généralisant (I1.6) :

1
(2m)"|lgl|?

Les gaborettes sont alors localisées dans ’espace des phases IR™ x IR" dans des
domaines de forme et de volume constants.

f= / G5(b,w)g(b,w)dbdw (I1.13)
IR™ X IR™

IIT L’ANALYSE PAR ONDELETTES EN
DIMENSION 1

III.1 Décompositions continues en ondelettes

Tournons-nous maintenant vers une autre procédure permettant de décrire
le plan temps-fréquence IR x IR. En guise de justification, mettons d’abord
en évidence 'un des défauts de 'analyse de Fourier & court terme, qui est la
conséquence immédiate du processus utilisé pour la construction des gaborettes.
Les gaborettes sont des fonctions de taille constante et ne permettent donc pas
d’obtenir une résolution temporelle aussi haute que nécessaire. Supposons en
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particulier que la fonction analysée f(z) soit singuliere en un point £ = xy. Les
coefficients G¢(b,w) ne permettent alors pas de localiser la singularité, c’est-
a-dire de déterminer z¢ avec une précision supérieure a la taille de g(x). Les
gaborettes étant aussi de taille constante dans ’espace de Fourier, un argument
similaire peut y étre développé.

Ce raisonnement trés simple démontre la nécessité de pouvoir disposer d’une
méthode d’analyse agissant en quelque sorte comme un microscope mathémati-
que, c’est-a-dire adaptant sa résolution (ici la taille des fenétres d’analyse) a la
taille de 'objet (ou du détail) analysé. C’est précisément ce que fait ’analyse
par ondelettes. Partant d’une fonction ¥(z) bien localisée (dans le plan temps-
fréquence), on lui associe la famille d’ondelettes 1, 4)(x) engendrées par des
translations et des dilatations de ¢(z) :

1 z—0b
Y(o,a)(2) = a@b( - ) (IIL1)
les parametres b et a décrivant généralement IR et IRY. Les ondelettes sont
donc de forme constante, mais de taille variable, proportionnelle au parametre
de dilatation a.

Les ondelettes ¥ 4)(z) permettent de décrire le plan temps-fréquence de
fagon assez différente de la description donnée par les gaborettes. Remarquons
tout d’abord que l'on peut toujours, sans perte de généralité, supposer que
¥(x) est bien localisée autour de Vorigine z = 0. En revanche, z/3(£) n’a aucune
raison d’étre localisée autour de Porigine des fréquences z = 0, nous allons en
fait voir plus loin que cette hypothése doit étre exclue. Supposons donc ()
bien localisée autour du point r = wy > 0. Dans ces conditions, ¥ q)(z) est
bien localisée dans une région du plan temps-fréquence, centrée sur le point
de coordonnées (b,wp/a). De plus, ce domaine est une version dilatée (dans
la variable z) et contractée (dans la variable £) du domaine dans lequel est
localisée 1(z). On a supposéicia > 1; sia < 1, il y a dilatation en z et
contraction en €. Ces propriétés de localisation sont décrites dans les figures
I1.3 et I1.4.

L’analyse par ondelettes associe donc a la fonction analysée ’ensemble de
coeflicients :

Ty(b,a) = (f.¥p,a) L2 (1IL2)

qui, parallelement aux coefficients de Gabor, décrivent le contenu de f(z) au
voisinage de (b,wp/a) dans le plan temps-fréquence. L’ensemble de ces coeffi-
cients forme la transformée en ondelettes de f(z). De méme que la transformée
de Fourier & court terme, celle-ci est inversible sur son image dans certaines
hypotheses. On peut, en particulier, reprendre une preuve similaire a celle de
la section précédente et montrer une formule de réciprocité au sens faible. Nous
donnons ici un résultat légerement plus fort, qui nous sera utile pour la suite.
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Figure IL.3 : Localisation de deux ondelettes () et (s 2)(z) dans I'espace des
z (partie réelle).
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Figure II.4 : Localisation des deux ondelettes de la figure précédente dans
V’espace de Fourier (seul le module est représenté).
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Plus précisément, nous allons en fait donner trois formules d’inversion, utiles
dans différents contextes.

Théoréme 2
1) Soit v € L'(IR), telle que :

o0 " 2 d o0 N 2 d
0<%=/ WM|ﬁ=/ W@M-ﬁ<m (1IL3)
0 u 0 u
Toute fonction f € L*(IR) peut étre décomposée ainsi :

1 dadb
f= = Ty (b, a)Y(s,a) -
¥ JIRy xR

(I11.4)

ot I’égalité est & prendre au sens de la convergence dans L%(IR).
2) Si ) € L'(IR) est telle que seules ses fréquences positives satisfont la condi-
tion d’admissibilité :

0<%=AWWMF%<w (IIL5)

la formule (II1.4) reste valable pour toute fonction f € H*(IR).
3) Soit ¢ € L' (IR), telle que :

s (2 du
/ = —
0<cy = /_oo |¢(u)| ] < (11L.6)
Toute fonction f € L*(IR) peut étre décomposée comme suit :
1 dadb
f=- Ty (b, a)¥(s,q) " (IIL7)

Cy JIR* xR

otl I'égalité est & prendre au sens de la convergence dans L*(IR).

Avant de donner la démonstration de ce résultat, il est intéressant de
fixer les différences entre ces trois approches. Le point essentiel est que des
parametres de dilatation positifs ne permettent en général pas de décrire de la
méme maniére les demi-axes positif et négatif de ’espace de Fourier. Les trois
résultats précédents s’appliquent & des cas dans lesquels les difficultés disparais-
sent de différentes maniéres. Dans le premier cas, 'ondelette ¢(z) possede des
propriétés de symétrie (dans I’espace des fréquences) suffisantes pour traiter
simultanément les fréquences positives et négatives, Dans le second cas, on
simplifie le probleme en restreignant I’analyse & 'espace de Hardy H?(IR) des
fonctions de L?(IR) ne possédant pas de fréquence négative. Enfin, le probléeme
est évité dans le troisiéme cas par Uintroduction de dilatations négatives ou,
ce qui est équivalent, de dilatations positives composées d’une réflexion par
rapport a origine des fréquences.
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Preuve : Passons maintenant a la preuve du théoréme. Notons tout d’abord
qu’il est facile de vérifier les égalités (II1.4) et (IIL.7) par un calcul formel, si
I’on ne se soucie pas de la convergence des expressions employées. Le travail
consiste donc a donner un sens a ce calcul formel.

Si on note f(z) = f(—z)*, il vient :

1(bya) = [f * ] () (IIL8)

ou

Ya(z) = éw(—g) (I1L.9)

et Pinégalité de Young assure que Ty € L*(IR, db). Considérons :

da(l‘)Z/mTf(b,a)lﬁ(b‘a)(.’lI)db (III].O)

alors do(z) = [Ty(-,a) * 4] (z) et 'inégalité de Young entraine que d, € L*(IR)

pour tout a > 0. d, existe donc presque partout et

‘w(af ‘ f(&) pp (IIL.11)

Soit € un nombre réel positif non nul et soit :

1/€ a
se(z) = / (z)d— (IIL12)

L 1negahte intégrale de Minkowsy implique que |]s¢[|? < fl/c |ldal|*%2, de sorte
que &, existe presque partout et :

o 2 d,
P(ak) 7“ pp. (I11.13)

1/¢
s©=ie [

Placons-nous maintenant dans le cadre décrit dans la premiere partie du théo-

reme. y €l
€ . 2 d €
[ ol 2=/

@ Jeg
ou o = sgn(€). Onadonc |5.(§)} < cy ‘f(f)l p.p. et le théoreme de convergence

d(uo)| %“ (IL.14)

dominée de Lebesgue permet d'en déduire :
. 1
lim 1f = s =0 (IIL15)

ce qui prouve (1).
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(2) s’obtient comme cas particulier de (1) pour des fonctions f(z) telles que

fey=ove<o.

Enfin, (3) s’obtient de fagon similaire en montrant que :

lim ||f — —(ss +s_J|f = (I11.16)

€—0

La convergence dans L?(IR) entrainant la convergence faible, on déduit
immédiatement de ces résultats le corollaire suivant :

Corollaire 1
i) Sicy < oo et f € L*(IR), alors Ty € L*(IR} x IR, 424 et

/ Ty (b, )| 4 = cy / |f(2) dz (I11.17)
R xR a R

ii) Si ¢}, < oo et f € L3(IR), alors Ty € L*(IR* x IR, 424%), et

T
2 da / 2

/ 1Ty (b, a)|? 22ab = o, / ()] dz (IIL18)

R* x IR a R

Ces deux formules de Plancherel montrent que la transformée en ondelettes
est une isométrie partielle de L?(IR) dans L?(IR? x IR) (resp. L*(IR" x IR)), et
permettent donc l'interprétation de $|Tf (b,a)|? (resp. =-|Ty(b,a)]?> ) comme

¥

une densité d’énergie dans le demi-plan (resp. plan) temps-échelle.

Remarque 1 : “Admissibilité” des ondelettes. Nous avons vu dans la section
précédente qu’étant donnée une fonction fenétre g(x) intégrable, la condition
nécessaire a 'utilisation de g(z) dans le cadre de I’analyse de Gabor de L*(IR)
est que g(z) soit de carré intégrable. Dans le cas de 'analyse par ondelettes,
la condition nécessaire pour que ¥(z) € L!(IR) puisse étre utilisée comme
ondelette analysante est qu’elle vérifie une condition d’admissibilité, comme par
exemple cy = [ [1h(u)[> 42 < oo (ou une condition similaire). Cette condition

implique en particulier que z/) = [¢(z)dz = 0. Une ondelette admissible est
donc typiquement une fonction d’1ntegrale nulle, donc oscillante. Les exemples
ne manquent pas. Le plus simple est sans doute la fonction de Haar, qui vaut -1
entre -1 et 0, 1 entre 0 et 1, et 0 ailleurs. Dans le contexte de ’analyse d’images
et de la vision par ordinateur, les ondelettes les plus employées sont la dérivée
seconde de fonction gaussienne et la différence de deux gaussiennes de méme
centre et intégrale, A des échelles différentes. Un autre exemple célebre est, aussi
paradoxal que cela puisse paraitre car non admissible, 'ondelette de Morlet,
ou gaussienne déplacée en fréquence : ¢(z) = exp(—z2/2)exp(iwz). Dans ce
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cas, tﬁ(O) > 0, mais pour w assez grand (w > 5 en pratique), JJ(O) est assez
petit pour pouvoir étre considéré comme “numériquement admissible”?. L’un
des avantages pratiques de 'ondelette de Morlet est qu’elle est bien adaptée
3 lanalyse de H?(IR) (nous en verrons des applications au chapitre V) et
optimalement localisée dans le plan temps-fréquence (elle minimise 'inégalité
de Heisenberg).

Remarque 2 : Découplage des ondelettes d’analyse et de reconstruction. Comme
dans le cas de la transformée de Gabor, on peut utiliser une ondelette différente
pour reconstruire f & partir de sa transformée en ondelettes. Soit v € L!(IR),
telle que de plus

C¢7—/ W(u / e u)—— (111.19)

et
0 < jey,y] < o0 (IIL.20)

On se place par exemple dans le cadre décrit par la premiere partie du théoréeme
2. Le théoreme 2 se généralise alors et on peut écrire pour toute f € L*(IR) :

1 dadb
f=— Ty (b,a)Y(s,0)
Coy JIRG X IR

(II1.21)

Une telle formule d’inversion est particuliérement utile en pratique. En effet,
il arrive souvent que l’on ait besoin d’ondelettes d’analyse et de reconstruction
ayant des propriétés différentes®. Nous verrons aussi 2 la fin de ce chapltre un
exemple dans lequel 'ondelette d’analyse n’est pas admissible, mais ou la con-
dition mixte (II1.19-II1.20) permet de faire porter I’admissibilité sur ’ondelette
de synthese.

Remarque 3 : Décomposition de Littlewood-Paley. Si on prend formellement
v = 4 (la masse de Dirac a Dorigine) dans (I11.19) et (II1.21), en définissant :

ky = / Plu) — / P(— (I11.22)

et en supposant que :
0 < |ky| < 0 (1I1.23)

2]l est possible de donner un sens plus précis au terme “numériquement admissible”.
Tous les calculs numériques étant en pratique effectués avec une précision finie (simple ou
double précision), g(z) sera numériquement admissible dés que §(0) n’excéde pas la limite de
précision fixée. Bien entendu, pour tous les problémes pour lesquels la précision est cruciale,
il conviendra d’étre plus soigneux.

311 est souvent utile d’utiliser des ondelettes d’analyse possédant des moments nuls, alors
que la synthese réclame plutot des ondelettes moins oscillantes.
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on obtient la formule de reconstruction dite de Morlet :

(e o
fl@) = — / Ty(z,a0) % (I11.24)
kw 0 a

Bien entendu, la formule de Morlet doit étre montrée différemment. On part
d’une fonction ¢(z) telle que [ ¢(z)dz = 1, et on lui associe I'identité approchée
va(z) = p(z/a)/a. Sion note 3(z) = p(—z)*, et si & f(z) € L?(IR) on associe
Ty(b,a) = —ala f * Pa(b), (1I1.24) est une conséquence de limg_,0 f * @a.

La formule de Morlet s’avere particulierement efficace du point de vue nu-
mérique, car elle met en jeu une intégrale simple au lieu d’une intégrale double,
ce qui réduit d’autant le volume des calculs.

I11.2 Quelques exemples simples

1) Reprenons tout d’abord I’exemple discuté dans le paragraphe précédent,
pour illustrer 'aspect “analyse de Fourier locale” des ondelettes. Soit donc

f(@) = A(z)e™

la fonction considérée précédemment, et soit () une ondelette & support

compact dans un intervalle I, telle que 1[)({) est maximale pour une certaine
valeur £ = wy. En utilisant les mémes outils que précédemment, il vient

Ty(b,a) = A(b)e*(ar)” + R(b,a) (I11.25)
ou
|R(b,a)] < K sup |A'(z)] (I11.26)
z€al+b

La transformée en ondelettes est donc localisée autour de a = wo/)\ et permet
une mesure directe de A et A(z), & condition bien siir que le reste R(b,a) soit
négligeable, ce qui est le cas quand les variations de 'amplitude sont lentes par
rapport aux oscillations provenant de I’exponentielle complexe.

Le cas des signaux du méme type, mais cette fois & valeurs réelles (i.e.
A(z) cos(Az)), se traite de fagon similaire, & condition d’utiliser une ondelette
¢ € H?(IR), qui supprime les fréquences négatives. On est alors ramenés au
probleme précédent.

2) Passons donc a I'illustration de l’aspect “analyse ponctuelle” de la trans-
formée en ondelettes. Supposons, par exemple, que nous ayons 3 analyser une
fonction f(z) qui posstde un comportement singulier en xq, par exemple une
singularité holderienne : il existe deux constantes 0 < @ < 1 et K > 0 telles
que :

|f(z) — f(z0)| € K|z —zo|* Vz e IR (I11.27)



Ondelettes multidimensionnelles 25

Dans ces conditions, en utilisant une ondelette 3, donc d’intégrale nulle, telle
que :

K = /]xl"]z,b(x)]dw <oo,

on a:

Ty (b,0)] = | [ [£(z) = f(20)]¥(b,0) (z)"dz|
< [ lle =01 +1b = 0[] [h6,0) (2)] dz

de sorte que :
ITs(b,a)] < Kb —z0|® |[¥|i + KK'a® (I11.28)

La transformée en ondelettes permet donc dans ce cas ’estimation de ’exposant
a. Nous reviendrons plus en détail sur I’analyse par ondelettes des propriétés
de régularité locale dans le chapitre I'V.

IV ONDELETTES MULTIDIMENSIONNELLES

Nous avons pu voir a la fin de la section II que analyse de Fourier & court
terme se généralise sans probleme a plusieurs dimensions. Nous allons main-
tenant voir que la généralisation multidimensionnelle de ’analyse par ondelettes
est légerement plus complexe, essentiellement pour la méme raison que celle qui
avait conduit a trois théoremes de représentation a4 une dimension différents.
Nous allons ici obtenir deux versions différentes de analyse par ondelettes,
généralisant les parties (1) et (3) du théoreme 2. Nous nous placons dans le
cadre ou les mémes ondelettes sont utilisées pour la décomposition et la recons-
truction. Il est bien évident que ’on pecut, comme précédemment, découpler
les ondelettes d’analyse et de reconstruction.

IV.1 Ondelettes radiales

Nous considérons ici des ondelettes engendrées de la maniere habituelle,
C’est-a-dire par des translations et des dilatations de I'ondelette mere ¥(z).
Notons donc :

1 z—b
z)= —yY| — Iv.1
Ip(b,ﬂ)( ) Ia]nw( a ) ( )
pour tous b € IR", a € IR} (noter ici la normalisation différente de (IILI). A
toute f € L?(IR™) on associe ses coefficients en ondelettes :

Ty(b,a) = (f,s,a)) L2(mm) (IV.2)

Ces coefficients d’ondelettes permettent une analyse du méme type que celles
précédemment décrites, sous réserve que ¥ satisfasse certaines conditions d’in-
variance par rotation dans IR", ce qu’exprime le résultat suivant :
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Théoréme 3 Soit ¢ € L' (IR"), telle que :

o0 . 2d_u
co= [ oS (1v.3)

soit finie et indépendante du vecteur unitaire e € IR"™. Toute fonction f €
L?(IR™) peut étre décomposée comme suit :

1 dadb
f=— Ty (b, a)(s,a)
Clp m; x IR" a

(1V.4)

ol ’égalité est & prendre au sens de la convergence dans L*(IR™). De plus,
T; € L*(IR; x IR, 4adb),

Preuve : La preuve est en tous points identique & celle du théoreme 2 de la
section précédente, jusqu’a I’équation (III.14). Ensuite, on a :

Ve . ge lele 4
/ [ib(azx lz_?_ =/“ | Iw(ae,)lz;a (IV.5)

~—

oll on a posé e; = z/||z||. Enfin, (III.16) est toujours valide, de sorte que le
théoréme de convergence dominée permet de conclure.

Examinons maintenant les conséquences de ’hypothése faite sur 'ondelette
. Le fait que ¢y soit finie est une hypothése déja rencontrée dans la sec-
tion précédente. En revanche, le fait que (IV.3) soit indépendant du vecteur
unitaire e € IR™ a pour conséquence (si ¢ est suffisamment réguliere) que
|zﬁ(§)| est invariante par les translations de la sphere de rayon £ dans lespace
de Fourier. Par conséquent, d?(f) ne peut étre localisée mieux que dans une
couronne centrée sur l’origine des fréquences et les coefficients Ty (b, a) ne peu-
vent donner aucune information sur des localisations dans ’espace spectral.
Par exemple, si la fonction analysée est de la forme f(z) = A(z)exp(iko - ),
ol A(z) est une enveloppe lentement variable, les coefficients Ty(b, a) peuvent
permettre ’évaluation de ||ko||, mais pas celle de ko lui-méme. Pour pallier
ce défaut de l’analyse par ondelettes usuelle, on introduit des degrés de li-
berté supplémentaires, correspondant a des rotations dans IR™. En revanche,
Pavantage des ondelettes radiales est que la transformée en ondelettes est ici
une fonction de n+1 variables, au lieu de 2n dans le cas de I’analyse de Fourier
a court terme.

IV.2 Ondelettes engendrées par les translations, rotations et
dilatations de IR"

Commencons pour simplifier par le cas bidimensionnel. Nous cherchons &
construire des familles d’ondelettes que 'on puisse bien localiser dans ’espace
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de Fourier. L’idée est donc de partir d’une telle fonction et de faire agir dessus
des rotations, en plus des translations et dilatation usuelles, afin de faire varier
sa localisation dans I’espace de Fourier. Considérons donc, pour 6 € [0, 27}, la

matrice de rotation :
cosfl —sinf
o= (sin0 cos @ ) (Iv.6)

et notons

1 -1 T — b
Yiba0)(2) = 5 (r,, — ) (Iv.7)
On construit ainsi la transformée en ondelettes de f € L*(IR?) :

Tf(bvaae) = (fa w(b,a,e)) (IVS)

qui est maintenant une fonction de quatre variables réelles. 11 est facile de vé-
rifier (en adaptant les démonstrations précédentes et en utilisant le fait que la

mesure df est invariante par rotation sur le cercle) que, pour peu que 'ondelette
¥(z) € L' (IR?) vérifie la condition d’admissibilité

= [ wer-
0<ev = [, WO g < (V9

on a alors la décomposition suivante : Vf(z) € L2(IR?),

o0 27 d
Fz) = / / Ty (b, a,0)d b0 0) (@)db —db (1V.10)
mr2Jo Jo a

La démonstration est laissée au lecteur.

Passons maintenant au cas de dimension quelconque. Nous nous donnons
maintenant la possibilité de faire agir sur 'ondelette mére i(z), en plus des
dilatations et translations habituelles, des matrices de rotation en dimension n.
Si r est une telle matrice —nous rappelons ici qu’une matrice de rotation est
une matrice orthogonale, c’est-a-dire telle que r <! r = 1 et de déterminant 1 ;
les rotations de IR™ forment un groupe de dimension n(n + 1)/2, noté SO(n).
On considere donc les ondelettes :

a

1 .y T—b
Yis,am () = ;I;t/)(r t ) (Iv.11)
On construit ainsi la transformée en ondelettes de f € L*(IR"™) :

Tf (b’ a, T‘) = (f’ Qp(b,a,r)> (IV12)

qui est donc maintenant une fonction de n(n+1)/2+ 1 paramétres réels, au lieu
de n+1 dans le cas précédent. Nous allons voir que Pintroduction des matrices
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de rotation permet de se passer de ’hypothese d’invariance par rotation de

I’ondelette 1&({ ), le prix & payer étant un accroissement notable de la dimension

de Vespace des parametres. Pour plus de détail sur les rotations et les angles

d’Euler en dimension n, nous renvoyons au complément A a la fin de ce chapitre.
Considérons donc les coefficients :

Ty(bya,r) = {f,¢¥b,ar) -

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour montrer le théoréme
suivant :

Théoréme 4 : Soit ¢ € L' (IR™) telle que

g dz
co=dut [ OF T <o (1v.27)

Alors, toute f € L?(IR™) peut étre décomposée comme :

1 dadb
f== Ty (b, 0, ) (t,0,0) ——dhin(7) (IV.28)
Cy J I3, x R™x SO(n)

ot I’égalité est a prendre au sens de la convergence dans L*(IR™). De plus,
Ty € L2(R} x IR™ x SO(n), % du,(r)).

Preuve : La preuve suit les grandes lignes des démonstrations précédentes.
Introduisons la fonction d, , définie par :

day,«(z)z/ Ty(b,a,r)p,q,r) (z)db (Iv.29)
m"
puis :

se(a) = /w/' o (&) dpn(r) (1V.30)

En répétant les mémes arguments que précédemment, on vérifie aisément que
SO <@l OFLduntr) (1v.31)
IR}, XSO(n)

et le lemme 3 du complément A permet de conclure.

Notons que, dans ce cas, la transformée en ondelettes est une fonction de
n{n+1)/2 + 1 paramétres, ce qui représente un important volume de données
pour les grandes valeurs de n.
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IV.3 Retour sur 'espace “temps-fréquence”

On vérifie de facon immédiate que dans le cas d’une ondelette 3 (z) inva-
riante par rotation, (IV.10) redonne essentiellement (IV.4). En revanche, une
hypothése légérement plus faible permet de retrouver un espace “temps-fré-
quence” (ou “position-impulsion”) naturel, de dimension 2n. Supposons que
¥(z) soit invariante par rotation dans un hyperplan IR"~! de dimension n —1
de IR". Notons e, € IR"™ un vecteur unitaire perpendiculaire & I’hyperplan
d’invariance. Comme nous le montre le complément A, toute matrice de rota-
tion r € SO(n) peut étre factorisée en un produit

r=rg-S8

oll s € SO(n — 1) est une matrice de rotation dans ’hyperplan d’invariance,
laissant donc e, invariant. Les ondelettes

Q/)(b»a,r‘o) = a_"¢ (3_17'0_1 . z ; b) (IV32)

sont donc indépendantes de s et paramétrées par les éléments de SO(n) modulo
SO(n — 1), autrement dit la sphere S™~1.

Exemple : Considérons 'exemple de 'ondelette de Morlet en dimension 3,
définie par sa transformée de Fourier

e =T et

ou k € IR® est la “fréquence centrale” de 'ondelette et le terme e‘kz, néces-
saire pour ’admissibilité de 1(z), est numériquement négligeable dés que |k|
est assez grand. Il est évident que ¢(z) est invariante par toutes les rotations
dans le plan perpendiculaire a k. En effet, si I’on choisit une base orthonormée

{e1,e2,e3} de IR? telle que k soit proportionnel & ej3, il vient :
1&(5) = 6_53_636_(53_“‘:')2 — e—k2

et toute rotation dans le plan (er,ez) laisse invariant £2 + £2. Dans ce cas, on
pourra paramétrer les ondelettes de Morlet tridimensionnelles par trois varia-
bles de position, une variable d’échelle et deux angles de rotation seulement.

Dans le cas général, si I’on parametre la sphere de dimension n — 1 par ses
angles d’Euler, on obtient donc une représentation temps-fréquence, fonction

de :
e n variables de position b, en coordonnées cartésiennes ;
e une variable d’échelle a ;

e n — 1 angles, paramétrant une direction dans P'espace des fréquences.
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Ce qui fait un espace de dimension 2n. Une autre interprétation des n
derniéres variables est qu’elles ne sont autres que les coordonnées sphériques
(en dimension n) d’une fréquence, a, ou plutdt a~! pour des raisons d’homo-
généité, étant la variable radiale, et les angles d’Euler les variables angulaires.

Le théoreme de représentation correspondant s’obtient facilement, en utili-
sant la factorisation de la mesure de Haar sur SO(n) en mesure de Haar sur
SO(n — 1) fois la mesure invariante sur la sphere, qui permet tout simplement
de remplacer I'intégration sur SO(n) par une intégration sur les angles d’Euler
paramétrant S* !, tout en divisant la constante d’admissibilité par Vol (SO(n—

1).

V NOYAUX REPRODUISANTS

Nous avons déja eu 'occasion de remarquer que ’ensemble des coefficients
d’une fonction, obtenus dans le cadre d’une analyse de type temps-fréquence,
fournit une information fortement redondante sur la fonction analysée. Cette
redondance peut en fait étre facilement caractérisée par I'introduction du con-
cept d’espace de Hilbert a noyaux reproduisants.

Un espace de Hilbert & noyaux reproduisants est un espace de Hilbert de
fonctions satisfaisant 4 une relation du type :

f=K-f (V.1)

ol K est un opérateur a noyau, défini par

K- l@) = [ Ko@)y (V.2)

1l existe en fait un grand nombre d’espaces familiers qui sont des espaces
A noyaux reproduisants. L’un des plus célebres est sans doute I’espace des
fonctions analytiques d’une variable complexe dans le demi-plan de Poincaré
H= {z ed,Im(z) > 0}. Un noyau reproduisant de cet espace est le noyau de
Cauchy et on a :

1 f(t)
2)=— | —=dt V.3
f(z) 2mi Jpt—2z (V:3)
Un autre exemple trés classique d’espace & noyaux reproduisants, exemple que
nous allons étre amenés i rencontrer souvent par la suite, est ’espace de Paley-
Wiener :

PW, = {f € I*(IR), Supp(f) C [~w,u]} (V.4)

aussi appelé espace des fonctions & bande limitée ou fonctions a fréquence de
coupure. La théorie de I’échantillonnage usuelle montre que si f € PW,, f
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est entierement déterminée par un ensemble discret de valeurs (échantillons)
Je = f(kn/w), k € Z ; autrement dit :

Z fi sin(w(z — kr/w)) (V.5)

w(z - krfw)

ce qui est aussi une équation de reproduction.

Nous allons voir que, pour chaque théoréme de représentation décrit depuis
le début de ce chapitre, la transformée en ondelettes et la transformée de Fourier
a court terme font naturellement apparaitre des noyaux reproduisants. Plagons-
nous, pour simplifier, dans le cadre de Panalyse par ondelettes unidimension-
nelle décrite par le théoréme 1 de la section III. Le théoreme 1 peut étre récrit
sous la forme d’une égalité entre opérateurs :

—/¢(b a) d)(,, a) dc;db =1 (V.6)
ol ¢f;’)a) est la forme linéaire définie par :
B = (F ) (V.7)
de sorte que l'intégrand de (V.4) est un opérateur de rang 1 :
W, ® ll)ﬁ,)a)] - f =Ty(b,a)s,a) (V-8)

On peut alors, suivant une procédure usuelle en physique, insérer 'identité
(V.4) dans la définition de Ty(b,a), ce qui conduit & I’égalité :

dadb
T} (bo, a0) = / Ky (b0, a03b, 0) Ty (b,0) = (V.9)
le noyau K, étant donné par :
. 1
Ky(bo,a0;b,a) = a(l/)(bo,ao)»l/)(b,a)) (V.10)

Ky est donc entiérement déterminé par I'ondelette ¢ et possede de plus la
propriété de covariance par translation-dilatation suivante :

bao

Ky (bo, ag; b, a) = —Ii,,,( ;0,1) (V.11)

Finalement, un raisonnement du méme type conduit a :

dadb

/K,/,(bo,ao;b, a)Ky(b,a;by,a1) = Ky(bo,a0;b1,0a1) (V.12)

Notons Py l'opérateur a noyau défini par Ky. Clairement, Py est auto-adjoint.
Nous avons donc montré :
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Proposition 1 Soit Ty la transformée en ondelettes de la fonction f € L*(IR)
par rapport & 'ondelette 1y € L!(IR). Alors

TreHy (V.13)

ott Hy est le sous-espace de L*(IR} x IR, @ad—b) défini par le noyau reproduisant
I(,p.

dadb
H, = {F € L*(IR}, le,aT),P,,,-FzF} (V.14)

De plus, Py est un projecteur orthogonal.

Cette propriété de noyau reproduisant s’avere tres intéressante en pratique,
car elle conduit & des formules d’interpolation permettant la restitution (ap-
prochée) de la transformée continue a partir de versions échantillonnées. On
peut pour cela utiliser des résultats déja existants concernant la théorie de
Péchantillonnage dans les espaces de Hilbert a4 noyaux reproduisants. Nous
reviendrons sur ces questions au chapitre VI quand nous décrirons les notions
de repéres d’ondelettes (et de gaborettes).

Remarque 1 : Nous avons déja vu que la formule de reconstruction d’une
fonction f € L?*(IR) & partir de sa transformée en ondelettes est loin d’étre
unique, dans la mesure ou une ondelette différente peut étre utilisée pour
la reconstruction. De méme, le noyau reproduisant est loin d’étre lui-méme
unique. En effet, si v est 'ondelette de reconstruction, ce qui suppose que
0<cyy= f%&7(§)¢({)* < o0, le noyau I{'y , défini par :

. 1
Ky,y(bo,a0;b,a) = P~ (V(bo,a0)s Y(b,a) ) (V.15)
est lui aussi un noyau reproduisant pour la transformée en ondelettes. Il possede
toujours les mémes propriétés de covariance, mais définit cette fois un pro-
Jjecteur oblique sur Hy.

Remarque 2 : La projection sur I'espace Hy au moyen du noyau reproduisant
peut aussi étre vue d’une autre maniere. En effet, il est facile de voir que P,
n'est que la composition de deux opérateurs : d’une part, 'opérateur T qui
est Pinversion de la transformée en ondelettes : si F € LZ(IR} x IR, %d_b)

dadb
a

TFE)= [ P ) (V.16)

et, d’autre part, la transformation en ondelettes T : L?(IR) — Hy. Cette
remarque prendra tout son intérét lorsque nous aurons vu comment construi-
re des algorithmes rapides de transformation en ondelettes et transformation
inverse, car on aura aussi un algorithme rapide de projection sur Hy.
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VI QUELQUES REMARQUES ET COMPLEMENTS

VI.1 Analyses multirésolutions infinitésimales

Nous avons vu précédemment que 'analyse par ondelettes présente I’avan-
tage suivant : les fonctions d’analyse, c’est-a-dire les ondelettes, s’adaptent
a la taille des événements qu’elles analysent. Néanmoins, cet avantage peut
devenir un inconvénient sur le plan pratique si les événements analysés sont
de grande taille, les calculs numériques pouvant alors devenir tres lourds. Il
peut alors étre souhaitable de regrouper les contributions des grandes échelles
dans une famille unique de coeflicients ; autrement dit, remplacer une famille
de filtres passe-bande par un unique filtre passe-bas. Ceci peut étre fait en
associant & une ondelette 1 une autre fonction, appelée fonction d’échelle, dont
la transformée de Fourier vérifie :

- <. da
e = [ et (VL)
A cette fonction d’échelle, on associe la famille de ses dilatées et translatées :
1 [z-=0
== VL
B(,a)(T) a¢< " ) (VL.2)

que P’on va utiliser pour analyser L%(IR). On notera, pour toute f € L?(IR),

M.f (b7 a) = <f7 ¢(b,a)> (VI3)

les coefficients représentant approximation de f a ’échelle a.

Sous certaines hypotheses (assez peu restrictives), on montre que I'autocor-
rélation p(z) de ¢(x) est intégrable ; il suffit par exemple de supposer que ¥ €
H'(IR), I'espace de Hardy réel, c’est-a-dire de supposer que 9 et sa transformée
de Hilbert sont intégrables. Il est alors simple d’adapter la preuve des théorémes
de la section III pour montrer les corollaires ci-dessous. Nous donnons un seul
énoncé ; les deux autres s’en déduisent trivialement.

Corollaire 2 Soit ¢ € H'(IR), telle que :

. d R du
0<c¢=/0 |¢(u)|27“=/0 (-l S < oo (VL4)

et soit ¢ une fonction d’échelle associée. Pour tout réel positif ag, toute fonction
f € L*(IR) peut étre décomposée comme suit :

dadb] (VL5)

a

1
= —[/ Mf(b,ao)¢(b,a)db+/ Ty (b, a)¥(s,a)
Cy R [0,a0] x IR
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ol I’égalité est & prendre au sens de la convergence dans L?(IR).

On dit que 'on effectue une analyse multirésolution infinitésimale. Nous
verrons dans le chapitre VIII, consacré aux algorithmes rapides de calcul, une
application de ces formules.

Exemple : Considérons pour illustration Pune des plus simples des fonctions
d’échelle possibles :

) =e ¢/

Un calcul simple montre alors que la fonction donnée par
() = VZge ®/?
vérifie (VL.5).

De méme, on peut construire des fonctions d’échelle associées & des on-
delettes en plusieurs dimensions. A une ondelette invariante par rotation cor-
respondra une fonction d’échelle invariante par rotation et inversement. On
peut aussi procéder de méme dans le cas de la formule de Morlet ; ceci nous
raméne alors directement aux décompositions de Littlewood-Paley que nous
avons brievement décrites.

VI.2 Quelques exemples singuliers

Jusqu’a présent, nous avons décrit les grandes lignes de I’analyse par on-
delettes en insistant sur les propriétés caractéristiques des ondelettes, a savoir
qu’une ondelette typique est une fonction oscillante et bien localisée des deux
cotés de la transformée de Fourier. Néanmoins, nous allons voir ici que dans
certains cas il peut étre intéressant de relaxer ces hypotheses, ce qui conduit a
des exemples surprenants.

Le cas le plus simple est relié a la possibilité de “découplage des ondelette
d’analyse et de syntheése”. Nous avons vu aux équations I11.22-111.24 qu’en
prenant formellement pour ondelette de reconstruction une masse de Dirac
centrée a l'origine, on obtient une formule de reconstruction simplifiée —la
formule de Morlet— qui fait intervenir une intégrale simple uniquement

@)= [ o (V.1)

Dans ce cas, un choix “singulier” d'ondelette de reconstruction permet de sim-
plifier les expressions.

Un autre exemple simple est fourni en dimension 2 par la transformée de
Radon. M. Holschneider [13] a montré que si I'on prend comme ondelette
d’analyse une distribution de masse équirépartie sur une droite, la transformée
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en ondelettes (avec rotations suivant le schéma de Murenzi) n’est autre que la
transformée de Radon.

En effet, soit e € IR? un vecteur unitaire, et prenons pour ondelette d’ana-
lyse non plus une fonction mais la distribution

Y(z) =6(z-e€) (v.2)

On obtient immédiatement une expression simplifiée pour la transformée en
ondelettes :

Ts(b,a,0) =a™! /Jm f(@)6((ro-€) - (z —b)) (V.3)

ce qui est exactement la forme d’une transformée de Radon. Notons toutefois
qu’il s’agit d’une version trés redondante de la transformée de Radon. En effet,
Ty (b, a,0) est constante le long des perpendiculaires & r¢-e ; de plus, elle dépend
de facon triviale de la variable d’échelle a :

Ty(b,a,8) = a 'R((b- (rg-€))rg-e,0) = a™ ' R(c, )

oha=b:(rg-e).

On obtient alors des formules d’inversion de la transformée de Radon [13].
11 faut pour cela utiliser la formule donnant la transformée en ondelettes in-
verse avec une ondelette de reconstruction x(z) qui assure que la condition
d’admissibilité mixte soit satisfaite. Plus précisément, rappelons la condition
d’admissibilité mixte que 1’on peut écrire en deux dimensions (quitte & renor-
maliser ¥ par une constante) :

dg
€12

L’ondelette nécessaire pour inverser la transformée de Radon ~{z) doit alors
vérifier :

¢(6 )X 57 (V-4)

[ 500 v

ol e est le vecteur unitaire que nous avons utilisé pour construire ¢(z). Comme
nous ’avons signalé plus haut, 'ondelette d’analyse ¥(x) n’est pas admissible,
et ondelette de synthese y(z) doit “porter 'admissibilité”.

La formule d’inversion de la transformation de Radon est alors donnée par :

1/e pr2w
f(z) —lgx}) / / R{a,0)I (7‘9

ol I'(z) est une fonction qui ne varie que dans la direction du vecteur e, donnée
par :

)@wm (V.6)

T(b)=T(b-e) = /W Y(z)5(z-e—b-e) (v.7)
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ou, encore, dans ’espace de Fourier :
() =4(xe), Ae R (V.8)

M. Holschneider montre de plus que la fonction v(z) peut étre choisie de sorte
que la formule d’inversion soit valable point par point (voir au chapitre IV pour
une description plus précise de ces notions).

Ces formules généralisent la transformation de Radon inverse classique (ap-
pelée back-projection) qui opére a échelle fixe. Elles sont en fait trés utilisées
en pratique, et ce bien avant leur interprétation en termes d’ondelettes.

VII COMMENTAIRES ET REFERENCES

La notion d’analyse temps-fréquence est trop générale et ancienne pour pou-
voir lui déterminer un inventeur. L’un des peres de Vanalyse temps-fréquence
est le traiteur de signal J. Ville qui introduisit la représentation de Wigner-
Ville pour, dit-il, pallier le manque de signification physique de la transformée
de Fourier usuelle. Auparavant, le physicien E.P. Wigner avait introduit cette
méme représentation dans le contexte de la mécanique quantique dans I’espace
des phases. Cette représentation et ses dérivées sont maintenant d’un usage
courant en analyse de signaux. Précisons toutefois qu’il s’agit la de représen-
tations bilinéaires, au contraire des représentations linéaires développées dans
ce chapitre.

Parmi les représentations linéaires, la plus simple est la transformation de
Fourier & fenétre glissante. Bien qu’elle semble avoir été utilisée auparavant
par de nombreux auteurs, sa formalisation semble étre due 4 D. Gabor [8] en
1946. L’analyse continue par ondelettes unidimensionnelle a été proposée au
début des années 80 par A. Grossmann et J. Morlet (voir [10]) dans un con-
texte d’analyse du signal. En fait, elle était déja utilisée par les mathématiciens
depuis les années 60, sous le nom d’identité de Calderén [2], pour I’étude de
certains espaces fonctionnels et opérateurs définis par des intégrales singuliéres.
La version multidimensionnelle invariante par rotation était également connue
des mathématiciens, et 'introduction des rotations a été proposée par A. Gross-
mann et R. Murenzi [19]. Une description plus géométrique, sur laquelle nous
reviendrons par la suite, est développée dans [12] et [13].

Une autre approche de la théorie des ondelettes, que nous décrirons plus
tard, consiste 4 construire des bases orthonormées d’ondelettes. Cet aspect,
maintenant trés utilisé dans de nombreux contextes, s’est développé a partir
des travaux de S. Mallat, Y. Meyer et I. Daubechies. Nous y reviendrons
ultérieurement.

Il existe maintenant de nombreuses références de base sur 'analyse par
ondelettes et ses applications dans divers domaines. Citons par exemple [16]
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qui constitue un exposé introductif et un guide dans la bibliographie exis-
tante. Une exposition plus détaillée de la théorie peut étre trouvée dans [3]
et [6], chacun insistant plus particulitrement sur une approche précise : la
théorie de Papproximation pour [3] et le traitement du signal et les aspects
algorithmiques pour [6]. Une description de certaines applications ainsi que
des développements plus récents peut étre trouvée dans les comptes rendus de
conférences [5], {17], [18] ainsi que dans les compilations d’articles [1], [4], [14]
et [20].
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VIII COMPLEMENT A : ROTATION DANS R¥

Nous décrivons dans ce complément la paramétrisation par les angles d’Eu-
ler du groupe SO(n) des rotations en dimension n. Ces coordonnées sont utiles
des que ’on s’intéresse aux ondelettes en dimension supérieure a deux.

VIIL.1 Les angles d’Euler

Un systeme de coordonnées (z,,... £,) sur IR" étant choisi une fois pour
toutes, on définit r;;(6) comme la rotation d’angle 6 dans le plan (z;, z;), orienté
de sorte que z; = r,-]-(%) - z;. Si on note de plus r; = rg_j, on peut montrer
le résultat suivant, dont la preuve peut étre trouvée par exemple dans [21] :

Lemme 1 Toute matrice de rotation peut étre écrite sous la forme d’un produit
de n — 1 rotations élémentaires, comme :

==l =2 L) (A.13)

ot 'on a posé :
r®) = ) (0%) - 1y (65) - ... - 11 (6F) (A.14)

et ou les 0;-“ sont les angles d’Euler de r, et sont tels que :
0<6F <2m
{059;<n 1<j<k (A-15)

Une telle paramétrisation de SO(n) permet en particulier d’exhiber une
mesure j, sur SO(n), dite mesure de Haar, définie ainsi : Si r € SO(n) est
paramétrée par les angles d’Euler 9;-‘ au moyen de (A.7) et (A.8), on écrit :

n—1 k

dun(r) = [ I [(sin6%)~*d6}] (A.16)

k=1j=1

La mesure de Haar posseéde 'importante propriété d’invariance suivante : Pour
tout rg € SO(n) :

dpn(ro - r) = dpn(r - ro) = da(r) (A7)
le symbole “-” représentant ici la multiplication des matrices nxn. Par exemple,
on vérifie aisément que pour n = 2, toute rotation est représentée par un angle
8 et dus(r) = db.
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Il existe évidemment une relation entre le groupe SO(n) et la sphere unité
de dimension n — 1 plongée dans IR", que l’on notera S™~! :

sn-l — {(21,..zn) € R" t.q.ZzZ =1} (A.18)
k=1

Plus précisément, cette relation est la suivante :

Lemme 2 S™ est isomorphe a Pensemble des classes d’équivalence :

S™ = §O(n +1)/S0(n) (A.19)

Preuve : Soit e,y € IR™*! le vecteur de coordonnées (0,0,...,0,1). Claire-
ment,

SO(+1)-ensr = S™ (A.20)

De plus, e, est invariant par SO(n) et on se convainc aisément qu’il n’existe
pas de sous-groupe de SO(n + 1) plus grand qui contienne SO(n) vérifiant lui
aussi cette propriété. On en déduit I'isomorphisme (A.19).

Remarquons que le lemme 1 ainsi que (A.17) fournissent naturellement une
factorisation de la mesure de Haar sur SO(n) en un produit de la mesure de
Haar sur SO(n — 1) et d’une mesure sur la sphere S*~!. Le lemme suivant est
une conséquence de cette remarque.

Lemme 3 Soit f € L1(IR"). On a pour tout z € IR™ :
/ flar - o) g (r) = Aps / f(z)—d—zn (A.21)
RY xSO(n) a m» |12l

5 onk/?
A, = pn(SO(n)) = kf:[l 0P (A.22)

Preuve : Ecrivons du,(r) = dpn—1(re)dn(s), oit s = {#77,6771,..0771}
représente les coordonnées angulaires sur $™7! :

dn(s) = ] [(sin6}~")/~"db}] (A.23)

.
1l
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dun%" étant invariante par rotation et dilatation, on se ramene sans peine au

cas T = e,. Donc:

d d
[ amofeaZ= [ Flar - 2)“2dn(s)dun(r) (A:24)
3, x50(n) IRy xSn=1xSO(n—1)
d
= Ay /m o lfp(a,s)ga-dn(s) (A.25)

ol fp(a,s) est Pécriture de f en coordonnées polaires. Enfin, la mesure de
Lebesgue sur IR™ a 'expression suivante en coordonnées polaires :

dz = ||z||"~" d||z{ldn(s:) (A.26)

s, représentant les coordonnées angulaires de 2, ce qui achéve la preuve de
(A.21). (A.22) s’obtient par un calcul élémentaire (voir par exemple [21]).

VII1L.2 Exemples

Considérons par exemple le cas n = 2. Il est connu qu’une rotation dans le
plan est caractérisée par un angle unique, que nous noterons 4, et donc

SO(2) = {r(@): (C059 ‘Sing) e [0,271’]}

sinf cosf

(A.27)
> S'={z€eq,|z| =1}

Cette caractérisation est identique a la paramétrisation d’Euler (un seul angle
d’Euler).

Le cas n = 3 est un peu plus complexe, dans la mesure oit SO(3) est un
groupe non commutatif de dimension 3. La paramétrisation d’Euler nous dit
donc que

S0(3) = {r12(¢)r23(8)r12(v), 8,9 € [0,27],6 € [0, 7]} (A.28)

(Rappelons que r;j(a) est la rotation d’angle o dans le plan Oij.) Ainsi, le
vecteur e3 € IR* est invariant par ry2(1) et donc

S0(3)-e3 = S? = {ve IR®, vl + vl 405 =1} (A.28)

fournit la paramétrisation de la sphére de dimension 2 (plongée dans IR?) en
coordonnées sphériques.

En dimension supérieure, on obtient une paramétrisation des sphéres en
coordonnées sphériques.



Chapitre 111

QUELQUES EXEMPLES ET
ILLUSTRATIONS

Dans un grand nombre de problemes pratiques (en physique ou en traite-
ment du signal en particulier), la premiere étape vers la compréhension et/ou
la modélisation est la visualisation des phénomenes en présence. Les représen-
tations temps-fréquence peuvent étre utilisées comme un outil de visualisation,
a condition de savoir les “lire”, comme un spécialiste de traitement de la parole
est capable de lire un spectrogramme et d’identifier ainsi la phrase prononcée.

Dans ce court chapitre, nous donnerons quelques exemples de transformée
en ondelettes de fonctions et signaux académiques, dans le but de nous fami-
liariser avec les outils classiques de représentation de la transformée. Dans
tous les cas, il s’agira d’exemples extrémement simples, uniquement destinés
a illustrer quelques-unes des propriétés de la transformée en ondelettes. Le
lecteur, un tant soit peu familiarisé avec les représentations temps-fréquence,
peut aisément se dispenser de la lecture de ce chapitre.

Dans un premier temps, nous décrirons les représentations du plan temps-
fréquence que nous utiliserons. Puis, nous nous focaliserons sur lillustration des
aspects “temps-échelle” et “temps-fréquence” des ondelettes. Nous utiliserons
essentiellement des ondelettes “progressives”, c’est-a-dire ne possédant que des
fréquences positives, qui sont mieux adaptées a I’étude des propriétés spectrales
des signaux étudiés.

I LE PLAN TEMPS-FREQUENCE

L’une des premieres utilisations de la transformée en ondelettes consiste a
représenter graphiquement la transformée en ondelettes et a essayer de com-
prendre qualitativement sur la représentation graphique quelles sont les carac-
téristiques du signal étudié. Maintenant encore, dans les cas d’applications
spécifiques a des problemes physiques, cette étape est souvent une premiere
étape nécessaire avant d’envisager une utilisation plus quantitative et systéma-
tique des ondelettes.

Nous utiliserons ici exclusiverment une représentation bidimensionnelle de
la transformée en ondelettes (et de la transformée de Gabor). Si f(z) est le
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signal a analyser et Ty(b,a) sa transformée en ondelettes, nous coderons celle-
ci en niveaux de gris dans P’espace de la transformée. Plus précisément, on
considérera le demi-plan (b,a), que l'on représentera comme demi-plan hyper-
bolique (voir la figure II1.1), les échelles étant naturellement échantillonnées
en progression géométrique. Nous renvoyons aux chapitres suivants pour une
description plus précise.

Placons-nous dans une perspective de calcul numérique! de la transformée
en ondelettes d’une fonction f(z) & Paide d’une ondelette ¢(z). Bien entendu
il n’est pas question de calculer numériquement une transformée en ondelettes
pour toutes les valeurs possibles des parametres b et a. Il faut donc :

e se restreindre a un ensemble fini de valeurs de b et a, situées sur un réseau
régulier ;

e échantillonner la transformée en ondelettes correspondante.

Le premier probleme est facile a résoudre dans le cas des signaux échantillon-
nés de longueur finie?. Les valeurs extrémes de la variable b sont naturellement
fournies par les bornes du signal. De méme, la longueur du signal, divisée par
la taille du support I de l'ondelette fournit une borne supérieure naturelle
Gmaz pour la variable d’échelle. Sauf dans certains cas tres précis, cela n’a pas
grand sens d’analyser un signal avec une ondelette plus grande que lui. Enfin,
une borne inférieure pour a est obtenue en divisant la fréquence centrale de
Pondelette (le paramétre wp que nous avons défini au chapitre précédent) par
la fréquence d’échantillonnage du signal, en partant du principe que ’on ne va
pas analyser des fréquences supéricures a la fréquence d’échantillonnage. Bien
entendu, il ne s’agit 12 que de bornes heuristiques et non de regles absolues.

Une fois ces conventions générales fixées, on représentera la transformée en
ondelettes T(b,a) en codant celle-ci (ou son module et sa phase séparément
dans le cas d’une ondelette & valeurs complexes) par des niveaux de gris, nor-
malisés a la valeur maximale de la fonction représentée. On obtiendra ainsi des
images sur lesquelles 'on peut souvent “lire” certaines caractéristiques du si-
gnal étudié. Pour plus de lisibilité dans le cas d’ondelettes a valeurs complexes,
on force généralement & zéro la phase de T(b,a) quand |Tf(b,a)| est inférieur
a une certaine valeur limite (par exemple 1 pour cent), au-dessous de laquelle
il est difficile de lui donner une signification réelle. Dans les représentations
données ici, les niveaux de gris seront toujours normalisés globalement, de sorte
que le noir représente un module maximal et le blanc un module minimal (et
de méme pour la phase). Dans le cas unidimensionnel, ondelette utilisée sera

1Les aspects algorithmiques seront discutés au chapitre VIII.

2Cependant, nous verrons par la suite qu'il y a deux fagons naturelles d’échantillonner
la transformée en ondelettes, selon que ’on veut conserver les propriétés de covariance ou,
au contraire, avoir un degré de redondance constant dans ’espace des phases. Ces aspects
seront discutés en détail au chapitre VIII.
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log(apmp)

log(anax)

log(a) v

Figure II1.1 : Espace des phases.

toujours une ondelette dite de Morlet, dont Pexpression explicite est donnée
par
P(z) = eiwoze=' /2

ou Wo = 5.5.

II ASPECT TEMPS-ECHELLE

Nous avons vu que les ondelettes sont extrémement précises a petite échelle,
car elles sont construites par dilatations d’une fonction unique ; elles sont de
forme constante et de taille variable. Pour employer un poncif du genre, on
dit que les ondelettes fonctionnent comme un “microscope mathématique”,
dont la résolution serait fixée par ie parameétre de dilatation et 'optique serait
déterminée par le choix de 'ondelette.

Nous nous limitons ici & des fonctions a valeurs réelles, donc entierement
déterminées par leur projection sur H2(IR). Par conséquent, I'utilisation d’on-
delettes progressives est pertinente et nous utiliserons dans tous les exemples
une ondelette de Morlet :

Y(z) = e~ eiwpx

en prenant wy = 2.
Considérons une fonction f(z) et fixons un point zo. Supposons pour sim-
plifier que ’ondelette ¥(z) soit & support compact Iy = [-X, X]. Il est facile
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a=1 —J—

Y

Figure II1.2 : Coéne d’influence d’un point zg.

de voir que le comportement de f(z) en £ = zo va se répercuter sur la trans-
formée en ondelettes dans le cone b € aly + z¢ = [—aX + zo,aX + zo] (voir en
figure 111.2).

Nous débuterons nos illustrations avec trois exemples de fonctions sin-
guliéres (il s’agit en fait de distributions), qui permettent de montrer comment
les ondelettes “voient” le degré de régularité. Il ne s’agit la que d’exemples
triviaux, mais sur lesquels on peut d’ores et déja visualiser certaines carac-
téristiques de comportement de la transformée en ondelettes en présence de
singularités et sur lesquels nous reviendrons avec plus de précision au chapitre
suivant. Le dénominateur commun a ces trois exemples est que les fonctions
sont homogenes. Plus précisément, elles sont telles, qu’en un certain point z,
et pour des X assez petits : f(A(z —z¢)) = A% f(z —zo) pour un certain nombre
réel a, appelé le degré d’homogénéité. On montre alors facilement que ce com-
portement se reflete sur la transformée en ondelettes de f(z) qui, au voisinage
de z¢, se comporte en a®.

Le cas le plus simple est celui d’une fonction caractéristique, par exemple
la fonction caractéristique xjx,y)(=) de 'intervalle {X,Y’], qui est donc discon-
tinue. Un calcul direct fournit :

Y-b X-b
(Xx.yp ¥iba)) = A <—-—> — =Y (——) (IL1)

a a

(=1 étant une primitive de 1. Aux petites échelles, les ondelettes ne “voient”
que les deux discontinuités, et pas la fonction constante qui est au milieu, car



Aspect temps-échelle 45

Figure II1.3 : Transformée en ondelette d’une fonction caractéristique.

les ondelettes sont d’intégrale nulle. En revanche, a partir d’une échelle assez
grande, les deux discontinuités sont “vues” simultanément. Ceci est parti-
culierement clair sur le tracé de la transformée en ondelettes (Figure III.3).
Notons aussi que les lignes de phase constante convergent vers les deux points
de discontinuité. Cette remarque peut étre utilisée pour la localisation des
points singuliers et nous y reviendrons. Il faut aussi noter que la fonction de
Heaviside étant homogene de degré 0, on montre facilement que, au moins pour
les petites valeurs de a et avant que les ondelettes ne voient simultanément les
deux singularités, la transformée en ondelettes (a b fixé) est indépendante de
a.

Considérons maintenant le cas d’une masse de Dirac §,,. De nouveau, il
est facile de voir que :

—b
<5z:oa d}(b,a)> = élp (:EO ) (IIZ)

a

On observe sur la transformée en ondelettes (Figure II1.4) un comportement
similaire au précédent, & ceci prés que cette fois |Ty(b,a)| se comporte comme
a~!. Ceci complete la remarque que nous avions faite plus haut : 8., est
homogene de degré -1.

Une autre interprétation possible est que §,, est plus singuliére qu’une fonc-
tion caractéristique et posséde donc un contenu “petites échelles” plus impor-
tant, d’ot1 le comportement en a™!.

Ce comportement est encore amplifié dans le cas de la dérivée d’une masse
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Figure II1.4 : Transformée en ondelette d’une masse de Dirac.

de Dirac, pour laquelle :

1 —b
(5;0,11;(,,,0)):_52_ '<“’° ) (IL.3)

a

Dans ce cas, la transformée en ondelettes croit en a~2 quand a — 0, signe
d’une singularité plus forte que la précédente. Notons encore que les lignes
de phase constante convergent toujours vers les points singuliers. C’est une
conséquence de I'homogénéité des fonctions étudiées.

Nous aurons 'occasion, par la suite, de revenir sur ces points en discutant
les bases de I’analyse des propriétés de régularité des fonctions par ondelettes.

III ASPECT TEMPS-FREQUENCE

Passons maintenant aux exemples illustrant le comportement de la trans-
formée en ondelettes comme méthode d’analyse spectrale locale. L’exemple le
plus simple est celui de la transformée en ondelettes d’une fonction du type
cos(wz). Si'ondelette analysante est progressive (c’est-a-dire ne contient que
des fréquences positives, ce que I'on exprime par zﬁ(f) = 0si £ # 0), alors la
transformée est donnée par :

Ty (b,a) = %eiwbz/i(aw)* (ITL.1)
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Figure I11.5 : Transformée en ondelette de la dérivée d’une masse de Dirac.

Sur cette expression simple, on peut d’ores et déja voir deux caractéristiques
du comportement des ondelettes, qui sont deux remarques essentielles que nous
utiliserons, sous une forme un peu plus précise plus tard :

1. Supposant que $(€) est & valeurs réelles, le module |Ty(b,a)| de la trans-
formée en ondelettes se comporte comme 1/3(aw) et est donc localement
maximum pour a = wp/w. La transformée en ondelettes est donc localisée
au voisinage de cette droite horizontale.

2. Sous les mémes hypotheéses, la phase de la transformée évolue linéaire-
ment avec b et reproduit en fait le comportement de la phase de la fonction
analysée.

Ces remarques se retrouvent sur la figure I11.6 représentant la transformée
en ondelettes d’une fréquence pure par ondelette de Morlet (module et phase).
De plus, comme nous P’avons vu au chapitre précédent, ces remarques restent
valables dans le cas ot la fonction analysée est une fréquence pure modulée en
amplitude par une fonction réguliere dont les variations sont lentes par rapport
aux oscillations (ainsi que le montre un simple développement de Taylor de
Pamplitude). Le module de la transformée en ondelettes reproduit alors les
variations de amplitude.

Précisons que sur la figure I11.6, la phase n’a été représentée que dans la
région du demi-plan oit le module est supérieur & un certain seuil (fixé ici &
un pour cent de la valeur maximale). En effet, la phase perd sa signification
lorsque le module est trop faible et il est inutile de la représenter.
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Figure II1.6 : Transformée en ondelette d’une fréquence pure.

Des arguments similaires (nous en verrons une formulation plus précise au
chapitre V) montrent que dans le cas ol la fréquence de la fonction analysée
varie elle aussi lentement et régulierement, la transformée en ondelettes est
toujours localisée au voisinage non plus d’une droite horizontale mais d’une
courbe a = a,(b) qui représente, a une constante pres, l’inverse de la fréquence
en fonction de la position b.

Ceci apparait sur la figure II1.7, qui représente la transformée en ondelettes
d’un signal contenant entre autres une fréquence pure et un “chirp quadra-
tique”, c’est-a-dire un signal dont la fréquence dépend quadratiquement de
z. Cette figure est intéressante car elle permet de visualiser les interférences
entre les deux composantes. Dans les premiers temps, les deux composantes
fréquentielles sont suffisamment éloignées en fréquence pour que 'ondelette ne
les voie pas simultanément3. En revanche, ce n’est plus le cas vers le milieu de la
figure. L’ondelette voit simultanément les deux composantes, ce qui se traduit
par 'apparition de battements (oscillations du module) dans la transformée en
ondelettes.

Les mémes remarques peuvent étre faites pour la figure I11.8, qui représen-
te un signal dont la fréquence dépend du temps de fagon périodique ; de tels
signaux semblent étre des modeles pertinents pour la modélisation de certains
instruments de musique. Dans ce cas, tant que les oscillations de la fréquence
sont bien plus lentes que celles du signal (ce qui est le cas dans notre exemple),

3El’l d’autres termes l’onde]ette est assez récise €en fl‘é uence pour “sé arer” les deux
’
composantes.
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Figure IIL.7 : Transformée en ondelettes d’un signal contenant une fréquence
pure et un “chirp quadratique”.

la transformée en ondelettes est toujours localisée au voisinage de la courbe
a = a,(b) qui représente I'inverse de la fréquence instantanée.

Le comportement de la phase est dans ces deux cas porteur d’information.
Nous discuterons ce point en détail au chapitre V.

Nous reviendrons sur ces aspects quand nous discuterons plus en détail
Panalyse par ondelettes de fonctions modulées en amplitude et en fréquence.

La derniére illustration de cette section est un exemple dans lequel se mélent
les aspects temps-échelle et temps-fréquence des ondelettes. Le signal analysé
contient en particulier une fréquence pure qui se sépare en deux a un certain
moment, ainsi qu’un certain nombre de singularités ponctuelles, dont 'une
est plus forte que les autres et correspond a la séparation des fréquences. On
retrouve sur la transformée en ondelettes toutes les caractéristiques dont il a été
question plus haut. Il faut aussi remarquer (ceci est particulierement visible sur
le comportement des phases de la transformée) que, a une échelle assez grande,
Pondelette est suffisamment large pour pouvoir “voir” la répétition réguliere des
singularités et I'interpréter comme la présence d’une fréquence supplémentaire
dans le signal.

Remarque : signaux aléatoires stationnaires au second ordre. Sans entrer dans
les détails, il est utile de dire quelques mots sur le comportement de la trans-
formée en ondelettes continue de processus stationnaires au second ordre, que
’on utilise couramment pour modéliser le “bruit” en traitement du signal. Le
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Figure IIL.8 : Transformée en ondelettes d’un “chirp” périodique.

Figure II1.9 : Vous avez dit bizarre ?
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point essentiel est le suivant : Soit n(z) un processus stationnaire au second
ordre ; la stationnarité s’exprime par le fait que la fonction d’autocovariance
de n(z) vérifie :

C(z,2') = E[(n(z) - E[n(2)))(n(z') — E[n(a)])"] = C(z - ") (LI1.2)

i.e. n’est fonction que de la différence des arguments ; ici le symbole IE repré-
sente la moyenne statistique.

On vérifie aisément que la fonction d’autocovariance associée a la trans-
formée en ondelettes de n(z) est donnée par :

C(b,a;b',a') = E[T.(bya)Tn(V',a")*]

II1.3
/w(b,a) (@) Y a1 (2')C(z — 2')dzda’ (IL.3)

il

Il est alors remarquable de constater que méme dans le cas d'un bruit dit
“blanc” (totalement décorrélé), c’est-a-dire quand formellement C(z) = %6(z),
sa transformée en ondelettes est elle-méme corrélée et la fonction d’autocova-
riance n’est autre que le noyau reproduisant de 'ondelette :

C(b,a;¥’,a’) = o? /w(b,a) (2)* Y o) (T)dz (I11.4)

C’est une conséquence de la redondance de la transformée en ondelettes.
Dans le cas général d’un processus stochastique stationnaire au second or-
dre, nous voyons bien d’apres I’équation (IIL.3) que la transformation en on-
delettes peut étre utilisée pour estimer 'autocorrélation (et donc le spectre de
puissance) du processus. En effet, on déduit de 'équation (I11.3) que

E ([Ta(0,0)] = w0 (2) bpa (@)C - 2')dzds’

= / |itae)| (e (IIL5)

ne dépend pas de b, et C(£) n’est autre que le spectre de n(z).

Cependant, compte tenu de la localité de la transformation en ondelettes,
ceci suggere d’étendre (II1.3) et (IIL.5) au cas de processus non stationnaires,
pour résoudre le probleme d’estimation de spectre local. Ce type de problemes
dépasse le cadre du présent ouvrage, mais il s’agit 1a d’une ouverture tout a
fait intéressante (nous renvoyons a [4] pour une discussion de ces problemes).

IV EXEMPLES BIDIMENSIONNELS

Dans le cas de la transformée en ondelettes bidimensionnelles, il n’est plus
question de représenter la transformée entiere, qu’il s’agisse de la version radiale
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(fonction de 3 variables) ou de la version non radiale (4 paramétres). On se
contente alors de faire des “coupes”, par exemple a a et 0 fixés ou encore a b
fixé, pour “mesurer” le contenu spectral d’une image au voisinage d’un point
donné.

De méme que dans le cas unidimensionnel, les ondelettes radiales (qui
généralisent les ondelettes & valeurs réelles) produisent une transformée en
ondelettes fondamentalement différente de la transformée produite a partir
d’ondelettes “directionnelles”.

Considérons par exemple une fonction de deux variables simple, I'indicatrice
d’un disque. Quand une telle fonction est analysée par une ondelette radiale,
ici le laplacien de gaussienne :

(2?4 y?
P(z,y) = A~ V)2,

I’ondelette n’est pas sensible aux variations angulaires et permet donc de lo-
caliser avec autant de précision désirée le contour du disque (voir Figure II1.10).
En revanche, pour une ondelette de Morlet bidimensionnelle (c’est-a-dire une
ondelette directionnelle), ici

Y(z,y) = em T e,

Pondelette, que 'on dit “polarisée” dans la direction z, ne verra la singularité
que dans les directions correspondant a sa polarisation. Dans ’exemple con-
sidéré (a = 8, 8 = 45 degrés), ondelette étant elle-méme “polarisée” dans
la direction z, on voit préférentiellement les bords correspondants du disque,
c’est-a-dire que la transformée en ondelettes est localement maximale au voisi-
nage des points b du bord du disque qui se trouvent sur la seconde diagonale
(Figure IIL.11). En ce qui concerne la phase de la transformée en ondelettes,
elle est, dans ces régions, comparable a celle des ondelettes correspondantes.

En ce qui concerne le probleme d’analyse spectrale locale, il est clair que
la transformée utilisant des ondelettes directionnelles est de loin supérieure,
dans la mesure ou elle permet d’obtenir des informations précises quant a
Porientation des fréquences. Le prototype d’une telle ondelette est 'ondelet-
te de Morlet bidimensionnelle que nous avons vue précédemment. C’est cette
ondelette que nous utiliserons jusqu’a la fin de cette section.

Par exemple, dans le cas d’une image comportant une onde plane modulée
en amplitude, la transformée en ondelettes est fortement localisée au voisinage
de valeurs des variables d’échelle et de rotations proches de celles définissant la
fréquence.

Dans un cas un peu plus complexe comme celui de I'image de la figure I11:12,
ou la fréquence varie localement (ici 'amplitude de la fréquence est constante,
mais son orientation change), la transformée en ondelettes pour une valeur
donnée de b est fortement localisée au voisinage de valeurs des variables d’échelle
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Figure III.10 : Transformée en ondelettes de I'indicatrice d’un disque, & a fixé,
avec une ondelette radiale.

23

R

Figure II1.11 : Transformée en ondelettes de lindicatrice d’un disque, a a et 8
fixés, avec une ondelette directionnelle (module et phase).
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en amplitude,

Figure IIL.13 : Transformée en ondelettes
directionnelle (module et phase).

a a et 0 fixés, avec une ondelette
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Figure II1.14 : Somme de deux images harmoniques.

5y
S
S

S

3

i

Figure II1.15 : Transformée en ondelettes pour deux valeurs fixées de a et 6,
avec une ondelette directionnelle.
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et de rotations proches de celles définissant la fréquence en b. Réciproquement,
pour a et 8 fixés, le module de la transformée en ondelettes est maximum au
voisinage des valeurs de b telle que la fréquence locale de 'image en b soit proche
de la fréquence définie par a et 8. De plus, elle reproduit dans cette région de
Pespace des phases le comportement de 'image analysée, ce qu’illustre la fig-
ure IT1.13 (ici @ = 45 degrés). Cette remarque sera utilisée & la fin du chapitre
V, quand nous aborderons le probleme de mesure de fréquences locales dans
les images. Considérons ’exemple & peine plus complexe de deux composantes
harmoniques de fréquences différentes (voir Figure III.14 ; ici les deux com-
posantes harmoniques sont associées aux directions = et y respectivement).

La transformée en ondelettes prise pour deux valeurs différentes du couple
(a,8) permet de séparer ces deux composantes. Dans le cas considéré a la fig-
ure IT1.14, il s’agit de deux vecteurs d’onde perpendiculaires, de nombres d’onde
différents. La restriction de la transformée en ondelettes a des valeurs de a et
@ correspondant a ces vecteurs d’onde permet de les “synthétiser séparément,
comme le montre la figure II11.15. La figure de gauche correspond a 8 = 90
degrés et celle de droite & 8 = 0 degré. Rappelons que l'ondelette est une
ondelette de Morlet, polarisée suivant la direction z.

V COMMENTAIRES ET REFERENCES

Ce chapitre n’a d’autre but que de montrer et commenter un certain nom-
bre d’exemples d’école, permettant de se familiariser avec le comportement
des représentations d’ondelettes dans certains cas simples. Nous nous sommes
sciemment limités a des représentations par niveaux de gris, car I'utilisation de
palettes de couleurs introduit un arbitraire supplémentaire dans la représenta-
tion ; le choix de la palette de couleurs influence grandement la représentation,
alors que cet effet est moins marqué avec des niveaux de gris.

Précisons aussi que, alors que la représentation de transformées en on-
delettes de signaux en dimension 1 ne pose aucun probléme majeur, il n’en
est pas de méme dans les dimensions supérieures, dans la mesure ou ’on a
alors a représenter des fonctions de trois variables ou plus.

La représentation graphique de la transformée en ondelettes (ainsi que la
transformée de Gabor) a constitué le premier moyen de compréhension du
comportement de celle-ci. Les premiers travaux se trouvent dans [5], [6], [7],
[8] notamment. Une présentation détaillée des techniques de représentation se
trouve dans [9]. Des analogues bidimensionnels se trouvent dans [1] et [10]. Ces
représentations sont, en particulier, 4 la base des méthodes développées dans
[3] pour la caractérisation de signaux modulés en amplitude et en fréquence,
que nous allons décrire par la suite (voir chapitre V).
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Chapitre IV

ONDELETTES ET REGULARITE
GLOBALE ET LOCALE DES FONCTIONS

I INTRODUCTION

L’une des caractéristiques essentielles des ondelettes est leur grande préci-
sion spatiale & petite échelle. Cette propriété est intrinsequement liée au mode
de construction des ondelettes. Dans ces conditions, il est donc naturel que
les ondelettes puissent étre utilisées pour la caractérisation de propriétés de
régularité des fonctions, que ce soit la régularité locale ou la régularité globale.

Dans ce court chapitre, nous nous contentons de donner quelques exemples
d’analyse de régularité en illustration. Les démonstrations sont, elles aussi,
particulierement instructives dans la mesure ou elles mettent en évidence les
propriétés des ondelettes (régularité, conditions de support, de moments nuls)
qui interviennent. Nous renvoyons 4 [8] et [17] pour une analyse plus détaillée
et exhaustive.

Les techniques basées sur les ondelettes sont aussi particuliérement utiles
pour ’analyse de fonctions ou mesures qui possedent des propriétés d’invariance
par changement d’échelle (ou fractales). Une importante littérature s’est déve-
loppée sur ce sujet. Nous décrirons les concepts de base a la fin de ce chapitre.

II SINGULARITE ET CONTOURS

L’étude des singularités est un sujet d’une grande importance dans de nom-
breuses applications, et notamment en traitement d’images. En effet, 'un des
thémes privilégiés du traitement d’images est la détection de contours. Un
contour est défini comme une zone ou I'image varie brutalement, et ce concept
est donc tres proche de celui de singularité.

La premiére idée qui vient a I'esprit pour caractériser un contour est donc
de comparer des valeurs voisines de 'image ou, encore, de différencier celle-ci.
On obtient alors un champ de vecteurs, dont les maxima doivent permettre de
localiser et peut-étre caractériser les singularités. Néanmoins, ceci n’est guére
réaliste, dans la mesure ou la variation, pour brutale qu’elle soit, peut quand
méme avoir lieu sur un certain nombre de sites voisins ; d’autre part, dans le cas
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d’une image bruitée, la détection est faussée par la présence du bruit, d’autant
plus si le bruit posséde une composante haute fréquence non négligeable.

Pour pallier ce défaut, I'idée est de travailler non plus sur 'image elle-méme,
mais sur une version “lissée” ou “floue” de image, partant du principe que si
singularité il y a, elle doit &tre aussi visible sur une copie faiblement lissée. On
introduit donc une fonction de lissage 6(z), que I'on suppose simplement bien
localisée (par exemple 8(z) = O((1+ z%)~1), et d’intégrale unité!. Si on note
f(z) image, on calcule alors

S(b,a) = (f *84)(b) (IL1)

ol1 8,(z) est une copie de 8(z), correspondant & un lissage a une certaine échelle

a:
a? \a

Ba() = —6 (f) (IL2)

La détection de contour revient alors 3 rechercher les endroits ou la variation
de I'image lissée est la plus brutale, donc & différencier cette copie lissée de
f(z), c’est-a-dire & calculer

T(b,a) = V, - S(b,a) = (T1(b,a), Tz (b, a)), (11.3)

ot Ti (b, a) et Ty (b, a) sont les deux coordonnées de T'(b,a). Un calcul immédiat
montre que :

n6a) = & [ 105 (152) = v (114
ol ‘ 50
V(@) =~ o(~2) (115)

est par construction une ondelette (c’est-a-dire essentiellement une fonction
d’intégrale nulle) & valeurs réelles. La recherche des maxima de T'(b,a) re-
vient donc dans ce cas & une recherche des maxima d’une transformée en on-
delettes. Ceci montre comment les ondelettes apparaissent naturellement dans
ce contexte?.

Pour illustrer notre propos, nous prendrons ’exemple d’une photographie,
que 'on a numérisée puis traitée en utilisant des ondelettes et des fonctions

11] est cependant naturel que la fonction de lissage soit & valeurs réelles.

211 est instructif de rapprocher ce point de la formule de resynthése de Morlet que nous
avons vue au chapitre 1I. Elle permet d’exprimer la transformée en ondelettes comme
résultant : (1) d’une série de lissages f * ¢, de f(z), au moyen d’une identité approchée
{¢a,a € IR} } (nous renvoyons aux annexes pour la définition d’une identité approchée) ;
(2) d’une différenciation de ces lissages par rapport a la variable d’échelle a. Le point cru-
cial est ici que la différenciation par rapport & la variable d’échelle a est équivalente a la
différenciation par rapport & la variable de position z.
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d’échelle. L’image originale est montrée en figure IV.1. Sont également repré-
sentées une version “floue” de cette image (obtenue par une procédure classique
de lissage, c’est-a-dire une convolution avec une “fonction d’échelle”, ici une
fonction “spline” obtenue en prenant le produit de convolution de la fonction
caractéristique de [0, 1] avec elle-méme trois fois), ainsi que ses transformées en
ondelettes avec 9,0 et 9,0 et les contours détectés (toujours & échelle fixe, ici
égale & 4 pixels). On voit, en particulier, apparaitre clairement sur la figure IV.2
les deux directions dans lesquelles la dérivation est effectuée. Sur I'image de
gauche, apparaissent les variations rapides dans la direction z (i.e. horizontale)
et sur 'image de droite, les variations rapides dans la direction y. Les maxima
locaux de la transformée en ondelettes a la méme échelle, représentant les
contours, sont représentés en figure IV.3.

Remarques

1) Il est important de remarquer que les fonctions ¥*(z) définies par ’équa-
tion (IL.5) n’ont qu’un moment nul par construction, c’est-a-dire que

/wf(z)dz =0 et /xfw‘(z)dz #0

en général. Dans le cas des ondelettes & deux moments, nuls (que I'on ob-
tiendrait par exemple en différenciant deux fois au lieu d’une), on s’intéresserait
pour caractériser les contours, non plus aux maxima locaux de la transformée
en ondelettes, mais aux “passages par zéro” (zero crossings en anglais) : les
points b tels que Ty (b,a) = 0, & a fixé. Les maxima locaux porteraient quant a
eux une information différente, liée a d’autres types de singularités. Ceci illus-
tre le fait que des ondelettes possédant des propriétés différentes conduisent a
des lectures différentes de l'information. Nous reviendrons plus en détail sur
cette remarque en décrivant les propriétés de régularité des fonctions. Plus
précisément, nous verrons que des ondelettes possédant un nombre plus élevé
de moments nuls permettent une analyse fine de singularités d’ordre plus élevé.

2) En traitement d’images, la tendance est plut6t de rechercher les maxima
locaux de T'(b,a) (avec donc une ondelette dérivée premiere d’une fonction
de lissage), mais en considérant simultanément plusieurs valeurs différentes
de la variable d’échelle a. On se retrouve alors totalement dans un contexte
d’analyse par ondelettes, ce qui a trés bien été remarqué et analysé par S.
Mallat [18]. 1l existe maintenant une littérature assez importante sur le sujet,
reliée en particulier & la “conjecture de Marr”3, qui prétend que I'information
donnée par les maxima locaux de la transformée en ondelettes est suffisante
pour caractériser la fonction analysée. On sait maintenant que cette conjecture
est fausse en toute rigueur [22], mais on pense néanmoins qu’elle peut étre vraie

30u plutét la conjecture de Marr modifiée par Mallat.
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Figure I'V.1 : Image originale et version lissée.
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Figure IV.2 : Détails a I'échelle 4.

63



64 Ondelettes et régularité globale et locale des fonctions

A
°

" /-’\ ;; 4
Z =y ;—‘,‘Z , \\ N

g “IL‘ .\: }J twr*c,\g .
{/1{,/’ %F/é\({”‘) (\\’\g% i

@a \\(

T T

AN
945

y /M%m”lﬂf}”—%‘fﬂﬁﬂ%

Figure IV.3 : Contours a I’échelle 4.

jusqu’a une certaine précision, pour une ondelette bien choisie. 1l existe en tous
cas des évidences numériques qui montrent que des signaux unidimensionnels ou
des images peuvent étre reconstruits & partir des maxima locaux ou des passages
par zéro de leur transformée en ondelettes, avec en général une précision suf-
fisante pour des problemes de traitement du signal (voir par exemple [18] et

[6])-

III CONVERGENCE PONCTUELLE DE LA
FORMULE DE RECONSTRUCTION

Avant d’étudier plus en détail les propriétés de régularité des fonctions, il
faut revenir sur la formule de Calderén que nous avons décrite précédemment
(voir la section III du chapitre IT). Nous avons en effet montré que la “formule
de reconstruction”

dbda

IT1.
” (L)

1
f - _/mxmg_f, (b,a) >¢(ba

était & prendre (en I’absence d’hypothese supplémentaire) au sens de la conver-
gence forte dans L2(IR). Il est naturel de se demander dans quel cas on peut
avoir convergence en tous points ou convergence en un point donné.

On sait que dans les cas ol une fonction f(z) € L'(IR) est telle que sa

transformée de Fourier f(£) € L'(IR) aussi, alors la formule d’inversion de
Fourier

f@)= 57 [ Feeeas (1r12)
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converge en tout point de continuité de f(z) et ainsi en tout point sil’on a choisi
pour f(z) le représentant continu de sa classe dans L!(IR). Ce résultat peut
étre utilisé pour montrer une propriété similaire dans le cas de la transformation
en ondelettes.

Supposons donc que f,f € L'(IR) et soit 1 € L'(IR) une ondelette, nor-

malisée de sorte que :
N 2 da
cy = ld)(af)‘ —= L.

En reprenant les notations de 1’équation (II1.12) du chapitre II, on obtient

- 2d_a

R 1/¢
5.(6) = £(6) / l(at) (I1L3)

a

Ainsi, comme ¢y = 1, |3.(€)] < |f(€)| et donc 8, € L'(IR). Comme de plus,
d’apres les inégalités de Young, on a ||sc]|1 < —2loge||y|[2]|f]| et sc € L'(IR).
Donc la transformée de Fourier inverse de §.(§) — §(§) coincide en tous points
avec s.(z) — s(z). Considérons maintenant :

2da
—)

. 1fe
ades) = i©0- [ [dae) (ITL4)

a

Comme A, — 0, quand € = 0, et |A (&, z)| < ]f(§)|, le théoreme de conver-
gence dominée permet une nouvelle fois de conclure que :

lim s (z) = f(z) Ve e IR (IIL5)
€—0
Nous obtenons donc :

Théoréme 1 Soit ¥(z) € L' (IR) et soit f(z) € L' (IR) telle que f(z) € L)(IR).
Alors la formule de reconstruction (IIL.1) est valide point par point.

Notons que l'on peut montrer ce résultat sous d’autres hypotheses ; par
exemple partant d’hypotheses plus faibles sur la fonction analysée et plus fortes
sur ’ondelette. On montre par exemple que si 'ondelette est dans I'espace de
Hardy réel (c’est-a-dire si ¢(z) et sa transformée de Hilbert sont toutes deux
dans L'(IR)), il suffit de supposer que la fonction f(z) est bornée et faiblement
oscillante, c’est-a-dire que

1

z+6
oscy(f) = g/ . fy)dy =0 f(z) (I11.6)

uniformément en z pour avoir convergence ponctuelle en tout point de conti-
nuité? (voir {12] par exemple pour la démonstration).

4Nous savons déja que les ondelettes sont d’intégrale nulle et il n’est donc pas surprenant
de voir apparaitre ici une hypothese d’oscillation supplémentaire.
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IV REGULARITE HOLDERIENNE

Nous allons maintenant montrer un peu plus précisément comment ’analyse
par ondelettes a été utilisée pour caractériser certaines propriétés de régularité
des fonctions. Nous allons essentiellement nous concentrer sur ’exemple clas-
sique de la régularité holderienne. Il s’agit d’un cas qui a été étudié en détail
depuis le début du siecle. L’outil classique en est I’analyse de Fourier. Néan-
moins, il s’agit d’une méthode “globale” et elle ne peut donner d’information
locale, sur les degrés de régularité locale par exemple. Nous allons voir que les
ondelettes, a condition de choisir une ondelette adaptée au probleme, permet-
tent de donner des renseignements précis dans ce cas.

IV.1 Régularité globale

Débutons notre description par les propriétés de régularité holderienne glo-
bale facilement caractérisées.
Soit 0 < a < 1. On introduit P’espace de Holder homogene :

A“:{f:lR—)G’,HK<oo,telque :

If(z) - f(¥)| € K|z = y|* Vz,y € R } (1v.1)

La méthode classique pour caractériser de telles fonctions repose sur la trans-
formée de Fourier. On peut en particulier montrer que si f(z) est une fonction
bornée telle que de plus

J 1@+ ler7)de < oo (1v.2)

alors f(z) € A*. En revanche, la réciproque est en général fausse.

Pour Panalyse par ondclettes, nous verrons que ’on obtient des résultats
similaires. Le résultat suivant procede de la méme philosophie que le précédent.
Il caractérise la régularité d’une fonction (i.e. Pexposant «) par la vitesse de
convergence de sa synthése & partir de fonctions régulieres (ici des ondelettes,
plus haut des exponentielles complexes).

Théoréme 2 Soit y(z) € L' (IR) une ondelette.
i) Siy(z) est telle que :

/|z|°’ [¥(z)|dz < o0 (IV.3)

AlorsVf € A, |Ty(b,a)| < Ka® pour une certaine constante positive finie
K.
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ii) Réciproquement, si 'ondelette ¥(z) vérifie :

/ sup [¢'(u + 8)|du < 0o (Iv.4)
|6j<1

et si |Tf(b,a)| < Ka* pour une certaine constante positive finie K, alors

f €A,

Avant de donner la preuve de ce résultat, remarquons que la caractérisation
de « se fait par 'analyse du comportement de la transformée en ondelettes
A travers les échelles. Le parameétre d’échelle pouvant étre assimilé & une
fréquence (inverse), ceci est a rapprocher de la description donnée par I’analyse

de Fourier®.

Preuve : i) Soit f € A®. Alors, puisque () est une ondelette et donc
d’intégrale nulle, de méme que tous les Y, ) () :

T00) =2 [ @) - o252 as (1v.5)

a

et donc, comme f(z) € A* :

Tyl < Ka® [ Jaf* (@)l do (1v.6)
ii) Supposons maintenant qu’il existe une constante K telle que I'on ait
|Ty(b,a)| < Ka®*.
On a donc, en rappelant que la transformation en ondelettes peut aussi s’écrire

Ty(b,a) = f * Pa(b),

! Do % " * g * 0 (1 gfl—
1@ = 1) = o [ U wder e = F o dan Bo0])

1 lz—yl - . - - d
=~ [f % Pa* Bil2) = £ 5 da x Pa(0)] =
Cy Jo a
1 o T 7 % 7 Tk da
+a; ol [f*wa *wa(z)_f*wa*l/}a(y)]';

5Plus généralement, ce résultat fournit un exemple de caractérisation d’espaces de Holder
par la vitesse de convergence d’une approximation par des fonctions réguliéres (ici des on-
delettes) ; c’est une technique trés classique (voir [23] par exemple).
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La premiére intégrale s’estime

lz—yl - - - - d
/O [f*waw;(x)—f*wa*w;(y)];“‘

|z—y| d
52/ [f % b Bi(2)] 5
0
ko=l da
<2alik [ a

< Krlz —yl|*

et la seconde :

o - - d
[f *ha % P5(x) = f *tha * w:(y)]-gl
lz—yl a

<[ |¢a<x—b)—wa(y—b)lmw,a)l%“db

|z—yl

<K/ "1/
Je—y|

_<_K/ a®” ilz= |da /sup |9 (w4 8)|du
|z~ yl a

|81<1

da
— ¥(u) du?

< Kyy |.’1,‘ - yl"
En réunissant les deux estimations, on obtient :
(@)= F@)] < K'le —yl°

qui achéve la preuve du théoréme.

(IV.7)

De méme, soit n < o < n+ 1. L’espace de Holder homogene correspondant

est :

= {f IR - €,3K < o0, P(z) polynéme de degré < n,

/(@) = Pz —y)| < K|z — y|* Yo,y € IR }

(IV.8)

Si f(z) € C*(IR), alors P(z — y) n’est autre que le développement de Taylor

de f(z) alordre n.

Pour analyser de tels espaces, il est nécessaire d’utiliser des ondelettes
possédant un nombre plus élevé de moments nuls. En effet, en utilisant des
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techniques en tous points similaires & la précédente, il faut annuler la contri-
bution de P(z — b), i.e. écrire

[1@ea@rde = [ 1) - Pl =Bl bua(e)dr,

ce qui est fait en supposant :
~/ﬁwwﬂz=0,Vk=mmn (IvV.9)

Ainsi peut-on dire que, dans un certain sens, I'ondelette ne voit pas les premiers
termes réguliers du développement de f(z) et analyse uniquement la partie
singuliére. Pour la seconde partie du théoreme, elle se généralise également en
faisant des hypotheses de régularité supplémentaires sur 'ondelette.

Remarque : Ce résultat simple est en lui-méme extrémement révélateur et
caractéristique, car il met en évidence 'usage différent qui est fait de deux
propriétés essentielles des ondelettes : les moments nuls et la régularité. Les
moments nuls sont utilisés dans la phase de décomposition, dans laquelle ils
permettent de “compacter” I'information ou de se focaliser sur la partie inté-
ressante de la fonction analysée, dans ce cas la régularité. En revanche, la
régularité de ¥ () n’intervient qu’au moment de la “synthese” de f(z).

IV.2 Régularité locale

Nous avons vu comment caractériser la régularité holderienne locale des
fonctions avec la transformée en ondelettes. Mais la transformée en ondelettes
étant une méthode que ’on peut qualifier de locale, elle permet aussi d’étudier
les propriétés de régularité locale des fonctions. Prenons ’exemple de la régula-
rité holderienne. Nous allons voir comment “presque caractériser” les exposants
de Holder locaux de fonctions a l’aide de la transformée en ondelettes. Dans ce
but, nous dirons que f € A?-‘Cu)’ si il existe une constante I telle que Vh € IR :

|f(zo + k) — f(z0)| < K|h|* (Iv.10)

On obtient alors le résultat immédiat suivant, qui est une version locale du
théoréme 2. Si une fonction f(z) posseéde une certaine régularité (ici ’exposant
@) en un point zg, sa transformée en ondelettes va avoir le méme comportement
que précédemment par rapport a la variable d’échelle.

Théoreme 3 Soit f € A, | et soit 3 € L'(IR) tel que : [ |z|* |(z)|dz < oo.
Alors il existe une constante C telle que

[Ty (b,a)| < C(a® + |b— 2o|*) (IV.11)
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Ainsi, on retrouve Pexposant en étudiant le comportement de la transformée
en ondelettes a travers les échelles. L’information supplémentaire, A savoir le
c6té local du comportement hdlderien, se retrouve dans le terme en O(|b—z¢|?).

Preuve :
Tl =| [ (16 - sao)lba(e)ds
< 5‘-/ [lz ~b]* + Ib—xol"]w(z_b) dz
a a
d’ou
'Tf(b, a)l < Kia* + I(zlb - :Eola (IV12)
avec

{Kl =K [|z|*|y(z)]dz
Ky =Kl

ce qui conclut la démonstration.

Nous avons vu que le résultat direct est facile & montrer. En revanche, la
réciproque est en général fausse, mais néanmoins vraie “4 un logarithme pres”,
comme le montre le théoréme suivant, da & S. Jaffard [14] et M. Holschneider
et Ph. Tchamitchian [12]. Si la transformée en ondelettes de f(z) satisfait aux
estimations locales précédentes (4 un logarithme pres), ainsi qu’a une condition
de régularité globale supplémentaire, alors la fonction elle-méme est réguliere :

Théoréme 4 Soit 1y € L'(IR) une ondelette et soit f € L2(IR). Si, en outre,
(i) il existe deux constantes K et 0 < v < a, telles que pour tout a > 0

T¢(b,a)] < Ka” Iv.13
/

et (ii) la transformée en ondelettes satisfait &

. b — xo|*
Ty(b,a)| < K'(a® ——1——) Iv.14
I f( a)l—— 1 (a + Ilnlb—.'l:()” ( )

o

pour une certaine constante positive finie K’, alors f € A® ..
p (=)

Nous renvoyons a [14] et [12] pour la preuve de ce résultat qui, bien que plus
complexe, contient pour P'essentiel les mémes ingrédients que les précédentes.

Remarques

1) Cette analyse a été précisée par S. Jaffard, qui a notamment montré
que l'analyse par ondelettes peut étre vue comme une version simple d’un
programme plus vaste, appelé analyse 2-microlocale. Nous renvoyons & [17]
pour une discussion plus précise de ce point.
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2) 1l est possible de montrer que si une fonction f(z) a un comportement
hélderien d’exposant a en un point zp, sa primitive f (_1)(:1:) a alors un com-
portement hdlderien d’exposant & + 1 en zy. En revanche, la réciproque est
en général fausse, essentiellement & cause de possibles oscillations rapides au
voisinage de la singularité®. Ce type de comportement a été examiné en détail
dans [18].

3) Mallat et Hwang [18] montrent comment exploiter ces résultats pour la
caractérisation numérique de singularités et pour celle de signaux au moyen de
singularités. Ils montrent en particulier comment ce probleme se rameéne aux
conjectures de Marr brievement décrites au début de ce chapitre.

V AUTO-SIMILARITE

Par construction, la transformée en ondelettes est intrinsequement associée
A une notion d’échelle. Plus précisément, elle est covariante par rapport a
Paction du groupe affine qui contient les dilatations. En particulier, on voit
facilement —et nous en connaitrons les raisons précises en discutant ’approche
géométrique— que la transformée en ondelettes d’une copie dilatée d’une fonc-
tion donnée coincide avec la dilatée de la transformée en ondelettes de la fonc-
tion originale. En effet, si f(z) € L?(IR) et si I'on note fy(z) = f(z/A), il vient

immédiatement :
b a

A /\)
C’est ’exemple des fonctions homogeénes étudiées au chapitre I11, section II.

Dans le méme ordre, il n’est pas étonnant que la transformée en ondelettes
ait pu étre utilisée avec succes pour I’étude d’objets, de fonctions ou de mesures
auto-similaires. Il n’est pas question ici d’entrer dans les détails techniques,
mais plutét de donner une idée des méthodes utilisées et des raisons qui font
que ces méthodes fonctionnent. Nous renvoyons a [11], [9] et [2] pour une
discussion plus complete.

Ty, (b,a) = Ty( (V.1)

V.1 Mesures fractales

Commengons cette section en rappelant la définition de la dimension de
Hausdorff d’un ensemble E (voir par exemple [7]). Pour simplifier nous sup-
poserons que E est un sous-ensemble de IR. FEtant donné un recouvrement
quelconque de E par des ouverts disjoints B (€) de rayon inférieur ou égal a ¢ :

E= U Bk(f)a
k

SL’exemple le plus typique est donné par la fonction sin(1/z).
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on considere la quantité :
=1 § ' q
I'(q) = }m}) 4 | Br.(€)] (v.2)

|Bi(€)| étant aire de Bi(€), qui est une fonction décroissante de g. De plus,
il est facile de voir que si I'(¢) < oo, alors I'(¢’) = 0Vq' > ¢. 1l existe donc une
valeur de transition go, telle que I'(q) = 0Vg > go et ['(g) = 0o Vg < qo.

Définition 1 La dimension de Hausdorff de E est la valeur dimy = qo de
transition de la fonction I'(g).

Un objet (ou une mesure) self-similaire est habituellement décrit par des
outils statistiques. Par exemple, étant donnée une mesure y, on dit qu’elle
présente un comportement autosimilaire au voisinage du point zo si, étant
donnée une suite de boules B(z,£) de rayon ¢, centrées en zy, on a :

p(B(zo,€)) ~ £* quand a — 0 (V.3)

L’exposant a = a(z) est appelé exposant d’échelle local en z = x¢. Il est clair
que cet exposant d’échelle peut varier de point en point de fagon brutale. On
introduit alors le sous-ensemble E,, consistant des points z tels que I’exposant
d’échelle local en z soit précisément « :

Ey, =A{z, a(z) = ap} (V.4)

Définition 2 Le spectre de singularités d(a) de la mesure p est la fonction qui
a tout a associe la dimension de Hausdorff de E,, :

d(a) = dimH(E'a) (V5)

Classiquement (voir par exemple [10] et [7]), le formalisme multifractal
“pour les mesures” associe a une mesure un “spectre continu” de dimensions
fractales généralisées, de la fagon suivante. Partant d’un pavage E = {J, Bi(¢)
de E par des ouverts disjoints de rayon inférieur ou égal & £, on introduit la
“fonction génératrice” :

Z,(0) = 3" u(Ba(0))* (V.6)
k

Alors en posant :
log(Z,(¢
7(q) = lim Og(—‘l()_).

&—0  log(f) (V-7)
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(quand la limite existe), les “dimensions fractales généralisées” sont définies
par :

781)1 (V.8)

D(q)=
(9)=7
Le formalisme multifractal permet alors d’identifier le spectre de singularités
d(a) a la transformée de Legendre de 7(q) :

d(a) = inf(ag — () (V.9)

Remarque : 1l est important de préciser qu’il n’est pas facile de donner un sens
précis  cette heuristique (voir par exemple [7]). Néanmoins, ce formalisme,
validé sur quelques exemples spécifiques sur lesquels la self-similarité est appa-
rente (comme des mesures de Cantor par exemple) reste un formidable outil
de description et de modélisation de phénomeénes physiques complexes. Le
spectre de singularités d(a) peut étre un parametre de modélisation pertinent,
en turbulence notamment, et il semble que le formalisme multifractal soit le
seul moyen réaliste d’y avoir acces.

Quelle est la place des ondelettes dans ce contexte 7 On remarque tout
d’abord que le parameétre £ précédent (le rayon des boules utilisées pour paver
P’espace analysé) n’est autre qu’une variable d’échelle et que p(Bi(£)) peut
aussi étre écrit [ xp, (¢ (z)dp(z). D’ou lidée de remplacer cette fonction ca-
ractéristique par une fonction plus générale’ y(z), dilatée et translatée. Ceci
conduit immédiatement 4 la notion de transformée en ondelettes d’une mesure.
Si ¥(x) est par exemple une fonction de test, on écrit® :

10 = [ w252 duto (V.10)

Compte tenu des discussions précédentes, on s’attend heuristiquement a
retrouver sur la transformée en ondelettes des traces du comportement d’échel-
le local de la mesure, & travers un comportement local du type :

Tu(b, Aa) ~ a"‘(b)_pT,,(b,a), quand a = 0%,

Pour Pexploiter, par analogie avec le formalisme multifractal classique et sui-
vant [11], on introduit une nouvelle fonction génératrice :

Z@) = [ Ibalas (V.10)

qui doit donner accés aux dimensions fractales généralisées.

7Pas nécessairement d’intégrale nulle (voir par exemple [9]).
8La normalisation est ici choisie de sorte que T, puisse aussi étre interprétée comme la

transformée en ondelettes usuelle de la primitive fjoo du(y) de p, par rapport a 'ondelette

—¢'(z).
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Remarque : Supposons maintenant que g soit une mesure sur un espace métri-
que E, muni de la distance |.| et non plus sur un sous-ensemble de IR ou IR".
On définira alors la transformée en ondelettes de la mesure pu de la maniere
suivante. Si ¥(z) est une ondelette définie sur E :

T00) = [ o5 duta).

a

Exemple : Mesures de Bernoulli. Considérons 'intervalle unité I = [0,1] et
une application linéaire par morceaux © sur [ telle que

oI = I
k=1

ol les I sont des intervalles disjoints deux a deux, tels que dist(I, I;) > 0 Vk, 1.
Soit alors :
@;1 rx el 9 M+ pr € 1

o 0 < A < 1Vk=1,..K. En posant :
Iy ke, =1IN @;}1(1) n..N @,:: (I)
on voit que le sous-ensemble de [0, 1] invariant par © est de la forme

To =limu,eINO~HI)NO~XI)N...NO~(I)

= limpe0 U.’=1,...n,k.~=1,...K Ly ey ke

Etant données K probabilités pi,pa,...pi telles que Z{‘ pr = 1, on appellera
mesure de Bernoulli associée & © une mesure telle que

H(Iklkz.“kn) = Pk, Pky+Pk,

Une propriété remarquable est que le formalisme multifractal est exact pour de
telles mesures de Bernoulli ; de plus, les dimensions généralisées et le spectre
d(a) peuvent étre calculés explicitement (voir par exemple [10]) : la fonction

7(q) est solution de
K g
Py _
Z (q) L
k=1 ’\k

Dans le cas de I’ensemble triadique de Cantor uniforme montré a la fi-
gure IV4 (K = 2, Ay = 1/3, e = 0 et pr = 1/2 pour tout k), on ob-
tient ainsi 7(q) = (q — 1)log(2)/log(3), i.e. D(q) = log(2)/log(3)Vq. La
transformation de Legendre montre donc que, dans ce cas, seule la singularité
a = log(2)/log(3) est présente. On dit alors que I’on a affaire & un monofractal.
Ceci n’est plus vrai dans le cas général et D(g) n’est pas toujours constante.
Ces exemples permettent de tester les performances de la transformée en on-
delettes, dont on attend essentiellement deux types de réponses :
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Ba

Figure I'V.4 : Ensemble de Cantor triadique.

1) Caractériser le spectre de singularités d(«) et les dimensions généralisées
de la mesure.

2) Retrouver la régle de construction de la mesure, ce qui est simple dans
ce cas.

Le second point est facile & voir sur la transformée en ondelettes. La fi-
gure IV.5 montre une ondelette de Morlet et la transformée est calculée sur 6
octaves avec 9 échelles intermédiaires entre deux octaves, ol apparait claire-
ment une “vue éclatée” du fractal. Dans le cas d’objets plus complexes, des
méthodes permettant d’attaquer ce probleme ont été développées (voir par
exemple [1]). 11 est cependant remarquable que des structures (self) similaires
a celles observées sur la figure IV.3 sont aussi observées dans le cas de signaux
réels, provenant de mesures physiques (en turbulence notamment).

En ce qui concerne le premier point, la réponse est fournie par la fonction
génératrice Zpg(a) introduite en (V.10). On montre facilement que les pro-
priétés de self-similarité de la mesure se refletent de fagon simple sur la fone-
tion génératrice et le comportement de celle-ci & petites échelles permet donc
la caractérisation des dimensions critiques. Nous reproduisons ici le résultat
classique. (Nous renvoyons a [3] pour plus de détails.)

Théoréme 5 Avec les notations précédentes, T(q) est la valeur de transition
telle que

lim inf %828 — (g . (V.11)

Ce résultat est ainsi utilisé pour le calcul des dimensions généralisées et
du spectre de singularité des mesures de Bernoulli, ainsi que des mesures plus
générales, bien qu’on n’ait en général que tres peu d'informations quant a la
validité du formalisme multifractal (voir par exemple [4]).
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(1] LTI ) MAC A RN AN

Figure IV.5 . Module de la transformée en ondelettes de la mesure de Cantor
triadique uniforme.
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V.2 Fonctions fractales

Dans de nombreuses situations pratiques, ’objet que ’on souhaiterait modé-
liser n’est pas une mesure mais plutét une fonction ou un signal. Dans ce
cas aussi, un formalisme multifractal a été développé, initialement dans un
contexte d’analyse de la turbulence. Commengons par décrire I’analogue pour
les fonctions du spectre de singularités. On dit qu’une fonction f(z) € F?Zo)’
si (voir [16])

f@)e A, V1<a
(V.12)
{f(x) ¢ AE’EO) Yy > a

Rappelons que f(z) € AZ’IO) signifie que la fonction f(z) est holderienne d’ex-
posant v en zo. Etant donnée f(z), on associe alors & tout 0 < a < o©
Pensemble

E. = {x ek, fe r;’;)} (V.13)

Définition 3 Le spectre de singularités d(a) de la fonction f(z) est la fonction
qui 4 tout a associe la dimension de Hausdorff de 'ensemble E,, :

d(a) = dimH(Ea) . (V14)

Il s’ensuit que le spectre de singularités d’une mesure y est identique au
spectre de singularités de la fonction primitive foz dp, ainsi d’ailleurs que de
toute fonction de la forme [ du+ r(z), ot r(z) est une fonction de classe C*°
arbitraire. Une analyse similaire & celle décrite dans la section précédente peut
étre faite, conduisant & un formalisme multifractal pour les fonctions. Etant
donnée une fonction f(zr), il s’agit essentiellement de lui associer une fonction
génératrice de la forme

Z,(a) = / \T; (b, a)|*db (V.15)

et d’étudier son comportement quand a — 0. On montre alors que pour les
fonctions de la forme [; du + r(z), oit u est une mesure de Bernoulli et r(z)
est une fonction de classe C°,

o log(Zy(a) _
hmalgf0 ogla)  ~ (9) (V.16)

le spectre de singularités étant toujours relié a la fonction 7(g¢) par une trans-
formation de Legendre

d(a) = min(ag - 7(g)) (V.17)
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Ce résultat a été précisé par S. Jaffard [16] et étendu & une classe plus large de
fonctions, qui inclut en particulier la célebre fonction de Riemann-Weierstrass
(voir aussi [11]) :
= 1
W(z) = Z 7 sin (£2z)
£=1
pour laquelle d(a) = 0sia < 1/20ua > 3/4etd(a) =4a—-2s11/2 < a < 3/4.
Cette analyse ouvre la porte a une utilisation systématique du formalisme
multifractal, en traitement du signal en particulier.

Remarque : Arneodo, Bacry et Muzy [3], et Mallat et Hwang [13] ont pro-
posé (indépendamment) des méthodes légerement différentes pour calculer les
spectres de singularités au moyen de la transformée en ondelettes. L’idée de
base est de ne considérer que les maxima locaux de la transformée plutot que
la transformée elle-méme. Les algorithmes correspondants semblent étre plus
robustes ; ils ne tiennent pas compte en effet des points out la transformée est
numeériquement faible.

VI COMMENTAIRES ET REFERENCES

L’étude des singularités constitue 'une des applications essentielles des on-
delettes, et ce depuis bien avant qu’elles ne soient baptisées ondelettes. En effet,
la formule de Calderén que nous avons utilisée tout au long de ce chapitre est
a la base de la classification d’une certaine catégorie d’espaces fonctionnels,
incluant en particulier les espaces de fonctions holderiennes. Nous renvoyons a
[8] et [21] pour une description bien plus précise de ces aspects. Nous avons ici
adopté un point de vue plus élémentaire.

En revanche, il semble que la caractérisation des propriétés de régularité
locale des fonctions ne soit apparue que dans I’éere moderne des ondelettes,
avec les travaux de S. Jaffard et Y. Meyer [14] [15] [17], Ph. Tchamitchian et
M. Holschneider [12].

Dans un contexte tout a fait différent, la méme problématique avait été
abordée pour la caractérisation de signaux et d’images, suivant le programme
tracé par D. Marr [20]. C’est ainsi que suivant les travaux de Canny (5], S. Mal-
lat et son équipe ont développé un ensemble de méthodes permettant de mener
a bien ce programme (voir [18] et [19] pour une synthese).

Il existe maintenant une volumineuse littérature concernant 'utilisation
de P'analyse par ondelettes pour la caractérisation de comportements auto-
similaires. Nous renvoyons en particulier aux travaux d’A. Arneodo et son
équipe ([3] par exemple) pour une analyse systématique dans des contextes
aussi différents que la turbulence, la croissance cristalline ou les séquences
d’ADN, ou [13] dans un contexte plus proche du traitement du signal. Une
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analyse de la validité du formalisme multifractal peut étre trouvée dans [7] et
[4] pour des mesures et [16] pour les fonctions.
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Chapitre V

APPLICATIONS :
APPROXIMATIONS ASYMPTOTIQUES
ET ANALYSE DE SIGNAUX
MODULES EN AMPLITUDE
ET EN FREQUENCE

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes intéressés a des applica-
tions de I’analyse par ondelettes dans lesquelles le point essentiel était ’aspect
“analyse locale” des décompositions en ondelettes. Nous allons maintenant
considérer des exemples dans lesquels nous nous concentrerons davantage sur
Paspect “analyse spectrale”. Nous allons nous intéresser a P’analyse de fonctions
ou de signaux auxquels on peut associer des quantités physiques telles qu’une
fréquence locale, ou une amplitude locale. Ce type de situation se rencontre
assez fréquemment en physique, notamment en propagation. Ces concepts sont
bien évidemment totalement naturels en musique.

Nous avons vu au chapitre III, section II, un exemple montrant la trans-
formée en ondelettes d’un signal & fréquence dépendant du temps. Un autre
exemple, en l'occurrence celui de la transformée en ondelettes d’un signal sonar
émis par une chauve-souris, est montré a la figure V.1. La remarque essentielle
porte sur la localisation de la transformée dans le demi-plan temps-échelle.
Nous verrons plus loin qu’elle se “concentre” en fait dans le voisinage d’une
courbe a = a,(b), appelée “aréte” de la transformée, d’équation

K
“0)=m)
ol v(z) est la fréquence locale du signal et K une constante ne dépendant que
de 'ondelette.

Nous commencerons ce chapitre par quelques préliminaires, qui nous per-
mettront de préciser quelque peu la nature des fonctions auxquelles nous allons
nous restreindre, ainsi que les techniques que nous allons employer. Puis nous
verrons dans quelle mesure I’analyse par ondelettes {et ’analyse de Fourier
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I ——

Figure V.1 : Transformée en ondelettes (module) d’un signal sonar émis par
une chauve-souris (ondelette de Morlet).

4 court terme) permet de caractériser ces fonctions. Nous verrons en parti-
culier I'intérét qu’offrent, pour ce type d’analyse, des ondelettes progressives
permettant d’éviter les phénomeénes d’interférence entre fréquences positives et
négatives du signal analysé. Il convient de préciser que les méthodes décrites
ici ne s’appliquent que dans le cas de signaux non bruités ou faiblement bruités.
En présence d’un bruit plus important, il est nécessaire de se tourner vers des
algorithmes plus robustes. Nous y reviendrons a la fin de ce chapitre.

I SIGNAL ANALYTIQUE ET
TRANSFORMATION DE HILBERT

Qu’est-ce qu’un signal (ou une fonction) modulé en amplitude et en fréquen-
ce ? Répondre & cette question sous-entend que ’on soit capable de définir des
notions d’amplitude et de phase d’un signal, ce qui n’est a prior: pas évident
du tout. Considérons & titre d’exemple la fonction suivante

s(2) = A(a) sin (#(2))

représentée en termes d’une amplitude et d’une phase, toutes deux dépendant
de la variable z. Il est immédiat que 'on peut tout aussi bien I’écrire

s(z) = 2A(z)sin (@) cos (2(5—}-)-)
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faisant ainsi apparaitre une autre amplitude 2A4(z) cos ( d’—(;-)-) et une autre phase

ﬂ.}l. On voit donc apparaitre ici une ambiguité!. Il importe donc de lever cette
incertitude. Supposons qu’il soit possible d’associer de fagon naturelle un cou-
ple (A4(z), ¢s(x)) au signal s(z) étudié. On peut alors introduire naturellement
une notion de fréquence instantanée, définie par :

Wo) = 5 2k 1)

qui traduit les variations de la phase de s(z) et correspond effectivement & la
fréquence usuelle si ¢, varie linéairement avec z (modulo 27).

Un choix possible est celui du “couple canonique” proposé par J. Ville dans
un article fondamental, qui est a la base d’un grand nombre de techniques
de traitement du signal actuelles. Décrivons maintenant cette approche qui
nous sera utile par la suite. En effet, bien qu’elle soit souvent inadaptée, elle
constitue un point de départ pour développer d’autres approches.

Considérons tout d’abord la transformation de Hilbert H, qui s’écrit dans
Pespace de Fourier comme :

H - 1(€) = —iSgn(€)f(€) (1.2)

J. Ville introduit alors la fonction Zs(z), appelée signal analytique de s(z) et
définie comme :

Zy=[14+1iH] s (1.3)

ou encore

Z,(£) = 2H(€)3(€) (1.4)

H(¢) étant la fonction de Heaviside. Clairement, Z,(z) peut étre étendue
analytiquement a tout le demi-plan supérieur :

Z,(2) = 22% /0 T eea(e)ae (L5)

_, L [T )
2 J_ oz —1t

dt (L6)

ce qui justifie Pappellation “signal analytique”.

En d’autres termes, Z,(z) est obtenu a partir de s(z) par un filtrage linéaire
supprimant les fréquences négatives. Apres la spécification d’une détermination
pour le logarithme, les égalités

Ay(z) = |Z5(z)| (L7)

1Cette ambiguité cache en fait le probléme de la notion méme de fréquence locale a priori
incompatible avec le principe d’incertitude de Heisenberg.
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¢a(x) = Arg([Z.(z)] (L8)

établissent une correspondance biunivoque entre le signal analytique Z,(z) et
le couple canonique (As(z), ¢5(z)), olt A4(z) est une fonction & valeurs réelles
positives et ¢,(z), une fonction définie partout olt A,(z) > 0 et qui prend ses
valeurs dans lintervalle [0, 27], par exemple. De plus, on a clairement :

s(z) = ReZy(x) (1.9)
et la représentation de s(z)

s(z) = Ay(z) cos (¢s(z)) (1.10)

est appelée représentation canonique.
Il importe de faire ici quelques remarques :

¢ La premiere concerne la signification physique que l'on entend donner
a la fréquence instantanée définie par (I.1). Une fréquence proprement dite
est une caractéristique d’une onde plane, mesurable expérimentalement (par
interférométrie ou autre), qui décrit la rapidité des oscillations de 'onde. Si
I’onde plane est maintenant affectée d’une amplitude variable, on ne pourra
conserver a la fréquence sa signification physique qu’a condition que, dans le
domaine d’étude, ’amplitude soit a variation lente par rapport aux oscillations,
ce qui se passe effectivement avec des ondes planes expérimentales. La fréquence
instantanée n’aura donc une interprétation en tant que fréquence locale qu’a la
condition d’étre suffisamment élevée pour que les oscillations correspondantes
soient rapides par rapport aux variations de amplitude.

¢ Pour caractériser un signal modulé en fréquence et en amplitude, les trai-
teurs de signaux introduisent aussi la notion de retard de groupe 7,(z) : en
écrivant la transformée de Fourier du signal analytique elle aussi sous forme
exponentielle Zs(£) = M,(€) exp{i65(£)} le retard de groupe est défini simi-
lairement a la fréquence instantanée comme 7,(z) = —-2—1;5%51. Dans certains
cas simples, la fréquence instantanée et le retard de groupe sont deux fonctions

réciproques 'une de autre.

e Dans les cas ol la fonction s(z) = A(z)cos (¢(z)) est telle que les va-
riations relatives de A(z) sont trés lentes par rapport & celles de la phase

o(z), cest-a-dire |¢'(z)| >> IATI(%lI, on peut facilement voir que le modeéle
exponentiel A(z)expig(z) constitue une excellente approximation du signal

analytique Zs(z). On est alors dans le cas des signaux dits asymptotiques.

o La fréquence instantanée introduite par Ville est particulierement in-
adaptée des que le signal analysé est un signal “multicomposantes”, c’est-a-dire
somme de signaux auxquels on peut naturellement associer une amplitude et
une fréquence locales. La fréquence instantanée de Ville perd alors tout son sens
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physique, l'information pertinente est d’ailleurs plus portée par les fréquences
locales que par une unique fréquence instantanée. Un exemple simple (di a
Y. Meyer) est fourni par la fonction s{z) = sin(1/z) ; le signal analytique as-
socié est alors Z,(z) = i(exp{—i/z} — 1), et il s’agit bien de la superposition
de i exp{—i/z}, de fréquence instantanée 72, et de —i de fréquence nulle. En
revanche, le calcul de Ville conduit 4 une amplitude et une fréquence instan-
tanées de la forme : A(z) = 2|sin(1/2z)| et v(z) = 1/(4nz?). Un exemple de
signal réel est fourni par le signal de parole (une illustration sera donnée dans
ce chapitre) que 'on peut modéliser comme somme de signaux asymptotiques,
mais pour lequel le programme de Ville est totalement inadapté.

II ANALYSE PAR ONDELETTES DE LIGNES
SPECTRALES

Avant d’utiliser la méthode de la phase stationnaire pour le calcul de la
transformée en ondelettes de signaux modulés, considérons le cas plus simple de
signaux que nous appellerons lignes spectrales. Nous appellerons ligne spectrale
tout signal dont la représentation canonique est :

s(z) = A(z) cos(wz) (IL.1)

c’est-a-dire tout signal de fréquence instantanée constante (ou signal 4 fréquence
fixe). Nous allons voir que dans les cas ol w est suffisamment grand (par rap-
port a une échelle de référence fixée par les variations de A(z)), les coefficients
d’ondelettes de s(z) peuvent étre approximés (avec une précision contrdlable),
faisant ainsi apparaitre un certain nombre de caractéristiques, qui & leur tour
conduisent & la caractérisation de s(z).

II.1 Coefficients d’ondelettes de lignes spectrales

Considérons une ondelette 1(z), que nous choisissons progressive (i.e. 1 €
H?(IR)), maximale en z = 0 (sans perte de généralité) ct “bien localisée”
dans le domaine de Fourier ; nous noterons wy le licu du maximum de z/h)l

Considérons maintenant la transformée en ondelettes de s(x) par rapport a

b(z) :

(SR

Ts(ba a) = <S»¢(b,a)> = (ZS’ ¢(b,a)> (HQ)

- %/As(x)eiwtﬁ(z = b)*da: (IL3)

a

L’idée est maintenant de développer Pamplitude A,{z) en série de Taylor autour
de z = b (point ol I'ondelette ¥, q)(z) est maximale) et d’utiliser la série
obtenue pour approximer la transformée en ondelettes. Plus précisément :
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Théoréme 1 Soit s(z) une ligne spectrale exprimée comme en (IL.1).

i) Soit y(z) une ondelette progressive, telle que Cy = [ |z||¢(z)|dz < oo, et
supposons A € C*(IR). Alors

J)(iw) T,(b,a) = %A(b)ei“’b +r1(b,a) (11.4)
C] a ’

ri(b,a)| < ——= sup |A'(z I1.5

ri(ba)] € G suplA'(2) (1L.5)

ii)  Soit y(z) une ondelctte progressive, telle que Cy = [ |z|*|y(z)]dz < oo,
et supposons A € C*(IR). Alors

1 1 iwb | I (@)’(aw)
. w(b,a) = = A(b)e'? + —— A'(b)eiwt L1 , II.
zj)(aw)T(b a) 2A( e’ 4 5 A'(b)e 3 (aw) +ro(bya) (IL.6)
Cz (12 "
|r2(b, a)| < vy (o) SliPIA ()] (IL7)
En particulier :
1 wo, 1 iwb wo
@(wO)TS(b’ -L—J—) = 2A(b)e + ra(b, " ) (1L.8)

Avant de donner la preuve de ce résultat, il est intéressant de le commenter
quelque peu. (I1.4) montre que la transformée en ondelettes d’une ligne spec-
trale se comporte essenticllement comme la ligne spectrale elle-méme (&4 une
constante pres), modulo un terme d’erreur d’autant plus petit que les variations
de 'amplitude de la ligne spectrale sont faibles. Le terme correctif ry(b,a) est
d’autant plus petit que 1/3(aw) est grand, c’est-a-dire que a est proche de wp/w,
et que le facteur d’échelle est petit, c’est-a-dire que w est grand. De telles
hypotheses sont essentiellement des hypothéses d’asymptotisme faites sur la
ligne spectrale. Enfin, (IL.8) montre que si le facteur d’échelle a est exacte-
ment ajusté a la fréquence de la ligne spectrale, le terme d’erreur devient du
second ordre en a et dans les dérivées de Pamplitude. Ceci renforce la qualité
de Papproximation.

Preuve du théoréme: i) La formule de Taylor au premier ordre sur le support
de (p,q) conduit & A(zo + €) = A(xo) + eF1(x), avec F} € Co(IR) et |Fi(z)] <
sup, [A'(z)|. Appliqué & (IL3), cela donne (I1.4), avec ’
11
2 Plaw)

z—b

ri(b,a) / (z - b)Fy(z — b)e"“xzp( ) *dx (IL.9)
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a 1
ri(b,a)| < =— ul|Fy (au u)|du
i) < s [l @ la)

<&
2

By 1A )

Cl a ;
- = A
< 3 Tt )

ii) La formule de Taylor au deuxieme ordre donne
A(zo + €) = A(zo) + €A (z0) + € Fa (),

avec Fy € C!(IR) et

1
|Fo(e)| < 7 sup |4” (z)]

Un raisonnement similaire au précédent conduit & (IL6) et (IL.7). Ceci achéve
la preuve du théoreme.

Ainsi, I’équation (I1.4) montre que tant que r1(b,a) est suffisamment petit,
Ts(b,a) se comporte (& une normalisation pres) essentiellement comme la ligne
spectrale elle-méme ou, plus précisément, comme son signal analytique Z5(b) =
A(b)e?.

Considérons maintenant le cas d’un signal a analyser formé de la somme de
plusieurs lignes spectrales :

s(z) =) Ax(z)e (11.10)
k

La linéarité de la transformée en ondclettes conduit a I'expression approchée
suivante pour Ts(b,a) :

Ty(b,a) = Y vh(awe)” A(b)e™*? (I1.11)
k

Sur une telle expression, on peut prédire le comportement suivant de la trans-
formée en ondelettes. Si les valeurs numériques des fréquences wy sont suf-
fisamment éloignées les unes des autres, la présence du facteur 1,[;(awk) dans
(T1.12) fait que la contribution & T(b,a) de la k-ieme composante est localisée
au voisinage de a = ag = wg/w. Ceci fournit une premiere estimation des wy.
En revanche, si certaines fréquences wy sont proches les unes des autres, le
probléme de leur détermination devient plus ardu.
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I1.2 Caractérisation de lignes spectrales

Si on se pose maintenant le probléme inverse, 4 savoir celui de la caractéri-
sation de s(z) & partir de ses coefficients en ondelettes, on procédera ainsi : La
valeur de w peut étre déterminée soit par la fréquence instantanée de T(b, a)
(pour une valeur fixée du parametre d’échelle a), soit par la valeur a = ap =
wo /w pour laquelle |Ts(b, a)| est maximal, pour une valeur fixée du parametre de
translation b. L’amplitude A(b) est ensuite obtenue avec une précision maxi-
male (dans les limites permises par (IL7) bien entendu) en utilisant (IL.8),
c’est-a-dire en écrivant

Ap) = 2| Db (IL12)
P(wo)

Remarque : Rappelons une fois de plus que le probleme de recherche de
la valeur @ = ap = wo/w, pour laquelle |T5(b,a)| est maximal, est par essence
un probléme mal posé, et donne ainsi des résultats instables, en particulier en
présence de bruit. Il faut néanmoins remarquer que la stabilité de la solution
est ici renforcée par la redondance de la transformée en ondelettes, que nous
avions caractérisée au chapitre Il en mettant en évidence 'espace a noyaux
reproduisants correspondant. C’est ainsi que les algorithmes que nous allons
maintenant décrire permettent de traiter des cas bruités, dans la limite ou le
rapport signal sur bruit reste positif?. Pour des valeurs plus défavorables de ce
rapport, une régularisation supplémentaire sera nécessaire.

Il est important de remarquer que la droite @ = @y = wp/w, dans le demi-
plan H, sur laquelle la restriction de la transformée en ondelettes est maximale
en module, posséde une propriété particuliere : la restriction de la transformée
en ondelettes y posséde la méme fréquence instantanée que la ligne spectrale
elle-méme. Cette remarque sera fortement utilisée par la suite pour la caracté-
risation des lignes spectrales, mais aussi plus généralement des signaux modulés
en amplitude et en fréquence.

Passons maintenant au cas ou plusieurs lignes spectrales sont présentes dans
le signal analysé. Supposons en outre que les valeurs des fréquences wy sont
connues a 'avance. Dans ces conditions, en se plagant a b fixé et en connaissant
par un calcul préalable les valeurs des Ty(b, wo /wy ), la caractérisation des Ax(b)
se ramene a un probléme matriciel, ¢’est-a-dire a Pinversion de la matrice :

M(b) = (Mi(b)) = zp(fﬂ-“’—’“) it Vk,1 (11.13)

Wy

2Rappelons que le rapport signal sur bruit est défini comme 10log;q(0s/03), ot o, (resp.
o) est la variance du signal seul (resp. du bruit seul).
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et au calcul de I'image du vecteur :

(Ts(b, 20, To(b, 22), ..., Tu (b, = )
Wi [935) wWN
par M(b)~L.

Nous voyons donc qu’il est crucial de connaitre a 'avance les valeurs des
fréquences des lignes spectrales et de construire un algorithme permettant de les
déterminer. Nous allons maintenant décrire ’algorithme proposé et utilisé par
P. Guillemain et R. Kronland-Martinet. On consideére tout d’abord le cas d’une
unique ligne spectrale de fréquence w. Nous savons par (I1.4) qu’a la limite
asymptotique, w = wq/ag, ol ag est la valeur du parametre de dilatation pour
laquelle on a coincidence entre les fréquences instantanées de la transformée
en ondelettes T,(b,ao) et des ondelettes 1(b,ap). Ceci fournit un moyen de
détermination de a¢ et donc de w. Néanmoins, dans le but d’augmenter la
stabilité de I’algorithme et de pouvoir ’appliquer a des situations plus générales,
P. Guillemain et R. Kronland-Martinet considérent des moyennes locales de la
fréquence de T(b,a)®. Plus précisément, si I = [bg, by + T est un intervalle de
longueur T', on considére une valeur initiale ¢ de a et on calcule :

Wiy = Im[/ log T (b, aq) db | (1I1.14)

qui fournit une approximation de w. Dans le cas d’une ligne spectrale pure,
cette approximation est aussi bonne que le permet (IL5). Si tel n’est pas le
cas, on itere le processus en posant a; = wp/w(e), puis en calculant way =
¥ Im[ f, & log Ty(b,ar)db | et, plus généralement,

An = Wo/Win-1) (I1.15)

1 0
Wn) = 7 Im[/] %logTs(b, dn-1)db ] (11.16)

L’algorithme est donc un algorithme de point fixe, auquel on peut appliquer
des techniques classiques pour en étudier les propriétés de convergence.

Remarque: SiT est un multiple de la période T = 27 /w, alors le membre de
droite de (I1.14) n’est autre qu’un invariant topologique appelé nombre d’enrou-
lements (winding number en anglais), qui compte le nombre de tours effectués
par le vecteur T,(b,ao) autour de lorigine dans le plan complexe. L’invarian-
ce de ce nombre peut s’exprimer sous la forme suivante : sa valeur n’est pas
affectée par toute déformation du chemin sur lequel est prise la valeur moyenne,
sous réserve que ce chemin ne croise pas un zéro du module de la transformée
en ondelettes durant cette déformation. Cette remarque justifie la robustesse
de lalgorithme.

311 s’agit 13 d’une procédure permettant de régulariser I’algorithme qui rejoint la remarque
précédente.
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Si maintenant s(z) est une somme de lignes spectrales comme en (I1.10),
on observe encore numériquement une convergence tres rapide de ’algorithme,
le point de convergence étant bien entendu fonction de la valeur initiale ag.

Avant de nous pencher sur la précision de 'algorithme, focalisons-nous tout
d’abord sur ses propriétés de convergence, en faisant abstraction de toute hy-
pothése sur le signal étudié. Commencons donc par nous restreindre & un
domaine de fréquences [wy,wz] = [wo/a1,wo/az), tel que Ty(b,a) > 0 pour tout
(bya) € I X [wp/ay,wp/az], et notons w, = (w; + wy)/2 la fréquence centrale.
Nous noterons aussi pour simplifier :

f(b,w) = Im[log Ty(b,wp /w)] (I1.17)
Notons & la fonction

(W) = % /1 % £(byw) db. (IL18)

L’algorithme que nous ¢étudions consiste donc en litération de k et nous uti-
lisons le théoreme des fonctions contractantes, qui s’énonce ainsi : si U est
un domaine d’un espace métrique M, et si k est contractante sur U (c’est-
a-dire si kK(U) C U et sl existe 0 < C < 1 telle que pour tous u,v € U,
d{k(v),k(u)) < Cd(v,u), alors il existe un unique point fixe us, € U, et pour
tout ug € U,

lim &{k(...k{ug)...)) = Uoo (11.19)

n—oo

"500('“0)

Munissons donc ’axe des fréquences de sa métrique naturelle
q
!
d(w,w') = |w — .

Soient f1, f2 € [wi,w2], fi < f2, et considérons le chemin fermé I' dans I x
[wo/ar,wo faz), bord de I x [wo/ay,wo/as].

I'=0I X [wo/a1,wq/as]. (I1.20)

Alors
/ de(f)=0 (I1.21)
r

implique que

2
&(f2) = k(f1) = %/ [a%f(bo +T,w) — (%f(bo,w)]dw. (11.22)

Ainsi, on obtient immédiatement

In(2) = (5] < 217 = il (1123
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ou
o 3]
S= sup |=—f(bo+T,w)— —f(bo,w)] (11.24)
WE[f1,f2] 6(.«.1 ’ &u ’
D’autre part, si w € [wy,w2],
K(w) < k(W) + %%wz |- %Iwc —w (IL.25)
18
S n(wc) + §T|UJ2 - w1| (1126)
de sorte que, si ’'on suppose que
15
5-7—;[(.4.)2 — wll S Wy — n(wc) (1127)
on a bien
K(w) < wy. (I1.28)
Un raisonnement tout & fait similaire conduit a
K(w) > w. (I1.29)

Tout ceci conduit a :

Proposition 1 Soient I, w;, wy tels que Ts(b,a) > 0 dans I x [wy,ws], S < T
et que (I1.27) et (I1.29) soient vérifiées. Alors litération (I1.15)-(11.16) possede
un et un seul point fixe dans [wy,ws].

Remarque : Ce résultat mérite commentaire.

o Dans la plupart des cas, S est une quantité finie, voire petite. Dans ce
cas, il suffit donc de prendre T assez grand pour assurer la convergence de
I’algorithme.

e La convergence est prouvée en dchors de toute hypothese sur le signal.
La convergence n’est donc en aucun cas une preuve de la présence d’une ligne
spectrale dans le signal. Il s’agit 1a d’un point important.

e Le probleme majeur qui se pose est ici que la convergence de I'algo-
rithme n’entraine pas pour autant la précision de 'estimation obtenue pour la
fréquence. En effet, la procédure de moyennisation introduite pour stabiliser
Palgorithme a aussi pour effet de diminuer la précision de celui-ci*. 1l suffit
pour s’en convaincre de traiter comme exercice ’exemple de la somme de deux
lignes spectrales. Dans le cas plus général d’une superposition de NV lignes
spectrales, on peut assez facilement montrer que Perreur commise décroit en
T~1, de sorte que 'on a intérét & considérer des moyennes sur des temps assez
longs®, d’autant plus que Pestimation précédente prouve que la convergence de
Palgorithme est améliorée d’autant.

4Comme toute méthode de régularisation d’un probleme inverse mal posé.
5 Avec ce que cela implique pour le temps de calcul.
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III SIGNAUX MODULES EN AMPLITUDE ET EN
FREQUENCE

Entrons maintenant dans le vif du sujet en considérant, non plus seulement
des signaux modulés en amplitude, mais aussi modulés en fréquence. Comme
dans la section précédente, nous allons tout d’abord nous focaliser sur le cas
oll le signal étudié est lui-méme un signal modulé tel que les approximations
que nous avons décrites précédemment peuvent étre employées, puis nous con-
sidérerons le cas de superpositions de signaux modulés asymptotiques. Nous
considérons donc des signaux s(z), dont la représentation canonique est :

s(z) = A(z) cos (¢(z)) (I11.1)

et nous noterons Z,(x) le signal analytique associé.
Considérons aussi une ondelette () et supposons de plus ¥ € H?(IR).
Dans ces conditions, on obtient :

TS(bsa) = (Saw(b,a) (1"» = %(Zhd)(b,a) (:L')) (IH'2)

Notre approche sera similaire a celle employée dans la section précédente, avec
des hypotheses appropriées : estimer (II1.2) par des méthodes asymptotiques
et utiliser I'estimation obtenue pour caractériser le signal analysé a partir de
ses coefficients d’ondelettes.

III.1 Estimation des coefficients d’ondelettes

Exprimons tout d’abord 'ondelette ¢(z) sous la forme d’une amplitude et
d’une phase instantanées :

Y(z) = Ay(z)e (I11.3)

(II1.2) s’exprime donc sous la forme d’une intégrale oscillante :

Ty(b,a) = %/A(z)Aw(m ; b)ei{¢<2>-¢w(’3b)}dz (IL.4)

que nous nous proposons d’évaluer par les méthodes décrites a la section II.
Pour simplifier les écritures, nous noterons

a

D) (2) = (z) — by (z — b)- (111.5)

Soit z; = z4(b,a) un point stationnaire de ®( 4). Par définition, z, est un
point ol la fréquence instantanée de I'ondelette translatée et dilatée de (b,a)
coincide avec la fréquence instantanée du signal analysé :

¢'(zs) = i—d)i,, <$ — b) : (IIL6)

a
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supposant dans un premier temps pour simplifier que pour une paire (b,a)
donnée, z4(b,a) est 'unique point stationnaire associé et, que en outre,

(b ay(Zs) > (I11.7)

Notons 2 le domaine de H dans lequel ces deux propriétés sont vérifiées. Dans
Q, la formule (B.17) du complément B nous fournit immédiatement I’expression
suivante pour Ty(b,a) :

iZsgn(® (b a)(;c ) _ *
y (b, a) = \/?e ¢(’”S b) Z,(xs), (IIL8)
2|‘I>(b a) (zs)l @

expression qui fait essentiellement intervenir le signal analytique évalué au point
stationnaire, ainsi que I’'ondelette dilatée et translatée, centrée au point station-
naire. Le membre de droite de (II1.8) doit ¢tre compris comme l’approximation
de T,(b,a) au premier ordre de la phase stationnaire, ’erreur commise étant
bornée comme en (B.22).

Remarque : On peut aussi approximer T (b, a) par des méthodes similaires
a celles employées au chapitre précédent ; on obtient ainsi :

T,(b,a) = 5b(ad! ()" Z,(0)

faisant intervenir ¢(€) au lieu de ¥(z) elle-méme. Cette expression est légere-
ment moins précise que (II11.8). Elle nous permet cependant de remarquer que
linformation spectrale parait absente de (IIL.8). Elle se trouve en fait dans la
dépendance en b du point stationnaire.

Il apparait tres clairement sur (II1.8) que deux ensembles de points dans
Q) sont appelés & tenir un réle prépondérant dans ce qui suit. Ce sont les
courbes sur lesquelles z,(b,a) = b, que nous appellerons ’aréte de la trans-
formée en ondelettes, et les courbes sur lesquelles 24(b,a) est constant, que
nous appellerons les courbes-ondelettes. Nous allons maintenant examiner en
détail le comportement de la transformée en ondelettes restreinte a de telles
courbes.

III.2 L’aréte de la transformée en ondelettes
Introduisons donc I’aréte de la transformée en ondelettes comme ’ensemble
A= {(b,a) € N, z,(b,a) = b} (I11.9)
Il découle immédiatement de (I111.6) que Paréte définit une courbe dans €,

donnée par
¢y (0)

= an(b) = = oL (111.10)
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et que la détermination de I’aréte conduit immédiatement & la connaissance
de ¢'(z), c’est-a-dire & la loi de modulation en fréquence de s(z). De plus, la
restriction de la transformée en ondelettes a I’aréte s’exprime trés simplement :

Lemme 2
Ts(b,ar(b)) = Corr(b)Zs(b) (111.11)

ot1 Corr(b) est une fonction de b entiérement caractérisée par I'ondelette y(z)
et aréte, et ne dépendant pas autrement du signal analysé.

Preuve : (IIL.11) s’obtient directement en remplagant a par a,(b) dans (II1.8)
et Corr(b) est donné par :

Corr(b) \/7 e Erortieron®) w(0)* (IIL12)
orr = b . .
2 o022, o, 1y ®)

Pour préciser les propriétés de Corr(b), calculons

p H(2)9y(0) 1, x—b
(b () = —a—fl%s%(‘—) - a—2¢¢,(x ) (I11.13)
qui conduit a :
ar(6) @y 4, 1)) (0) = —[ar.(0)#,(0) + ¢,(0)] (IIL.14)

ce qui montre la propriété annoncée de Corr(b) et acheve la preuve du lemme.

La restriction de la transformée en ondelettes a I’aréte correspondante sera
appelée le squelette de la transformée. Nous allons en effet voir par la suite que
sa connaissance est suffisante pour reconstituer directement la transformée. Le
squelette permet en tous cas de reconstituer le signal lui-méme. En effet, une
fois aréte déterminée, la fonction Corr(b) est connue ainsi que nous ’avons
vu, et il suffit de diviser le squelette T(b, a,(b)) par Corr(b) puis d’en prendre
la partie réelle pour reconstituer s(z).

II1.3 Les courbes-ondelette

Considérons (bg,a-(bg)) € Q. La courbe-ondelette coupant (bg,a,(by)) est
définie comme la composante connexe a (bg,a,(by)) de I’ensemble des points
(b,a) € Q tels que

; {bo—Db _a 7
%( » >—a,(b0)¢'/’(0)’ (ITL.15)

c’est-a-dire comme un ensemble de points (b,a) & z4(b,a) constant égal & bg.
Clairement, les courbes-ondelette sont entierement déterminées par ondelette
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¥(z). En particulier, si ¢(z) est 'ondelette de Morlet, c’est-a-dire une ondelette
a fréquence constante, il est facile de voir que les courbes-ondelette sont les
droites a = constante. C’est d’ailleurs I'une des raisons pour lesquelles les
" ondelettes & fréquence constante sont souvent utilisées numériquement.
La restriction de la transformée en ondelettes & une courbe-ondelette fixée
s’écrit :

T 1qsgn[d>(b ﬂ)(bo)] 1 bo — b
To(b, )z, (b,0)=bs = \/26 X Zs(bo)—w( 0 ) (111.16)
|5,a) (Do) @\«

C’est-a-dire comme le produit de I'ondelette dilatée et translatée 1), o)(z) cen-
trée en bg par une fonction correctrice et, encore une fois, completement déter-
minée par laréte a,.(b) et Pondelette () (au facteur constant Zg(bo) pres).

Remarque : Les notions d’aréte et de courbe-ondelette permettent d’exhi-
ber une propriété remarquable de la transformée en ondelettes dans la limite
asymptotique. La transformée en ondelettes est essentiellement déterminée par
le signal analytique sur son aréte et par les ondelettes sur les courbes-ondelette.
Cette description géométrique simple est appelée propriété de factorisation.

I1T.4 Extraction de ’aréte

Nous allons voir maintenant comment la simplicité du comportement des
coefficients d’ondelette d’un signal modulé en amplitude et en fréquence per-
met de donner des “méthodes d’extraction de P’aréte” a partir des coefficients.
Commengons par étudier le comportement du module de la transformée. Nous
savons qu’il existe une version “ondelettes” de la formule de Plancherel per-
mettant d’identifier le module carré de la transformée en ondelettes & une den-
sité d’énergie dans le plan temps-fréquence. Partant de la, il parait naturel
que cette densité d’énergie soit localement maximale au voisinage d’une zone
caractérisant la fréquence instantanée, c’est-a-dire au voisinage de Paréte —
cette étude de la localisation de I’énergie dans le plan temps-fréquence est une
méthode tres classique en traitement du signal [3]. Au vu de (IIL8), c’est ef-
fectivement ce qui se passe, si on néglige les variations dues au dénominateur.
En effet, les ondelettes étant par hypothése maximales en 0, la restriction de
la transformée en ondeclettes & une courbe-ondelette fixée est maximale sur
son intersection avec 'aréte. La figure V.2 représente la transformée en on-
delettes d’un “chirp linéaire”® & enveloppe gaussienne. On notera la localisa-
tion du module de la transformée en ondelettes au voisinage d’une courbe. 1l

8(C’st-a-dire d’un signal modulé en fréquence, la fréquence dépendant linéairement du
temps.
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Figure V.2 : Transformée en ondelettes (module et phase) d’un “chirp linéaire”
(ondelette de Morlet, wy = 27).

ne s’agit pas d’une droite car les axes représentent ici b et log(a) ; nous avons
une transformée sur 8 octaves avec 7 échelles intermédiaires entre deux octaves
consécutives, ce qui fait un paramétre d’échelle variant de 2 4 512 ; le signal fait

1024 points. Néanmoins, la présence du dénominateur , /a?|®( a)(Ts)| modifie
la répartition de Pénergie dans le plan temps-fréquence et une estimation de
Paréte fondée sur I’étude de |T(b,a)| conduit en général & un résultat biaisé.
Nous allons maintenant voir qu’il est souvent plus astucieux de se fonder sur
l’étude de la phase de la transformée en ondelettes. Notons

¥ (b,a) = Arg[T,(b,a)] (II1.17)

la phase de la transformée cn ondelettes de s(z). Le résultat suivant permet
Pextraction de l’aréte a partir des coeflicients d’ondelettes :

Lemme 3

i) Bla(ba‘—a—) = 0 sur l'aréte.

0y [d¥(b,a) _ 9400 N
if) [ db ]z,(b,a)zbo = —“— sur l'aréte.

Avant de donner le preuve de ce résultat, notons qu’il est tout a fait com-
patible avec la courbure des lignes de phase constante de la figure V.2, a droite.



Signaux modulés en amplitude et en fréquence 97

Preuve

i) Calculons

0¥(b,a) _ Ozs

da da

/ 1 / s—b s-b ! 3_b
[¢ (zs)—g%(z - )]—xaz ¢¢(z 4 )
_ _Taby (b (IIL18)

a? a

par définition de z5(b,a). Ceci prouve (i).
ii) Résulte de :

dU(b, a) _
[—db—“]z,(b,a)zbo -

1 zs—b da zg—b Ts—b
E‘ﬁi&( ) + [% zo(ba)=by 2 S )

a a a

(I11.19)

ce qui achéve la démonstration du lemme.

Ces deux propriétés sont trés utiles en pratique pour caractériser des lois
de modulation en fréquence. La procédure est donc la suivante : d’abord, on
calcule la transformée en ondelettes, puis sa phase et, enfin, on utilise ’'une des
deux propriétés précédentes pour extraire I’aréte et donc la fréquence instan-
tanée.

Remarque : 1l convient de noter que ces deux propriétés ne caractérisent pas
Paréte, dans la mesure ou il ne s’agit pas de propriétés suffisantes pour que
(b,a) € A. Ceci est illustré par ’exemple suivant : Si 1(z) est une ondelette &
fréquence fixe, comme par exemple 'ondelette de Morlet, les courbes-ondelette
sont, comme nous ’avons vu, les droites ¢ = constante. Dans ce cas, on a
0¥ (b,a)/0b = ¢,(0)/a partout, ce qui ne caractérise plus rien. Nous verrons
un peu plus loin que des approximations plus précises permettent de traiter cet
exemple.

Superposée aux deux images, 'aréte de la transformée, calculée a partir
d’un algorithme déduit du lemme 3-(ii) est aussi représentée sur la figure V.2.
Le calcul a été effectué sur les 500 échantillons situés au milieu du signal. On
voit bien notamment la relation entre 'aréte et la courbure des lignes de phase
constante sur la figure de gauche.

ITI1.5 Une implémentation possible

Soit s(x) = A(z)cos¢(z) un signal satisfaisant les hypotheses standard ;
nous avons donc & déterminer l'aréte a,.(b) = ¢},(0)/¢'(b). Partant de I'un
des criteres donnés au lemme 3 (prenons le second critere pour étre précis), le
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probléme se ramene, pour tout b = bg, & un probléme de recherche numérique
des zéros d’une fonction de a, en 'occurrence :

_440)

z,(b,a)=bo a

fro(a) = [%Im log T (bo, a)]

Pour tout by, ce probleme peut étre résolu par une méthode de point fixe
standard (méthode de la sécante, méthode de Newton, ... ). Nous décrirons ici
le cas de la méthode de Newton.

On considére un échantillonnage fini by, b;,...bx—; de la variable b.

o Le cas ott b = by : Soit @ = a¢ un premier candidat pour ar(bp).
L'itération de Newton

s = ap — Jool)
1= Qg — =
6afbo (ak)
(stoppée lorsque la précision est suffisante) fournit une estimation de
ar(bo).
e Le cas général b = b, : De nouveau V'itération de Newton
et = ax o, (ax)
| = ap — =t
* Ba fu, (ax)

fournit une estimation de a,(b,) ; on a besoin pour cela d’un candidat
initial pour a,(b,), qui peut étre I’estimation obtenue pour a,(b,—;) ou
une extrapolation & partir des estimations de a,{b,-1), ar(bp_2),... On
dit alors que I’algorithme suit laréte “en continu”.

e Si by, by,...by—1 est un sous-échantillonnage de la variable de translation,
les valeurs intermédiaires peuvent étre obtenues par interpolation, ’aréte
a-(b) étant de toute fagon supposée régulicre, d’apres les hypotheses
faites. Une interpolation par des fonctions splines cubiques fait en général
parfaitement affaire.

Exemples : Reprenons I'exemple que nous avons montré au tout début du
signal sonar de chauve-souris (voir figure V.1). La figure V.3 montre I’aréte qui
a été extraite A partir de la transformée en ondelettes (figure V.1) de ce signal
(ondelette de Morlet).

Si nous reprenons maintenant l'exemple de ce méme signal, plongé cette fois
dans un bruit blanc gaussien centré, dont la variance a été ajustée pour obtenir
un rapport signal sur bruit égal & 0dB (i.e. la variance du signal utile est égale
a la variance du bruit), Paréte peut toujours étre identifiée de la méme facon.
La figure V.4 représente le signal, le module de sa transformée en ondelettes et
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I’aréte correspondants, calculés dans les mémes conditions que précédemment.
Il est remarquable de constater que l’aréte est presque exactement la méme
que plus haut, alors que le bruit est aussi fort que le signal utile. La raison
essentielle en est que le signal est tres localisé dans le plan temps-fréquence, ce
que n’est pas un bruit blanc. On montre facilement que si n(z) est un bruit
blanc de variance o2, E[|T,,(b,a)|?] = Ko?/a, ol K est une constante qui ne
dépend que de 'ondelette.

II1.6 Commentaires, développements

Le probleme de caractérisation de certains signaux par amplitude et fréquen-
ce instantanées est encore loin d’étre résolu. C’est pourquoi il nous semble utile
de compléter cette section par un certain nombre de remarques, concernant les
limites de la méthode ainsi que quelques possibles alternatives.

¢ Nous n’avons parlé plus haut que de la méthode de Newton. Il existe
quelques variantes, notamment celle de R. Kronland-Martinet qui est particu-
lierement intuitive. Il s’agit encore d’un algorithme de point fixe ; 'idée est
maintenant de voir la fréquence (i.e. la dérivée de phase) de la transformée en
ondelettes comme résultant d’une interaction entre la fréquence instantanée du
signal et celle de 'ondelette dilatée et translatée et se trouvant donc “quelque
part entre les deux”. Pour tout b, on remplace alors I'itération de Newton par :

d
—Imlog T,(b,ar)

Apy1 = 4):/)(0)/ [db (
rs(b,ag)=b

le reste de Palgorithme étant inchangé. Cette méthode fournit des résultats a
peu pres équivalents a 'autre en temps de calcul.

e Tout ce que nous avons décrit dans le cas de la transformée en ondelettes
peut aussi étre développé dans le cas de la transformée de Gabor. Le chemine-
ment est exactement le méme. Supposons donné un signal de la forme s(z) =
A(z) cosg(x) vérifiant nos hypotheses standard et une fenétre g{z) que lon
met, elle aussi, sous la forme g(z) = Ag(z) exp{idg(z)}. Avec des argumentsen
tous points similaires aux précédents, on montre que la transformée de Gabor
peut étre approximée (4 des termes correctifs faisant intervenir les dérivées
successives des amplitudes et des phases) comme

Zs(ws)g(% _ b)*e—iw(z,—b)

Galbyw) ~ Corr(b,w)

ou z, = z,(b,w) est le point stationnaire (encore une fois supposé unique) tel
que
¢'(zs) = Py(xs —b) +w
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Figure V.3 : Aréte de la transformée en ondelettes de la figure V.1 (I'aréte a
été calculée sur les 1000 échantillons au centre des 1300 que compte le signal).

[ ssrmmsrmmaapt e A A o

Figure V.4 : Aréte de la transformée en ondelettes du signal de chauve-souris
bruité par un bruit blanc gaussien centré.
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1" Y _

Corr(b,w) = \/21(’5 (z5) — &7 (2 b)le—i-}sgn(a&”(z.)—:b;’(z.—b))
™

On montre alors que la transformée de Gabor se localise au voisinage d’une

aréte w = wy(b), reliée a la fréquence instantanée comme

wr(b) = ¢'(b) — ¢,(0)

et que la restriction de la transformée de Gabor a cette aréte (i.e. son squelette,
pour conserver la méme terminologie) permet de reconstituer le signal lui-
méme. De plus, un algorithme de point fixe similaire au précédent permet le
calcul numérique de l’aréte.

¢ Dans le cas d’un signal comportant plusieurs composantes modulées en
amplitude et en fréquence, plusieurs utilisations successives de la méthode
précédente (avec différentes initialisations) fournissent en principe les arétes
correspondantes, sous réserve que celles-ci “n’interagissent pas”. On donnera a
cette contrainte la signification heuristique suivante. On peut associer a toute
fonction son “domaine de localisation temps-fréquence”, une portion du demi-
plan H dans laquelle elle est localisée. On dira que deux arétes interagissent
s’il existe une ondelette telle que les deux arétes intersectent son domaine de
localisation temps-fréquence. Dans ce cas, 'ondelette “voit” simultanément
les deux composantes et le coefficient correspondant traduit les interférences
entre les deux composantes. Le comportement du module et de la phase de
la transformée en ondelettes ne sont plus les mémes : les approximations qui
sont & la base de la méthode ne sont plus valides et les algorithmes de calcul
numérique de I’aréte décrits plus haut fournissent une estimation biaisée.

¢ Cette remarque nous rameéne de fagon indirecte au probléeme de traite-
ment du signal adaptatif. Il existe des signaux pour lesquels la transformation
en ondelettes permet de “séparer les composantes” alors que la transformée de
Gabor le permet, et inversement. Un exemple révélateur est fourni par le signal
de parole, qui peut étre modélisé comme un signal “localement harmonique”,
en ce sens que certains phonémes font clairement apparaitre un certain nombre
d’harmoniques. Les harmoniques étant séparés en fréquence par la fréquence
du fondamental, la transformation de Gabor permettra de les séparer tant que
la largeur de bande de la fenétre est inférieure a la fréquence du fondamental.
C’est ce que I’on peut voir par exemple sur la figure V.5, qui représente le mo-
dule de la transformée de Gabor du mot /hello/, prononcé d’une voix chantante
(trés modulé)”. On voit tres clairement apparaitre un certain nombre d’arétes,
bien dessinées. Chacune peut étre facilement détectée par un algorithme du

"1l s’agit d’un signal de durée 1 seconde, échantillonné & 8kHz environ. On a utilisé
une fenétre gaussienne, de longueur 16 ms environ ; la représentation est une représentation
linéaire en fréquence, entre 0 et 4kHz environ.
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méme type que ceux que nous avons décrits plus haut (voir Figure V.7). En
revanche, sur la figure V.6 est représenté le module de la transformée en on-
delettes du méme signal® ; on constate que seul le fondamental est bien marqué,
les harmoniques étant trés perturbés par les interférences se traduisant par des
oscillations du module. Ceci repose le probleme de trouver la représentation
“la mieux adaptée” d’un signal donné. Dans le contexte de ce chapitre, “mieux
adapté” signifie littéralement “qui permet de donner une description en terme
de superposition de composantes modulées en amplitude et en fréquence”.

e Nous avons déja eu 'occasion de signaler Uinstabilité (potentielle) des
algorithmes décrits plus haut. En particulier, dans le cas de signaux trés bruités
(i.e. de la forme A(z)cos¢(z) + n(z) ol n{z) est un bruit de grande va-
riance), la caractérisation de (ou des) aréte(s) devient problématique. Il est
alors nécessaire d’adopter une stratégie quelque peu différente et d’utiliser plus
pleinement les informations dont on dispose a priori , notamment la régularité
de P'aréte. Une stratégie possible revient 4 se placer dans 'espace de toutes
les arétes possibles et a rechercher laquelle est “la plus vraissemblable”en te-
nant compte du signal observé (ou de sa transformée en ondelettes). Par “la
plus vraissemblable”, on entend “qui minimise une certaine fonction de cofit”,
construite a partir des hypotheéses a priori, qui sont :

¢ la transformée en ondelettes est maximale au voisinage d’une courbe
d’équation a = ¢(b) ;

¢ cette fonction ¢(b) est une fonction lentement variable de b.

Un choix possible est le suivant :

el = = [ 120, 00)Pab+ A [ 140 (111.20)

Le premier terme renforce la localisation de I’énergie sur ’aréte et le second ren-
force la régularité de p(b) ; A est un parametre qui contrdle 'importance relative
que ’on entend donner aux deux termes. La minimisation d’une telle fonction-
nelle est un probleme classique. L’expérience montre (voir [5]) que, tant que
le rapport signal/bruit n’est pas trop défavorable, il est possible d’utiliser des
méthodes numériques classiques de résolution des équations d’Euler associées
a (I11.20), w.e.
Ap ==\ (BT 2] (5,6 (1)) (111.21)
En revanche, quand le rapport signal/bruit devient trop défavorable, il est

nécessaire d’utiliser des méthodes plus robustes (un algorithme de recuit simulé
dans [5]). De nouveau, de nombreuses variations autour de cette méthode de

80n a utilisé ici une ondelette de Morlet standard, avec wp & 6. La représentation est
logarithmique : 5 octaves (puissances de 2) et 9 échelles intermédiaires entre deux octaves.
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Figure V.5 : Transformée de Gabor (module) du mot /Hello/ (1 seconde)
prononcé de maniére fortement modulée (fenétre gaussienne de longueur 16 ms).
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Figure V.6 : Transformée en ondelettes (module) du mot /Hello/ (1 seconde)
prononcé de maniere fortement modulée (ondelette de Morlet).
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Figure V.7 : Arétes de la transformée de Gabor du mot /Hello/.

caractérisation sont envisageables. Notons aussi que, dans les cas trées bruités,
la formule classique de reconstruction du signal & partir de I’aréte devient elle
aussi difficilement utilisable. On peut alors la remplacer par une stratégie de
minimisation, faisant intervenir la derniére information a priori sur le signal
que l’on n’a pas encore utilisée : la lenteur des variations relatives de Pamplitude
du signal. La solution proposée dans [5] est la suivante : Etant donnée la fonc-
tion ((b) ainsi qu'un certain nombre de valeurs du squelette 2z = T(b, o(bx))
associé au signal observé (i.e. signal + bruit), le signal reconstruit est la fonc-
tion f(z) qui minimise la fonction de coiit

el = [Ty bf T+ [ |27, (o) b

avec les contraintes

Tf"(bk,go(bk)) =2k . (11123)
Le premier terme de (II1.22) (qui n’est autre que || frec||> & une constante pres)
renforce la localisation de T’ au voisinage de a = ¢(b) en minimisant 1'énergie

globale de f (z), et le second impose des variations lentes de amplitude du
signal reconstruit®.

9En fait, la solution proposée dans [5] est fondée sur une approximation de (111.22) par
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IV LE CAS BIDIMENSIONNEL

Tous les algorithmes développés dans le cas unidimensionnel sont générali-
sables au cas multidimensionnel (et donc au cas bidimensionne] en particulier),
sous réserve d’utiliser une version adaptée de la transformée en ondelettes. Le
probléme étant de caractériser des fréquences locales dans les signaux, il est
nécessaire d’utiliser des ondelettes permettant une bonne analyse spectrale,
donc les ondelettes de R. Murenzi [19] (ou leur modification décrite au chapitre
précédent!?). Nous allons nous borner ici & décrire le cas bidimensionnel, les
dimensions supérieures se traitant similairement (ce qui ne veut pas dire que
ce soit aisé du point de vue pratique, les temps de calcul numérique devenant
rapidement énormes).

IV.1 Analyse de lignes spectrales

Cette fois encore les lignes spectrales sont caractéristiques du comportement
des ondelettes dans ce cas de figure. Comme en dimension 1, on appellera ligne
spectrale un signal stationnaire du type

s(z) = A(z)e'** (Iv.1)

ou k € IR? est une fréquence constante. En suivant point par point la dé-
monstration décrite dans le cas unidimensionnel, on obtient ainsi le résultat
suivant :

Théoréme 2 Soit s(x) une ligne spectrale exprimée comme en (IV.1).

e Soit y(z) € L*(IR?) une ondelette telle que 'on ait :
Ci= [llaa] + leallv(@)lde < oo,

et supposons A € C'(IR?). Alors
1 ,
————T(b,a,r) = A(b)e’* + r|(b,a,r) (Iv.2)
Plar~! - w)*

ri(b,a,r SC;—A——G———-su VA(z Iv.3
i) <Ot VAW (VY

e Soit () une ondelette telle que

/]z;wjﬂw(m)ldm <ooVi,j=1,2,

une forme quadratique.
10Ces deux versions coincident dans Je cas ol n = 2.
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et supposons A € C*(IR?). Alors

A—+:Ts(b, a,r) =
Plar=1 - w) | Vh(art ) (IV.4)
A(b)et — iaVA(b)e™ - ———Z 4 1ry(b,a,r)
Plar—1-w)
2
Ir2(b,a,r)| < C———— sup [VV A(z)| (IV.5)
[Wlar—!-w)| =
pour une certaine constante C. En particulier :
1 Wo iwb Wo
< Ts(b,—) = A(b)e’™’ + ra(b, —) (IV.6)
d)(wo)* W w

Preuve : Le théoreme résulte des mémes arguments que son analogue unidi-
mensionnel, c’est-a-dire essentiellement de la formule de Taylor appliquée a
I’amplitude du signal au voisinage de = = b.

IV.2 Fréquences locales bidimensionnelles et texture

Il est possible de généraliser ’analyse unidimensionnelle au cas de la carac-
térisation de fréquences locales dans les signaux bidimensionnels et les images.
La difficulté usuelle pour ce probléme est qu’il n’existe pas de notion de signal
analytique & deux dimensions et donc pas de définition de fréquence instan-
tanée 1. Néanmoins, comme nous ’avons vu dans le cas unidimensionnel, les
ondelettes progressives permettent de sélectionner automatiquement les bonnes
fréquences et de travailler implicitement sur le signal analytique. Dans le cas
bidimensionnel, en utilisant les ondelettes de R. Murenzi [19], on peut travailler
localement en fréquence et ainsi découpler des composantes différentes dans une
image.

L’algorithme présenté ct développé ici est la généralisation directe de celui
étudié & une dimension. Il est donc fondé sur une analyse du comporte-
ment de la phase de la transformée en ondelettes qui, en présence d’une com-
posante de type Aexp{i¢}, a tendance & se comporter comme la phase de
cette composante. L’algorithme consiste donc en une recherche des valeurs des
parametres de position, échelle et rotation pour lesquels ’'on a coincidence en-
tre la fréquence instantanée de la transformée et celle de 'ondelette translatée,
dilatée et tournée.

Les mémes notions d’aréte ct de squelette que dans le cas unidimensionnel
peuvent étre développées. L’aréte est ici une surface dans un espace de quatre
parametres et, en fait, un champ de vecteurs bidimensionnels. Ces vecteurs
sont identifiés 4 des vecteurs d’onde locaux associés au signal analysé.

11Jne définition possible est proposée dans [15].
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Plus précisément, on modélisera une “texture réguliere” comme une somme
de composantes du type :

si(z) = A;i(z) cos (¢i(z)) (IvV.7)

oli A(z) est une amplitude, & valeurs réclles, que I’on supposera lentement varia-
ble par rapport aux oscillations. Alors, si () est une ondelette bien localisée
des deux cotés de la transformée de Fourier, la transformée en ondelettes sera
bien localisée au voisinage des points

k ko, Voi(b
(b;a.= H OH ,91': (07 ¢()> )

[Vi(b)] ko] [V s (D)

dans I’espace des phases. On utilisera alors la méme procédure que dans le cas

unidimensionnel.
Considérons donc un signal de la forme :

(IV.8)

s(z) = Ai(z) cos (¢(z)) (Iv.9)
et mettons 'ondelette sous la forme :
PY(z) = Ag(z)e®v® (IV.10)
Les coefficients Ts(b,a, ) s’expriment donc sous la forme d’une intégrale oscil-
lante : )
(1= Al

Bha0)(z) = $(x) — by (r-g - £32)
D’apres 'argument de la phase stationnaire, la contribution essentielle a cette
intégrale est fournie par les points stationnaires zs de la phase ®; 4 9) (), i.e.
les points z, = z4(b, a,0) tels que :

(IV.11)

Vo(zs) = %ro bu (r_,, 2 ”) (zs) (IV.12)

Avec la méme procédure que dans le cas unidimensionnel, on obtient, en posant
®(z) = (3,4,0)(z) (les calculs ne présentent pas de difficulté majeure et sont
laissés au lecteur, voir [11]) :

_ s(@a)plre- 25)
T.(b,a,8) = = G R(b,a,0)
Corr(b,a,0) = (IV.13)

\/|512‘I’ 028 — (0,0,9)? o1 § sgn(079 820 — (8,0,®)?)

ou R(b,a,0) est un reste que I'on peut estimer comme précédemment.
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Il s’agit donc d’une expression trés similaire & celle obtenue en dimen-
sion 1 et faisant apparaitre les propriétés de localisation de la transformée
indiquées en (IV.8). On a donc besoin d’un algorithme permettant de carac-
tériser numériquement cette localisation. Ceci est fait en généralisant directe-
ment la méthode unidimensionnelle, c’est-a-dire en se basant sur la phase de
la transformée en ondelettes.

On définira de nouveau 'aréte de la transformée en ondelettes comme ’en-
semble des points dans ’espace des parametres ou 'on a :

zg(b,a,8) = b (IV.14)
On voit immédiatement que :
Arg[Ts(b,a,O)] -
6(22) — by (r_(, e b) I (IV.15)
et donc
Vo Arg[Tu(b,a,0)] = a~'rg- Véy(0) sur laréte. IV 16)

Ainsi, le vecteur d’onde local associé i la transformée en ondelettes coincide sur
P’aréte avec celui de 'ondelette translatée, dilatée et tournée correspondante.
On peut de nouveau utiliser ce critére pour la caractérisation numérique de
Paréte, en utilisant un algorithme de point fixe similaire au précédent : De
nouveau, on peut utiliser un algorithme fondé sur une méthode de Newton ou
une généralisation bidimensionnelle de la méthode de Kronland-Martinet (voir

[11]).

IV.3 Illustrations

A titre d’illustration, considérons 'image de la figure V.8, qui est clairement
une image comportant une texture simple, contenant deux composantes.

La méthode des arétes et des squelettes permet d’isoler les deux com-
posantes par leur champ de fréquence locale, représenté sur la figure V.9 par
des aiguilles de longueur proportionnelle a la fréquence locale et d’orientation
parallele 3 la fréquence locale.

Comme dans le cas unidimensionnel, le squelette permet de “resynthétiser”
séparément les deux composantes, comme nous le montre la figure V.10.

V COMMENTAIRES ET REFERENCES

L’étude des signaux modulés en amplitude et en fréquence est I'un des sujets
les plus anciens du traitement du signal [22]. Une importante littérature lui est
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Figure V.8 : Image contenant deux textures différentes.
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Figure V.9 : Fréquences

locales des textures de la figure V.8.
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Figure V.10 : Les deux textures resynthétisées séparément.

consacrée, en particulier dans le domaine de analyse temps-fréquence (voir par
exemple [3], [9] et [20]). On trouve de nombreuses applications en radar/sonar,
mais également en musique (voir par exemple [12] ou [23]) ou en traitement de la
parole, ol des modeles de parole fondés sur des superpositions de composantes
modulées en amplitude et en fréquence sont souvent pertinents {16]. L’emploi
des méthodes asymptotiques est aussi une chose trés usuelle chez les analystes
de signaux. En particulier, de telles méthodes ont été employées pour étudier
la localisation de ’énergie dans le plan temps-fréquence, notamment sur des
distributions du type Wigner-Ville (voir [3] et [9] par exemple). En revanche, la
phase est longtemps restée peu employée au niveau de ’analyse par ondelettes
et ce n’est que depuis les travaux de A. Grossmann et R. Kronland-Martinet,
entre autres, que la phase a été systématiquement utilisée (voir [12] pour une
synthése).

L’utilisation systématique de la phase stationnaire pour ’estimation des
coefficients d’ondelettes a commencé dans [8] et les algorithmes décrits ici se
trouvent dans [7]. La version bidimensionnelle décrite a été développée dans
[11] (voir aussi {4] pour une approche voisine du probleme des textures dans
les images et [2] pour une autre approche de la séparation de composantes
asymptotiques).

Signalons aussi que des idées voisines et fondées sur la méme heuristique (&
savoir I’étude des propriétés de localisation de la transformée en ondelettes de
fonctions présentant de fortes oscillations) ont été exploitées par Meyer (voir en
particulier [14], [17}, [18]) dans un contexte d’analyse réelle pure. Le principal
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résultat est la caractérisation de certains types de singularités oscillantes {des
“chirps trigonométriques” dans le langage de [17]) au moyen de leurs coefficients
en ondelettes, ce qui prolonge I’analyse développée au chapitre précédent. Dans
le méme ordre d’idées, A. Arneodo et ses collaborateurs ont mis au point un
“formalisme multifractal” prenant en compte de telles singularités oscillantes,
faisant également le lien avec la discussion du chapitre précédent.
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VI COMPLEMENT B : APPROXIMATIONS
ASYMPTOTIQUES ET PHASE STATIONNAIRE

Nous nous sommes intéressés & des approximations de la transformée en on-
delettes appelées approximations asymptotiques. La signification de ce terme
est la suivante : nous considérons des développements en série des coefficients
d’ondclettes, dont la convergence peut étre problématique, mais dont les pre-
miers termes (et méme en général le premier terme) suffisent & donner une
excellente approximation.

Il nous semble nécessaire de décrire brievement ce qu’est un développement
asymptotique, ainsi que la méthode de la phase stationnaire que nous utiliserons
ici pour approximer la transformée en ondelettes. Nous nous restreindrons au
cas unidimensionnel, renvoyant 3 [6] pour plus de détails et pour les cas de
dimensions supérieures.

VI.1 Développements asymptotiques : un exemple simple

L’exemple le plus couramment utilisé pour illustrer les développements
asymptotiques est celui de la fonction d’erreur, ou fonction Erf :

Erf(x / edt >0 (B.1)
~
Le développement en série de Taylor de 'exponentielle produit la série suivante :
‘)
Z k'(2k+1 (B:2)

qui est absolument convergente, mais dont ’évaluation numérique est horri-
blement difficile pour les grandes valeurs de |z|. En effet, le terme générique
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de la série ne commence & décroitre que lorsque k devient du méme ordre de
grandeur que |z]|?. En revanche, Er f(z) peut aussi s’écrire comme :

E'rf(a:)—l———/ z2>0 (B.3)
ou encore, apreés avoir posé u = t? — z?,

(B.4)

e~ [ du
Brim=1-1= [ e Tt

Le développement du binéme (1 + z)* = Y 1o, ('ng!)!zk suggere alors d’ap-
proximer Er f(z) par la série tronquée

1'2

— > (k-1/2)z (B.5)

k=0

2

Erf(z)=1

ce qui est fait en pratique. Le terme générique d’une telle série décroit tres
rapidement dans un premier temps, puis croit dés que k et |z|? sont du méme
ordre de grandeur, de sorte que la série entiere serait finalement divergente.
La raison essentielle de cette divergence est que le domaine d’intégration [0, oo}
n’est pas contenu dans le domaine de convergence de la série binémiale. En
revanche, la présence du facteur e~ fait que l'intégrale peut étre trés bien
approximée par une intégrale finie entre 0 et un certain ug, choisi de sorte que
H%I < 1. Par exemple :

= _eﬂz o~ (k= 1/2)! o [k
Erf(z)=1 — ,; ol / e “udu+ri(z) (B.6)

0

ou ry(z) est un reste facile & estimer. Notons que la série entiére est alors
absolument convergente. On Papproxime par une série tronquée a k = N :

2 N g wo
Erf(z)=1- eﬂ_m Z (k kl'/z)!x“zk/ e Yubdu + ri(z) 4+ ro(z) (B.7)
k=0 ’ 0

avec r3{z) un autre reste estimé par des techniques classiques. Notons que la
série converge, son terme générique étant en k~3/2, Enfin, l'intégrale dans (B.7)
est approximée par une intégrale sur [0, 0], ce qui donne (B.5) & un nouveau
terme d’erreur r3(z) prés. De plus, on montre facilement que

Ir1 ()] + Ir2(2)] + Irs(2)] ~ O(e™) (B.8)

Ainsi, ce terme reste négligeable tant que 272 >> (N — 3/2)!, autrement dit
pour des grandes valeurs de N, N << z2.
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V1.2 Méthode de la phase stationnaire : calcul des premiers
termes

La méthode de la phase stationnaire proceéde de la méme logique. Il s’agit
d’évaluer une intégrale de la forme :

I= / M(z)e/ Pz (B.9)

pour laquelle on suppose que les variations relatives de M(x) sont lentes par
rapport aux variations de f(z). I est donc une intégrale rapidement oscillante,
de sorte que l’on peut s’attendre & des phénomenes de compensation sur des
intervalles en z ou €/(*) effectue une oscillation complete. Ceci est concrétisé
par le résultat suivant :

Lemme 1 Soit M € C§°(IR) et soit f € C™(IR) & valeurs réelles telle que
f'(z) > 0Vz € Supp(M). Alors

/M(z)e‘“““dz =0(u*%) Vke N (B.10)

Preuve : Supposons que £ — f soit un changement de variable sur Supp(M).
Si tel n’est pas le cas, on s’y ramene a ’aide d’une partition de 'unité, i.e. en
écrivant M(z) = > M(z)ux(z), ol les fonctions uy € C§°(IR) sont telles que
3" ux(z) = 1 presque partout et pour tout A, z — f est un changement de
variable sur Supp(Mu,). L’intégrale s’exprime alors comme :

Al[x(f)]eipf
[

c’est-a-dire comme la transformée de Fourier de M/f'. Le lemme est alors
obtenu par £ intégrations par parties. Ici, le parametre ¢ a été introduit pour
contréler les oscillations de ’argument de ’exponentielle. La limite y — oo est
appelée limite asymptotique.

Considérons maintenant le cas ol il existe un ou des points z (dits points
stationnaires) tels que f'(z;) = 0. Le mécanisme de compensation ne fonc-
tionne plus au voisinage de tels points, qui contribuent donc de fagon impor-
tante a I. 1l est donc naturel de construire un développement en série autour
de chaque point stationnaire. Ecrivons donc :

I =iz /M(z)e" lr@-re0] gy (B.11)
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Supposons pour simplifier que f”(z,) > 0, f(z) — f(zs) se comporte donc
comme (T — :1:3)2 au voisinage de z4 et introduisons une variable u telle que

—u? = i[f(z) — f(zs)] (B.12)

Au voisinage de z4, on obtient :

ul _%(x — 2)2f"(z,) (B.13)
On écrit alors : M(z())
i f(z u —u
I =/ ~>/-W]—— du (B.14)
dzx

que lon développe en série :

, (k) ,
I =il Z ﬁ—%z/uke”“ du (B.15)
- !
i1z = MPP(0)(k — 1/2)!
=) 3 -~ / (B.16)

ou ’on a posé :

g = M)
dz

Considérons par exemple le premier terme de ce développement en série, qui
est celul que nous utiliserons essentiellement par la suite :

Al(zs)ﬁ el FSgnlf"(x,)]

M) = ———
MOV = [y
conduit a (2 Sgnlf (2]
el San "z, .
R Y f(=z,)
I(O) = 27I' ]_f”(]: )11/2 M(.’Z?s)e’ (B17)
Le terme suivant est proportionnel a —=u=(0) <ooeta oo e du=0;il

vaut donc I(1) = 0. Passons donc au terme d’ordre 2. Un calcul élémentaire
montre que :
d2M(u) B ]M-NUIZ _ 3M/u/ " + ]\[(3 "2 _ u/u///)
du? u’s

(B.18)

L’évaluation des dérivées successives de u en z, conduit & :
i Sgn[f''(x,)]

d]\/.f
0 =2

{Mraaray
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_M(zs) " 2 " "
15 (9" (2s)" = 37" (24)f (xs)]} (B.19)

de sorte que le troisieme terme est donné par :
VIr  e3iESanlf"(z4)]

—M/(xs)f”’(xa)f”(zs) +

I(2) = 51 f"($s)2|f”($s)|3/z eif(za) {Mu(xs)fu(zs)2
"‘M/(-'Es)f”’(l's)f”(l's) ¥+ M_(z.g_)_ [(5fm(xs)2 — 3f””(33s)f”($s)] (B.ZO)
12

Remarque : Une procédure tout a fait similaire peut étre employée si, par
exemple, toutes les dérivées de f(z,) s’annulent jusqu’a un certain ordre k — 1
et f*)(z,) > 0. Dans ces conditions, le calcul de la série asymptotique se
rameéne & évaluation d’intégrales du type [ ure~%"du. A titre d’exemple, le
premier terme de la série asymptotique dans le cas k = 3 s’écrit :

1\ eiESgnlf"(2,)] )
VAN Bl U if(zs)
° (3)! P M Ea)e

V1.3 Méthode de la phase stationnaire : qualité de
P’approximation

Dans les applications de la méthode de la phase stationnaire que nous dé-
velopperons, nous nous contenterons de 'approximation donnée par le premier
terme (B.17) du développement asymptotique. Pour juger de la qualité de
I’approximation, on peut soit se contenter de comparer le résultat obtenu au
terme suivant (B.19) du développement, soit tenter d’estimer P’erreur commise.
Nous donnons ici un résultat qui permet d’estimer cette erreur. Le lecteur
intéressé peut se référer & [13] pour une présentation plus détaillée et des esti-
mations plus précises.

Théoréme 1 Soient M € CZ(IR) et f € C(IR), f(x) a valeurs réelles. Sup-
posons que z s soit I'unique point stationnaire de f(z) et que f”(z) ne s’annule
pas sur le support de M. Alors

1. Il existe une constante C > 0 telle que
, i2Sgn[f"(z.)]
M(@)e! @ de = Vores ——
J e TR
M"(z) | | |M'(z)f"(z)
f//(x):}/z fn(z)s/z
M(z)f"()?| | | M(z)f""(2)
f”(.”l:)7/2 f//(m)5/2 (B'22)

M(z,)e/ =) 4 (B.21)

Ir|<C  sup [
zE€Supp(M)

+
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2. A la limite p — oo, on a le comportement asymptotique :

e TSanlf"(2.))

e if(zs)
lf"($s)|1/2

=0(u™")
(B.23)

M(z,)e

/M(z)ei“f(’)d:c — V27

Preuve
1) Si 2o € IR, si U est un voisinage de zo et si f € C*(U), la formule de
Taylor s’écrit :

k-1 i ] 1
flwo+e)=) %f(f)(xo) + (k—f_’“l—)-'/o (1=t) 1 fB) (g + te)dt  (B.24)

=0
pour tout z = xo + € € M donne, pour k = 2: f(zo +€) = f(zo) + €f'(x0) +
2 Fy(z), avec F € C'(U) et |Fa(z)] £ § sup,ey |f”(#)]- En insérant ceci dans

(B.14) et en utilisant les évaluations des premiers termes [(o) et I(;) prouve
(B.21). On a alors :

r= %eif("') /Fg(u)uze-“zdu
et ]
Ir| < 5 sup |F2(:c)|/u2e_“2du (B.25)
z€IR

L’estimation précédente, combinée avec un calcul similaire & (B.18) et (B.19)
conduit a (B.22).

2) découle trivialement de (1) et le théoreme est prouvé.
Notation : Tout au long de ce chapitre, nous utilisons le symbole A ~ B

pour signifier que B est le premier terme du développement asymptotique de
A considéré.






Chapitre VI

ONDELETTES DISCRETES, REPERE
D’ONDELETTES ET DE GABORETTES

Dans la plupart des applications numériques présentées dans les chapitres
précédents, il est bien clair que Pon n’a pu évaluer numériquement les valeurs
des coefficients d’ondelettes Ty (b, a) pour tous (b,a) € IRx IR} . Il est nécessaire
d’échantillonner Ty, c’est-a-dire de se contenter des valeurs prises par Ty (b, a)
sur un sous-ensemble discret de IR x IR}. Dans les exemples numériques
en question, I’échantillonnage était suffisamment fin pour que la transformée
échantillonnée donne une description assez précise de la fonction analysée.
Néanmoins, il est utile d’étre un peu plus précis et d’estimer la qualité de
I’approximation fournie par I’échantillonnage de la transformée en ondelettes.
C’est le propos de la théorie des reperes d’ondelettes (ou de gaborettes) que
nous allons décrire dans ce chapitre. Mais avant d’entrer dans le vif du sujet, il
est utile de décrire, dans ses grandes lignes, la théorie abstraite des reperes dans
un espace de Hilbert. Nous nous intéresserons par la suite aux cas particuliers
des reperes de gaborettes et d’ondelettes, avec leurs spécificités.

Nous décrirons de plus une variante des ondelettes discrétes, se situant a
mi-chemin entre les décompositions continues et les reperes et qui sont utiles
dés que Pon veut construire des représentations qui soient covariantes comme
les représentations continues.

I THEORIE ELEMENTAIRE DES REPERES
DANS UN ESPACE DE HILBERT

Nous nous en tiendrons pour le moment aux reperes discrets, c’est-a-dire aux
repéres constitués d’un ensemble au plus dénombrable de vecteurs. Nous nous
plagons donc dans le cadre le plus général d’un espace de Hilbert séparable H,
muni de sa forme hermitienne que nous noterons (, ). Un repere discret dans H
est une famille {e,, } de vecteurs de H telle que 'on peut trouver deux constantes
réelles strictement positives 0 < A < B < oo réalisant 'encadrement

All2l? <3 Kz, en)l* < Blja]l® (I.1)
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pour tout z € H. Les constantes A et B sont appelées les bornes du repere. Le
repére sera dit strict, si B = A et exact, si aucun de ses sous-ensembles n’est
un repere.

Par exemple, considérons ’espace euclidien IR? et deux vecteurs orthonor-
més e; et eo. Ces deux vecteurs forment une base orthonormale de IR?, alors
que €}, e3 et e; +e; forment un repére inexact et non strict. En revanche, on se
convainc sans peine que {e;,eq, e2} par exemple est un repére strict et inexact.

Un repere est, par définition, une famille compléte de H. En effet, si tel
n’était pas le cas, c’est-a-dire s’il existait un e € H non nul tel que {e,e,) =0
pour tout n, (I.1) impliquerait immédiatement que |le|| = 0, d’olt une con-
tradiction. En revanche, les exemples précédents montrent clairement qu’un
repere n’est pas nécessairecment une base.

Etant donné un repére {e, } dans H, on lui associe 'opérateur auto-adjoint
R suivant, appclé opérateur de repére et défini par :

R-z= Z(z,en)en Vz € H. (1.2)
On obtient alors :

Proposition 1 Soit {e,} un repére dans H, de bornes A et B. Alors R est un
opérateur borné, tel que :

A-I<SR<B-1 (1.3)

(Rappelons ici que pour deux opérateurs auto-adjoints X et ¥ sur un espace
de Hilbert H, la notation X <Y signifie que {v, X -v) < (v,Y -v) Vv € H.)
Avant de montrer sa proposition, notons que sa réciproque est triviale.

Preuve : Considérons la suite des sommes partielles
n
Rn-z= Z (z,ex)er Yz € H. (L4)
k=-n
Alors, soit 0 <n < m et
[Rn -2 —Rm 27”2 = SUP|jy|i=1 I{(Rn — Rin) - 2, y)|2
= supjy|i=1 | Lncikjcm(® ex)er, v)[*
S B En(|k|§m Kﬂ;, ek)P

Aol ||Rp -2 — Ry -z||2 = 0 quand m,n = oo et la suite des sommes partielles
est une suite de Cauchy et converge vers R - z dans H. De méme

IRzl =supjy=1 (R z,y)?
= SUpP||y||=1 2k |<1’,ek)|2
< B?|[z]?
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montre que ||R|| < B. On démontre de maniére similaire que 4 < ||R||.

Un repére dans un espace de Hilbert devient particuliérement intéressant
lorsque ’on peut facilement reconstruire tout v € H a partir de ses coefficients
par rapport au repere (v,e,). C’est le cas lorsque le repére est strict. On a
ainsi une formule d’inversion directe :

v= %Z(v, €n)en,

la somme convergeant fortement. En revanche, lorsque le repére n’est pas strict,
la situation est plus complexe. Nous allons maintenant voir que lorsque le
repére est presque strict, c’est-a-dire lorsque les constantes A et B sont proches
I'une de l’autre, v peut &tre reconstruit a ’aide d’un algorithme itératif, dont
la convergence est d’autant plus rapide que B — A est petit. Pour cela, il est
nécessaire d’étudier ’inverse de 'opérateur de repere R. Notons

€n = ’R,—l s €n. (15)
La famille {é,,n € Z} vérifie :

Proposition 2 {&,,n € Z} est un repére de H, de bornes B™! et A™!, appelé
repére dual de {e,,n € Z}. De plus, pour tout v € H, on a les formules de

décomposition :
v= Z(v, €n)en (1.6)
n

v= Z(v,en)én (L.7)

Preuve : La premiere partie de la proposition est une conséquence immédiate
de:
(v,8,) = (R™! - v,e,). (L8)

D’autre part, évaluons :
Yalviénen,u) =T (R71-v,en)(en, u)
=(R7'v,R-u)
= (v, u).
Ceci prouve la proposition.
Donc, connaissant I'inverse de ’opérateur de repére, on peut reconstruire
tout v € H & partir de ses coefficients par rapport au repére, par un calcul

préalable du repére dual. Le probleme qui se pose est que souvent on ne
connalt pas cet inverse.
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Néanmoins, dans les cas ol le repére est presque strict, on en obtient une
excellente approximation comme suit. On écrit R~! comme :

2 m (17!
= 1-(1- L9
R A+ B [ ( A+ B) (19)
que ’on développe en série entiére, qui converge puisque
2R B-A
1- < . 1.10
-5l <572 (L10)

On obtient ainsi un algorithme itératif de reconstruction d’un vecteur a
partir de ses coeflicients par rapport a un repéere donné. En notant :

2R

—1_ =2
T A+ DB’

(I.11)
il suffit d’écrire :

v=(1+T+T*+..) Z(v,en)en (I.12)

n

pour tout v € H. Numériquement, la convergence sera atteinte d’autant plus
rapidement que le rapport B/A est proche de 1. Ceci illustre 'importance que
revétent en pratique les bornes du repere utilisé et l'intérét des repéres presque
stricts. Notons au passage que si le repere est strict, R = AI et 1'algorithme
itératif n’a plus lieu d’étre comme prévu.

Remarque: La convergence de cet algorithme est malheureusement strictement
limitée au cadre L?(IR), comme ’a montré Ph. Tchamitchian.

Bien entendu, il existe une étroite relation entre les valeurs numériques des
bornes du repére et les parametres définissant le repere. Ainsi, une multipli-
cation des e, par un facteur constant modifie les bornes du repere. D’autre
part, en nous restreignant au probléme de discrétisation des décompositions
continues de l'identité, il est clair que toute discrétisation ne conduit pas
nécessairement a un repére, ce qui conduit a des géométries particulieres. Nous
verrons que la finesse de la discrétisation a également son importance.

II REPERES DE GABORETTES

Commengons par examiner le cas des repéres de gaborettes. La premiere
étape est le choix de la grille de discrétisation la mieux adaptée. Les gaborettes
étant engendrées par des translations en temps et fréquence, le choix le plus
naturel est le choix d’un réseau cubique, invariant par translation (dans la
mesure ou les translations fréquentielles ne modifient pas la localisation spa-
tiale). Considérons donc une fonction g € L' (IR)NL%(IR) et deux nombres réels
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strictement positifs by et wp, qui fixent la maille de notre grille. Considérons
enfin la famille de gaborettes gnm,n,m € Z, définie par :

Gnm(z) = ™%g(x —nby) n,m € Z (IL.1)

Sous quelles conditions cette famille constitue-t-elle un repere de L2(IR) ?
Avant d’y répondre, notons que, dans le cas des gaborettes, le repére dual
prend une forme simple :

Lemme 1 Soit {gnm,n,m € Z} un repére de gaborettes de L*(IR) et soit
g = R™1.g. Alors, 'ensemble de gaborettes {gnm,n,m € Z} est le repére
dual de {gnm,n,m € Z}.

Preuve : Le lemme s’obtient simplement & partir de (I.9), en remarquant que,
si f€L2(R),R" frm =[R" flum.

Revenons au probleme d’existence des reperes de gaborettes et commencgons
par le cas le plus simple, qui est celui des gaborettes & support compact. Nous
allons voir que si la fenétre g(z) est & support compact, un choix judicieux des
parametres by et wy conduit & un repere. On a en effet :

Théoréme 1 Soient by, wy deux nombres réels strictement positifs et bornés
et soit g € L'(IR) N L?(IR) une fonction & support compact contenu dans un
intervalle I de longueur 2m [wy. Alors, s'il existe deux constantes réelles Cy et
C, telles que

0<Ci <Y lgla—nbo)|* < Cy < o0 (I1.2)

la famille {gnm,n,m € Z} est un repére de L*(IR), de bornes 2rC)[wpy et
271'02/(4)0.

Preuve : Soit I l'intervalle de longueur 27 /w contenant le support de g(z) et
soit I, = I + nby son translaté de nby. Soitf € L?(IR). Alors il est clair que
(IL.2) implique que f g3, € L?(I,,) pour tous n,m € Z. Ainsi

2

Zm |f f(z)gnm(l')*diﬂlz = Z

[ 1@gntarememda

=2 [ @ X lota - nto) iz

car les ,/%%e""“’” forment une base orthonormée de L?(I,). Ceci prouve le
théoreme.

Les hypothéses du théoréme précédent sont fortement liées aux valeurs res-
pectives des parametres by et wp. En effet, supposons pour simplifier que g(z)
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soit continue et a support compact et que, en outre, elle ne s’annule pas dans
un intervalle I’ de longueur L. Alors, si wy < 27/L, la premiere hypotheése du
théoreme 1 est vérifiée. 1l est aussi simple de vérifier qu’il existe une constante
finie C, vérifiant les égalités de droite de (IL.2), car la somme est alors une
somme finie. Supposons enfin que by < L. Alors pour tout z, on peut trouver
un n € Z tel que g{z — nbg) > 0, ce qui prouve les inégalités de gauche de
(I1.2). On obtient ainsi un repére de L?(IR). Notons en particulier que les
hypotheéses faites impliquent :

b()wo S 27w, (IIB)

Le nombre 1/bywy est parfois appelé densité de Nyquist py. Nous aurons
Poccasion de revenir par la suite a cette densité temps-fréquence et ce pour
des fenétres a support non nécessairement compact. Nous verrons aussi ce
qui arrive lorsque l'on se rapproche de la densité dite critique py = 1/27
(phénomene de Balian-Low).

Considérons maintenant une fenétre g(z) a support non nécessairement
compact et la famille {gnm,n,m € Z} de gaborettes associée aux parametres
bo,wp. Nous cherchons des criteres permettant de décider si cette famille cons-
titue un repere ou non. Le résultat suivant est di 4 I. Daubechies. Nous
renvoyons a ’annexe A (section IL.1)- pour les définitions nécessaires.

Théoréme 2 Soient

— : - 2
m(g,bo) = esszé[rgfbol ; lg(z — nbg)|* (I1.4)
M(g,bo) = ess sup Y |g(z — nbo)[* (IL5)
z€[0,bo] ]
B(s)= sup Y l|g(z —nbo)llg(z + s — nbo)| , (1L.6)
IE[O,bo] n
C. = sup [(1 + s2) %" B(s)]. (IL.7)
s€r

Sim(g,be) > 0, M(g,by) < 0o et C, < oo pour un certain € > 0, alors il existe
une valeur critique w° telle que Ywy < w°, la famille {gnm,n,m € Z} est un
repére de L*(IR).

Preuve : Soit f € L*(IR). Evaluons ¥ [(gnm, f)|? & 'aide de la formule som-
matoire de Poisson (voir annexe A, section II.1). Nous obtenons :

S g D) = 3 [ ™V gz~ nba)gly = o) 1(2)" () dady
= %Z/g(fﬂ - nbo)g<x —nby — &-)*f(l')*f(it _ &l’-)dz
n,k

Wo Wwo
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Evaluons tout d’abord le terme en & = 0. 1l vaut :
2
Z [11()Plata - nbol? .
Wo

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux termes k > 0 donne :
b
g(:c —nby — ":"f—o”) [f(z)]? dm]

2 1%
2kw 2km

En appliquant de nouveau 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient ’encadre-
ment :

S Homm A < 22 Mg+ 3525 )8 (25| Iote - s

W Wi
k>0 0 0

= v, [zmg(z—nbon
x [znﬂg(x-nbo)l

5" Kgom A2 > %[m(g,bo)-z ﬁ(%)ﬁ(“ﬁ“)] AP (1L9)

k>0 0

C. < oo assure que la somme sur k converge et tend vers 0, quand wy tend vers
0. Ceci implique donc qu’il existe une valeur critique strictement positive w®
au-dessous de laquelle on obtient un repere. Ceci achéve la démonstration du
théoréeme et prouve denc lexistence de reperes de gaborettes.

Notons en particulier que ce résultat fournit des estimations simples pour
les bornes A et B du repére. Une étude systématique (théorique et numérique)
de ces bornes est effectuée dans [5] pour quelques cas simples.

Remarque : Repéres de gaborettes en dimension n. On peut tout aussi bien
obtenir des reperes de gaborettes de L?(IR™). En effct, comme nous l'avons
vu au chapitre II, analyse de Fourier a fenétre glissante en dimension n est
la généralisation immédiate de I’analyse de Fourier a fenétre & une dimension.
Il est donc facile d’adapter les démonstrations des théoréemes précédents a la
dimension n afin d’obtenir des bornes pour les repéres de gaborettes que I’on
a obtenus.

Pour conclure cette section, nous revenons brievement sur la remarque que
nous avions faite un peu plus tét sur de la relation entre les bornes du repere et
les parametres qui le définissent, 4 savoir les constantes by et wy du réseau de
discrétisation. En effet, il est aisé de se convaincre que 'on a nécessairement :

27
< 2l gl < )
A< lol* < B (1L.10)
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ce qui implique en particulier que dans le cas d’un repére strict de gaborettes,
A=B= 3—3-‘%||g|[2 On voit réap}i)araitre_ ici la de.nsité critique de Nyquist.
Nous y reviendrons dans la prochaine section, en discutant le phénomeéne de

Balian-Low.

III LE PHENOMENE DE BALIAN-LOW

Nous avons vu au théoreme 1 de la section précédente un exemple de condi-
tion suffisante d’existence de repére de gaborettes, avec ’hypothése bowy < 27.
Il s’avere que cette hypothese est en fait nécessaire. En d’autres termes, si
bowe > 2m, ’échantillonnage de la transformée de Gabor n’est pas suffisam-
ment fin. La valeur bowy = 27 est la valeur critique. C’est ce qu’exprime le
théoreme suivant, dont la preuve peut étre trouvée dans [5] et les références
incluses dans cet article.

Théoréme 3 Soit {gnm,n,m € Z} un repére de gaborettes, de paramétres by
et wo. Alors bowy < 27 ; plus précisément, si bowy > 2, il existe f € L?(IR)
telle que f > 0 et (f,gnm) = 0 pour tousn,m € Z.

Le théoreme de Balian-Low décrit le comportement des repéres de ga-
borettes a la densité critique, c’est-a-dire pour bowg = 27. Plus précisément, il
exprime 'incompatibilité entre le fait que la famille {gmnn,m,n € Z} soit un
repere de gaborettes a la densité critique et la régularité de g et §. En fait, si
bowo = 27, {gnm,n,m € Z} serait une base inconditionnelle de L?(IR) ; mais
nous allons montrer que c’est impossible.

De nombreuses démonstrations ont été proposées, depuis la premiére totale-
ment rigourcuse die & R. Coifman et S. Semmes, fondées sur des arguments
différents. Nous donnerons ici la preuve de G. Battle, qui a le mérite d’étre
relativement simple et de découler du principe d’incertitude de Heisenberg.

III.1 Le principe d’incertitude de Heisenberg

Commencons par une bréve description du principe de Heisenberg, dans sa
forme la plus générale. Soit A un opérateur auto-adjoint sur ’espace de Hilbert
‘H. Si v € H, on associe & A les quantités suivantes :

¢ Valeur moyenne de A dans ’état v :

(Ao = (v,A4-v) (IIL.1)
o Incertitude sur A dans ’état v :
AyA = [(4%), — (4)2]* (IIL2)

Dans ces conditions, le principe de Heisenberg s’énonce ainsi :
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Théoréme 4 Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints sur lespace de
Hilbert H et soit v € D(A)ND(B) N D(i[A, B]). Alors

BvA- 8B > (A, B]), (IIL3)
(Ici [A,B] = AB — BA est le commutateur de A et B.)

Preuve : On voit facilement que : A,A = ||[4 — (A)y] - v|| et de méme pour
A B. Soit A € IR et évaluons :

A = (A4)o]- v+ A[B —(B).] - v][?
= A2A,B? 4+ i\v,[A — (A)y, B — (B)J} - v) + A, A
= A2A,B? +i)\[A, B])y + A, A

Il s’agit d’un polynéme du second degré en A, toujours positif ou nul. Son
discriminant est donc négatif ou nul, ce qui prouve le théoreme.

Revenons au cas de L?(IR) et introduisons les opérateurs usuels de la
mécanique quantique : la position

Q- f(z)=zf(z) (II1.4)
et 'impulsion
P.-f(z)= —idfd(;). (I1L.5)
(T11.3) s’écrit alors, pour toute f € D(Q)ND(P) :
ArQ-AfP > -;— (11L.6)

En particulier, on en déduit aisément que :
[@-atir@ras x [€-91/0rae 2 [Ir@pPa,

o z = [ z|f(z)|2dz/||f||? (resp. &) est la valeur moyenne de z (resp. £).

La relation d’incertitude de Heisenberg exprime donc I’existence d’une limi-
te aux propriétés de concentration d’une fonction dans I’espace des phases (ou
espace temps-fréquence).

ITI1.2 Le théoréme de Balian-Low

Passons maintenant au théoreme de Balian-Low. Par commodité, on intro-
duira encore les opérateurs suivants sur L?(IR) :

o Modulation: E,, - f(z) = fom(x) (I11.8)
o Translation: T, - f(z)= fue(z) (I11.9)

La preuve de G. Battle repose sur les deux lemmes suivants :
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Lemme 2 Si f,g € L*(IR) sont telles que Q- f,Q-g€ L} (IR) et Q- f,Q-§ €
L?(IR), on obtient :

(@ £,P-g)~(P-£,Q-9) = 7(f,9). (111 10)

Preuve: Q-f,Q-g € L?*(IR) implique que P- f, P-g € L?(IR). Supposons tout
d’abord que f,g € S(IR). Alors (Q- f,P-g)—(P- f,Q-g) =(Q,P]- f,9) =
1(f,g). Ensuite, par densité de S(IR) dans L*(IR), on peut trouver deux suites
{fi} et {gx} dans S(IR) telles quefx — f,gx = g, P-fe = P-f, Q- fr = Q- f,
P-ge 3 P-getQ-gx = Q- g et la continuité du produit (,-) permet de
conclure.

Lemme 3
(i) [Q, EnT,] = nbg E, T, . (ii) [P, EpnTn] = mwo Epy T

Preuve : i) On vérifie aisément que [@, E,,] = 0, pour tout m et [P,T,] = 0,
pour tout n. Donc, d’apres l'identité de Jacobi, (@, EnT,] = En[Q,T,] =
nbo B, Ty, ii) Méme démonstration.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoreme de Balian-
Low (ou plus exactement une forme plus faible, comme nous allons le voir).
L’idée générale de ce résultat est qu’on ne peut construire de repere strict de
gaborettes (et a fortiori de base de gaborettes) régulieres et localisées. En
supposant que 'on ait un tel reptre, construit & partir d’'une gaborette g(z),
on a alors obligatoirement [ z%|g(z)|?dz = oo (donc mauvaise localisation dans
Iespace des z) ou [ £2|§(€)|2d€ = oo (donc mauvaise localisation dans espace
des fréquences).

Théoreme 5 Soit g € L*(IR) telle que {gnm,n,m € Z} soit un repére de
gaborettes, de paramétres by et wy, avec bowy = 2. Soit {Gnm n,m € Z} le
repére dual. On ne peut avoir alors simultanément Q-¢,Q-3,Q-9,Q-g € L*(IR).

Preuve : Procédons par 'absurde et supposons que Q-g, Q-§, Q-3,Q-g € L? (IR).
Nous savons que {gnm,n,m € Z} est une base inconditionnelle bornée de
L*(IR) et {Gnm,n,m € Z} est donc sa base biorthogonale. Donc (gnm, ki) =
O0nkdmi. Evaluons :

(EanQ * 9, g) = (QEan * g, _(7) - nb()(Ean * g, g)
= (Ean . gaQ : g))
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D’autre part, d’aprés les hypotheses, P.g, P.j € L?(IR) et (g, EnToP - §) =
(P-g,EnTy - g) d’aprés le lemme 3. Donc,

(Q-9.P-3) =) (Q 0 EnTn-G){EmTn-g,P-3)
=S (EmT-nQ " 9,5){9, E-mT-nP - §)
= (EmTn-9,Q 3P g, EmTn - §)
=(P-9,Q-3)

ce qui contredit le lemme 2 et prouve ainsi le théoreme.

Remarque : Ce théoreme n’est pas exactement le résultat de Balian et Low,
mais une forme faible de celui-ci. L’énoncé original est simplement qu’on ne
peut avoir simultanément Q- g € L2(IR) et Q- § € L?(IR). L'équivalence entre
les deux énoncés est die a I. Daubechies et A. Janssen, qui ont montré que, si
{gnm,n,m € Z} est un repeére de gaborettes a la densité critique, alors

{Q-geﬁ(ﬂ?)@Q-ﬁeL?(ﬂ?),
Q-g€L}IR) & Q- je L*IR).

Le théoréeme de Balian-Low a, notamment, une importante conséquence né-
gative. Il implique que 'on ne peut espérer construire de base de gaborettes
(orthonormée ou pas) de L2(I?) possédant simultanément de bonnes propriétés
de localisation et de régularité. Nous verrons un peu plus loin que les ondelettes
ne présentent pas un tel défaut.

IV REPERE D’ONDELETTES

Considérons maintenant le cas des ondclettes. La premiére étape est le
choix d’une grille de discrétisation adaptée a la géométrie sous-jacente. Dans
ce cas, le choix naturel est celui d’une grille dyadique, c’est-a-dire un réseau

{(be,a;) = (kboa),ad) ,j,k € Z)} (IV.1)

pour deux nombres réels strictement positifs ag et bg. Sans perte de généralité,
on peut encore se restreindre & ag > 1, en s’y ramenant pour ap < 1 par
un changement j — —j. Etant donnée une fonction ¥ € L'(IR), telle que
e = [ [¥(u)|*2 < oo, on considere donc la famille d’ondelettes

Piu(e) = ad v(aje - kbo). (Iv.2)

La premictre remarque a faire concerne une différence fondamentale avec le cas
des gaborettes. Il n’existe, dans le cas des reperes d’ondelettes, aucun analogue
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de la densité critique de Nyquist, ni donc du phénomeéne de Balian-Low. En
effet, si {tj¢,j,k € Z} est un repere d’ondelettes de parametres ag et by et de
bornes A et B et si I'on note g(z) = A"¥(2), il est facile de voir que ¢(z)
engendre un repére d’ondelettes, de parametres ag/ et Abg et de bornes A et B.
De plus, méme en fixant le parameétre A, on peut montrer que le phénomeéne
persiste. Des exemples sont montrés dans [3]. Pour ag fixé, il n’existe donc
aucune valeur critique pour by au-dela de laquelle aucun repére d’ondelettes
ne peut exister (indépendamment du choix de ¢). Cette remarque est en fait
d’une importance considérable pour la suite. La non-existence d’une version
ondelettes du phénomene de Balian-Low permet d’espérer pouvoir construire
des bases d’ondelettes de L%(IR) possédant de bonnes propriétés de régularité
et de localisation. Le premier exemple de telles bases a été donné par J.O.
Stromberg en 1981 et on en connait maintenant un tres grand nombre.
Revenons au probleme des reperes d’ondelettes. Nous avons ainsi vu qu’il
n’est pas possible de trouver un domaine pour (bg,ao) hors duquel {¥;, j, k €
Z} ne peut étre un repere de L*(IR), indépendamment du choix de ¥(z). En
revanche, pour un () fixé, il est possible de préciser un peu plus la situation,
c’est-a-dire d’obtenir des estimations analogues au théoreme 2 de la section II.

Théoréme 6 Soit (r) une ondelette et soit {yji,j,k € Z} une famille
d’ondelettes définie par (IV.2). Notons

=ess in bal €)]? .
m(,a0) = Ee[ogo];w( 2% (1v.3)
M(,a9) = ess sup Zw(aéf)[?, (IV.4)

EG[OYGU] i
Bls) = sup > [i(afo)llb(afe + 5)), (1V.5)
EG[O,GO] ]
C. = sup [(1+ 5%) T B(s)). (1v.6)
s€IR

Si m(y,a9) > 0, M(3),a0) < o0 et Cc < oo pour un certain € > 0, il existe
alors une valeur critique b¢ telle que ¥by < b°, la famille {¢ji,j,k € Z} est un
repére de L?(IR).

Preuve : Soit f € L*(IR). Evaluons ¥ |[(¢jk, f)|? a I'aide de la formule som-
matoire de Poisson. Ceci nous donne :

S HE =S / e E Y al €y (ad ) F(E)" F(C) dedc

ik

2 s e 2%kw\ . L %kn _;
> w(aés)w(aas + 70’1) f(£)*f(£+ s ’)ds
J.k
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Evaluons tout d’abord le terme en k = 0. Il vaut :
2m - RPN
= [1ior oo .
0
L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux termes k > 0 donne :
H
[ [ 1oteie o (sde+ 57) 1o
k>0
o i 2%kn o%kr _\|® 1%
x[Z/lf(s)t\zp(aéu 2 1 (e + 5mai) |
J

Appliquant de nouveau I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient I'encadre-
ment :

lejk,f)l“’s%;[ (Bra0)+ 3 (2’”) ( 2’”)] e av.

k>0

ZI(wjk,fH?z%[ ($ra0) = 3 4/8 (2“) ( 2"”)] IFIE.  (1v.8)

k>0

C. < oo assure que la somme sur k converge et tend vers ( quand ay tend vers
co. Ceci implique donc qu’il existe une valeur critique strictement positive b°
au-dessous de laquelle on obtient un repere. Ceci achéve la démonstration du
théoreme et montre donc I’existence de repéres d’ondelettes. Notons que ce
résultat fournit tres simplement des estimations pour les bornes du repere. En
effet, on obtient immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire Avec les notations du théoréme précédent, si Y(z),aq et by sont

tels que
m(,ag) > \/ﬂ(%>ﬁ(_2;m> (1V.9)

alors la famille {yji, j,k € Z} est un repére d’ondelettes de L*(IR), de bornes :

A= 2[ ($,a0) =Y _4[8 ( )(‘if“)] (1V.10)

k>0

[ ($ra0) + > (21””) (—Z:”)] (IV.11)

k>0
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Dans de nombreuses applications, il est intéressant de choisir une maille de
réseau ap égale 4 2. Dans ce cas, il est possible d’obtenir des estimations plus
précises pour les bornes A et B du repére. Ceci est décrit dans [5] (corollaire
2.9).

Remarque : Repéres d’ondelettes en dimension n. On peut aussi construire
des reperes d’ondelettes en dimension n quelconque et ce pour chacune des va-
riantes présentées au chapitre II. En ce qui concerne les ondelettes engendrées
simplement par des translations et dilatations, on peut aisément adapter la
démonstration du théoréme précédent pour obtenir des estimations pour les
bornes des repéres correspondants. L’introduction des rotations rend la situa-
tion légtrement plus complexe, car elle oblige & construire une discrétisation
adaptée du groupe SO(n) ou de la sphere S™~!, autrement dit une partition de
SO(n) ou de S™7! en cellules de volume constant (par rapport a la mesure as-
sociée). Ainsi, on obtient aisément par des arguments similaires aux précédents
des estimations pour A et B. Ceci a été fait dans les cas particuliers de SO(2)
et SO(3) dans [15].

V REPERES CONTINUS ET GENERALISATION

Nous avons dans ce chapitre introduit les reperes uniquement pour décrire
le contréle de la discrétisation des formules continues précédemment utilisées.

Un repere discret de L?(IR) est naturellement introduit en considérant des
familles de fonctions ¥y, ot A € A est un index au plus dénombrable. Dans ces
conditions, I'opérateur

R: fELMIR)>R-f= (f,hr)x (V.1)

A€A

n’a en général aucune raison d’étre une multiplication par une constante. Le
cas des reptres discrets correspond aux cas out R est borné et inversible a
inverse borné. On V’écrit alors sous la forme d’une perturbation d’un opérateur
constant, ce qui conduit & ’algorithme itératif décrit au début de ce chapitre.

V.1 Reperes continus

Il faut cependant noter que la notion de repére peut étre généralisée au cas
de décompositions continues, comme nous le voyons sur cet exemple simple :
Supposons maintenant que A soit, non plus un index dénombrable, mais un
espace mesuré (A, u) et considérons une famille de fonctions 1y, o A € A. On
introduit de méme ’opérateur :

Ri feL} M)+ R = [ (fon)wdul) (v.2)



Repéres continus et généralisation 133

On dira alors que la famille {15 , A € A} est un repére de L?(IR) si R est borné
a inverse borné.

Exemple : atomes temps-fréquence. Revenons a une problématique de traite-
ment du signal et considérons par exemple le cas des atomes temps-fréquence,
motivé de la facon suivante. Nous entrerons plus profondément dans ces
aspects au chapitre VII. Nous avons décrit au chapitre II deux types de
représentations temps-fréquence linéaires, fondées sur un ensemble de trans-
formations naturelles (translation, modulation, dilatation). Chacune de ces
représentations est adaptée & certains types de signaux ou de problemes. Il
est naturel de chercher une généralisation de ces deux méthodes, en mettant
ensembles ces trois transformations, qui n’apparaissaient que par paires dans
les deux cas classiques. On voit immédiatement qu’il n’est pas possible de con-
server simultanément les trois variables (R n’est pas dans ce cas borné) et qu’il
faut donc introduire des dépendances (par exemple la variable d’échelle fonc-
tion de la variable de modulation). Le programme est donc de refaire ’analyse
précédente dans ce cadre.

Donnons-nous donc une fonction ¥ € L!'(IR) et associons-lui la famille
formée par

Yo (2) = 0y (;(;;)) (V.3)

olt B(w) est une fonction de classe C'! par morceaux et b,w € IR. Si’on prend
A = IR? et pour mesure la mesure de Lebesgue associée, il est facile de vérifier
que lopérateur associé est un opérateur de convolution, donc caractérisé par
un multiplicateur

x© = [ [oowe-w)| a (V-4

Ainsi, on obtient un repére continu si et seulement si il existe deux constantes
C et C; telles que :

0<Cy <x(6) L0 < oo, (V.5)
ce qui correspond a une condition d’admissibilité portant simultanément sur ¢
et sur 8.

Nous voyons donc qu’il est facile de construire des reperes continus. Dans
ce cas, on parle parfois de reperes associés & des multiplicateurs. On peut
considérer par exemple des fonctions S(w) particulieres, utiles dans certains
contextes spécifiques. Citons entre autres la famille de choix suivante :

1 st w < wy

w) = A :

ﬂ( ) {m simon

qui conduit & des systémes de fonctions se comportant comme des ondelettes
a haute fréquence et des gaborettes & basse fréquence, propriété parfois utile
pour le traitement de la parole.
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V.2 Repéres discrets d’ondelettes interpolantes

Reprenons 'exemple précédent et voyons maintenant dans quelle mesure il
est possible de remplacer l'intégrale par une somme discrete. On peut sans
trop de difficultés renouveler ’analyse précédente, et conclure a Pexistence de
reperes discrets associés aux repéres continus considérés. Avec des arguments
en tous points similaires aux précédents, on a alors un critére identique pour
I’existence de reperes discrets d’ondelettes interpolantes :

Soit 1 (z) € L2(IR) et soit

{(bmn, wn )} = {(mB(wn)bo,wn);m,n € Z}
un sous-ensemble discret du plan temps-fréquence. Notons
2

Ve = Y [(B(wa)(€ +wa)

n=-—0o

et

B = s 3 [d08n(E + )| [B3n) € + o) + )

n=—00

Théoréme 7 Avec les mémes notations que plus haut, si U(£) est essentielle-
ment borné supérieurement et inférieurement et si

lim B (E> B (—E) =0
a—0 k20 a a

Alors, il existe une valeur critique by, de by telle que Yby < by, la famille

R SR P (”3 —bm>
Ymn ﬂ(wne Y ﬁ(wn)

soit un repére de L*(IR).

Nous renvoyons & [12] pour une preuve de ce résultat, ainsi que quelques
exemples traités en détail. Il est en particulier montré que des fonctions § de
la forme B(w) = w® conduisent a des repéres aussi bien discrets que continus.

VI ONDELETTES “PRESQUE CONTINUES”

Il est souvent utile de pouvoir disposer d’une version “intermediaire” entre
les formules continues et les reperes d’ondelettes, en particulier lorsqu’on veut
utiliser numériquement une décomposition continue tout en essayant de pré-
server au maximum les propriétés de covariance de la transformée continue
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(qui sont absentes par construction dans le cas des repéres). Plus précisément,
la covariance par translation (i.e. la transformée continue en ondelettes d’une
copie translatée d’une fonction f(z) est égale 4 la copie translatée —de la méme
quantité— de la transformée continue en ondelettes de f(z)) est souvent utile
en pratique. Ainsi, étant donnée une ondelette ¢»(z), on est amené & considérer
la famille suivante : ‘

Yik(z) =277y (277 (z — k) (VL)
(Alors que dans le cas d’un repere, les objets considérés sont plutét de la forme
294 (2‘j T — k) .) La différence essentielle entre ces deux types de fonctions est
leur localisation spatiale. Alors que v (Q"j T — k) est essenticliement localisée
au voisinage de z = k27, ¢ (277(z — k)) est localisée au voisinage de z = k.
Ainsi, les 1;¢(x) permettent-elles un échantillonnage de la transformée sur un
réseau régulier en k, indépendant de I’échelle.

Commencons par considérer une ondelette ¥(z) telle que

Z |(27€)]* =1 (presque partout) (VL.2)
J

et notons, pour tout f € L?(IR),
Tyj(z) = Tr(2,27) = (£, v5e) (V1.3)

Lemme 4 La transformation f € L*(IR) — {T;f € L*(IR),j € Z} est une
isomeétrie.

Preuve : Un calcul immeédiat montre que

T 112 = /m FOR [(2e)P de (V1.4)

et le lemme en résulte.
On introduit alors la fonction ¢(z) € L?(IR), choisie de telle sorte que

1B =D lb(2) (VL5)
j=1

et pour toute fonction f € L%(IR)

Sri(@) = (£, ¢ix) (VL6)

Alors que la fonction Tjf(z) représente essenticllement les “détails” de f(z)
4 Péchelle 27, S; f(z) représente une approximation (ou un lissage) de f(z) a
cette méme échelle, que I'on exprime comme superposition de tous les détails
aux échelles supérieures.
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Remarque: Notons ici que la discussion qui précede est tres proche dans 1’esprit
de la section V1.1 du chapitre IL. Il s’agit en effet d’une version discrete de cette
derniére, mais aussi d’un premier pas en direction des analyses multirésolution
proprement dites, abondamment décrites dans [Me] et [6] et que nous avons
donc choisi de ne pas aborder dans cet ouvrage.

En pratique, les fonctions ou signaux considérés sont le plus souvent discré-
tisés, c’est-a-dire donnés par un ensemble de valeurs numériques (échantillons) :
{fn,n € Z}. Ceci introduit naturcllement une limite sur les échelles & con-
sidérer, par exemple j = 0. Il s’agit alors d’évaluer des coefficients F; f(k), k €
Z,j € IN associés a la suite {f,}.

VII COMMENTAIRES ET REFERENCES
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par R. Duffin et A. Schaeffer [8], dans un contexte d’analyse harmonique clas-
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Chapitre VII

ETATS COHERENTS ET
REPRESENTATIONS DE CARRE
INTEGRABLE DE GROUPES
LOCALEMENT COMPACTS ET
D’ESPACES HOMOGENES

Ce chapitre, quelque peu marginal par rapport aux autres aspects traités
dans cet ouvrage, est consacré & une approche différente des représentations
temps-fréquence et a leurs généralisations multidimensionnelles. Nous allons en
effet voir comment les dériver en se basant sur de simples principes de symétrie.
1’idée est ici d’élaborer un “algorithme” de construction de représentations
temps-fréquence, a partir d’hypothéses de covariance. Il s’agit 1a d’une pro-
cédure trés courante en physique quantique et en optique notamment, ou elle
porte parfois le nom de représentation en états cohérents.

Le langage employé dans ce chapitre est celui de la théorie des groupes.
Nous renvoyons a l’annexe B pour une description sommaire des concepts
nécessaires. Le schéma général est le suivant : étant donné un espace de
Hilbert H (en général un espace L?, espace auquel appartiennent les signaux
dans notre cas) sur lequel agit un groupe de symétrie G, on associera a chaque
élément v € H (& chaque fonction analysée) une fonction de L?(G) ou de
L?(X). X est un espace homogene par rapport & G (c’est-a-dire que l'on sait
faire agir G sur cet espace), faisant apparaitre explicitement des propriétés
possibles d’invariance de v (par exemple, dans le cas des ondelettes classiques,
linvariance par changement d’échelle). Les questions que l'on se pose alors
sont : Quelles sont les symétries possibles 7 Sont-eclles respectées exactement
ou de fagon approchée 7

I INTRODUCTION

Avant d’entrer dans le vif du sujet, il est utile de préciser en quelques
mots les motivations & se placer dans un cadre algébrique pour décrire les
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représentations temps-fréquence. Nous avons eu 'occasion de voir, au chapi-
tre II notamment, que les ondelettes (ou gaborettes) sont engendrées a partir
d’une fonction unique par des transformations géométriques simples. Nous
avons aussi eu ’occasion de voir quelles sont les propriétés de covariance de ces
transformées et les conséquences de la covariance. (Il s’agissait de covariance
temps-fréquence.) On peut aussi illustrer la covariance position-échelle. Pour
ceci, considérons une expérience imaginaire dans laquelle I'on aurait a utiliser
un automate sur une plantte lointaine. Cet automate aurait & prendre des
décisions (du type “Javance”, “je recule”, “j’enjambe”, “je contourne” ...)
en fonction de son environnement. Une possibilité serait de pouvoir disposer
d’une représentation de cet environnement, représentation qui lui fournirait des
renseignements quant a la position et la taille des obstacles. On se retrouve la
dans un contexte “position-échelle”. De plus, la taille dans la représentation
doit &tre proportionnelle 4 la taille réelle et la position refléter la position réelle
des obstacles. Ceci est exactement une contrainte de covariance.

Nous préciserons un peu plus dans ce chapitre les structures géométriques
sous-jacentes. Dans un premier temps, nous décrirons le cadre dans lequel
se placent les représentations temps-fréquence, i savoir le cadre des représen-
tations de carré intégrable de groupes localement compacts. Puis, nous ver-
rons pourquoi toutes les propriétés de covariance ne sont pas accessibles, ce
qui nous amenera a considérer le cas plus complexe des représentations res-
treintes & un espace homogene. Nous verrons alors sur quelques exemples
(le développement de la théorie compléte va bien au-dela des objectifs de ce
livre) se dégager un choix naturel pour Pespace homogene, bien connu des
géometres et des algébristes sous le nom d’“espace des phases”, c’est-a-dire
un espace de dimension paire contenant simultanément des informations spa-
tiales et fréquentielles. Ceci nous ramene naturellement aux représentations
“temps-fréquence” et donne un éclairage différent aux méthodes développées
au chapitre V en particulier.

II REPRESENTATIONS DE CARRES
INTEGRABLES ET ETATS COHERENTS

Parmi les représentations unitaires d’un groupe localement compact G, il
existe une classe de représentations particulierement intéressantes, dites de
carré intégrable. Considérons une représentation unitaire m du groupe locale-
ment compact G sur I'espace de Hilbert H.

Définition 1 7 est de carré intégrable si :

(i) = est irréductible ;
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(i) il existe un élément v € H, v # 0, tel que

/G [{7(g) - v, v)|*dnc(g) < co. (IL.1)

v est dit vecteur admissible.

Remarquons que si 7 est de carré intégrable et si p est une autre repré-
sentation de G unitairement équivalente & 7, alors p est elle aussi de carré
intégrable.

II.1  Coefficients de Schur et relations d’orthogonalité

Si 7 est une représentation unitaire de G sur H, on lui associe la famille
suivante de fonctions sur G, appelées coefficients de Schur et définies par :

bu,u(9) = (w(g) - u,v),u,v € H. (IL.2)

De tels coefficients jouent un réle extrémement important dans la théorie des
représentations des groupes localement compacts en général. Ils sont particu-
lierement intéressants dans notre contexte, car ils vérifient des relations dites
d’orthogonalité.

Ces relations ont d’abord été obtenues dans un contexte de groupes fi-
nis, puis compacts , localement compacts unimodulaires [8] et non unimodu-
laires [7], [5]. Les relations d’orthogonalité des coefficients de Schur permet-
tent en particulier de réaliser une représentation de carré intégrable comme (a
équivalence unitaire prés) une sous-représentation irréductible de la représen-
tation réguliere gauche du groupe, ce qu’exprime le résultat suivant :

Théoréme 1 Soit m une représentation irréductible unitaire du groupe G (lo-
calement compact séparable) dans 'espace de Hilbert H. Alors 7 est unitaire-
ment équivalente 4 une sous-représentation irréductible de la représentation
réguliére gauche si et seulement si il existe un cocfficient de Schur ¢y, qui soit
de carré intégrable.

Preuve: 1) Soit ¢ € H et supposons qu'il existe v € H tel que ¢y, appartienne
a L*(G). Soit T : H = L*(G) lopérateur défini par :

T:voT, =y (IL3)

L’irréductibilité de 7 assure que T est densément défini sur H. De plus, si
gheG,ona

Ta(hy-o(9) = (7 (h) - v,m(g) - ) = (v, w(h™"g) - ¥) = Tu(h™"g) = [M(h) - T.] (9)
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de sorte que T entrelace m et A (voir ’annexe B pour une définition des
opérateurs d’entrelacement). Le lemme de Schur assure donc que T est un
multiple d’une isométrie et est défini sur tout H. Il en résulte que 7 est uni-
tairement équivalente & une sous-représentation de A, ce qui prouve la premieére
partie du théoréme.

2) Soit £ € L?(G) un sous-espace fermé invariant minimal de L?(G), soit
P : L*(G) = K le projecteur orthogonal associé et soit F' € K. Soit & une
fonction continue a support compact sur G, telle que F x & # 0, ot on a posé
comme & Phabitude &(g) = ®(g~1)*. Alors

(F,x\({])-P-‘I’)=<F,P~)\(g)-‘1)>=F*<i)(g)

et F x & € L*(G), ce qui acheve la preuve du théoreme.
On peut donc écrire, pour tous u,v € H et tous vecteurs admissibles ¢,0 €
H:

(Dpu, Pov) = cyo (u,v) (I1.4)

ol cyp est une constante que ’on supposera finie.
Quant aux relations d’orthogonalité elles-mémes, elles sont données par le
théoreme 2.

Théoréme 2 Soit 7 une représentation unitaire de carré intégrable de G sur
Pespace de Hilbert H. Alors il existe un unique opérateur auto-adjoint positif
A, tel que

A-m(g) = A(g)w(g)- A (IL5)

et tel que Pon ait de plus :

e Si,v € H, ¢y, € L2(G) si et seulement si y appartient au domaine de
(A7172).

e Pour tous v,v' € H et ¢,¥’' € Dom(A~/%), ona:

(Bpvr o) = (0,0) (A7) -y, (A7TV2) - 0) (IL6)

Si G est unimodulaire, A est un multiple de I’identité.

Preuve : Nous renvoyons & (7] et [9] pour deux démonstrations différentes de ce
résultat, que nous n'utiliserons pas directement ici. L’opérateur A est appelé
dimension formelle de w. Nous verrons plus loin qu’il prend dans certains cas
une forme extrémement simple.

Nous verrons aussi, quand nous considererons des exemples précis, comment
traiter le cas des représentations complétement réductibles.
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I11.2 Etats cohérents et transformation associée

Nous allons maintenant voir comment les représentations de carré intégrable
permettent de se placer dans le cadre de la théorie des états cohérents (géné-
ralisés) tels qu’ils sont définis par J. Klauder et B. Skagerstam [13]. Suivant
Klauder et Skagerstam, on définit une famille d’états cohérents dans un espace
de Hilbert H comme une famille d’éléments de H, que nous noterons {fx, A €
A}, indexée par un espace mesuré {A,u}, telle que les conditions suivantes
soient réunies :

(1) Continuité : 8y est une fonction fortement continue de 'indice A.

ii) Résolution de 'identité : L’égahté opératorielle suivante est réalisée
faiblement :

/A 0x @ radp(A) = T (IL7)
ol 7, est la forme linéaire sur H :
Ty :v € H = 7a(v) = (Oa,0) (1L.8)
et ol1 8, ®7) est doncle projecteur de rang 1 (en général non orthogonal) :
AR 7y:vEH 2 (6),0)8) € H. (11.9)

La résolution de ’identité est parfois notée en utilisant les notations de
Dirac :

/A IN(Aldp(X) = 1 (11.10)

ol |A\) représente le vecteur 6 et ()| la forme linéaire 75. On parle aussi
de relation de complétude ou de fermeture.
On appelle coefficients de v € H les produits scalaires :

Su(X) = (63, v) = Ta(v) (IL.11)

Les coefficients forment la transformée de v, qui est une fonction sur A et vérifie
I’équation intégrale :

Sy(A) = /A K (A NSy (N)du(X') (IL12)

ou le noyau
Iﬁ'(/\,)\/) = (9)\,9,\/) (H.13)

est appelé noyau reproduisant associé & la famille {65, A € A}.
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II.3 Retour aux représentations temps-fréquence

Nous allons maintenant voir quel est le lien entre représentations temps-fré-
quence, états cohérents et représentations de carré intégrable. Plus particulie-
rement et en suivant [9], nous allons voir comment I’équivalence unitaire des
représentations de carré intégrable avec une sous-représentation irréductible de
la représentation réguliére gauche fournit automatiquement des familles d’états
cohérents et des transformations de type “transformation en ondelettes” as-
sociées.

En effet, reprenons la preuve du théoréme 1 et considérons l'opérateur
d’entrelacement utilisé.

T:veH>T, = oy (I1.14)

Cet opérateur est donc une isométrie et peut ainsi étre inversé en utilisant son
adjoint. On obtient ainsi :

Corollaire 1 Soit m une représentation de carré intégrable de G sur espace
de Hilbert ‘H et solent ¥,8 € H deux vecteurs admissibles. Alors tout élément
v € H admet la décomposition suivante :

v= To(g) m(g) - 8 dur(g) (IL.15)
Cyo JG

ou l'intégrale est i prendre au sens de la convergence faible et ou

Tu(g9) = {v,m(9) - ¥) (11.16)

et la constante cyg est donnée par

coo = (717) /G 16, 7(g) - )Pz (o) (IL17)

Nous nous retrouvons donc dans le méme cadre formel que celui dans lequel
nous avons placé les théorémes de représentation du chapitre I1. L’identification
est plus complete encore lorsque 'on met en évidence les noyaux reproduisants
dans les deux cas. Nous avons obtenu une transformation intégrale inversible,
associant H & un sous-cspace de L?(G). G est un groupe de transformations
naturel associé a la représentation. Nous allons voir que les représentations
temps-fréquence étudiées au chapitre II se placent parfaitement dans ce cadre.

Notons au passage que la formule de reconstruction exprime le vecteur v €
‘H comme superposition de contributions m(g) - 6 qui peuvent a priori étre
différentes des fonctions d’analyse 7(g)-1. On parle alors d’ondelettes d’analyse
et d’ondelettes de reconstruction.
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I1.4 Exemples

Nous décrivons maintenant quelques exemples simples pour lesquels la cons-
truction précédente fonctionne et conduit a des théoreémes de représentation de
type temps-fréquence.

I1.4.1 Le groupe affine et les ondelettes classiques

L’exemple le plus simple est sans doute celui conduisant aux ondelettes
unidimensionnelles classiques que nous avons étudiées. Le groupe correspon-
dant est le groupe des transformations affines de la droite, ou groupe affine, ou
encore groupe az + b.

Gaff = lRi x IR (II.18)

La loi de groupe est donnée par :
(b,a)- (V',a') = (b+ ab',ad’) (IL.19)

Il est facile de montrer (voir par exemple [10]) que Gays possede en tout et
pour tout deux représentations unitaires irréductibles inéquivalentes, agissant
sur

Hi(IR) = {f € L*(IR), f(££) = 0¥ < 0} (11.20)

de la maniere suivante :

1 z-b

In(5,0)- 1) (0) = <=1 () (11.21)
a a

Un calcul direct montre que ces deux représentations sont effectivement de carré

intégrable, de sorte qu’elles fournissent gratuitement un systéme d’ondelettes.

En effet, si ¢ € HZ(IR) est un vecteur admissible, c’est-a-dire si

. d
0<cy= /0 |¢(5)|"’?E < o0 (11.22)
alors Vf € Hi(IR), on peut écrire :
1 1 fz—b\dadb
ou
Ty(b,a) = ¢pyys(b,a) = (f,7(b,a) - ¥) (I1.24)

Pour faire le lien avec la version de ’analyse par ondelettes utilisée en théorie
de Littlewood-Paley (c’est-a-dire sur L?(IR) et non H(IR)), il est utile de faire
la remarque suivante.
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Proposition 1 Soient my, ...my N représentations unitaires de carré intégrable
. . . N©®
inéquivalentes de G sur Hi,...Hn respectivement et soit m = )| m; leur

. . ® .
somme directe, agissant sur H = Ef/ ‘H;. Notons P; le projecteur orthogonal
de H sur H;. Soit ¢ € H. Alors, on obtient la résolution de Videntité suivante
sur’H:VueH

u= o [ (o)) nlo)- vaulo) (11.25)
¢y Jao

si et seulement si P; -1 est admissible pour m; quel que soitt =1,..N et

co=ch= [ P bmila)- Pl disto) (1L26)

est une constante finie, différente de zéro et indépendantede: = 1,..N

Preuve : Soit u € H. Ecrivons u = Zfl P;-u. Alors on a

2 —
/G K, n(g) - ) diu(g) = /G
N
=3 [ 1P (o) 0} du)
+3 /G (Pi-w,(g) - ) (n(g) - 1, P; - w)dps(g)

J#i

= Z/;; (i - u,mi(g) - Pi- )I” du(g)

dp(g)

N
(3" Pi-u,n(g) - ¥)

+Z/(Pi-14,7rf(g)-Pi~¢>(7rj(g)-ijb,Pj - u)dp(g)
j#i’C
ol on a utilisé P'orthogonalité des P; et irréductibilité des ;.
Considérons tout d’abord le second terme (“termes croisés”) et supposons
qu’il ne soit pas uniformément nul. Alors on voit aisément que Popérateur

uE'Hi"'*/G(Pz"U,Wi(g)'Pi'¢>7Tj(9)'Pj'¢dll(g) € H;

entrelace 7; et 7;, d’olt une contradiction avec 'inéquivalence des représenta-
tions. Donc

N
/G (RORETONDS /G (P - w, i) - i ) [* dulg)

N .
> culipi-ull?
1
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ce qui acheve la preuve de la proposition.

Dans notre cas, étant donné que L?(IR) = HZ(IR) @ H2(IR), on pourra
“recoller les morceaux” deés lors que la contribution de 'ondelette ¢ a la de-
scription de HZ (IR) sera égale a celle correspondant & H? (IR). Ceci revient &

écrire : . df
0<cy, —-/ ’1/)

=c¢=/ |¢(£|——<oo

ce qui est vérifié des que 'ondelette ¢ est a valeurs réelles ou imaginaires pures.

I1.4.2 Le groupe de Weyl-Heisenberg ct les gaborettes

Un autre exemple trés classique (et abondamment décrit dans [19]) est
fourni par le groupe de Weyl-Heisenberg dit polarisé, i.e.

Gh oy =IR*xS! (11.27)

(o1 on a identifié le cercle S a l'intervalle [—m, 7] modulo 27) avec la loi de
groupe suivante :

(¢,p,8) - (¢s0, ") = (g+d,p+p.d+¢' +pd) (11.28)

La théorie des représentations unitaires irréductibles de Gw g est bien connue et
le théoreme de Stone-von Neumann (voir par exemple [15]) montre que toute
représentation unitaire irréductible de Gwpy est unitairement équivalente a
'une des représentations sur L?(IR) suivantes (ou A € Z, A # 0)

[7(g,p,9) - f] (z) = ePAFPE= (5 — g (11.29)

Un calcul direct montre que ces représentations sont de carré intégrable et que
tout ¢ € L2(IR) est admissible (le groupe étant unimodulaire) ; la constante
d’admissibilité est donnée par

cy = 2|yl (I1.30)

{(on a pris ici A = 1).

La représentation temps-fréquence correspondante conduit a P’analyse de
Fourier & fenétre glissante (ou analyse de Gabor) : Pour toute fonction f €
L*(IR)

f= E;Il—lm / G(q,p)e’?==Dyp(z — q)dqdp (11.31)

ou la transformée de Gabor est donnée par

Gs(q:p) = Puws(g:p,0 / f(z)e PE=Dy(z — q)*d (11.32)
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Les gaborettes en dimension n s’obtiennent trés facilement comme générali-
sations des gaborettes unidimensionnelles. En utilisant le langage des représen-
tations de carré intégrables, il suffit de considérer le groupe de Weyl-Heisenberg
en dimension n, i.e. Gwy = IR*™ x S!, avec la méme loi de groupe qu’en
dimension 1. On obtient alors la résolution de 'identité suivante :

1
- @Yl Jwe

ol la transformée de Gabor est donnée par

f _Gr(g,p)e™ = (z — q)dgdp (I1.33)

Gs(¢,p) = dys(q,p,0) = /mn f(z)e PE=Dy(z — ¢)*dx (I1.34)

II.4.3 Les ondelettes de R. Murenzi

Le probleme de la réductibilité de la représentation classique du groupe
affine sur L?(IR) se pose avec plus d’acuité encore dans le cas multidimension-
nel. Le groupe affine sur IR", isomorphe a IR} x IR", agit unitairement sur
L?(IR™) comme suit :

1 z-b
b,a) - = 11.34
(w00 7)) =~ (252) (1134
Mais si £ est un cone quelconque (de sommet origine) dans IR", on voit
aisément que ’espace

Ho(IR") = {f € L*(IR™), Supp(f) C 1} (IL.35)

est invariant par w. Donc 7 est hautement réductible. Ce probleme peut étre
réglé de deux manieres différentes, que nous avons déja rencontrées dans le cas
unidimensionnel.

La premiere solution revient a utiliser une généralisation de la proposition
utilisée dans le cas unidimensionnel et & écrire L2(IR™) comme somme hilber-
tienne de copies de H?(IR), indexées par les élements de la sphere S*~!. On
considére alors une ondelette iy € L?2(IR") telle que “sa contribution & chacun
des sous-espaces H?(IR) soit constante”, ou plus précisément telle que :

2 da
— II.
: (11.36)

o) = [ [iae

soit simultanément différent de zéro, fini et indépendant! du vecteur unitaire
€ € IR™. On obtient la résolution de l'identité suivante, que nous avons déja

!Compte tenu de I'invariance par changement d’échelle de la mesure, ceci peut étre obtenu

h 2 . . . .
en supposant que &)| est invariant par rotation. On parlera alors d’ondelette radiale.
P p p
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rencontré au chapitre II : Pour tout f € L2(IR") :

1 1 z—b\ dbda
1= mae () R (11.37)

Cy a a

Ty(b,0) = n/z/f ( )dz

Comme nous ’avons vu, cette solution est parfaite tant que ’on ne s’intéresse
qu’a des aspects position-échelle, mais souflfre de son manque de précision
fréquentielle (ou plus précisément de ’absence de variable angulaire dans ’es-
pace des fréquences).

Les ondelettes “avec rotation” de R. Murenzi [16] entrent parfaitement dans
le cadre des représentations de carré intégrable. Il suffit d’ajouter aux degrés
de liberté de translation et de changement d’échelle une variable de rotation.
On considére donc le groupe euclidien inhomogene qu’il note IG{n), donné par
le produit semi direct :

IG(n) = (IR}, x SO(n)) x k" (11.38)

(ot SO(n) est le groupe des rotations en dimension n), avec la loi de groupe
suivante

(a,r,b) - (a',r',b') = (ad,rr',b+ ar™! - b) (11.39)

La théorie des représentations unitaires de IG(n) est relativement bien connue.
La représentation qui nous intéresse est la suivante. L’espace de représentation
est L2(IR") et IG(n) agit comme suit :

[n(a,r,b) - f] (= ‘"/Zf(r_l-z—b) (I1.40)

a

On vérifie aisément que 7 est une représentation de carré intégrable et la théorie
générale lui associe des systemes d’états cohérents. Si ¢ € L2(IR™) satisfait &
la condition d’admissibilité, qui s’écrit ici?

2d£

0 < ¢y = vol (SO(n — 1)) / &(f)l - (IL.41)
" [GE
on a alors, pour tout f € LZ(IR") :
1 1 z—b\ dbda
f:—/ T¢(b,a,r —w<r—1- )——d 11.42
€y Jn x Iy xSO(n) st )a"/2 a” ur) - )

2Le volume du sous-groupe SO(n — 1) ne joue aucun réle dans I’admissibilité de 4, car
les groupes de rotation sont des groupes compacts.
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ol la transformée en ondelettes est cette fois donnée par :

—b\"*
T (b a, T' n/2 / f(:r ( . - ) dz (11_43)
Si I’on pose Y(pq ) () = [7(b,a,7) - ¥](z), on voit aisément que :
Ve () = a2 (ar™ - ) (IL.44)

de sorte que si 1/3 est bien localisée au voisinage d’une fréquence £ = ky, 1/1(;:’ ")
est elle aussi bien localisée, cette fois au voisinage de la fréquence £ = a~!r - ky.
En faisant varier a et r respectivement dans IR} et dans SO(n), ceci permet
de décrire tout ’espace de Fourier. Plus généralement, considérons un groupe
de la forme

G=HxIR" (I1.45)

ot H est un sous-groupe du groupe des matrices n x n & coefficients réels. Soit
U C IR™ un sous-espace invariant par H minimal. Il est facile de se convaincre
que la représentation suivante de G sur

HE(IR™) {f e L3(IR™), supp(f) C u} (11.46)

donnée par

m(h,b) - f(z) = |deth|""/2f (R (z = D)), (11.47)

est irréductible et unitaire. Pour certains sous-groupes H convenablement choi-
sis, on peut montrer que 7 est de carré intégrable et conduit ainsi a un systemes
d’ondclettes de HZ(IR™).

Si on prend, par exemple en dimension 2, le cas des matrices diagonales a

coefficients pOSitifS :
H= ! ap,as € IR (1148)
0 as T +

la représentation donnée en (I1.47) est de carré intégrable, si 'on prend par
exemple Y = IR} x IR} . Dans ce cas, la condition d’admissibilité est donnée
par :

L dEdC _
o< [ 1heorFE < (11.49)

Ce que 'on obtient dans ce cas est simplement une version “produit tensoriel”
des ondelettes bidimensionnelles ; nous verrons dans le chapitre suivant une
version algorithmique de ces ondelettes “produit tensoriel”.
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III CARRE INTEGRABILITE, MODULO UN
SOUS-GROUPE ET ONDELETTES ASSOCIEES

III.1 Retour sur le groupe de Weyl-Heisenberg

L’exemple le plus simple, c’est-a-dire le groupe de Weyl-Heisenberg, a déja
été décrit quelques lignes plus haut dans la discussion de la construction de
Perelomov. Le résultat de Duflo-Moore s’applique bien entendu encore au
groupe de Weyl-Heiscnberg polarisé décrit précédemment, mais plus du tout
si Pon considére le groupe de Weyl-Heisenberg plein IR? x IR, dans lequel
on autorise le facteur de phase & appartenir & la droite réelle toute entiere
et non plus & l'intervalle [—~m,7}. On peut aisément se convaincre dans ce
cas 1a qu’aucun élément de L2(IR) n’est admissible. Nous avons pourtant eu
I’occasion de signaler que le terme de phase ¢ ne joue strictement aucun role
dans la construction. C’est pourtant lui qui est le responsable de la divergence
des intégrales et qui fait échouer la construction directe des états cohérents a
partir de la représentation. Dans un certain sens, on peut dire que “Gabor a
été sauvé par la compacité de S'”.

II1.2 Ondelettes indexées par un espace homogene

Décrivons maintenant le cadre général dans lequel nous allons travailler.
Soit G un groupe de Lie localement compact séparable et soit 7 une représen-
tation unitaire irréductible continue de G sur 'espace de Hilbert H. Soit H
un sous-groupe fermé de G, considérons l'espace quotient® X = G/H. Soit
4 une mesure quasi-invariante sur X, c’est-a-dire que la transformée de p par
action de G est absolument continue par rapport & u. Le groupe G est alors
canoniquement muni d’une structure d’espace fibré (voir I’annexe B pour une
définition), de projection :

Im:G6-X (I11.1)

Pour restreindre la représentation = a X, il est nécessaire d’introduire une
section o : X — G de cet espace fibré. Il résulte de théorémes généraux que
’on peut toujours trouver de telles sections qui soient C'*° par morceaux et
Borel intégrables. On considére alors I'application

et X = U(H) (111.2)

définie par
Mg =TO0 (IIL.3)

3Nous considérons ici le cas des quotients & droite ; les quotients & gauche se traitent de
maniére tout 3 fait identique. Dans les exemples discutés par la suite, il peut arriver que pour
des raisons pratiques, on considére plutot I'un ou l'autre des types d’espaces homogénes.



152 Etats cohérents et représentations de carré intégrable

Soit maintenant ¢ € H. On introduit Popérateur A, : H — H défini par :
VueH

Ag u= / (u, o () - Y) mo(2) - ¢, dp(z) (111.4)
X
Définition

1.  On dira que la section o est strictement admissible si A, est un multiple
de Pidentité.

I

On dira que la section o est admissible si A, est un opérateur borné,
inversible a inverse borné.

3. Unereprésentation du groupe G, telle qu’il existe un ¢ € H et une section
admissible, sera dite de carré intégrable modulo H.

ITII.3 Atomes temps-fréquence : le groupe de Weyl-Heisen-
berg affine

Nous nous tournons maintenant vers des exemples un peu plus complexes,
pour lesquels nous appliquerons la procédure précédemment décrite. Notre
premier exemple est le groupe de Weyl-Heisenberg affine, c’est-a-dire le groupe
de Weyl-Heisenberg étendu (par produit semi-direct) par des changements
d’échelle en dimension 1. Topologiquement :

Gawn = IR, x IR? (I11.5)

Algébriquement, il s’agit de produits semi directs, dans la mesure ou la dilata-
tion (I%) agit sur les translations (IR?" ou IR?) de manitre naturelle. La loi
de groupe est donnée par

(qvpa a,r, d)) . (q/ap/a al’ 7‘,’ ¢/) (III 6)
= (q +ar: q/?p + a_lr 'plvaalvrrla¢ + ¢/ +p(ar‘1 ) ql)) |

Pourquoi considérer un tel groupe 7 La motivation provient de 'analyse
du signal en dimension 1, essenticllement, et est fondée sur la constatation
suivante : Les ondelettes effectuent une analyse a largeur de bande relative
constante ; en d’autres termes, la largeur de bande d’une ondelette ¢, 4y (ou sa

largeur de bande effective si 3 n’est pas & support compact) est proportionnelle
a la valeur de la fréquence autour de laquelle elle est localisée. En revanche, les
gaborettes, engendrées par translation et modulation, effectuent une analyse a
largeur de bande absolue constante, c’est-a-dire que leur largeur de bande ne
dépend pas de la fréquence analysée.

Or, étant donné un signal a analyser, rien ne dit @ priort que 'une ou 'autre
des deux méthodes est la plus efficace pour I'analyse. Bien au contraire, on sait
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maintenant avec précision (voir [4] par exemple) que, dans le cas des signaux
modulés en fréquence, les fréquences instantanées dépendant linéairement du
temps sont optimalement analysées par les gaborettes, alors que les ondclettes
sont optimales dans le cas des fréquences instantanées qui sont fonction hy-
perbolique du temps. Nous avons aussi eu 'occasion d’évoquer brievement ce
probleme au chapitre V ; certains signaux peuvent &tre modélisés fidelement
comme superpositions de composantes modulées en amplitude et en fréquence.
Or, en fonction de leur largeur de bande locale, il peut arriver que certains
de ces signaux soient micux représentés localement par des ondelettes ou des
gaborettes (la fonction d’analyse peut faire interagir plusicurs composantes,
comme nous l'avons dit au chapitre V). Dans ce cas, on peut avoir besoin de
minimiser cette interaction ou, au contraire (comme on le fait cn traitement
de la parole), de la maximiser pour produire une description plus proche d’un
modele donné (voir [2] par exemple).

On peut donc essayer de concilier ces deux approches et engendrer des
théoremes de représentation de type temps-fréquence fondés, comme les on-
delettes, sur un outil de base (I'ondelette meére) et un ensemble élargi de trans-
formations simples (en 'occurence des translations, dilatations et nodulations).
Si Pon en revient au cadre général décrit plus haut, il s’agira de travailler sur
la base du groupe de Weyl-Heisenberg affine. Dans le cas multidimension-
nel, on s’intéressera a une généralisation des ondelettes de R. Murenzi, ce qui
implique I'introduction de rotations. L’étape suivante sera 'adaptation de la
décomposition au signal, c’est-a-dire la recherche de la représentation la micux
adaptée a la description souliaitée. Ce programme imite, avec une plus grande
souplesse et dans une approche plus géométrique (mais au prix d’une perte
de la puissance algorithmique), la méthode des paquets d’ondelettes introduite
par R. Coifman et ses collaboratcurs.

Nous allons donc montrer comment construire des systemes d’ondclettes
a fréquence centrale et largeur de bande variable et adaptable. La représen-
tation que nous considererons n’est, bicn entendu, pas de carré intégrable et
il est nécessaire d’utiliser le formalisme précédent. Nous allons voir que dans
certains cas, la section du fibré G — X fournit la fonction qui adapte la largeur
de bande a la fréquence centrale des ondelettes.

Reprenons donc le groupe de Weyl-Heisenberg affine Guw ;. Pour ne pas
alourdir inutilement ’exposé, nous nous limiterons au cas unidimensionnel, ren-
voyant & [11] pour le traitement du cas multidimensionnel. Les représentations
unitaires irréductibles de Gaw iy peuvent étre completement classifiées (& équi-
valence unitaire pres, voir [11]) et nous nous restreindrons a la représentation
sulvante :

; oy 1 z—=b _
Uit p) - (o) = etoreteil T (22 ) (I1L7)

Un calcul immédiat montre le lemme suivant ;



154 Etats cohérents et représentations de carré intégrable

Lemme 1 U n’est pas de carré intégrable.

Bien que ces représentations ne soient pas de carré intégrable, elles sont
tout de méme intéressantes pour notre propos. La preuve immédiate du lemme
1 montre en effet que la divergence de l'intégrale (IL.1) pour la représentation
considérée provient d’un domaine d’intégration de dimension “trop grande”
(nous reviendrons plus loin sur cette notion?), qu’il convient donc de réduire.
Dans la droite ligne du programme défini plus haut, il est ainsi naturel de
considérer des quotients de Gowy. Considérons par exemple le sous-groupe
suivant :

H = {(0,0,a,9),a € R",p € [~m,n]}, (I11.8)

I’espace quotient :
X =Gawun/H, (I11.9)

ainsi qu’une section ¢ : X — Gawy. En paramétrant X par des éléments
{(b,w) € IR?}, nous noterons donc

o(b,w) = (b,w,a(b,w), ®(b,w)) (I11.10)

et
U, =Uoao (III.11)

la restriction associée.
Proposition 2

(i) Avec les notations précédentes, 'opérateur A, défini en (II1.4) est un
opérateur de convolution, donné par le multiplicateur

ma€) = [ |d (@) - )| law)law (IL12)

(ii) o est admissible si il existe ¢ € L2(IR) telle que le multiplicateur m,(£)
soit essentiellement borné inférieurement et supérieurement, i.e. qu’il
existe deux constantes A, B telles que

0<A<m,(§) < B< oo p.p. (111.13)

Preuve : Le calcul formel est immédiat ; une preuve plus compléte peut étre
trouvée dans [14] par exemple.

4L’information importante est ici qu’il existe un espace “temps-fréquence” naturellement
associé a la représentation considérée ; cet espace “temps-fréquence” est naturellement ho-
mogene par rapport 4 ’action du groupe. Nous verrons que les divergences apparaissent dés
que la représentation est telle que chaque point de cet espace est “visité” une infinité de fois.
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Remarque : Nous avons déja discuté ces décompositions, ainsi que leurs ana-
logues discretes, au chapitre précédent.

Exemples : Parmi les exemples classiques, on peut citer un certain nombre de
sections o :

1) La section constante
a(b,w) = ag (ITL.14)

conduit bien évidemment aux gaborettes usuelles.

2) On voit facilement que les sections “affines”
aaff(b, w) = (/\w + /1)_1 (111.15)

(ou [Aw+p| ™) conduisent & une analyse par des ensembles de fonctions, copies
dilatées et translatées d’une fonction unique (dans ce cas une copie modulée de
la fonction ¥(2)), donc & une analyse tres proche de I'analyse par ondelettes.

3) Dans les deux cas précédents, on voit facilement que A, est un multi-
ple de lidentité ; ces deux sections sont donc strictement admissibles. Plus
généralement, on introduit entre les deux une famille de “sections interpolantes”
de la forme

a,(byw) = |Aw + pf” (111.16)

qui ont la propriété de fournir une transition continue entre les deux sections
précédentes (& la valeur absolue pres). L’intérét de ces sections est que 'on
peut les voir comme une famille & un parameétre (le parametre v, les autres
étant fixés), qui permet donc de rechercher la valeur “optimale” (dans un sens
a préciser, par exemple au sens du minimum d’entropie, comme le font R.
Coifman et ses collaborateurs) pour un signal donné (voir par exemple [17]).

4) Une autre famille “naturelle” de sections est donnée par les sections ¢ qui se
comportent comme (II1.14) a basse fréquence et (II1.15) & haute fréquence. Ce
type d’ondelettes a parfois été utilisé pour la modélisation du systéme auditif
humain (voir [2]).

Etant donnée une section admissible o ct une fonction ¥ € L?(IR) telle que
(II1.13) soit valide, on peut introduire

Vo) = A7 Us(byw) - ¢ (I11.17)

ol A;1/2 est Popérateur de convolution défini par le multiplicateur m;l/z. On
a immeédiatement :
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Proposition 3 Avec les notations précédentes, toute f(z) € L?(IR) peut étre
décomposée comme :

f:/ T}’(b,w)w(byw)dbdw (IIIlS)
X

ot

T}’(b,w) = (f, 1/)(},’“,)) (HIIQ)

Remarque 1 : On a bien entendu toujours une formule de type Plancherel,
exprimant la conservation de 'énergie :

- 2
/mz |T7 (b, )] dbdw = || £|I? (I11.20)

En revanche, la restriction de i & X se traduit par la disparition des propriétés
de covariance de la représentation par rapport a Paction de Gaw . En effet,

1
ﬂ?(b’,w’,a',w')'f(b’ u.)) = <f7u(b,7wl’alv99,)—l-’40 Zud(bsw) : ¢)>

n’est en général pas lié de facon simple a T}’(b, w). On parle parfois dans ce
cas de covariance avec torsion (voir par exemple {1]), que l’'on exprime dans le
cas géndéral sous la forme suivante :

TCasyi gy asy-1r2.5 (@) = T7 (7" - @) (111.21)

Remarque 2 : Retour sur Padaptativité. Sinous considérons une famille donnée
de sections, par exemple la famille de sections interpolantes, nous disposons
donc d’une famille de représentations des fonctions de LE(IR). 1l est alors
naturcl de se reposer le probleme de sélection de “la représentation la mieux
adaptée a f(z)” dans la famille considérée. Comme nous I’avons déja signalé,
Poptimalité s’entend par rapport & un critere choisi a ’avance. Nous renvoyons
a [20] et {22] pour un exemple de tels criteres.

IV ESPACES DE PHASES

Nous n’avons vu jusqu’a présent que des exemples pour lesquels I'espace
étudié était L?(IR™) et I’espace image de la transformée temps-fréquence était
de la forme L2(IR*") ou L2(IR?" x ), ol 2 est un espace compact. L’avantage
du formalisme que nous décrivons est qu’il permet de s’adapter & des situations
géométriquement un peu plus complexes.

Nous allons en effet replacer les décompositions temps-fréquence que nous
avons étudiées dans un contexte plus géométrique. Ceci nous permettrade met-
tre en lumicre le role joué par le plan temps-fréquence ou espace des phases,
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ainsi que son statut géométrique. Nous allons voir comment P’espace des phases
peut étre construit directement a partir de Paction du groupe de covariance
sur Vespace de représentation considéré et comment la condition de carré-
intégrabilité modulo H est souvent réalisée sur cet espace des phases.

Les démonstrations ne seront le plus souvent qu’ébauchées dans cette scc-
tion, une description précise dépasse le cadre de ce texte, et nous renvoyons a
[1] et [20] pour un traitement plus complet.

IV.1 Théorie de Kirillov et espace des phases

Décrivons tout d’abord la méthode des orbites ct la construction de ’espace
des phases qui lui est associée. Soit G' un groupe de Lie localement compact
séparable. G est muni d’une action de lui-méme, appelée action adjointe et
donnée par :

ad(h): g€ G = ad(h)-g=hgh™' € G (IV.1)

Par différentiation au voisinage de I'identité, cette action peut se transporter

sur Palgebre de Lie G de G :
Ad(h): X € G — Ad(h)- X =hXh™'eg (IV.2)

Ad est aussi appelée action adjointe. Soit G* le dual de G. On peut transporter
Ad sur G* par dualité :

Ad*(h): X* € G* — Ad*(h)- X* € G*
(Ad*(h)- X=,Y) = (X", Ad(h)-Y) VY €G (IV.3)

Soit maintenant F' € G*. On appellera orbite coadjointe (ou espace des phases)
associée 4 F lorbite Op de G a travers F' par I’action coadjointe :

Op = Ad*(G)- F (IV.4)

On peut alors montrer (voir [12] par exemple) que 'espace des phascs Op cst
un espace de dimension paire. Il est clair que Op est, lui aussi, muni d’une
action de G, qui en fait un espace homogene pour G. Ainsi, on a

Or 2 G/Gp (IV.5)
ou Gf n’est autre que le stabilisateur de F', c’est-a-dire
Gr={9€G, Ad"(g)- F=F} (IV.6)

Considérons maintenant 'algebre de Lie ¢ de G. 1l est possible de la munir de
la forme bilinéaire suivante, notée Bp(-,-) ct définie par :

Br(X,Y) = (F,[X,Y]) (IV.7)
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Définition 3 On appellera polarisation réelle de G associée a F' € G* une
sous-algebre de Lie P de G maximale telle que :

Br(P,P)=0 (1V.8)

La théorie de Kirillov permet dans certains cas d’établir une correspon-
dance entre les orbites coadjointes et les classes d’équivalence unitaires de re-
présentations de groupes. Ceci est vrai en particulier dans le cas des groupes
nilpotents simplement connexes. Il est bien connu que de tels groupes sont
monomiaux, c’est-a-dire que toute représentation unitaire irréductible est uni-
tairement équivalente & une représentation induite a partir d’un caractére d’'un
sous-groupe fermé. C’est ce qu’exprime le résultat suivant ; nous renvoyons
a [12] et [19] pour la démonstration.

Théoréme 3 Soit G un groupe de Lie réel nilpotent simplement connexe et
soit G son algébre de Lie. Alors, il existe une correspondance biunivoque entre
les classes d’équivalence unitaires de représentations irréductibles de G et les
orbites coadjointes de G. Plus précisément, a toute représentation unitaire
irréductible © de G, on peut associcr une orbite coadjointe O, telle que 7 soit
unitairement équivalente a :

IndS, (e'F7) (IV.9)

ot F € O, et H est une polarisation réelle de G. De plus, m est indépendante
de H et de F € G*.

Bien entendu, la classe des groupes nilpotents est extrémement restreinte.
Néanmoins, il est possible de prouver des théorémes similaires pour d’autres
classes de groupes (par exemple les groupes dits exponentiels ou les groupes
résolubles de type I, voir par exemple [3]). La polarisation P doit, dans ce cas,
satisfaire & une condition supplémentaire, appelée “condition de Pukanszky”
(voir le complément C pour plus de précisions). En pratique, si le groupe
considéré n’appartient a aucune de ces classes, il faut procéder au cas par cas.

IV.2 Retour sur les exemples précédents

Reprenons les exemples que nous avons étudiés jusqu’a présent.

IV.2.1 Les ondelettes unidimensionnelles

Le cas du groupe affine est le plus simple. Il est facile de voir que les repré-
senta définies en (11.20-11.21) sont toutes deux induites & partir d’un caractére :

x(b,1) = €'
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de P = {(b,1),b € IR} C Gasy. De plus, un calcul simple (voir le complément
C) montre que ’espace des phases associé est isomorphe au groupe affine lui-
méme. Ainsi les deux formalismes coincident-ils dans ce cas précis.

IV.2.2 Les gaborettes

Le cas du groupe de Weyl-Heisenberg est légérement plus complexe. En
effet, il est notoire que la représentation (I1.29) est induite & partir du caractére
xXa(p,p) = ¢
(ol A € Z) du sous-groupe {(0,p,9), p € IR*,p € S'} C Gwy. L'espace
des phases associé est isomorphe (voir le complément C ou [11] pour le calcul

complet) & IR?" ou, plus précisément,

Op & qu/Sl ~ JR*" (IV.IO)

La construction des gaborettes que nous avons donnée au chapitre II correspond
a cet espace des phases ; nous avons en effet construit des gaborettes sans
tenir compte du facteur de phase ¢ dans le groupe Gwy. Le résultat est
une représentation temps-fréquence qui n’est plus pleinement covariante par
rapport au groupe de départ, mais qui est covariante & une phase prées. On
retrouve bien la le résultat classique.

IV.3 Les ondelettes multidimensionnelles

Un autre exemple simple est fourni par les ondelettes “avec rotations” in-
troduites par R. Murenzi, que nous avons également étudiées au chapitre 11
(et utilisées a la fin du chapitre V). Un calcul direct (voir par exemple [11])
montre que P’espace des phases associé a la représentation considérée du groupe
(IR x SO(n)) x IR™ sur L*(IR") est de la forme

Of = (IR; x SO(n)) x IR"/SO(n—1) = IR} x S*~' x IR™ = IR*™ (IV.11)

Rappelons que dans ce cas, SO(n — 1) étant compact et donc de volume fini,
G # Op n’a pas de conséquence sur la carré-intégrabilité de la représentation.
On vérifie facilement qu’il existe des sections admissibles. De plus, si ’ondelette
¥(z) est elle-méme invariante par SO(n — 1), il existe des sections strictement
admissibles.

IV.3.1 Les paquets continus d’ondelettes

Reprenons pour finir le cas du groupe de Weyl-Heisenberg affine Gaw .
Dans ce cas l'espace des phase associé a la représentation étudiée est de la
forme :

OF = Gawu/(m:_ X Sl) = le (IV.12)
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ce qui est I’espace quotient que nous avions utilisé pour la construction des
théorémes de représentation temps-fréquence. De nouveau, il existe des sections
admissibles, et méme strictement admissibles, associées.

IV.4 Les gaborettes sur la sphére

Voyons maintenant le cas de la sphere. Nous voulons construire une analy-
se de Fourier locale sur la sphere. Pour généraliser I’analyse de Gabor usuelle,
nous avons donc besoin d’analogues des translations et des modulations. Les
translations sur la sphere ne sont autres que les rotations de SO(n). En re-
vanche, pour les modulations, revenons-en 4 la notion physique de fréquence,
c’est-a-dire a une mesure de degré d’oscillations ou de distance entre deux os-
cillations consécutives. Ceci implique un calcul de dérivée, de sorte que I'on
est naturellement conduit & passer d’un point sur la sphere et son voisinage
a Pespace tangent a la sphere en ce point (plus précisément Iespace cotan-
gent, dual de Pespace tangent). Un candidat naturel pour ’espace de Fourier
en ce point est done 'espace cotangent & la sphere et ’espace des phases est
naturellement identifié au fibré cotangent de la sphéere. Les modulations {en
un point de la sphére) peuvent maintenant étre représentées par des trans-
lations dans P'espace de Fourier correspondant, c’est-a-dire des éléments de
IR™=!, Pour avoir des modulations en tous points, il faut donc considérer IR™.
En ce qui concerne la structure de groupe, notons qu'un déplacement sur la
spheére (¢’est-a-dire une rotation) entraine un changement d’espace cotangent
(qui est lui aussi tourné). Un bon candidat pour engendrer ’analyse de Fourier
a fenétre sur la sphere est donc le groupe euclidien E(n), qui présente ces
caractéristiques :

E(n)=S0(n) x IR" (IV.13)
ol1 le produit semi direct indique précisément que les rotations agissent de fagon
naturclle sur les translations. De plus, nous savons que le groupe euclidien
admet des représentations unitaires irréductibles sur L2(S™~1), de la forme
(voir dans le complément C) :

U(rq)- F)(s) = 0 f (- 5) (1V.14)

On montre dans le complément C comment obtenir cette représentation a partir
de certaines orbites coadjointes de E(n), i.e. les orbites associées a zf € IR
et R} = 0. Avce les notations du complément C, on choisit un systeme de
coordonnées identifiant j avec un vecteur e, d’unc base {ey,cs, en} de IR™.
On notera 2 la demi-sphere supérieure :

-1
Q= {(11,1:2,....%") esS" Yz, > 0}
Alors ’espace des phases associé A la représentation U est donné par :

Or = E(n)/(IRzi x SO(n —1))
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Figure VIL1 : Ondelettes sur $? : géométrie du probleme.

Pour simplifier les choses nous allons nous restreindre au cas de la spheére
S? C IR3, que nous paramétrons par les angles d’Euler 8,¢ (voir la figure
1 pour une représentation de la géométrie du probléme). Etant donnés trois
angles d’Euler 4, ¢, w, on leur associe une matrice de rotation

T((z), 9,w) = 7‘12(¢)) . 7‘23(9) . 7‘12(&)), (IV15)
ainsi qu’un élément de la sphere A(¢, 6), défini par :
M, 6) = r(@,0,w) - x5 = ri2(d) - r23(8) - 2§ (IV.16)

Rappelons aussi les expressions des mesures invariantes par rotation sur le
groupe SO(3) (du) et sur la sphere S? (dn) :

du(r) = du{¢,0,w) = dn(¢,8)dw = sin 8dgpdbdw (IV.17)

Soit o une section du fibré E(3) = SO(3) x I?? et notons U, la composition
de U par o. Nous utiliserons l’espace quotient suivant :

E(3)/IR= SO(3) x IR?

qui contient Of.
Soit ¢ € L(S?), a support dans 2 et considérons la transformation en
ondelettes suivante : Si f € L?*(S?) et si r = r(a,8,7) € SO(3) et g € IR? :

Tf(r’q) = <fau0(r7 q)_l : (/))
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_ / e NG0.9) y (o 0Y £(¢,0") dn(s, ), (Iv.18)
Q
oi1 (¢',8') sont les angles d’Euler de r~! - A(a, 8) :

M¢,0) = A(',0)

En utilisant la démarche précédente, on peut alors démontrer le résultat
suivant :

Théoréme 4 Soit ¥ € L?(5?) telle que Supp(z/)) cCQet

2w pm/2
0#cy =8 / / |¢ (9,6) d¢d6 < oo (Iv.19)

xj2 cOs@

Alors, I'application :
1
feL?(S%) » —T; € L*(SO(3) x IR?) (IV.20
N )
est une isométrie.

Preuve : Supposons 'équation (IV.19) vérifiée. D’apres P'inégalité de Young,
Ty € L*(IR,dq) V6. Un calcul direct (fondé sur le changement de variable
A = v(X), oi1 v(X) est la projection de A € Q sur le disque unité U C IR? et
Pégalité de Plancherel) conduit 4 :

izl =4 [ [0 12|f<¢'e>|2d”‘;§)’ u(r)

= 4n? // 6")|? [0l d" l de d du(r)
50(3) 0s 6

Ici J(A) n’est autre que le Jacobien du changement de variable A — wv(A).
Comme nous I’avons vu, la mesure invariante du sur SO(3) peut étre factorisée
en produit de la mesure invariante dn sur $? par la mesure de Haar sur le
stabilisateur de A(a, 3), qui est isomorphe & SO(2). Ainsi

[ 156,00 ) = 2ml 11 s (v.21)
S0(3)

ce qui conclut la preuve du théoreme.

11 est utile de sortir du cadre quelque peu abstrait dans lequel se situe ce
résultat et de le réexprimer avec des formules explicites. Pour cela, exprimons
tout d’abord A(¢,6) sous forme de coordonnées cartésiennes

A(¢,8) = (sinfsin ¢, —sin @ cos ¢, cos )
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Rappelons que ¢ et m/2 — ¢ représentent la partie radiale des coordonnées
sphériques de A(¢,6). On en déduit que le facteur g - A(¢,6), intervenant dans
Péquation (IV.18), vaut :

q-M¢,0) = qisinfsing — gz sinfcos¢
Utilisant de plus le fait que :
r(¢,0,w) ! = r(—w,m—8,—¢)
on en déduit les expressions explicites des angles 6’ et ¢' :

sinfsin(¢ — a)
— cos B sin 6 cos(¢ — &) + sin § cos

¢’ = —v + arctan (

' = arccos (— cos 8 cos 8 — sin 8 sin B cos(¢ — a))

Ces formules rendent le théoréme 4 directement utilisable.

Remarques

1) On montre un résultat analogue au théoreme 4 dans le cas du groupe
euclidien bidimensionnel E(2), donc des fonctions sur le cercle S*. On obtient
alors des décompositions de fonctions de L2(S') sur des états cohérents de la

forme : o
Y(ag) (0) = €9+ Dp(a +6) (IV.22)

ol ¥(a) est une fonction a support compact sur le demi-cercle. Dans ce cas,
Pespace des phases est paramétré par (a,q) € S' x IR. La résolution de
Pidentité s’écrit alors
f=X / Ty (e, ) (o dardy (IV.23)
Cy J[o,2x]x R
2) Dans le cas bidimensionnel, nous avons considéré un espace quotient qui
n’est pas ’espace des phases lui-méme, mais le contient. On peut néanmoins
se ramener i une représentation “temps-fréquence” plus naturelle en faisant
(comme nous I'avions fait pour les ondclettes sur IR™,n > 2) une hypothese de
symétrie sur 1. Si 1 est invariante sous I’action du sous-groupe SO(2) qui sta-
bilise z§, alors on vérific aisément que ce sous-groupe se factorise completement
dans toutes les équations. On obtient donc une transformation de Fourier locale
sur la sphere de la forme :

T : L2(S?) - L*(S? x IR?) (IV.24)

3) Le cas multidimensionnel est en tout point similaire au cas bidimensionnel
(voir [21] par exemple). Le théoréme de représentation que I'on obtient a
la méme forme que le théoréeme 4. De plus, en supposant une ondelette
invariante par le sous-groupe SO(n — 1), on se ramcne une nouvelle fois &
I’espace des phases.
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4) Il est aussi envisageable de construire des représentations de type “temps-
fréquence” sur des variétés plus générales que les spheéres. Si la variété en
question est homogene par rapport a ’action d’un certain groupe de transfor-
mations, le langage et les méthodes décrits dans ce chapitre peuvent encore
s’appliquer. Si tel n’est plus le cas, des transformations de type “ondelettes”
peuvent encore &étre construites, mais il n’est plus possible de donner un sens
global aux propriétés de covariance.

Le théoreme 4 permet l'utilisation de méthodes de type “temps-fréquence”
pour des signaux définis sur des spheres et non plus sur IR®. On peut no-
tamment développer dans ce cadre un analogue des techniques du chapitre V :
caractérisation de signaux définis sur la sphére et auxquels on peut associer
une fréquence (ou vecteur d’onde) local (voir {21] pour un exemple simple dans
le cas du cercle). Des applications en géophysique et astronomie sont envisa-

geables.

V COMMENTAIRES ET REFERENCES

Nous venons de décrire les représentations temps-fréquence linéaires dans
une perspective plus géométrique que ce que ’on fait habituellement. Le but
était principalement de montrer que la notion de “temps-fréquence” ou d’espace
des phases pouvaient aussi étre prises dans un sens plus géométrique, faisant
directement intervenir des propriétés de covariance. Cette approche a aussi
le mérite de lier ce type de problématique a un domaine différent, & savoir
la mécanique quantique (ces aspects étaient déja implicites dans les premiers
travaux d’A. Grossmann et ses collaborateurs [9]), puisque ’approche que nous
avons suivie cst trés proche de certaines procédures de quantification (quantifi-
cation géométrique et quantification par états cohérents, voir [13]).

L’identification des représentations temps-fréquence avec les représentations
de carré intégrable a été faite dans [9] ; les relations d’orthogonalité avaient été
démontrées par Godement [8] pour le cas unimodulaire, puis par Carey [5] et
Duflo et Moore [7] dans le cas général. Le cas du groupe de Weyl-Heisenberg
est traité en détail dans [19].

Le passage aux représentations de carré intégrable modulo un sous groupe
a été proposé initialement par Ali, Antoine et Gazeau dans [1], puis repris plus
tard par divers auteurs, en particulier [11], [6], [20], {21]. L’introduction de
Pespace des phases, naturelle dans un contexte de physique quantique, semble
étre due dans le contexte des ondelettes a [6] et [11].
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VI COMPLEMENT C

VI.1 Quelques calculs d’espace des phases

Nous donnons dans ce complément quelques exemples illustrant le calcul
de I’espace des phases associé & une représentation donnée. Nous nous re-
streindrons & quelques cas particuliers, contenant les exemples que nous avons
traités dans le corps du texte. Ce complément est cependant tres technique et
sa lecture n’est aucunement nécessaire a la compréhension du corps du chapitre
VIIL.

VI.1.1 Le groupe de Weyl-Heisenberg affine unidimensionnel

Commengons par décrire le groupe de Weyl-Heisenberg affine en dimension
n, pour fixer nos notations. En dimension n, le groupe de Weyl-Heisenberg
affine est topologiquement isomorphe a :

Gawn 2 IR x RS, x SO(n) (C.1)

et possede la structure d’un produit semi direct du groupe de Weyl-Heisenberg
n-dimensionnel par IR} x SO(n). L'élément générique est de la forme

9=(¢pa19), ¢,p€ R",a € IR}, p € I’,p € SO(n) (C.2)
la loi de groupe étant donnée par :

(¢,p,0,7,0) - (¢,0)d 7', ') = (C.3)
(g+ar-¢,p+a~lr-pad,r-r',o+¢ +p-(ar-q)) '
’ L] ) 3

Gawn peut étre réalisé comme groupe de matrices de la fagon suivante (la loi
de groupe étant la multiplication des matrices) :

1

1 tar™tp] o
g=10  for]  [d (C4)
0 0 1

(Icile symbole 7 représente la transposition vecteur colonne — vecteur ligne.)
L’algebre de Lie Gowpn de Gawpy peut, elle aussi, étre représentée comme
algebre de Lie de matrices (avec le commutateur et Paddition des matrices
comme lois) de la facon suivante : Si A € IR et R € so(n), on pose Ry = R+ A.
Alors

0 ' t
Gawn = 0 RN z|],,,zeR", \teIR,R€ so(n) (C.5)
0 0 O
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Gaw i est sous-tendue par les matrices suivantes :

o ... 01 1 . 00
0O ... 00 01 0 0
T= I =
0. .. . 0 o . .. 01
0 1 0 0
. . . . 0
P, = e e e y (P,): = 5#,0(5,,,,'.;.1
0 .o 0
0 .o 0
o . . . . .
Qi = . T | . (Q’);‘: = 5u,05;1,i+1
0 - 0
0 0
Ji={. . . =1 . .|, (J;): =0y,j410u,i+1 — Ou,j+100,i41
R
o . . . .0
Ainsi, tout élément X € G,wy peut étre écrit sous la forme :
X =2 Qi+ -Pi+ \K + R} - Ji +4T (C.6)

ou A\t e IR, z,£ € IT" et les Rf sont les coefficients d’une matrice de so(n),
que 'on notera R par la suite.

Le groupe de Weyl-Heisenberg affine unidimensionnel posseéde une structure
beaucoup plus simple que le groupe multidimensionnel. 11 est en effet résoluble,
de sorte que la méthode des orbites s’applique. Le premiere étape consiste en
calcul de I’action adjointe du groupe sur son algebre de Lie. Soit (¢,p,a,p) €
Gaw g et soient (z,€, A, t) les coordonnées d’un élément z € Gow i dans la base
{Q,P,K,T}. Un calcul simple montre que :

Ad(g)- X = gXg™! = (az — Ag,a™ €+ Ap, A, t + apr —a” g€ —pg)) (C.7)

de sorte que Ad(g) a la réalisation matricielle suivante :

a 0 —q 0
0 a~l 0
Ay =1, % 11’ 0 (C.8)

ap —a”'q —pg 1
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Par rapport 2 la base duale {Q*, P*, K*,T*}, on en déduit I'action coadjointe
suivante :

a”! 0 0 -p
ad(g) =taagy=| & 4 % 1 (C.9)
a”'q —ap 1 -pg
0 0 0 1
Soit maintenant
F=2;Q + &P + MK + 6T € Gy (C.10)
Les orbites coadjointes s’écrivent :
g ' = a~lz} — ptg
£ — §" =a&g +qts
C.11
X = A = X = pat + gz ~ apt; (C1)
g2t =1t
On distingue donc trois familles d’orbites.
VI.1.2 Orbites dégéndérées
Ce sont les orbites qui correspondent & :
zg=& =t; =0, A" =] (C.12)
Dans ce cas, la seule polarisation possible est
P =Gawn (C.13)

et les représentations unitaires irréductible correspondantes sont les caractéres
de Gaw 1.

VI.1.3 Orbites de type affine
Les orbites de type affine sont caractérisées par :
ty =0,
et donc completement par :
2 =ay =p € IR (C.14)
Considérons par exemple I’élément de Porbite O caractérisé par p :

F=Q +pP (C.15)
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Soit G le stabilisateur de F pour l’action coadjointe. Puisque,
Ad*(q,p,a,¢) - F = a7 'Q* + paP* + (qa™" — app) K™, (C.16)
G p est donnée par :
Gr={(0:9/m1,9), ¢,p € I} (C.17)
La seule polarisation possible est :
P=IRQ&IRP & IRT (C.18)

Elle vérifie la condition de Pukanszky (i.e. Ad*(e?)-F = F + PL). En effet,
soit X = xQ + &P +tT. Alors

Ad*(eX) - F = F + (z — ué)K* (C.19)
ce qui prouve ’assertion.
Considérons maintenant les représentations associées. Soit F' défini par

(C.16) et soit h = (¢,p,1,¢) = exp(X) € P = exp(P). Alors les coordonnées
de X sont (q,p,0, — pq/2). F définit un caractére yp de P;si X € P :

xr(exp X) = et <FX> (C.20)
et comme la condition de Pukanszky est satisfaite, la représentationf de Gaw jf

induite par g est irréductible.
On lobtient de la maniére suivante. Considérons ’espace de Hilbert :

H= {f tGawn —)@,/ |£(2)|? du(z) < oo,
P\Gawir

et f(h-g)=xr(h)f(g9), Yhe H} (C.21)

¢ est ici une mesure quasi invariante sur H\Gg4w 7, par exemple la mesure de
Lebesgue sur la demi-droite. Soit A la racine carrée de la dérivée de Radon-
Nikodym correspondante. Alors ¢ agit sur H :

[U(g,p,a,9) - £1(0,0,4,0) = A(q,p,a,9)f[(0,0,u,0) - (q,p,a, )]
= Ag,pya,0) f [(uq,u_’p,1,99-)(0,0,(111,0)]
= A(q,p, a,p)el“ a7 £(0,0,au, 0)

En identifiant H avec L?(IR7.), on obtient :

U(g,p.a,0) - 1] (u) = Vaelee™) f(au) (C.22)
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VI.1.4 Orbites de type Stone-Von-Neumann
Ce sont les orbites caractérisées par :
t"#£0 (C.23)

Pour tous z§, £, il existe des valeurs de p, g, a telles que z* = £* = 0. On peut
donc choisir sans perte de généralité :

o =£=0 (C.24)

" = —pt*
£ =qt” e (C.25)
AT= A+

soient caractérisées par t* € IR*, A\j € IR. Soit donc :
F=t"T"4+ XK~ (C.26)
et soit Op V'orbite correspondante. Le stabilisateur de F est :
Gr = {(0,0,a,¢), a € IR}, € I} (C.27)

Les seules polarisations possibles sont :

,P:{IRQGBIRKGBIRT ou (C.28)

IRP ¢ IRK @ IRT

Un calcul simple montre qu’elles satisfont toutes deux a la condition de Pukans-
zky. Prenons :

P =IRQ & RK & IRT (C.29)

P\Gawy est donc isomorphe & la droite réelle. Soit
X=zQ+ K +1tT (C.30)
un élément arbitraire de P, alors

e -1

A

exp{X} = (= ,0,e*,t) (C.31)

F definit le caractére suivant x g de P = exp{P} :

xr(q,0,a,) = exp {i (A" In(a) + t*p)} (C.32)
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La représentation U induite par x p agit sur

H= {f : GaWH - @,/H\G lf(.’l,‘)l2 d,u(:l:) < 00,

aWH

et f(h-g) = xr(W)1(g), Vh € P} (C.33)

oll i est une mesure quasi invariante sur P\G,w 1, par exemple la mesure de
Lebesgue sur la droite réelle. U est alors donnée par :

[u(q,p, a’(}’) : f] (0,6, 1’0) = A(q’p’aa‘fo)f [(0’65 1’0) ) (q’paa’¢)]

= A(g,p,a,9)f [(¢,0,a, ¢ + £q) - (0,a(€ + p), 1,0)]
= A(g, pya, p)e M@+ etal £(0,0,a(¢ + p),0)

Si 'on identifie H avec L%(IR) et en tenant compte de la forme explicite de
A(g,p,a, ), on obtient :

[U(g,p,a,¢) - f](€) = VaeX M@F (el £ (4(¢ + p)) (C.34)

Ceci conclut le calcul des orbites coadjointes du groupe de Weyl-Heisenberg
affine unidimensionnel. Le cas multidimensionnel, plus complexe, est traité

dans [11].

VI.2 Le groupe euclidien

Considérons maintenant le cas des orbites coadjointes du groupe euclidien
E(n). Le groupe euclidien peut &tre, lui aussi, réalisé comme un groupe de
matrices (c’est en fait un sous-groupe de G,wy) et nous nous fonderons sur
cette réalisation pour calculer ’espace des phases.

B(n) & { (T ‘11> 1€ SOn), e m"} (C.35)

e(n)=§m-cg,-@im..1;z { (g g),REso(n),xEIR"} (C.36)

i<j

Soient donc

et
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1

On voit facilement que Ad(g)- X = g- X - g~! est donné par la matrice :

T'R'r_l r.m_r.R.r"l.q
( A . ) (C.37)
Or, puisque
PR =R S = R (O39)
ij 4J

on en déduit Paction adjointe de E(n) : si (zg,Rp) € e(n), Palgebre de Lic de
E(n)

zg -—)z:r-wg—(Ro)fr-JJ':-r“l-q

Ad : - C.39
(g){(Roﬁ = = (r-Ro-rY); .
Alors ‘ _
zg —z=rlezo4 (R)lr - Jig
Ad(g™"! { : : i C.40
(g ) (Ro)f N R{ — (T—l . RO . r—l)-: ( )
et on en déduit Iaction coadjointe : si (z§, Rj) € e(n)*
g 2" =r- -z
Ad” o ;Y : : C.41
Oy 3 i R om0 (©

Considérons maintenant le cas particulier z§ # 0, It = 0. On a alors

Gr = {(s,q) €G,s€80(n—-1),qe k™, Ji-q L z; Vi#]}
SO(n — ) (IR - z3)

IR

Les représentations qui nous intéressent sont induites & partir de la polari-
sation suivante (qui contient Gp) :

P:im-xf@Zﬂz-JJi (C.42)
1

olt la seconde somme est prise sur les éléments de so(n) appartenant au noyau
de z§, .e. une sous-algtbre so(n — 1).
Soit x un caractére de P = exp P
x(e¥) = e X (C.43)

et soit 4 une mesure quasi invariante sur G/P. Soit
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H= {f : G = @, mesurable, telle que / |f (0))Pdp(u) < oo
G/P

et f(g+1) = x(1)™ J(g) Vg € G, he P
~ [*(G/P,dp) (C.44)
G agit sur ‘H comme suit :

[U(T‘,(]) : f] (/)’0) = f((r_la_r~I : q) : (/)’0))
= f((r—l : p,O) : (L‘P_l ' (I))
=ei(@ D f(r-1 . p, 0)

et, aprés avoir identifié G/P a S*”!, en posant s = p - 2§, la représentation U
agit sur L2(§"7!) :

[t(r,q) - ] (s) = 'O f(r" - 5) (C.45)

ce qui est la forme recherchée.

VII COMPLEMENT D

VII.1 Ondelettes sur les spheéres

Nous avons vu au cours de ce chapitre comment le langage de la théorie
des groupes permet de construire des représentations “temps-fréquence” sur la
sphére, en se fondant sur Paction d’un “groupe de Weyl-Heisenberg adapté” a
la situation. En revanche, on ne sait toujours pas a I’heure actuelle adapter
ce type de construction au cas des ondelettes sur la sphere. On aurait besoin
pour cela d’'une notion naturelle de dilatation, ce qui est, en toute rigueur,
incompatible avec la géométrie de la sphere.

11 existe en fait une (ou des) variante(s), fondées sur d’autres arguments liés
plutét aux décompositions de Littlewood-Paley ou aux analyses multirésolution
infinitésimales que nous avons déja rencontrées (voir a la fin du chapitre II et
aussi dans la suite au chapitre VIII). Nous donnons ici un aperc¢u de ce type
d’approche, pour compléter Papproche géométrique.

Les outils de base utilisés ici sont les outils classiques de analyse sur les
spheres, a savoir les harmoniques sphériques et les polynémes de Legendre,
dont nous rappellerons les grandes idées. On sait que 'opérateur laplacien sur
IR® peut étre écrit en coordonnées sphériques sous la forme

A= —‘——77‘+ —:’A* (Dl)
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ou A* est la partie angulaire du laplacien, aussi appelé laplacien de Beltrami
sur la sphere. On appellera polynémes harmoniques de degré ¢ les fonctions
propres de A* associés & la valeur propre —¢(¢ + 1). Il est bien connu que
Pespace engendré par les polynémes harmoniques de degré £ est un espace de
dimension finie égale a 2¢ + 1, dont une base orthonormée est fournie par les
harmoniques sphériques Y;"(s) :

<Yem»Yer'nl> = beebmm (D.2)
qui vérifient de plus le théoreme d’addition :

20+1
s

f4
S YY) = S Py(s - o) (D3)

m=-—¢

ou1 les Py(z) sont les polynomes de Legendre.
Les harmoniques sphériques permettent d’associer a toute fonction f €
L'(S?) sa transformée de Fourier sphérique :

fom = / ()Y (s)dn(s) (D.4)

Si f(s) € L?(S?), alors ¥ | fem|?> < 0o et on a

oo £
F()=D" > fem¥7'(s) (D.5)

=0 m=-—¢

Les polynémes de Legendre forment, quant a eux, une base de L2([—1,1]) :
Vf(z) € L*([-1,1]) on peut écrire :

~20+1
f@) =3 = —1(OPz) (D.6)
ol les coefficients f(¢) forment la transformée de Legendre de f(z) :

fo=2n [ 1@Pa)is (D.7)

Les polynoémes de Legendre vérifient de plus les relations d’orthogonalité sui-

vantes :
2

1
[-1 Pg(:l:)Pg:(x)d:E = m

ainsi que la formule de Hecke :

Seer (D.8)

, o N 4
/52 Pg(s . U)Pgl(s ' U)dn(a) = Pg:(f)Pg(s -8 ) = mém (Dg)
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VIL.2 Identité approchée sur la sphére

Le point de départ est une analogie avec les exemples unidimensionnels que
nous avons vus plus tot. Prenons tout d’abord 'exemple suivant. Partant d’une
fonction f(s) € LP(S?), on sait lui associer son prolongement harmonique dans
la boule intérieure, c’est-a-dire le domaine

B< = {z e R, [|2f < 1}
qui est donné par
Sr(s,a) = Py * f(s) (D.10)
ot P,(z) € L'([~1,1]) est le noyau de Poisson :

1 1-a? _Z2n+1

P(z)= — =
@) = G aTa + 20072 4

a” P,(z) (D.11)

S¢(s,a) est donc une fonction harmonique dans la boule intérieure (i.e. vérifie
AS; = 0 et limg—1 Sy(s,a) = f(s). On rappelle que le produit de convolu-
tion d’une fonction F(s) € LP(S?) par une fonction G(z) € L}([—1,1]) est la
fonction F * G(s) € LP(S?) donnée par :

FxG(s) = / F(0)G(o - s)dn(o) (D.12)
S?

On peut alors écrire comme nous Pavons fait au chapitre II (quand nous avons

introduit le concept d’analyse multirésolution infinitésimale) :

Ti(s,a) = —adaS(s,a) (D.13)

ce qui fournit une décomposition de Pidentité :

f(s)= /0 TI(S»G)% (D.14)

soit une formule proche du schéma linéaire de décomposition associé a la for-
mule de Morlet. On se trouve donc en présence d’une décomposition du méme
type que les décompositions en ondelettes continues. La variable a joue ici le
réle de variable d’échelle.

En général, étant donnée une identité approchée ¢q(z) de LP([~1,1]), il
suffit de considérer

%(93) = _aaa(z)a(z) (D15)

pour obtenir des formules similaires.
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VII.3 Le schéma bilinéaire

On généralise de fagon similaire ce que nous avons appelé plus tot le schéma
bilinéaire. Pour cela, donnons-nous une fonction ¥(z) € L'([-1,1}) et asso-
cions-lui la famille suivante de fonctions définies sur la sphere S :

P(1,0)(8) = ¥(s - 0) (D.16)

Remarquons au passage que ces expressions utilisent le produit scalaire de m?
pour décrire les déplacements sur la sphere. Considérons sa transformée de
Legendre ¢(n) :

P(n) = 27r/_1 Y(z)Pp(z)dz (D.17)

ainsi que la famille d’ondelettes (4 0 (s) définies comme des copies “tournées”
des fonctions ¥4 (s), elles-mémes définies par leur transformée de Legendre :

Ya(n) = ¥(an) (D.18)
Y(a,o)(8) = (Ya) (1 0y (8) (D.19)

On a alors le théoréme de représentation suivant :

Théoréme 1 Soit ¥(z) € L'([-1,1]), telle que

/01 ly@(an)‘z da—a =1 Vn (D.20)

alors Vf(s) € L%(S?) on a

f(s) = /(; /52 Ti(o,a)tpa(s- U)Ci—adn(a) (D.21)

ott les coefficients Ty (o, a) sont donnés par

Ty(o,a) = | (s)uls- oin(s) (D.22)

Preuve : Montrons simplement que la transformation
f(s) = Ty(o,a)

est une isométrie (la convergence forte de la formule de reconstruction (D.21)
résulte des mémes arguments que ceux que nous avons utilisés tout au long du
chapitre II). On voit aisément que Ty(o,a) € L%(5?). De plus, en utilisant la
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définition des coefficients Ty (g, a) et Pexpression des fonctions 14(s) en fonction
de leur transformée de Fourier sphérique, on a :

/ ITy(o, ) dn(o) = 3 / F(8)F(')* Pe(cr - 8)Po(a - 8")n(s)dn(s' (o)

£,
(D.23)
En utilisant la formule de Hecke (D.9), on obtient :

/|Tf 0,a)|* dn(c Z/W’a ()2 Pu(s - 8"Ydn(s)dn(s") (D.24)

ce qui, combiné au théoréeme d’addition (D.3), conduit a

/le o,a)*dn(o) =Y [ha(O)*| fem]® (D.25)

¢,m

et, de la, au résultat.

Le fait que cette construction n’entre pas dans le cadre géométrique décrit
dans ce chapitre n’entraine pas pour autant que la transformée en ondelettes
ainsi définie ne possede pas de propriété de covariance. En fait, il résulte de
Iinvariance par rotation du produit scalaire de IR* que, si f(s) € L%(S?), si
r € SO(3) est une matrice de rotation de IR et si on note f.(s) = f(r=!-s)
une copie “tournée” de f(s), on a

Ty (0,a) =Ty(r - 0,a)

pour tous ¢,a. On retrouve bien ainsi une propriété de covariance par rotation,
similaire a celle obtenue précédemment.






Chapitre VIII

ALGORITHMES RAPIDES DE CALCUL DE
LA TRANSFORMEE EN ONDELETTES

I INTRODUCTION

L’un des problemes essenticls qui se posent en pratique est celui du calcul
effectif de la transformée en ondeclettes d’une fonction ou d’un signal a ana-
lyser. Considérons par exemple le cas simple de la transformée en ondelettes
unidimensionnelle. On doit donc évaluer des intégrales de la forme

Ty(bya) = (f,p,0) = 2/mf(a:)1/)<z ; b) *dz (L.1)

Clairement, le choix d’un algorithme de calcul présuppose le choix d’une discré-
tisation de la transformée en ondelettes et donc le choix d’un réseau d’échan-
tillonnage. Nous nous limiterons ici aux dcux cas les plus simples. Le pre-
mier, que nous appellerons échantillonnage sur grille dyadique, est dicté par
les regles de discrétisation que nous avons décrites en discutant la construction
de reptres d’ondelettes. Le second respecte une version discrétisée des pro-
priétés de covariance de la transformée en ondelettes (covariance par dilatation
et translation) : la transformée en ondelettes d’une copie translatée et dilatée
d’un signal donné est égale a la copie translatée et dilatée de la transformée du
signal original, pour peu que la translation et la dilatation respectent le réseau
de discrétisation.

La solution la plus immédiate si 'on dispose d’une expression analytique
pour la fonction f(z) est d’utiliser des méthodes numériques d’intégration
(des méthodes & pas adaptatif si nécessaire) pour Pévaluation de (I.1). Cette
méthode présente ’avantage d’étre a priori aussi précise qu’on le désire, mais
est en général extrémement colteuse en temps de caleul, en particulier pour
les grandes échelles (i.e. les grandes valeurs de a). Dans ce cas, le support de
I'ondelette ty; q) croit proportionnellement a a et le temps de calcul également.
De plus, dans les cas pratiques (c’est-a-dire pour le traitement de signaux
numériques), quand on ne dispose pas d’une expression analytique pour f(z),
il est nécessaire d’utiliser une procédure d’interpolation, par exemple, pour
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pouvoir se ramener au cas précédent, ce qui est aussi colteux en temps de
calcul.

11 faut alors évaluer I'intégrale (I.1) & partir des échantillons de f(z), ce qui
peut étre fait de fagon approximative en utilisant pour discrétiser I'intégrale
des “sommes de Riemann”

Ty (b, a) z;fnw(n—b)* (1.2)

a

(ol 'on a échantillonné & la fréquence unité pour simplifier) ou une méthode
de trapeézes, ou autre en fonction de la précision voulue. Bien entendu, ceci ne
supprime en aucun cas le premier défaut de la méthode, qui est de nécessiter un
temps de calcul tres élevé a grande échelle. 11 est facile d’évaluer la complexité
de I’algorithme correspondant, c’est--dire le nombre d’opérations & effectuer’.
Si 'on dispose de N = 2% échantillons du signal f,, et que 1’on souhaite évaluer
T¢(b,a) avec la méme fréquence d’échantillonnage en b, sur des échelles en
progression géométrique, disons 27, j = 1,...log,(N ) pour fixer les idées, le
nombre d’échantillons de Pondelette & j fixé se comporte comme 27M et le
calcul & j fixé nécessite donc 2 M N opérations. En sommant sur les échelles,

on obtient :
L

> 29MN = KN?
1

pour une certaine constante K. Il s’agit donc d’un algorithme en O(N?),
extrémement lent pour grand N.

Une alternative consiste a utiliser la forme de la transformée en ondelettes
donnée par la formule de Parseval :

Ty0.) = 5= [ e i()bag)a (3)
TJm

Dans ce cas, on reconnait immédiatement la transformée de Fourier inverse
du produit f(€)y(a)*, ce qui suggere d’utiliser une méthode de transformée
de Fourier rapide. Ainsi, la complexité de algorithme est réduite comme
suit. Laissant de coté la premiere FFT qui donne f(£) & partir de f(z), qui
est effectuée une bonne fois pour toute, on obtient pour le méme probléme
que précédemment L = log, (V) fois une FFT inverse, d’ott un algorithme de
complexité totale

K Nlog,(N)?

ce qui, pour NV grand, représente déja une amélioration certaine. Le défaut de
cette méthode est d’utiliser la FFT comme une “boite noire” et d’étre ainsi

1Pour ce faire, on compte habituellement les multiplications, le coiit d’une addition étant
en général plus faible.
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tributaire de sa qualité?

En fait, il est possible dans certains cas de construire des algorithmes
adaptés & la nature méme de la transformée en ondelettes. Ce sont ces algo-
rithmes que nous allons maintenant décrire. Ils ont en fait été développés
indépendamment des ondelettes, dans un contexte de traitement numérique
des images. Nous avons choisi dans ce chapitre de commencer par décrire
la structure algorithmique elle-méme, avant d’envisager son utilisation dans
le calcul de transformées en ondelettes. Comme nous allons le voir, ces algo-
rithmes correspondent davantage & une méthodologie générale (filtrage et sous-
échantillonnage) qu’a une technique figée. Deés lors, on peut concevoir beaucoup
de variations autour du cadre que nous décrivons ici.

Remarque : Nous nous restreindrons ici aux algorithmes de calcul de la trans-
formée en ondelettes et ne discuterons pas la transformée de Gabor, pour la
bonne et simple raison qu’il n’existe pas d’algorithme rapide de calcul de celle-
ci autre que ceux fondés sur 'utilisation de la FFT. La raison essenticlle en est
que les algorithmes de type “ondelettes” sont fondés sur des idées de dilatation
et sous-échantillonnage, naturellement adaptées a des réseaux de discrétisation,
au contraire des modulations qui sont a la base de la tranformée de Gabor.

I ONDELETTES SUR UNE GRILLE DYADIQUE

Nous débutons notre description par une analyse des algorithmes permet-
tant un calcul efficace de la transformée en ondelettes sur une grille dite dya-
dique, c’est-a-dire de la forme décrite dans le chapitre consacré aux reperes
d’ondelettes. Il s’avere que, dans ce cas, il existe une relation trés étroite entre
les décompositions en ondelettes et les algorithmes pyramidaux développés par
les spécialistes de traitement numérique des images, & savoir essentiellement
la technique du laplacien pyramidal et du codage en sous-bandes. Avant d’en
revenir aux ondelettes, nous allons commencer par décrire ces deux techniques
et, tout d’abord, revenir sur le théoreme d’échantillonnage.

II.1 Le théoréme d’échantillonnage

Concentrons-nous dans ce cas au probleme d’échantillonnage (c’est-a-dire de
discrétisation) de fonctions définies sur la droite réelle. La question essentielle
est la suivante : peut-on échantillonner une fonction sans perte d’information ?
La réponse est bien entendu positive, a condition de disposer d’information
a priori sur la fonction échantillonnée, c’est-a-dire de la certitude de pouvoir
reconstruire la fonction a partir des échantillons par interpolation. Nous nous

2En particulier, il peut arriver que dans certaines implémentations, la phase de la FFT
ne soit pas tres fiable.
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limiterons ici au cas de I’échantillonnage des fonctions a bande limitée, c’est-a-
dire des fonctions appartenant & un espace de Paley-Wiener

PW,, = {f € L*(IR), supp(f) C [-w, ]} (IL1)

olt w est un nombre réel non nul.

La question est : comment échantillonner convenablement une fonction f
donnée ? En d’autres termes, comment remplacer une fonction f € PW,, par
un enscmble discret de ses valeurs, sans perte d’information ?

On associe & f la suite de nombres (échantillons) :

fu=fmé)=f(2) nez (IL.2)

Ve

ol v, est un nombre réel, appelé fréquence d’échantillonnage. En fait, pour que
P’échantillonnage soit consistant, la fréquence d’échantillonnage ne peut étre
choisie arbitrairement. Pour une fonction donnée f, dans une certaine classe
(f est supposée & bande limitée, c’est-a-dire que sa transformée de Fourier
est & support compact), il existe une fréquence critique, appelée fréquence de
Shannon v,. Dit autrement, pour une fréquence d’échantillonnage donnée v,,
il existe une fréquence critique (appelée fréquence de Nyquist, v, = 7r,) telle
que toute fonction ayant dans son spectre de Fourier des fréquences supérieures
a la fréquence critique ne pourra étre correctement échantillonnée.

Avant d’entrer dans plus de détail, considérons ’exemple simple d’une fonc-
tion f(z) monochromatique, de pulsation wg. Dans ces conditions, il est évident
que pour v, < wp/m, c’est-a-dire si on prend moins de deux échantillons
par période de f(z), ’échantillonnage sera insuffisant pour caractériser f(z)
de manicre consistante. Les traiteurs de signaux parlent d’échantillonner une
fonction harmonique a deux points par cycle.

Plus précisément, le résultat suivant (dit théoréeme d’échantillonnage) mon-
tre que toute fonction f, dont la transformée de Fourier est a support com-
pact contenu dans un intervalle [—wp,wp], est complétement caractérisée par
les échantillons f, = f(né.) = f(%),n € Z, pour toute fréquence d’échan-
tillonnage inférieure & la fréquence de Shannon vy = wg/7. Inversement,
I’échantillonnage d’une fonction continue qui n’est pas a bande limitée a moins
de la fréquence de Nyquist substitue & celle-ci une autre fonction, qui est
elle-méme a bande limitée par v, —cet effet est connu sous le nom aliasing
(phénomene de repliement).
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Théoréme 1 Soit f(z) € PW,,.

(i) Sive < wy/m, Péchantillonnage f, = f(n/v.) ne permet pas de déterminer
f(z) sans hypothése supplémentaire.

(ii) Sive > wo/7 , soit ¢ € S(IR) une fonction telle que Supp() est contenu
dans l'intervalle [—nve,nv,) et ¢(z) = 1 pour tout z dans Iintervalle
[~wo,wp). Alors on a:

fn= / f(z)p(z — —)*dz (I1.3)
flz) = Z F(2)(z - Z) (IL.4)

(iii) Sive = wo/m , I'échantillonnage permet de déterminer f(z) si la suite f,
est dans 1%(Z). f est alors donnée par :

flo) = 3 p(y etz = n/ve) (ILs)

ve! mue(z —nfve)

Nous ne donnerons pas ici la démonstration de ce théoreme bien connu
(voir Vintroduction du livre de Y. Meyer par exemple pour une description
simple). Nous nous contenterons de lillustrer par des arguments de physiciens.
La base est la formule sommatoire de Poisson, que les physiciens ont ’habitude
d’interpréter comme suit. On appelle peigne de Dirac la périodisée de la masse

de Dirac 4 origine :
Dl/"e Z (5 r— —

Dans un certain sens, la formule de Poisson (voir I’annexe A) dit que la trans-
formée de Fourier d’un peigne de Dirac de période ;' Dy, () est (& une
constante pres) un peigne de Dirac de période 2xv, Dar,, (£). Sil’on interprete
I’échantillonnage f, = f(n/v.) de la fonction f(z) comme une multiplication
de f(z) par le peigne de Dirac de période v]!, alors la transformée de Fourier
discréte de {fn} sera le produit de convolution de f(E) par le peigne de Dirac
de période 27v,, c’est-a-dire la périodisée de f(f) de période 27, (toujours
a une constante prés). Ainsi, les trois cas décrits dans le théoreme précédent
correspondent aux cas ou 'on peut ou ne peut pas retrouver f({) a partir de
i f(€ 4 2mvek) par restriction a intervalle [—wy,wp]. Dans le second cas,
cette restriction peut &tre faite & Paide d’unc fonction G(€) trées réguliere (ici
dans la classe de Schwartz), donc tres bien localisée en z. Dans le troisieme cas
en revanche, la seule possibilité pour ¢(z) est le sinus cardinal sin(z)/z, qui est
tres lentement décroissant.
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Remarque : Dans la pratique, on a fréquemment a étudier numériquement des
signaux (fonctions) qui ne sont pas a bande limitée, ou a trop large bande. Dans
ce cas, il faut effectuer un filtrage préalable, destiné & supprimer les trop hautes
fréquences. On peut alors effectuer un échantillonnage convenable. Néanmoins,
signalons que tous les signaux provenant de mesures physiques sont par la force
des choses a bande limitée.

I1.2 Algorithmes pyramidaux en traitement d’images

La technique du laplacien pyramidal, due & Burt et Adelson [1], part de la
constatation suivante : lorsque ’on représente un signal sous forme d’échantil-
lons, il existe une information qui n’est pas directement accessible et qui a trait
aux corrélations entre échantillons successifs. Pour décrire ces corrélations, on
a habituellement recours a différents filtrages, c’est-a-dire des convolutions avec
des suites (en général de longueur finie) dont la transformée de Fourler est bien
localisée autour d’une fréquence donnée. Le laplacien pyramidal réalise ces
opérations, dans le cadre d’un algorithme de faible complexité.

Considérons par exemple une suite {s,,n € Z}, que lon considérera,
pour fixer les idées, comme un ensemble d’échantillons d’une fonction s €
L*(IR). Elle définit par transformation de Fourier une fonction 2r-périodique,
périodisée d’une fonction de support dans {—m,7]. Considérons maintenant
une suite {h,,n € Z}, telle que la restriction de sa transformée de Fourier
a [—m, ] soit essenticllement concentrée dans [—x/2,7/2]. La situation idéale
est dans ce cas la fonction caractéristique de [~ /2,7 /2] ; nous verrons un peu
plus loin pourquoi cette situation n’est pas idéale en pratique. Mais revenons
a 'algorithme.

Formons le produit de convolution de ces deux suites :

=Y hn_sk (I1.6)
k

La transformée de Fourier de ce produit de convolution est une fonction 2n-
périodique et sa restriction a [—7, 7] est essentiellement concentrée dans Din-
tervalle [—n/2,7/2]. Donc, on peut songer & sous-échantillonner ce produit de
convolution d’un facteur 2, modulo une petite erreur (due & un terme d’aliasing)
que ’on se propose de contrdler. Notant {s°} = {s}, le résultat est une nouvelle
suite :

s; = Zhgn_ks% =[H- so]n (IL7)
k

olt 'on a noté H 'opérateur “convolution + sous-échantillonnage”. Le résultat
est une nouvelle suite, qui représente la composante “basse fréquence” de

{sn,n € Z}.
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En effet, on a retiré a cette derniére la majeure partie de ses fréquences com-
prises entre 7/2 et m en valeur absolue. {sl,n € Z} est donc une version lissée
de {sn,n € Z}, alaquelle on peut faire subir le méme traitement. On introduit
donc :

s =[H-s'], = Zh%_ks}c (11.8)
k
et ainsi, de proche en proche :

S =(H-s =S hppopsi™! 1.9
n k
k

L’indice j est clairement ici un indice d’échelle, puisque le passage de 7 & j+1
correspond a un sous-échantillonnage par 2.

L’étape suivante est la reconstruction de la suite {s,,n € Z} & partir des
suites {s},,n € Z}. Considérons tout d’abord {s},n € Z} ; pour pouvoir la
comparer & {s%,n € Z}, il est d’abord nécessaire d’insérer des zéros aux points
intermédiaires (pour retrouver des fréquences d’échantillonnage compatibles),
puis on fait agir adjoint de Popérateur de convolution précédent :

W=D Mnsi=[H -5 (IL.10)
k

La suite {3%,n € Z} fournit donc une image floue de {s%,n € Z} ; on note
{d},n € Z} la différence des deux suites :

dl =5 -3 (I1.11)
d'=[1-H" H] s (11.12)

{dk,n € Z} représente les détails de {s%,n € Z} absents de {3%,n € Z}.
De méme, on introduit :

8= sl = [HT- s, (I1.14)
k
ainsi que . ' .
&, =87t =5 (IL15)
d'=[1-H" -H ! (11.16)

Etant donné un entier L, il est évident que la suite {s,,n € Z} est
entierement caractérisée par son approximation {s%,n € Z} a I’échelle numéro
L et ses détails {d{l, n€Z}, j=0,..L —1 aux échelles intermédiaires. En ef-
fet, on a un algorithme de reconstruction tout aussi simple que P’algorithme de
décomposition :

8 = H*. 81 + d]
=H"? s+ H"-dy +d
=H*L~SL+H*L_1 dp+..+H -dy +dy
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Autrement dit, ’approximation sy & I’échelle 1 est la somme de Papproximation
a Péchelle 2L et des détails aux échelles intermédiaires :

L
so=H'C sy +) HY-djp (11.17)

i=1

Structure pyramidale : L’algorithme de décomposition posséde une structure
extrémement simple. En effet, pour chaque valeur du coefficient d’échelle j, on
effectue des opérations rigoureusement identiques pour passer de P’échelle j a
I’échelle j + 1. L’algorithme est donc un algorithme en cascade, au méme titre
que l'algorithme de FFT. On dit aussi qu’il posséde une structure pyramidale
et que les mémes opérations (simples car toujours linéaires) sont effectuées a
chaque étage de la pyramide. Il est illustré par un graphe a la figure VIIL.1.

L’algorithme de reconstruction est lui aussi un algorithme pyramidal du
méme type.

Nombre de données et complexité algorithmique : Nous venons de voir que
I’algorithme précédent fournit une représentation d’une suite quelconque, dans
laquelle I’accent est mis sur la description des corrélations entre échantillons
successifs. Il est important de constater que dans cette représentation, le nom-
bre des données n’a augmenté que de fagon raisonnable. Supposons, pour sim-
plifier, que la suite {s,,n € Z} est de longueur finie IV et évaluons le nombre
de coefficients nécessaires pour décrire cette nouvelle représentation. Nous sup-
poserons aussi, pour simplifier, que le nombre de coeflicients non négligeables de
{hn,n € Z} est tres petit devant N. Le nombre de coefficients de {s},n € Z}
et {di,n € Z} est de'ordre de 277 N. Si la décomposition est effectuée jusqu’a
I’échelle numéro L, le nombre de coefficients est de 'ordre de :

N N N N -L

N+_2_+71—+'"+§7;—_1+E_ZN(1_2 }<2N (I1.18)
Un calcul tout a fait similaire fournit la complexité de lalgorithme de
décomposition : supposons que le filtre {h,,n € Z} posséde M coefficients
non négligeables. Le calcul de {s},n € Z} a partir de {s~!,n € Z} comporte
essentiellement 2!~/ NM multiplications. De méme le calcul de {di~',n €
Z} a partir de {s},n € Z} comporte 277 NM multiplications. Ainsi la

décomposition jusqu’a ’échelle L comporte :

L-1
NM@A+2) 277 4275 = NM(1+4(1-275 +275) <BNM - (1118)
i=1

On se trouve donc en présence d’un algorithme de complexité O(N), ce qui est
plus performant que ’algorithme de FFT.
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Choix de la suite {h,,n € Z} : Le choix de la suite {h,,n € Z} est
extrémement important. Tout d’abord, on veut que cette suite soit bien lo-
calisée, c’est-a-dire a décroissance suffisamment rapide pour que l’'on puisse la
tronquer sans commettre d’erreur trop importante. Ceci exclut en particu-
lier la suite dont la transformée de Fourier est la fonction caractéristique de
[-7/2,7/2], qui décroit en 1/n. D’autre part, la suite {hn,n € Z} doit étre
assez réguliére pour posséder de bonnes propriétés de localisation dans ’espace
de Fourier ; on se ramene alors par une dilatation des suites dont la restriction
a [—m,n] est bien localisée au voisinage de [—7/2,7/2].

Une autre mani¢re de tester la régularité de la suite {h,,n € Z} est
de calculer la fonction associée, c’est-a-dire la suite {s,,n € Z} dont la
représentation est la plus simple possible, a savoir :

{d{l =0 VYneZ,j=0,.,L -1
sL

n - 511,0

Dans ces conditions, on a :
s=H". s (11.19)

Il est souvent important en pratique que cette suite {s,,n € Z} soit réguliere.
En fait, il existe des criteres permettant d’estimer la régularité de {s,,n € Z}
a partir de certaines propriétés du filtre {h,,n € Z}.

I1.3 Codage en sous-bandes

La technique du codage en sous-bandes consiste en une amélioration du
laplacien pyramidal. On se place, dés le départ, dans le cadre des signaux
échantillonnés, c’est-a-dire dans [%(Z). On considére deux suites absolument
sommables {hn,n € Z} et {gn,n € Z}, similaires & la suite {h,,n € Z}
précédente. Plus précisément, considérant les restrictions de leurs transformées
de Fourier & [—m, 7], on impose que celle de {h,,n € Z} soit concentrée au
voisinage de [—7 /2,7 /2] et que celle de {gn,n € Z} soit concentrée au voisinage
de [—7,—m/2]U[r/2,n]. On va alors procéder de maniére similaire au chapitre
précédent : la convolution de {s,,n € Z} par {hn,n € Z} ou {gn,n € Z}
produit une suite dont la bande a été réduite d’un facteur 2 (& une erreur
provenant d’un mauvais échantillonnage prés). On sous-échantillonne alors
chacun de ces deux produits de convolution d’un facteur 2. Ce faisant, on
commet dans les deux cas une erreur (aliasing) et on va rechercher dans quels
cas ces erreurs peuvent se compernser.

Pour cela, considérons en détail les opérations effectuées lors du schéma
décomposition-reconstruction, sur une seule étape tout d’abord. Pour plus de
généralité, on utilisera deux suites différentes {hn,n € Z} et {jn,n € Z}
pour la reconstruction, au licu des complexes conjugués de {h,,n € Z} et
{gn,n € Z}.
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Décomposition, décimation et insertion des zéros : On considére comme dans
la section précédente les convolutions

Zhn—ksk s Zgn_ksk (1120)
k k

dont on ne conserve qu’'un point sur deux comme précédemment, puis on rem-
place la valeur enlevée par la valeur zéro. Par convention, on force a zéro les
échantillons impairs. Aprés transformation de Fourier, le résultat vaut :

{ 54€) = 3[3(€)mo(€) + 3(€ + m)mo(€ + 7))
d'(€) = $[8(&)mi(€) + 3(€+ m)my (€ + )]

(Noter la présence du terme d’aliasing en §(€ + w).)

Reconstruction: On utilise maintenant les suites de reconstruction {h,,n € Z}
et {gn,n € Z}:

57(6) = 3 [Mmo(&)mo(€) + 1M1 (E)ma(€)]5(€)
+1[o(E)mo(& + ) + M1 (€)M (€ + m)] (€ + 7)

On impose enfin la propriété de reconstruction exacte, c’est-a-dire en particulier
I’annulation du terme d’aliasing. Plus précisément, on écrit :

{ Mo (§)mo(€) + M (€)ma(§) = 2
g (§)mo(€ + 7) + M (§)mi(§+7) =0

ou encore sous forme matricielle :

(e ) (@)= (3) e

Notons A(€) le déterminant de cette matrice. La solution est alors donnée par :

{7710(5) = agmu(€+)
M (€) = — zymo(€ + )

Il existe encore & ce point un grand nombre de solutions. Smith et Barnwell
ont alors proposé de sec restreindre au choix des filtres miroirs en quadrature
(nous utiliserons le sigle consacré “QMF”, provenant de Pexpression anglaise),
en se restreignant & A(£) = —e ™' et en posant :

mi(€) = e ¥mg(€ +m)* (11.22)
qui conduisent & la fameuse relation (souvent appelée “condition QMF”) :

|m0(§)|2 + |m1(§)|2 =2 pour tous les & (11.23)
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Codage en sous-bandes : On sait donc maintenant transformer une suite en
deux autres suites, sous-échantillonnées d’un facteur 2, de telle maniere que la
transformation soit inversible. On a ainsi, grossiérement parlant, remplacé une
fonction de bande [—m, 7] en deux parties haute fréquence et basse fréquence,
de bandes respectives [—n, —7/2]U(r /2, 7] et [-7 /2,7 /2]. On peut maintenant
renouveler 'opération sur la partie basse fréquence, puis itérer la procédure.
Ce schéma de décomposition se nomme le codage en sous-bandes.

Quelle est la complexité algorithmique d’un schéma de codage en sous-
bandes ? Pour ’évaluer, on considere une suite de N échantillons et deux filtres
{hn,n € Z} et {gn,n € Z} de M échantillons chacuns. La premiére étape,
c’est-a-dire le calcul de ), hon_ksk et 3, gan—k Sk, représente 2 fois M fois
N/2 multiplications, c’est-a-dire M N opérations. L’étape suivante représente
un calcul similaire, effectué sur deux fois moins d’échantillons, d’ott MN/2
opérations et ainsi de suite. D’ol, apres L étapes, le nombre total d’opérations
peut étre estimé comme :

NM(1 427042724273 4 427y = aNM(1-27%) <ONM  (11.24)

De plus, un calcul similaire montre que le nombre de coefficients intervenant
dans la décomposition vaut exactement N, d’oli aucune augmentation du nom-
bre de données.

I1.4 Transformée en ondelettes sur grille dyadique

Il existe des ondelettes pour lesquelles on peut utiliser un algorithme de
type codage en sous-bandes. Ces ondeclettes sont associées a des fonctions
dites fonctions d’échelle. Par définition, nous appelerons fonction d’échelle une
fonction ¢(z) € L%(IR) telle qu'il existe une fonction mq(€) € L%([0, 2x]), 27-
périodique, vérifiant :

Imo (&) + |mo(€ +m)[> =1 (I1.25)

(cette condition est identique & la condition QMF (I1.22)-(I1.23) 4 une norma-
lisation des filtres pres), telle que

$(2€) = mo(€)$(¢) (I1.26)
On notera de nouveau : '
mo(€) = Z hiet*s (1L.27)
k
et
my(€) = ngeikf (11.28)
k

les développements de Fourier respectifs de mg et m;.
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Notons maintenant®
o5(z) =292z~ k), ¢i(z)=27p(27z—k) (11.29)
et les coefficients correspondants :
= (f,¢5) (11.30)
T} = {f,97) (11.31)

Calculons par exemple :

1 H ik2ie 2 PR
St =g [ f@era (e ut
= - [ F@eEma(mte) e
1 - . 1,
— R — 1(2k-1)277%¢ j—1 *d
iy IRGE d(271g) ae
—ZhISZk l

Un calcul en tous points identique fournit une expression similaire pour les
coefficients T’ ;‘ f. En récapitulant, on obtient :

Proposition 1 Soient ¢(z), ¥(z) une fonction d’échelle et une ondelette as-
sociée & une paire de QMFs. Alors, pour toute f(z) € L*(IR), le calcul de la
transformée en ondelettes sur grille dyadique peut étre effectué a ’aide d’un
schéma de codage en sous-bandes :

Tff = Z g SIS (11.32)

Stf = Zh, STy (11.33)

Nous nous retrouvons donc dans un schéma identique au codage en sous-
bandes étudié a la section précédente. L’identification est complete lorsque I’on
aremarqué que la condition imposée sur mg et m; est exactement une condition

3Noter ici la normalisation choisie pour les fonctions, telle que H¢>f]|1 =|¢|l1 et de méme

pour 1/1;.
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Figure VIIL1 : Algorithme QMF associé & la transformée en ondelettes sur
grille dyadique.

QMF. On a donc de nouveau un algorithme rapide de reconstruction, donné
par :

St f= Zg2l~kaf + Zhw—kS}f (I1.34)
] ]

L’algorithme peut étre schématiquement représenté de la maniere suivante.
On considére par exemple une suite mg(€) possedant trois coefficients non nuls
h_1,ho, h1 et on suppose que on connait la suite S¥f,k € Z. Dans ces con-
ditions, ’algorithme de décompositions aux échelles plus grandes est organisé
comme dans la figure VIII.1.

En remplagant mo(§) par m;(£), on obtient un algorithme similaire pour
les coefficients Tf f.keZ.

Remarque: Pour conserver une unité de notations dans cet ouvrage, nous avons
choisi en (I1.29) la “normalisation L!” pour les fonctions ¢f et ¢}‘. On choisit
plus souvent la “normalisation L?”, c’est-a-dire ¢¥(z) = 2-32¢(27 Iz — k).
L’unique modification & apporter a Palgorithme est alors une renormalisation
des filtres par un facteur /2.

II.5 Quelques exemples et commentaires

Il est assez facile de construire des couples (¢,v) associés & des QMFs
et permettant donc l'utilisation des algorithmes décrits plus haut. Beaucoup
d’exemples sont fondés sur Pidentité trigonométrique

N
sin§ = 2sin (£/2) cos (£/2) = ... = 1\}1_1’11 2 sin (27¢) H cos (277¢) (I1.35)

i=1
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qui implique donc

sinf _ H cos (277¢) (I1.36)
Ainsi, en partant d’un entier n > 1 et en posant
. . in&\"
Pn(€) = einé/2 (—Su;?> : (11.37)
2
il vient immédiatement ) )
bn(2€) = mo(£§)én(£) (11.38)
avec "
1+e €\" ;
mo(§) = (—+26 ) = e~/ cosng (11.39)

Notons tout de suite que ce filtre ng(§) ne vérifie pas la condition “QMF”
(I1.23) quand n > 2 ; la reconstruction ne sera donc possible qu’en utilisant un
filtre mq(€) approprié.

Ceci conduit directement & ’algorithme pyramidal précédent pour le calcul
des coefficients S ch f.

11 est facile d’obtenir une ondelette associée, en posant

1 —e %\ " iné .
mi(€) = (9—3) = e "¢/ 25" g (11.40)
ce qui conduit a :
- . sin?" &
Un(€) = e™m8/2 —(g)f (I1.41)
2

et est aussi compatible avec notre algorithme pyramidal.

Il faut néanmoins noter que nous sortons ici du cadre précédent, dans la
mesure o1 (& part pour n = 1) les filtres mo(&) et m;(¢) ne vérifient plus la
relation de QMF. Il faut alors introduire une ondelette de reconstruction :

. - €y 1€
Xa(€) =1 (3)6(3) (11.42)

avec le filtre passe-haut correspondant :

gy = L Ime(OF
1(€) = e (11.43)

Cet exemple correspond en fait aux ondelettes dites splines. Ces ondelettes
sont étudiées plus en détail dans le complément E.
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Remarques

1) Si on considere les formules précédentes, dans le cas n = 1, on obtient
alors le célébre systeme de Haar, dont la fonction d’échelle est la fonction
caractéristique de I'intervalle [0,1] :

¢>1($) = X[o,l}(l') (11-44)

et 'ondelette est la fonction de Haar :
1
¥1(z) = H(z) - 2H(z — 5) + H(z - 1) (11.45)

ou H(z) est la fonction de Heaviside. Il est bien connu que la famille des
273/ (277z — k), j,k € Z est une base orthonormée de L?(IR), ce qui n’est
plus le cas pour n > 2. Dans ce cas, il faut modifier la construction pour, dans
un premier temps, obtenir une fonction ¢(z) telle que la collection de ses trans-
latées entiéres soit une base orthonormale de 'espace qu’elle engendre. Dans
un deuxieme temps, on montrera qu’il existe une ondelette associée, telle que
la collection de ses translatées et dilatées (correctement normalisées) sur une
grille dyadique soit une base orthonormale de L*(IR). Nous ne décrirons pas
ces aspects ici et renvoyons a [4] et [10] pour une présentation self-consistante
de la théorie et a [3],[4] pour des listes de coefficients de filtres.

2) La procédure précédente conduit a des ondelettes possédant n moments
nuls (en effet 7,5"(6) ~ &" quand £ ~ 0). Il est facile de la modifier pour obtenir
un nombre de moments nuls différent, par exemple en changeant la puissance
de sin(£/2) dans la définition de m;(£). Il faut néanmoins faire attention aux
zéros de m,(£) et faire en sorte que 111 (£) soit bien défini quand m;(§) = 0.

3) Nous avons vu ici le réle joué par les QMFs dans le calcul numérique
de coefficients d’ondclettes. Plus précisément, des que P'on dispose d’une base
d’ondelettes, on montre que le calcul des cocfficients correspondants peut étre
effectué avec un algorithme de QMF (voir [3], [8] et [10] par exemple). Le
probleme réciproque, & savoir associer une base d’ondclettes a une paire de
QMFs, est lui aussi intéressant. A. Cohen [2] a donné une condition nécessaire

et suffisante pour qu’une paire (mg, m;) de QMFs engendre des fonctions ¢ et
¥ de L%(IR) conduisant 3 des bases d’ondelettes.

III ONDELETTES SUR GRILLE REGULIERE

Considérons maintenant le cas de la transformée en ondelettes sur un réseau
régulier, c’est-a-dire dans la version discrete de la transformée en ondelettes
invariante par translation. On va maintenant chercher a utiliser de nouveau
des algorithmes du méme type que les algorithmes de codage en sous-bandes
précédents. Pour cela, commengons par le cas simple o1l est possible d’associer
a londelette utilisée une fonction d’échelle ¢(z) et une paire de QMFs.
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ITI.1 UTILISATION DE QMFs

Supposons donc que nous disposons d’une paire de filtres miroir en quadra-
ture mg ¢t m,, tels que

$(26) = mo(€)B(€),  (26) = m1(E)$(€) (11L.1)

Nous noterons maintenant S; f et Tj f les coefficients d’échelle et les coefficients
d’ondelette respectivement? :

)=2" ’/f ¢(27(z — k) dz (I11.2)

)=2" J/f (27 (z - k) d (111.3)

Il est alors facile de faire un calcul similaire au précédent :

= 5= [ fleei(ie) ae

il

o / F(€)e™emo (2771 €) B(277"¢) e

%Zhr [ ftepes=eg (21 ag
_Zh i1 f(k—2971)

qui fournit ainsi :
Proposition 2 Soient ¢(z), ¥(z) une fonction d’échelle et une ondelette as-
sociée & une paire de QMFs. Alors, pour toute f(z) € L*(IR), le calcul de la

transformée en ondclettes sur grille réguliére peut étre effectué a 'aide d’un
schéma de codage en sous-bandes sans sous-échantillonnage :

Tif(k) =" g7 Sj—1f(k—277"1) (IIL4)
l

Zh i1 f(k =201 (I11.5)

1A ne pas confondre avec les coefficients Tjkf et S;‘-"f que nous avons utilisés précédemment.
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Ainsi, on obtient une organisation pyramidale similaire & la précédente,
la seule différence étant que, cette fois, on a un schéma consistant en filtrages
successifs et non de filtrages et sous-échantillonnages successifs. Avec les mémes
conventions que dans la figure 1, lalgorithme peut étre représenté comme sur
la figure VIIL.2 :

Remarque : QMFs ou FFT 7 Comme nous ’avons vu, le calcul d’une trans-
formée en ondelettes “presque continue” au moyen de la FFT requiert de 'ordre
de CrprN log,(N)? opérations, et le calcul au moyen de Palgorithme pyrami-
dal, de I'ordre de Cgprp N log, (V) opérations®. L’algorithme pyramidal semble
donc plus efficace, mais le rapport des temps de calcul dépend en fait de NV ou,
plus précisément, du rapport

T = IOgQ(N)CFFT/CQMF-

Si N est assez petit pour que 7 soit inféricur a 1, ’algorithme fondé sur la FFT
est plus rapide. On peut facilement voir que dans le cas de filtres “classiques”,
de longueur 10 environ, la valeur de transition est autour de N ~ 1000.

II1.2 Pseudo-QMFs

Nous avons donc vu quelle est la situation lorsque ’on dispose d’une paire de
QMFs pour calculer la transformée en ondelettes. Malhcureusement, ¢a n’est
en général pas le cas. Par exemple, dans le cas des ondelettes les plus simples,
entre autres les dérivées de gaussiennes, on ne dispose pas de QMF permcttant
d’accélérer le calcul. La question naturelle qui se pose est de savoir si on peut
trouver une expression approchée de la transformée en ondelettes, de sorte que
la transformée approchée soit calculable avec des QMFs. Ce probleme a ¢té
étudié par un certain nombre d’auteurs, qui ont fourni des expressions explicites
pour les filtres approchés qui interviennent. Nous décrirons ici une des solutions
possibles qui est donnée par les analyses multirésolution infinitésimales que
nous avons déja en I'occasion de voir a la fin du chapitre II (et qui fait aussi le
lien avec les décompositions “presque continues” de la fin du chapitre VI).

Dans ce cas, on part d'une ondclette ¢(z) € L?(IR), normalisée de sorte
que :

ky = /0001[)(11) %ﬂ = /Ooo d(—u) ‘-luﬂ —1. (IIL6)

On construit alors une fonction d’échelle associée p(2), telle que :

s0) = [ daes (1.7

50u ComF dépend de la longueur des filtres {h,} et {ga.}.
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Figure VIIL2 : Algorithme QMF associé & la transformée en ondelettes sur
grille fine. |
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et des ondelettes intégrées ¥(x), vérifiant :

~ 1 da
wo= [ a0 (L)
On a alors R
B(6) = $(6/2) ~ 4(6) - (1rL9)
et toute fonction f(z) € L?(IR) peut étre décomposée comme :
fa) = (k) + (1 (LIL.10)
Jj=jo
ou l'on a posé
Pi(z) = 2779 (27 (z — b)) (II1.11)

et de méme pour ¥{. A partir de ces nouvelles fonctions, on peut construire des
filtres et un algorithme rapide approchés de la maniere suivante. Nous allons
tout d’abord faire I'hypothése qu’il existe une fonction (pas nécessairement
2m-périodique) po(€) définie partout, telle que :

@(2€) = po(€)@(€) (I11.12)
ainsi qu’une fonction pu,{(£) telle que
$(26) = i (6)p(8) (IIL.13)

L’idée essentielle est la suivante. Supposons que nous voulions échantillonner
T;f et S;f a la fréquence unité, on fait I’hypothese a priori que la fonction ¢
est essentiellement localisée dans lintervalle [~m, 7].

Introduisons le sous-espace de L2(IR) suivant :

Up = {f € L*(IR),f =Y _awp(z—k), {u} €1%(Z)} (IIL.14)

Nous supposerons que la collection {¢(z — k), k € Z} est une base de Riesz
de Uy, c’est-a-dire qu’il existe deux constantes finies et non nulles A et B telles
que
AL Z |p(€ + 2mk)|> < B (presque partout) (I11.15)
k

On montre alors facilement qu’il existe une fonction x € L%(IR) telle que la
suite {x(z — k), k € Z} est la base de Uy biorthogonale a {p(z — k), k € Z}.
x est donnée par

ooy g8
X(€) = S G(E+ 2nk)? (I11.16)
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Considérons maintenant les discrétisations des fonctions T; f(z) et S f(z) :
S§(n) = Tj(n), Tj(n)=S;(n)VneZ (I11.17)

Passons & la détermination des QMF's approchés, que nous noterons m§(§) =
3, hiet* et m3(€) = 3o, gre’*. L’idée qui est a la base de tout ceci est que
dans la mesure ou la fonction ¢ est localisée dans un voisinage de 0 et ou les
filtres my et my apparaissent toujours sous la forme de produits avec $, on peut
se contenter de les approximer avec des filtres 2w-périodiques dans un voisinage
de 0.

Nous noterons :

Tif(n) = gi"Sif(n—k) (II1.18)
k
et
S¢f(n) =Y _h{"Sgf(n—k) (IIL.19)
k
et aux échelles suivantes :
TP f(n) = gi"Si_, f(n—27""k) (I11.20)
k
et A
S¢f(n) =D hg*St f(n—2""k) (IIL21)
k

La sélection des filtres approchés mi(£) et m{(€) se fait en comparant les
résultats fournis par V'algorithme, c’cst-a-dire S7f et T} f aux discrétisées des
transformées usuclles S]‘-i fet Tin f-

On remarque immédiatement le résultat suivant :

Proposition 3 Ker(S$) = Ui, et pour j = 1,..., S¢ Ut = T} Ut =0

Il existe de nombreux criteres de choix du meilleur filtre approché. Les filtres
approchés que nous choisirons sont donnés par le résultat et les estimations
suivantes :
Théoréme 2 Soient (z) et ¥(x) respectivement la fonction d’échelle et I'on-

delette intégrée associces a 'ondelette y(z) et soient po(€) et py(€) les filtres
passe-bas et passe-haut associés. Notons :

1/2
i) = | [ 0@ - mitenpe e (111.22)

On a alors les propriétés suivantes :
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i) Il existe une unique paire de filtres 2m-périodiques m(€) = m;(€) qui
minimisent v(p;,m¢). Leur expression est la suivante

Yorez P(E+ 2mk)*P(2(€ + 27k))

= T 111.23
mo(f) Zkez I‘P(&'{' 27I'k)|2 ( )
ez P(E+2mk) T (2(¢ + 2nk))
= I11.24
m1(§) Ekezla(€+27rk)l2 ( )
ii) Ona 4
157 f = 5% flloo < v(1t0,m0)27F K| f]l2 (I11.25)
et

T8 f-Tfflleo < 275 (v(m,ml)+Cw(uo,mo)\/il(,-_l) IIfll2 (IIL.26)

ot
Ci = ess sup my(€)
cem

— 2j
K].=1_£9£/__)_
1-Cyv2

iii)  Pour toute f € Uy, on a de plus :
Stf=S{f, Tif=Tf (IIL.27)

et

Avant de démontrer ce résultat, notons le corollaire immaédiat :
Corollaire Les filtres approchés donnés par le théoréme précédent vérifient :
mo(&) +my(€) =1 (I11.28)

et fournissent donc I'algorithme de reconstruction simple suivant, analogue de
la formule de reconstruction de Morlet :

Sof(n) =Y Te(n) (I11.29)

j>0

Passons maintenant & la preuve du théoreme. On remarque d’abord que

USTT =571 <30/ mb(€)mole + 2nk)B(€ + 2ek) (€ + 2k)de
kez’0

< [ lems(o) (©lat

< 27| £l [/[R[mé’(f)@(ﬁ) - @(25)[245] -
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On voit donc apparaitre la fonctionnelle v dans notre probleme. Sa minimi-
sation est un probléme classique, qui est en fait équivalent a la projection
orthogonale de ¢(z/2)/2 sur Up (i.e. la minimisation de la distance dans L?
entre ¢(x/2)/2 et Us). Plus précisément, les coefficients hy ne sont autres que
les coefficients par rapport a la base des ¢(z — k), k € Z de la projection de
&¢(z/2)/2, que l'on obtient simplement en écrivant que

(%(p (;) - zl:imﬁ(z + Z)) Lo(z+k)Vhe Z

ce qui conduit a

/ (z +k)* Zh x+z-1<p( )]dz—O Vke Z

ou encore

/0 " it g (&) D 1p(e+2ml)F= " B(é+2nl)*B(2(E+2m1))]dE = 0 (Vk € Z)

lez lez

On sait dans ce cas que la solution est unique et qu’elle est précisément le mg
q q P
qui est donné dans I’énoncé du théoréme. On estime rigoureusement de méme
Perreur ||T8 f — T%flloo, ce qui conduit & expression donnée pour m .
1 1 ’ 1
Passons maintenant aux échelles plus grandes. Il est utile d’introduire les
coefficients intermédiaires suivants :

Tjf(n) = ZgZ*So (n—2/""k) (I1L.30)
Sif(n) =) h{*Sgf(n—27""k) (I1L.31)
k

Clairement, on a

1527 - 5df||1 <157 - 5'f||1 + ||5'f Sdf”l

W7 = T3l <NTET =Tl + T3 7 - Téf I
Examinons les coefficients S5 f (le raisonnement pour les T3 f est le méme).

1837511l =/0 | 2 _mo (277" (6+2K))B(27 7 (€+2mk)) f (€ +2m)

keZ

= > mE(2771 (277 (€ + 2nk)) (€ + 2nk) | de

keZ

o, T
<lirte[ [ M3 @te)0(e) -~ teig) e

< ]2 [ JREGECE ¢(2<>]2de] %
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En ce qui concerne le second terme, on a encore :

1857 - 57l < [ Ims(2ie) IS s6) - S se)lae
< sup 317, = ST 71l

En réunissant ces deux estimations, on obtient ainsi les deux premiéres parties
du théoréme. Passons maintenant 3 la derniere. Supposons que f(z) € Uo.
Alors

(&) = F(&)@(¢)

ott F(€) est une fonction 2r-périodique, de carré intégrable sur [0,27]. Un
calcul explicite conduit alors &
Sa 7 od ¥ a * ) |~ 2
STF=Si1 =3 (mi(€) — mo(e +27k)") |B(¢ + 2nk)[ F (£)
keEZ
=0 simg§=my.

A titre d’exemple, considérons la célebre ondelette LOG (Laplacian Of

Gaussians)

W(z) = %(1 — zt)e~*"/? (I11.32)

La fonction d’échelle linéaire associée est simplement la gaussienne

1 2
= T /2 I111.33
‘P(z) 2\/2_7re ( )

alors que ’ondelette intégrée est le DOG (Difference Of Gaussians)

1
2V 27w

Pour plus de généralité, nous considérerons la famille de fonctions d’échelle

¥(z) = (e="/% — 2¢727") (I11.34)

Pa(6) = e /e (111.35)

avec les ondelettes intégrées associées. Un calcul direct fournit les coefficients
pour les filtres {h;} et {gr}. Les coefficients, dans les cas @ = 2 & o = 6 sont
donnés dans le complément E.

I11.3 Redondance en échelle

Pour “boucler la boucle” et revenir & une transformée en ondelettes algo-
rithmiquement efficace et proche de la transformée continue que nous avons vue
au début de cet ouvrage, il ne nous reste plus qu’a réintroduire la redondance
en échelle.
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Le moyen le plus simple est sans doute de réutiliser les formules précédentes
et d’utiliser directement I’algorithme correspondant en partant de fonctions
d’échelle, copies dilatées de celles que nous avons utilisées.

Plus précisément, considérons le cas d’une transformation en ondelettes, par
rapport & des ondelettes de largeur de bande d’une octave approximativement
et N — 1 échelles intermédiaires (en progression géométrique) par octave. Soit
donc ax = aj, = MN ou A= Nj+p Si g(z) est Pondelette infinitésimale,
normalisée de sorte que ¢4 = 1, on pose alors,

bu(z) = /: ég (g) %a (111.36)
et y
Yul(z) = /Zu_l ég (g) ‘i—“ = 26,(22) — d,(z) (111.37)

On dispose donc d’une famille de NV fonctions d’échelle et ondelettes, copies
dilatées les uncs des autres. La méme procédure que précédemment, appliquée
a chacune des ondelcttes et fonctions d’échelle, produit alors une famille de
filtres passe-bas et passe-haut donnés par :

Y rez Pul2(€ + 27k))b (€ + 2mk)”
Ekez |¢’u(§ + 2mk)|?

mg(€) = (111.38)

_ Tkez Vul2(E+ 27K))du(€ + 27k)"
Ciez |bu(€+2nk)?

m (€) (IT1.39)

Remarque : Une variation possible. On peut aussi utiliser les mémes idées pour
construire une transformation en ondelettes dans laquelle toutes les échelles
sont indépendantes. Il est alors suffisant d’utiliser une unique fonction d’échelle
et d’introduire la famille d’ondelettes suivantes

M (-’5) da I11.40
Yu= 2(u=1)/N al\a)a (IL.40)

La méme procédure fournit alors les filtres

_ Dorez Wu(2(6+ 277’”"))473(5 + 27k)*
Yorez 0(E+ 2nk)|?

ame3 (IT1.41)

qui vérifient :
Mo+ Y My =1 (I11.42)
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La reconstruction s’écrit :

Jo—1
Sif=Sif+Y D> TLf (I11.43)
u j=d
ou on a posé
T f(k) = (f,277w, (277 (- — k)) (111.44)

IV LE CAS BIDIMENSIONNEL

IV.1 Produit tensoriel

Nous avons déja dit dans 'introduction qu’une condition nécessaire a ’exis-
tence d’algorithmes rapides de calcul de la transformée en ondelettes était
la compatibilité du réseau de discrétisation avec les opérations élémentaires
utilisées pour générer les ondelettes. Ceci reste vrai pour la transformée en
ondelettes bidimensionnelle. Tant qu’on se limite a des translations et dilata-
tions, des algorithmes rapides sont toujours disponibles. En revanche, on ne
sait toujours pas, a ’heure actuelle, comment discrétiser des rotations en plus
des dilatations et translations, de sorte que 'on ne dispose pas d’algorithme
rapide pour la transformée en ondelettes avec rotations. On se contentera donc
de décrire un algorithme attaché aux ondelettes classiques et donc fondé sur
les mémes idées de QMF.

Le plus simple consiste en fait a considérer un “produit tensoriel” de deux
filtres unidimensionnels. Etant donnée une fonction d’échelle unidimensionnelle
¢(z), associée & une paire de filtres mg(&) et m; (&), on construit une fonction
d’échelle bidimensionnelle

d(z,y) = d(x)o(y) (Iv.1)
11 est alors immédiat que
é(QEI’ 2€y) =My (fx)mo (fy)‘i(fz,fy) (IV2)

de sorte qu’un candidat naturel pour le filtre passe-bas est :

mO(é.mfy) = nzO(ﬁz)mO(fy) (IV'3)

Si nous conservons I'idée que le filtre unidimensionnel mg(£) est essentiellement
localisé entre —m/2 et 7/2, mo(€;,&,) est lul essentiellement localisé dans le
carré [—n /2,7 /2] x [-7/2,7/2].
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En ce qui concerne les ondelettes, I'identité suivante, conséquence de I’équa-
tion aux QMFs unidimensionnelle

> Imi(€a)m;(&)F =1 (1v.4)

i,j=0

suggere l'utilisation non plus d’un filtre passe-haut, mais de trois, a savoir :

777’%(61’ fy) = mﬂ(gz)ml(fy) (IV5)
m?(&zafg) = my(&;)mo(&y) (IV.6)
m?(&:,ﬁy) = m1(&)m1(éy) (Iv.7)
et conduit donc 4 trois ondelettes correspondantes :
V4(26:,26,) = m{(£:, &)(6as &), €=1,2,3 (IV.8)

11 est facile de vérifier que si les 273/2¢(2 9z — k), j,k € Z forment une base
orthonormée de L?(IR), alors les 277y¢(2 Iz ~k, 2=9y—1), j,k,l € Z,e =1,2,3
forment une base orthonormée de L2(IR?), pour laquelle on dispose des algo-
rithmes rapides correspondants.

Si on note : . _ .
S}"Jf = (f,2—21¢(2—.1 c—k,277. __[)) (IV.9)
et .
T;;l'f = <f’2—2]¢'€ (2—] . _k»2_] ' —l)>7 (IV.IO)
il est facile de voir, d’apres les calculs précédents, que ’on a :
Sy =3 hphpsimRinly (IV.11)
P
ainsi que
T f=Y > higiSimTnly (IV.12)
k {
T =3 gihi ST (IV.13)
k ]
T =) gigSimhinly (IV.14)
k )

On se retrouve donc exactement dans le méme schéma algorithmique que
précédemment. L’algorithme de resynthése est exactement similaire au pré-
cédent.
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IV.2 Algorithmes approchés

On peut, bien entendu, modifier encore une fois cet algorithme, par exemple,
en n’utilisant plus que deux ondelettes au lieu de trois (dans ce cas, on n’a
pas de base orthonormée sous-jacente et il est nécessaire de considérer des
filtres de reconstruction différents des filtres d’analyse). La encore, le choix de
Palgorithme est lié & Papplication que ’on souhaite en faire.

Néanmoins, cette structure algorithmique est trop contraignante si ’on
s’intéresse a des ondelettes bidimensionnelles comme celles dont nous avons
parlé auparavant, c’est-a-dire radiales ou localisées fréquentiellement. Dans un
tel cas, on peut néanmoins reprendre la technique d’approximation développée
dans le cadre unidimensionnel, pour construire des filtres approchés qui per-
mettent un calcul efficace de coefficients en ondelettes.

Prenons pour simplifier le cas d’une fonction d’échelle radiale ¢(z,y). Na-
turellement, il n’existe pas en général de fonction 27 x 2w-périodique reliant
o(z,y) et ¢(z/2,y/2)/4. 1l est en revanche toujours possible de chercher la
combinaison linéaire des ¢(z — k,y — ¢) la plus proche de ¢(z/2,y/2)/4. En
procédant comme précédemment, on obtient immédiatement :

Proposition 4 Les fonctions périodiques :
mo(€,¢) = Z hi cexp{i(k€ + £¢)}
ke

et

mi(€,¢) = Y gr.eexpli(ké + )}
k.,
qui minimisent respectivement :
Nlo(2/2,9/2)/4 =3 hied(z + b,y + Ol
ke

et

[¥(2/2,9/2)/4 =Y gred(a + K,y + O)lla,

k.,
sont données par
Sk cez H2(E+27k), 2(C + 2m))H(E + 2mk, ¢ + 27E)*
St.eez [B(€+ 27k, ¢+ 2me)2

mo(€,¢) = (IV.15)

et

Yicez D(2(E + 2mk), 2(C + 270)) (€ + 27k,  + 27L)*

mi(§,¢) = Y ez [9(€ + 2mk, ¢ + 2m0)?

(IV.16)
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Figure VIII.4 : Filtre passe-haut approché pour ondelette LOG bidimension-
nelle.
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Exemple : Ondelettes LOG. Si nous reprenons l’exemple précédent des on-
delettes laplacien de gaussienne bidimensionnelles, les filtres correspondants
peuvent étre calculés numériquement. Les fonctions mg et m; approchées sont
respectivement représentées en figure VIII.3 et VIIL.4.

On traite de facon similaire le cas d’ondelettes associées a4 des rotations.
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VI COMPLEMENT E : FILTRES POUR
ONDELETTES SPLINES ET LOG

Nous donnons dans ce complément plus de détail sur deux exemples d’on-
delettes associées a des algorithmes pyramidaux. Le premier exemple est une
famille d’ondelettes pour laquelle il existe un algorithme rapide de décompo-
sition-synthese : les ondelettes splines. Le second est une application de la
méthode des pseudo-QMF's développée dans la section III du présent chapitre.

VI.1 Splines de base et ondelettes de Battle-Lemarié

On connait maintenant de nombreux exemples de filtres mo(§) et my(€)
permettant Putilisation des algorithmes pyramidaux décrits au chapitre VIII.
Le prototype des ondelettes et des fonctions d’échelle associées 4 une telle
structure algorithmique est fourni par les ondelettes dites splines (associées a
la théorie de ’approximations par fonctions splines), dont nous avons ébauché la
construction dans la section IT du chapitre VIII. Nous développons maintenant
cette construction en détail.

Définition 1 La fonction spline de base d’ordre n 3"(z) est définie récursive-
ment par

g'(z)= 8"+ " (@) (B1)
oit fo(z) = x[o,(z).

On voit immédiatement que

i€ _ n+1
¢ 1) (E.2)

o) = ( i

Si ’on note
vo") = {f € L*(IR) N C""(IR), polynomiale
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d’ordre n sur [k, k + 1[, Vk € Z} (E.3)

alors c’est un résultat classique de théorie de ’approximation que toute f(z) €
Vé") peut étre représentée comme combinaison linéaire des translatées entieres

de A™(z) :
f(z)= Z arfBt(z — k) (E.4)
k

Plus précisément, on a :

Théoréme 1 La collection des translatées entiéres B (z) = f™(z — k) est une

base inconditionnelle de Vé"), i.e. il existe deux constantes0 < C < C' < oo
telles que V{ay, k € Z} € ¢*(Z)

Cllalle < 1Y arB”(z = k)llz < C'llellez (E.5)
k

De plus, il existe §*(z) € Vé") telle que
(BR,B) = bu (E.6)

Toute f(z) € Vén) peut étre décomposéc comme :

Flay=>_(£B08k () = (£, 80)Bk () (E.7)

k k

On déduit immédiatement de I'équation (E.6) la forme de 3" () dans l'es-
pace de Fourier :

g - — M@
e lﬁ"(f + 27r€)|

Bien entendu, la collection des 8"(z — k) est loin d’étre 'unique base incondi-

(E.8)

tionnelle de Vé"). En particulier, on a :

Lemme 1 Soit g(z) = Y, arf"(z—k), ott {ax, k € Z} € (*(Z). La collection
des g(z — k), k € Z est une base inconditionnelle de Vén) si et seulement si
la transformée de Fourier m(€£) = ¥, ar exp{ik€} de la suite {ay, k € Z} est
telle que

0<A<|Im(§)|<B< (E.9)

pour deux constantes réelles finies A et B.
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Preuve : 11 suffit d’écrire, V{v,k € Z} :
1D gz ~R)llz= 11> vearB (= k= 0)]l2
k ke

On a alors
Clla*lee < 11D wg(@ ~ )l < C'lla 9o
k

et le lemme en est le résultat.
Les fonctions splines de base sont bien adaptées 4 la structure algorithmique
pyramidale du chapitre VIII, pour la raison suivante :

Lemme 2 Les fonctions splines de base vérifient I'équation & deux échelles :

n+1

1 .rz
58 (5) - ;ugﬁ"(ﬁk) (E.10)
ot les coefficients u} ne sont autres que :

ul = 27! (”: ) (E.11)

Preuve : 1l suffit d’écrire I’expression de 5;(5) pour voir :

Frag = (Lpe)™
= ()" e

En développant :

S n+1
e +1 — o-n-1 n+1Y ke
(=) =t

on obtient bien I'équation & deux échelles recherchée.

La conséquence immédiate de la relation a deux échelles est que le calcul des
coefficients (f,2776"(27/x — k)) d’une fonction f € L2(IR) peut s’effectuer via
Palgorithme de codage en sous-bandes. Les coefficients u} sont les coefficients
de Fourier du filtre passe-bas :

@)= (S5 1)"+1 (E12)
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alors que le filtre passe-bas associé a ﬂ~" est donné par :

. fn 2 Bn (€ + 2m0)|?
7710(6): /6/:( 5) = my 5 Zfl/@\(g )l2
() ZZ |ﬁ"(2f+27rf)|
Les coefficients de Fourier de ces filtres peuvent étre calculés numériquement.
Dans la terminologie des ondelettes, 8" (z) est appelée fonction d’échelle.

On construit ici les ondelettes associées de la fagon suivante. Les translatées
de la dilatée de 8" (z) :

(E.13)

273/28" (279 — k)

forment une base inconditionnelle de ’espace fermé VJ(-") qu’elles engendrent.
Vi = {Zak2_j/2ﬂ” (2772 — k), {ax} € 42(2)} (E.14)
k

On introduit alors Pespace W](."), complément orthogonal de VJ(-") dans V](»f)l.
Dans ce contexte, une ondelette sera une fonction ¥(z) € Wé"), telle que la
collection de ses translatées enticres soit une base inconditionnelle de Wén). De
I'inclusion Wl(") C Vén), on déduit immédiatement ’existence d’une suite {gj }
telle que :

4 (3) = s+ (B15)
k

Cette équation a deux échelles conduit, clle aussi, directement & un algorithme
de type “codage en sous-bandes” pour le calcul des cocfficients (f, 2‘j1/1(2‘jz -
k) d’une fonction f € L*(IR).

Naturellement, le lemme 1 s’applique également & W((,") , de sorte que toute
fonction >, vitp(z — k), out {74} définit un opérateur de convolution inversible,
fournit aussi une base inconditionnelle de Wé").

Nous voyons donc qu’il subsiste une grande liberté pour le choix des fonc-
tions g(z) et ¥(z) (et donc des filtres d’analyse mg(£) et m,(£)). En revanche,
une fois ces fonctions d’analyse fixées, les fonctions et les filtres de synthese
sont compléetement déterminés.

Il existe notamment des choix conduisant & des fonctions d’échelle inter-
polatrices (c’est-a-dire telles que g(k) = 0, 0Vk € Z, ce qui permet d’écrire
flz) =3, f(k)g(z - k)V¢ € VO")) ou a des ondelettes 1(z) a support com-
pact.

Parmi tous ces choix possibles, on peut en particulier utiliser la procédure
de Gram pour orthonormaliser la base de Vé"). On obtient ainsi les ondelettes
de Battle-Lemarié :
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Théoréme 2 Soit 3" (x) une fonction spline de base et soit Vé") P’espace fermé
sous-tendu par ses translatées entiéres. Soient ¢(z) et y(z) définies par leur
transformée de Fourier :

3(e) = —LO (E.16)
VT 1B € + 2n0))2
) = it/ BEH2T) 1 (€
$(6) o /2H)¢(2) (E17)

i) La collection des ¢(z — k), k € Z cst une base orthonormée de Vé").

ii) La collection des y(x — k), k € Z est une base orthonormée de Wé").

La preuve de ce théortme résulte d’une vérification directe. Etant donnée
une fonction f(z) € L%*(IR) & décomposer, le calcul de ses coefficients par
rapport a cette base s’effectue au moyen de Palgorithme de codage en sous-
bandes, les coefficients des filtres étant les coefficients de Fourier des fonctions
27w-périodiques :

mo(€) = $(26)/4(€) (E.18)
my(€) = ¥(26)/(€) (E.19)

qui se calculent numériquement. Les ondelettes de Battle-Lemarié ne sont pas
a support compact, mais présentent I’avantage d’utiliser les mémes filtres pour
Panalyse et la synthese.

VI.2 Filtres approchés pour ondelettes LOG

Nous revenons ici plus en détails sur les ondelettes “laplacien de gaussien-
ne” et “différence de gaussiennes”, et les coefficients des filtres approchés qui
leur sont associés. Rappelons ici, qu’a la différence des ondelettes splines que
nous venons d’étudier, nous avons abandonné toute notion d’orthogonalité.
Les translatées entiéres des ondelettes et des fonctions d’échelle ne sont plus
orthogonales ; de plus, les analogues des espaces Vé") et Wé") ne sont plus
orthogonaux entre eux.

Le but de cette section est de fournir les valeurs numériques des coefficients
des filtres approchés pour ces ondelettes. Ces valeurs ne sont en effet pas
disponibles dans la littérature.

Considérons donc les fonctions d’échelle

Ga(6) = e €/ (E.20)



Complément E : Filtres pour ondelettes splines et LOG 213

Figure VIIL5 : logv(py,m1) en fonction de .

avec les ondelettes intégrées associées (voir les formules (I11.32) & (I11.35) du
chapitre VIII). Les cocflicients du filtre passe-bas

_ ke PLE+ 2mk)"B(2(E + 27k))

mo (&) = , (E.21)
Ykez [G(E+2nk)?
dans les cas a = 2 a a = 6, sont représentés dans les tableaux 1 et 2.
Quant aux cocfficients du filtre passe-haut
2 O(€ + 2mk)"T(2(€ + 2k
mi(§) = Lz 28T :r il (F_: k) (E.22)
Ykez |P(€+ 2mk)|
ils se déduisent immédiatement de la relation :
mo(€) +my(€) =1 (E.23)

La précision de ’algorithme approché correspondant se mesure directement
au parametre v(u;,m; ), dont le logarithme est représenté a la figure VIIL5, en
fonction de a.
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Tableau VIIL1: Cocfficients du filtre {h;}.

a=2 a=3 a=4
0.2303293981504295 0.2820879504943221 0.3256327400276189
0.1949696890597745 0.2197019560174942 0.23348983204217
0.1182550445250639 0.1037718457676399 0.085798244731082

0.0513934674734677

0.02973617314347277

0.01625749135447543

0.01600406489791245

0.005164308485305415

0.0015489926732795

0.003571008383091751

0.000546197488144622

0.0000922406284932685

0.000570918511923951

0.00003372200057470929

—6.32939976984007710~°

0.00006541345583418924

2.088986689311967107°

5.046635369126971107°

5.362330274241683107°

—4.723263083251334107

—3.03720427769035410~°

3.20726097133678510~7

3.4556166214726361077

1.84053384099731910~¢

9.48164740493837107°

—2.36743540661213910~7

-1.11595109520189510~°

3.36607196807179107°

1.625691443732471077

6.76771626172513410~7

—2.292280072147649107°

—1.11684786442409210°7

—4.10463329124915310~7

1.78852277951212310~°

7.674439326224147107°

2.489542611878510~7

—1.39107684543338710~°

—5.274060648001265107°

—1.50997425485981410~7

1.08255702257343510~°

3.62464319343086710~8

9.1584352324766610~°
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Tableau VIIL.2 : Cocfficients du filtre {h;} (suite).

a=35 a=26
0.3636450885964668 0.3972771041574456
0.2405389812712865 0.2433136948393599
0.06849623968237273 0.05323383400865474
0.008720731154457 0.004788125238023543
0.0003826569816774996 —0.00002934485917262438

0.00005326775323516695

0.00007751303939803942

-0.00002238764144303302

—0.00003576989742401233

0.00001201348496626678

0.00001688424764446744

—6.42539602388912910~°

—7.973936211287443107°

3.438542742579532107°

3.76645030786919310~°

—1.84040800557032910°

—1.7791271727614471077

9.8508234184443310~"

8.4039827468548810~7

—5.272739623658996 1077

—3.9697583622132110~"

2.8222901265145021077

1.87518086216816210~"

—1.51066242920340210~"7

—8.857726977700910~8

8.0859923522276710~°

4.18409393489474610™8







ANNEXE A : ELEMENTS D’ ANALYSE

Nous donnons ici quelques éléments nécessaires pour la lecture du texte.
Les notions de base sont supposées connues et nous ne nous y attarderons donc
pas. Donnons tout de méme quelques détails supplémentaires sur les espaces
fonctionnels, ainsi que sur la transformation de Fourier et les distributions
continuellement utilisées dans le corps de 'ouvrage.

I NOTIONS DE BASE

Nous manipulons tout au long de cet ouvrage un certain nombre de notions
simples d’analyse tclles que des notions de continuité, de différentiabilité ou
d’intégrabilité. Nous décerivons ici quelques points nécessaires, sans entrer dans
les détails techniques. Nous renvoyons par exemple & (8], [7] ou [4] pour une
présentation complete.

I.1 Continuité, différentiabilité, régularité

Nous ne reviendrons pas en détail sur la notion de continuité. Comme a
Phabitude, nous noterons C"™(IR™) Pespace des fonctions m fois différentiables
sur IR™. Un outil essenticl que nous utiliscrons est la formule de Taylor, que
’'on peut écrire dans le cas multidimensionnel comme suit. Si f € C™(IR"),
alors on peut écrire :

i)=Y T @ ) 4y () (L1)

!
.
0<asm

a = (ay,az,...0q)
al = alasl...a,!
z* = ozt 2l

Jr = opege- o f
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et m 2, (Z) est un reste, borné par

Irkeo(2)] € 5 sup |%(2)] (12)

s ra=m

On dispose de formules analogues dans le cas de fonctions différentiables sur
un ouvert.

Il existe des mesurcs plus fines de régularité des fonctions. Nous nous
intéresserons en particulier aux propriétés de régularité hélderienne.

Si 0 < a < 1, Pespace A®(IR) est défini comme suit :

A*(R) = {f : IR = €,34 < o0,|f(y) — f(2)| < Aly — 2|*Vz,y € R} (13)

Si 'on note ||f||la la borne inféricure des constantes A telle que linégalité
précédente soit vérifiée, on peut vérifier que || - || est une norme (& condition
de considérer les éléments de A®(IR) modulo une constante additive, ce qui est
implicite dans la définition), qui fait de A*(IR) un espace de Banach. Nous
verrons comment caractériser de tels espaces au moyen de la transformation en
ondclettes!.

Sip<a<p+1, A%(IR) est défini comme suit :
AT = {f 1 IR — @€,3K < oo, P(x) polynéme de degré < p,

[f(z) = Plz—-y)| < Klz —y|* Vz,ye IR } (L.4)

et la généralisation immédiate de la norme précédente en fait aussi un espace
de Banach. (Il faut cette fois considérer les éléments de A*(IR) modulo les
polynémes de degré p.)

Ce critére de régularité peut aussi étre testé localement : la fonction f(z)
sera dite holderienne d’exposant a €]p, p+1[ au point x, s’il existe un polynéme
P,,(z) de degré inféricur ou égal & p et une constante A > 0 tels que Vh < hy :

£ (z0 + h) = Pay(h)] < AR (L5)

Si f(z) est p fois différentiable en zg, P,,(h) n’est autre que le développement
de Taylor & Pordre p de f(z) en z9. Nous montrons au chapitre IV comment
mesurer précisément ce type de régularité.

!En anticipant quelque peu, disons qu'une ondelette est par essence une fonction
d’intégrale nulle (il s’agit Ia d’une propriété “minimale”). Les ondelettes sont bien adaptées
4 étude de A*(IR) ; en eflet, le produit scalaire d’une ondelette par une fonction constante
est donc nul ; on dit parfois que les ondelettes ne “voient pas les constantes additives”.
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1.2 Mesurabilité, intégrabilité

La mesure de Lebesgue? sur IR est I’application qui & tout sous-ensemble
E C IR associe

E — |E| =inf{2|b,~—a,-|, Ec U]a;,bi[} (1.6)
i=0 i=0

l'inf étant pris sur tous les recouvrements de E par des ouverts |a;,b;[. La
mesure de Lebesgue sur IR™ est simplement obtenue en considérant des produits
cartésiens.

Le sous-ensemble E C IR™ est mesurable si pour tout F C IR", on a
|F|=|FNE|+|FnE°|.

Une fonction f(z) est dite mesurable si pour tout y € IR, 'ensemble E, =
{z, f(z) > y} est mesurable.

Etant donnée une fonction f(z), son intégrale de Riemann sur 'intervalle
[a,b] est définie de la fagon suivante. Considérant des partitions quelconques
a=ag <a; <ap<..<de =bde[a,b] cn sous-intervalles [ai, ar41] de taille
maximale §, et pour tout k un z; € [ak,ar+1] quelconque :

b
[ #te)da = tim 3 s o - 0 7)
@ k

J(z) est dite intégrable au sens de Riemann si la limite existe, indépendamment
de la partition et des points x choisis.

Etant donnée une fonction Lebesgue mesurable f(z) > 0, on lui associe sa
fonction de distribution yy(z), définie par

vr(z)=Hy e R, f(z) >y}l (1.8)

Si ys(z) est intégrable au sens de Riemann, f(z) est intégrable. Son intégrale
de Lebesgue est alors :

[ 1@z = [~ usteyis (L.9)

Dans le cas général, on suppose |f(z)| intégrable et on note : fy(z) (resp.
f-(z)) est le produit de f(z) par la fonction de Heaviside H(z) (resp. H(—xz)).
Alors l'intégrale de Lebesgue de f(z) est donnée par

[ 1@z = [ vr@as [ v (@ (L.10)

211 s’agit en fait de la mesure extéricure de Lebesgue, mais nous n’entrerons pas dans ces
détails ici.
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II ESPACES FONCTIONNELS ET
DISTRIBUTIONS

II.1 Les espaces L?P

Soit 1 € p < co. Dans tout ce qui suit, on notera
1
PRy = {f: R~ @, ||fll, = [/|f(z)}”drc]" <o) (IL1)

Pespace des fonctions p-sommables sur II? par rapport a la mesure de Lebesgue
et LP(IR™) la généralisation multidimensionnelle évidente. On notera également

Lo(IR) = {f: IR > T, ||f|lec = ess sup|f(z)| < oo} (I1.2)
ou
ess sup|f(z)| = inf{r : y;(r) = 0}
Pour tout p, LP(IR) est complet par rapport a la métrique dp, induite par || ||,
définie par
do(f,9) =1lf —gllp f,g€L? (11.3)

Dans le cas périodique (par exemple 27-périodique) on dira que f € LP([0, 27))

S1

1 2m i 1
NfllLe 0,271 = 2_7r[/ |f(z)|Pdz]” < o0 (I11.4)
0

On notera enfin (7{Z) l'analogue discret des espaces L? ; plus précisément, on
dira que la suite {s,,n € Z} € (P(Z) si

S ller(z) = [Z Isn!”} < 00 (IL.5)

ncz

1.2 L’espace L?

Parmi les espaces LP, 'espace L?(IR) a un statut particulicr en ce sens qu'’il
est muni d’un produit scalaire (en d’autres termes une forme hermitienne non
dégénérée), que nous noterons :

(fr9)2 = / H@g(@)ds .9 € () (1L6)

Quand il n’y a pas de confusion possible, nous noterons plus simplement || - ||
et (-,-) la norme et le produit scalaire dans L?). Le produit scalaire permet de
donner a L*(IR) une structure d’espace de Hilbert.
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Comme dans tous les espaces olt la norme provient d’un produit scalaire,
celui-ci peut &tre retrouvé a partir de la norme en utilisant 'identité de pola-
risation :

(Fr9) = 2 {UIf + ol = IF = all®) +3 (If +agll® = 1lf —igll®)} (117

] =

I1.3 Quelques inégalités utiles

Nous utiliserons constamment, par la suite les deux ensembles d’inégalités
suivantes :

I1.3.1 Inégalités de Holder

Si f € LP(IR) et g € LI(IR), alors le produit point par point fg appartient
a L™(IR), ou r est donné par

=4z (11.8)

De plus :
£ all- < 11 f1lp llgllq (1L9)
Les cas particuliers classiques sont 'inégalité de Cauchy-Schwarz

(£,9) <Nifll2 Vlgll (11.10)

et
fglly < I1fllsollollp (IL.11)

I1.3.2 Inégalités de Young
Si f € LP(IR) et g € LY(IR), alors lc produit de convolution f * g

fro@) = [ 1wt =)y (IL12)
n
appartient & L"(II?), ol r est maintenant donné par
1 1
1412141 (11.13)
r . p q
De plus :
15 = ol < H1F1lp Hall (1L.14)

Ceci implique en particulier que tous les espaces LP(IRR) sont stables par convo-
lution avec une fonction intégrable : L' x L? = LP. On peut aussi montrer que,
si f,g € L*(IR), le produit de convolution f x g est alors une fonction continue.
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I1.3.3 Inégalités intégrales de Minkowsky

Si F(=z,y) est une fonction de deux variables, intégrable sur X x Y, alors

[/Y (/X IF(w,y)ldz)pdyrs/XUY IF(z,y)lpdy]%dz (11.15)

pour tout 1 < p < oo

II.4 Identité approchée

Soit {¢e, e € IR%} une famille de fonctions intégrables. On dira que cette
famille fournit une identité approchée dans LP(IR), p < oo si Vf € LP(IR) on a

tim [1f = 1 # gelly = 0 (1L.16)

On dira alors que f * ¢, tend (fortement) vers f dans LP. Un exemple d’identité
approchée est obtenu comme suit : Si ¢ € L'(IR) est une fonction d’intégrale
égale & 1, on pose :

be(z) = -1—¢(f—) (I1.17)

1l est facile de montrer que 'on obtient ainsi une identité approchée de L*(IR)
par exemple.

I1.5 Fonctions de test et distributions

Etant donnée une fonction f(z) mesurable, on définit son support supp(f)
comme le complémentaire de ’ensemble {z € IR, f(z) = 0}. supp(f) est un
ensemble mesurable.

On appellera fonctions de test les fonctions de classe C a support compact
et on notera D(IR) 'ensemble de ces fonctions.

On dira d’une fonction qu’clle appartient a la classe de Schwartz si toutes ses
dérivées sont & décroissance rapide, c’est-a-dire telles que pour tout m,n € IN,
il existe une constante finie strictement positive C,  telle que

d™ f(z)

n
z
dz™

< Cmyn (11.18)

sup
r€iR

On notera S(IR) la classe des fonctions de Schwartz. On a clairement, D(IR) C
S(IR). 1l est & noter que les espaces D(IR) et S(IR) sont tous deux denses dans
les espaces LP(IR) pour 1 < p < 0.
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Etant donné un espace fonctionnel noté génériquement F(II?), son espace
dual est défini comme I’espace des fonctionnelles linéaires continues sur F(IR),
C’est-a-dire des applications continues T : F(IR) — @ telles que Vf,g € F(IR)

T(Mf +pg) = AT(f) +pT(9) (IL.19)

L’espace D'(IR) dual de D(IR) est I’espace des distributions et ’espace S'(IR?)
dual de S(IR) est I’espace des distributions tempérées :

S'(IR) Cc D'(I) (11.20)
Les distributions se dérivent conformément & la régle : si T € D'(IR)
dr drf
T =(-1)" .
(dzn )(f) (=1) T(dx,l) Vf € D(IR) (I1.21)

Parmi les exemples les plus classiques de distributions (hormis les distributions
de type “fonction™), les plus utiles nous seront la “masse de Dirac” :

§(f) = f(0) (11.22)

ainsi que ses dérivées. Par abus de notation, on traite souvent la distribution
de Dirac comme s’il s’agissait d’une distribution de type fonction, que ’on note
§(z).

Toutes ces notions s’étendent de fagon immédiate au cadre multidimension-
nel.

IIT ANALYSE DE FOURIER

III.1 Transformation de Fourier

Soit f € L'(IR) ; sa transformée de Fourier est définie par :
fO=1F1©= [ s cem (TL1)

Alors f est continue, bornée et s’annulle a I'infini (ce résultat est connu sous le
nom de lemme de Riemann-Lebesgue). On montre aussi facilement que pour
toutes fonctions f,g € L'(IR), on a :

o0 oo R
| swawae= [ g@)faaa (1112)
—00 —- 00
En supposant de plus que f et f sont suffisamment rapidement décroissantes
4 linfini (plus précisément f et f sont respectivement O(z~2) et O(£7%) a
Pinfini), on obtient la formule d’inversion :

flz) = 2% /_ f(e)e**de, ze R (I11.3)
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Ces hypotheses de décroissance a l'infini sont, en particulier, vérifiées par toute
fonction de la classe de Schwartz S(IR). 1l est facile aussi de vérifier que la
transformée de Fourier de toute fonction de S(IR) est aussi dans S(IR), de telle
sorte que la transformée de Fourier F restreinte & S(IR) est un isomorphisme.

La transformation de Fourier est étendue aux distributions tempérées (c’est-
a-dire aux éléments du dual S'(IR) de S(IR)) comme suit : si o € S'(IR), & est
définie par : (3, f) = (o, f) pour tout f € S(IR) On transporte la transformée
de Fourier au cadre L2(IR) de la maniere suivante : si

(f,9) = / fz)g(z) dz (I11.4)
est la forme hermitienne sur L?(IR), on a :

(f,8) = 27(f,9) (I1L5)

Par conséquent, \/—% est une isométrie sur S(IR), munie de la structure pré-
hilbertienne induite par la structure hilbertienne de L?(IR). Finalement, par
densité de S(IR) dans L?(IR), cette isométrie s’étend & L2(IR).

Le cas multidimensionnel est trés similaire. Nous noterons f(€) la trans-
formée de Fourier de f € L'(IR"), définie comme

f(&) = (z)e™ ¢ %dg (I11.6)
nr

De nouveau, la transformation de Fourier se prolonge en une isométrie sur
L?(IR™) (a une constante pres), c’est-a-dire que 'on a Vf, g € L?(IR™)

(f,5) = (27)"{f,9) (I1L.7)

Remarque : Enincluant la transformation de Fourier inverse dans la formule
donnant la transformation de Fourier, on obtient 'identité formelle

)= 1 e't®
i(z) G /m dg (I11.8)

Lorsqu’il est évident qu’aucun probleme de convergence ne se pose et qu’on
1 1 ! 2 p q
peut facilement donner un sens aux expressions correspondantes, nous utilise-
rons directement cette identité (qui n’cst autre, rappelons-le, que la reécriture
formelle de la formule d’'inversion de la transformation de Fourier).
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III.2 Quelques propriétés (aide-mémoire)

On donne ici une liste de propriétés immédiates de la transformée de Fourier :
si f,g € L'(IR), les propriétés suivantes sont vérifiées.

e Linéarité: F-(f+g)=F-f+F-g.

e Convolution-produit : F-(f-g) = [F-f]*[F-g] et F-[f*g] = [F- f]-[F -g].

e Translation-modulation : Si on note T}, 'opérateur de translation par b :
[Ty.fl(z) = f(z —b) et par E,, 'opérateur de modulation : [E,, - f](z) =
ei“? f(z), on a:

F-[Ty-f]=E-s-[F

F[Eyy - f] =To - [F - f]
e Dilatation : Si on note D, l'opérateur de dilatation par a : [D, - f){z) =
f(az), on a:
1
FDy- f]= oDy [F- 1)
e Parité : F : fonction paire — fonction paire ; F' : fonction impaire —
fonction impaire.
o Réalité : f(t) € IR = f(§) = f(-€)" V& ; f(z) € il = f(¢) =
—f(=¢)" V¢

I11.3 Transformation de Hilbert

Nous aurons souvent besoin d’utiliser la transformation de Hilbert H, qui
joue un role capital dans Panalyse par ondelettes. Elle est définie par son action
sur les fonctions comme suit :

H:f—[F '€ F]f (I1L.9)
ol € est défini par : [e- f](§) = —iSgn(£) f(€). On a donc :
[1+iH] =2F~'OF (I11.10)

ot © est la multiplication par la fonction de Heaviside H(£). Par exemple, si
f(z) = cos(z), alors [H - f](z) = sin(z) et ([1+¢H] - f)(z) = €=

Les spécialistes de traitement du signal utilisent la transformation de Hilbert
pour associer & un signal réel quelconque un signal complexe, appelé signal
analytique associé, qui ne contient que des fréquences positives et peut donc
étre qualifié de causal. Mathématiquement, 'image de L%(IR) par l'opérateur
C = [1 + iH] est appelé le second espace de Hardy complexe :

H*(IR) = {f € L*(IR) , f(€) = 0 V€ < 0} (IIL.11)
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Nous verrons une version de ’analyse par ondelettes spécialement adaptée &
cet espace particulier.

Dans un cas tres particulier, c’est-a-dire dans le cas de fonctions f(z) =
A(z) cosp(z) telles que les variations de A(z) sont lentes par rapport aux va-
riations de ¢(z) (fonctions ou signaux asymptotiques), on peut se convaincre
sans trop de difficultés que C - f est peu différente de A(z)e*(®). C’est ce
que l’on appelle le théoréme de Bedrosian, sur lequel nous aurons ’occasion de
revenir par la suite.

Pour conclure, remarquons que la transformation de Hilbert ne se générali-
se pas naturcllement au contexte multidimensionnel. Ou, plus précisément, sa
généralisation multidimensionnelle est fournie par un ensemble de transforma-
tions appelées transformations de Riesz. Nous reviendrons aussi sur cet aspect
des choses par la suite.



ANNEXE B : ELEMENTS DE THEORIE
DES GROUPES

Nous décrivons dans cette annexe de fagon trés succincte, les notions de
base nécessaires. La plupart des résultats sont énoncés sans démonstration.
Pour plus de détail, le lecteur est invité i se référer & [3] et [1], pour un exposé
adapté a la physique, et & [11] et [5], pour une description plus compléte.

I GENERALITES

I.1 Notion de groupe

Un groupe est un ensemble G, muni d’une loi de composition interne (ap-
pelée produit ou loi de groupe) notée “-”, associative telle que G posséde un
élément neutre e et que tout élément g € G posséde un inverse g~! pour cette
loi.

Les exemples de groupe ne manquent pas. On peut citer, entre autres, le
groupe réel additif, c’est-a-dire ’ensemble des nombres réels muni de 'addition,
ou encore le groupe réel multiplicatif, c’est-a-dire ’ensemble des nombres réels
non nuls muni de la multiplication. Ces deux groupes possedent la particu-
larité d’étre des groupes commutatifs. Il existe une famille de groupes par-
ticuliérement intéressante, les groupes de transformations, engendrés par des
transformations de IR" et que I’on peut réaliser comme des groupes de matrices.
Nous avons ainsi vu apparaitre au chapitre II les groupes SO(n) de rotations.
S0(n) est 'ensemble de toutes les matrices de rotation de IR", muni de la
multiplication des matrices. Autrement dit, SO(n) est ’ensemble de toutes les
matrices n X n, orthogonales (c’est-a-dire dont la matrice inverse est égale a la
matrice transposée) et de déterminant égal & 1. SO(n) signifie en fait groupe
spécial orthogonal en dimension n.
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1.2 Exemples

11 existe néanmoins trois exemples auxquels nous consacrerons une atten-
tion particuliere, ce sont les groupes qui vont nous conduire directement aux
gaborettes et aux ondelettes. Ce sont respectivement le groupe de Weyl-Hei-
senberg et le groupe affine (dans deux versions différentes).

L2.1 Le groupe de Weyl-Heisenberg

Le groupe de Weyl-Heisenberg 4 n dimensions est topologiquement isomor-
phe au produit IR™ x IR™ x S!, c’est-a-dire qu’il est constitué d’éléments de la
forme :

Gwiuy = {(w,b,ga) € IR" x IN™ x [O,QW]} . (I.l)
La loi de groupe est donnée par :
(wyb, ) - (W', 0, ) = (w+ W, b+ b, o+ +w-b). (1.2)

I1 est facile de voir que
e ={0,0,0) : (1.3)

est I’élément neutre de Gy et que
(@0,5,9) ™) = (—w, b, —p + w- b). (14)
En particulier
(w,b, ) - (W, b, 0") - (w,b,0) ™t = (Wb, ~ (W b—w- b)) . (L5)

Notons que le sous-groupe S' = {(0,0,9) € Gwu} de Gwy est commutatif.
Néanmoins, le groupe de Weyl- Heisenberg est un groupe non commutatif.
On dit qu’il est Pextension centrale (le centre d’un groupe est par définition
'ensemble de ses éléments qui commutent avec tout le groupe) de IR*™ (qui
serait lui-méme commutatif en Pabsence du facteur S§!) par le cercle $*. Nous
verrons précisément que c’est cette extension centrale qui fait toute la richesse
du groupe.

On peut faire agir Gy sur L?(IR") comme suit : Si (w,b, ) € Gwy, on
lui associe Popérateur sur L?(IR™) suivant :

[7(w,b,¢) - f](z) = e'leTe == gz —p) (1.6)
et vérifie immédiatement que

m(w,b, ) - (W', b, ") = r(lw+w b+ b',ei(‘P+‘pl+“"b’)). (1.7)
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L2.2 Le groupe affine

Le groupe affine & n dimensions est I’ensemble
Gaff={(b,a)elR"><Hii}, (1.8)

muni du produit

(bya) - (V,d') = (b+ab,ad’). (L.9)
Nous voyons que ce groupe possede une structure différente de celle du groupe
de Weyl-Heisenberg, puisque la variable a agit sur la variable b. On parle
dans ce cas d’un produit semi direct (ou produit croisé) de IR™ par IR}. La
représentation que nous utiliserons est obtenue comme suit. Si (b,a) € Gayy,
on lui associe Popérateur m(b,a) sur LZ(IR™), qui agit comme :

[w(osa) 7)) a2 (222)), (110)

a

et il est facile de vérifier que :

n(bya)-n(V',a') = w(b+ab',ad’) . (L.11)

L2.3 Le groupe affine avec rotations

Le groupe affine augmenté des rotations & n dimensions (parfois appelé
groupe euclidien inhomogene) est 'ensemble :

szf = {(b, a,r) € IR™ x It} x SO(n)}, (I.12)
muni du produit

(bya,r) - (b',d",7")y = (b+ar-V,ad ,r-'). (1.13)
(r € SO(n) est ici unc matrice de rotation & n dimensions.) Ce groupe posséde,
lui aussi, une structure de produit semi direct (ou produit croisé), cette fois de

IR™ par IR} x SO(n). Nous rencontrerons le groupe affine dans la construc-
tion des ondelettes avec rotations. En cffet, si bya,r € G’Z”, on lui associe

lopérateur m(b,a,r) sur L2(IR™), qui agit comme suit :

o) 1)) = a2 (- 222, (1.14)

a

et il est facile de vérifier que
n(b,a,r) -w(b,a', vy =n(b+ar-b,ad',r-r'). (I.15)

Notons que, dans le cas n = 1, SO(n) doit étre remplacé par le groupe fini
Zy = —1,1, Punique transformation orthogonale en dimension 1 en dehors
de lidentité étant la symétrie + — -—z. Il cst alors facile de vérifier que

aff = R x IR* et conduit a 'une des variantes de analyse par ondelettes
unidimensionnelle rencontrées au chapitre II.



230 Eléments de théorie des groupes

II GROUPES ET ALGEBRES DE LIE

Un groupe de Lie est un groupe G tel que :

e G est un groupe topologique : il est muni d’une topologie séparée telle
que les opérations g€ G - g™l et g,g € G = g- ¢’ soient continues.

e (G est une variété analytique : pour tout g € G, il existe un voisinage
O(g) de g qui est homéomorphe a un ouvert U de IR? (ou @¢) pour une
dimension d fixée. De plus, si U et U’ sont deux tels ouverts et si j et
7' sont les homéomorphismes correspondants, j o j/ 1 est analytique sur
unu'.

Dans ces conditions, on montre que G possede en tout point un espace
tangent de dimension d. De plus, 'espace tangent & G en g = e, que l'on
appelle lalgebre de Lie de G et que 'on note G = Lie(G), hérite d’une loi de
composition interne, notée [+, -], qui vérifie, pour tous z,y,z € G,

[IL‘, Z/] = —'[y’z] (Hl)

[, 1 21] + [y [z 2]) + [z, [ ] = 0 (IL.2)

On dit que le crochet de Lie (i.e. la loi [,]) est anticommutatif et Jacobi-
associatif. Par extension, on appelle aussi algebre de Lie tout espace vectoriel
muni d’une telle loi.

Considérons les exemples précédents, en particulier le groupe de Weyl-Hei-
senberg et le groupe affine. Il est facile de montrer que 'algebre de Lie du
groupe de Weyl-Heisenberg, (souvent appelée algebre de Heisenberg ou algebre
des relations de commutation canoniques) est engendrée par I'identité I et 2n
opérateurs P, et Qr, k = 1,...n, vérifiant les relations de commutation dites
canoniques :

[Qks Pe] = 6kl (11.3)

En revanche, le groupe affine a n dimensions est engendré par n+1 éléments
Qi k=1,..n et K, vérifiant :

[K,Qi) = K (IL.4)

IIT MESURE DE HAAR

Nous avons vu dans la section précédente que les groupes de Lie sont, par
définition, munis d’une topologie et d’une structure différentiable. Nous allons
maintenant nous restreindre aux groupes localement compacts et décrire les
propriétés de mesurabilité. Il s’aveére que tout groupe localement compact G
peut &étre muni de mesures qui jouent le méme réle que celui joué par la mesure
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de Lebesgue sur IR. Plus précisément, on montre (voir [3] par exemple) qu’il
existe deux mesures p¢ et pp sur G, appelées mesures de Haar gauche et droite
respectivement, telles que :

duc(d' - 9) = dpc(9),vg' € G, (IIL1)

dup(g-¢') = dup(g),¥y € G, (111.2)

et sont uniques avec cette propriété (a un facteur multiplicatif pres). pug et up
sont en général différentes. Si pp = pg, on dit que G est un groupe unimodu-
laire. En particulier si G est compact, il est automatiquement unimodulaire et
Jo dra(g) < oo

Si nous revenons aux exemples précédents, on vérifie aisément, par exemple,
que le groupe de Weyl-Heisenberg est unimodulaire, la mesure de Haar associée
étant

du(b,w, ) = d"bd™wdp. (I1L.3)
De méme, dans le cas du groupe affinc & n dimensions,
d"bda
b,a) = — I1.4
dug(b,a) = -, (1.4
d
dup(b,a) = dbf. (11L5)

Quant au groupe des rotations SO(n), il est compact et donc unimodulaire. Sa
mesure invariante peut étre paramétrée par les angles d’Euler et est donnée au
chapitre II.

IV REPRESENTATIONS

IV.1 Généralités

Considérons un groupe de Lie G et un espace vectoriel V. Une repré-
sentation (linéaire) de G sur V est une application continue

m:G— GL(V) (IV.1)

de G sur le groupe des opérateurs linéaires sur V, qui préscrve la structure de
groupe de G, c’est-a-dire telle que, pour tous g1, 92 € G,

() - 7(g2) = (g1 - g2) (Iv.2)

et donc 7(e) = Iy.
Les exemples les plus simples de représentations sont les caractéres des
groupes commutatifs, qui associent & tout élément g du groupe un nombre
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complexe x(g). Par exemple, si nous prenons le groupe additif IR des nombres
réels, les caracteres sont les fonctions sur II? 4 valeurs dans €.

On dit que la représentation # de G sur V est réductible si V posséde un
sous-espace invariant, c’est-a-dire s’il existe un sous-espace U de V tel que U
contienne n(G)-U. Dans le cas contraire, la représentation est dite irréductible.

La représentation n est dite unitaire si V peut étre muni d’une structure
d’espace de Hilbert telle que tousles 7(g), g € G soient des opérateurs unitaires ;
en d’autres termes, 7(g~!) = n(g)*.

IV.2 Exemples

Nous considérons le groupe de Weyl-Heisenberg et la famille d’opérateurs
sur L2(IR™), donnée par :

(7(b,w, ) - f](z) = ellere ==l £z _p). (IV.3)

On vérifie aisément qu'il s’agit d’une représentation unitaire du groupe de Weyl-
Heisenberg, qui est de plus irréductible sur L*(IR™).

Considérons maintenant le groupe affine Gayy et son action sur L?(IR™)
donnée par :

- z—b
[rt0)- 1)@= a7 (252 (1V.4)

1l s’agit clairement d’une représentation unitaire, néanmoins hautement réduc-
tible. En effet, si € est un cone de IR™ pointant sur Porigine, ’ensemble

{ e, sup(h) c o}

est un sous-espace invariant de L2(IR) pour m. Ceci reste vrai pour n = 1, ol
scule la restriction de m & H(IR) (ou & I'espace analogue de fonctions n’ayant
que des fréquences négatives) est irréductible. Un tel inconvénient est évité en
L% P : . . r - .
considérant la représentation du groupe étendu Ga”, définie par :

a

) Al = a2y (0 220, (1v.5)

qui est unitaire et irréductible sur L2(IR™). Dans le cas n = 1, pour lequel nous
avons vu qw’il est ¢quivalent de considérer des parametres de dilatation positifs
et négatifs, il convient de modifier (IV.5) en remplagant la normalisation a=!/2
par |a|~1/2.

Deux représentations unitaires 7 et 73 de G sont dites unitairement équi-
valentes s’il existe un opérateur unitaire U (appelé opérateur d’entrelacement
unitaire) tel que pour tout g € G :

m3(g) = Umi(g)U " . (IV.6)
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L’un des principaux problemes de ’analyse harmonique sur les groupes de Lie
est le suivant : étant donnée une représentation © de G sur ‘H, déterminer les
classes d’équivalence unitaire de représentations irréductibles p de G qui soient
des sous-représentations de w. Le lemme de Schur (bien connu, sous une forme
un peu plus faible, en mécanique quantique sous le nom de théoreme de la
projection, ou théoreme de Wigner-Eckart) est particulicrement utile dans ce
contexte. Nous en donnons ici un énoncé, sans démonstration (pour plus de

détail, voir [3], [11]).

Lemme 1 (Schur) Soient 7y et me deux représentations de G sur Hy et Ho
respectivement et supposons que wy soit irréductible. Alors tout opérateur
d’entrelacement (non nécessairement unitaire) : T : Hy — Hy est un isomor-
phisme ou vérifie T = Q.

IV.3 Représentation réguliére

Parmi les représentations d'un groupe de Lie, la représentation réguliere
occupe une place privilégiée. En effet, le probleme de la réduction de la
représentation régulicre en représentations irréductibles est souvent “presque
équivalent” & celui de la classification de ces représentations irréductibles!. La
représentation régulicre gauche du groupe de Lie localement compact G agit
sur 'espace L?(G,dp) (p étant la mesure de Haar gauche de G) comme suit :

si f e L¥*G,dp) :

Ag)-fl@@)=flg7 -2), z€G (Iv.7)

V REPRESENTATIONS INDUITES

V.1 Espaces homogénes

Soient G un groupe de Lic et H un sous-groupe de Lie de G (c’est-a-dire
un sous-ensemble de G qui soit lui aussi un groupe de Lic). On considere les
classes d’équivalence de la forme :

gH={g-h,he H} (V.1)
Le quotient G/H, formé des classes d’équivalence

G/H={gH geG}, (V.2)

1Nous pouvens d’ailleurs voir dans le chapitre VII, consacré 4 'approche “représentations
de groupes”, que les ondelettes jouent un réle important dans ce contexte.
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est appelé espace homogéne. Il est canoniquement muni d’une projection
P:G—-G/H

définie par

P(g)=g-H. (v.3)
En termes géométriques, on dit que le groupe G est ainsi muni d’une structure
d’espace fibré principal, de base G/H et de fibre type H. Lorsque 'on peut
écrire G = G/H x H, on dit que le fibré est trivial.

Nous avons vu que tout groupe localement compact posséde une mesure
invariante & gauche et une mesure invariante a droite. Ce résultat n’est plus
valable pour les espaccs homogenes, mais il en existe néanmoins une version
plus faible : Il existe toujours une mesure dn(z) telle que sa transformée dn(g-z)
soit absolument continue par rapport & dn{z). On dit que 7 est quasi invariante
par Paction du groupe. On peut alors considérer espace LZ(X, dn) et 'action
suivante de G sur L2(X,dn) : Vf € L*(X,dn) :

dn(g=! - z)
dn(z)

Le terme dn(g~!-z)/dn(z) cst appelé “dérivée de Radon-Nikodym” de dn(g~
z) par rapport a dn(z). On vérifie sans peine que A x est une représentation uni-
taire de G sur L?(X,dn). Nous verrons aussi comment une telle représentation
s’introduit naturcllement dans le contexte de ’analyse par ondelettes.

On appelle section du fibré toute application

o:G/H - G, (V.5)

Ax(9)- fl(z) = flg™" =) (V.4)

L,

telle que
Poo=1. (V.6)

On peut utiliser de telles sections pour associer des fonctions définies sur G/H
4 des fonctions définies sur G : si f(g) est une fonction sur le groupe G, on
peut lui associer la fonction f,(z), définie sur X = G/H par :

folz) = flo(z)) z€X (V.7
Cette construction peut étre utilisée pour restreindre une représentation a un
espace homogene.
V.2 Représentations induites

Nous utilisons au chapitre VII la notion de représentation induite, que nous
allons brievement introduire dans un cas simple ici. Considérons un groupe de
Lie, localement compact séparable G et un sous-groupe H C G. Soit

x:H-C (V.8)
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un caractére unitaire (i.e. tel que |x| = 1) de H. Soit X = G/H et soit 1 une
mesure quasi invariante sur X. La représentation U = Ind$(x) est définie de
la fagon suivante : On considere Pespace

H= {f :G =2 €, mesurable tel que
(v.9)

[ @) dnta) < oo et 1la) = x(1) " 1(0) Vi€ T}
(Remarquons que H = L%(G/H,dn).) Alors U agit sur H commesuit : Vf € H

dn(g~!-2)

e flg™h-=z) (V.10

(L(g) - ] (=) =

Notons qu’il s’agit d’une forme analogue a celle de la représentation que nous
avons vue en (IV.14). 11 est facile de vérifier que U est une représentation
unitaire de G. Les représentations induites jouent un réle crucial dans la théorie
des représentations de groupes. Elles en permettent parfois la classification
(voir par exemple [5] ou [6]).
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