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Avant-propos

Le present traite (en deux volumes) resulte de 1'experience des auteurs dans
1'enseignement de la physique des plasmas, a Puniversite de Paris-Sud et
au Massachusetts Institute of Technology depuis une trentaine d'annees.
II contient notamment la matiere enseignee au D.E.A. de physique des gaz
et des plasmas a 1'universite Paris-Sud. C'est un ouvrage d'enseignement
a 1'usage des professeurs et des etudiants. Mais il a ete egalement congu
comme un ouvrage de reference pour les chercheurs et les ingenieurs sur
les methodes generates et les donnees de base de la physique des plasmas.

Le mot "plasma" y est pris dans son sens large de gaz ionise. II est
en effet utile de decrire dans un meme ouvrage a la fois la physique des
"vrais" plasmas (gaz totalement ionises), dont les principales applications
sont en astrophysique et dans la fusion thermonucleaire, et celle des gaz
faiblement ionises dont les applications technologiques n'ont cesse de se
diversifier depuis les premieres etudes de decharges dans les gaz. En fait les
deux domaines sont etroitement lies, tant du point de vue des concepts que
des techniques experiment ales. Us presentent d'ailleurs de nombreuses (et
interessantes) difficultes didactiques que nous avons essaye de surmonter :

• Un expose cartesien et lineaire serait peu satisfaisant : il conduirait
a ne presenter certains concepts fondamentaux qu'apres plusieurs
centaines de pages. C'est pourquoi le livre est organise en trois vagues
successives, en revenant ainsi plusieurs fois sur le meme sujet mais a
des niveaux de plus en plus approfondis.
- Le chapitre 1 est une introduction generale a toute la physique
des plasmas. Les notions fondamendales y sont presentees de fagon
qualitative, ou avec des calculs elementaires. II se situe au niveau du
premier cycle des universites.
- Les chapitres 2 (trajectoires dans un champ magnetique), 3 (col-
lisions elastiques), 4 (collisions inelastiques), 5 (description macro-
scopique des gaz faiblement ionises), 6 et 7 (description hydrodyna-
mique des ondes sur les faisceaux d'electrons et des instabilites de
courant dans les plasmas), se situent au niveau du second cycle des
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universites. Les chapitres 1 a 7 forment le volume 1.
- Les chapitres 8 et 9 (equations generales de la theorie cinetique et
de 1'hydrodynamique), 10 et 11 (theorie de Vlasov-Landau et insta-
bilites cinetiques dans les plasmas non collisionnels), 12 et 13 (theorie
cinetique collisionnelle des gaz faiblement ionises et des plasmas) et
14 (plasmas et rayonnements) se situent au niveau du troisieme cycle
des universites. Us constituent le volume 2.

- II faut eviter de noyer 1'expose dans des formalismes mathematiques
trop lourds dont la physique serait absente. Mais on ne peut se con-
tenter non plus d'exposes qualitatifs. Pour resoudre ce dilemme nous
proposons :
- un expose en trois vagues comme on vient de le voir ;
- 1'etude approfondie (et mathematiquement rigoureuse) de quelques
problemes de base (equations cinetiques et hydrodynamiques, amor-
tissement de Landau, ondes et instabilites dans les plasmas non
magnetises, modele de Lorentz, equation de Fokker-Planck), en
accompagnant les calculs de commentaires sur leur signification
physique et leurs limitations ;
- 1'impression en petits caracteres et/ou le renvoi de nombreux cal-
culs dans des appendices ou des problemes1.

Dans un tel ouvrage de reference sur les methodes generates de la physique
des plasmas, il a fallu laisser de cote de nombreux domaines considered
comme des applications : decharge dans les gaz, fusion thermonucleaire,
ondes et instabilites dans les plasmas magnetises... Pour pallier cette limi-
tation nous offrons au lecteur :

- une presentation qualitative assez detaillee de certains sujets (ondes
dans les plasmas, fusion nucleaire, decharges dans les gaz) au chapitre 1 ;

- une etude detaillee au niveau des methodes de certains cas essentiels
(ondes et instabilites hydrodynamiques dans les chapitres 6 et 7, ondes et
instabilites cinetiques dans les chapitres 10 et 11) ;

- une bibliographie permettant d'aborder les developpements recents.

En terminant il nous faut remercier les organismes et les personnes qui
nous ont permis de mener cette ceuvre a bien :

- nos etablissements (U.P.S. et M.I.T.) qui ont tres tot encourage les
enseignements et les recherches en physique des plasmas ;

- 1'Ecole Superieure d'Electricite qui nous a donne les moyens
necessaires a la mise au point finale de ce livre et le C.N.R.S. qui a aide
au financement ;

1. Les problemes qui sont en fait des complements du texte principal sont marques
d'un asterisque (*).
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- les nombreuses secretaires telles que E. Claudon qui, dans 1'ere pre-
informatique, ont dactylographie des textes a distribuer aux etudiants,
et les personnes, secretaires (H. Budd, L. Doughty et A.M. Pozderec) ou
informaticiens (F. Katsonis) qui nous ont aides ensuite a faire la saisie
informatique ;

- les nombreux collegues et etudiants qui nous ont fait des critiques
construct ives, et tout specialement dans la phase finale C. Fabre qui au
nom de 1'editeur a ete un "referee" vigilant et nous a permis d'apporter de
tres nombreuses ameliorations au texte definitif.

Jean-Loup Delcroix
Abraham Bers
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Notations

II est impossible dans un livre de la taille de celui-ci d'eviter les conflits
de notations. Certains symboles peuvent done designer deux ou plusieurs
grandeurs differentes en des endroits differents du texte. Un effort de ra-
tionalisation a cependant ete fait. On a tout d'abord les regies generates
suivantes :

• La nature vectorielle des grandeurs est notee comme suit : a designe
un scalaire, "a* un vecteur, a un tenseur du deuxieme ordre et a un
tenseur du troisieme ordre.

• Les diverses moyennes introduites sont : (a) pour une moyenne
d'ensemble (cf. chapitre 8) ou, dans les ondes, une moyenne dans
1'espace ou le temps (cf. chapitres 6 et 1} et a pour une moyenne
locale representant une grandeur hydrodynamique (cf. chapitre 9).

• Dans 1'etude des perturbations, 1'indice inferieur 0 est affecte aux
grandeurs dans 1'etat non perturbe, et 1'indice inferieur 1 aux per-
turbations du premier ordre.

• Dans les melanges gazeux (comme les plasmas) 1'indice inferieur a ou
s se rapporte a une espece de particules (e pour les electrons, i pour
les ions, o pour les neutres et 0 ou v pour les photons), et 1'indice
inferieur ab se rapporte aux interactions entre les particules a et b.

• Pour diverses grandeurs hydrodynamiques qui contiennent des com-
posantes dues aux champs electromagnetiques, les indices inferieurs
.E, M, EM se rapportent aux champs electriques, magnetiques ou
electromagnetiques.

• Le systeme d'unites utilise dans toutes les formules theoriques est le
systeme legal international (SI). Les applications numeriques sont
faites, soit dans celui-ci, soit dans le systeme (CGS), soit dans un
systeme pratique dit (eVcT), ou les seules grandeurs qui apparais-
sent litteralement sont la temperature en eV, la densite en cm~3, et
1'induction magnetique en Tesla. Pour qu'il n'y ait pas d'ambiguite,
le systeme utilise est indique en caracteres gras comme ci-dessus.
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Les notations le plus souvent adoptees pour designer les diverses grandeurs sont
rassemblees dans le tableau ci-dessous, ou la derniere colonne renvoie a la section
(sans parentheses) ou la formule (entre parentheses) dans laquelle chaque grandeur
est definie :

rayon de la premiere orbite de Bohr (= 5.29 10 11m) 14.10

potentiel vecteur 2.10
coefficient de recombinaison en volume 5.9
degre d'ionisation 1.2
polarisabilite d'un atome 3.2
partie isotrope d'une fonction de distribution (12.20)
coefficients d'anisotropie d'une fonction de distribution (12.20)
fonction de Planck (14.140)

induction magnetique 1.5
parametre de confinement magnetique 9.5
parametre relativiste 7.5
coefficients d'anisotropie d'une fonction de distribution (12.20)

flux de particules 6.2
element de volume dans 1'espace T* 8.2
element de volume dans 1'espace ~w 8.2
distance moyenne entre electrons 1.6
element d'angle solide 3.3
element de 1'espace des phases 8.2
densite dans 1'espace des phases 8.2
diametre d'interaction de deux spheres dures 3.2
coefficient de diffusion ambipolaire parfaite (5.77)
coefficient de diffusion libre des electrons 5.2
coefficient de diffusion libre des ions 5.3
equation de dispersion 1.7

tenseur diagonal unitaire
coefficient de deplacement dans 1'espace des vitesses 13.3
coefficient de diffusion dans 1'espace des vitesses 13.3
coefficient de ralentissement 13.3
coefficient de dispersion angulaire 13.3
charge de Pelectron (= 1.6 10~19C) 1.3

champ electrique 1.3
viscosite 9.2
emissivite spectrale d'un electron 14.2
fonction de distribution simple 8.3
fonction de distribution normalisee 10.3
fonction de distribution double (8.40)
fonction de distribution reduite a une dimension (10.269)

valeur initiale de la perturbation de / (10.100)
vitesse relative dans une collision 3.2

densite de quantite de mouvement (10.81)
pseudo-potentiel de Rosenbluth (diffusion) (13.50)
fonction caracteristique (criteres de Penrose) (11.34)
hamiltonien 8.2



Notations XXVII

champ magnetique 2.2
pseudopotentiel de Rosenbluth (ralentissement) (13.49)
fonction caracteristique (criteres de Penrose) (13.36)
terme de source de particules 9.2
intensite spectrale de rayonnement (14.106)
fonction caracteristique (criteres de Penrose) (11.33)
coefficient d'emission 14.8
emissivite spectrale des electrons 14.5
flux dans 1'espace des vitesses (collisions lointaines) (13.84)
integrate de Boltzmann (8.78)

courant electrique 1.3
coefficient d'injection dans un petit faisceau lumineux 14.8

vecteur d'onde 1.7
partie imaginaire de k 6.5
partie reelle de k 6.5

permittivite (11.119)
permittivite longitudinale (10.114)
coefficient d'extraction dans un petit faisceau lumineux 14.8
constante de Boltzmann 1.2
coefficient d'absorption apparent 14.8
coefficient d'absorption vrai ' 14.8
coefficient d'emission stimulee 14.8
conductivite thermique 9.2
angle de deviation dans une collision 3.2
susceptibilite (10.255)
susceptibilite longitudinale (6.24)
libre parcours moyen 8.4
longueur d'absorption par bremsstrahlung e-i 14.5
libre parcours moyen Compton 14.8
libre parcours moyen de Rosseland (14.249)
logarithme neperien 3.5
logarithme coulombien (collisions) 3.5
logarithme coulombien (bremsstrahlung) 14.5
longueur de de Broglie 3.5
longueur de Debye electronique (1-49)
longueur d'ecran exacte (1.68)
longueur de diffusion du mode j 5.4
logarithme decimal 1.6
masse d'une particule 1.5
masse reduite dans une collision 3.2
mobilite 5.2
moment magnetique orbital (2.27)
densite simple 8.3
densite double 8.3
densite double (melanges) 8.3
indice de refraction 1.3
nombre de particules d'un ensemble 8.2
nombre d'electrons dans la sphere de Debye 1.4
indice de refraction des rayons lumineux 14.8
frequence de collision electron-ion 13.2
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frequence de collision electron-neutre 12.3
frequence d'ionisation 5.4
frequence (angulaire) 1.3
partie imaginaire de u; 6.5
partie reelle de uj 6.5
frequence plasma electronique 1.3
frequence plasma ionique 1.3
frequence plasma totale 1.3
frequence cyclotron 1.5

vecteur rotation cyclotron (2.6)
press ion 9.2
parametre d'impact 3.2
parametre d'impact critique 3.2
moment canonique 2.10

echange de quantite de mouvement 9.2
puissance rayonnee par un electron 14.2
coordonnee d'azimut 2.2
potentiel electrostatique 2.10
pression interparticulaire (9.38)
pression cinetique (9-4)
charge d'une particule 1.2
vecteur flux de chaleur (9.16)

tenseur flux de chaleur (9.5)
vecteur position 3.2
vecteur position du mouvement relatif 3.2
fonction de ralentissement par collisions (13.63)
vecteur position du centre de masse 3.2

position du centre guide 2.2
longueur de Landau (1-41)
rayon classique de 1'electron (= 2.82 10~15 m) 14.8
densite de charge d'espace 1.4
rayon d'orbite 2.2
resistivite 9.3
densite de masse 9.3
terme d'echange d'energie par collisions 9.2
fonction de dispersion angulaire par collisions (13.65)

flux d'energie 9.2

flux d'energie cinetique 10.2
fonction source (transfert du rayonnement) (14.180)
conductivite electrique 1.5
constante de Stefan (= 5.67 10~8 Wm~ 2 K~4) 14.6
section efficace differentielle angulaire (3.52)
section efficace totale (3.85)
section efficace de transfert de quantite de mouvement (3.87)
deuxieme section efficace de transport 13.2
section efficace d'ionisation 5.4
temps 1.5
temps de relaxation de deflexion 13.4
temps de relaxation de ralentissement 13.4
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temperature 1.2
temperature de Boltzmann des niveaux a et b 14.8
temperature de radiation 14.8
flux de quantite de mouvement (9-9)
taux d'occupation des etats quantiques du rayonnement 14.6
angle au sommet dans une trajectoire de collision 3.2
energie d'une particule 3.2
energie cinetique d'une particule 3.2
energie potentielle d'une particule 3.2
densite d'energie 9.2
densite d'energie electrostatique 10.2
densite d'energie electromagnetique 10.2
energie d'onde 6.3
densite d'energie cinetique 9.2
densite d'energie magnetique 10.2
densite d'energie potentielle 9.2
vitesse de fluide 9.2
vitesse d'une particule (chapitres 2 et 14) 2.1
vitesse "thermique" 1.12

vitesse la plus probable 1.12
vitesse de phase 1.3
vitesse de groupe 6.2
vitesse d'une particule 8.2

vitesse de masse 9.3
vitesse d'Alfven (9.123)
vitesse du son (1.114)
coordonnee pour la classification des plasmas (CGS) 1.6

force d'interaction entre deux particules 3.2
coordonnee pour la classification des plasmas (K) 1.6
profondeur optique 14.8
charge d'un ion 1.4
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Chapitre 8

^
Equations cinetiques

8.1 Introduction

Pour decrire 1'etat d'un gaz on peut adopter les methodes de 1'hydro-
dynamique, c'est-a-dire introduire un certain nombre de grandeurs macro-
scopiques telles que la densite, la vitesse du fluide, la pression, etc. On peut
aussi, pour des etudes plus fines, tenir compte de la nature moleculaire du
fluide, en introduisant des grandeurs telles que les fonctions de distribu-
tion des vitesses qui donnent une description microscopique classique du
fluide. Dans ce chapitre et le suivant, nous definirons les quantites qui in-
terviennent dans les deux methodes, nous nous efforcerons de preciser leur
signification physique, et nous etablirons les relations qui existent entre la
description microscopique et la description macroscopique.

La methode suivie sera la methode dite regressive [94]. Nous par-
tirons de la description la plus fine possible de 1'etat du fluide, c'est-a-
dire de la densite D dans 1'espace des phases, et nous etablirons tout
d'abord 1'equation d'evolution de cette grandeur (equation de Liouville).
Par une serie d'integrations qui correspondent chacune a la disparition
d'une variable et a la perte de 1'information correspondante sur 1'etat du
systeme, nous etablirons tout d'abord les equations "cinetiques", c'est-a-
dire les equations d'evolution des fonctions de distributions simple f\, dou-
ble /i2r . . Enfin, en eliminant toute information detaillee sur les vitesses
d'agitation thermique, nous etablirons dans le chapitre 9 les equations de
1'hydrodynamique, qui sont les equations d'evolution des moments de f\
c'est-a-dire de la densite n, de la vitesse de fluide V, du tenseur de pres-

sion cinetique ^ et du tenseur de flux de chaleur Q (cf. section 9.2 pour
les definitions de ces grandeurs).



2 Equations cinetiques

A chaque etape de cette methode regressive nous rencontrerons cepen-
dant une difficulte de principe : 1'equation de Liouville est la seule qui
donne une description "complete" de 1'evolution du fluide. Le systeme des
equations cinetiques (equations devolution de /i, /i2, . . . ) est indetermine
si on 1'arrete a un nombre fini d'equations. C'est seulement en considerant
un systeme a un nombre tres eleve d'equations cinetiques (nombre egal a
celui des particules) qu'on peut reconstituer une description equivalente a
celle fournie par 1'equation de Liouville. II en est de meme pour le systeme
des equations hydrodynamiques vis-a-vis de 1'equation devolution de f\.
L'un des problemes clefs qui sera discute dans ce chapitre et le suivant
sera done celui des approximations physiques permettant de "fermer" le
systeme des equations cinetiques ou celui des equations hydrodynamiques,
c'est-a-dire d'arreter chacun de ces systemes a un nombre fini (faible)
d'equations.

Nous avons d'autre part a distinguer deux cas: celui des gaz purs
constitues d'une seule espece de molecule (He, Ar,...), celui des melan-
ges gazeux constitues d'au moins deux especes de particules (He + Ar,
N2 + O2,...). Les gaz partiellement ionises (e + A + + A) et les plasmas
(e + A+) entrent dans cette deuxieme categoric. Dans le cas d'un gaz pur,
1'evolution du fluide est decrite par une seule equation de Liouville ou
par un seul systeme d'equations cinetiques ou hydrodynamiques. Dans
le cas d'un melange gazeux on peut ecrire une equation de Liouville
et un systeme d'equations cinetiques ou hydrodynamiques pour chaque
espece de particule contenue dans le melange. On aura par exemple un
systeme d'equations hydrodynamiques decrivant 1'evolution des grandeurs

partielles na, ~v*a, tya, Qa relatives aux particules d'espece a. Les systemes
relatifs a au moins deux especes de particules differentes a et b sont
couples par des termes d'interaction a-b. Dans certains cas ce couplage
est si fort que les diverses especes de particules evoluent solidairement.
On dira alors qu'on a un comportement monofluide decrit par une seule
serie de grandeurs hydrodynamiques globales (densite totale, vitesse glo-
bale du fluide...). C'est la situation que Ton rencontre en general dans les
gaz neutres a la pression atmospherique ; par exemple pour decrire la pro-
pagation des ondes acoustiques dans 1'atmosphere, il n'est pas necessaire
de distinguer la dynamique des molecules N2 de celle des molecules O2.
Dans d'autres cas, il est au contraire essentiel d'etudier separement la dy-
namique des diverses especes de particules. C'est en particulier le cas des
plasmas ou les electrons beaucoup plus legers que les autres especes de
particules sont en general assez decouples des particules lourdes. On dit
alors qu'on a un comportement de fluide multiple et dans ce cas il n'est
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pas possible de decrire le mouvement du fluide par des equations hydro-
dynamiques globales.

Un dernier probleme concerne la nature des interactions entre par-
ticules. Dans les sections 8.2 a 8.5 et 9.2 nous supposerons que ces in-
teractions sont de type elastique (gaz non "reactifs"). La theorie ainsi
developpee s'applique bien dans les gaz rares aux temperatures pas trop
elevees (T < 104 K) et en general dans les plasmas completement ionises.
Dans d'autres cas (gaz diatomiques, gaz partiellement ionises) les collisions
inelastiques entre particules jouent un role plus ou moins important ; on
sera alors en general amene a utiliser une description hybride combinant
1'hydrodynamique et la theorie cinetique, cette derniere etant essentielle
pour le calcul des taux de reactions physico-chimiques ; les problemes poses
par cette theorie des gaz reactifs seront discutes dans les sections 8.6 et
9.6.

f
8.2 Equation de Liouville d'un gaz pur

8.2.1 Densite dans 1'espace des phases

a) Definitions

Soit N le nombre des particules du syteme ; si le gaz est un corps pur,
ce sont TV molecules identiques que nous numerotons de 1 a N. Nous les
considerons comme des particules ponctuelles : 1'etat de chacune d'entre
elles est defini par un vecteur position T* et un vecteur vitesse ~w (de ce fait
nous negligeons les phenomenes de rotation et de vibration des molecules).
L'etat (ou phase) du systeme a un instant t est done defini par la donnee
de I'ensemble des vecteurs :

Get ensemble definit un point dans un espace a 6N dimensions appele
espace de phase. La connaissance exacte de la phase est impossible pour des
raisons pratiques (grande valeur de TV) et fondamentales (indeterminations
quantiques). Nous nous contenterons done au mieux de definir une densite
de probabilite :

en appelant par definition :
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la probabilite que la phase du systeme soit a 1'instant considere a 1'interieur
d'un element de volume a 6N dimensions

situe au voisinage du point
En langage plus physique, la probabilite (8.4) est celle des etats du

systeme pour lesquels la particule 1 se trouve a 1'interieur d'un petit
element de volume de 1'espace ordinaire :

et possede un vecteur vitesse dont 1'extremite se trouve a 1'interieur du
petit element de volume de 1'espace des vitesses :

en meme temps que la particule 2 se trouve a 1'interieur de 1'element de
volume dr2 avec un vecteur vitesse dont 1'extremite est dans dw2, et ainsi
de suite, jusqu'a la particule N.

La probabilite totale de trouver le systeme dans un etat quelconque
etant egale a 1'unite, on a :

Dans cette formule, les integrations sur les variables T* sont etendues au
volume V occupe par le gaz et celles sur les variables ~vj a la totalite de
1'espace des vitesses.

La fonction D doit etre symetrique par rapport a chacune des particules
prises deux a deux : par suite de 1'indiscernabilite des particules elle doit
en effet rester inchangee quand on permute deux indices.

b) Notion de correlations

On dit qu'il n'y a pas de correlations entre les particules quand la fonction
D est un produit de N fonctions relatives chacune a 1'une des particules,
c'est-a-dire quand on a :

Toutes les fonctions individuelles ont ete prises formellement identiques et
notees DQ ; cette identite est imposee par 1'indiscernabilite des particules.
On dit au contraire qu'il y a des correlations entre les particules quand la
fonction D n'obeit pas a 1'equation (8.9).
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8.2.2 Equation de Liouville pour des variables
conjuguees

Comme toutes les grandeurs cinetiques et hydrodynamiques derivent de
la densite en phase D, nous commengons par rappeler 1'equation dite de
Liouville, qui regit 1'evolution de cette fonction.

En fait, celle-ci ne s'ecrit simplement que si les variables decrivant 1'etat
du systeme sont des variables canoniques conjuguees au sens de Hamil-
ton. C'est pourquoi nous changeons d'abord legerement la definition de
la densite en phase de la fagon suivante : designons par q\ , q% , . . . QSN •
Pi,p2, . . -P3N une suite de variables scalaires conjuguees que nous ecrivons
en abrege (<&,pi) , decrivant 1'etat du systeme, et par :

avec :

la probabilite que le point representatif du systeme soit dans 1'element de
volume dQ de ce nouvel espace des phases (qi,pi).

Soit H(qi,pi) 1'hamiltonien du systeme exprime en fonction de ces
variables canoniques. Les equations du mouvement de Hamilton-Jacobi
s'ecrivent :

Supposons qu'a 1'instant t, le syteme ait son point representatif a 1'inte-
rieur d'un element de volume dQ de 1'espace des phases. Si on considere
un point representatif quelconque de dfJ, il lui correspond une trajectoire
parfaitement definie. A 1'instant t' on peut considerer la nouvelle position
qu'a pris chaque point representatif en suivant sa trajectoire : 1'ensemble de
ces positions remplit un element de volume dO' de 1'espace des phases. Par
differentiation des equations de Hamilton-Jacobi (8.12), (8.13) on etablit
facilement (cf. par exemple [297]) le theoreme de Liouville qui exprime
la conservation du volume de 1'espace des phases lors de 1'evolution du
systeme, soit :

On peut alors remarquer que, puisque les points representatifs de dQ
se retrouvent dans dQ', la probabilite de trouver le systeme dans d£l' a
1'instant t' est egale a celle que 1'on avait a 1'instant t de la trouver dans
dfJ, soit :
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d'ou, compte tenu de (8.14) :

On dit que T> se conserve en suivant le mouvement, ce qu'on ecrit :

ou plus explicitement en utilisant les derivees partielles de T> a 1'instant t :

8.2.3 Systeme sans interactions dependant
de la vitesse

On peut maintenant revenir aux variables r^ et wl et ecrire 1'equation de
Liouville relative a la fonction D usuelle. Pour commencer, on suppose que
les vitesses des particules sont faibles devant la vitesse de la lumiere, et
que toutes les forces agissant sur elles sont independantes de la vitesse et
derivent de potentiels. On peut alors ecrire 1'hamiltonien du syteme sous
la forme :

avec :

(pi est 1'energie potentielle de la particule i du fait d'un champ de forces
exterieures, et p^ 1'energie potentielle d'interaction des particules i et j 1.

Par derivation on obtient par exemple :

en designant par la force totale agissant sur la particule i.
Ces equations montrent que les variables Xi et mwix constituent un couple

1. Dans les gaz denses, il faudrait a priori introduire des termes d'interactions triples
f i j k t quadruples <f>ijki, etc., lorsque la densite est telle que les effets de modification
de structure analogues a la liaison chimique deviennent important, de sorte que 1'on ait
V123 7^ ¥>12 + ^13 + V23-
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de variables conjuguees. La densite D dans 1'espace des phases (r^raiOj)
obeit done a 1'equation de Liouville (8.18) ; mais d'autre part la probabilite
de trouver le systeme dans un element de volume de cet espace des phases
peut s'ecrire :

ou encore :

en posant :

II suffit done finalement de multiplier 1'equation (8.18) par m3N pour
obtenir 1'equation de Liouville relative a D. En regroupant trois par trois
les termes relatifs a une meme particule i, on peut 1'ecrire sous la forme
vectorielle :

les sommations etant maintenant etendues aux N particules.
Notons pour terminer que lorsque le gaz est en equilibre thermody-

namique, on n'a pas besoin de cette equation. La mecanique statistique
classique montre en effet (cf. par exemple [282]) que D est a priori connue
et egale a :

ou E est 1'energie totale du systeme dans 1'etat de phase considered II
resulte de cette regie generale un certain nombre de proprietes particulieres
qui sont etudiees dans les problemes P8-1 et P8-2.

8.2.4 Application aux plasmas
L'equation de Liouville (8.26) peut se generaliser a un gaz de particules
chargees, mais il faut alors tenir compte des forces electromagnetiques qui
dependent des vitesses. Si les vitesses des particules sont faibles devant
la vitesse de la lumiere, la masse m reste constante et on peut montrer
(cf. appendice A8-1) qu'il suffit d'introduire dans 1'equation de Liouville

la force electromagnetique totale Xi + Y^j^i ^ij appliquee a la particule i
avec :
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ou est le champ electrique macroscopique d'origine exterieure, le

et qui inclut 1'effet des sources exterieures et celui des courants circulant

dans le plasma. Le terme d'interaction electrostatique X^i -^ij represente
1'action sur la particule i du champ electrique "microscopique" exact cree
au point i par 1'ensemble des autres particules du plasma. Nous verrons
dans la section 9.2 que ce champ est la somme d'un champ macroscopique
qui en se combinant avec le champ d'origine exterieure obeit a 1'equation :

et d'un terme supplement air e tenant compte de la structure particulaire
du plasma.

II pourrait a priori paraitre necessaire de traiter B comme E et
d'introduire le champ magnetique microscopique exact. On montre dans
1'appendice A8-1 que cela n'introduit que des corrections d'ordre w2/c2

negligeables dans les plasmas non relativistes. L'equation de Liouville
(8.26) peut se generaliser a un gaz de particules chargees placees dans
un champ magnetique. Si les vitesses des particules sont faibles devant
la vitesse de la lumiere, la masse ra reste constante et on peut montrer
(cf. appendice A8-1) qu'il suffit dans 1'equation de Liouville d'introduire
la force totale electromagnetique appliquee a la particule i ecrite sous la
forme :

ou EI et BI sont les champs d'origine exterieure et E\ et B( les champs
produits par les charges d'espaces et les courants dans le plasma.

Pour faire une theorie relativiste exacte de 1'equation de Liouville d'un
systeme de particules chargees, il faudrait tenir compte des autres effets
suivants :

• interaction magnetique entre les particules,

• duree de propagation finie des interactions (potentiels retardes),

champ magnetique macroscopique self-consistent defini par l'equation :
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• variation de la masse des particules avec la vitesse.

Pour le developpement de cette theorie, nous renvoyons le lecteur a [96] et
[97, p. 130].

8.3 Systeme d'equations de BBGKY2

8.3.1 Fonction de distribution et densite simples

La fonction D contient le maximum d'information que Ton puisse avoir
sur le fluide ; en fait, on ne peut jamais atteindre ce maximum et Ton doit
se contenter de fonctions decrivant moins finement 1'etat du fluide.

Cherchons done, par une methode dite regressive [94], la probabilite des
etats du systeme dans lesquels la particule 1 est a 1'interieur de 1'element de
volume dr\ et possede un vecteur vitesse dont 1'extremite est a 1'interieur
de 1'element de volume dw\, les etats des particules 2,3, ...,7V etant par
contre absolument quelconques. On obtient evidemment cette probabilite
en integrant la probabilite elementaire sur tous les espaces des positions
ri, r2,... , rjv (limites au volume V) et sur tous les espaces des vitesses
w~i, wz,..., WN, ce qui s'ecrit :

II faut d'ailleurs noter que la numerotation des particules introduite pour
definir D est artificielle et arbitraire, puisque les particules sont indiscer-
nables. La probabilite pour qu'une autre particule 2,3,..., N se trouve dans
le meme domaine dr\, dw\ est egale a celle calculee ci-dessus.

II est done souhaitable d'eliminer la numerotation choisie en definissant
le nombre probable (dN}i de particules se trouvant a 1'interieur de
1'element de volume dr\ avec un vecteur vitesse dont 1'extremite est a
1'interieur de 1'element de volume dw\. Ce nombre est egal a la proba-
bilite (8.33), valable pour 1'une quelconque des particules, multipliee par
le nombre de particules, ce qu'on peut ecrire :

en posant :

2. BBGKY pour Born-Bogoliubov-Green-Kirkwood-Yvon est 1'ordre alphabetique des
auteurs, mais il se trouve que 1'ordre historique est exactement inverse !
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• variation de la masse des particules avec la vitesse.

Pour le developpement de cette theorie, nous renvoyons le lecteur a [96] et
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3.3 Systeme d'equations de BBGKY2

3.3.1 Fonction de distribution et densite simples

La fonction D contient le maximum d'information que Ton puisse avoir
sur le fluide ; en fait, on ne peut jamais atteindre ce maximum et Ton doit
se contenter de fonctions decrivant moins finement 1'etat du fluide.

Cherchons done, par une methode dite regressive [94], la probabilite des
Btats du systeme dans lesquels la particule 1 est a 1'interieur de 1'element de
/olume dr\ et possede un vecteur vitesse dont 1'extremite est a 1'interieur
ie 1'element de volume dw\, les etats des particules 2,3, ...,7V etant par
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II faut d'ailleurs noter que la numerotation des particules introduite pour
definir D est artificielle et arbitraire, puisque les particules sont indiscer-
nables. La probabilite pour qu'une autre particule 2,3,..., ]V se trouve dans
le meme domaine dri, dw\ est egale a celle calculee ci-dessus.

II est done souhaitable d'eliminer la numerotation choisie en definissant
le nombre probable (dN}i de particules se trouvant a 1'interieur de
1'element de volume dr\ avec un vecteur vitesse dont 1'extremite est a
1'interieur de 1'element de volume dw\. Ce nombre est egal a la proba-
bilite (8.33), valable pour 1'une quelconque des particules, multipliee par
le nombre de particules, ce qu'on peut ecrire :

2. BBGKY pour Born-Bogoliubov-Green-Kirkwood-Yvon est 1'ordre alphabetique des
auteurs, mais il se trouve que 1'ordre historique est exactement inverse !
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La fonction j\ est appelee fonction de distribution simple des vitesses.
C'est la grandeur la plus generalement utilisee en theorie cinetique des
fluides. On confond d'ailleurs sou vent dans la formule (8.34) la valeur pro-
bable (dN)i avec la valeur reelle dNi du nombre de particules situees dans
dr\ dwi. Cette identification est raisonnable si le volume dri dwi, quoique
physiquement petit, est encore assez grand pour que (dN)\ soit grand. Si
1'on neglige les fluctuations statistiques, on peut alors poser :

A priori, f\ est une fonction de T~I,WI et t. Si elle ne depend pas effec-
tivement de r^ on dira que le gaz est homogene. D'autre part, la fonction
de distribution simple peut etre isotrope dans 1'espace des vitesses, ou
anisotrope. On dira qu'elle est anisotrope si elle depend de 1'orientation
du vecteur Hu. On dira qu'elle est isotrope si elle n'est fonction que de la
valeur absolue de ce vecteur.

La fonction

•j

obtenue par integration de j\ sur tout 1'espace des vitesses est la densite
simple ; elle permet de calculer le nombre probable (dN'}i de particules
situees dans 1'element de volume dr\ avec une vitesse quelconque, au moyen
de la formule :

8.3.2 Fonction de distribution et densite doubles

a) Definitions

Considerons maintenant deux elements de volume dr\ et dr% dans 1'espace
ordinaire, et deux elements de volume dw\ et dw<2 dans 1'espace des vitesses,
et cherchons le nombre probable de couples de particules tels que la
premiere particule du couple soit situee dans le volume dr\ avec 1'extremite
de son vecteur vitesse dans dwi, cependant que la deuxieme est dans dr<z
avec 1'extremite de son vecteur vitesse dans dw-2- Ce nombre probable
(dN}i2 est egal a la probabilite que le systeme soit dans un etat tel que
deux particules determinees, par exemple les particules 1 et 2 satisfassent
aux conditions imposees, multipliee par le nombre de couples possibles,
soit N(N — 1) ; on peut done ecrire :
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en posant :

II est a noter que dans le decompte des couples possibles, on a compte
deux fois chaque couple a/3, une premiere fois quand a est en 1 et /3
en 2, une deuxieme fois quand a est en 2 et /3 en 1 ; cette definition
est arbitraire mais raisonnable, comme on le verra par la suite, dans de
nombreux problemes ou les deux points 1 et 2 jouent un role different, le
point 1 etant par exemple celui ou est place un observateur, et Faction en
ce point de toutes les molecules situees aux points 2 etant considered.

La fonction /i2 est appelee fonction de distribution double. Par inte-
gration sur les vitesses on definit la densite double :

b) Fonctions de distribution double et correlations

S'il n'y a pas de correlations, on a d'apres (8.9), (8.35) et (8.40) :

N etant suppose tres eleve on a done approximativement :

Si les egalites ci-dessus ne sont pas satisfaites, on dit qu'il y a des
correlations binaires ; on s'interesse generalement surtout aux correlations
de position representees par la non-identite de 77,12 et n\n^. Elles s'etablis-
sent en fait a cause des forces d'interaction ; nous discuterons ce point ulte-
rieurement. L'importance des correlations deux a deux (ecarts aux formules
(8.43) ou (8.44)) est d'autant plus grande que les points 1 et 2 sont plus
pres 1'un de 1'autre. A titre d'exemple, la figure 8.1 represente 1'allure
des variations du rapport n\iln\n<i en fonction de la distance r\2 pour
les molecules d'un liquide ; les oscillations de cette courbe representent
une tendance vers un certain ordre a courte distance ; la valeur zero pour
ri2 = 0 correspond aux violentes forces de repulsion entre molecules a tres
courte distance. Au contraire, a tres grande distance, les correlations sont
negligeables. On peut appeler longueur de correlation une longueur Lc telle
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que pour r\^ > Lc on ait n\2 ~ n\n-2- Nous avons vu dans la section 1.4
que dans les plasmas, la courbe representant ^2/^1^2 est monotone et
que la longueur de Debye \s est la longueur de correlation.

Figure 8.1 : Correlations binaires de position dans un liquide.

8.3.3 Fonctions de distribution et densites multiples
Les definitions donnees ci-dessous se generalisent facilement. A partir de D on peut
definir la fonction de distribution et la densite triples :

8.3.4 Systeme d'equations de BBGKY

a) Equation d'evolution de /i

En multipliant 1'equation de Liouville (8.26) par N et en 1'integrant sur
les variables r^, w % , . . . , r/v, WN on obtient 1'equation d'evolution de f\. Ce
calcul est developpe dans 1'appendice A8-2 et conduit au resultat suivant :

les fonctions quadruples, etc. La derniere est :
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On peut pour discuter la signification des divers termes de cette equation
la recrire sous la forme :

Sous cette forme elle exprime que la variation, en un point donne du gaz, de
la fonction de distribution est donnee en fonction du temps par la somme
de trois termes :

• Le premier terme, —wi- Ofi/dr^, exprime 1'infmence des phenomenes
de diffusion ; wl est la vitesse des molecules et dfl/dr? est le gradient
de la fonction de distribution dans 1'espace des positions. Considerons la
figure 8.2 ou nous avons represente un etat de fluide dans lequel il existe
des molecules dans la region qui a ete hachuree, et aucune molecule dans
le reste de 1'enceinte. Du fait des vitesses des molecules representees par
des fleches sur cette meme figure, cet etat va evoluer, les molecules vont
diffuser vers les regions vides, et au bout d'un certain temps le gaz tendra
vers un etat homogene. Le terme de diffusion ecrit dans 1'equation (8.49)
est 1'expression mathematique de ce phenomene ; il s'annule si la vitesse
des molecules est nulle, ou si le gradient dans 1'espace des positions est
nul.

Figure 8.2 : Evolution de f\ par diffusion.

• Le deuxieme terme, ~(Xi/m)-dfi/dwi, exprime 1'act ion des forces

appliquees. Xi/m est 1'acceleration qui est imposee aux molecules par
des forces d'origine exterieure au gaz, c'est-a-dire le rapport de la force
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exterieure agissant sur une molecule a la masse de celle-ci ; par exem-

ple, si la seule force appliquee est la pesanteur, Xi/m est un vecteur
dirige verticalement vers le has et egal a 1'acceleration de la pesanteur.
Si les molecules sont electriquement chargees (charge q) et placees dans un

champ electrique E, on a :

est le gradient de la fonction /i dans 1'espace des vitesses ; sous
Faction des forces imposees, les vitesses des molecules varient ; ces forces
tendent done a faire varier la fonction de distribution des vitesses. Le
terme correspondant s'annule done si est egal a zero ; il s'annulerait si
dfi/dwi etait nul, ce qui voudrait dire que dans 1'espace des vitesses, les
molecules seraient reparties uniformement ; Faction des forces exterieures
aurait alors pour consequence d'effectuer une translation des axes de cet
espace ; ceci ne donnerait aucun changement a Fexpression de f\ si /i etait
independant du vecteur ~w'.

• Enfin, le troisieme terme B represente, de fagon non explicite ici,
Finfluence des interactions entre particules.

b) Equation d'evolution de /i2

En effectuant le meme calcul, mais avec une integration de moins, on peut
obtenir (cf. [297], [98]) Fequation d'evolution suivante pour /i2 :

ou les deux derniers termes representent Feffet des interactions triples.

c) Systeme d'equations de BBGKY. Methodes de fermeture

Les equations (8.48) et (8.52) ferment un systeme indetermine ; la premiere
ne permet de determiner f i que si on connait /i2 et la deuxieme de
determiner /i2 que si on connait /i23- On pourrait ecrire une equation
d'evolution pour /i23, mais elle ferait apparaitre /i234, etc.

A partir de Fequation de Liouville, on obtient done, par la methode
ci-dessus, dite methode "regressive", un systeme de N equations plus sim-
ples, mais couplees de proche en proche ; ce systeme est appele systeme
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de Born-Bogolioubov-Green-Kirkwood-Yvon, ou plus simplement systeme
BBGKY. Pour pouvoir 1'utiliser pratiquement, il faut 1'arreter a un stade
quelconque, en faisant une hypothese simplificatrice sur 1'une des fonctions
de distribution, d'ordre plus ou moins eleve. On arrive ainsi a obtenir un
systeme determine.

Les methodes de fermeture les plus simples du systeme BBGKY. pro-
posees par divers auteurs conduisent a donner des expressions approchees
de B(fi2) dans lesquelles ne figure plus que la fonction de distribution
/i ; les diverses equations devolution ainsi obtenues correspondent a des
approximations differentes et s'appellent :

• equation de Boltzmann sans second membre

• equation de Liouville a une particule (cf. section 8.4.1)

• equation de Vlasov (cf. section 8.4.2)

• equation de Boltzmann (cf. section 8.4.3)

• equation de Fokker-Planck (cf. chapitre 13)

• equation de Landau, Rosenbluth, Mac Donald et Judd (cf. chapi-
tre 13)

• equation de Balescu (cf. chapitre 13)

Les plus importantes de ces equations sont 1'equation de Boltzmann
et 1'equation de Vlasov : 1'equation de Boltzmann s'applique aux gaz neu-
tres ou faiblement ionises (collisions binaires dominantes) et 1'equation de
Vlasov aux plasmas (interactions collectives dominantes). Les quatre sui-
vantes sont des variantes plus sophistiquees de 1'equation cinetique des
plasmas qui tiennent compte des collisions coulombiennes en plus des in-
teractions collectives decrites par 1'approximation de Vlasov.

^
8.4 Equations cinetiques d'un gaz pur

<»

8.4.1 Equation de Liouville a une particule

L'approximation la plus simple et la plus brutale que Ton peut faire dans
(8.49) consiste a negliger purement et simplement les interactions entre
particules. En faisant done #(/i2) — 0 on peut 1'ecrire sous la forme :
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L'equation ainsi ecrite est 1'equation de Boltzmann sans second mem-
bre ; elle est d'ailleurs formellement identique a une equation de Liouville a
une seule particule. Elle est utile pour decrire 1'evolution d'un gaz de parti-
cules chargees dans un champ electromagnetique d'origine exterieure ; elle
suppose evidemment que les particules sont en densite assez faible pour ne
pas modifier ce champ exterieur ; elle ne fournit pas plus d'informations
que 1'etude generale des trajectoires des particules, mais elle permet de
traiter statistiquement un grand nombre de trajectoires correspondant a
des conditions initiales differentes. La distribution de ces conditions ini-
tiales est represented par les valeurs de fi(ri,wi) a 1'instant initial.

L'equation de Boltzmann sans second membre est utilisee notamment
dans les domaines suivants :

- trajectoires des particules dans la magnetosphere ;
- accelerateurs de particules, sources d'ions ;
- machines a plasma pour la fusion controlee (regimes a basse densite,

problemes d'injection).

8.4.2 Equation de Vlasov
Quand la densite des particules est telle que Ton ne peut plus negliger
les interactions, 1'hypothese la plus simple que Ton puisse faire consiste a
negliger les correlations entre particules. Dans #(/i2) on peut alors poser :

Nous avons vu que cette approximation est toujours valable si les points 1
et 2 sont assez eloignes 1'un de 1'autre. D'apres la discussion de la section
1.4 nous avons vu que dans les plasmas les interactions lointaines sont
effectivement dominantes. L'introduction de la condition ci-dessus dans
#(/i2) revient a ne tenir compte, dans la dynamique du plasma, que de
ces interactions lointaines collectives.

En supposant de plus que le plasma est non relativiste on peut ne

retenir dans X\2 que les interactions electrostatiques ; ne dependant
done pas des vitesses on obtient en combinant (8.50) et (8.54) :

etant le champ de charge d'espace defini par la formule :
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En reportant (8.56) dans (8.55), on obtient finalement :

L'equation ainsi decrite est 1'equation de Vlasov. Elle est formellement
identique a 1'equation de Boltzmann sans second membre, a condition
d'inclure, dans les forces appliquees aux particules, les champs macro-
scopiques produits par le plasma ; elle permet done d'etudier, de fagon
self-consistente, les mouvements collectifs d'un gaz de particules chargees
relativement dense.

L'equation de Vlasov est 1'equation cinetique fondamentale de la theorie
des plasmas. Physiquement elle consiste a ne tenir compte, dans les in-
teractions qui determinent les trajectoires des particules, que des inter-
actions collectives, c'est-a-dire de 1'action sur chaque particule chargee
du champ "moyen" de charge d'espace cree par les autres. II faut bien
souligner qu'une telle equation "self-consistente" est en fait non lineaire :
bien que son ecriture paraisse semblable a celle de 1'equation de Boltz-
mann sans second membre, elle en differe par le terme d'interaction

qui est en fait quadratique par rapport a la fonc-

tion de distribution des vitesses, comme on le voit en tenant compte de

1'expression qui definit

*8.4.3 Equation de Boltzmann

Pour obtenir 1'equation de Vlasov, nous avons reduit les phenomenes d'in-
teraction entre particules a des champs collectifs produits par les charges
d'espace et les courants. On peut au contraire faire 1'hypothese extreme
inverse, que les phenomenes d'interaction sont des collisions binaires et bru-
tales, et qu'entre deux collisions les particules ne sont soumises a aucune
force et suivent une trajectoire rectiligne. Ce modele est celui de la theorie
cinetique classique des gaz neutres, et il a permis bien avant I'etablissement
du systeme BBGKY d'obtenir pour j\ 1'equation devolution dite de Boltz-
mann ; les demonstrations elementaires [95], [99] de cette equation ne
mettent pas toujours en relief les approximations faites ; il est preferable
en suivant Yvon [100] de rattacher 1'equation de Boltzmann a 1'equation
generale (8.48) de la fagon suivante :

• On suppose (hypothese A) que la densite est assez faible vis-a-vis
des forces d'interaction pour qu'on puisse negliger les termes d'interaction
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triple : on ecrira done (8.52) sous la forme :

(8.58)
Remarquons que le systeme des deux equations (8.48) devolution de f\ et
(8.58) dans laquelle /i23 a disparu est maintenant parfaitement determine.
On peut faire un pas de plus : moyennant certaines hypotheses complemen-
taires nous allons, a partir de la deuxieme, exprimer $(/i2) en fonction de
/i et obtenir ainsi une equation cinetique determinee ne faisant intervenir
que la fonction de distribution simple.

• On suppose que les forces sont a court rayon d'action (hypothese B),
c'est-a-dire fortes pour r\i inferieur a une certaine valeur R et negligeables
si ri2 > R ; R est la portee des forces d'interaction. Dans ces conditions,
1'integrale #(/i2) peut etre calculee en limitant le volume d'integration sur
la variable r^ a une sphere S de rayon R centree sur le point rv Faisons
done le changement de variable

L'equation (8.58) devient :

(8.60)
Multiplions-la par dr dw-2 et integrons pour ~r" sur le volume de la sphere
d'interaction S et pour w^ sur tout 1'espace des vitesses. Le dernier terme

donne un resultat nul a la seule condition que la force exterieure X-2 et la

force d'interaction X^i satisfassent a la condition (8.144).
• Dans 1'avant-dernier terme on suppose que la force exterieure est

assez faible pour que Ton ait a 1'interieur de la sphere d'interaction X\ «

-^"12 (hypothese C). Cette hypothese est physiquement tres raisonnable :
pendant une collision, il y a des forces d'interaction tres intenses.

• On suppose enfin que les variations temporelles et spatiales de /12 sont
assez lentes pour que les deux premiers termes soient negligeables devant le
troisieme. Plus precisement /i2 depend essentiellement du vecteur position
relative T* et il est evident que si les points T\ et r^ sont a 1'interieur d'une
sphere d'interaction, on a \dfi2/d~r*\ ~ fiz/R (variation tres importante
de /i2 pour des changements de distance relative de 1'ordre de la portee
des forces). Nous sommes done amenes, pour pouvoir negliger les deux
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premiers termes, a poser :

ou represente en ordre de grandeur la duree d'une
interaction binaire. Autrement dit, les variations spatiales et temporelles
de /i 2 doivent etre lentes a 1'echelle de la portee des forces et de la duree
d'une collision. On obtient done finalement :

On peut encore transformer cette integrale en une integrale de surface
etendue a la surface S de la sphere :

~n etant le vecteur unitaire porte par la normale sortante a E. Pour calculer
cette integrale, on effectue d'abord 1'integration sur la sphere S ; w? — w\
etant alors constant, on peut partager la surface en deux demi-spheres par
le plan perpendiculaire a w>> — u>i (Fig. 8.3). Sur la demi-sphere B le calcul
porte sur deux particules qui viennent de se rencontrer. On pose done :

Pour calculer SA on fait 1'hypothese (hypothese F) qu'au moment ou
une particule penetre dans S il n'y a pas de correlation, c'est-a-dire qu'on
a :

Montrons que cette hypothese dite du "chaos moleculaire" suppose que
le gaz etudie est en regime de fluide quasi continu (cf. appendice A8-3)
defini par la condition :
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Figure 8.3 : Sphere d'interaction dans une collision.

ou £. est le libre parcours moyen et h la longueur de gradient hydrodyna-
mique. Pour le comprendre il suffit de se reporter a la figure 8.4 ou sont
representees les trajectoires K\L\M\, K^L^M^ des deux particules 1 et 2
qui entrent en collision en MI, M2 au voisinage du point ~r\. Les points LI .
et £2, points de sortie de leurs collisions precedentes, sont distants 1'un de
1'autre de L\L<i ~ £ » R. En ces points la regie de non-correlation (8.43)
s'applique. En passant de Z/i, L^ a MI, M2 la fonction de distribution /i2
se conserve : en effet 1'equation d'evolution de /i2 s'ecrit, si Ton neglige les
interactions triples, sous la forme (8.58) qui est une equation de Liouville a

Equations cinetiques
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deux particules, et d'apres le theoreme de Liouville /i2 se conserve le long
des trajectoires dynamiques. II faut done, et il suffit, pour que la condition
(8.43) s'applique aux points MI et M2, que le produit /i/2 ait peu varie
sur une distance de 1'ordre du libre parcours moyen t, ce qui s'exprime
bien par 1'hypothese F annoncee.

Figure 8.4 : Chaos moleculaire en regime de fluide quasi continu.

On peut done dans les regimes de fluide quasi continu eliminer la densite
double dans 5^ en ecrivant compte tenu de (8.43) :

Pour calculer SB on ne peut evidemment pas utiliser (8.43) mais on
peut s'y ramener moyennant quelques hypotheses supplementaires. Re-
marquons tout d'abord que 1'equation (8.58) devolution de /i2, ecrite
sans tenir compte des interactions triples, n'est autre qu'une equation de
Liouville pour un systeme a deux particules. D'apres le theoreme de con-
servation de la densite en phase le long du mouvement, on peut afnrmer
que la fonction j\i a garde pour les particules qui sortent sur B la valeur
qu'elle avait quand elles ont penetre dans la sphere 5. Nous pouvons done
ecrire pour tous les points de B :

en designant par /x et /2 les valeurs correspondant aux points d'entree
M . Le mouvement est represente sur la figure 8.3 dans le plan de la trajec-
toire relative. Nous supposerons maintenant que les forces d'interactions



22 Equations cinetiques

sont des forces centrales independantes de la vitesse (hypothese G) ; nous
avons suppose par ailleurs que les forces exterieures sont negligeables pen-
dant une collision (hypothese C).

Dans ces conditions, 1'ensemble des trajectoires relatives jouit des deux
proprietes suivantes :

- la courbe transformed d'une trajectoire par une rotation quelconque
est egalement une trajectoire ;

- une meme trajectoire peut etre decrite dans les deux sens moyennant
1'inversion du vecteur vitesse.

La premiere propriete est evidente. La deuxieme, qui Test presque au-
tant, resulte du fait que Ton peut inverser le sens du temps dans 1'equation
des trajectoires [cf. formule (3.22)]. En combinant ces deux proprietes, on
peut associer a la trajectoire M M% la trajectoire M\M' partant de M\
diametralement oppose a M^ et se terminant en M' diametralement op-
pose a M , les vitesses en M% et M etant respectivement egales aux
vitesses en MI et M'. On suppose enfin que les fonctions de distribution
simples varient peu en fonction de la position a 1'echelle des dimensions de
la sphere S : ceci est en fait une autre forme de 1'hypothese D.

On peut done remplacer 1'integrale (8.67) en tenant compte de (8.71)
et des remarques ci-dessus par 1'expression :

en appelant maintenant /{ et f^ les expressions des fonctions de distribu-
tion relatives au "point de sortie" M' associe a MI. Le signe moins vient
du fait que les valeurs de w2 — w\ • Ji en MI et M2 sont opposees : en
rapprochant les resultats (8.70) et (8.72) on obtient finalement 1'equation :

qu'on peut encore ecrire sous la forme equivalente :

ou dY,0 est la projection de c?E sur le plan perpendiculaire a w^ — w\.
Dans cette ecriture, le terme d'interaction se presente sous la forme d'une
integrale etendue a toutes les particules qui vont faire une collision ; g
designe le module de la vitesse relative avant la collision et rfS0 un element
de surface dans le plan perpendiculaire a la vitesse relative initiale w^ — w\ ;
on passe de (8.73) a (8.74) en remarquant que 1'on a :
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On peut d'ailleurs expliciter dS0 sous 1'une des deux formes equivalentes :

en designant par o-(x)d£l la section efficace differentielle de collision elas-
tique (cf. section 3.3), par p le parametre d'impact habituel et par (f> un
angle polaire dans le plan perpendiculaire a w^ — w{. On obtient finalement
1'equation d'evolution de f\ sous la forme :

avec pour le terme de collisions J(/i) 1'une des deux expressions equiva-
lentes :

8.4.4 Proprietes de 1'equation de Boltzmann

Les hypotheses faites pour la demonstration de 1'equation de Boltzmann
montrent qu'il est raisonnable de 1'utiliser quand les forces d'interaction
sont a courte portee. Elle a ete utilisee tres largement pour etudier les
proprietes des gaz neutres assez dilues. Nous verrons au chapitre 12 qu'elle
permet egalement d'etudier, dans les gaz partiellement ionises, les interac-
tions electron-molecule et ion-molecule. Les proprietes generates de cette
equation sont les suivantes :

- c'est une equation locale ;
- elle conserve les densites locales macroscopiques des particules, de la

quantite de mouvement et de 1'energie cinetique ;
- elle est non lineaire et decrit une evolution irreversible du gaz vers

1'equilibre thermodynamique local.

a) Caractere local
On remarque que 1'equation de Boltzmann est une equation locale en ce sens que pour
decrire 1'evolution de la fonction de distribution f i ( r ~ i , w i , t ) au point rj, son terme de
collision (8.79) n'introduit que des valeurs de f\ au meme point ~r\ de 1'espace (/^, /2, f^
sont des valeurs de /i pour diverses valeurs du vecteur ^w , mais toutes au meme point
•Fj*). Ce caractere local de 1'equation s'est introduit quand on a neglige dans le calcul du
paragraphe precedent les variations de f\ a 1'interieur de la sphere d'interaction. Tout
se passe dans cette equation comme si le milieu etait homogene. L'equation de Boltz-
mann ne peut done pas decrire certains phenomenes associes aux variations spatiales
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du milieu, tels que par exemple les effets hydrodynamiques de la pression interpar-
ticulaire [cf. formule (9.42)]. Dans les gaz dilues on peut cependant Pappliquer a des
situations non homogenes a condition que les collisions restent assez importantes ; plus
precisement, il faut que le libre parcours moyen des particules soit plus court que la
longueur caracteristique des variations macroscopiques des proprietes du milieu. Dans
ces conditions, les temps d'evolution par collisions de f\ sont beaucoup plus rapides
que les temps d'evolution hydrodynamiques : il y a en quelque sorte decouplage entre le
processus rapide d'evolution locale de f\ et 1'evolution hydrodynamique plus lente du
milieu.

b) Proprietes de conservation : invariants integraux

Dans 1'ecriture des equations hydrodynamiques nous rencontrerons (cf.
section 9.2) des termes de la forme :

qui represented, dans 1'equation de transport de la grandeur A, le terme
de source du aux collisions. On montre facilement que 1'on a :

Pour cela on commence par etablir, a partir des proprietes de symetrie
et de reversibilite des collisions (cf. probleme P8-3), la formule generale :

Cette formule montre que pour toute grandeur A(~w) telle que la somme
A(WI) + A(w%) se conserve dans une collision, 1'integrale de source macro-
scopique correspondante (8.80) est nulle. Le cas A = 1 est trivial et les cas
A = m~w et A = mw2/2 derivent des lois fondamentales de la mecanique.

On dit que les fonctions 1, mw et mw2/2 sont des invariants integraux,
ce qui s'exprime par les trois lois (8.81) a (8.83). On peut d'ailleurs montrer
(cf. probleme P8-3 ou [101]) que ce sont les seuls invariants integraux en ce
sens que tout invariant integral scalaire \I>( ~w) est une combinaison lineaire
des trois invariants precedents, c'est-a-dire une fonction de la forme :
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Remarquons que cette formule contient comme cas particulier les compo-
santes wx,wy,wz et que d'autre part, la formule (8.80) etant lineaire, on
peut fabriquer une infinite d'invariants vectoriels (tel que rnw] ou ten-
soriels, a la seule condition que toutes les composantes de ces vecteurs ou
tenseurs soient des scalaires de la forme (8.85) (cf. probleme P8-3).

c) Non-linearite et irreversibilite

Le caractere non lineaire du terrne de collision de Boltzmann est evident
sur la formule (8.79). A cette non-linearite est associe un comportement
irreversible du gaz : 1'equation de Boltzmann tend a ramener 1'etat du
fluide vers 1'etat d'equilibre thermodynamique decrit par une distribution
maxwellienne.

Nous nous placons pour discuter cette irreversibilite dans le cas d'un
gaz homogene ; en 1'absence d'une force d'origine exterieure 1'equation de
Boltzmann s'y ecrit :

01
On verifie facilement que cette equation admet pour solution stationnaire
toute fonction maxwellienne de la forme :

ou A et B sont deux constantes arbitraires et ou la deuxieme ecriture
explicite A et B en fonction de la densite n et de la temperature cinetique
T. En effet M satisfait separement aux deux conditions :

Pour verifier cette derniere condition, il suffit de remarquer que Ton a dans
toute collision

de sorte que d'apres (8.84) J(M\) est bien nul quelle que soit cr(x).
On peut d'ailleurs montrer (cf. probleme P8-4) que la solution station-

naire la plus generale de (8.89) est une maxwellienne "deplacee", c'est-a-
dire une fonction de la forme :
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ou A, B et if sont trois constantes arbitraires ; elle se deduit done de la
maxwellienne (8.87) par un changement de repere quelconque.

Cela etant, on peut montrer que si 1'etat initial du gaz est une fonc-
tion homogene, arbitraire quelconque non maxwellienne, le gaz evolue
sous 1'effet des collisions (et en 1'absence de force exterieure) vers un etat
d'equilibre maxwellien decrit par une fonction du type (8.92). Pour cela
on introduit la fonction :

L'equation de Boltzmann permet d'etablir le theoreme H, qui dit que la
fonction H ne peut que decroitre (ou etre constante) lorsque le temps t
croit, soit :

Le deuxieme terme s'annule a cause de la conservation de la densite (1 est
un invariant integral). On peut done ecrire compte tenu de (8.84) :

On verifie immediatement que le produit entre crochets est toujours positif
et done que Ton a bien dH/dt < 0.

Le theoreme H decrit une evolution irreversible du gaz vers 1'equilibre
thermodynamique represente par une solution stationnaire : si la fonc-
tion initiale n'est pas une solution stationnaire on a /i/2 ^ /{/2 et par
consequent dH/dt < 0. Cette evolution ne peut s'arreter que lorsque /
est devenue maxwellienne car Ton a alors /i/2 = f[f^ et par consequent
dH/dt = 0. Get etat d'equilibre n'est en fait atteint de maniere exacte
qu'au bout d'un temps infini ; on peut cependant, par diverses methodes.
definir un ou plusieurs temps de relaxation qui precisent la vitesse de cette
evolution. Nous verrons dans la section 12.3 des exemples de calculs de ces
temps de relaxation.

Notons que la fonction H est etroitement associee a 1'entropie. La fonc-
tion
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peut etre considered comme la densite d'entropie [308, chapitre 6]. Le
theoreme H ne fait alors qu'exprimer la croissance de 1'entropie dans
1'evolution irreversible vers 1'equilibre thermodynamique.

Les proprietes de non-linearite et d'irreversibilite peuvent sembler en
contradiction avec les lois fondamentales de la mecanique qui, comme on
peut le voir sur 1'equation de Liouville, s'expriment par des equations line-
aires et reversibles par rapport au temps. Une importante litterature a ete
consacree a la solution de ce paradoxe : elle a montre que 1'irreversibilite est
liee au caractere incomplet de l'information contenue dans f\. On pourra se
reporter a [98, p. 319] pour une introduction plus detaillee a ce probleme.

f
8.5 Equations cinetiques des melanges

8.5.1 Fonctions de distribution
Dans ce paragraphe, nous allons generaliser les equations donnees dans les paragraphes
precedents, de fagon a les appliquer a un gaz constitue de plusieurs especes de particules.

Supposons, par exemple, que le recipient enfermant le gaz contienne A particules
de type a et B particules de type b. Designons par dfia, dfif, les elements de volume des
espaces de phase a QA et QB dimensions, relatifs chacun a une seule espece de particules.
Par definition, nous designons par d£ladQb la probabilite que le systeme ait son point
representatif a 1'interieur de l'element de volume d£lad£lb-

Les fonctions de distribution simples relatives aux particules de type s (s = a ou b)
sont definies par la formule :

ou I est le nombre total de particules de type i.
Les fonctions de distribution doubles relatives aux particules de type i et j (i et j

= a ou fc) sont definies par les formules :

Les densites simples et doubles s'en deduisent par integration :

"1712 est done proportionnelle a la probabilite de trouver une particule de type i au
point 1, et une particule de type j au point 2.
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*8.5.2 Equations cinetiques

L'ecriture de 1'equation de Liouville sous la forme (8.18) en fonction de variables con-
juguees est evidemment valable meme s'il y a plusieurs especes de particules. Pour
expliciter 1'equation avec les variables "7* et ~w il suffit de grouper dans (8.26) les ter-
mes relatifs respectivement aux particules de type a, ou 6. L'equation (8.26) devient
alors :

Dans ces formules Xai designs la force d'origine exterieure agissant sur une particule
de type a placee au point i et Xahij designe la force exercee par une particule de type b
placee au point j sur une particule de type a placee au point i. En multipliant (8.104)
par

et en integrant, on obtient, par des calculs analogues a ceux faits au paragraphs 8.4.4
a), 1'equation d'evolution suivante pour fa\ :

Par une integration de moins on obtient 1'equation de fabi2 (ou f0.0.12)

Les divers terrnes T sont des integrales representant les interactions triples analogues a
celles qui figurent dans (8.40).
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8.6 Theorie des gaz reactifs (effets des
collisions inelastiques)

8.6.1 Introduction des collisions inelastiques

Dans tout le debut de ce chapitre, nous avons considere un gaz ou un
plasma comme un ensemble dime de particules, interagissant entre elles
par des forces (ne dependant en general que des positions) et n'effectuant
de ce fait que des collisions elastiques. Or nous avons vu dans le chapitre
4 que les particules d'un gaz peuvent effectuer, des que le gaz est un peu
chaud, une grande variete de collisions de type inelastique. L'introduction
des collisions inelastiques dans la theorie de ces gaz, ou plasmas reactifs,
se fait en general au niveau de 1'equation cinetique devolution de /i, ou
des equations hydrodynamiques. Au niveau de la theorie cinetique, nous ne
considererons que des collisions binaires, done de la forme generale 12/34...,
c'est-a-dire :

On peut, pour cette famille de collisions, generaliser la notion de section
emcace differentielle (cf. appendice A8-4).

8.6.2 Collisions du type 12/34. Equation de Boltzmann

Considerons maintenant le cas ou la collision est binaire non seulement
avant mais aussi apres le choc, c'est-a-dire du type 12/34. Dans ce cas,
la description des phenomenes dans le systeme du centre de gravite est
particulierement simple : dans ce syteme la quantite de mouvement totale
est nulle avant comme apres le choc ; avant la collision les deux particules
sont animees (Fig. 8.5) de deux quantites de mouvement miWi et m^w^.
egales et opposees, de sorte que les vitesses w{ et w% sont opposees et leurs
valeurs absolues dans le rapport inverse des masses correspondantes ; si
Ton introduit le vecteur vitesse relative ^2 on peut encore ecrire :

ou /Ui2 est la masse reduite du systeme 12. Apres la collision, la situation
est analogue ; le nouveau vecteur vitesse relative est :
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L'effet de la collision a done ete de faire tourner le vecteur vitesse relative :
si Ton prend comme axe le vecteur initial g^, la position du vecteur final
giz est definie par les deux angles polaires x (deviation) et </? (azimut). Le
module du vecteur vitesse relative a egalement change puisque Ton a :

Les angles polaires \ et (p determinent done la configuration apres la
collision et Ton peut definir une section efficace differentielle :

Figure 8.5 : Collision inelastique 12/34 : systeme du centre de gravite.

Ceci etant, on peut a partir de la formule (8.121) calculer le terme,
du aux collisions 12/34, qui apparait au deuxieme membre de 1'equation
cinetique devolution de /i- Plus precisement, on peut ecrire, en tenant
compte a la fois des collisions 12/34 et de leurs inverses :

Dans cette formule T1 dw\ represente le nombre de particules qui par
unite de temps et de volume dr sortent de 1'element volume dw\ centre
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sur w{ du fait des collisions 12/34 ; on obtient done ce terme en fixant wl
dans (8.121) et en integrant sur \, (p et w% :

Pour des valeurs donnees de w\,W2,x e^ P, les particules 3 et 4 ont apres

la collision des vitesses w3 et w'4 parfaitement determinees.
Le terme T^dwi represente les particules 1 qui apparaissent dans dw\

par la reaction inverse 34/12 : les collisions correspondantes sont inverses
des collisions qui figurent dans (8.115) ; partant de deux particules 3 et 4

avec les vitesses initiales w'3 et w'4 on obtient apres les deviations — x, — <f>
deux particules 1, 2 de vitesses Wi,Wz ; on peut done ecrire le nombre de
particules qui passent de dw'3 dw'4 dans dw\ dw? sous la forme :

On admet generalement la relation dite de microreversibilite :

Les conditions de validite de cette relation ne sont pas faciles a preciser
(cf. [285]) ; quoi qu'il en soit, si on 1'admet on peut ecrire :

d'ou fmalement de fagon plus condensee :

Dans cette formule f3 et f± designent les valeurs prises par /3 et /4 pour les

vitesses finales w'3 et w'^ determinees par les conditions initiales wi et w^. et
les valeurs de x et (p. La relation (8.120) generalise, en 1'etendant aux colli-
sions inelastiques, 1'equation de Boltzmann (8.77) obtenue precedemment
pour les collisions elastiques.

8.6.3 Collisions 12/14 et 12/114 avec mi <C m2,m4

On rencontre souvent le cas ou 1'une seulement des particules en jeu est transformee
(2 —> 4) cependant que 1'autre particule 1 se retrouve dans le meme etat d'energie
interne. C'est par exemple le cas dans les reactions d'excitation par choc electronique,
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ionique ou atomique. On doit alors modifier les resultats du paragraphe precedent pour
tenir compte de 1'indiscernabilite des particules. Un cas analogue est celui des collisions
de type 12/114 dont le prototype est la collision ionisante e,A/e, A+, A. Remarquons
enfin que 1'electron etant beaucoup plus leger que 1'atome cible A, on peut negliger dans
1'analyse de ce type de collision la vitesse des particules lourdes A et A+ (modele de
Lorentz). Tous ces cas particuliers sont discutees dans 1'appendice A8-4.

8.7 Appendices

A8-1 Particules chargees dans un champ
electromagnetique

a) Hamiltonien d'une particule
Un champ electromagnetique quelconque est defini par la donnee en tout point de son

potentiel vecteur A et de son potentiel scalaire ip ; les champs electrique et magnetique
resultants s'ecrivent :

£5 = rOI A (8.1ZZ)

L'hamiltonien d'une particule de charge q dont la vitesse est faible devant la vitesse de
la lumiere peut s'ecrire :

Mais ~r* et ~p ne sont pas des variables conjuguees. On montre dans les traites
d'electromagnetisme [292] que les variables canoniquement conjuguees sont "r* et :

b) Hamiltonien classique pour un gaz de particules
(theorie simplified)

L'hamiltonien d'un systeme de particules chargees n'est pas tres facile a ecrire si 1'on
desire tenir compte de facon exacte des deux especes d'interactions, electriques et
magnetiques, entre particules chargees. On peut cependant faire une theorie simplifiee
(semi-relativiste) en supposant le plasma assez froid pour que les vitesses des parti-
cules soient faibles devant la vitesse de la lumiere (plasma non relativiste), et en tenant
alors compte des interactions magnetiques qui sont un effet relativiste en w/c, mais en
negligeant les effets relativistes en w2/c2 (variation de la masse, potentiels retardes).
Dans ces conditions les champs microscopiques exacts produits en un point de 1'espace
qu'on prend comme origine, par un ensemble de particules de charges q-j, de positions
TJ , de vitesses Wj , sont donnes par les formules :
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Ces champs microscopiques sont des fonctions tres complexes qui ont des fluctuations
spatiales et temporelles tres rapides. Us tendent vers 1'infini toutes les fois que 1'on
s'approche de 1'une des particules du gaz. Cependant nous avons vu dans la section 1.4
que les interactions statistiquement dominantes dans un plasma sont les interactions

collectives lointaines bien representees par des champs macroscopiques moyens EM et

BM qui sont par definition les solutions des equations de Maxwell macroscopiques :

ou p et J sont les densites de charge et de courant macroscopiques dans le plasma.
II est d'autre part facile de verifier sur les formules (8.127) et (8.128) que si Ton con-

sidere une paire de particules i et j, les forces d'inter act ions electriques et magnetiques

II est done raisonnable, dans 1'analyse dynamique d'un plasma, de negliger les ef-
fets magnetiques au niveau des interactions binaires et de ne conserver que la force
d'interaction electrique (8.131). II ne faut cependant pas en conclure que 1'on a le droit
au niveau macroscopique de negliger les interactions magnetiques. Ce paradoxe tient
au fait que dans les plasmas p est en general tres faible, le plasma n'etant jamais tres
eloigne de 1'etat d'equilibre de neutralite electrique, tandis que 1'on ne peut rien dire a

priori sur 1'ordre de grandeur des courants J circulant dans le plasma.
En conclusion, on peut ecrire 1'hamiltonien d'un plasma dans le cadre de cette

theorie semi-relativiste sous la forme :

Dans ces formules, tpi et Ai sont les potentiels au point rf d'un champ
electromagnetique macroscopique et le dernier terme represente les interactions
electrostatiques entre particules. Soulignons d'autre part a nouveau que ipi n'est du

qu'aux sources exterieures mais que le potentiel vecteur Ai est celui du champ self-

consistent BM tenant compte a la fois des sources exterieures et des courants J cir-
culant dans le plasma. Avec ces approximations, on verifie facilement que comme au

paragraphe precedent ~r~i et p\ sont des variables conjuguees.



34 Equations cinetiques

c) Equation de Liouville pour un systeme de particules
chargees (theorie simplifiee)

On peut maintenant etablir 1'equation de Liouville pour la fonction D(ri,Wi,t) d'un
systeme de particules chargees en faisant les memes approximations qu'au paragraphe
precedent. Tout d'abord, on montre (cf. [297, p. 171]) que Ton a comme precedemment :

le champ electrostatique d'interaction agissant sur la particule i. Finalement, en effec-

tuant le changement de variables r^ ,p j ,P —* r^w^D, on obtient 1'equation
d'evolution de D sous une forme identique a (8.26). Dans le cadre des approxima-
tions faites, nous avons done montre que 1'equation de Liouville d'un gaz de particules
chargees s'ecrit comme celle d'un gaz de particules neutres.

f
A8-2 Equation d'evolution de ji

Multiplions 1'equation (8.26) par N dr2 dw2 • • • dr^ dwn et integrons sur
1'espace de ces 6(N — 1) variables.

• Le premier terme donne dfi/dt.

• Dans le second terme, on a tout d'abord un terme w{. dD/dr? qui
donne facilement w\ . dfl/d'ri, puis une somme de (N — 1) termes
qui donnent :
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L'integrale mise entre parentheses est nulle si Ton fait Thypothese
raisonnable que /i2 est nulle quand le point 2 est sur la limite du
volume V contenant le gaz.

• Dans le terme du aux forces exterieures, on a de meme tout d'abord
le terme i = 1 qui donne facilement :

Pour montrer que ce terme est egalement nul, on fait 1'hypothese que

la force exterieure X est telle que :

Cette hypothese tres generale peut paraitre arbitraire. En fait elle
est satisfaite dans les deux cas suivants :
- La force qui agit sur les particules est independante de leur vitesse.
- Si elle depend de leur vitesse, sa composante dans une certaine
direction ne depend que des composantes de la vitesse dans les deux
directions perpendiculaires ; la force de Lorentz entre dans ce cas.
L'hypothese (8.144) parait done realisee dans tous les cas pratiques.
Dans ces conditions, on peut effectuer par exemple 1'integrale sur
dw2x comme si X^x etait constant, et le fait que /i2 est forcement
nul quand w2x tend vers ±00 nous permet d'affirmer que le premier
terme de 1'integrale est nul ; il en est de meme pour les deux autres.

• Reste le dernier terme de (8.26), celui qui est du aux forces
d'interactions ; il comprend tout d'abord (N — 1) termes obtenus
en prenant i = I et j quelconque ; ces termes donnent :
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Si 1'on suppose que les forces d'interaction ne dependent pas de la
vitesse, nous pouvons encore ecrire ce resultat sous la forme :

On peut verifier, moyennant un calcul analogue a celui que nous
avons fait ci-dessus, que les termes correspondant a i ^ I donnent
une contribution nulle. En regroupant les divers resultats obtenus,
on arrive finalement a 1'equation devolution (8.35) pour la fonction
/i-

A8-3 Regime de fluide. Regime moleculaire
De maniere generale, il est interessant, dans toute experience faisant in-
tervenir un gaz, de comparer les dimensions du recipient contenant le gaz
avec le libre parcours moyen des molecules de ce gaz entre deux collisions.
Ce libre parcours moven est touiours donne par la formule :

ou A est une constante sans dimension voisine de 1'unite et < a >
une valeur moyenne de la section efficace totale de collision ; les valeurs
exactes de < a > et de A dependent de la forme de la fonction de distri-
bution /i et de la nature des interactions moleculaires qui interviennent
(si le gaz est assez froid, les collisions dominantes sont elastiques, mais a
peut avoir, comme nous 1'avons vu, des lois de variations en fonction de
g tres differentes). Quoi qu'il en soit, ces diverses difficultes n'entrainent
en general sur i qu'une incertitude d'un facteur 1 a 5. Dans ces condi-
tions, si 1'on appelle h une dimension caracteristique du recipient, on peut
distinguer deux regimes tres differents :

• Les regimes de fluide quasi continu correspondant au cas i « h ;
1'allure des trajectoires des molecules est representee sur la figure
8.6(a). On voit que les molecules subissent presque uniquement des
collisions entre elles, et tres rarement des collisions centre les parois.
Les parois jouent un role relativement faible ; elles entourent un
nuage de molecules qui interagissent essentiellement entre elles et
qui semblent constituer un fluide quasi continu.
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• Les regimes moleculaires correspondant au cas oppose h « t ; les
trajectoires des particules ont 1'aspect represente sur la figure 9.8(b).
On voit que les collisions entre deux molecules a 1'interieur de
1'enceinte sont tres rares. Les molecules vont essentiellement d'une
paroi a 1'autre ; Faction des parois pourra etre preponderate dans
les proprietes du dispositif. D'autre part, on ne peut pas parler d'une
masse de fluide situee a 1'interieur de 1'enceinte ; on dit que le dis-
positif fonctionne en regime moleculaire.

Pour pouvoir determiner rapidement le cas dans lequel on se trouve en
pratique, il est commode de se rappeler les ordres de grandeur des libres
parcours moyens dans des conditions typiques : lorsque la pression est
egale a 10~4 torr, le libre parcours moyen est de 1'ordre de un metre ;
on sera alors en general en regime moleculaire. Comme d'autre part le
libre parcours moyen est inversement proportionnel a n, c'est-a-dire a la
pression, on en deduit que, a la pression atmospherique, les libres parcours
moyens sont de 1'ordre du dixieme de micron, de sorte qu'on a en general
a ce moment-la un regime de fluide quasi continu.

A8-4 Notions sur la theorie cinetique des gaz reactifs
a) Section efficace differentielle d'une collision 12/34...
Pour une collision de type determine, les particules qui apparaissent apres la collision
peuvent en general exister dans un nombre infini de configurations ; meme si avant la
collision les vitesses w\ et w-2 sont determinees, 1'energie cinetique T + Q disponible
apres la collision peut en effet etre partagee a priori de fagon variee entre les particules

Figure 8.6 : Interactions gaz-recipient.

(a) Regime de fluide : i « h.
(b) Regime moleculaire : h « i.
i libre parcours moyen, h dimension du recipient.
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3,4,... ; la repartition d'energie depend en general des directions des vitesses 103,104,...
Dans les calculs de theorie cinetique il est necessaire en principe de connaitre la proba-
bilite de chaque configuration (ws, 104,...) lorsque la configuration initiate (wi,W2) est
determinee. Ceci peut se faire en introduisant la notion de section efficace differentielle
de collision inelastique. Si 1'on designe symboliquement par C la configuration apres
la collision et par dC une variation possible de cette configuration, on definira une
section efficace differentielle a^...(w\, W2, C)dC en considerant contme au paragraphe
precedent deux faisceaux de particules 1 et 2 qui se croisent ; on compte maintenant le
nombre de reactions 12/34... qui se produisent par seconde et par cm3 en laissant les
particules 34... dans une configuration situee dans un volume dC autour de C et 1'on
ecrit ce nombre sous la forme :

Si 1'on change de repere en observant les deux faisceaux dans un autre systeme, w\ et

W2 deviennent w'^ et w'2, C devient C' et 1'on a :

II en resulte qu'en general cr3|... n'est pas le meme dans les deux systemes. Par
centre la section efficace totale qui s'obtient en integrant (8.149) est conservee.

b) Cas des collisions 12/14
Comme nous 1'avons fait remarquer dans la section 8.6, 1'equation de Boltzmann (8.120)
doit etre modifiee lorsque les particules 1 et 3 sont identiques. Nous devons maintenant
considerer pour le calcul de P^~ et P^" deux categories de collisions ayant chacune leurs
inverses :

—les collisions wiW2/w'iw'4 et w'lw'^/w\W2
-les collisions wiW4/w'1w'2 et w'^w'^/wiw^
Les premieres sont celles dont nous avons tenu compte au paragraphe precedent ;

elles conduisent a un terme de Boltzmann qui se deduit simplement de (8.147) en y
changeant 1'indice 3 en 1. Les secondes sont celles ou la particule 1 joue le role devolu
precedemment a la particule 3.

On obtient done au total, avec les memes notions que precedemment :

f i et /2 designent maintenant les valeurs prises par f\ et /2 pour les vitesses finales
w^ ,w2 correspondant apres une collision 14/12 d'angles x et f aux vitesses initiales
u>i et 104.

c) Cas des collisions sur une particule lourde :
collisions 12/14 et 12/141 avec mi « m2,m4

Dans un certain nombre de collisions il y a une seule particule lourde avant comme apres
la collision, les autres particules etant beaucoup plus legeres. C'est le cas notamment
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pour les reactions d'excitation et d'ionisation par choc electronique. On peut alors trailer
ces collisions dans une premiere approximation en faisant 1'hypothese que la masse de la
particule lourde est infinie et sa vitesse negligeable (modele de Lorentz). On considere
done la particule lourde comme un centre d'interaction fixe. Le centre de gravite du
systems se confond avec ce point.

Le cas des collisions 12/14 avec mi « m^, m^ se deduit directement de (8.150) en
y remplagant /2 et/4 par deux fonctions de Dirac n2^(w2) et ri26(w4) et en y remplagant
912 et gi4 par wi ; on obtient :

ou CT\^(WI] et a\^(w\) sont les sections efficaces totales. Dans le calcul du troisieme
terme nous avons utilise la relation de microreversibilite (8.118) ainsi que la relation :

entre les deux elements de volumes associes par la collision inelastique.
La signification physique des quatre termes de (8.151) peut etre rendue plus claire

au moyen du diagramme de la figure 8.7, trace en supposant que la reaction 12/14 est
endothermique. Sur ce diagramme on a represente les quatre classes de collisions par
des fleches verticales rangees de gauche a droite dans le meme ordre que les termes de la
formule (8.151) ; les fleches tournees vers le bas representent des collisions inelastiques
de premiere espece, celles tournees vers le haut des collisions superelastiques ; a 1'origine
de chaque fleche on a indique la densite (ri2 ou 714) a laquelle est proportionnel le nombre
de collisions de ce type.

Figure 8.7 : Les quatre types de collision 12 — 14.

Le cas des collisions du type 12/141 avec toujours mi « 7713, m$, dont le prototype
est 1'ionisation par choc electronique. ne peut pas etre traite completement car nous
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ne savons pas comment decrire la collision inverse (recombinaison a trois corps) qui
est une reaction ternaire. Nous nous contenterons d'etudier comment 1'on peut definir
une section efficace differentielle pour la reaction directe. Le schema de la collision est
represente sur la figure 8.8 ; w'l,wl et w'4 sont les vecteurs vitesses apres la collision ;
on peut considerer qu'ils constituent un ensemble de neuf inconnues scalaires ; ces
neuf inconnues doivent satisfaire a un systeme de quatre equations scalaires (equation
vectorielle de conservation de la quantite de mouvement et equation de conservation de
1'energie) ; il y a done cinq inconnues indeterminees ; nous pourrons done par exemple
fixer les valeurs prises apres la collision par le module de w'^ et les angles polaires
X\ > f'i > Xi > v'i representant les directions de w^ et 10" reperees par rapport a la vitesse
initiale w\. Pour des collisions ayant cette configuration finale on peut definir une section
efficace differentielle :

 8.8  : Collision 12/141 avec mi « 7712,7714.

Le module de w" est d'ailleurs parfaitement determine dans ces collisions : en effet
1'energie emmenee par la particule 4 est negligeable du fait de sa grande masse et 1'on a :

8.8 Problemes

P8-1 Structure des correlations a 1'equilibre
thermodynamique

On considere un gaz pur a 1'equilibre a la temperature T.
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a) En admettant qu'il n'y a pas d'interaction dependant de la vitesse entre les parti-
cules, montrer que la densite dans 1'espace des phases est de la forme :

ou les fonctions M sont des maxwelliennes a la temperature T. En conclure qu'il
y a des correlations de position mais pas de correlations de vitesse.

b) Calculer f i et n\.

c) Calculer /i2 et ni2-

d) Montrer qu'on a les relations suivantes :

P8-2 *Correlations dans un plasma a 1'equilibre
thermodynamique

Le calcul classique de la longueur de Debye fait dans la section 1.4 n'est pas
completement convaincant car il traite le probleme des correlations dans un plasma
en equilibre thermodynamique sans introduire la notion de densite double. On peut
1'ameliorer [105] en utilisant les relations de recurrence (8.157) et (8.158) du probleme
P8-1. On cherche done a les resoudre en supposant que le plasma est homogene,
isotrope, et n'est soumis a aucune force exterieure. Pour cela, il faut d'abord les rendre
determinees en faisant une hypothese sur les correlations triples ; on admettra (hy-
pothese de superposition de Kirkwood) que les correlations triples se deduisent des
correlations doubles au moyen de la formule :

Cette hypothese demanderait a etre discutee (cf. [94], [297].
a) Lineariser le systeme en admettant que les correlations sont faibles et en posant :

b) En se limitant au cas d'un plasma constitue d'electrons et d'une seule espece d'ions
de charge Ze, on peut prevoir qu'il existe quatre densites doubles nm2, neei2,
niei2 et nen2, et ecrire a partir de 1'equation ci-dessus un systeme de huit
equations. En fait, par suite de 1'homogeneite et de 1'isotropie du plasma, on
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P8-3 Invariants integraux de 1'equation de Boltzmann
a) Etablir a partir des proprietes de symetrie et de reversibilite des collisions (cf. aussi

[101]) la formule generate :

b) Demontrer que 1'invariant integral scalaire le plus general est de la forme (8.85) :

c) Demontrer que 1'invariant integral le plus general est de la forme :

P8-4 Solution generale maxwellienne deplacee
En partant de 1'equation (8.85) montrer que la solution d'equilibre la plus generale de
1'equation de Boltzmann dans un gaz homogene est la "maxwellienne deplacee" :

c) En introduisant la force de Coulomb :

et en combinant des equations du type (8.161) montrer que 1'on a

d) En deduire finalement les trois relations :

ou ro et As sont donnes par les formules (1.41) et (1.68).



Chapitre 9

Hydrodynamique et
magnetohydrodynamique

9.1 Introduction

Dans ce chapitre nous etablissons et discutons tout d'abord (section 9.2)
les equations generates de 1'hydrodynamique d'un gaz pur a partir des
equations cinetiques. Nous appliquons done la methode regressive definie
dans la section 8.1 en passant au niveau macroscopique. Dans la sec-
tion 9.3 nous examinons ensuite 1'application de ces equations aux cas
des melanges gazeux et des plasmas. Nous essayons de voir dans quelle
mesure le comportement du milieu est multifluide ou monofluide. Nous
voyons ainsi qu'un plasma place dans un champ magnetique assez fort se
comporte comme un monofluide gele dans le champ magnetique : c'est la
description magnetohydrodynamique (MHD) des plasmas, qui est bonne
pour la dynamique de ceux-ci en basse frequence. Nous faisons le re-
coupement, dans la section 9.4, de cette theorie avec la plus ancienne
magnetohydrodynamique des liquides. Nous montrons enfin dans la sec-
tion 9.5 qu'elle sert de base a 1'analyse du confinement magnetique des
plasmas, et que celui-ci est limite par les efFets de diamagnetisme. II Test
en pratique surtout par diverses instabilites dont les premieres sont decrites
par la MHD, mais nous n'aborderons pas ce probleme qui sort du cadre
de ce livre (cf. par exemple [328]).

Nous commencerons done par etablir et discuter dans la section 9.2 les
equations hydrodynamiques d'un gaz pur (gaz a une seule composante) et
dans la section 9.3 leur generalisation a un melange gazeux, ce qui couvre
en particulier le cas des plasmas.
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Dans la section 9.4 nous examinerons dans quelles conditions un fluide
multiple se comporte globalement comme un fluide unique. Cette question
est, comme nous le verrons, liee a la decription magnetohydrodynamique
d'un fluide, dont nous discuterons les approximations. Une application tres
importante de la MHD est le confinement magnetique des plasmas dans
les reacteurs a fusion controlee ; ce sera le sujet de la section 9.5.

Nous discuterons enfin succinctement, dans la section 9.6, les change-
ments a introduire dans les equations hydrodynamiques pour decrire les
gaz reactifs, ou il y a entre les particules des collisions inelastiques.

f
9.2 Equations hydrodynamiques

d'un gaz pur

9.2.1 Definitions des grandeurs hydrodynamiques

L'etat microscopique d'un gaz pur est assez bien defini si 1'on connait la
fonction de distribution simple1 des vitesses f(~r*,~w,t}. Dans de nom-
breux cas, il est difficile ou inutile de chercher a connaitre cette fonction.
On utilisera alors une description plus simple en introduisant les grandeurs
macroscopiques suivantes :

• la densite :

• la vitesse moyenne du fluide :

• 1'energie cinetique moyenne des particules :

• le tenseur de pression cinetique :

ou le produil est tensoriel, a ne pas confondre
avec le produit scalaire

1. A partir de maintenant nous omettrons en general 1'indice 1 et designerons simple-
ment par / une fonction de distribution simple.
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• le tenseur de flux d'energie thermique :

ou (~w — if)(~w — ~v*)(~w — if) est encore un produit tensoriel. Dans ces
diverses formules dw est un element de volume de 1'espace des vitesses ; les
integrations sont etendues a tout cet espace et les moyennes considerees
sont des fonctions de ~r* et de t en general.

Les grandeurs n, If, ^, Q constituent (aux facteurs m ou 1/n pres) ce
que Ton appelle les quatre premiers moments de la fonction de distribution
simple. Ce sont les grandeurs classiques de 1'hydrodynamique ; les deux
premieres ont un sens evident.

a) Pression cinetique, flux de quantite de mouvement,
densite d'energie cinetique

La pression cinetique fy ne se confond pas exactement avec la pression sur
une surface, definie dans les cours d'hydrostatique elementaire. C'est en
fait une mesure de 1'agitation thermique du fluide. W serait en effet nul si
toutes des particules avaient une meme vitesse if, 1'ecart ~w — if etant
alors nul. Nous verrons toutefois dans la section 9.2.5 que la divergence de
*& se comporte comme une force par unite de volume ; cela justifie le nom
de pression donne a W. Plus precisement, nous montrerons que la pression
totale est la somme de ^f et du tenseur 7f de pression interparticulaire que
nous introduirons_dans la section 9.2.4.

Si le tenseur ^ est diagonal unitaire, on dit que la pression cinetique
est scalaire ou isotrope. Dans le cas general ^ n'est pas diagonal unitaire
et la pression est anisotrope.

D'un point de vue dimensionnel, la formule (9.4) montre que ^ a les
dimensions d'une densite d'energie cinetique ou d'un flux de quantite de
mouvement. Pour preciser ceci on peut tout d'abord ecrire :

d'ou Ton deduit :

Les deux termes qui figurent au deuxieme membre peuvent etre consideres
comme des flux de quantite de mouvement. La densite de quantite de
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mouvement totale dans le gaz etant evidemment :

le tenseur

est le flux de quantite de mouvement. L'equation (9.7) permet de
decomposer ce flux en deux termes selon la formule :

Le premier est le flux "convectif " de quantite de mouvement, et le
deuxieme ^ est done le supplement de flux de quantite de mouvement
produit par 1'agitation thermique.

En prenant la trace de 1'equation ci-dessus on obtient une relation
analogue concernant la densite d'energie cinetique :

dans laquelle 1/2 nmv2 est la densite d'energie de convection et
1/2 Trace ^ la contribution supplementaire apportee par 1'agitation ther-
mique.

b) Flux d'energie cinetique et flux de chaleur

Le tenseur Q a les dimensions d'un flux d'energie. Mais il extrapole dans
une large mesure cette notion elementaire. Pour preciser ceci, partons de
1'identite :

d'ou Ton deduit par integration :

en designant par le produit "permutatif' defini par la relation :
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On peut done, comme pour ^, considerer que Q est la difference en-
tre un flux d'"agitation" total [premier membre de (9.13)] et des flux
d'"agitation" convectifs [termes en WV et IT, ^ dans (9.13)]. Nous
employons ce mot "agitation" pour designer une grandeur qui a les di-
mensions de 1'energie, mais le caractere tensoriel d'un flux de quantite de
mouvement decrivant les anisotropies du milieu.

II est generalement plus commode de considerer un vecteur flux
de chaleur ~~q qui ne decrit que partiellement les anisotropies du flux

d' "agitation". Pour cela on prend la trace de Q sur deux indices ; autrement
dit on pose :

En faisant apparaitre flux total et flux convectif on obtient compte tenu
de (9.12) :

L'integrale qui figure au premier membre est le flux total d'energie
cinetique :

En combinant les equations (9.13) et (9.17) on peut finalement ecrire ce
flux sous la forme :

On peut done considerer que le flux d'energie cinetique total est la somme
du flux U* UK transporte convectivement par les particules du vecteur

et du flux de chaleur proprement dit ~~q.

s

9.2.2 Equation de transport d'une grandeur

Nous aliens maintenant etablir les equations devolution des diverses
grandeurs hydrodynamiques. On les obtient en appliquant la methode
regressive (integration sur ~w) a la premiere des equations cinetiques
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(equation d'evolution de /i). Soit done /("r*, ~w, t) la fonction de distribu-
tion simple ; elle obeit a 1'equation d'evolution :

ou X est la force exterieure agissant sur les particules. Le second membre
represente les interactions entre particules.

Soit, de fagon generale, A(~r*, ~w,t) une fonction du vecteur vitesse,
du vecteur position et du temps. Multiplions 1'equation ci-dessus par A,
et effectuons une integration sur tout 1'espace des vitesses. Ce calcul est
developpe dans 1'appendice A9-2 ; il conduit au resultat suivant :

dans lequel on a introduit la valeur moyenne A(~r*,t) de la grandeur A
definie par 1'equation :

L'equation (9.21) est 1'equation de transport de la grandeur A. En rem-
plagant A par diverses fonctions de plus en plus compliquees de la vitesse,
nous obtiendrons une suite d'equations hydrodynamiques.

Lorsque A est fonction seulement de ~vj (mais non de T* ni de t)
1'equation de transport (9.21) s'ecrit plus simplement :

Sous cette forme on reconnait une equation de conservation de la grandeur
A : nA et F(A) sont la densite et le flux de cette grandeur en un point
du fluide. Les deux termes de "source" qui figurent au second mem-
bre representent la creation eventuelle d'une certaine quantite de cette
grandeur par unite de temps et de volume respectivement par la force
exterieure et par les interactions entre particules.
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9.2.3 Proprietes des terrnes d'interaction C(A)
On peut expliciter les termes d'interaction en utilisant 1'expression generate

d e f o u r n i e par la premiere equation (8.48) du systeme BBGKY.
int

On obtient ainsi pour C(A) au point de position r^ :

Le calcul de ces integrates d'interactions est developpe dans 1'appendice
A9-1. Nous nous contentons ici de resumer des result ats selon les approxi-
mations faites au sujet de 1'operateur de collision.

a) Equation de Boltzmann

Dans ce cas on a :

et en general, comme nous 1'avons vu dans la section 8.4, C(A) ^ 0 pour
toute autre fonction A qui n'est pas une combinaison de 1, ~w et w2.

b) Equation de Vlasov

Les calculs de 1'appendice A9-1 donnent :

ou E' est le champ de charge d'espace donne au point 1 par la formule :

ou X\2 est comme au chapitre 8 la force exercee par la particule 2 sur la
particule 1. De maniere generate on a :
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On voit, comme il fallait s'y attendre, que dans ce modele de Vlasov
les interactions interviennent seulement dans les equations de transport

a travers le champ de charge d'espace E' : en comparant les formules
(9.24) et (9.34) on voit qu'il suffit d'ajouter a la force d'origine exterieure

X la force qE' produite par ce champ de charge d'espace.

c) Cas general

En faisant comme seules hypotheses que les forces d'interactions Xi2
ne dependent pas des vitesses et que le gaz est faiblement inhomogene
(longueurs caracteristiques des variations spatiales » portee des forces)
on obtient :

ou TT est le tenseur de pression "interparticulaire" defini au point 1 par
1'integrate :

et ~7? un certain flux d'energie lie aux correlations et defini par la formule
(9.227) dans 1'appendice A9-1.

9.2.4 Les trois equations fondamentales de
conservation

a) Conservation des particules

Posons tout d'abord dans 1'equation (9.24) A = 1. On obtient 1'equation
de conservation des particules :

dans laquelle le terme C(l) s'est annule comme il est montre dans 1' ap-
pendice A9-1. Cette propriete est toujours vraie dans des gaz non reactifs
que nous etudions dans tout le debut de ce chapitre. Dans un gaz reactif,
il y aurait des collisions inelastiques pouvant creer ou detruire des parti-
cules et on aurait alors au deuxieme membre un terme de source positif
ou negatif (cf. section 9.6).
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b) Conservation de la quantite de mouvement

Posons maintenant dans (9.24) A = m~w. On obtient :

En tenant compte de (9.36) et de 1'identite :

on obtient 1'equation de conservation de la quantite de mouvement :

On y verifie bien, comme nous 1'avons vu au paragraphe 9.2.1 a), que

le tenseur nm'vj'w est le flux de quantite de mouvement, et 1'on voit
apparaitre au deuxieme membre les deux termes de creation de quantite
de mouvement par les forces exterieures et les interactions.

On ecrit souvent cette equation de conservation sous une forme lege-
rement differente en introduisant le tenseur de pression cinetique au lieu
du flux nm et en tenant compte de 1'equation de conservation des
particules. Le premier membre de (9.42) peut alors s'ecrire :

Compte tenu de 1'identite :

on obtient done :

Sous cette forme on peut considerer cette equation comme 1'equation fon-
damentale de la dynamique appliquee a une masse de fluide nm. La quan-
tite entre parentheses est 1'acceleration de cette masse de fluide calculee
en suivant son mouvement. Au deuxieme membre figurent done des forces

appliquees ; en dehors du terme n du effectivement aux forces d'origine
exterieure on voit que la quantite joue le role d'une force par
unite de volume.
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On voit done que ^ + 7f est la pression totale, somme d'une partie
cinetique ^ ne dependant que de 1'agitation thermique et d'une correction
?f faisant intervenir les interactions entre particules. ^ est la generalisation
a un gaz anisotrope de la pression d'un gaz parfait et 7f la generalisation
des corrections de gaz reel dites de Van der Waals ou de pression interne.

c) Conservation de 1'energie cinetique

Posons enfin A = ^mw2 dans 1'equation (9.24) ; on obtient 1'equation de
conservation de 1'energie cinetique :

SK est le vecteur flux d'energie cinetique total defini au paragraphe
9.2.1 a). Au deuxieme membre apparaissent deux termes de source : le
premier est le travail moyen effectue par la force exterieure2 ; le deuxieme

represente 1'effet des interactions. On peut expliciter SK [cf. formule (9.19)]
et C(^mw2) en utilisant (9.37). L'equation de conservation de 1'energie
cinetique s'ecrit alors :

Les deux termes ~v*. P = — 1/.V.7T et — V.Tr* apparaissent dans cette
equation comme des termes de source dus aux interactions. Ce sont done
des termes d'echange entre les deux formes d'energie du gaz : energie
cinetique et energie potentielle. On peut etablir (cf. probleme P9-1) pour
cette deuxieme forme d'energie une equation de conservation qui s'ecrit :

2. Le signe valeur moyenne marque sur X est en fait inutile ; pour les forces

independantes de la vitesse on a X = X ; les seules forces dependant de la vitesse
sont les forces de Lorentz qui, etant perpendiculaires a ~w, apportent une contribution
nulle.
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sont respectivement la densite et le flux d'energie potentielle au point 1.
En additionnant les deux equations (9.47) et (9.48) on obtient 1'equation
de transport de 1'energie interne totale :

dans laquelle le seul terme source est celui du au travail de la force
exterieure.

9.2.5 Equation de transport des moments d'ordre 2

a) Flux total de quantite de mouvement
Dans les plasmas et dans les gaz en ecoulement a basse pression, il est souvent necessaire
de tenir compte des anisotropies de la pression. On est alors amene a ecrire une equation
de transport relative a un moment d'ordre 2. II y a plusieurs fagons de le faire : la
methode la plus simple consiste a poser dans 1'equation (9.24) :

On obtient alors apres un calcul developpe dans 1'appendice A9-2 1'equation de transport
du flux total de quantite de mouvement :

ou le produit "permutatif (~tT, \ I>) a ete defini par la formule (9.13), ou T est le

tenseur flux de quantite de mouvement [cf. (9.10)], et ou le produit Q x T est defini
dans 1'appendice A9-1. En prenant la trace de cette equation on verifie facilement qu'on
retrouve 1'equation de conservation de 1'energie cinetique (9.47).

b) Pression et temperature cinetique

Pour faire apparaitre plus directement ^ on peut aussi poser dans 1'equation de trans-

A etant maintenant fonction de T* et t a travers "tf, il faut partir de 1'equation generale
(9.21). Le calcul developpe dans 1'appendice A9-3 conduit a 1'equation :

En prenant la trace (divisee par 2) de cette equation on obtient 1'equation de transport
de la chaleur :
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On peut transformer legerement cette equation en tenant compte de 1'equation de
conservation des particules qui peut s'ecrire :

11 U-t-

En portant cette valeur de V.I? dans (9.55) et en divisant le tout par n on obtient :

qui peut etre consideree comme 1'equation de transport du tenseur ^ /n des
temperatures cinetiques.

9.2.6 Fermeture du systeme des equations
hydrodynamiques

Les equations (9.39), (9.45) et (9.55) permettent de faire une etude
macroscopique de 1'evolution d'un gaz. Cependant elles forment un
syteme indetermine : 1'equation devolution de n contient 1 ,̂ 1'equation

devolution de U*' contient , 1'equation devolution de ^ contient Q, etc.
Pour pouvoir utiliser pratiquement ce systeme, il faut le fermer en faisant
une hypothese simplificatrice sur 1'un des moments hydrodynamiques.

a) Methodes de fermeture dans les plasmas

a) Faisceaux ordonnes et plasmas froids On peut tout d'abord sup-
poser ^ = 0, c'est-a-dire negliger 1'agitation thermique. Les equations
(9.36) et (9.45) forment alors un systeme determine definissant les variables
n et ~v*. Cette approximation est utilisee de fagon courante en electronique
pour etudier les proprietes des faisceaux de particules parfaitement or-
donnes. Dans les plasmas cette methode est egalement utilisee dans un
certain nombre de problemes sous le nom d'approximation des plasmas
froids. Dans la theorie des ondes on montre (cf. [351], [352], [354]) que
c'est une approximation satisfaisante pour etudier les petites perturba-
tions se propageant dans un plasma avec une vitesse de phase beaucoup
plus grande que les vitesses d'agitation thermique des particules du plasma.

/3) Ecoulements adiabatiques Dans les gaz neutres il est en general
absolument necessaire de tenir compte de 1'agitation thermique ; de meme,
dans les plasmas il y a de nombreux cas ou 1'approximation des plas-
mas froids est insuffisante ; on peut alors faire un pas de plus et utiliser
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1'equation (9.55) ou (9.59), et fermer le systeme en imposant la condition :

On definit ainsi une classe de mouvements qu'on peut appeler ecoulements
adiabatiques. Cette approximation a ete discutee par Buneman [106]. Elle
permet notamment de faire une etude systematique des ondes de faible
amplitude susceptibles de se propager dans un plasma (cf. [351], [352],
[354]).

On peut d'ailleurs montrer, comme cela est fait dans 1'appendice A9-3,
que la condition d'adiabaticite ci-dessus recoupe la condition :

que 1'on utilise dans les descriptions elementaires pour decrire 1'ecoulement
adiabatique d'un gaz parfait. II est montre dans cet appendice que 1'on peut
generaliser la formule (9.61) en introduisant le tenseur de pression cinetique
et que le coefficient 7 prend les valeurs 5/3, 2 ou 3 selon que la variation
de pression est scalaire, a symetric azimutale ou monodimensionnelle.

b) Methodes de fermeture dans les gaz collisionnels

a) Approximation d'Euler De nombreuses autres methodes de ferme-
ture du systeme des equations hydrodynamiques ont ete proposees. Elles
correspondent a diverses methodes approchees de solution de 1'equation
devolution de /. Dans 1'hydrodynamique classique des gaz neutres on
suppose en general que les collisions sont tres importantes et que la fonc-
tion de distribution des vitesses est en chaque point presque maxwellienne.
Pour pouvoir representer le mouvement du fluide on peut alors supposer
que la fonction de distribution simple des vitesses est, en tout point du
gaz, une maxwellienne deplacee, c'est-a-dire de la forme :

etant entendu que dans cette formule les quantites n, v et T sont a priori
fonctions de T* et de t. En prenant les moments de / on verifie facilement
que n et ~v* sont bien les valeurs locales de la densite et de la vitesse de
fluide, que la pression cinetique se reduit au scalaire :

et que le vecteur flux de chaleur ~~cf est identiquement nul. Dans ces
conditions on obtient un systeme ferme d'equations hydrodynamiques en
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ecrivant les trois equations de conservation des particules, de la quantite
de mouvement et de 1'energie, soit :

Pour ecrire 1'equation d'energie nous sommes partis de la forme (9.56)
(equation de transport de la chaleur). On peut remarquer que pour rendre
le systeme ci-dessus completement determine il faut encore expliciter les
termes d'interaction TT et ~lj qui y figurent. En fait on admet en general
qu'ils sont negligeables, avec en particulier :

autrement dit on se place dans le cadre du modele des gaz parfaits. Dans
le cas d'un gaz imparfait il faudrait ecrire une equation devolution de 7f
et cela est un probleme complique lie a 1'hydrodynamique des correlations
(cf. probleme P9-3).

On peut enfin, en tenant compte de (9.58), recrire 1'equation (9.66)
sous la forme :

On voit done que 1'approximation d'Euler contient implicitement, comme
il fallait s'y attendre puisque ~q — 0, 1'hypothese de fermeture adiabatique
avec 7 = 5/3.

13} Approximation de Navier-Stokes L'approximation d'Euler re-
vient a negliger le flux de chaleur et les effets de pression anisotrope qui
peuvent etre lies a la viscosite du gaz. On peut pousser le developpement
au voisinage de 1'equilibre thermodynamique a un ordre de perturbation
plus eleve. On obtient ainsi 1'approximation de Navier-Stokes dans laquelle
le flux de chaleur et le tenseur de pression cinetiques sont donnes par les
formules :
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ou K est le coefficient de conductibilite thermique, rj celui de viscosite et
A le tenseur des gradients de vitesse symetrise :

ou 1'exposant T est le tenseur transpose de Vl^. Ces equations
ont ete initialement ecrites en introduisant de fagon phenomenologique,
dans les equations de 1'hydrodynamique, des termes permettant de repre-
senter les proprietes de viscosite et de conductivite thermique des gaz
telles qu'elles avaient ete decouvertes dans des experiences simples. Ce
n'est qu'au debut de ce siecle que les methodes de la theorie cinetique
ont ete assez elaborees pour permettre une demonstration theorique des
equations de Navier-Stokes. Le lecteur pourra se reporter pour un expose
assez simple de ces theories a [101]. L'application au cas des gaz faiblement
ionises et des plasmas est developpee au chapitre 12.

9.3 Hydrodynamique des melanges
gazeux et des plasmas

9.3.1 Variables partielles et variables globales
Nous avons etabli au paragraphe precedent les equations hydrodynamiques
d'un gaz pur non reactif. Considerons maintenant un melange gazeux cons-
titue de diverses especes de particules a,6, c,... Du point de vue macro-
scopique 1'etat de 1'ensemble des particules d'espece a peut etre caracterise
par la donnee des grandeurs hydrodynamiques partielles na,v^, ou UK* -,

(ou ~q^]. Les interactions elastiques entre particules de meme espece se
traduisent par les grandeurs :

TTaa pression partielle interparticulaire,
Upa densite partielle d'energie potentielle,

et pour les particules d'especes differentes par les termes :

Pab echange de quantite de mouvement,
sab echange d'energie cinetique.
Pour tenter de decrire le comportement d'ensemble du melange gazeux

on peut aussi introduire des variables globales dont les principales sont les
suivantes :

masse specifique pm

densite de charge electrique p
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On introduit enfin le vecteur vitesse de masse V defini par :

Les sommations des formules ci-dessus sont etendues a toutes les especes
de particules materielles contenues dans le melange (nous laissons pour
1'instant de cote les photons sur lesquels nous reviendrons au chapitre 14).

Le nombre de variables globales ainsi introduites n'est egal au nombre
de variables partielles que dans le cas d'un melange ne contenant que deux
especes de particules. Dans un melange contenant plus de deux especes,
1'information contenue dans les variables globales est moindre que celle
fournie par 1'ensemble des variables partielles. C'est pourquoi 1'utilisation
des grandeurs macroscopiques globales est surtout utile dans les melanges
binaires et en particulier dans les plasmas constitues d'electrons et d'une
seule espece d'ions.

De maniere generale les theoremes generaux de conservation de la meca-
nique et de 1'electromagnetisme permettent d'ailleurs de prevoir 1'existence
de quatre equations globales ou s'eliminent certains termes d'interaction :

• 1'equation de conservation de la masse,

• 1'equation de conservation de la charge,

• 1'equation de transport de la quantite de mouvement,

• 1'equation de transport de 1'energie.

Une derniere equation tres utile mais d'une analyse plus delicate est
1'equation de transport du courant electrique, appelee aussi loi d'Ohm
generalisee.
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9.3.2 Proprietes des termes d'interaction

a) Regies de reciprocite

On admet souvent que les quantites P^ et sab satisfont aux regies de
reciprocite :

Rappelons que Pab represente la quantite de mouvement communiquee par
unite de temps aux particules a contenues dans un petit element de volume
<jr , par 1'ensemble de toutes les particules b.

Si les forces d'interaction sont a courte portee, les particules 6 qui
interagissent sont celles contenues dans le meme element de volume que les

particules a. P\,a est de meme la quantite de mouvement communiquee par
unite de temps aux particules b situees dans d/r par les particules a situees
dans ce meme volume. La situation est analogue pour sab et Ton voit que les
regies de reciprocite ci-dessus sont la consequence directe des theoremes
de conservation de la quantite de mouvement et de Fenergie dans une
collision binaire elastique. Le raisonnement ci-dessus est essentiellement
base sur le fait que le terme de collision de 1'equation cinetique qui sert a

calculer Pat, et sab est un terme local du type de 1'integrale de Boltzmann
ou n'interviennent que les fonctions de distibution simples au meme point
de 1'espace.

Cependant de fagon generale les termes P^ et saf, doivent se calculer au moyen
des expressions exactes de BBGKY. Ces expressions etant non locales, il peut bien se
faire que dans un gaz ou il y a des gradients spatiaux, les regies de reciprocite soient
inexactes. Cette question est etudiee en detail dans 1'appendice A9-1. On y montre que
les lois de reciprocite ne sont qu'une premiere approximation et que 1'on a de fagon
generale :

Les expressions de Trab, crab^aa, &aa sont donnees dans les formules (9.223), (9.227),
(9.225) et (9.228). Ceci etant, dans les gaz dilues il s'agit de petits termes correctifs ; on
pourra dans "!'approximation des gaz parfaits" les negliger. Dans les plasmas, il faudra
cependant en general garder la contribution de Vlasov qui y figure.
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b) Expressions approchees de Pab et sab

Dans les milieux ou les fonctions de distribution sont presque isotropes, il

est raisonnable d'admettre que le terme de friction Pab est proportionnel
a ~Vb — Va et le terme d'echange d'energie sab proportionnel a T& — Ta,
c'est-a-dire de poser :

ou AC est la constante de Boltzmann, ce qu'on peut ecrire compte tenu des
dimensions des deux membres :

Les deux grandeurs viab et V2ab sont les frequences de collision pour
1'echange de quantite de mouvement et d'energie cinetique. Dans le
cadre de 1'hypothese de reciprocite discutee au paragraphe precedent, ces
frequences doivent obeir aux regies de reciprocite :

9.3.3 Conservation de la masse et de 1'electricite

Partons des equations de conservation relatives a chaque espece de parti-
cules :

Nous avons vu que s'il n'y a que des collisions elastiques Ia est forcement
nul. Dans le cas plus general il peut y avoir des collisions inelastiques qui
creent ou detruisent des particules d'espece a et alors Ia peut ne pas etre
nul.

En multipliant 1'equation ci-dessus par ma et en ajoutant toutes les
equations analogues, puis en faisant la meme chose avec le facteur ga, on
obtient les deux equations de conservation de la masse et de 1'electricite :

Les deuxiemes membres sont nuls meme s'il y a creation ou disparition de
particules (Ia ^ 0). Ces reactions se font en effet avec conservation de la
masse et de la charge globale.
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9.3.4 Conservation de la quantite de mouvement
globale

Nous partons des equations de transport de la quantite de mouvement
pour chaque espece de particule :

Par addition de toutes les equations de ce type on obtient :

On voit que cette equation de transport de la quantite de mouvement
globale prend une forme assez simple dans laquelle on voit apparaitre au
deuxieme membre 1'ensemble des forces appliquees a une unite de volume
du fluide. On remarque aussi que la tentative de 1'exprimer en fonction des
variables globales n'a pas completement reussi. Ceci etant, on peut simpli-
fier cette equation quand on etudie des mouvements ou les fonctions de dis-
tribution des vitesses restent presque isotropes (mouvements subsoniques) ;
les termes de convection nama'iJ^'U^ sont alors negligeables devant les ter-
mes d'agitation thermique ; au meme degre d'approximation on peut

r\

d'autre part lineariser le terme Tr(pm^) en considerant V comme un
r)

muniment petit et en remarquant que — est d'apres (9.86) egalement un
C/L

terme du premier ordre ; on peut done negliger le p r o d u i t e t ecrire

1'equation ci-dessus sous la forme :

On retrouve ainsi par cette voie 1'equation fondamentale usuelle de
1'hydrodynamique des fluides incompressibles. Dans la plupart des cas
nous 1'utiliserons en supposant que la pression totale ^ + 7f se reduit a
sa composante cinetique (approximation des gaz parfaits).
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9.3.5 Loi d'Ohm generalisee

a) Demonstration de la loi d'Ohm

a) Equation d'evolution de J Partons toujours des equations (9.88)
mais multiplions-les par <?a/raa avant de les additionner ; il vient alors :

Cette equation ne presente evidemment d'interet que si le gaz est au

moins partiellement ionise (sinon J serait nul). Dans ces conditions on
peut verifier que les electrons apportent la contribution dominante dans
tous les termes. Pour cela nous nous placerons dans le cas le plus courant
suivant :

- ecoulements subsoniques (distributions presque isotropes),
- gaz parfait (termes W^ negligeables),
- gaz electriquement neutre (p = 0).
On peut alors 1'ecrire sous la forme :

(3) Loi d'Ohm dans un plasma binaire Conformement aux remarques
generates faites au debut de ce chapitre, le cas d'un plasma binaire ne
contenant que des electrons et une seule espece d'ions est plus simple.
De fait, on peut alors exprimer 1'equation (9.92) en fonction des variables
globales (cf. probleme P9-4).

Cette ecriture symetrique est cependant trompeuse car nous venons de
voir que les electrons apportent une contribution dominante. Nous nous
contenterons done de remarquer que dans un plasma binaire neutre, on a
d'apres la relation de definition de J :
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d'ou, compte term de (9.94) et (9.101) :

On pent d'autre part, en rapprochant les formules (9.81) et (9.94), relier

Pei a la variable globale J en ecrivant :

ou encore :

Cette relation peut se justifier, de fagon assez generale, dans la theorie
microscopique des plasmas faiblement perturbes en remarquant que les

composantes de P ei et de J sont toutes des grandeurs du premier ordre
par rapport a 1'intensite de la perturbation ; il existe done une relation
lineaire entre ces diverses composantes, ce qu'on exprime par la formule
ci-dessus. p s'appelle la resistivite du plasma. Le raisonnement que nous
venons de faire montre que :

- ~p est en general un tenseur : les vecteurs Pei et J ne sont pas a
priori colineaires, comme nous 1'avons suppose dans (9.81), si le milieu est
anisotrope ;

- ~p n'est defini que pour une structure de perturbation donnee ; en
particulier il depend du champ magnetique regnant dans le plasma.

En reportant les expressions (9.95) et (9.97) dans (9.93) et en multi-
pliant le tout par me/neq^ nous obtenons finalement :

Si d J /dt, B et V.^e sont nuls (courant stationnaire dans un plasma
uniforme, sans champ magnetique), ~p devient scalaire et cette equation se
reduit a la loi d'Ohm :

p etant alors 1'inverse de la conductivity et s'exprimant [cf. (9.96) et (9.97)]
a partir de la frequence de collision v\ par la formule :
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L'equation (9.98) peut done etre consideree comme une generalisation de
la loi d'Ohm, tenant compte comme nous le verrons au paragraphe 9.3.5b)
des effets dus a 1'inertie des electrons, au champ magnetique et au gradient
de pression electronique.

7) Loi d'Ohm dans les plasmas multiples et dans les gaz partielle-
ment ionises La loi d'Ohm (9.98) peut aussi s'ecrire dans un plasma
completement ionise comportant plusieurs especes d'ions et dans un gaz
partiellement ionise. Ces deux cas sont discutes dans 1'appendice A9-4.

b) Champs de force electromotrice et frequences caracteristiques

Nous allons maintenant discuter les proprietes des plasmas decrites par
la loi d'Ohm en nous limitant, pour simplifier 1'etude, au cas des plasmas
binaires. Pour cela nous introduisons dans la formule (9.98) 1'expression
(9.100) de p en fonction de v\&i ; en regroupant alors au premier membre

les termes contenant J , on peut finalement ecrire la loi d'Ohm generalisee
dans un plasma binaire sous la forme :

ou Oe est le vecteur rotation gyromagnetique des electrons :

II est interessant de considerer Pequation (9.101) comme contenant au
deuxieme membre trois champs de force electromotrice et au premier mem-
bre la reponse du plasma.

Les champs de force electromotrice qui peuvent etre considered comme
produisant le courant sont :

- le champ electrique E,

- le champ electrique d'induction V x B,
- le terme de diffusion —l/neqe V.^e.
Dans 1'electrodynamique classique des corps conducteurs en mouve-

ment, on a 1'habitude de ne considerer que les deux premiers termes ;
on neglige les courants de diffusion ; ceci tient au fait que la densite des
electrons libres dans le corps conducteur y est tres elevee et pratiquement
constante ; cette approximation n'est deja plus valable dans le cas des
semi-conducteurs. De meme, dans les plasmas, les courants de diffusion
sont en general importants.
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La reponse du plasma depend de trois frequences caracteristiques du
mouvement considere :

• la frequence caracteristique u) de la perturbation considered comme
definie par d/dt ~ a;,

• la frequence gyromagnetique des electrons Oe,
• la frequence moyenne de collisions des electrons avec les ions v\ei.

L'equation (9.101) permet d'ailleurs de donner une signification phy-
sique simple a v\ei : supposons en effet que les trois champs de force

electromotrice soient nuls (E = B = 0, plasma homogene, V.^e = 0).
On peut alors verifier que v\ei est un scalaire et que (9.101) se reduit a :

qui s'integre pour donner :

Autrement dit, si a 1'instant initial t = 0 il existe dans le plasma un courant

J(0) du par exemple a une action exterieure qui cesse brutalement a cet
instant, ce courant decroit ensuite exponentiellement vers la valeur zero ;
on dit qu'il relaxe, et que v\ei est la frequence de relaxation du courant.

9.4 Notions de magnetohydrodynamique

Les deux equations globales (equation de 1'hydrodynamique et loi d'Ohm)
sont souvent utilisees en faisant des approximations simplificatrices dites
de la magnetohydrodynamique (MHD). En fait celle-ci etait initialement
1'etude des proprietes des liquides conducteurs (mercure, alliage sodium-
potassium) en mouvement dans un champ magnetique. Dans certaines
conditions (perturbations lentes, plasmas denses) les proprietes des gaz
ionises en mouvement dans un champ magnetique peuvent etre decrites
par les memes equations. Mais cette assimilation n'est jamais que partielle-
ment vraie ; il vaudrait mieux garder dans la terminologie la distinction
entre la magnetohydrodynamique et la magnetoplasmadynamique. Cela
explique que selon les problemes traites et les auteurs, les approximations
faites peuvent porter sur divers points que nous passons en revue dans ce
paragraphe.

En physique des plasmas, la MHD s'applique dans deux domaines :
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• Propagation des ondes de basses frequences en presence d'un fort
champ magnetique, et plus specialement developpement d'instabilites
dites MHD dans un plasma confine magnetiquement (cf. section
1.10).

• Conversion d'energie MHD : cette filiere etudiee dans les annees 60,
a peu pres abandonnee aujourd'hui [304], se proposait d'ameliorer
le rendement des centrales thermiques a charbon ou petrole en se
liberant du cycle de Carnot. Les gaz de combustion se detendent dans
une tuyere (conversion d'energie thermique en energie cinetique) puis

traversent a la vitesse V dans la direction Oz un canal MHD ou il
y a un fort champ magnetique transverse B dans la direction Ox ;

le champ d'induction E = V x B qui est dans la direction Oy
permet de recueillir un courant sur des electrodes paralleles au plan

V, B (conversion d'energie cnetique en energie electrique). Pour que
ce systeme marche il faut ensemencer le gaz chaud produit par la
combustion (avec eventuellement un echangeur pour utiliser dans le
canal MHD un gaz inerte tel que 1'argon) avec un metal alcalin pour
le rendre suffisamment conducteur. La grosse difficulte technologique
est alors la realisation d'electrodes ayant une duree de vie raisonnable
dans un tel environnement.

9.4.1 Liquides conducteurs

a) Equations generates

Dans un liquide conducteur la MHD est consacree a 1'etude des interactions

entre le champ de vitesse V et le champ d'induction magnetique B, qui
decrivent le mouvement du fluide conducteur dans un champ magnetique.
Elle est done regie par un systeme d'equations couplees obtenu a partir des
equations de Maxwell et des equations de I'hydrodynamique. Les premieres
s'ecrivent ici sous forme simplifiee :

ou E, B, J sont le champ electrique, 1'induction magnetique et la densite
de courant. Les simplifications faites sont justifiees par le fait que, d'abord,
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les liquides considered ne sont pas magnetiques (B = fj,0H) ; qu'ensuite
le courant de polarisation dielectrique et le courant de deplacement de

Maxwell sont negligeables devant le courant de conduction J. D'autre

part, J est relie aux champs appliques par la loi d'Ohm relative a un
conducteur en mouvement dans un champ magnetique :

Dans cette relation, le champ d'induction V x B s'ajoute au champ elec-

trique E produit dans le repere fixe ; la conductivite electrique a est sup-

posee scalaire et non modifiee par la presence du champ B (1'effet Hall est
negligeable dans les metaux). Les equations generates de 1'hydrodynamique
s'ecrivent, d'autre part, egalement sous forme simplified :

ou p, p, r) sont la masse specifique, la pression et la viscosite du liquide.
Les equations ainsi ecrites sont valables pour un fluide incompressible,
visqueux et homogene (p et r? constants).

b) Convection et diffusion du champ magnetique

En eliminant entre les equations (9.105) a (9.108) les variables auxiliaires

J et E, on obtient :

L'equation (9.111) met en evidence le couplage entre le champ B et le

champ de vitesse V ; si Ton suppose connu V, c'est-a-dire le mouvement

du fluide, elle decrit 1'evolution de B ; c'est ce qu'on peut appeler avec
Lundquist 1'aspect cinematique de la MHD. Les deux termes qui figurent
au deuxieme membre de 1'equation (9.111) decrivent deux mecanismes

differents qui font evoluer B en un point donne : le premier depend de la
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vitesse du fluide, le deuxieme est proportionnel a sa resistivite. Pour des
raisons qui vont etre developpees, on peut les appeler :

Supposons tout d'abord le deuxieme terme nul, de sorte que 1'equation

devolution de B se reduit a :

Ce cas limite s'obtient en considerant un fluide de conductivite electrique

a infinie ; pour que J et B restent finis, on doit alors avoir :

Des deux equations (9.113) et (9.114) on peut deduire (cf. [108, p. 34]) que
le champ magnetique est entraine par la matiere ; mathematiquement,

cela s'exprime par deux theoremes de convection de B representes sur
la figure 9.1 (a) : sur ce schema, C represente un contour ferme trace a

un certain instant t dans le fluide et MP une ligne de force de B. A un
instant ulterieur t', les elements du fluide se sont deplaces : ceux de la ligne

MP decrivent une ligne M'P''. Les deux theoremes de convection de B
permettent d'affirmer que le flux du champ magnetique 3>(C") a travers C'
est egal au flux initial &(C) a travers C et que la ligne M'P' se confond

comme MP avec une ligne de force de B. Ces deux resultats ont ete
enonces clairement par 1'astrophysicien suedois Alfven, en 1942, qui les a
resumes en disant que le champ magnetique et la matiere constituent deux
fluides geles 1'un dans 1'autre. Remarquons que nous avons deja obtenu ce
resultat au chapitre 2 pour un plasma, a partir de la theorie des orbites
adiabatiques.

Considerons maintenant le cas limite oppose ou le deuxieme mecanisme

d'evolution de B est dominant, de sorte que 1'equation devolution de B
se reduit a :

Sous cette forme, on reconnait 1'analogue vectorielle de V equation classique

de la diffusion [cf. (5.35)] : A est le coefficient de diffusion de B . L'equation
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Figure 9.1 : Convection et diffusion du champ magnetique dans un fluide.

(a) Convection par un fluide infiniment conducteur.
(b) Diffusion a travers un fluide resistif.
Champ dirige suivant Oz et dependant seulement de x, avec t' > t.

(9.115) exprime le fait que toute perturbation locale de B tend a s'attenuer
par diffusion selon le schema indique sur la figure 9.1(b). La vitesse de
diffusion est d'autant plus faible que la conductivite electrique du fluide est
plus grande, parce que les courants de Foucault s'opposent aux variations

de B. En un temps de 1'ordre de t, la distance de diffusion est de 1'ordre
de (At) 2 ; la penetration d'un champ alternatif de pulsation a; est limitee a
une couche dont 1'epaisseur est de 1'ordre de (A/a;) 2 : c'est 1'effet de peau.
Remarquons, enfin, que les phenomenes de diffusion decrits precedemment

sont independants de V qui ne figure plus dans 1'equation (9.115) : dans

ce cas limite, il n'y a plus aucune convection de B par la matiere.
En pratique, convection et diffusion se superposent toujours plus ou

moins et il est interessant d'etablir un critere caracterisant 1:'importance
relative de ces deux mecanismes. L'analyse dimensionnelle de 1'equation
(9.111) le permet ; designons par I une longueur qui caracterise 1'echelle de

I'ecoulement considere (distance sur laquelle V ou B varie notablement) :
on voit alors que le terme de convection est d'ordre VB/l et celui de
diffusion d'ordre XB/l2. On peut done former le nombre sans dimension :

appele nombre de Reynolds magnetique.
II y a une importante analogic entre 1'equation (9.111) de transport de

B et 1'equation qui decrit dans un fluide incompressible, non conducteur
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mais visqueux, 1'evolution de la grandeur IJj — V x V qu'on peut appeler
la vorticite. Celle-ci s'ecrit en effet (cf. [281, p. 65]) :

ou v — rj/p est la viscosite cinematique du fluide. La vorticite se transporte
done egalement par convection et par diffusion et le rapport de ces deux
effets est caracterise par le nombre de Reynolds usuel :

avec lw = V/v. Le parallelisme entre les grandeurs relatives a cD et B
est souligne dans le tableau 9.1. Pour un fluide donne, on peut former le

Symbole Expression Denomination Valeur (Hg)

A (fj,Qcr)~l coeff. diffusion de B 0.76

v rj/p coeff. diffusion de ~u 1.14 10~7

P vj\ = fiQcrrj/p Prandtl magnetique 1.5 10~7

Va B/(nop)1/2 vitesse d'Alfven 7.6 B

RB I/IB = HQvVl Reynolds magnetique 1.31V7

Ru l/L = ̂  Reynolds 8.7 W6Vl

Tableau 9.1 : Magnetohydrodynamique des liquides.
Coefficients de diffusion, vitesses et nombres caracteristiques (unites SI).

rapport :

appele nombre de Prandtl magnetique. En pratique, pour tous les con-
ducteurs liquides, on a P <C 1 : les champs magnetiques diffusent et
s'amortissent beaucoup plus vite que la vorticite.

c) Pression et tension magnetique

Dans 1'equation fondamentale de la dynamique (9.110), le terme J x B
represente la force electromagnetique appliquee a une unite de volume du

Symbole Expression Denomination Valeur (Hg)

A (^o^)"1 coeff. diffusion de B 0.76

v rj/p coeff. diffusion de ~u 1.14 10~7

P v j\ = fiQcrrj/p Prandtl magnetique 1.5 10~7

Va B/(nop)1/2 vitesse d'Alfven 7.6 B

RB I/IB = HQvVl Reynolds magnetique 1.31V7

Ru l/L = ̂  Reynolds 8.7 W6Vl
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fluide. En tenant compte de 1'equation de Maxwell-Ampere (9.106) on peut
montrer [292] que cette force est la divergence d'un tenseur, c'est-a-dire
que Ton a :

ou T est le tenseur des efforts magnetiques (tractions) et II, son oppose,
celui des pressions magnetiques. En analysant ces tenseurs, on montre que

le champ B exerce sur la matiere (Fig. 9.2) une pression isotrope, appelee
pression magnetique :

et une force de traction dirigee selon les lignes de force (tension magne-
tique) :

Lorsque le champ B est uniforme, la resultante des forces appliquees a un
element de volume du fluide est nulle [cf. (9.120) et Fig. 9.2(a)].

Dans un champ non uniforme, PM et TM varient d'un point a un autre

et les lignes de force sont en general courbes. La force resultante J x B
n'est plus alors nulle en general; on peut verifier qu'elle est perpendiculaire

a B et 1'analyser [Fig. 9.2(b)] en deux composantes : 1'une est due au
gradient transverse de la pression magnetique ; 1'autre, dirigee selon le
rayon de courbure R de la ligne de force moyenne et egale a B2/{j,oR, est

la resultante des forces de traction. On peut verifier que, lorsque J = 0,

la structure du champ est telle (V x B — 0) que ces deux composantes se
compensent, de sorte que la force resultante est effectivement nulle.

d) Ondes d'Alfven

Lorsqu'un fluide assez conducteur est place dans un champ magnetique sta-

tique 5, la propagation des ondes electromagnetiques de basse frequence
s'y fait avec entrainement de la matiere par convection : de telles ondes
sont appelees magnetohydrodynamiques (ou parfois hydromagnetiques).
Le cas le plus simple est celui d'ondes planes sinusoidales se propageant

dans un fluide homogene, parallelement a un champ uniforme BQ ; si la
matiere et le champ magnetique sont geles 1'un dans 1'autre, on a alors les
ondes d'Alfven transversales dont la structure est representee sur la figure
9.3. Elles peuvent etre decrites en considerant les tubes de force comme
des cordes vibrantes tendues par la tension magnetique TM et chargees
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Figure 9.2 : Pression PM et tension TM magnetiques. PM et TM sont des
forces par unite de surface.

(a) Champ uniforms : resultante des forces nulle sur un element de volume.
(b) Champ non uniforme : force appliquee a un element de volume.
L ligne de force moyenne, P plan perpendiculaire a L.
C centre de courbure de la ligne de force, MC = R rayon de courbure de L.

par la matiere entrainee par convection. La vitesse de propagation de ces
ondes est alors donnee par la formule classique des cordes vibrantes :

Va est la vitesse d'Alfven ; elle est independante de la frequence. Les ondes
d'Alfven, comme les ondes sonores, sont sans dispersion dans le domaine
des basses frequences. En fait, leur existence suppose une forte interaction
champ-matiere ; le nombre de Reynolds magnetique qui caracterise cette
interaction s'ecrit ici :

ou L est appele nombre de Lundquist. Pour que les ondes d'Alfven se
propagent sans dispersion ni amortissement notable, il faut que le champ
BQ et la conductivite a soient assez forts.
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Figure 9.3 : Onde d'Alfven.

Propagation parallele a un champ statique uniforme BQ.
LL' ligne de force deformee par 1'onde.
Ex, By, Vy composantes oscillantes de E, B, V liees a 1'onde.

9.4.2 Gaz faiblement ionises

Les proprietes hydrodynamiques d'un gaz faiblement ionise sont essen-
tiellement celles du gaz neutre. D'autre part, les forces electromagnetiques
appliquees aux particules chargees sont transmises localement aux parti-
cules neutres par les collisions electron-neutre et ion-neutre qui sont tres
frequentes si la pression n'est pas trop basse. Dans ces conditions, on peut,
si Ton se limite a 1'etude d'ecoulements ne variant pas trop vite dans le
temps ou dans 1'espace (basses frequences, grandes longueurs d'ondes),
transposer les equations de la MHD aux gaz faiblement ionises. Cependant,
pour tenir compte de la compressibilite du gaz, il faut ecrire le systeme
complet des equations hydrodynamiques.
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Les equations electromagnetiques de la MHD se transposent sans grandes modifi-
cations aux gaz faiblement ionises. La condition pour que le courant de deplacement
soit negligeable s'ecrit :

soit :

Cette condition etant generalement satisfaite, la seule modification a apporter aux
equations electromagnetiques concerne la loi d'Ohm qui s'ecrit maintenant :

oil Qe et £li sont les frequences gyromagnetiques des electrons et des ions, re —
(ve.o + vei)~

l la "periode de collision" des electrons, TJO — -£- la periode de collision
ion-neutre. Les deux termes supplementaires qui figurent dans cette formule decrivent
deux phenomenes nouveaux qui etaient negligeables dans les liquides : 1'effet Hall et le
"glissement" des ions par rapport aux neutres. L'importance de ces deux phenomenes
est mesuree par les valeurs du parametre £lere appele parametre de Hall et du parametre
correspondant OjTi0.

Figure 9.4 : Parametre de Hall dans un melange argon-cesium
(d'apres [304]).

La figure 9.4 donne a titre d'exemple les valeurs de flere dans un melange type
argon-cesium utilise dans les convertisseurs d'energie MHD. On y voit que, pour une
pression de 1 atm, Peffet Hall commence a etre important (fiere ~ 1) pour des champs
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de 0.1 T (1000 gauss). Le tableau 9.2 permet finalement de comparer les proprietes
magnetohydrodynamiques d'un gaz faiblement ionise typique et d'un metal liquide tel
que le mercure.

Mercure Gaz faiblement ionise Gaz fortement ionise

p(kg/m3) 1.35 104 21CT1 1.7

<j(mho/m) 106 102 1.5 109

r?(N.s/m2) 1.5 10~3 1(T4 8 103

A(m2 /s) 810-1 8 103 5 10~4

^(m2/s) 1.2 10~7 5 1(T4 5 102

P 1.5 1CT7 6 10~8 106

RB 1.3W 1.3 10-4W 2 103W

Tableau 9.2 : Proprietes magnetohydrodynamiques de trois fluides.

Gaz faiblement ionise : convertisseur MHD
Ar + 0.5% de Cs, p = I atm, T ~ 2300 K.

Gaz fortement ionise : plasma de fusion controlee.
hydrogene, ne = 1028 mT3, T = 108 K.

I est la longueur caracteristique et V la vitesse du fluide (unites SI).

9.4.3 Gaz totalement ionises

Dans un gaz faiblement ionise, les electrons et les ions sont localement
couples au gaz de particules neutres par les collisions, de sorte que le
melange de ces trois especes de particules se comporte du point de vue hy-

drodynamique comme un fluide pur dont la vitesse V est essentiellement
celle des particules neutres. Dans un gaz completement ionise, celles-ci ont
completement disparu, et en general les collisions electron-ion jouent un
role assez faible dans la dynamique du milieu : il semble done a priori que
Ton devrait, en general, pour decrire le mouvement du plasma, utiliser une
theorie a deux fluides dans laquelle les densites, vitesses et pressions par-
tielles des electrons et des ions evoluent separement. Considerons, cepen-
dant, un plasma place dans un champ magnetique assez fort ; les collisions
sont negligeables si Ton a :

Mercure Gaz faiblement ionise Gaz fortement ionise

p(kg/m3) 1.35 104 2KT1 1.7

<j(mho/m) 106 102 1.5 109

7?(N.s/m2) 1.5 1(T3 1(T4 8 103

A(m2 /s) 810-1 8 103 5 10~4

^(m2/s) 1.2 1(T7 5 ID"4 5 102

P 1.5 10~7 6 10~8 106

RB 1.3W 1.3 10-4W 2 103W
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Dans ces conditions, si le champ B est a variations spatiales et temporelles
suffisamment lentes, les trajectories individuelles des particules sont en
premiere approximation des helices dirigees suivant les lignes de force ma-

gnetiques. Si, maintenant, on superpose au champ B un faible champ E,
nous avons vu (cf. chapitre 2) que ces helices derivent lentement dans la

direction perpendiculaire a B ; il en resulte que les deux especes de parti-
cules sont animees de la meme vitesse macroscopique, dite vitesse de derive
electrique :

Autrement dit, le champ B lui-meme introduit un synchronisme entre les
deux especes de particules ; on peut done traiter le plasma comme un fluide
unique. D'autre part, la relation (9.129) peut aussi s'ecrire :

qui est la forme limite que prend la loi d'Ohm (9.98) lorsque la conduc-
tivite electrique a tend vers 1'infini. On peut enfin montrer (cf. probleme
P9-5) que le courant de deplacement est negligeable devant le courant de
conduction si Ton a :

ce qu'on peut aussi ecrire en cm~3.gauss~2 :

ou Ze et A sont la charge electrique et la masse atomique des ions du
plasma. En resume, si le champ magnetique est assez fort, done si la con-
dition (9.128) est remplie, si la frequence des perturbations est assez basse
(jj <C $li et le plasma assez dense, done si la condition (9.132) est rem-
plie, alors ce plasma se comporte comme un fluide unique satisfaisant aux
approximations de la MHD. La forme que prend la loi d'Ohm montre de
plus que le nombre de Reynolds magnetique est tres eleve et que, par

consequent, la convection de B par le plasma 1'emporte sur la diffusion.
C'est cette derniere propriete qui determine les tres nombreuses applica-
tions des idees de la MHD en geophysique, en astrophysique et dans les
plasmas de laboratoires.
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9.5 Confinement et diamagnetisme

9.5.1 Confinement magnetique d'un plasma
Supposons maintenant que la force de gravitation soit negligeable devant
les forces electromagnetiques. On peut en general faire cette hypothese,
quand on etudie des plasmas de faibles dimensions produits a la surface
de la Terre ; en effet, si a designe une dimension caracteristique d'un tel
plasma, la pression de celui-ci varie de fagon notable sur une distance de
1'ordre de a ; si a est bien plus petit que le rayon terrestre, les variations
du potentiel de gravitation sont faibles sur cette meme distance. D'apres
(9.90) les variations de pression du plasma ne peuvent alors etre creees

que par le terme J x B ; si done on neglige les effets de gravitation, les
equations (9.90) et (9.98) s'ecrivent en regime stationnaire :

On peut discuter de fagon simple ces equations en supposant de plus que
les pressions sont scalaires ; (9.133) s'ecrit alors :

On a d'ailleurs, d'apres 1'equation de Maxwell-Ampere :

Ces deux equations servent de base a la theorie simplifiee du confine-
ment d'un plasma par un champ magnetique. On dit qu'un plasma est
confine quand il occupe une region fermee de 1'espace ; en dehors de cette
region, sa pression est nulle. On peut considerer la famille des surfaces iso-
bariques du plasma, definies par la condition p = A, A etant un parametre
variable. Le vecteur Vp est en tout point dirige suivant la surface normale
a la surface isobarique passant par ce point ; la formule (9.135) montre

alors que les vecteurs J et B sont dans le plan tangent a cette surface.
Autrement dit, les lignes deforces magnetiques et les lignes de courant sont
tracees sur les surfaces isobariques. L'etude des proprietes des plasmas con-
fines selon ce schema constitue un chapitre particulier de la physique des
plasmas que nous n'etudions pas en detail, bien qu'il soit tres important
pour 1'etude theorique des reacteurs a fusion controlee. Nous renvoyons
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pour cela le lecteur a [110, chapitres 7 et 12] qui contient de nombreuses
references a la litterature originale. On y demontre notamment que les
surfaces isobares sont topologiquement analogues a des tores [Fig. 9.5(a)]
et qu'il existe une surface singuliere, reduite a une courbe. Celle-ci corre-
spond a un maximum de la pression ; c'est une ligne de force singuliere
appelee axe magnetique du systeme.

Figure 9.5 : Confinement magnetique d'un plasma.

(a) Topologie toroi'dale.
(b) Diamagnetisme du plasma.

II est interessant de preciser la relation reliant la pression et le champ
magnetique dans un exemple ideal simple, celui d'un confinement unidi-
mensionnel par un champ magnetique a lignes, de forces paralleles. Sup-

posons done que B est en tout point paralele a Oz, que le plasma et le
champ magnetique s'etendent jusqu'a 1'infini dans les directions Oy et Oz
et que leurs proprietes ne dependent que de x [Fig. 9.5(b)]. Par combinai-
son de (9.135) et (9.136) on obtient :

Dans le cas etudie ici on a B • V B =0, d'ou par integration de (9.137) :

Cette formule montre que ^— joue le role d'une pression : c'est la pres-
sion magnetique que nous avons introduite au paragraphe 9.4.1 c). Dans
Pexemple simple etudie ici, le confinement magnetique du plasma s'exprime



Confinement et diamagnetisme 79

par le fait que la somme de la pression du plasma et de la pression magne-
tique reste constante. On a represente cela sur la figure 9.5(b), en tragant
en trait plein la courbe represent ant les variations de p avec x, et en trait
pointille la courbe representant les variations de B2/2/^o-

9.5.2 Diamagnetisme d'un plasma
La formule (9.138) montre que si p croit, B diminue : le plasma se comporte
done comme un milieu diamagnetique. On peut d'ailleurs obtenir facile-
ment un critere pour evaluer 1'importance de ce diamagnetisme. A cet
effet, considerons a nouveau le schema de la figure 9.5(b) : a 1'exterieur du
plasma le champ magnetique est B = BQ, a 1'interieur B = B\ ; pour que
Ton ait B\ w B0 il faut et il suffit d'apres (9.138) que Ton ait pi <C BQ/Z^Q,
Pi etant la pression cinetique a 1'interieur du plasma ; on a d'ailleurs alors
aussi pi <C -Bf/2/io- On peut done dire que le diamagnetisme du plasma
est negligeable si Von a en tout point :

Si au contraire p devient de 1'ordre de lj— le diamagnetisme du plasma est
important.

II est, d'ailleurs, interessant de relier directement le diamagnetisme aux
proprietes des trajectoires individuelles des particules. Nous avons vu en
effet au chapitre 2 que chaque particule du plasma possede si on neglige
les collisions un moment magnetique :

et que ce moment est dirige dans le sens inverse a B. Rappelons toutefois
que la formule (9.140) n'a de sens que si la condition d'adiabadicite spatiale
est satisfaite (6B/B <C 1 pour fix = 1 rayon d'orbite). Cela etant, nous
pouvons calculer le moment magnetique Mez par unite de volume du gaz
d'electrons en effectuant sur la fonction de distribution des electrons fe

1'integration :

Si la fonction de distribution est presque isotrope, la pression cinetique pe

des electrons est presque scalaire, on a ve -C we et (9.141) peut s'ecrire
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d'apres la definition de cette pression :

Les ions produisant une contribution analogue, le moment magnetique
total par unite de volume est done :

Dans 1'interieur du plasma M est constant ; une polarisation magnetique

constante ne correspond a aucun courant electrique macroscopique et B

est aussi constant ; par centre, dans la couche de transition, M est variable
et il lui correspond une densite de courant :

Nous verrons au paragraphe suivant que JM n'est qu'une partie du courant

total J.

9.5.3 Vitesses macroscopiques et vitesses
de derives des particules

II est interessant de remarquer que les vitesses macroscopiques deduites des equations
macroscopiques ne coincident pas en general avec les vitesses de derives des particules
individuelles etablies au chapitre 2. Pour le voir, on considere un regime quasi statique ou
les collisions sont negligeables. Les equations de transport de la quantite de mouvement
donnent par exemple pour les electrons :

ou ve|| est un vecteur arbitraire parallele a B. Si le milieu est homogene V • fy = 0 et
la composante transversale de la vitesse macroscopique ainsi trouvee coincide avec la
vitesse de derive purement electrique obtenue au chapitre 2.

Par centre, si le milieu n'est pas homogene, la vitesse macroscopique (9.145) ne
coincide pas avec la vitesse de derive des particules individuelles. Ce resultat apparem-
ment paradoxal s'explique de la fagon suivante : la vitesse de derive wrj d'une particule
est la vitesse de son centre de rotation. Si 1'on considere tous les centres de rotation
qui sont a un instant donne dans un petit element de volume dr, on peut calculer une

valeur moyenne v' de leurs vitesses wrj. Cette moyenne est differente de la vitesse
macroscopique v ; en effet ~v* est la moyenne des vitesses instantanees des particules
qui sont elles-memes dans 1'element de volume dr. Ce groupe de particules ne corres-
pond pas aux centres de rotation situes dans dr : en fait, si dr_ est assez petit, leurs
centres de rotation sont tous autour de ce volume, comme indique schematiquement
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sur la figure 9.6(b). La discussion detaillee des relations entre 1? et vl a ete donnee
par divers auteurs (cf. [109], [110], [111]). A titre d'exemple nous etudions un exemple
simple unidimensionnel en faisant comme au paragraphe precedent 1'hypothese que les

lignes de forces de B sont en tout point paralleles a 1'axe Oz. Pour simplifier nous

supposons egalement E = 0 et nous n'ecrivons pas les vitesses paralleles a B, qui ne
posent d'ailleurs aucune difficulte. Nous supposons enfin que les pressions sont scalaires.
Dans ces conditions on a, par exemple pour les electrons, d'apres (9.145) et (2.147) :

d'ou Ton deduit en effectuant dans (9.147) la moyenne sur 1'espace des vitesses :

Si Ton exprime ces formules en termes de courant electrique, il est facile de voir que l&

courant total transports, par les electrons Je est la somme d'un courant de derive J^)e

et du courant de diamagnetisme JMC- On a en effet, d'apres (9.146), (9.148) et (9.142) :

sur lesquelles on verifie immediatement la relation annoncee :

Une formule analogue existant pour les ions, il est a noter que les relations (9.149) a
(9.152) s'appliquent aussi aux courants et pressions totales produits par les deux especes
de particules ensemble. II est interessant, pour illustrer ces formules, d'etudier les trois
cas particuliers suivants :

• a) Champ magnetique uniforme, plasma non homogene : on a alors wrje = v'e —
0 et ̂  ^ 0. Le courant de derive est nul et le courant total se confond avec le
courant de diamagnetisme. D'apres la discussion du paragraphe precedent, ce cas
ne peut se produire que si le plasma est assez peu dense pour que la condition
(9.140) soit satisfaite. II est represente sur la figure 9.6(a) qui montre comment un
gradient de pression peut engendrer une vitesse macroscopique perpendiculaire
aux lignes de forces bien que les centres de rotation des particules individuelles
n'aient pas de vitesse de derive. Les orbites representees sont celles qui sont sur la

droite AA' dans un plan perpendiculaire a B . Le nombre de particules decrivant
1'une de ces orbites est represente par 1'epaisseur du trait ; il y a plus de particules
dans la region gauche de la figure, et il est clair qu'en un point quelconque M de
la droite AAl, il y a plus de particules se dirigeant vers le haut que vers le bas ;
d'ou 1'apparition d'une vitesse macroscopique v£.
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Figure 9.6 : Courant macroscopique et vitesse de derive.
(a) Plasma inhomogene, champ magnetique uniforme.
(b) Plasma homogene, champ magnetique non uniforme.

• j3) Champ magnetique non uniforme et plasma homogene : on a, au contraire,
wrje = 0 et v^ — 0. Les formules (9.150) et (9.151) montrent que le courant
total est nul parce que le courant de diamagnetisme annule le courant de derive.
Cette compensation est representee sur la figure 9.6(b) : les particules derivent
individuellement vers le haut comme prevu par la formule (9.147). Mais au point
considere il y a plus de particules effectuant leur mouvement de rotation vers le
bas que de particules 1'effectuant vers le haut ; en effet les premieres sont vers
la gauche de la figure dans la region des plus faibles champs magnetiques leurs
rayons d'orbites sont done plus grands et leurs centres de rotation occupent un
plus grand volume.

• 7) Champ magnetique et pression relies par la relation de confinement (9.138) :
on a alors, d'apres les relations (9.149), (9.150) et (9.151) :

On voit que le courant diamagnetisme et le courant de derive sont de signes
contraires ; de plus le courant de diamagnetisme est superieur au courant de
derive, de sorte que le courant total est de meme signe que le courant de diama-
gnetisme et de sens contraire au courant de derive. L'ordre de grandeur relatif
de ces trois courants depend d'ailleurs uniquement du rapport de la pression
cinetique a la pression magnetique au point considere :

- si Ton a p <g; B2/2^o, on a J !=s JM-, JD "C J ; a la limite, quand p tend
vers zero on retrouve la situation decrite ci-dessus dans le cas a) et sur la figure
9.6(a) ;

- si Ton a p ;» B2/2/j,Q, on a J « — JM, J <C JD ; cette situation est maintenant
analogue au cas limite /3) decrit ci-dessus.
Ce deuxieme cas limite peut etre egalement obtenu si 1'on considere un plasma
en equilibre thermodynamique dans un champ magnetique non homogene. On
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peut montrer que 1'existence d'un champ magnetique statique quelconque ne
modifie pas les proprietes de cet equilibre thermodynamique. La fonction de dis-
tribution des vitesses de chaque espece de particules y est maxwellienne, done
isotrope, et les vitesses macroscopiques sont nulles. Bien entendu, si partant
d'un etat ou B = 0, on applique a un plasma un champ magnetique, les effets
d'induction qui en resultent produisent un regime variable dans lequel apparais-

sent des courants ; quand B se sera stabilise il faudra un certain temps pour
que le plasma relaxe vers 1'equilibre thermodynamique par 1'effet des collisions.
L'existence et 1'etablissement de cet equilibre ne peuvent pas s'etudier en toute
rigueur sans preciser la nature du recipient completement clos dans lequel le
plasma est enferme.

Dans le meme ordre de questions, il faut bien remarquer qu'il y a une certaine
part d'arbitraire dans les hypotheses a), f3) ou 7) faites ci-dessus (pressions scalaires,
plasma isotherme). On ne peut pas lever cet arbitraire dans le seul cadre des equations
macroscopiques ; cela tient, comme nous 1'avons deja souvent remarque, au fait que ces
equations forrnent un systeme incomplet et qu'elles ne determinent pas les pressions.

9.6 Effets des collisions inelastiques

Lorsqu'il y a des collisions inelastiques, celles-ci ont pour resultat de creer
et de faire disparaitre des particules. Dans les equations hydrodynamiques
des particules d'espece a, cela se traduit par une modification des termes
de source de particules /a, de quantite de mouvement Pa et d'energie sa.

Le calcul de Ia est immediat, car cette quantite n'est autre que la
somme algebrique de tous les taux de reactions ou intervient une particule
d'espece a. Chacun d'entre eux se calcule par une formule du type (4.27),
et on 1'affecte du signe + ou — selon que la reaction produit ou detruit une
particule d'espece a. II faut cependant noter que les collisions de type 12/14
(dont le prototype est 1'excitation par collision electronique e,A, e, A*)
ne changent pas le nombre des particules d'espece 1. Elles n'apportent
aucune contibution au terme / de celles-ci ; elles contibuent par contre
aux echanges d'energie et de quantite de mouvement.

Le calcul de Pa et sa est plus complique. On ne peut en effet evaluer
ces grandeurs qu'au moyen de 1'equation de Boltzmann, a condition de
connaitre la section efficace differentielle du processus considered Le lecteur
pourra se rendre compte des dimcultes de cette approche en consultant par
exemple [299, chapitre 2]. II y a cependant un cas simple : c'est le calcul de
la perte d'energie s des electrons par excitation (ou desexcitation) d'atomes
ou de molecules. Ces derniers, etant de masse beaucoup plus grande, peu-
vent etre traites comme des diffuseurs fixes qui ne prennent aucune energie
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de recul dans la collision. Le terme se se deduit alors simplement du taux
de reaction par la relation :

ou Q est 1'energie de reaction (cf. section 4.3).

9.7 Appendices

A9-1 Termes d'interaction dans les equations
de transport

a) Formules generates
L'equation de transport (9.21) de la grandeur A fait apparaitre le terme d'interaction :

Dans cet appendice nous allons calculer les divers terrnes de ce type que 1'on rencontre
dans les equations de transport usuelles. Nous les ecrivons pour alleger les notations :

Dans le calcul de ces integrates, on admet que les forces d'interaction X\^ ne dependent
pas des vitesses mais seulement des positions.

Dans le cas des gaz neutres, cela revient a considerer 1'interaction entre deux atornes
ou molecules comme un phenomene quasi statique decrit par une deformation adiaba-
tique des deux atomes (ou molecules) interagissant. Cette hypothese tomberait en defaut
si la vitesse relative des deux atomes (ou molecules) devenait comparable aux vitesses
orbitales electroniques a 1'interieur des deux atomes (ou molecules). Un calcul d'ordre
de grandeur montre facilement que ceci correspond a des energies relatives de 1'ordre de
M

Ry (M masse moleculaire, me masse des molecules, Ry = 13,5 eV) soit de 1'ordre
me

de 105 eV.
Dans le cas des plasmas, nous avons vu dans la section 3.2 que les forces d'interaction

electromagnetiques entre deux particules chargees (qui dependent des vitesses) sont
d'ordre w2 /c2 par rapport aux forces d'interaction electrostatiques. Dans les plasmas
non relativistes ces forces sont done negligeables.

Dans ces conditions, la formule (9.157) peut s'ecrire aussi :
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soit, en integrant par partie (le terme tout integre etant nul pour toute forme raisonnable
de /12) :

f-t j\
Dans cette formule, est une grandeur tensorielle d'un ordre superieur d'une unite

d~w
a celui de A, avec les cas particuliers suivants :

ou le signe T designe la transposition des deux derniers indices du tenseur, de sorte que
le terme ijk du deuxieme membre de cette derniere enuation s'ecrit exnlicitement :

En reportant (9.160) a (9.161) dans (9.159) on obtient les expressions generates :

Les trois autres termes de collisions s'en deduisent facilement ensuite car Ton a :

et en developpant le produit (w — v)(w — v) :

Remarque : On trouve done que / est toujours nul. Ceci est satisfaisant puisque les
seules collisions prises en compte sont les collisions elastiques qui conservent le nombre
des particules. Ce resultat n'est cependant pas totalement evident ; en effet le theoreme
de conservation des particules par les collisions elastiques s'applique au systeme global
constitue par une certaine masse de gaz. Compte tenu du caractere non local du terme
de collision general inclus dans 1'expression (9.157), cette conservation globale pourrait
ne pas impliquer la regie locale 7 = 0 . Nous aliens d'ailleurs voir aux paragraphes
suivants que, pour la conservation de la quantite de mouvement et de 1'energie, les
termes locaux ne sont pas nuls dans un systeme non homogene (effets de gradients).

b) Effets des correlations

a) Structure des correlations Nous ecrivons maintenant la fonction de dis-
tribution double sous la forme :
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Sous cette forme on a separe dans /i2 trois termes de natures physiques differentes :

• le terme non correle /i/2 ;

• le terme /12 qui presente des correlations spatiales exprimees par la fonction gi2
mais pas de correlations de vitesse ;

• le terme /j'2 qui represente d'eventuelles correlations de position dependant des
vitesses.

Dans le calcul des termes d'interaction on pose de meme :

en affectant du signe "v" les contributions du type Vlasov amenees par le terme f\ /2, du
signe "prime" les contributions apportees par /12 et du signe "seconde" celles apportees
par /i'2.

Dans un gaz en equilibre thermodynamique on peut montrer (cf. probleme P9-2)
que si les forces d'interactions ne dependent pas des vitesses, la fonction de distribution
double ne presente que les deux premiers termes ; il n'y a done que des correlations
de position independantes des vitesses. Dans un gaz hors equilibre on ne peut pas a
priori exclure 1'existence de correlations de position dependant des vitesses, c'est-a-dire
1'existence d'un terme /12-

Ceci etant, la decomposition de /i2 en deux termes selon ce schema n'est pas uni-
voque ; elle peut meme se faire a priori d'une infinite de manieres puisqu'on dispose
des deux fonctions /12 et /|'2 pour representer la seule fonction /i2- On peut done im-
poser une condition supplementaire pour rendre univoque la decomposition de /i2- II
est possible de le faire en decidant que /^2 ne contribue pas a la densite double n\2 (cf.
probleme P9-2).

(3) Calculs des termes de correlations dans C(Ai) Les contributions
du type Vlasov ont ete calculees dans la section 9.2.4. Calculons maintenant Peffet des
correlations ; en reportant les formules (9.169) a (9.171) dans (9.164) et (9.165) on
obtient facilement :

et par consequent d'apres (9.167 et 9.168) :
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avec :

On voit que seules les correlations de positions contribuent a P, et qu'elles s'eliminent

par centre dans S et ~s*.

Dans un gaz homogene, isotrope, 1'integrale P^ est nulle par raison de symetrie.

Dans le cas general d'un gaz non homogene, Pt n'est pas nul (1'action des particules 2
situees "a gauche" du point 1 peut 1'emporter sur 1'action de celles situees "a droite").
Nous montrerons ci-dessous que si les forces d'interactions sont des forces centrales

derivant d'un potentiel, P1 et r^ derivent eux-memes de potentiels macroscopiques,
c'est-a-dire que Ton a :

et nous trouverons les expressions de Trf (qu'on appelle la pression interparticulaire) et
de <TI .

c) Cas des melanges

Les calculs precedents ont ete faits dans le cas d'un gaz pur. Dans le cas des melanges
ils se transposent tels quels aux interactions aa entre particules de memes especes. Par
centre il peut apparaitre des effets nouveaux pour des interactions de type ab entre des
particules a et des particules b d'especes differentes. Reprenons done rapidement les
calculs pour ces interactions ab.

a) Expressions generates des termes Cab Considerant maintenant une
fonction :

le terme d'interaction ab au point V\ relatif a cette grandeur peut s'ecrire :

et 1'on en deduit comme precedemment les expressions :
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/3) Eflfet des correlations Comme pour un gaz pur, on analyse la fonction de
distribution double /af>i2 en trois composantes en posant :

ou 5afel2 ne depend que des positions et /abl2
 est ou un terme eventuel dependant a la

fois des positions et des vitesses. Cette decomposition de fabi2 en trois termes conduit

a separer aussi chacune des quantites Pab et Ra(, en trois termes, les termes de Vlasov
et les termes :

Cependant on ne peut pas de fagon generale aller plus loin : Pabi et sabi ne derivent

pas en general de potentiels. Pour pouvoir expliciter Pabi et sabi il faut se placer dans
un cadre analogue a celui des equations de Navier-Stokes : il faut supposer que 1'on est
pres de 1'equilibre thermodynamique. On obtient alors :

°u ^labi et ^2a6i son^ ^es frequences de collisions efficaces au point 1 respectivement
pour 1'echange de quantite de mouvement et 1'echange d'energie. Notons enfin qu'il
existe entre les termes Ca\, et Cf,a des lois de reciprocite que nous allons discuter au
paragraphe suivant.

d) Proprietes de reciprocite des termes Cab- Cas des gaz
faiblement inhomogenes

a) Formules generales (interactions a portee finie) Nous avons vu au
paragraphe precedent que les termes d'echange de quantite de mouvement et d'energie
par interaction entre les particules d'especes a et 6 s'ecrivent de fagon generale :
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ou Ton a suppose les forces d'interactions Xaf,i2 independantes des vitesses et designe
par fabl2 la partie de la fonction de distribution double representant les correlations
de position dependant des vitesses. Les integrates representant 1'action reciproque des
particules a sur les particules b s'ecrivent de meme :

Nous supposons dans cet appendice que les forces d'interaction ont une portee finie R,
c'est-a-dire que 1'on a :

Les integrates ci-dessus peuvent done etre limitees a la sphere d'interaction definie par
la condition (9.199).

Pour analyser les proprietes de Pabi et sabi nous partageons cette sphere en deux
demi-spheres S et S par un plan diametral arbitraire [Fig. 9.7(a)]. A tout point 2 de
la sphere £ on peut associer un point 3 situe dans S et diametralement oppose de 2
par rapport au centre 1 de la sphere d'interaction. On peut done partager chacune des

Figure 9.7 : Proprietes de symetrie des termes d'interaction.

(a) Partage de la sphere d'interaction en deux demi-spheres.
(b) Invariance par translation des densites doubles dans un gaz homogene.

integrales (9.195) a (9.198) en deux termes, 1'un portant sur S et 1'autre sur S . On a

par exemple pour Pab\ e* Pbai '•
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Compte term, des relations :

et :

les equations (9.200) et (9.201) peuvent s'ecrire aussi :

Le meme calcul effectue pour saf, donne :

/3) Cas des gaz isotropes Dans un gaz isotrope les densites doubles sont in-
variantes par rotation du point 2 autour du point 1 ; on a alors :

II en resulte d'apres (9.204) et (9.205) que Ton a :

Le meme raisonnement ne peut pas se faire pour saf, qui fait intervenir /a612- Cette
fonction depend des vitesses, plus precisement de la vitesse relative :

et exprime le fait que dans la sphere d'interaction les correlations dependent de 912,
comme nous 1'avons d'ailleurs bien vu dans 1'etablissement de 1'integrale de Boltzmann
(cf. section 8.4.3). II en resulte que meme si le gaz est isotrope on n'a pas pour /abl2

de regie d'invariance vis-a-vis d'une rotation de 2 autour de 1 et que 1'on a en general :

7) Cas des gaz homogenes De maniere generale les densites doubles peuvent
etre considerees comme des fonctions de ri et du vecteur position relative r~i2 — rj —
rj*. Cependant dans un gaz homogene les proprietes du fluide ne dependent pas de la
position ; nabi2 ne doit plus etre alors fonction que du vecteur ri2- En d'autres termes,
les densites doubles na£,i2 doivent etre invariantes par translation.
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En effectuant la translation qui transporte le vecteur 31 sur le vecteur 12
[Fig. 9.7(b)] on obtient les relations :

En reportant ces relations dans les expressions (9.204) et (9.204) on voit que Pab et P^a

obeissent a la loi de reciprocite :

Pour sat on remarque que de maniere generale /abl2 peut etre consideree comme une
fonction de r^, u>i, r\2 et #12. Cependant dans un gaz homogene elle n'est plus fonction
que de r\2, wi et gi2- Pour des valeurs donnees des vitesses, /Oj)12 ^^it done aux memes
regies d'invariance que nab\2 vis-a-vis des translations. Et Ton en deduit par un calcul

analogue a celui fait pour Paf, que Ton a la regie de reciprocite :

<5) Cas des gaz faiblement inhomogenes

Calcul de Pa^ Dans un gaz non homogene les densites doubles ne sont pas
invariantes par translation. Cependant, dans les regimes fluides usuels, 1'inhomogeneite
est faible a 1'echelle de la sphere d'interaction. En effectuant la translation representee
sur la figure 9.7(b) on obtient alors en considerant nabi2 comme une fonction de r\ et
de ri2 :

D'ou Ton deduit a partir de (9.204) et (9.205) :

soit encore, puisque ri et rjj sont des variables independantes :

On voit done finalement que la somme Paf, + Pba derive d'un potentiel, c'est-a-dire que
Ton a :

L'expression du tenseur de pression interparticulaire 7raf, est fournie par la formule
(9.221). On peut 1'ecrire sous une forme legerement differente en remarquant que le
plan separant la sphere d'interaction en deux moities est arbitraire. On aurait done
obtenu le meme resultat en faisant 1'integrale sur S au lieu de £ ; pour eliminer cette
separation artificielle on peut done ecrire :
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ou 1'integrale porte maintenant sur la totalite du volume de la sphere d'interaction.
Les calculs precedents se transposent facilement au cas ou a et b sont identiques et

Ton trouve ainsi pour un gaz pur :

dans un gaz homogene

dans un gaz faiblement inhomogene

avec :

Calcul de Sab On obtient par un calcul analogue a celui de Pa& :

avec :

ou Ton a comme pour irab a effectuer 1'integrale sur la totalite S + E de la sphere
d'interaction ; et dans un gaz pur :

avec :

x
A9-2 Equations de transport des moments d'ordre 2

a) Transport du flux de quantite de mouvement

En posant A = m^w w dans (9.24) on obtient :

avec :

Pour calculer le terme de force exterieure, nous decomposons celle-ci en une composante

X independante de la vitesse qui donne une contribution :

—r _>
et eventuellement une composante X dependant de w ; cette deuxieme composante

n'existe que pour un gaz de particules chargees placees dans un champ magnetique B ;
on a alors :

ou
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—t x
est le vecteur rotation gyromagnetique. En reportant cette expression de X a la place

de X dans le deuxieme membre de (9.230) on obtient une contribution qui peut s'ecrire :

Dans cette formule Slb x T designe le produit rotatif defini pour un vecteur A et un
tenseur T par la formule :

=T =
et 1'exposant T designe 1'operation de transposition (S est le tenseur derive de S par
symetrie par rapport a la diagonale principale). En rapprochant les formules (9.232) et
(9.235) de (9.167) et en explicitant le premier membre de (9.230) a partir des formules
(9.10) et (9.12) on obtient finalement la formule (9.53).

b) Transport de la pression cinetique

Posons dans (9.21) A = m(1w — ~v>')) (W — ~v*). Pour effectuer les calculs de moyenne on
remarque que tous les termes tels que dA/dt qui contiennent ~w — ~v* au premier degre

ont une moyenne nulle puisque ~w — 1?. En utilisant systematiquement cette remarque
on trouve pour les divers termes :

Dans le calcul de ce dernier terrne on verifie facilement que toute force independante
de la vitesse donne un resultat nul et nous n'avons done conserve que la contribution
apportee eventuellement par la force de Lorentz. En rapprochant les divers termes ci-
dessus on peut done finalement ecrire 1'equation devolution de ^ sous la forme (9.55).

A9-3 Compressions adiabatiques sans collisions

a) Equations generates

Commengons par expliciter les six composantes de 1'equation en supposant V.Q = 0
(ecoulements adiabatiques) et en negligeant les termes d'interaction ; on obtient :
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avec d'apres

Pour ecrire ces equations on a done suppose qu'on avait affaire a un gaz de particules

chargees placees dans un champ magnetique B. Ces formules peuvent s'appliquer au
cas d'un gaz neutre en annulant q et par suite tous les termes M. Si au contraire on a
q 7^ 0, les equations ecrites sont celles relatives a une composante d'un plasma (electrons
ou une espece d'ion). Cependant il faut bien noter que nous n'avons ecrit aucun terme
d'interaction. Or nous avons vu [cf. paragraphe A9-lc)] que les termes Sab relatifs a
deux especes differentes a et b ne sont pas nuls a priori. L'application des equations
ci-dessus a une composante d'un plasma suppose done la pression assez basse pour que
les termes d'interaction soient effectivement negligeables.
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b) Compression parallele a un champ magnetique
Les formules ci-dessus se simplifient beaucoup si 1'ecoulement possede des proprietes de
symetrie. Nous etudions tout d'abord le cas tres simple represented schematiquement sur
la figure ?? et defini par les conditions suivantes :

- le milieu "comprime" est 1'une des composantes d'un plasma ; celui-ci est assez
dilue pour qu'on puisse negliger les collisions entre particules ;

- B uniforme est dirige suivant Oz ;
— on a une distribution des vitesses ayant en tout point la symetrie de revolution

autour de B ;
— les proprietes de 1'ecoulement sont independantes de x et y.
Ces conditions permettent de poser, dans le systeme des equations (9.241) a (9.246) :

On en deduit que toutes les composantes de M sont nulles et que les equations (9.241),
(9.244), (9.245) et (9.246) sont automatiquement satisfaites. D'autre part, (9.242) et
(9.243) sont equivalentes et il nous reste fmalement les equations (9.241) et (9.243) qui
s'ecrivent simplement :

Compte tenu de (9.57) cette derniere equation peut se mettre sous la forme :

On voit done que le type de compression etudie obeit a des lois de compressions ana-
logues a la loi d'adiabaticite classique p/n7 = Cte. Plus precisement on a, en suivant le
mouvement des particules :

ce qu'on exprime souvent en disant que dans une compression unidimensionnelle paral-
lele a un champ magnetique, le rapport d'adiabaticite 7 est egal a 3 pour la pression
longitudinale et a 1 pour la pression transversale. On peut aussi definir une temperature
transversale et une temperature longitudinale par les deux relations :

Dans ce type de compression on a Tj_ = Cte, Tj| = n2 ; du point de vue de la
temperature transverse, la transformation est isotherme ; les variations de \I/j^ sont
seulement dues aux variations de n. Au contraire dans la direction parallele, il y a va-
riation de temperature, et la variation de ^y est le resultat combine de la variation de
densite et de la variation de Tu.
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La charge des particules n'intervient nulle part dans ce calcul. Rien n'empeche done
de supposer que les deux (ou plusieurs) especes de particules contenues dans le plasma
sont comprimees de fagon semblable ; dans ces conditions il est permis de supposer,
comme nous 1'avons fait, qu'aucun champ de charge d'espace ne vient coupler les deux
especes de particules.

Remarquons enfin que 1'absence de collisions et la presence d'un champ magnetique
parallele Oz nous assurent de la realite physique de 1'ecoulement imagine puisque dans

ces conditions les particules ne peuvent pas diffuser perpendiculairement a B. Dans le
cas d'un gaz neutre cette situation ne se presente pas, et il est impossible d'obtenir un
ecoulement ayant les symetries supposees.

c) Compressions cylindriques perpendiculaires au champ
magnetique

Une deuxieme famille de compressions dans lesquelles les equations generates se simpli-
fient s'obtient en posant :

On verifie alors facilement que (9.245) et (9.246) sont satisfaites identiquement. Les
quatre equations deviennent :

On peut imposer dans ces equations les conditions de symetrie :

II est facile de verifier sur les equations (9.267) a (9.269) que ces conditions correspon-
dent forcement a des ecoulements dont le vecteur vitesse satisfait aux relations :

La premiere de ces relations correspond a deux compressions unidimensionnelles iden-
tiques, 1'une parallele a Ox, 1'autre parallele a Oy. La deuxieme correspond a une
rotation arbitraire autour de Oz. Quand les relations (9.271) a (9.274) sont satisfaites,
Pequation (9.270) est automatiquement satisfaite ; (9.268) et (9.269) conduisent facile-
ment aux conditions :
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Le rapport d'adiabaticite est maintenant egal a deux pour la composante de pression

perpendiculaire a B, cependant que pour ^u la compression est isotherme, 7 = 1.
Dans les gaz neutres, on peut faire les memes remarques qu'au paragraphe precedent

en ce qui concerne la realite physique de telles compressions bidimensionnelles. Dans les
plasmas, nous avons vu au contraire (cf. paragraphe IV.A) que ce type de compression
peut s'obtenir par 1'action d'un champ magnetique variable. Si le plasma est assez dilue,
la compression est decrite par la theorie des orbites adiabatiques (ou le mot adiabatique
a le sens defini au chapitre 5, different de celui que nous employons maintenant). Les
diverses especes de particules chargees sont comprimees solidairement, en suivant la regie
de piegeage du plasma dans les tubes de force, et il n'apparait aucun champ electrique
de charge d'espace. Dans ces conditions, les relations (9.275) et (9.276) s'appliquent
separement aux electrons et aux ions (aussi bien d'ailleurs qu'a la pression totale).

d) Compressions spheriques
On peut enfin etudier les proprietes de compression, dans lesquelles on a par hypothese :

Les equations (9.241) a (9.246) imposent alors 1'ecoulement les conditions :

qui correspondent a une superposition de trois compressions unidimensionnelles et d'une
rotation quelconque. Ces conditions etant remplies, on obtient facilement par addition
des equations (9.241), (9.242) et (9.243) et par integration :

Alors que les deux types de compression precedentes s'appliquaient surtout aux plasmas
dilues places dans un champ magnetique, la formule ci-dessus s'applique plutot aux
plasmas denses et aux gaz neutres ; mais ce sont alors les collisions qui maintiennent
une pression scalaire a chaque instant du phenomene de compression (ou de detente)
et la methode de fermeture des equations hydrodynamiques que nous utilisons ici n'est
pas valable a priori.

A9-4 Loi d'Ohm dans les plasmas complexes
a) Plasmas completement ionises a plusieurs especes d'ions
Considerons le cas d'un plasma contenant plusieurs especes d'ions mais pas de molecules
neutres : pour retrouver dans ce cas la loi d'Ohm sous la forme (9.98) nous voyons par
comparaison avec la formule (9.93) qu'il faut pouvoir ecrire :

Or, d'apres la definition de J , on a :
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d'ou, compte tenu de la condition de neutralite :

avec :

cependant que Ton a par definition de V :

En general on a :

d'ou

V et V sont alors deux moyennes ponderees des vitesses ioniques, mais V est ponderee

par les densites de masses et V par les densites de charges. Pour que ces deux vitesses
soient egales il faut done en general que tous les ~vl soient egaux, ce qu'on peut ecrire :

On voit done que dans un plasma multiple la loi d'Ohm n'est valable sous sa forme
classique (9.93) que si, en plus des conditions generales de la section 9.3.5, le mouve-
ment du fluide satisfait aux conditions plus restrictives (9.287) et surtout (9.289). Cette
derniere condition, qu'on peut appeler condition de synchronisme des diverses especes
d'ions, a en somme pour effet de ramener le plasma multiple a un plasma binaire. Le
synchronisme peut etre produit par le champ magnetique : si Ton etudie des perturba-
tions de frequence caracteristique u <C &bi (&bi> frequences cyclotroniques des ions) et
de grande longueur d'onde, on a alors, pour tous les V^ :

La condition uj <^C f2j,e etant a fortiori satisfaite, on a alors ve = Vi et la condition
(9.287) est satisfaite automatiquement. Le genre de mouvement que nous venons de
decrire rapidement est celui qui se produit dans les ondes magnetohydrodynamiques
[cf. paragraphic 9.4.Id)].

Le terme de resistivite, de son cote, ne donne aucune difficulte ; la formule se
generalise simplement en :

b) Gaz partiellement ionises
II est interessant, pour terminer, d'etudier la forme que prend la loi d'Ohm dans un
gaz non completement ionise. Pour simplifier 1'etude, nous nous limiterons ici au cas
d'un gaz ternaire contenant des electrons, une seule espece d'ions, et une seule espece
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de neutres. Nous affecterons respectivement des indices e, i, o les grandeurs relatives
a ces trois especes de particules. Comme les neutres n'ont pas de charge (go = 0),
ils n'interviennent pas directement dans Pequation (9.92), et une partie des calculs
faits pour les plasmas binaires dans la section 9.3.5 se transforme directement ; on
verifie facilement que (9.92) s'ecrit maintenant en negligeant les termes de pression
interparticulaire :

ou p-mo et Jmo sont les composantes de la densite de masse et du flux de masse dues
aux molecules neutres. Si Ton suppose que le plasma est electriquement neutre, on peut
ecrire :

ou Vq designe la vitesse moyenne de masse des seules particules chargees.
On peut, d'autre part, faire les memes hypotheses qu'aux paragraphes precedents

(quasi-isotropie, faible densite, voisinage de 1'equilibre thermodynamique) et admettre
1'inegalite :

On met alors finalement 1'equation (9.293) sous la forme :

a condition de poser maintenant :

On retrouve done la loi d'Ohm sous sa forme precedente a ceci pres que la vitesse de

masse globale du fluide est remplacee par la vitesse de masse Vq des particules chargees ;

ceci se comprendra si 1'on remarque que le terme Vq X B represente le champ electrique

d'induction vu par les particules chargees. En pratique, Vq peut etre egal ou non a

V ; cela depend du degre d'ionisation et de 1'importance des collisions des particules
chargees avec les neutres dans le mouvement que Ton considere.
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9.8 Problemes
+

P9-1 Equation d'evolution de Up
La densite d'energie potentielle au point 1 dans un gaz pur est :

a) En multipliant la deuxieme equation de BBGKY par t^i2/2 et en integrant sur
~wi,'iJU2 et T*2) etablir 1'equation d'evolution de Up :

ou Up, Sp et sp sont respectivement la densite, le flux et le terme source
d'energie potentielle.

b) Montrer que 1'on a au point 1 du gaz :

ou P et "7? sont respectivement la densite et le flux d'energie potentielle au point
1 definis par les formules (9.164) et (9.228).

P9-2 Decomposition de fa en trois termes
La decomposition de /i2 en trois termes selon la formule (9.169) n'etant pas univoque,
montrer qu'on peut la rendre univoque en decidant que /12 ne contribue pas a la densite
double ni2.

Dans le cas d'un gaz en equilibre thermodynamique, montrer a partir des resultats
du probleme P8-1 que dans 1'expression (9.169) de /i2 le troisieme terme est nul.

P9-3 *Hydrodynamique des correlations

Les grandeurs hydrodynamiques n, v , fy, Q definies dans ce chapitre sont des moments
de la fonction de distribution simple f\. Us sufHsent pour decrire les gaz parfaits ou les
energies d'interaction entre particules sont negligeables. Dans 1'hydrodynamique des gaz
reels (et des plasmas), il faut a priori introduire des grandeurs hydrodynamiques d'un
type nouveau en appliquant la methode regressive a fi2- C'est un sujet complexe qui
a ete peu etudie [102], [103], sauf dans les plasmas dans le modele de Vlasov. Mais ce
cas est singulier puisque les interactions y sont decrites de fagon simple par le champ
self-consistent en negligeant les correlations. Le but de ce probleme est de fournir une
introduction a 1' "hydrodynamique" des correlations.

On fera 1'hypothese essentielle que la force d'interaction entre deux particules ne
depend pas des vitesses.
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a) On introduit les densites doubles (bilocales) ni2, Y\2 et «i2, de particules, de force
et d'energie d'interaction. Ecrire les expressions generates de ces grandeurs en

fonction de /i2 et de la force X12 ou du potentiel d'interaction entre deux
particules <pi2-

b) Comme dans le probleme P9-2 on peut decomposer fi2 en trois termes :

avec :

et poser de meme pour toute grandeur A calculee a partir de /i2 :

Calculer ces trois composantes pour ni2, ^12 et 1/12-

c) Etablir les trois equations devolutions de ni2, Vi2 et 1x12-

Note : dans la premiere on introduira les deux grandeurs monolocales v — 12 et

v — 21 definies par :

P9-4 Loi d'Ohm pour un plasma binaire
Dans le cas d'un plasma binaire electrons-ions (avec une seule espece d'ions), il y a
equivalence complete entre les variables globales et partielles introduites au paragraphe
9.3.1. Montrer que la loi d'Ohm peut alors s'ecrire de fagon exacte sous la forme :

On pourrait d'ailleurs ecrire aussi le premier membre avec les variables globales en

exprimant v^ et u^ en fonction de V et J .

P9-5 Courant de deplacement negligeable
On considere un plasma sans collisions plonge dans un fort champ magnetique statique

BQ, et 1'on suppose qu'il est soumis localement a une perturbation harmonique de

frequence uj. On prend pour axe Oz la direction de BO-
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a) Rappeler comment s'ecrit le tenseur de conductivite du plasma.

b) Ecrire 1'equation de Maxwell-Ampere, et ses projection sur les trois axes en fonction
des composantes crxx, crzz et crxy du tenseur de conductivite.

c) En supposant u> <^. Oj calculer crxx.

d) Montrer que les conditions pour que le courant de deplacement soit negligeable
peuvent s'ecrire : \crxx\ ~^> £QW et \crxx\ 3> £o^- En deduire la condition (9.132).



Chapitre 10

Theorie cinetique de
Vlasov-Landau

10.1 Introduction

Une description hydrodynamique des ondes et des oscillations dans un
plasma est souvent incorrecte. Une telle description suppose en effet que
toutes les particules chargees du plasma interagissent de maniere identique
avec les champs electromagnetiques self-consistants. Dans un plasma non
magnetise ce modele est valable si les vitesses de phase des ondes sont bien
plus grandes que les vitesses d'agitation thermique des particules. Or, les
ondes electrostatiques sont des ondes lentes, leur vitesse de phase est bien
plus petite que la vitesse de la lumiere, et dans les plasmas chauds elle peut
etre voisine de celle d'un nombre significatif de particules. Pour- celles-ci,
baptisees particules "resonnantes" (ou synchrones), 1'interaction onde-par-
ticule est tres differente de celle decrite par les equations hydrodynamiques.
Une description correcte de 1'interaction doit alors etre basee sur 1'analyse
de 1'evolution des fonctions de distribution des vitesses des particules.

On doit done utiliser les equations cinetiques du plasma ([321], [322],
[327]). Celles-ci contiennent en general (cf. section 8.4) des effets de
correlations (ou de collisions), mais pour un plasma chaud et dilue dans
lequel on a n\3

D >• 1, ceux-ci peuvent etre separes de I'effet princi-
pal collectif d'interaction des particules avec les champs electromagne-
tiques self-consistants. Nous avons vu au chapitre 1 que dans de nom-
breux cas pratiques (plasmas cinetiques classiques), les effets de collisions
n'interviennent que sur des echelles de temps bien plus longues que celle
des phenomenes collectifs (i>i <C CJP). On peut alors utiliser pour decrire
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ceux-ci 1'equation cinetique "d'ordre zero" (cf. section 8.4) qui neglige les
correlations, c'est-a-dire 1'equation de Vlasov [126] dont la forme non rela-
tiviste s'ecrit :

ou fs = f s f i u , ~r*,t) est la fonction de distribution des particules d'espece
s, de masse ms et de charge qs. II y a une equation de Vlasov de la forme
(10.1) pour chacune des especes de particules contenues dans le plasma.
Leur resolution permet en principe d'exprimer les fonctions de distribu-

tions a partir des champs electrique E et magnetique B et d'en deduire
les densites de charge :

et de courant :

ou s designe une espece de particules, c'est-a-dire les electrons ou les ions.
En reportant ces grandeurs dans les equations de Maxwell, on obtient le
systeme complet self-consistant des equations dynamiques cinetiques du
plasma. Les equations de Maxwell peuvent d'ailleurs s'ecrire :

ou Jext et pext sont des densites et des courants produits par des "sources
externes", qu'il est commode d'introduire pour etudier la reponse du plas-
ma a des excitations exterieures. Avant d'analyser ce modele de plasma,
faisons deux remarques : negliger les collisions dans (10.1) n'est pas tou-
jours justifie, bien que celles-ci soient rares ; des collisions meme peu
frequentes peuvent changer de maniere notable certains phenomenes ; nous
le soulignerons quand ce sera le cas. D'autre part nous avons choisi de
decrire le comportement du plasma par une equation de Vlasov non rela-
tiviste (10.1), completee par les equations de Maxwell qui sont relativistes.
Un tel melange d'equations relativistes et non relativistes peut conduire
a des resultats faux. Cependant, nous ne considererons que des plasmas
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eux-memes non relativistes (w <C c), et en general des ondes purement

electrostatiques (B = 0 ) . Pour ces situations 1'equation (10.1) est cor-
recte.

On voit sur le dernier terme de (10.1) que les equations du modele de
Vlasov-Maxwell sont non lineaires et done en general difficiles a resoudre
analytiquement. Mais d'autre part le systeme non lineaire (10.1)-(10.5) a
des proprietes generales importantes qui doivent etre satisfaites par toutes
ses solutions. Nous les analyserons dans la section 10.2.

Dans la section 10.3 qui est le corps principal de ce chapitre, nous
etudierons la solution des equations du systeme, pour de petites per-
turbations, de sorte que 1'on est ramene a un systeme d'equations aux
derivees partielles lineaires. C'est la base de la theorie lineaire des on-
des et des instabilites dans un plasma. Nous verrons en particulier que
les ondes electrostatiques lineaires sont affectees d'un amortissement non
collisionnel, decouvert theoriquement par L. D. Landau en 1946 [112],
et generalement appele amortissement de Landau. L'equation de Vlasov
etant reversible comme on le verra dans la section 10.2, ce resultat est
pour le moins surprenant, sinon suspect quant a sa signification physique.
L'amortissement d'une onde est en effet un phenomene irreversible, auquel
on s'attend en presence de collisions ; en 1'absence de collisions, il apparut
a sa decouverte comme un peu paradoxal. Pour resoudre ce paradoxe, il
faut faire une analyse soignee de la dynamique du plasma sur plusieurs
echelles de temps (et/ou d'espace) et tenir compte des collisions et des ef-
fets non lineaires. Cette approche est generale dans toute 1'etude cinetique
des plasmas decrits par les equations de Vlasov-Maxwell. C'est ainsi que le
probleme particulier des oscillations de plasma electroniques (le probleme
de Landau) est devenu 1'une des pierres angulaires dans 1'edifice de la
physique moderne des plasmas. De plus, les techniques mathematiques de
traitement du probleme de Landau (transformation.de Fourier-Laplace,
integration sur un contour dans le plan complexe, prolongement analy-
tique, integrates singulieres) sont aussi d'interet general dans 1'analyse de
nombreux phenomenes dans les plasmas decrits par 1'equation de Vlasov.
Le probleme de Landau correspond a la situation physique la plus simple
d'utilisation de ces techniques ; d'ou son interet pedagogique essentiel pour
aborder 1'etude des effets cinetiques non collisionnels dans les plasmas.

Nous commencerons 1'etude du probleme de Landau, dans le cas sim-
ple d'une dynamique a une dimension, comme si les particules etaient
guidees dans leur mouvement par un champ magnetique exterieur uniforme
d'intensite infinie. Le seul champ qui intervient dans la dynamique est alors
le champ electrique dans la direction du mouvement. C'est un champ elec-
trostatique pur. Avec ces simplifications geometriques, le probleme lineaire
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de Poisson-Vlasov sera resolu dans tous ses details. La physique de 1'amor-
tissement non collisionnel de Landau sera ensuite analysee a partir des
equations de conservation de 1'energie de perturbation. Cela donne un
cadre physiquement et mathematiquement coherent pour comprendre les
phenomenes predits par la theorie lineaire. Cependant, comme 1'amor-
tissement non collisionnel lineaire apparait de maniere asymptotique, et
comme les particules resonnantes (ou synchrones, c'est-a-dire se deplagant
a une vitesse egale a la vitesse de phase de 1'onde) ont un comportement
seculaire singulier, on doit etablir le domaine de validite de 1'analyse en
etudiant les collisions et les effets non lineaires. Ces derniers deviennent
particulierement importants quand il y a plusieurs ondes (par exemple des
paquets d'ondes). Ils ont conduit a des developpements recents concernant
la stochasticite intrinseque de la dynamique des particules chargees dans
des ondes coherentes, et aussi a la theorie de la diffusion quasi lineaire dont
1'importance est universelle dans les plasmas sans collisions.

Apres 1'analyse detaillee de 1'interaction onde-particule dans le
probleme de Landau, nous decrirons les proprietes des oscillations de plas-
ma electronique et des ondes acoustiques ioniques dans un plasma max-
wellien. Nous etudierons aussi bien les ondes faiblement amorties que les
modes ayant une frequence complexe arbitraire. Pour ce faire nous intro-
duirons la fonction de dispersion des plasmas et nous discuterons ses pro-
prietes. Nous decrirons aussi et analyserons les experiences qui ont permis
d'identifier ces ondes, de verifier leur description de Vlasov et de mettre
en evidence leur amortissement de Landau.

Dans la section 10.4 nous traiterons en trois dimensions les ondes
electrostatiques et electromagnetiques dans un plasma non magnetise. Cela
nous permettra de voir les solutions de petite amplitude les plus simples
du systeme complet (10.1)-(10.5) dans 1'espace a six dimensions (T*, ~w)
et de faire la distinction entre les fonctions de distribution d'equilibre
isotropes et anisitropes. Ces dernieres conduisent a des instabilites lineaires
qui seront etudiees dans le chapitre 11. Cette etude cinetique des ondes
dans un plasma non magnetise est d'ailleurs une introduction utile a tout le
domaine beaucoup plus large et riche, mais que nous laissons de cote dans
ce livre, des ondes dans les plasmas en presence d'un champ magnetique
exterieur.

Une approche mathematique completement differente des ondes
electrostatiques de petite amplitude dans un plasma a ete trouvee par
N. G. van Kampen en 1955 [128] et K. M. Case en 1959 [129]. Cette
technique des modes normaux des equations integrates singulieres fait in-
tervenir un spectre continu de modes non amortis. Elle apporte un point
de vue complementaire important dans 1'etude de ce probleme. Nous la
decrirons brievement dans la section 10.5.
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Les sections 10.6 et 10.7 enfin terminent ce chapitre par une intro-
duction aux effets collisionnels et non lineaires, en permettant notamment
de mieux comprendre 1'amortissement de Landau dans le contexte d'une
description plus complete de la dynamique d'un plasma. Quelques sujets
importants y sont ainsi brievement evoques :

• la comparaison entre une description simple des collisions et leur
analyse par 1'equation de Fokker-Planck (cf. chapitre 13) ;

• le piegeage dans une onde d'amplitude finie ;

• les effets quasi lineaires en presence d'un grand nombre d'ondes, dans
1'approximation des phases aleatoires, ou par 1'etude de la stochas-
ticite induite (dynamique chaotique) ;

• les interactions non lineaires onde-onde et onde-particules ;

• les ondes solitares non lineaires et les solitons ;

• les effets d'echo d'ondes de plasma.

Nous inviterons evidemment les lecteurs interesses a poursuivre 1'etude de
ces sujets dans des publications plus approfondies.

10.2 Modele de Vlasov-Maxwell

Le systeme d'equations de Vlasov-Maxwell est 1'un des modeles les plus
utiles pour decrire de nombreuses proprietes des plasmas. Avant d'en
etudier en detail des solutions specifiques, il est important d'en etablir
quelques proprietes generates. Rappelons que 1'equation de Vlasov est une
equation analogue a 1'equation de Liouville a une particule, soit :

ou ~a est le vecteur acceleration :

Les equations de Maxwell (10.4) et (10.5) relient de maniere self-

consistante les champs E et B aux moments appropries de la fonction
de distribution /. On a ainsi un systeme d'equations mathematiquement
complet. Nous aliens montrer qu'il a les proprietes suivantes :
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• Les solutions du systeme sont reversibles par rapport au temps.
• Le mouvement dans 1'espace (~r*, ~w) est celui d'un fluide incompres-

sible.
• L'entropie est conservee.
• L'energie et la quantite de mouvement totale (champs + particules)

sont conservees.

10.2.1 Reversibilite par rapport au temps

La reversibilite par rapport au temps resulte directement du fait que la
transformation :

laisse invariantes les equations (10.1) a (10.5). Cela veut dire que le plasma
evoluant a partir d'un etat initial, si a un instant quelconque on renverse

les vitesses (ce qui inverse le champ B qu'elles produisent), et si de plus

on inverse tous les champs et courants exterieurs -Bext et Jext> alors le
systeme revient a 1'etat initial en suivant le trajet inverse. II n'y a aucune
tendance de la fonction de distribution a relaxer en direction de 1'equilibre
thermodynamique, comme ce serait le cas en presence de collisions. La
dynamique du systeme de Vlasov est reversible et conserve 1'infer mat ion.
On peut relier ce point a la conservation de 1'entropie qui sera analysee
dans la suite de cette section. Une autre consequence est que dans un
systeme infini 1'evolution du systeme de Vlasov est entierement definie par
les conditions initiales. Dans un systeme borne il faut aussi preciser les
conditions aux limites.

10.2.2 Incompressibilite dans 1'espace des phases

a) Theoreme de Liouville

Considerons (Fig. 10.1) 1'evolution de petits elements de volume de 1'espace
des phases. Ces elements se deplacent et changent de forme avec le temps.
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Bien que dans la realite chaque element contienne un grand nombre de
particules, on le considere dans le modele de Vlasov comme un fiuide con-
tinu. Cela revient a considerer 1'equation de Vlasov comme une version
lissee de 1'equation de Klimontovich qui decrit 1'evolution du champ mi-
croscopique cree par des charges ponctuelles (cf. paragraphe 14.7.1 et [321],
[322], [327]). Chacun des points de 1'espace des phases suit une trajectoire
qui est celle d'une particule reelle placee au meme point et se deplagant
sous 1'action des champs electriques et magnetiques produits par les dis-
tributions lissees (de Vlasov) de charge et de courant.

Figure 10.1 : Mouvement des elements de volume de 1'espace des phases.

Comme les equations du mouvement definissent les orbites de maniere
univoque a partir des conditions initiales, les points contenus dans un cer-
tain element de volume de 1'espace des phases ne peuvent pas en traverser
la surface (sinon cela impliquerait que deux points differents viennent se
confondre, et en renversant le temps on aurait une evolution non univoque).
Par consequent le nombre de particules contenu dans un element de volume
est conserve pendant son mouvement. Pour un element de volume drdw
et sur un intervalle de temps dt infiniment petits on a done :

ou dr' dw' est le nouvel element de volume de 1'espace des phases, le point

~r*, H) s'etant deplace, a 1'instant t' — t + dt, au point r', w' donne par :
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Le nouvel element de volume est dr' dw' — Jdrdw ou J est le jacobien de
la transformation ci-dessus, c'est-a-dire le determinant :

Les elements de ce determinant sont donnes eux-memes par :

ou Ton s'est limite aux termes necessaires pour calculer J au premier ordre
en dt, et compte tenu du fait que Ton a dwi/drj = 0 puisque ~r* et ~w sont
des variables independantes. On obtient ainsi au premier ordre en dt :

soit :

puisque, comme nous 1'avons deja vu dans 1'appendice A 8-2, la force de

Lorentz obeit a la condition (d/d~w) • X = 0. Le resultat J = 1 exprime
le fait que I'ecoulement dans I'espace des phases est celui d'un fluide in-
compressible : le volume d'un element de I'espace des phases se conserve
pendant son evolution dynamique. C'est un cas particulier du theoreme
de Liouville de conservation du volume de I'espace des phases (incompres-
sibilite), qui s'applique en mecanique classique a tout systeme non dissi-
patif decrit par des equations canoniques de Hamilton (cf. section 8.2).
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Remarquons que 1'equation de Vlasov peut aussi s'ecrire :

Dans un espace des phases a six dimensions RQ = ("r*, ~w) on peut definir le

vecteur flux a six dimensions F Q = (~w, ~c?) et 1'equation ci-dessus s'ecrit
alors :

qui est une generalisation a six dimensions de 1'equation hydrodynamique
de conservation de la densite. L'equation de Vlasov est done une equation
de conservation de la densite des particules dans 1'espace des phases. Le
mouvement incompressible sous 1'effet des champs lisses self-consistants,
decrit dans 1'espace des phases par 1'equation de Vlasov, peut en general
devenir tres complexe comme on le voit sur la figure 10.2. Bien que cet
element puisse ainsi changer considerablement de forme, son volume doit
rester constant. Notons cependant que la densite spatiale ordinaire n =
f f dw peut dans ces conditions varier de maniere compliquee lorsque /
evolue.

Figure 10.2 : Conservation du volume dans 1'espace des phases.

L'operateur qui agit sur / dans (10.6) peut aussi s'interpreter comme
la derivee totale le long d'une orbite de particule, en ecrivant :
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Les equations (10.25) (Fig. 10.2) et (10.6) fournissent deux represen-
tations differentes d'un plasma de Vlasov. La figure 10.2 represente le
mouvement des particules individuelles dans 1'espace des phases : on se
fixe sur les particules et on les suit dans leur mouvement. C'est ce qu'on
appelle une representation lagrangienne. L'equation (10.6) considere au
contraire un element fixe de 1'espace des phases et etablit le bilan des
particules qui entrent et sortent de cet element. C'est ce qu'on appelle
une representation eulerienne . II y a aussi une formulation mathematique
d'une representation lagrangienne ; on 1'obtient en interpretant 1'equation
(10.25), comme nous le verrons au paragraphe ci-dessous. Les analyses
basees sur les trajectoires de particules sont plutot lagrangiennes, mais
la formulation mathematique eulerienne est plus simple. II y a quelques
cas ou les avantages des deux representations s'inversent, la formulation
eulerienne decrivant mieux les concepts et la methode lagrangienne don-
nant des calculs plus simples. En pratique, il faut se familiariser avec les
deux formalismes. Nous aliens maintenant decrire deux consequences im-
portantes de 1'incompressibilite.

b) Conservation de / le long des orbites des particules

L'equation (10.25) exprime cette conservation, et cela permet en principe
de resoudre 1'equation de Vlasov par la methode dite des caracteristiques :
(10.6) etant une equation aux derivees partielles du premier ordre
lineaire et homogene, sa solution par la methode des caracteristiques
(methode de Lagrange) consiste a considerer le systeme associe d'equations
differentielles ordinaires :

qui definit un reseau de courbes caracteristiques dans 1'espace a sept dimen-
sions ~r*, ~w, t. On peut considerer 1'espace ~r*,lv,t comme parametre par
une variable T qui varie le long de chaque orbite comme on 1'a represente

sur la figure 10.3, de sorte que 1'on a /[r(r), W;(T),£(T) ] = /(T) et :

En posant :
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on obtient pour I'equation de Vlasov :

Figure 10.3 : Orbites dans 1'espace des phases.

Les equations (10.28)-(10.30) montrent que les caracteristiques sont les
trajectoires des particules individuelles dans le champ elect romagnetique.
Si on se donne pour condition initiale :

la solution de I'equation de Vlasov est la solution de (10.31) avec les con-
ditions finales :

et les conditions initiales :

Mais on a d'apres (10.31) :

et done la fonction de distribution se conserve le long des caracteristiques,
soit :
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ou r(0) et w(0) s'obtiennent en resolvant le systeme (10.28)-(10.30). Cela
est en general tres difficile ; mais en principe les orbites exactes [c'est-a-
dire les solutions du systeme (10.28)-(10.30)j donnent la solution exacte
de 1'equation de Vlasov a partir des conditions initiales pour /.

c) Ecoulement libre et modes balistiques

II y a comme nous 1'avons deja souvent souligne une difference essen-
tielle entre la description hydrodynamique d'un plasma et sa description
cinetique par 1'equation de Vlasov : les grandeurs hydrodynamiques ne
sont fonction que de ~rf et £, alors que la fonction de distribution contient
aussi la variable ~w. Toute 1'information sur la distribution des vitesses
disparait dans la description hydrodynamique. On doit done s'attendre
a trouver dans la description cinetique des modes qui n'apparaissent pas
dans la description hydrodynamique. Nous aliens le montrer sur un exem-
ple simple.

Considerons un gaz de particules neutres et sa description cinetique en negligeant
les collisions (gaz a basse pression). En se limitant a un ecoulement unidimensionnel
on peut poser ~r* = xe^, ~w = we^ et ecrire 1'equation d'evolution de la fonction de
distribution des vitesses f ( x , w , t ) sous la forme :

la densite de particules etant :

En resolvant (10.38) par la methode des caracteristiques, on trouve :

et done :

Posons maintenant f(w,x,t) = fo(w) + fi(w,x,t), ou f\ est une perturbation de la
fonction d'equilibre uniforme fo(w). Supposons que la fonction d'equilibre fo(w) soit
une fonction continue de w (par exemple une maxwellienne), de densite :

et considerons deux perturbations /j. de types differents, 1'une continue en to, et 1'autre
presentant une singularite. La perturbation de densite est :

La fonction f\ obeit aussi a (10.38) et sa solution est (10.42).
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• Dans le premier cas (perturbations regulieres), posons :

en supposant pour simplifier |e| <C 1. On a alors :

Pour une maxwellienne :

on peut montrer (cf. Problems P10-1) que Ton a :

c'est-a-dire une perturbation de densite qui s'amortit rapidement dans le temps
bien qu'il n'y ait pas de collisions. Dans une description hydrodynamique on ne
trouverait pas ce resultat (cf. probleme P10-1). L'amortissement rapide de la
perturbation de densite se comprend si Ton examine 1'evolution de la fonction
/l donnee par (10.46) et representee sur la figure 10.4. On voit que, bien que
1'evolution de /i soit reversible, elle est tres complexe : lorsque le temps croit f\
acquiert une structure fine en w, et de ce fait son integrate sur w qui represente
la densite decroit rapidement. Comme on le voit sur (10.46), cette decroissance
est due a un melange de phase en w pour n'importe quelle valeur de x. Le temps
caracteristique de ce melange de phase est ici 2/(fcot>t), la largeur caracteristique
en w de la perturbation etant vt et /CQ le nombre d'onde (cf. probleme P10-2 pour
un cas plus general).

• Pour etudier les perturbations singulieres posons :

c'est-a-dire que la perturbation n'existe que pour les particules de vitesses w = VQ
(perturbation du type "faisceau"). D'apres (10.42) on a alors :

et la perturbation de densite est :

Elle ne s'amortit pas et persiste indefiniment. On peut la considerer comme
un mode naturel (mode balistique) de nombre d'onde fco et de frequence kovo.
Comme VQ peut prendre toutes les valeurs de w contenues dans fo(w) qui est une
fonction continue de w, les modes balistiques constituent un spectre continu. Us
ne peuvent evidemment pas etre trouves par une theorie hydrodynamique.

d) / est une fonction des constantes du mouvement

Les equations des trajectoires des particules dans des champs
electromagnetiques donnes s'ecrivent :
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Figure 10.4 : Perturbation (reguliere) d'un gaz non collisionnel.
Modele unidimensionnel, perturbation f i ( t — 0) ~ cosfco^-
(a) evolution temporelle de f\.
(b) evolution temporelle de la perturbation de densite.

ou les champs E et B peuvent etre la somme de champs d'origine exte-
rieure et des champs self-consistants produits par le plasma. La solution
generale de ces equations est de la forme :
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ou GI, • • • ,CG sont les six constantes d'integration. En resolvant ces deux
equations, on obtient de maniere inverse :

quantites qui sont les six constantes du mouvement de 1'orbite qui passe a
1'instant t au point T* avec la vitesse ~w . Posons :

ou F est une fonction arbitraire des constantes du mouvement (10.56). On
a :

puisque d'apres (10.54) et (10.55) a est constante sur 1'orbite d'une par-
ticule et done :

En resume, les orbites dans 1'espace des phases, avec sur chacune le
temps comme parametre, sont les courbes caracteristiques de 1'equation de
Vlasov, pour des champs electromagnetiques donnes, et la solution generale
de 1'equation de Vlasov peut s'ecrire sous la forme d'une fonction arbitraire
des invariants des orbites (les constantes du mouvement d'une particule).
En pratique, il peut etre difficile de determiner les orbites (10.54) et (10.55),
mais relativement facile de trouver les constantes du mouvement pour
certains cas d'equilibre stationnaire. Dans de tels cas 1'ecriture de / sous la
forme (10.57) fournit des solutions utiles (mais non generates) de 1'equation
de Vlasov. En voici des exemples :

• Plasma homogene en equilibre sans champs : E = B — 0. L'energie
raw2 /I et la quantite de mouvement raw/ sont des constantes du
mouvement. Par consequent toute fonction

est une solution stationnaire de 1'equation de Vlasov.

• Plasma en equilibre dans un champ electrique E (T*) avec 5 = 0 .

Si Ton a par exemple E — e^E(x) = — e^(d0/cfcc), les constantes du
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mouvement sont [(mw^.)/2 + q<f)(x)] et les quantites de mouvement
mwy et mwz et toute fonction

est alors une fonction de distribution d'equilibre.
• Plasma homogene en equilibre dans un champ magnetique constant

B avec E — 0. En prenant comme axe Oz la direction de B, les
invariants du mouvement sont la quantite de mouvement mwz =

mw\\ parallele a B et 1'energie cinetique transverse rn(w^. + Wy) =
mw]_. Toute fonction

est une solution d'equilibre de 1'equation de Vlasov pour un plasma
place dans un champ magnetique uniforme en 1'absence de champ
electrique.

• Champs magnetiques presentant certaines symetries. L'etude des tra-
jectoires faite par les equations de Lagrange (cf. section 2.10) montre
alors que certaines composantes de la quantite de mouvement et/ou
du moment cinetique genfalises sont des constantes du mouvement.
La fonction de distribution peut alors s'ecrire sous la forme d'une
fonction arbitraire de ces constantes du mouvement (cf. probleme
P10-3).

Remarquons enfin que les invariants adiabatiques des orbites etudies
dans la section 2.5 sont des constantes approximatives du mouvement.
Ces invariants sont tres utiles pour ecrire des fonctions de distribution
approchees dans les equilibres d'un plasma dans des champs magnetiques
de structure plus complexe, tels qu'on les rencontre dans les dispositifs de
confinement des plasmas (machines a miroirs, tokamaks, stellarators, etc.)
ou en astrophysique.

10.2.3 Conservation de Pentropie
En mecanique statistique classique 1'entropie d'un systeme hors d'equilibre
est donne par la formule :

Le postulat de base de la mecanique statistique est que le macro-etat,
represente ici par la fonction de distribution simple /, evolue de maniere



ModeJe de Vlasov-Maxwell 119

a rendre maximum 1'entropie S. On suppose en general que de petits
evenements aleatoires font errer de maniere ergodique le micro-etat (c'est-
a-dire les positions des particules individuelles dans 1'espace des phases) :
il y a des mouvements aleatoires des particules dans 1'espace des phases.
Cette marche aleatoire est en general le resultat des collisions. On peut
alors montrer que dS/dt > 0 (theoreme H de Boltzmann) et que les col-
lisions conduisent a un etat asymptotique dans lequel dS/dt = 0 et ou la
fonction de distribution / est maxwellienne (cf. paragraphe 8.5.4).

Quand 1'evolution de la fonction de distribution / est decrite par
1'equation de Vlasov, on obtient en derivant (10.63) et en tenant compte
de (10.6) :

ou Ton a utilise la propriete d'incompressibilite. Si Ton suppose que / tend
assez vite vers zero lorsque ~w —> oo, le dernier terme s'annule. Le premier
terme est egalement nul pour un systeme borne contenant un nombre fini
de particules, de sorte que /("r* —> oo) = 0 (il s'annule aussi quand on
a des conditions aux limites periodiques). L'equation de Vlasov conduit
done a :

On remarque que la derniere forme de (10.64) represente le flux d'entropie
a travers les frontieres du systeme dans 1'espace ordinaire et dans 1'espace
des vitesses. Dans la mesure ou les conditions aux limites du systeme in-
terdisent tout echange d'entropie avec le monde exterieur, 1'entropie est
conservee dans le modele de plasma de Vlasov.

Le resultat (10.65) a un corollaire simple : la fonction de distribution
f reste toujours positive (sinon, avec / < 0, 1'entropie serait complexe).
Comme / est une densite de probabilite, il etait important qu'elle reste
toujours positive, ce qui n'est pas immediadement evident a partir de
1'equation (10.63).
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10.2.4 Conservation de 1'energie et de la quantite
de mouvement

Nous terminons cette etude des proprietes generates du modele de Vlasov-
Maxwell en etablissant une equation de conservation de 1'energie sous une
forme qui fait apparaitre de maniere explicite la fonction de distribution.
Pour cela il est commode de recrire 1'equation de Vlasov sous une forme
relativiste exacte. Posons done :

ou ~p* = ^m~w est le vecteur quantite de mouvement d'une particule, avec
7 = (1 — w2/c2)~1/2 = (1 + p2/m2c2)1/2, ra etant la masse au repos.
L'equation de Vlasov relativiste s'ecrit alors :

avec :

et :

L'energie relativiste totale d'une particule est :

et Ton a done :

On peut deduire de (10.67) 1'equation de transport de 1'energie totale
relativiste (multiplication par £ et integration sur ^p}. On obtient, compte
tenu de (10.68)-(10.71) :

ou
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est la densite d'energie relativiste des particules, et

leur flux d'energie relativiste. La version non relativiste de (10.72) est
discutee dans le probleme P10-4.

Le membre de droite de (10.72) est la densite de puissance apportee
par les champs electromagnetiques. On peut le recrire en faisant apparaitre
une densite et un flux d'energie en utilisant le theoreme de Poynting. Pour

etablir celui-ci il est commode d'introduire le vecteur H = B /IJLQ, les
equations de Maxwell s'ecrivant alors :

ou J est le courant du aux particules chargees du plasma, et Jext
est un courant produit par des sources exterieures (c'est-a-dire controle

independamment). L'equation de Poynting qui relie E • J a la densite
et au flux d'energie electromagnetique s'obtient en effectuant le produit

scalaire de (10.75) par H, de (10.76) par — E et en ajoutant les resultats,
soit :

ou

est la densite d'energie electromagnetique, et

est le flux d'energie electromagnetique (vecteur de Poynting) tandis que

— E • Jext est la densite de puissance apportee par les sources exterieures.

En combinant (10.72) et (10.77) pour eliminer (E • J ) on obtient
1'equation de conservation de 1'energie dans le modele de Vlasov-Maxwell :
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Remarquons que UEM et Up sont deux quantites essentiellement positives.
En 1'absence de sources exterieures les seuls echanges d'energie se font entre
les particules et les champs electromagnetiques. Le flux d'energie qui sort
d'un volume donne (ou y entre) peut etre du aux champs, aux particules
ou aux deux.

L'etablissement d'une equation de conservation de la quantite de mou-
vement est aussi direct mais un peu plus complique (cf. probleme P10-4) ;
on obtient :

ou

sont les densites de quantites de mouvement des champs et de la matiere,
et

les flux de quantite de mouvement correspondants. Le membre de droite de
1'equation (10.81) est la densite de force exercee par les sources d'origine
exterieure.

10.3 Dynamique electrostatique, linearisee,
a une dimension

La resolution du systeme des equations de Vlasov-Maxwell est en general
tres difficile. C'est pourquoi dans un premier temps nous allons reduire
1'espace des phases a une dimension tant en position qu'en vitesse, en
nous limitant d'ailleurs a des equations dynamiques non relativistes. Cela
reduit aussi les equations de Maxwell a leur forme electrostatique tres sim-
ple. Physiquement cela revient a considerer un plasma dans lequel le mou-
vement des particules est restreint a une direction, celle d'un fort champ
magnetique d'origine exterieure.
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Soit x la coordonnee dans le systeme a une dimension etudie. En posant

~w = we^, E = Ee^, et B — 0 on a d'apres (10.1)-(10.5) :

Ces equations sont aussi non lineaires a cause du dernier terme de (10.86) et
done en general difficiles a resoudre. Dans ces conditions, nous les resolvons
pour des perturbations de petite amplitude d'un etat d'equilibre homogene,
neutre, et sans champ, comme cela fut fait pour la premiere fois par L. D.
Landau [112].l Quelques annees plus tard N. G. Van Kampen [128] a
resolu le meme probleme par une technique completement differente (celle
des modes normaux des equations integrates singulieres) reprise ensuite,
developpee et assise par K. M. Case [129]. Les methodes de Landau et
Van Kampen conduisent au meme resultat pour la resolution du probleme
aux valeurs initiales. Chacune a ses avantages propres du point de vue
mathematique ou physique. Nous developpons d'abord en detail celle de
Landau, car elle est plus directe, et a ete appliquee de maniere beaucoup
plus large dans la description des ondes lineaires et des instabilites dans
les plasmas.

10.3.1 Solution des equations linearisees par
transformation de Fourier-Laplace

On suppose que dans 1'etat d'equilibre, le plasma est constitue d'electrons
et d'ions de densites uniformes et constantes neo et n^o :

1. Nous considerons un plasma infiniment magnetise (c'est-a-dire oil B ext = Boe£
avec BQ —* oo) alors que Landau traitait des ondes lineaires electrostatiques dans un
plasma non magnetise ; mais la solution de ce probleme peut aussi se ramener a un
nrobleme ennivalent a nne dimension (cf. ser.t.ion 10.4").
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ou les indices 0 se rapportent a 1'etat d'equilibre, et /o = fo(w). Sup-
posant 1'etat d'equilibre electriquement neutre, on a neo = Z^n^, ou Zi
est la charge d'un ion, et Ton a en 1'absence de source externe EQ — 0.
Done, d'apres (10.86), fso(w), pent done etre une fonction arbitraire de w.
On voit que cela veut dire, en particulier, que les fonctions de distributions
non perturbees ne sont pas forcement des maxwelliennes d'equilibre ther-
modynamique, et que par consequent elles peuvent etre a priori stables ou
instables vis-a-vis des perturbations.

Pour des perturbations de petite amplitude, on pose pour chaque espece
de particules :

En posant E = Ei(x,t), on obtient a partir de (10.86)-(10.88) les equa-
tions linearisees :

ou la source externe est supposee de petite amplitude.

a) Transformation de Fourier-Laplace

a) Formules generates On resout maintenant les equations (10.93)-
(10.95) comme suit : on transforme par Fourier-Laplace2 les champs de
perturbation dependant de 1'espace et du temps, de sorte que (10.93)-
(10.95), devenues algebriques, se resolvent facilement. Les dependances
spatio-temporelles des champs sont ensuite obtenues en inversant la trans-
formation de Fourier-Laplace. Pour effectuer ces calculs, il faudra definir
avec soin les transformees, leurs domaines de convergence absolue, et les
contours d'integration dans les transformations inverses. Ainsi, par exem-
ple, les transformees de Ei(x,t) et fsi(w,x,t) sont :

2. La transformation de Fourier spatiale des fonctions est consideree ici dans sa forme
generale d'une transformation de Fourier complexe.
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ou les domaines de convergence absolue (DCA) des fonctions transformers
sont represented sur la figure 10.5 .

Figure 10.5 : Domaines de convergence absolue (DCA) dans les plans com-
plexes u et k.
L est un contour de Laplace dans le plan u>. F est un contour de Fourier dans le
plan k.

Les transformers inverses correspondantes sont :

oil les contours L et F sont dans les domaines respectifs de convergence
absolue (DCA) comme represente sur la figure 10.5. Des transformations
analogues sont effectuees pour pext. Le choix des DCA est base sur le
principe de causalite. Ainsi, comme on suppose que tous les champs sont
nuls pour t < 0, le DCA dans le plan complexe u est une fraction du demi-
plan superieur3 ; en general il est au-dessus de 1'axe uj reel pour permettre

3. On peut verifier directement sur (10.96) que les DCA ont bien 1'allure represented
sur la figure 10.5. Pour L par example, il suffit pour cela d'examiner le comportement
pour t —> oo du facteur el<Jjt : il est clair qu'il tend vers 1'infini pour toute valeur negative
de 3(w).
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les eventuels champs croissants (instables). Dans le plan k le DC A est
une bande contenant 1'axe k reel, car a partir d'une excitation initiale
localisee les perturbations ne peuvent se propager qu'avec une vitesse finie
et ont done forcement une extension finie en x. Le DC A en forme de bande
dans le plan k permet des champs decroissant exponentiellement lorsque
x —> ±00 ; il contient 1'axe reel pour permettre de representer des champs
de module integrable4 en x. Le principe de causalite permet en fait de
relier entre eux les deux DC A dans les plans u> et k [60].

/?) Solution dans 1'espace (A;, a;) Les transformers de Fourier-Laplace
de (10.93)-(10.95) sont :

En effectuant la transformation de Laplace de (10.93) on a tenu compte
des valeurs initiales des fonctions de distribution qui ont ete ecrites dans
(10.100) apres la transformation de Fourier dans 1'espace sous la forme
fai(w,k,t = 0) = gsi(w,k). Notons aussi que 1'on a utilise les memes
notations pour les grandeurs fonction de 1'espace et du temps et pour
leurs transformees de Fourier-Laplace (il ne devrait pas y avoir de confu-
sion, puisque les transformees sont des quantites complexes). Ainsi, dans
(10.100)-(10.102), fsi = fai(w,k,u), Ei = Ei(k,w), et Pl = pi(k,u); k et
(jj sont dans leurs DC A respectifs. Nous ecrirons par ailleurs a partir de
maintenant (dfso/dw) avec la notation f ' s 0 .

Les equations (10.100)-(10.102) sont algebriques et on en deduit facile-
ment les expressions des champs en fonction des excitations /9ext et gs\. A
partir de (10.100) on trouve, en notant que k et ui sont dans leur DC A5 :

4. Plus generalement, la representation des champs croissant exponentiellement dans
1'espace peut requerir un certain DCA pour x > 0 et un autre DCA pour x < 0. Ceux-
ci pourraient etre un demi-plan supereur ou inferieur dans le plan k ; si ces DCA se
recoupent, la bande de recoupement est le DCA pour toute valeur de x.

5. (10.93) peut aussi etre resolue par la methode des caracteristiques introduite au
paragraphe 10.2.2 a) ; en effectuant ensuite la transformation de Fourier-Laplace, on
obtient le meme resultat (10.103) (cf. probleme P10-5).
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d'ou :

On voit qu'il y a deux parties dans la densite de charge pi, une qui
depend du champ electrique EI que nous appelons la densite de charge
"collective" :

et 1'autre qui depend des conditions initiales gsi des fonctions de distribu-
tions perturbees :

En portant (10.104)-(10.106) dans 1'equation de Poisson (10.102) on ob-
tient :

ou les diverses excitations ont ete combinees en une densite de charge
d'excitation />exc. Compte tenu de (10.105) qui exprime pco\\ en fonction
de EI, on peut resoudre (10.107) par rapport a EI en fonction de /9exc ;
sa transformed de Fourier inverse determine le champ electrique Ei(x,t)
pour des densites de charge externe donnees, et des conditions initiales
imposees aux fonctions de distributions perturbees. Avant d'ecrire cela
explicitement, il est commode d'introduire diverses fonctions de reponse
("interne" et "externe").

b) Fonctions de reponse lineaires dans 1'espace (A:, a;)

La dynamique des perturbations du plasma decrite par 1'equation de
Vlasov linearisee fait correspondre a un champ electrique donne EI une
densite de charge collective (10.105). Cela permet de definir une fonction
de reponse interne, la susceptibilite longitudinals X£,(/?, a;), par la formule :
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avec, d'apres (10.105) :

ou Ton a introduit pour chaque espece une frequence plasma ujps =
(q^nso/meQ)1/2 et une fonction de distribution normalised :

Comme chaque espece de particule du plasma contribue independamment
a la densite, (10.109) peut s'ecrire :

ou la susceptibilite longitudinale de chaque espece est simplement :

On note qu'a ce stade, elle est definie seulement dans les DCA des plans
complexes w et k.

En portant maintenant (10.108) dans (10.107), qui decrit les champs
electriques engendres par des excitations exterieures, on a :

ou

est la permittivite longitudinale du plasma. Par commodite de notation (et
pour s'y reconnaitre dans les unites) on a introduit le champ electrique
d'excitation Eey:c a la place de (/twA/ceo)-

Finalement, il est commode d'introduire la fonction de reponse longi-
tudinale du plasma 7£i(k,a;), encore une fonction de reponse externe qui
donne la partie collective de la densite de charge associee a une excitation
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exterieure donnee. En posant Eco\\ = pcoii/ikcQ, et en utilisant (10.107),
(10.113), on trouve :

En fonction de HL la reponse en champ electrique dans (10.113) est :

(Pour la fonction de reponse longitudinale du modele plasmas froids voir
probleme P6-1.)

c) Reponses naturelles. Relation de dispersion

Les modes longitudinaux naturels sont ceux pour lesquels E\ ^ 0 pour
-Eexc = 0 ; leurs nombre d'onde et frequence complexes sont relies par la
relation de dispersion DL(k,ui) = 0. A partir de (10.113) on trouve done :

La relation de dispersion est une contrainte imposee entre k et cu :

Les champs d'onde complexes avec une dependance spatio-temporelle en
exp(ikx — iuit), qui satisfont la contrainte de la relation de dispersion, sont
appeles les modes naturels.

d) Reponses forcees. Fonction de Green

Nous nous limitons au cas des plasmas homogenes et laissons done de cote
le probleme plus pratique (et plus complique) d'une excitation externe
considere comme un probleme avec condition aux limites. Une bonne etude
de ce cas se trouve dans 1'article original de Landau [112], et dans la
reference plus recente [127] ou 1'analyse theorique est reliee de maniere
tres interessante a diverses experiences.
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Pour une excitation donnee, le champ electrique est determine par
(10.113) ou (10.116), soit :

La premiere egalite dans (10.118) montre que, comme dans un dielectrique
ordinaire, la permittivite K^k^uj] tend a "ecranter" le champ d'excitation
exterieure Ee^c. Mais la permittivite d'un plasma n'est pas une constante,
elle est en general fonction de k et uj ; on dit que le plasma est un mi-
lieu dispersif, temporellement et spatialement. /£/,(&, u;) agit comme un
"ecran dynamique" vis-a-vis du champ d'excitation. La seconde egalite
dans (10.118) montre explicitement que le champ dans le plasma est la
somme du champ d'excitation impose et du champ collectif.

La variation spatio-temporelle du champ electrique s'obtient en effec-
tuant sur (10.118) une transformation de Fourier-Laplace inverse.

On peut aussi introduire la fonction de Green du champ electri-
que, GL(X^), c'est-a-dire le champ electrique resultant de Eexc(x,t] =
6(x)6(t) <-» Eexc(k,uj) = 1 ou 6(x) et 6(t) sont des fonctions impulsion de
Dirac. On a alors :

et

On voit que les singularites de la fonction de Green dans les plans com-
plexes A; et a; sont donnees par la relation de dispersion (10.117). Une fois
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connue la fonction de Green, le champ electrique produit par une excitation
quelconque se calcule par convolution :

Nous avons ainsi termine la resolution formelle du probleme de Landau
a une dimension. Etant donnees les fonctions de distributions a 1'equi-
libre fso(w) de chaque espece de particule et les conditions initiales de
perturbation gsi(w,k) et/ou pext, le champ electrique de perturbation est
donne par (10.119) ou de maniere equivalente par (10.148)-(10.123). Les
perturbations /si, et pext des fonctions de distributions et de la densite de
charge s'obtiennent a partir de (10.103) et (10.104) apres inversion de la
transformation de Fourier-Laplace. Pour calculer 1'une quelconque de ces
grandeurs, il faut done faire trois sortes d'integrations : des integrations
sur w pour trouver les susceptibilites (10.112) et les densites de charge
initiales (10.106) ; des integrations dans les plans complexes A; et a; selon les
formules (10.119) et/ou (10.121)-(10.123) d'inversion de la transformation
de Fourier-Laplace. Pour simplifier cette demarche on considere d'abord
des perturbations periodiques dans 1'espace ; cela permet d'etudier la sta-
bilite ou 1'instabilite lineaire d'un plasma defini par un choix quelconque
des fonctions de distribution d'equilibre.

10.3.2 Perturbations periodiques dans 1'espace

a) Calcul formel de la fonction de Green

Comme on 1'a vu dans la section 6.5, il suffit pour determiner la stabilite
ou 1'instabilite d'un etat d'equilibre uniforme de determiner 1'evolution
asymptotique dans le temps des perturbations periodiques dans 1'espace.
Considerant done une telle perturbation, on pose :

ou kr est le nombre d'ondes reel (definissant la periodicite spatiale) de la
perturbation et Eeyic(t]kr} le champ dependant arbitrairement du temps
d'excitation a cette valeur de kr. La transformation de Fourier-Laplace de
(10.124) donne :

et (10.119) devient done :
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ou

On a done elimine 1'integration dans le plan complexe k. On voit d'ailleurs
que exp(ikrx] est un mode propre de la dynamique lineaire du plasma, en
ce sens qu'une excitation de la forme (10.124) produit une reponse (10.126)
ayant la meme dependance spatiale. Une superposition de ces modes (c'est-
a-dire une integrale de Fourier) permet de representer toute fonction de
r integrable et de comportement non pathologique. La simplification que
nous avons faite nous limite done a des champs ayant une structure spatiale
de ce type. Cela exclut par exemple les champs croissant exponentiellement
dans 1'espace (cf. [60] pour de tels cas).

Etudions done 1'evolution temporelle des champs produits par une ex-
citation spatialement periodique. La fonction de Green d'un champ elec-
trique de perturbation de la forme Eexc(t;kr) = 6(t) <-*• Eexc(u;kr) = 1
est :

avec :

ou 1'integration est faite dans le DCA du plan uj le long du contour ouvert
L (cf. Fig. 10.5) ou XL(kr,u), donne par (10.111) et (10.112), est bien
definie.

Une integrale telle que celle qui apparait dans (10.129) peut se cal-
culer en fermant tout d'abord autant que possible le contour L par 1'arc
|a;| —> oo, puis en appliquant le theoreme de Cauchy et la formule des
residus autour des singularites encloses par le contour d'integration. II
faut evidemment que la fermeture du contour le long de 1'arc \u>\ —+ oo
amene une contribution nulle a 1'integrale. Or 1'integrand de (10.129) con-
tient deux termes : 1'exponentielle exp(—iuit) qui possede une singularite
essentielle pour |o;| —>• oo ; et "/^(Avju;) qui, jusqu'a maintenant, n'est
definie que pour les valeurs de uj situees dans le DCA, c'est-a-dire a;^ > 0.

Considerons done tout d'abord la fermeture du contour L par un arc
situe dans le demi-plan uj superieur, c'est-a-dire pour \u —> oo avec uji > 0.
La contribution de la singularite essentielle sera nulle si nous fermons de
cette maniere le contour L pour t < 0. De plus, d'apres le lemme de
Jordan, KL(kr, \u\ —> oo) avec uji > 0 doit s'annuler au moins aussi vite
que (1/cj). Cela depend des proprietes de XLS(kr,u) donne par (10.112).
En developpant 1'integrand de (10.112) pour les grandes valeurs de uj et
en integrant par parties on trouve :
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Figure 10.6 : Fermeture du contour L pour le calcul de 1'integrale (10.129).

Pour des fonctions de distribution a 1'equilibre, fso(w)i qui s'annulent suf-
fisamment vite pour w —> ±00, et qui sont integrables (conditions qui sont
toujours physiquement satisfaites), X^s(fc r, \ui\ —> oo; uii > 0) tend vers
zero comme (I/a;2), et done, pour t < 0, le contour L peut entourer tout
le DCA dans le plan uj comme on le voit sur la figure 10.6. Le principe
de causalite impose d'ailleurs qu'il n'y ait pas de reponse du plasma avant
1'application de 1'excitation (a t = 0). II ne peut done pas y avoir dans le
DCA de singularite de 1'integrand de (10.129). II en resulte qu'il n'y a pas
de zero de KL(kr,cu) lorsque a; est dans son DCA, de sorte que finalement
pour t < 0 (10.129) s'annule et Ton a :

Pour t > 0, la singularite essentielle de exp(—iwi) pour \u?\ -^ oo
imposerait que 1'on ferme le contour par un arc dans le demi-plan u;
inferieur. Mais, a ce stade, la susceptibilite n'est pas definie en dehors
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de son DCA. Meme si on peut montrer que la fermeture du contour L
pour t > 0 peut se faire par un demi-cercle trace a 1'infini dans le demi-
plan inferieur avec \u)\ —-» oo, comme represente sur la figure 10.6, le calcul
de 1'integrale (10.129) demande malgre tout que Ton connaisse les singu-
larites de 1'integrand en dessous du DCA. Pour les trouver, il nous faut
finalement effectuer un prolongement analytique de Xi,(kr,u} donne par
(10.109)-(10.112), dans tout le plan complexe |u;| —> oo.

b) Prolongernent analytique de XL(kr,u)

a) Contours de Landau En examinant 1'integrand de (10.112) on voit
que lorsque w passe en dessous de son DCA, 1'integrale a une discontinuite
sur 1'axe reel pour uj au point w = (cur/kr). On a done :

qui est definie pour toute valeur de kr si cu est dans son DCA mais a
une ligne de discontinuite sur 1'axe reel du plan u> (sauf evidemment si
f'so(w) = 0). Ce comportement discontinu peut etre evite en considerant
1'integration dans (10.132) comme effectuee dans le plan complexe w et
en deformant convenablement le contour de 1'axe reel de ce plan lorsque uj
descend en dessous de son DCA. Cela est represente sur la figure 10.7 ou
1'on voit que pour kr > 0 la deformation correcte du contour est vers le
demi-plan w inferieur, le long de r+ ; tandis que pour kr < 0 la deformation
est a faire vers le demi-plan superieur le long de F_ ; on appelle F_ et F+

des contours de Landau, parce que c'est Landau qui montra le premier la
necessite de telles deformations dans son analyse des perturbations dans un
plasma non magnetise [112] (cf. section 10.4). Le prolongement analytique
de XL(kr,u)) dans tout le plan complexe a; fait done apparaitre en general
deux fonctions de susceptibilite :

et

qui sont valables dans tout le plan LU.

(3) Exemple d'une distribution de Lorentz-Cauchy A titre d'exemple,
on peut examiner le cas ou fso(w) est une fonction de Lorentz-Cauchy (ou de resonance)
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Figure 10.7 : Deformation du contour dans le plan w pour le prolongement
analytique de XL(kr,cu}.

(a) pour kr > 0.
(b) pour kr < 0.

simple :

Les integrations dans (10.133) et (10.117) peuvent alors se faire facilement (cf. probleme
PlO-6) et on trouve :

et

que Ton peut evidemment regrouper en une seule expression :

valable pour n'importe quelle valeur de kr reel et u complexe. On voit que cette suscep-
tibilite n'est pas une fonction analytique de kr\ Les integrations dans le plan complexe k
devraient tenir compte de ce point (cf. [127] et probleme PlO-6). Pour les distributions
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de Lorentz-Cauchy, on voit de plus sur (10.138) que XL s(fc r , u> —> oo) ~ (1/cj2) pour
u>i > 0 et (jJi < 0. Et done, quand on calcule pour de telles distributions la reponse
(10.129) du plasma pour t > 0, le contour L peut etre ferme par le demi-cercle infini
(\u> —» oo) trace dans le demi-plan w inferieur, comme represente sur la figure 10.6. On
peut aussi remarquer que les contours de Landau sont aussi necessaires pour effectuer
le prolongement analytique de 1'integrale qui apparait dans le calcul de la densite de
charge (10.106) due aux conditions initiales (cf. probleme P10-7).

La fonction de distribution de Lorentz-Cauchy (10.135) n'est pas, en fait, une repre-
sentation physiquement satisfaisante des distributions reelles : elle contient trop de par-
ticules de grande vitesse, et conduit a un moment du deuxieme ordre (1'energie moyenne
d'une particule) infini. C'est neanmoins une representation utile dans un domaine limite,
c'est-a-dire pour \w\ < a. Des fonctions "de resonance d'ordre superieur", peuvent
fournir une meilleure approximation des fonctions de distributions reelles.

7) Partie principale. Formules de Plemelj Comme autre exemple,
considerons le cas mathematiquement special, mais physiquement habituel,
d'une fonction de distribution d'equilibre fo(w) analytique pour toute
valeur finie de w. L'integrale singuliere qui figure dans (10.132) est de
la forme :

qui doit etre aussi consideree dans le plan complexe u>, comme represente
sur la figure 10.7. Lorsque uj descend dans le demi-plan inferieur, on a :

1. Pour kr > 0 [Fig. 10.7(a)] :

2. Pour kr < 0 [Fig. 10.7(b)j :

On peut maintenant introduire la notion de partie principale d'une
integrate dans le plan complexe, en utilisant les contours representes sur la
figure 10.8. En posant /Q/(W — WQ) = F on peut ecrire :
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Figure 10.8 : Contours pour le calcul de la partie principale dans le plan
complexe.

C'est la generalisation au plan complexe de la formule classique de
definition de la partie principale d'une integrale. On a, de plus :

En remarquant que les contours F_ et r+ peuvent etre deformes respec-
tivement en C- et C+ on trouve a partir de (10.142) et (10.143) :

et

Dans le cas ou WQ est reel, c'est-a-dire WQ = (ujr/kr) = wor, on a ainsi etabli
les formules operationnelles dites de Plemelj pour les integrates singulieres
[273], [274], soit :

ou P designe la partie principale et 6 la fonction impulsionnelle de Dirac.

6) Expression de XLs Ainsi, en utilisant (10.144) et (10.145), et re-
marquant que le signe du second terme dans ces deux equations est celui
de A;r, c'est-a-dire (kr/\kr\), on peut recrire le prolongement analytique de
(10.132) donne par (10.133) et (10.117) en une seule formule :
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On peut maintenant trouver les singularites de 1'integrand de (10.129)
qui determinent la fonction de Green pour t > 0 ; ce sont les zeros de
KL(kr,ui), c'est-a-dire les solutions de I'equation de dispersion :

ou XLs(kr,(jj} est donne par (10.147). II se peut, cependant, que la ferme-
ture du contour L pour |o;| —> oo dans le demi-plan complexe uj inferieur
soit impossible. Ainsi, pour une maxwellienne, on ne peut pas calculer
1'integrale dans (10.129) pour t > 0 par une integration de contour dans
le demi-plan w inferieur, comme represente sur la figure 10.6. Malgre
cela,la fonction de Green asymptotique dans le temps, qui est la grandeur
interessante pour la stabilite, peut, elle, etre determinee.

b) Fonction de Green asymptotique dans le temps
pour les perturbations
periodiques dans 1'espace

Ayant fait le prolongement analytique de KL, on peut maintenant trouver
les singularites de K^1 au-dessous de L. On peut ensuite en deduire facile-
ment la valeur asymptotique dans le temps de (10.128), par la deformation
permise du contour L vers u^ —> — oo, representee sur la figure 10.9 .

En designant par ujm(kr} = cumr(kr) + i(jOmi(kr} la singularite de
K^l(kr,u;) qui a la valeur maximum de uJi(kr} — umi(kr), on a :

Done :

1. si umi(kr) < 0 pour toutes les valeurs de kr, les perturbations
s'amortissent avec le temps, on a stabilite ;

2. si uimi(kr) = 0, les perturbations sont oscillatoires, on a une onde
pure ;

3. si umi(kr} > 0 pour une certaine valeur de fcr, les perturbations
croissent avec le temps, on a instabilite.
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Figure 10.9 : Deformation de L en L pour 1'evaluation asymptotique de
1'integrale (10.129).

On remarque que les singularites de la fonction de Green sont les so-
lutions de la relation de dispersion (10.148), c'est-a-dire les reponses na-
turelles u(kr) du systeme pour un nombre d'onde k reel [cf. paragraphe
10.3-l.b)].

De maniere plus generale, dans les plasmas homogenes lineairement instables (c'est-
a-dire pour lesquels la condition 3 ci-dessus est satisfaite), la limite asymptotique tem-
porelle (10.121) de la fonction de Green permet de faire une distinction entre les insta-
bilites absolues et convectives ; il faut pour cela considerer la fonction de Green pour
des perturbations spatiales localisees et son calcul par (10.121) exige que sa transformee
soit definie pour k et u tous deux complexes (pour plus de details cf. [60]).

10.3.3 Excitation externe d'un plasma stable

a) Etat stationnaire

Pour mieux apprecier la signification physique de la susceptibilite (10.147),
supposons que les modes naturels, donnes par (10.148), soient tels que
Umi(kr) < 0, c'est-a-dire stables. Considerons, pour un tel plasma,
une source externe de frequence reelle u;re, c'est-a-dire £l

exc(i; kr) ~
exp(—iu>ret). On a alors :
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et ses singularites dans le plan u) ont 1'allure representee sur la figure 10.10.
Dans 1'inversion de la transformation de Laplace (10.150), la deformation

rsj

du contour de Laplace L vers L donne pour 1' expression asymptotique dans
le temps du champ :

c'est-a-dire un champ periodique en x et t a la frequence o;re de la source.
Dans cet etat stationnaire, il est interessant d'examiner le bilan moyen
dans le temps de puissance entre la source externe et le plasma stable.

Figure 10.10 : Singularites et deformation de L en L pour calculer le champ
(10.150) dans un plasma stable (ijjmi < 0) excite par une source a la
frequence uire.
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b) Equation d'energie

L'equation de conservation de I'energie de perturbation se deduit facile-
ment de 1'equation de Maxwell-Ampere ecrite pour les champs electrosta-
tiques a une dimension considered ici :

ou Ton a represente la source exterieure par une densite de courant : Jext =
—eo(dEexi/dt). En multipliant (10.152) par EI, on obtient :

ou nous reconnaissons en (eoE^/2) = UE la densite (instantanee et locale)
d'energie de perturbation du champ electrique et en — EI Jext la densite de
puissance (instantanee et locale) fournie au plasma par la source externe.

La relation (10.153) entre Ji et E\ est non locale dans 1'espace comme
dans le temps. II en resulte qu'on ne peut pas en general 1'ecrire sous
la forme d'une equation de conservation locale et instantanee. On peut
montrer cependant [361] que dans un milieu faiblement dissipatif, et pour
des champs monochromatiques dont 1'amplitude varie lentement (c'est-a-
dire des champs quasi monochromatiques), EI ~ £(xs,ts) exp(ikrx — iujrt),
la moyenne (prise sur les variations rapides representees par kr et wr) de
E\J\ donne :

ou UK, SK et p sont respectivement la densite d'energie de perturbation, le
flux d'energie de perturbation presents, et la densite de puissance dissipee
dans le milieu plasma. Pour les champs periodiques dans 1'espace et le
temps EI ~ exp(ikrx — iujret) du regime stationnaire impose par la source
exterieure, la moyenne de (10.153) donne compte tenu de (10.154) :

ou les crochets ( ) representent des moyennes dans le temps (ou 1'espace).
On peut aussi ecrire la puissance moyenne (p) dissipee dans le plasma, en
fonction des transformees E\(kr,u}re) et Ji(kr,ure) des champs complexes,
qui sont reliees entre elles par les fonctions de reponse (susceptibilite ou
conductivite). On a ainsi :
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ou la conductivite longitudinale est d'ailleurs reliee (du fait de 1'equation
de conservation de la charge) a la susceptibilite par la relation

On en deduit :

Remarquons que la condition de dissipation faible implique \(p)\ <C
\ure(U)\, ou (U) = (UE} + (UK} est la densite totale moyenne d'energie
de perturbation que nous trouverons dans la section 10.3.5 ; il en resulte
aussi que Ton a : \ReaL(kr,(jjre)\ <C \Imcr L(kr,ure)\ et \IrnXL(kr,ure}\ <C
\ReXL(kr,ure)\.

En examinant (10.155) on voit que si la puissance moyenne (p) dissipee
par le milieu est positive, la source externe doit en regime stationnaire
fournir cette meme puissance au milieu ; on dit alors que celui-ci a une
dissipation passive. Si au contraire (p) < 0, le milieu est capable de fournir
une puissance moyenne au systeme externe ; on dit alors que le milieu
a une dissipation active. Cela veut dire que tout en etant dans un etat
d'equilibre stable, comme nous 1'avons suppose, ce n'est pas Pequilibre
thermodynamique, et il possede de 1'energie libre qui se manifeste par
cette dissipation negative d'energie de perturbation.

c) Puissance moyenne dissipee

Evaluons maintenant et interpretons (10.158) dans le cas de la dynamique
electrostatique a une dimension, dans un plasma avec des fonctions de
distributions fso(w) arbitraires. Partant de (10.147) avec uj = ujre, on
peut introduire une fonction de distribution d'equilibre ponderee (par la
frequence plasma) :

La susceptibilite longitudinale peut alors s'ecrire :
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et d'apres (10.158) la densite de la puissance moyenne dissipee est :

On remarque que la susceptibilite pour A; et a; reels est complexe, a cause
des contours de Landau qui en donnent un prolongement analytique pour
u reel. La partie imaginaire de X/,(A;r,u;re), qui resulte de ce prolonge-
ment analytique correct, montre que le plasma possede une dissipation
electrodynamique - appelee dissipation de Landau. Comme celle-ci resulte
d'une description de la dynamique du plasma a partir de 1'equation de
Vlasov qui neglige les collisions, on dit aussi souvent qu'il s'agit d'une
dissipation non collisionnelle. Cela peut paraitre a premiere vue une con-
tradiction, et nous devrons clarifier la nature et le sens physique de cette
dissipation, mais on doit souligner des maintenant qu'elle n'intervient que
dans la dynamique de perturbation du plasma.

Sur la formule (10.161) on voit que pour (ure/kr) > 0, un plasma
stable a une dissipation passive ((p} > 0) pourvu que <£>'Q(W = LL>re/kr) < 0,
et une dissipation active ((p) < 0) si (po(w = ure/kr) > 0. L'interpre-
tation physique de ces deux cas est decrite sur les figures 10.11 (a) et
(b) respectivement ; elle fait intervenir 1'interaction d'une onde exterieure
imposee de vitesse de phase (ujre/kr} et des particules du plasma, donnee
par y>o(w), qui sont en resonance de phase avec 1'onde, c'est-a-dire telles
que w ~ (u>re/kr), et que nous designerons plus brievement par le terme
de particules resonnantes. On peut y distinguer deux groupes : celles qui
ont une vitesse w = u>_, legerement inferieure (de maniere differentielle) a
celle de 1'onde, et celles qui ont une vitesse w = w+ legerement superieure
(de maniere differentielle) a celle de 1'onde. Comme on le voit sur la figure
10.11(c) les particules de vitesse W- sont poussees par 1'onde, et gagnent de
1'energie et de la quantite de mouvement a partir de 1'onde. Au contraire,
les particules de vitesse w+ poussent 1'onde et lui transferent de 1'energie
et de la quantite de mouvement. Pour la fonction de distribution ponderee
representee sur la figure 10.11(a) (p'Q(w = ure/kr) < 0, et il y a done
autour de (ure/kr) plus de particules prenant de 1'energie a 1'onde que de
particules lui en transferant ; 1'onde fournit done de la puissance au plas-
ma et la dissipation du type Landau est positive. C'est le contraire qui se
produit pour la fonction de distribution representee sur la figure 10.11(b)
pour laquelle on a une dissipation de Landau negative. Nous verrons au
chapitre 11 qu'une dissipation de Landau negative peut conduire a une
instabilite.

Bien qu'a ce stade nous ne voulions pas discuter en detail les effets non lineaires,
les consequences de ceux-ci sont physiquement evidentes a partir de la description des
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Figure 10.11 : Interactions onde-particules resonnantes pour les plasmas
stables dans un champ exterieur.

(a) Dissipation passive.
(b) Dissipation active.
(c) Interaction onde-particules resonnantes.

interactions ondes-particules qui vient d'etre faite. Ainsi, il est clair que les particules
de vitesse w— qui sont poussees par 1'onde vont s'accelerer et devenir au bout d'un
certain temps des particules de vitesse w+ qui poussent 1'onde ; de meme les particules
de vitesse w+ qui poussent 1'onde vont etre freinees et devenir au bout d'un certain
temps des particules de vitesses w— poussees par 1'onde.
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En d'autres termes, pour une onde d'amplitude finie, les particules resonnantes
rebondissent dans le puits de potential de 1'onde au bout d'un certain temps, et
1'echange d'energie global entre 1'onde et les particules resonnantes s'annule. Une onde
d'amplitude finie est done sujette a l'amortissement de Landau seulement sur un in-
tervalle de temps plus court que le temps de rebondissement des particules . Dans la
dynamique lineaire stricte ou les champs de perturbation sont supposes d'amplitude
infiniment petite, le temps de rebondissement [cf. paragraphe 10.7.1(a)] est infini, et le
schema de l'amortissement s'applique. Mais par ailleurs aux echelles de temps longues,
on ne peut evidemment pas negliger les collisions ; si elles se produisent sur une echelle de
temps plus courte que le temps de rebondissement, elles tendent a restaurer l'amortisse-
ment de Landau meme dans une onde d'amplitude finie [cf. paragraphe 10.7.1(b)]. II y a
enfin un autre effet non lineaire evident dans 1'interaction onde-particules resonnantes :
puisque les particules w— sont accelerees et les particules w+ freinees, la fonction de
distribution (p$ au voisinage de w — (ujre/kr) tend a former un plateau, de sorte que
<P'Q(W — LJre/kr} s'annule et la dissipation d'energie disparait. Cette modification de
la fonction de distribution pres de la vitesse synchrone a 1'onde est ce qu'on appelle
1'effet quasi lineaire de formation de plateau [cf. paragraphe 10.7.2]. La aussi, les col-
lisions vont intervenir, empecher la formation d'un plateau en regime permanent et
restaurer l'amortissement de Landau avec une fonction de distribution modifiee [cf.
paragraphe 10.7.2(c)]. C'est en fait le scenario usuel dans le chauffage d'un plasma
et/ou la generation de courant continu par les champs d'une onde electromagnetique
produite par une source exterieure. Les details des effets non lineaires, de 1'effet de re-
bondissement et de la formation quasi lineaire d'un plateau seront repris dans la section
10.7.

Revenons maintenant a la dynamique lineaire du plasma en remarquant
que nous avons depuis le debut de cette section suppose le plasma stable.
Pour le verifier, il faut revenir aux modes naturels donnes par (10.148) sous
la forme uj(kr] — u)r(kr) -M a>i(fc r), et etudier le signe de umi(kr) [cf. para-
graphe 10.3.2 b)]. En general on ne peut le faire que numeriquement, mais
dans le cas tres interessant ou le mode naturel ujm(kr} est faiblement crois-
sant ou decroissant, c'est-a-dire \u>mi(kr)\ <C \umr(kr)\, des expressions
analytiques explicites de wmi(kr) peuvent s'obtenir comme nous allons le
voir pour une fonction (f>o(w) arbitraire.

10.3.4 Modes naturels faiblement croissants
ou decroissants

De maniere generale supposons qu'on recherche des solutions D(kr,uj) — 0,
c'est-a-dire les ui(kr], dans lesquelles on ait :
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Un developpement en serie de Taylor de D(kr,ui) donne :

Dans les descriptions cinetiques des ondes Dr(kr,ujr) et Di(kr,ujr) ne sont
pas nulles, ni leurs derivees par rapport a uor. Done, au premier ordre en
Wj, D(kr,ijj} = 0 conduit a :

et

Et cur(kr) est fourni par :

et

Dans les cas les plus courants on trouve \Di(kr,ujr)\ petit, de sorte que le
second terme de (10.166) est d'ordre superieur dans le developpement, et
|u;j(fcr)| est du meme ordre que Di(kr,u)r)\, ce qui rend d'ordre superieur
le second terme de (10.164). Et D(kr,u) = 0 donne done de maniere
approchee :

et

Les equations (10.168) et (10.169) sont souvent utiles pour trouver de
maniere approchee les modes faiblement amort is ou instables a partir d'une
relation de dispersion D(kr,uj) = 0. En fait leur validite n'est pas generale ;
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les hypotheses et les approximations faites pour les obtenir doivent etre
examinees soigneusement pour s'assurer qu'on peut les utiliser (cf. proble-
me P10-8).

Cela etant, a partir de (10.148) et (10.147), on a :

et

ou Ton a introduit la fonction de distribution ponderee ^>'Q(W} definie en
(10.159). A partir de (10.168) et de la definition de la vitesse de groupe :

on obtient :

On peut aussi montrer directement a partir de (10.170) que :

d'ou :

En portant (10.171) et (10.175) dans (10.169) on obtient finalement :

qui est valable dans la mesure ou |u^| <^ \ujr\ ; on a suppose ici que la
partie reelle de la frequence ur(kr) avait ete obtenue a partir de (10.168)
et (10.170).
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On voit que pour un ensemble donne de fonctions de distributions
d'equilibre fso(w), 1'instabilite (u>i > 0) ou 1'amortissement (uii < 0) de-
pendent du signe de la derivee de la fonction de distribution ponderee a
la vitesse de synchronisms avec la phase de 1'onde et des valeurs relatives
des vitesses de phase et de groupe de 1'onde. Physiquement, le premier
parametre represente la difference entre le nombre de particules qui vont
plus vite ou moins vite que 1'onde ; il est done relie a la puissance dissipee
par effet Landau. Le deuxieme est relie comme nous aliens le voir au signe
de 1'energie d'onde (onde a energie positive ou negative).

10.3.5 Energie d'onde et puissance dissipee
dans 1'effet Landau

L'analyse precedente montre que l'amortissement ou I'amplification faible
des ondes sont dus a 1'interaction de 1'onde avec les particules synchrones
de vitesse w = (ur/kr), [cf. (10.176)]. Un mode naturel ujr(kr] est lui-meme
produit par les oscillations self-consistantes de toutes les autres particules
[cf. la partie principale de (10.170) qui exclut les particules resonnantes].
Pour les ondes de petite amplitude, il est done commode de considerer
un systeme conservatif a une seule onde forme par toutes les particules
de la fonction de distribution sauf les particules resonnantes. Le champ
electrique d'une onde non amortie y est self-consistant avec la dynamique
des particules non resonnantes. Dans ce systeme conservatif on a une den-
site (U} moyenne et un flux moyen (5) d'energie de perturbation, comme
on 1'a vu en (10.153) et (10.154) avec ici (p) = 0. Mais d'autre part 1'inter-
action du champ E\ de 1'onde non amortie et des particules resonnantes
doit introduire une dissipation moyenne d'energie (p).

En suivant la meme methode d'analyse de la perturbation qu'au para-
graphe 6.5.3 on a done :

et :

ou Pk est la (petite) densite moyenne de puissance dissipee pour les champs
non amortis du mode naturel, et £/&, Sk sont les densites et flux moyens
d'energie dans le mode naturel non amorti. Rappelons que (10.177) et
(10.178) se rapportent a des champs de types differents ; (10.177) sup-
pose (jji(kr}\ <C \(jjr(kr}\ et (10.178) correspond a \ki(u>r) <C \kr(ur)\. En
1'absence de dissipation on a pour le mode naturel :
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ou vg, la vitesse de groupe, est aussi la vitesse d'energie. On a done :

et il suffit done de calculer u)i(kr). Nous allons maintenant calculer Uk, Sk
et pk.

a) Modele rnultifaisceaux de Dawson pour Ki,(k,uj}

Pour separer les particules resonnantes et non resonnantes on peut con-
siderer la fonction de distribution d'equilibre comme la limite continue
d'un ensemble discret de fonctions de Dirac [113] (Fig. 10.12). Pour sim-
plifier nous nous limitons dans ce qui suit au cas d'une seule fonction
de distribution fo(w). Alors, on peut la discretiser en posant de maniere
generale :

Comme on le voit sur la figure 10.12, cela donne une representation de
fo(w) comme constitute d'un grand nombre de petits faisceaux ayant cha-
cun une distribution de plasma froid :

Figure 10.12 : Simulation d'une fonction de distribution continue, fo(w],
par un ensemble de faisceaux elementaires fb(w).
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avec

Pour un faisceau froid, la susceptibilite electrostatique (longitudinale) est
[cf. (6.24)] :

avec uo^ = (e2nb/raeo). La permittivite longitudinale pour la fonction de
distribution fo(w) assimilee a un ensemble de petits faisceaux est done :

A la limite continue, v^ —> w et rib —* nQ/Q(w)dw, on obtient :

ou (jj et k doivent etre pris dans leurs DCA respectifs, et ou la derniere
integrate a ete obtenue apres une integration par parties. C'est exactement
le resultat obtenu plus haut, (10.112) et (10.114) pour une seule espece
de particule, par une methode completement differente, la resolution par
transformation de Fourier-Laplace des equations de Vlasov-Poisson.

Pour les ondes faiblement amorties, on a vu dans la section 10.3.4 que
la relation de dispersion est determinee par (10.170), soit :

On peut maintenant interpreter (10.187) comme la limite continue du mo-
dele multifaisceaux qui (en prenant la partie principale de 1'integrale) ex-
clut les particules resonnantes autour de w = (ur/kr).

b) Densite d'energie des ondes dans un plasma

Dans 1'etude de la dynamique linearisee des ondes sur un faisceau d'elec-
trons, on a trouve [cf. (6.53)] que la densite d'energie moyenne dans 1'espace
ou le temps est donnee par :
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ou Ton reecrit (6.53) sous la forme (10.188) pour faciliter le passage a la
limite continue.
En appliquant ce resultat a un petit faisceau, et en passant a la limite
continue dans laquelle on represente la fonction de distribution d'equilibre
d'un plasma d'electrons fo(w) par un ensemble de petits faisceaux non
resonnants, on trouve pour la densite moyenne d'energie associee a une
onde de petite amplitude dans ce plasma :

La derniere expression dans (10.190) est d'une validite beaucoup plus generate car
elle s'applique aussi aux ondes electrostatiques dans un plasma place dans un champ
magnetique a condition de prendre la valeur appropriee de la permittivite longitudinale
KL (cf. par exemple [361]). Pour un dielectrique dispersif ordinaire (10.190) a etc ecrit
pour la premiere fois par L. Brillouin ([114], [115]).

On peut maintenant appliquer (10.189) aux ondes (kr,ujr) satisfaisant
la relation de dispersion (10.187). En utilisant (10.172)-(10.175) on trouve
a partir de (10.187) et (10.189)

qui a la meme forme que pour les ondes dans un faisceau froid [cf. (6.64)],
a ceci pres que dans le plasma vp = (ujr/kr) et vg = (dujr/dkr) doivent etre
determines a partir de (10.187). On peut montrer (cf. probleme P10-9) que
le flux d'energie moyen dans la direction x est donne par :

c) Echange d'energie onde-electrons resonnants

Dans 1'esprit de la methode de perturbation decrite ci-dessus on con-
sidere maintenant la dynamique (de perturbation) des petits faisceaux
resonnants dans les champs imposes par 1'onde non amortie produite
par les faisceaux non resonnants. Le champ electrique de 1'onde etant
E\(x,i] — EIQ sin(krx — wrt), le courant induit dans un faisceau est :
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ou V i ( x , t ) et rii(x,t) sont respectivement les pertubations de vitesse et de
densite produites par Ei(x,i). La densite moyenne de puissance echangee
avec 1'onde est alors :

ou il est entendu qu'on a fait le passage a la limite nb —> nofo(w)dw et
V}, —> w. (Notons que Ton considere la limite d'une distribution continue
de w parce que la vitesse de phase de 1'onde est en general arbitraire.)
On voit sur (10.194) que la phase relative de E\ et J^i est importante.
On doit done determiner J&i avec des conditions initiales appropriees, puis
calculer la moyenne spatiale (EiJ^i) de EiJ^i, et finalement prendre la
limite asymptotique dans le temps de 1'integrale dans (10.194) pour obtenir
une valeur p^ independante des conditions initiales.

Partant des equations linearisees d'un petit faisceau froid, on a done
d'abord :

avec les conditions initiales : vi(x,t = 0) = 0 et ni(x,t = 0) = 0. La
resolution de ces equations est facile et donne :

On remarque que le dernier terme de (10.199) est seculaire, c'est-a-dire
croissant lineairement avec le temps ; cela vient du fait que dans (10.195),
le terme d'excitation (le membre de droite) a la meme variation periodi-
que que la solution de 1'equation homogene : c'est un terme d'excitation
resonnante. C'est lui qui conduit a 1'echange d'energie.
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On voit done que la reponse des particules resonnantes est plutot sin-
guliere et semble remettre en question toute analyse lineaire de leur dy-
namique. En fait, la moyenne de E\ Jbi n'a pas de divergence et on trouve :

et avec (10.194) :

On voit que (10.201) depend du temps et contient pour toute valeur finie
t une contribution significative de chacune des deux especes de particules
(resonnantes et non resonnantes). Mais lorsque t —» oo, seules les particules
resonnantes contribuent a 1'integrale (Fig. 10.13).

Figure 10.13 : Limite asymptotique temporelle de 1'mtegrand de la puis-
sance dissipee, equation (10.201). La surface S du triangle ombre est la
meme que celle sous toute la courbe depuis -oo jusqu'a +00.

De maniere asymptotique dans le temps on a :
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et finalement :

Pour un plasma avec plusieurs especes de particules cela donne :

a comparer au resultat (10.161) obtenu pour une onde externe imposee.
En utilisant la description (10.168)-(10.171) d'un mode naturel faiblement
amorti, on trouve done :

avec Kn(krjujr} donne par (10.171).

d) Amortissement de Landau et energie d'onde

En portant (10.191) et (10.203) dans (10.177) on trouve :

qui est identique au resultat de (10.176) applique a un plasma constitue
d'une seule espece de particules.

On peut voir que u}i(kr) donne par (10.169) ou (10.177) donne :

qui resulte aussi de (10.190) calcule pour KLT = 0.
Pour conclure cette section, il faut noter que l'amortissement de Lan-

dau a ete obtenu dans la limite asymptotique temporelle. Cela rend
evidemment discutable 1'omission des collisions. Cela impose aussi de con-
siderer les effets aux temps longs des conditions initiales comme on 1'a fait
au paragraphe 10.2.1. Nous y reviendrons et reconsidererons le processus
de linearisation pour les particules resonnantes. Mais auparavant, nous al-
lons terminer 1'etude de la dynamique unidimensionnelle de perturbation
d'un plasma non collisionnel par 1'analyse des modes naturels dans un
plasma maxwellien.
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10.3.6 Ondes electrostatiques dans un plasma
maxwellien

Quand les fonctions de distribution d'equilibre des particules du plasma
sont maxwelliennes on peut obtenir des expressions analytiques explicites
de la relation de dispersion des ondes faiblement amorties (dans un plasma
maxwellien toutes les ondes sont evidemment stables). Les ondes electro-
statiques dans un plasma non magnetise peuvent etre separees en deux
families : les ondes de haute frequence (pres de upe), appelees ondes de
plasma electroniques (ou oscillations de plasma, ou ondes de Langmuir,
ou ondes de Bohm et Gross) dans lesquelles le mouvement des ions est
negligeable ; les ondes de basse frequence (en dessous de ujpi), appelees
ondes acoustiques ioniques (ou pseudosonores). Meme quand 1'amortis-
sement de Landau de ces ondes est fort, on peut ecrire leur relation de
dispersion au moyen de fonctions speciales qui ont ete tabulees en detail.

a) Ondes de plasma electroniques faiblement amorties

Dans le domaine des hautes frequences (a; ~ upe), on peut negliger le
mouvement des ions, et on a seulement besoin de considerer la fonction de
distribution a 1'equilibre foe des electrons. Pour une maxwellienne a une
dimension, on a :

avec vTe = (ftTe/rrie)1/2, et Ton voit sur (10.206) que \uJi\ decroit (exponen-
tiellement) lorsque la vitesse de phase de 1'onde vp = (ujr/kr) devient bien
plus grande que la vitesse thermique VTC des electrons. Ainsi, en integrant
par parties (10.170) avec s = e, puis en developpant en serie de Taylor, on
obtient :

ou w et u;2 designent des moyennes prises sur la fonction de distribution
foe. On peut voir que la serie obtenue ci-dessus n'est qu'une serie asymp-
totique (cf. probleme P10-10). En utilisant pour f0e 1'expression (10.208)
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et la relation de dispersion approchee Dr(kr,ujr} — 0 s'ecrit :

ou \r>e = VTe/Upe est la longueur de Debye electronique.
Le champ associe a ces ondes est le champ electrostatique qui derive

d'un potentiel : E\ = —(d^i/dx) ou avec les transformers : E\ = —ikr<pi ;
les densites de particules chargees sont reliees a E\ par les susceptibilites.
On peut ainsi montrer (cf. probleme PI0-11) que la densite electronique
oscille en opposition de phase avec </>i, (nei/ne0) ~ —(A;rA£>e)2(e0i/«re),
tandis que la densite ionique, qui est negligeable devant celle des electrons,
oscille en phase avec 4>\ : (nn/Hio) = — Zj(me/mj)(nei/neo). C'est essen-
tiellement la densite electronique qui produit le champ self-consist ant E\.
Ces resultats approches sont les memes que ceux qu'on obtiendrait par la
theorie des plasmas froids. L'equation de dispersion est cependant modifiee
de maniere importante par les effets d'agitation thermique.

De (10.211) on deduit la vitesse de phase :

qui montre que \vp\ 3> VTC suppose |fc rA£>e | 4C 1. On peut aussi calculer la
vitesse de groupe a partir de (10.211), soit :

qui est, on le voit, bien plus petite que la vitesse de phase ; on voit aussi [cf.
(10.191)] que ces ondes ont, comme on s'y attendait, une energie positive.
Sur (10.212) et (10.213) on remarque enfin que :

En portant (10.208), (10.212) et (10.213) dans (10.176) on trouve le
taux d'amortissement :
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C'est 1'amortissement de Landau6. Si 1'on definit une onde faiblement
amortie comme ayant au moins cinq periodes d'oscillation pendant la cons-
tante de temps d'amortissement, soit uji\ < u;r/50, la condition d'amor-
tissement faible (10.211) et (10.214) des ondes de plasma electroniques est
vp > 4i!Te ou kr\De < 0.3 ; ce qui donne alors vg < (3^Te/4) <C vp.

La relation de dispersion des ondes de plasmas electroniques est
representee sur la figure 10.14. La region des ondes faiblement amorties,
correspondant a (10.211) et (10.214), est dessinee en trait plein. On y voit
que la gamme de frequence couverte est assez etroite, de ujr — UJP a environ
<jjr = 1.2cjp. Les arcs representes en tirete sont ceux ou u)i(kr) et ujr(kr}
deviennent comparables. Us sont deduits de la relation de dispersion exacte
qui sera etablie plus loin au paragraphe c).

Figure 10.14 : Relation de dispersion u(kr) pour les oscillations de plasma
electroniques.

II faut bien voir que notre analyse de ces ondes est basee sur 1'equation de Vlasov
non relativiste (10.93) et une maxwellienne non relativiste (10.208) comme fonction
de distribution a 1'equilibre. Cette fonction de distribution contient des particules sans
aucun sens physique de vitesse superieure a la vitesse de la lumiere. Et done, 1'in-
teraction onde-particules, qui est responsable de l'amortissement de Landau donne par

6. Le facteur e~3/2 w 0.22 avait ete omis dans Particle original de L. D. Landau ; il a
ete introduit par J. D. Jackson [116].
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(10.214), est une fonction continue et finie (quoique fortement decroissante) de la vitesse
de phase (c'est-a-dire de la vitesse des particules resonnantes) quelle que soit sa valeur
comparee a la vitesse de la lumiere. On congoit physiquement qu'une theorie relativiste
du probleme va montrer que I'amortissement de Landau est identiquement nul pour les
vitesses de phase superieures a la vitesse de la lumiere ; une fonction de distribution
/O relativiste correcte n'a en effet aucune particule de vitesse superieure a c et done
une onde de vitesse de phase superieure a c n'est en resonance avec aucune particule
du plasma (cf. probleme P10-12).

Les oscillations de plasma electroniques et leur amortissement de Landau
ont ete etudies experimentalement ([118], [119]). Les mesures fournissent le taux
d'amortissement spatial ki pour une onde de frequenc reelle fixe ujr. Pour \ki\ <C \kr\,
on a vu en (10.180) que Ui(kr} = —Vgki(u)r), pourvu que |u;i(A;r)| <C ujr(kr)\, et on
peut done en deduire <jji(kr).

Certaines experiences ont ete faites sur un plasma de dimensions transversales finies.
La relation de dispersion pour kr inferieur a 1'inverse de la dimension transversale est
alors tres differente de (10.211). Les mesures de I'amortissement de Landau ont ete
cependant faites dans des conditions ou (10.211) etait une bonne approximation. Nous
arretons ici cette discussion des effets de dimensions transversales finies et renvoyons
pour plus de details le lecteur a [118] et [119].

b) Ondes ioniques faiblement amorties

Aux basses frequences, il faut tenir compte du mouvement des ions. Quand
les deux fonctions de distribution a 1'equilibre des electrons et des ions sont
des maxwelliennes a une dimension, foe est donne par (10.208) et

avec VTi = (KTi/nii}1/2. Sur (10.176) on voit qu'un amortissement faible
est maintenant possible pour VTI <C (ur/kr) <€. VT& pourvu que Te 3>
Tj. En calculant la partie reelle de la susceptibilite electronique pour
(ijjr/kr) <^ vj-ei on obtient :

La partie reelle de la susceptibilite ionique pour (ujr/kr) 3> VTi peut aussi
s'ecrire de maniere approchee :
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ou la derniere expression, obtenue par un developpement comme dans
(10.209), est a 1'ordre (wi/vp)

3. En utilisant (10.216) et (10.217) la partie
reelle de la relation de dispersion (10.148) devient approximativement :

En egalant cette expression a zero on obtient une equation de dispersion
approchee pour les basses frequences, valable pour v<n <C vp <C VT& et avec
Te^Ti, soit :

ou cs — (ZiKTe/mi)1/2 est la vitesse acoustique ionique. En calculant dans
les memes conditions la partie imaginaire des susceptibilites on obtient a
partir de (10.171) :

et finalement, compte tenu de (10.169) :

Ce resultat peut aussi s'obtenir directement a partir de la formule (10.176).
En examinant ces deux dernieres equations on voit que le premier terme
est du a l'amortissement de Landau electronique, qui dans la limite
(ujr/kr) <§; VTC devient constant ; le deuxieme terme est du a 1'amor-
tissement de Landau ionique qui dans la limite (cur/kr) ^> v^i decroit ex-
ponentiellement, et d'apres la relation de dispersion cela semble supposer
ZiTe ^ Tj. La relation de dispersion (10.219) a deux limites importantes,
de proprietes tres differentes, selon la valeur de (kr\De] comparee a 1'unite.

a) Ondes de plasma ioniques Pour k^X2
De ;§> 1, mais k^X2

Di <C 1,
(10.219) et (10.221) deviennent :



160 Theorie cinetique de Vlasov-Landau

On voit que uir(kr) dans (10.222) a la dispersion d'une onde de plasma
ionique, semblable a 1'onde (10.211) de plasma electronique trouvee pour
(u}r/kr) ^> VTC- Cependant, pour obtenir un amortissement faible (|u>{| <
|ov|/50) de cette onde de plasma ionique, il faut maintenant kr\Di <
0.3, ce qui avec la condition kr\£>e ^> 1 impose des valeurs beaucoup
plus grandes de (Te/Ti) ; par exemple, kr\oe — 3 demande Te > 100Tj,
kr\De = 5 demande Te > 300 Tj, et kr\De = 10 impose Te > 800Tj. Des
plasmas avec de pareils ecarts de temperatures sont plutot rares.

]3) Ondes acoustiques ioniques Pour k2X2
De <C 1 (10.219) et (10.221)

se reduisent a :

^-LU.Z^Oj

Ce sont les ondes acoustiques ioniques (ou pseudo-sonores) essentiellement
non dispersives. Si les ions sont des protons (Zi — 1), les termes d'amortis-
sement de Landau electronique et ionique deviennent egaux pour (Te/Ti) ~
12. Pour (Te/Ti) > 15, 1'amortissement de Landau ionique est negligeable
et les ondes acoustiques ioniques sont faiblement amorties (|o;;| < |u;r|/50)
seulement par les electrons .

Les champs de ces ondes de basses frequence acoustiques ioniques
sont tres differents de ceux des oscillations de plasmas electroniques de
haute frequence (cf. probleme P10-11). Comme vp <^. VTE, la reponse
(10.216) des electrons donne (nei/neo) ~ (e<pi/K,Te) qui est une rela-
tion d'equilibre quasi statique, appelee parfois reponse "adiabatique" des
electrons. L'oscillation de densite des ions est d'ailleurs en phase avec
celle du potentiel (j>i de 1'onde. Elle est comparable (tres legerement
superieure) a celle de la densite electronique ; on a en effet (nn/nio) ~
(1 + krX2

De)(e(j)i/KTe), de sorte que 1'onde acoustique ionique est quasi
neutre. Le champ electrique E\ y est produit de maniere self-consistante
par la legere difference entre les densites electronique et ionique.

Pour les plasmas les plus courants, ou les temperatures electroniques
et ioniques sont differentes avec 15 < (Te/Ti) < 100, les seules ondes de
basses frequences faiblement amorties sont les ondes acoustiques ioniques
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La relation de dispersion de ces ondes est represente sur la figure 10.15.

Ondes acoustiques ioniques faiblement amorties

Ondes acoustiques ioniques fortement amorties

Figure 10.15 : Ondes electrostatiques de basse frequence.

15 < (ZiTe/T,) < 100
A Ondes acoustiques ioniques faiblement amorties.
B Ondes acoustiques et ondes de plasma ioniques fortement amorties.

L'existence d'ondes acoustiques ioniques faiblement amorties a ete
verifiee experimentalement [121]. La aussi, les experiences ont ete faites
dans 1'espace, c'est-a-dire en excitant localement le plasma par une source
monochromatique de frequence uj = ur. Les mesures fournissent k —
kr + iki pour ujr donne. II y a eu une grande controverse quand ces
experiences ont montre, specialement dans les cas ou Ton a ki ~ fcr, une
decroissance non exponentielle des ondes aux grandes distances. Cela a ete
explique par une analyse theorique plus detaillee des experiences ([122],
[123]). On a montre que 1'excitation locale du plasma produisait, en plus
des modes naturels, des modes balistiques qui dependent fortement des
caracteristiques precises de la structure d'excitation localisee. Pour plus
de details nous renvoyons le lecteur aux references [124] et [127].
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c) Modes naturels avec une frequence complexe uj(kr)
quelconque

De maniere generate, quand la fonction de distribution d'equilibre est une maxwellienne,
la susceptibilite (10.132) et son prolongement analytique pour des valeurs complexes
arbitraires de u> peuvent s'exprimer avec des fonctions speciales bien connues et tabulees.
ecrivons done maintenant la maxwellienne normalisee a une dimension sous la forme :

avec v^s = 2(AcTs/ms) = 2i>;^s. La susceptibilite (10.132) s'ecrit alors :

ou nous avons utilise le fait qu'il s'agit d'une integrate de convolution ; rappelons que u>
est dans le DCA (uji > 0). En posant (w/vts) = x et (u/krVts) — C > cela peut s'ecrire :

ou C, . > 0 pour kr > 0, et £ < 0 pour kr < 0. L'integrale ci-dessus est la transformed
de Hilbert d'une gaussienne et, comme cjj > 0, nous definissons les deux fonctions :

Leur prolongement analytique dans tout le plan complexe u s'obtient au moyen des
contours de Landau representes sur la figure 10.7 [cf. (10.133) et (10.117)], soit :

qui peut se relier a la fonction erreur [268] par la formule :

valable dans tout le plan complexe £ . On peut enfin relier cela a une fonction tres
utilisee en physique des plasmas. Posons £s = (uj/\kr\vts) ] alors pour kr > 0 C = Cs
et pour kr < 0 £ = ~Cs, et comme erf(—i<^s) = —erf(i£s), on a :

ou (sgn kr) — kr/\kr\ est le signe de kr. Z((,s) est ce qu'on appelle la fonction de
dispersion des plasmas ; elle est tabulee et discutee en [117].7 Quelques-unes de ses
proprietes importantes sont donnees dans 1'appendice A10-1. D'apres la relation ci-
dessus la susceptibilite devient :

7. Une autre fonction utile et tabulee est la fonction erreur complexe W(£) [270] ;
Z(0 = iV5FW(C).
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ou le symbole prime sur la fonction Z designe la derivee par rapport a 1'argument qui
peut elle-meme s'exprirner en fonction de Z (cf. appendice A10-1). II faut remarquer que
Z(Cs) est une fonction non analytique de kr puisque £s = (uj/\kr\vts)- La transformation
de Fourier inverse requiert done 1'usage de Z±(C1 ). Cela serait evidemment vrai de
maniere plus generale si nous avions suppose k complexe ([60], [127]).

Dans le domaine des hautes frequences, en negligeant le mouvement des ions, on
obtient pour 1'equation de dispersion des modes electrostatiques :

En revenant au cas des ondes faiblement amorties, on a \(,e\ 3> 1 et Ton peut utiliser le
developpement asymptotique de la fonction Z (cf. appendice AlO-1) et (10.236) redonne
(10.211) et (10.214) pour les solutions u(kr). Cependant, de maniere plus generale,
Z(C) est une fonction entiere de £ qui ne se reduit pas a un polynome. Et done Z peut
prendre n'importe quelle valeur complexe finie (sauf eventuellement une seule valeur),
pour un nombre infini de valeurs de son argument (, (theoreme de Picard [271], [272]).
Done pour toute valeur de kr (sauf peut-etre une), on a un nombre infini de racines de
l'equation(10.236); la valeur exceptionelle de kr est kr = 0 pour laquelle on a les racines
(jo = ±u>pe [125] ; (cf. aussi [273], [127]).

A partir des proprietes de la fonction Z donnees dans 1' appendice A10-1, on peut
montrer (cf. probleme P10-13) que toutes les solutions de (10.236) ont Im£e < 0 (comme
on doit s'y attendre dans un plasma stable), que si £e est une racine — £* Test aussi,
et enfin que toutes les racines sont simples, comme nous 1'avons deja souligne plus tot
[cf. paragraphe 10.3.2a)]. La fonction Z a une singularite essentielle a 1'infini dans le
demi-plan complexe u inferieur.

Quand on tient compte du mouvement des ions dans un plasma maxwellien
electrons-ions, la relation de dispersion des modes electrostatiques s'ecrit :

Pour |Ce| 3> 1 et |£j 3> 1, ce qui permet d'utiliser le developpement asymptotique de
Z'(£e) et Z'(t^i), (10.237) redonne les oscillations de plasma electroniques faiblement
amorties avec de petites corrections dues aux ions. Pour |£e| <C 1 et |£j| ^> 1, on
peut utiliser le developpement en serie de Z'(£e) et le developpement asymptotique de
Z''(Ci) ; (10.237) conduit a la relation de dispersion des ondes acoustiques ioniques de
basses frequences faiblement amorties (10.224) et (10.225) pourvu que 1'on ait Te 3> T%
et kr\rje -C 1. Une analyse numerique de (10.237) pour Te ^> T^ et pour Te « Tj
(quand les ondes de basses frequences sont fortement amorties) est donnee dans [120].
Elle fait apparaitre la multiplicite des racines.
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10.4 Plasmas non magnetises sans champ

10.4.1 For mules generates

Etudions maintenant la dynamique non collisionnelle d'un plasma dans un
espace a trois dimensions pour les positions et trois dimensions pour les
vitesses . On suppose que la fonction de distribution fs(~w , ~r*, t) de chaque
espece de particule (de masse ms, de charge qs) obeit a 1'equation de Vlasov

(10.1) et que les champs electromagnetiques E(~r*,i) et 5(T*,£)) sont
decrits par les equations de Maxwell (10.4) et (10.5).

Dans un plasma non magnetise sans champ electrique,on suppose qu'il
n'y a pas de champ d'origine exterieure et que le plasma est globalement
neutre en charge :

et en courant :

ou nSQ est la densite, et /SQ la fonction de distribution normalised
d'equilibre des particules d'espece s. On suppose enfin que dans son etat
d'equilibre le plasma est homogene, de sorte que /SQ = fso(^u} est une
fonction arbitraire de ~w.

Les petites perturbations de cet etat d'equilibre obeissent aux equations
linearisees : une equation de Vlasov pour les perturbations fsi des fonctions
de distribution de chaque espece de particule, soit :

et les equations de Maxwell pour les champs du premier ordre E\ et B\ :
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ou la densite de courant du premier ordre est :

et la densite de charge du premier ordre :

Ces deux grandeurs sont evidemment reliees par 1'equation de conservation
de la charge.

Comme nous ne nous interesserons qu'aux modes naturels de petite am-
plitude, nous avons neglige tout champ d'excitation d'origine exterieure.
Dans le meme esprit nous negligeons les conditions initiales et nous
supposons que toutes les grandeurs du premier ordre varient comme

exp(z k • ~r* — ut). On peut done transformer le systeme (10.240)-(10.244)
et ecrire le systeme d'equations algebriques :

ou (10.247) est la solution de (10.240) transformed et pi et Ji sont donnes
par les memes formules (10.245) et (10.246) que precedemment pour les
champs complexes. Le systeme (10.247)™(10.251) peut etre resolu facile-
ment ; en portant 1'expression (10.247) de fs\ dans la forme complexe de

(10.245) on exprime J\ en fonction de E\ et B\. En reportant cette expres-
sion dans (10.249) on obtient avec (10.248) un systeme algebrique lineaire
homogene pour determiner les champs. En egalant a zero le determinant du

systeme on obtient 1'equation de dispersion D( k , a;) = 0 dont les solutions
sont les modes lineaires naturels du plasma.

Nous etudierons dans le chapitre 11 la stabilite de ces modes pour di-
verses formes des fonctions de distribution d'equilibre /SQ. Dans la suite du
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present chapitre nous nous limiterons a 1'etude des fonctions de distribu-
tion d'equilibre isotropes, c'est-a-dire du type fso(^w) = fso(w2). Comme
nous le verrons au chapitre 11, dans des plasmas non magnetises et sans
champ electrique de telles fonctions de distribution isotropes conduisent
a des modes naturels stables, et done de tels equilibres sont lineairement
stables.

10.4.2 Distributions d'equilibre isotropes
Quand les distributions d'equilibre sont isotropes, soit :

on a :

et (10.247) se reduit a :

qui ne depend pas de B\. En portant ce resultat dans la forme complexe

de (10.245) on voit que J\ est relie a E\ par un tenseur du deuxieme ordre,
soit :

Ji = W(!k,u) • K = -iu£o%(~k, u>) • K (10.255)

ou a est le tenseur de conductivite et X le tenseur de susceptibilite. Nous
utiliserons plutot X qui d'apres (10.245) (10.254) et (10.255) a pour com-
posantes :

On montre facilement (cf. probleme P10-14) que, par suite de 1'isotropie,
X n'a que deux composantes XL(/C,U;) et XT(k,u>), ce qui donne :
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ou EH, et E\T sont les deux composantes de E\ respect!vement parallele

et perpendiculaire a k . Cela est normal puisqu'on ne peut construire a

partir de k que deux tenseurs symetriques independants, a savoir k k
et 6. On a done en general pour un milieu isotrope :

avec dans le present cas (cf. probleme 10.14) :

En revenant aux equations de Maxwell, on obtient, compte tenu de
(10.255), (10.257), (10.248) et (10.249) :

ou :

sont les permittivites longitudinale et transversale du plasma. D'apres
(10.261) et (10.262) on voit que les modes transversaux (champs perpen-

diculaires a k ) et longitudinaux (champs paralleles a k ) peuvent etre
separes.

a) Ondes transverses electromagnetiques

Pour ces modes on a E\L = 0 et done il n'y a aucune perturbation de

charge (p\ = 0) et les deux champs E\ et B\ sont perpendiculaires a k ,
comme represente sur la figure 10.16 . L'equation (10.262) se reduit a :
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Figure 10.16 : Ondes transverses electromagnetiques.

(a) Disposition des champs.
(b) Relation de dispersion pour un plasma froid : u(kr}.
(c) Relation de dispersion pour un plasma froid : k(ujr).

En eliminant BI entre (10.261) et (10.265) on obtient 1'equation ho-
mogene :

avec N = ck/uj. Les solutions non nulles (EIT ^ 0) doivent done satisfaire
la relation de dispersion :
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Comme E\T peut avoir en general deux composantes independantes per-

pendiculaires a k , les ondes electromagnetiques transversales peuvent
avoir n'importe quelle polarisation elliptique ou rectiligne.

D'apres (10.260) et (10.253) la relation de dispersion (10.267) peut
s'ecrire :

ou Ton a introduit les fonctions de distribution reduites a une dimension :

le vecteur vitesse ~w ayant ete separe en deux composantes, 1'une wl =

( k /k}wk parallele, et 1'autre ~Wk± — k x (Hu x k )/fc2 perpendiculaire

a ~k (Fig. 10.17).
Dans la limite des plasmas froids on a /sg = <5(w?) et 1'equation

(10.268) redonne la relation de dispersion bien connue des ondes
electromagnetiques :

soit :

Pour les valeurs k = kr de k cela donne aussi cu reel et u) > u;p, c'est-a-dire
une onde stable progressive pure [Fig. 10.16(b)]. Ces ondes ont une vitesse
de phase superieure a la vitesse de la lumiere, (ujr/kr] > c, et ne peu-
vent done etre en synchronisme avec aucune particule dans un plasma de
temperature quelconque. L'introduction d'une distribution maxwellienne
non relativiste ferait apparaitre dans (10.268) un faux amortissement de
Landau.

On peut aussi resoudre en k 1'equation (10.271) pour une valeur reelle
de la frequence u = ur. Le nombre d'onde est alors reel pour u;r > u;p,
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ce qui correspond a une onde progressive pure, et imaginaire pour uir <
Up, ce qui decrit une onde evanescente [Fig. 10.16(c)]. Pour ujr = 0 on
obtient ainsi ce qu'on appelle 1'epaisseur de 1'effet de peau (profondeur de
penetration) dans un plasma froid sans collisions pour les ondes de basses
frequences :

On peut obtenir la correction a cette formule dans un plasma chaud en
evaluant (10.268) pour un plasma maxwellien puisqu'en pratique on peut se
limiter a \uj/kvte\ <^ 1. En utilisant un developpement limite de la fonction
de dispersion des plasmas, on obtient alors (cf. probleme P10-15) :

La profondeur de penetration sans collisions varie done comme (ki)~l «
(uv)"1/3. C'est ce qu'on appelle Veffet de peau anormal, par opposition a
1'effet de peau collisionnel normal qui varie comme (ki)~l ~ ((jjr)~

1/2 (cf.
probleme P10-15).

b) Ondes longitudinales electrostatiques

Pour ces modes on a EIT = 0 = B\, le champ electrique est parallele a k ,
et il y a done une perturbation p\ de la densite. Les equations linearisees
(10.240) et (10.243) s'ecrivent simplement :

compte tenu de (10.246) et en ajoutant /9ext- On peut comparer ces
equations des perturbations electrostatiques dans un plasma non magnetise
aux equations a une dimension (10.93)-(10.95) resolues en detail dans la
section 10.3.

En supposant nulles les conditions initiales et en admettant une

dependance spatio-temporelle en expi(kr • T* — ui), avec pour ces ondes

electrostatiques kr \\ EI, on a :
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En suivant la meme demarche que dans les equations (10.100)-(10.109) on
troiive :

avec :

et :

comme on 1'a trouve en (10.259). Puisque ~w et kr ont des directions
relatives arbitraires (Fig. 10.17), il est a nouveau commode de separer
~w en deux composantes, 1'une parallele, et 1'autre (a deux dimensions)

perpendiculaire a kr, et d'introduire les fonctions de distributions reduites :

Figure 10.17 : Separation du vecteur vitesse ~w en deux composantes w^

parallele et Wk±_ perpendiculaire a kr. E\ est parallele a kr dans les ondes
electrostatiques.

En effectuant dans (10.279) les integrations sur les deux composantes de
Wk± on obtient :
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On remarque que (10.281) a la meme forme que 1'equation unidimension-
nelle (10.132), a condition de remplacer dans cette derniere kr par le mo-

dule du vecteur kr [cf. (10.276)], fSQ par FSQ, et w par Wk- Moyennant ces
substitutions, tous les resultats precedents de la section 10.3 se generalisent
facilement au cas des ondes electrostatiques dans un plasma.

Tout d'abord, comme kr est ici une quantite positive, le prolongement
analytique de (10.281) fait intervenir un seul contour de Landau, comme
on le voit sur la figure 10.18, qui est le meme que le contour de Landau
F_ de la figure 10.7. Done pour toute valeur complexe de u) on a :

ou le symbole prime represente la derivation par rapport a Wk • Pour toute

Figure 10.18 : Contour de Landau F pour le prolongement analytique de
XL(kr,(jj).
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fonction FsQ analytique en Wk on a :

ou Ton a introduit la fonction de distribution d'equilibre totale (ponderee
par le carre de la frequence plasma) :

La relation de dispersion des modes electrostatiques est la meme que

(10.148), kr etant maintenant le module de kr. Ses solutions donnent
uj(kr} = u)r(kr) + iu)i(kr) avec, pour les distributions d'equilibre isotropes
etudiees ici, uii(kr) < 0, ce qui correspond a des modes propres stables.
Une excitation exterieure a la frequence reelle u>Te conduira a un regime
permanent a cette meme frequence. D'apres (10.158), ou kr est le module

de kr et (10.283), la densite moyenne de puissance dissipee par un (faible)
amortissement de Landau est :

Nous montrerons au chapitre 11 qu'il existe une classe importante de
distributions d'equilibre anisotropes pour lesquelles on peut encore separer
les modes naturels en ondes transverses electromagnetiques et ondes lon-
gitudinales electrostatiques. Les ondes electromagnetiques transverses ont
une relation de dispersion tres differente de (10.267), mais la relation de dis-
persion des modes electrostatiques longitudinaux est identique a (10.148)

a condition de considerer toujours kr comme le module de kr. Les on-
des electrostatiques dans un plasma anisotrope peuvent etre instables.
Pour des ondes a faible taux de croissance ou de decroissance, c'est-a-
dire \Ui(kr}\ <C \u)i(kr)\, on trouve par un calcul analogue a celui de la
section 10.3.4 que ujr est donnee par :

Pour un module donne de fcr, la vitesse de phase est done :
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La vitesse de groupe est en general un vecteur :

?•

dont la direction peut etre tres differente de celle de kr. Dans un plasma

non magnetise, comme ui(kr} = uj(kr) on a :

La vitesse de groupe est alors parallele a kr. Le faible taux d'amortissement
ou de croissance du mode propre devient :

ou vp et vg sont definis par (10.287) et (10.289).
Enfin pour un plasma maxwellien electrons-ions on a :

avec s = e ou i w2 = ~w • ^w et VTS = (K7s/ms)
1//2. Les fonctions de

distribution reduites sont donnees par (10.280) qui est la maxwellienne a
une dimension (10.208) ou (10.215) avec w2 remplace par w2,. Les resultats

de la section 10.3.6 ou kr est le module de kr se transposent done directe-
ment au cas d'un plasma non magnetise. Ainsi pour cj complexe arbitraire
la relation de dispersion n'est autre que (10.236).

Pour conclure cet expose de la solution de Landau du probleme des
ondes electrostatiques dans un plasma uniforme, non magnetise et sans
champ d'origine exterieure, il faut remarquer que nous nous sommes fo-
calises sur les modes avec k reel et LJ complexe, qui correspondent a 1'etude
d'un probleme a valeurs initiates dans un plasma infiniment etendu. Pour
un plasma stable, il est aussi interessant de considerer le probleme avec
conditions aux limites d'un plasma excite avec une frequence reelle. Cela
fait intervenir les modes avec A; complexe et o> reel et Panalyse des condi-
tions aux limites. La deuxieme partie de la publication de Landau [112] est
consacree a ce probleme de 1'excitation des ondes de plasma electroniques.
Nous y renvoyons les lecteurs interesses et n'en donnons pas ici les details
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mathematiques. II faut aussi noter que la definition de conditions aux li-
mites imposees a la fonction de distribution, fait apparaitre des subtilites
qui compliquent encore la solution de ce probleme [130]. Pour le probleme
analogue de 1'excitation d'ondes acoustiques ioniques a partir d'une source
localisee, le lecteur peut consulter [121], [124] et [127].

Nous passons maintenant a 1'etude des modes normaux de van
Kampen-Case au sens de la theorie des distributions.

10.5 Modes de van Kampen et Case

Comme nous 1'avons mentionne dans 1'introduction de la section 10.3,
N. G. van Kampen [128] et K. M. Case [129] ont introduit une technique
mathematique differente de celle de L. D. Landau [112] pour resoudre le
probleme aux valeurs initiales du systeme des equations de Vlasov-Poisson
linearisees pour les perturbations electrostatiques. Alors que Landau s'etait
servi de la technique des transformations de Fourier-Laplace, decrite en
detail dans les sections 10.3 et 10.4, van Kampen et Case ont utilise une
methode de developpement en modes normaux periodiques dans 1'espace
et le temps basee sur la theorie des distributions. Avant d'exposer cette
methode de resolution, ce que nous ne ferons que brievement, il peut etre
utile d'en decrire la base physique.

Pour simplifier, dans cette section nous n'etudions que les perturba-
tions elect rostatiques dans un plasma homogene non magnetise et sans
champ electrique d'origine externe [cf. section 10.4.1 b)] et la dynamique
linearisee de la fonction de distribution d'une seule espece de particules.

En supposant une dependance spatiale en exp(ifcr • ~r*), en partant de
(10.276), (10.280) et de la decomposition de ~w representee sur la figure
10.17, les equations de base (10.274) et (10.275) peuvent s'ecrire :

ou, en integrant la transformed de (10.274), Ton a introduit la fonction de
distribution perturbee reduite :

Ces equations doivent etre resolues avec la condition initiale (reduite) :
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Rappelons qu'en effectuant une transformation de Laplace sur (10.292)
on trouve [cf. (10.106) pour la dynamique a une dimension] que cette
condition initiale engendre une densite de particules :

En prenant la direction de kr selon Ox, la transformer inverse de n est :

Pour toute distribution Fo(w;fc), fonction continue de Wk, on peut imposer
une condition initiale pour une vitesse w^ = w, c'est-a-dire une condition
initiale du genre faisceau :

ou 6() est la fonction de Dirac. On en deduit :

qui est ce qu'on peut appeler un mode a une particule. On voit que pour
un kr donne, ujk — kru est reel. De plus, comme u peut prendre toute
valeur de vitesse de particule dans la fonction de distribution continue
d'equilibre FQ(W]S), ces modes forment un spectre continu. (Nous 1'avons
deja remarque dans la theorie cinetique des ecoulements libres faite au
paragraphe 10.2.(c).) Enfin, puisqu'ils peuvent etre produits par de telles
conditions initiales independantes, ce sont necessairement des modes nor-
maux. Les equations linearisees de Vlasov-Poisson ont done un spectre con-
tinu de modes normaux avec des frequences reelles pour les nombres d 'onde
reels. (Quand on tient compte de la densite collective et du champ self-
consistant, il y a evidemment aussi en general un spectre discret de modes
normaux.)

A premiere vue il s'agit ici d'une solution tres differente de celle de Landau, mais en
fait c'est la meme solution exprimee d'une maniere differente. Pour le voir, considerons
par exemple une distribution d'equilibre maxwellienne. Dans la methode de Landau on
a fait un prolongement analytique de n;n(/cr,u;) et X^(fc r,o;) en deformant le contour
dans le plan w^ (Fig. 10.18). Mais on peut aussi voir que 1'axe reel u est une ligne de
discontinuity—une ligne de branchement. Quand les solutions du probleme aux valeurs
initiales sont exprimees en relation avec cette discontinuite on trouve, pour la maxwel-
lienne FQ, qu'il n'y a aucun mode dans les deux demi-plans inferieur ou superieur du
plan uj ; tous les modes sont dans un continuum sur 1'axe reel (cf. probleme P10-16).
Les solutions de Landau ne se trouvent qu'en deformant la ligne de branchement dans le
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Figure 10.19 : Relations entre les methodes de Landau et de van Kampen.
(a) Ligne de branchement sur 1'axe ujr quand le contour d'integration est le long
de 1'axe reel Wk-
(b) Deformation de la ligne de branchement dans le demi-plan inferieur u;, faisant
apparaitre la solution de Landau.

demi-plan inferieur a;, comme represente sur la figure 10.19. Nous donnons maintenant
une presentation rapide des solutions mathematiques de van Kampen et Case.

Eliminons d'abord E\ entre (10.292) et (10.293) pour obtenir 1'equation integrate
donnant F\ :

ou Ton a pose :

et (10.300) doit etre resolue avec la condition initiate (10.295). En faisant 1'hypothese
de van Kampen que F\ peut s'exprimer en termes de modes normaux de la forme :
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ou Vp = (ccV/fcr) est une valeur propre et FI& une fonction propre, (10.300) devient :

En normalisant les fonctions propres F\^ par la condition :

cela devient

La solution de (10.305) doit etre prise au sens de la theorie des distributions ([273],
[274], [275]), de sorte que :

ou les intensites I des fonctions de Dirac 6(vp — w^) sont determinees par la condition
de normalisation (10.304), c'est-a-dire :

A chaque valeur propre reelle vp correspond une intensite / ; ainsi les valeurs propres
reelles vp sont dans le spectre continu et le continuum correspondant des fonctions
propres (singulieres) est donne par (10.306). On voit que le membre de droite de (10.307)
semble (trompeusement) relie a la fonction de dispersion usuelle (10.278), avec (10.279),
que nous avons obtenue par la transformation de Laplace. Cependant, comme 1'axe vp

reel est une coupure de branchement, le membre de droite de (10.307) pour vp complexe,
soit vp = £, est une fonction analytique par intervalles [273], [274] dans le plan £ coupe
le long de 1'axe reel, et pour une distribution d'equilibre maxwellienne il ne s'annule
ni pour £j > 0 ni pour £j < 0 (cf. probleme P10-16). Ainsi, pour une maxwellienne
Fo(iWfc), van Kampen a montre que toutes les valeurs propres vp sont reelles et dans
un continuum, les fonctions propres correspondantes etant donnees par (10.306) avec
(10.307). La solution generale pour la fonction de distribution perturbee est alors :

ou le coefficient C(kr,vp) du developpement dans le continuum est determine par la
condition initiale (10.295). Nous ne decrivons ici ni la determination de C ni la discussion
du caractere complet de (10.308), renvoyant pour cela le lecteur aux publications origi-
nales [128] et [276] ; la seconde contient aussi la solution en modes normaux singuliers
pour les ondes transverses dans un plasma isotrope, sans champs d'origine externe.

K. M. Case [129] a generalise 1'approche de van Kampen sur deux points
importants. II s'affranchit de 1'hypothese d'une distribution d'equilibre
maxwellienne (ou isotrope), et en introduisant un probleme adjoint, etablit
les relations d'orthogonalite pour 1'ensemble complet des modes normaux.
Nous ne donnons qu'un bref resume de ses resultats et signalons quelques
applications.

En supposant FQ(W^} arbitraire, on trouve qu'en plus du spectre continu, il y a
aussi un spectre discret.
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— Dans le spectre continu il y a :

• des valeurs propres reelles vp qui ne sont pas des zeros de H : elles sont
associees aux fonctions propres singulieres (10.306) comme precedemment ;

• des valeurs propres reelles vp qui sont des zeros de H mais pas de / : leurs
fonctions propres sont :

ou le second terme est maintenant une distribution reguliere (qu'on suppose
localement integrable), et / est toujours donne par (10.307) mais avec une
integrate ou 1'on n'a pas besoin de partie principale.

— Dans le spectre discret il y a :

• des valeurs propres reelles vp qui sont des zeros de H et / : elles sont
associees a la suite discrete de fonctions propres :

En normalisant (10.304), les valeurs propres sont donnees par les zeros de
la relation de dispersion :

• des valeurs propres complexes vpn avec une suite discrete de fonctions
propres de la meme forme que (10.310), les valeurs propres etant les zeros
complexes de la relation de dispersion (10.311).

Comme les valeurs propres complexes sont conjuguees deux a deux, il leur correspond
des modes instables.

Case a remarque aussi que les fonctions propres definies ci-dessus ne forment pas un
ensemble orthogonal et qu'il faut done construire un probleme adjoint dont les fonctions
propres soient orthogonales a celles deja trouvees. L'equation adjointe est :

En posant :

et en imposant pour la normalisation des fonctions propres adjointes la condition :

on peut demontrer la relation d' orthogonalite (cf. probleme P10-17) :

Le systeme adjoint a aussi des spectres continu et discret, le premier avec des valeurs
propres reelles et le second en general a la fois des valeurs propres reelles et complexes.
Pour plus de details on consultera les publications originales [129] et [131].
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La solution generale pour la fonction de distribution perturbee peut
done s'ecrire sous la forme :

(10.316)
ou les coefficients du developpement sont determines par la condition ini-
tiale (10.295) ; pour leur solution explicite on consultera [129] et [131].

La methode des modes normaux de van Kampen-Case fut ensuite rapi-
dement utilisee pour faire un calcul complet de 1'impedance d'un conden-
sateur plan rempli de plasma [132]. Mais d'un point de vue fondamen-
tal theoriquement plus important, le systeme linearise de Vlasov-Poisson
et son adjoint, etablis par Case, forment un systeme (pseudo) hermi-
tien dont on peut deduire des lois de conservation [133]. Celles-ci, ainsi
que le developpement de 1'approximation de WKB pour les modes de
van Kampen-Case [134], ont ete recemment appliques au probleme de
la conversion cinetique de mode dans les plasmas non homogenes [135].

Apres cette breve description de la methode de van Kampen-Case a la
solution du probleme cinetique, sans collisions, linearise, nous terminons
ce chapitre par un coup d'ceil sur les effets des collisions et une description
de la dynamique non lineaire d'un plasma.

10.6 Effets collisionnels

10.6.1 Collisions dans la dynamique linearisee
La description de Vlasov neglige les effets des collisions sur la fonction de
distribution simple. Effectivement, nous avons deja plusieurs fois remarque
que dans les plasmas chauds du type cinetique classique, les frequences
de collisions coulombiennes sont beaucoup plus petites que la frequence
plasma : (v/Up) ~ (noA)^)"1 <C 1. On peut done, dans la dynamique de
haute frequence, considerer 1'effet des collisions coulombiennes comme une
perturbation. Cela ne veut pas dire qu'elles ne jouent aucun role. Et de
fait, 1'etude de la dynamique stationnaire aux temps longs des plasmas sta-
bles doit evidemment tenir compte des collisions. Cela doit d'ailleurs etre
fait soigneusement, car comme on 1'a vu, la dynamique des ondes depend
des valeurs relatives de leur vitesse de phase et des vitesses des particules
chargees (interaction resonnante vs. non resonnante) et les frequences de
collisions sont en general aussi fonction des vitesses des particules. La
theorie cinetique des ondes en tenant compte des collisions de maniere
detaillee est un sujet complexe, qui sort du cadre de ce livre. Nous nous con-
tenterons ici d'utiliser des modeles heuristiques tres simples, pour etudier
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succinctement les effets des collisions elastiques sur la dynamique des ondes
de haute frequence.

Les methodes de description cinetique d'un plasma prenant en compte
les effets de collisions ont ete introduites dans le chapitre 8. Nous nous
interessons ici principalement aux collisions elastiques coulombiennes (cf.
chapitre 3). La theorie cinetique collisionnelle des plasmas sera discutee
plus en detail au chapitre 13. Nous utilisons ici quelques modeles tres sim-
plifies pour decouvrir les principaux effets des collisions sur la dynamique
linearisee.

La forme generale de 1'equation cinetique pour la fonction de distri-
bution simple / s(uf, ~r*,t) n'est autre que (10.1) mais avec au membre
de droite, au lieu de zero, le taux de changement de fs du aux colli-
sions [ecrit symboliquement (dfs/dt)coi\]. En general (cf. chapitres 8 et
13), (dfs/dt)co\\ est un operateur complique, non lineaire, qui fait inter-
venir les fonctions de distribution de toutes les especes de particules dans
le plasma.

10.6.2 Modele simple de relaxation par collisions
Dans le modele ad hoc le plus simple de 1'effet des collisions, on sup-
pose que la fonction de distribution perturbee relaxe par collisions avec
un taux v qui est une frequence effective de collisions. Ainsi, par exem-
ple, 1'equation linearisee a une dimension pour la fonction de distribution
perturbee (10.93) devient :

Par transformation de Fourier-Laplace, et en negligeant pour simplifier les
conditions initiales, on trouve :

[a comparer avec (10.103)] et la susceptibilite longitudinale (10.108)
s'ecrit :

[a comparer avec (10.109)]. En comparant ainsi ces resultats a ceux de
la theorie non collisionnelle de Vlasov, on voit qu'ils sont identiques
a condition de remplacer dans les resultats de Vlasov u> par LJ + ivs.
Mais alors, 1'integrale dans (10.319) n'est plus singuliere pour k et LJ
reels. Quand vs —> 0 on peut appliquer les formules de Plemelj (10.146)



182 Theorie cinetique de Vlasov-Landau

et obtenir immediatement le resultat (10.147) pour XLs. Le passage a
1'amortissement non collisionnel (pres de w = cjr/kr} depend du fait que la
largeur en w de 1'integrand est determined par la largeur du denominateur
resonnant (Aiy ~ vs/kr) ou par celle de f'sQ, qui pour une maxwellienne
est (Au> w Vts). L'amortissement de Landau s'obtient quand la premiere
est negligeable : (vs/kr] <C Vts, c'est-a-dire quand le libre parcours moyen
des particules (distance moyenne parcourue entre collisions), Vts/vSJ est
beaucoup plus grand que la longueur d'onde du champ (27r/fcr). Cela se
comprend bien physiquement : pour que 1'interaction onde-particule soit
dominante meme en presence de collisions, il faut non seulement que les
collisions se produisent sur une echelle de temps beaucoup plus longue que
le temps d'interaction onde-particule (1/VS > l/|7i,|> ou ^L est le taux
d'amortissement ou d'amplification de Landau), mais aussi que les par-
ticules parcourent plusieurs longueurs d'onde avant de faire une collision
(visits > I/AV).

Bien que le modele simple de relaxation (10.317) supprime les integrales
singulieres du cas non collisionnel, ce n'est pas un bon modele physique
pour decrire les effets de collisions. En particulier le terme collisionnel du
membre de droite de (10.317) ne conserve pas la densite des particules, ce
qui est un defaut redhibitoire pour representer les collisions elastiques.

10.6.3 Modele BGK de collisions

On peut y remedier en adoptant le modele de collisions dit BGK (Bhat-
nagar, Gross, Krook) [136] qui exprime la relaxation vers une distribution
locale d'equilibre. En supposant une frequence de relaxation vs constante,
1'equation cinetique linearisee, a une dimension, devient :

avec nsi = J fs\dw. Par transformation de Fourier-Laplace, et en
negligeant les conditions initiales, on trouve :

et
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Pour une maxwellienne d'equilibre /o, il est relativement facile de montrer
(cf. probleme P10-18) que dans la limite des grandes longueurs d'onde
(krvt <C Mr] et pour un faible taux de collisions (vs <C ujr) la solution
de la relation de dispersion pour les ondes de plasma electroniques donne
approximativement (10.211) pour u)r(kr) et :

°u 7LD est le taux d'amortissement de Landau electronique donne par
(10.214) et vs = v& est une frequence de relaxation effective des electrons
qui n'est pas donnee par le modele BGK mais doit etre determinee par une
analyse des processus collisionnels. On voit ainsi que 1'effet des collisions est
negligeable seulement si vs <C ^LD- Pour les ondes acoustiques ioniques
faiblement amorties, comme on a VTi <C vp <C VTS, la comparaison entre
1'amortissement collisionnel effect if et I'amortissement de Landau est tres
differente pour les electrons et les ions (cf. probleme P10-18).

La difficulte du modele BGK est que la frequence de relaxation n'y est
pas definie a partir d'une analyse fine des collisions elastiques. Comme
modele pour les collisions "dures", il peut s'appliquer aux collisions
electron-neutre ou ion-neutre, car vs peut alors souvent etre une constante,
mais en general c'est une fonction vs(w] de w (cf. chapitre 3). On peut
tenir compte globalement de cette variation dans le modele BGK, et le
resultat (10.323) pour les grandes longueurs d'onde est simplement modi-
fie en changeant vs en J vs(w}fo(w)dw.

10.6.4 Modeles de collisions du type Fokker-Planck

Cependant, dans le cas de collisions coulombiennes, ou vs(w] varie rapi-
dement avec w (cf. chapitres 3 et 13), le modele BGK ne represente pas
correctement le fait que dans un plasma cinetique classique 1'effet des colli-
sions est produit par 1'accumulation d'un grand nombre de collisions loin-
taines a faible angle de deviation. On peut etablir un modele BGK pour un
plasma electrons-ions [136b], mais il n'est pas valable quand il y a des forts
gradients dans les fonctions de distribution des particules. II faut done en
general utiliser un operateur du type Fokker-Planck. Pour un plasma to-
talement ionise celui-ci peut s'obtenir a partir du systeme BBGKY, comme
on le verra dans le chapitre 13. La forme generate de 1'equation cinetique,
en presence de champs electrostatiques, est alors :
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ou le deuxieme membre fait apparaitre des termes de collision du type
Fokker-Planck, soit :

F est le vecteur force de frottement dans 1'espace des vitesses et D le
tenseur de diffusion dans ce meme espace. Tous les deux sont des fonc-
tions des fs> ou s' designe une espece de particule chargee du plasma (y
compris s). Get operateur conserve les particules, la quantite de mouve-
ment, et 1'energie. II fait aussi evoluer fs en accroissant 1'entropie, avec
une maxwellienne comme solution stationnaire pour fs. Nous 1'etudierons
plus en detail au chapitre 13. Nous nous contentons ici d'utiliser des formes
simplifiees de C pour mettre en evidence les effets des collisions coulom-
biennes sur la dynamique cinetique linearisee que nous avons etudiee dans
le present chapitre.

Un modele a une dimension tres simplifie et utile a ete etabli par
A. A. Vedenov [137], en supposant que la fonction de distribution est
maxwellienne dans un plan perpendiculaire a une direction caracterisant
le probleme etudie (par exemple, celle d'un champ magnetique externe
intense). En particulier, pour la dynamique linearisee des particules
resonnantes, qui ont des vitesses elevees w ^> vte et dont le nombre est
petit, 1'operateur de collision peut etre linearise et Ton obtient :

avec

ou Ton a ecrit 1'operateur de collision linearise (10.326) pour des
electrons de grande energie (dans la queue de la fonction de distribu-
tion electronique) faisant des collisions avec les electrons et les ions du
corps d'une maxwellienne. Bien que Ci conserve les particules, il ne con-
serve plus ni la quantite de mouvement ni 1'energie ; il conduit cependant
a une maxwellienne stationnaire avec une energie moyenne des electrons
egale a («Te/2). Le premier terme de (10.326) represente un frottement
effectif (a une dimension) et le second terme une diffusion effective (a
une dimension) ; v(w) est une combinaison des frequences de collisions
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electron-electron et electron-ion avec la dependance typique en (l/w3) des
collisions coulombiennes (cf. chapitre 3).

Un autre modele du type Fokker-Planck (encore plus simplifie) a ete
introduit par A. Lenard et I. B. Bernstein [138], mais d'une maniere ad hoc
pour etudier le probleme de Landau en presence de collisions coulombien-
nes. Dans ce modele la frequence de collisions est supposee constante,
v(w) —»• v& (a ne pas confondre avec ve du modele BGK), de sorte que :

Ce terme de collision ad hoc conserve les particules, mais conduit a une
decroissance de la quantite de mouvement moyenne des particules et a une
relaxation de leur energie a une meme frequence caracteristique donnee
par la constante VK ; il fait aussi relaxer la fonction de distribution vers
une maxwellienne avec la meme frequence (cf. probleme P10-19). Bien que
physiquement ces diverses frequences dussent etre differentes (cf. chapitre
13), le modele (10.329) est utile pour mettre en evidence la difference en-
tre les collisions coulombiennes et les collisions ordinaires ("dures") dans
le probleme de Landau. Considerons done 1'equation cinetique a une di-
mension, linearisee, avec the terme de collision (10.329) :

Par transformation de Fourier-Laplace et en negligeant les conditions ini-
tiales, on obtient :

ou 1'on a designe par v^eve = De le coefficient de diffusion effectif dans
1'espace des vitesses. Cette equation differentielle peut en principe etre
resolue [138]. Cependant, pour les electrons resonnants w w vp 3> VTC

et dans la limite presque non collisionnelle ou le libre parcours moyen
(vTe/Ve) des electrons est beaucoup plus grand que la longueur d'onde
(27r/fcr), 1'effet dominant des collisions coulombiennes est du a la derivee
d'ordre le plus eleve, c'est-a-dire au terme de diffusion.

En negligeant done les termes proportionnels a ve et en supposant que f'eQ est
presque constante pour w ~ vp, la solution approchee pour /ei est :

ou
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est une fonction de diffusion resonnante pour w voisin de (ujr/kr} = vp. On voit que
pour ve —> 0, et done De —> 0, R —> i/(u> — AVUJ) qui est la fonction de resonance non
collisionnelle. D'apres (10.332) la susceptibilite electronique longitudinale est :

Pour toute valeur finie de De, elle est convergente pour tout u> complexe. En fait, en
examinant (10.333), on voit que R(w) est une fonction analytique de w de sorte que
1'integrale sur w dans (10.334) peut etre effectuee sur 1'axe reel w meme pour uj = ur.

Rappelons que la dissipation non collisionnelle (de Landau) se deduit de
lm[XL(kr,LL>r)]. On peut done examiner R(w, kr,ur) = R(w,vp) pour determiner quelle
est la valeur de la frequence de collisions qui fait paraitre la dissipation de Landau. Les
parties reelle et imaginaire de R(w,vp) sont representees sur la figure 10.20. Le maxi-
mum de Re[R(w,vp)] se produit pour w = vp et est donne par :

avec F(l/3) ~ 2.68. La largeur en w de R(w,vp) peut etre estimee a partir du fait
que 1'integrand de (10.333) decroit dans un temps caracteristique (k^De/3)^1' 3 = T"rd-
Done, pour kr(Aw) = kr w — vp\ > (l/r rrf), 1'integrand est rapidement oscillant et
R —> 0. Ainsi la largeur de R sur laquelle il est appreciable, de sorte que ~Re[R(w, vp)]
soit pratiquement constant, est approximativement :

Ainsi, lorsque De —> 0 la hauteur, donnee par (10.335), croit comme (l/De)
1/3 tandis

que la largeur, donnee par (10.336), decroit comme (.De)1'3 ; on peut done soupconner
que la surface au-dessous de Re[R(w,vp)} reste constante. II est effectivement facile de
montrer que :

et on peut en conclure que :

On voit que ce resultat est identique a la partie reelle de la fonction de resonance
non collisionnelle pour u> = LUT- Et done, tant que la largeur de Re[/?(if ,vp)] est faible
comparee a I'echelle de longueur de /Q(W = vp), c'est-a-dire (Au;) -C vte, (10.334) donne
approximativement :

qui est identique au resultat non collisionnel (10.160).8 Ainsi, d'apres (10.336), la con-

8. On voit que lm[R(w, vp)} differe tres peu du resultat non collisionnel [P i/(u)r— krw)]
sauf dans un intervalle Aw, donne par (10.336), autour de w — vp. Pour vp 3> vte et
(Aw) <C vte cela a un effet negligeable sur R.e[XLe(kr,Ur)] qui est done pratiquement
donne par (10.160). Les proprietes de dispersion des ondes de plasma electroniques
donnees par (10.211) ne sont done pratiquement pas modifiees par un faible taux de
collisions.
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Figure 10.20 : Fonction R(w,vp) de diffusion resonnante en relation avec

/eoM-

dition de collisions assez rares pour que la dissipation de Landau se produise est

qui est bien plus severe que la condition (krvte/Ve) 3> 1 obtenue par le modele simple de
relaxation par collisions. On voit que rr(i — (fc^Dg/3)"1/3 est le temps pendant lequel
une particule donnee reste resonnante avec 1'onde avant que la diffusion, due aux colli-
sions coulombiennes, detruise la resonance. Par le meme processus de diffusion, pendant
qu'une particule sort de la resonance, une autre y entre et 1'amortissement de Landau
continue. Comme le temps ou une particule peut rester resonnante est seulement rrd,
1'amplitude de la perturbation de la distribution des particules resonnantes reste finie et
proportionnelle a rrd. Dans le cas non collisionnel la fonction de distribution perturbee
divergeait a la resonance parce que les particules restaient indefmiment resonnantes.
Ainsi avec des collisions meme rares il y a moins de raisons de douter de la validite de
la theorie lineaire des perturbations de petite amplitude.
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Dans une analyse de perturbation des ondes de plasma electroniques a une dimen-
sion dans un plasma maxwellien, faiblement amorties tant par les collisions que par effet
Landau on obtient (pour vp ^> vte) '•

avec d'apres (10.327) ve w v(w = vp) = (2 + Zi)i/ov^,e/vp et 7^0 donne par (10.214).
On peut remarquer qu'en se focalisant sur la dynamique a une dimension, on semble

avoir masque un des plus importants effets des collisions coulombiennes, a savoir la diffu-
sion angulaire—1'effet cumulatif des collisions lointaines decrit par le terme (10.325) de
diffusion dans 1'espace des vitesses. Ainsi, bien que ZjZ/o^Te/^)3 = ^1 dans (10.327)
soit une frequence effective de freinage des electrons rapides par collisions electron-ion,
la frequence des deviations angulaires (A6>) electron-ion est

Comme le domaine de resonance onde-particule est assez petit dans 1'espace des vitesses,
une collision a faible deviation est suffisante pour y faire entrer ou en faire sortir les par-
ticules. La frequence de collision pour ce recyclage des particules est approximativement
!/L /(A$)2 qui est beaucoup grand que i/j^ et peut entrer en competition avec (l/ry^)
de 1'analyse a une dimension. Comme nous le verrons, cela a aussi des consequences
importantes pour les effets non lineaires de piegeage des particules resonnantes dans
1'onde.

Remarquons enfin que pour les ondes acoustiques ioniques il est beau-
coup plus complique d'analyser les effets des collisions coulombiennes avec
les operateurs de Fokker-Planck. Les deux types de collisions electron-ion
et ion-ion sont importants et de manieres tres differentes. On pourra pour
s'en rendre compte consulter [139], [124], [140], [141], et voir que le role
des collisions electron-ion n'a ete clarifie que recemment, dans la derniere
de ces references.

10.7 Effets non lineaires

La theorie cinetique des ondes que nous avons developpee etait basee sur
1'equation de Vlasov linearisee. Bien qu'une telle linearisation puisse tou-
jours etre justifiee pour des perturbations d'amplitudes infinitesimales, les
limitations de cette theorie lineaire ne peuvent se comprendre qu'en con-
siderant, afin d'en evaluer 1'importance, les effets non lineaires negliges
jusqu'ici. La dynamique non lineaire des plasmas est un vaste sujet, qui
depasse aussi le cadre de ce livre ; nous ne ferons done qu'aborder dans la
section 10.7 1'etude des phenomenes non lineaires les plus importants dans
les plasmas, en renvoyant le lecteur a 1'abondante litterature sur ce sujet
qui constitue a 1'heure actuelle un domaine de recherche tres actif.
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10.7.1 Piegeage des particules

a) Modele non collisionnel

Dans une onde electrostatique d'amplitude finie (non nulle) 1'interaction
resonnante onde-particule fait apparaitre le phenomena non lineaire de
piegeage. On y a deja fait allusion dans la section 10.3.3 ou nous avons
donne une image physique de la dissipation non collisionnelle de Landau
pour les perturbations de petite amplitude.

La physique du piegeage peut se comprendre en considerant le mouve-
ment a une dimension d'un electron dans une onde electrostatique donnee :
Ex(x,t) = Esin(krx — u>rt). En 1'absence de collisions, les equations du
mouvement d'un electron sont alors :

Elles peuvent etre integrees exactement en termes de fonctions elliptiques
de Jacobi [142], mais nous n'utiliserons pas ici ces solutions. Les resultats
essentiels peuvent etre decrits plus simplement en se referant a la figu-
re 10.21 : considerons cette interaction onde-particule dans un repere se
deplagant a la vitesse de phase de 1'onde vp — ( u ) r / k r ) . Dans celui-ci la
position de 1'electron est x' = x — vpt et sa vitesse w' — w — vp ; le
champ electrique electrostatique peut s'exprimer a partir du potentiel,
Ex = —d$/dx', ou $ = (frcoskrx' avec 0 = (E/kr). Dans 1'interaction
onde-particule 1'energie totale de la particule doit rester constante. C'est la
somme des energies cinetique, ra(u/)2/2, et potentielle, —e(f)(coskrx' — 1),
ou 1'on a place le zero (minimum) d'energie potentielle a 1'abscisse x' =
0 mod 27T. La conservation de 1'energie s'ecrit done :

Les orbites electroniques dans 1'espace des phases (w',xf) se rangent done
en deux classes separees par le cas critique ou 1'energie cinetique de
1'electron est egale a 1'energie potentielle maximum :
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Figure 10.21 : Representation dans le repere de 1'onde.

(a) Champ electrostatique E .
(b) Potentiel $.
(c) Energie potentielle de 1'electron.
(d) Orbites dans 1'espace de phase.

c'est-a-dire dans le repere du laboratoire :
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qui definit ce qu'on appelle la vitesse de piegeage vtr :

Les electrons dont 1'energie cinetique dans le repere de 1'onde depasse
1'energie potentielle maximum due a 1'onde sont les electrons passants ;
ils naviguent sur le potentiel de 1'onde, et leurs orbites sont continues dans
1'espace des phases. Au contraire, les electrons dont 1'energie cinetique est
inferieure a 1'energie potentielle maximum sont les electrons pieges ; ils
oscillent autour des minima de potentiel de 1'onde, et leurs orbites dans
1'espace de phase sont fermees (au voisinage de ces minima). Les electrons
satisfaisant la condition (10.346) suivent dans 1'espace des phases une or-
bite critique qu'on appelle la separatrice ; ils sont plutot singuliers car il
leur faut un temps infini pour faire un tour d'orbite ; ces orbites critiques
de transition sont extremement sensibles aux perturbations.9

Les solutions de (10.343) et (10.344) pour les cas extremes de ces
deux classes de particules, c'est-a-dire les electrons passant rapidement
ou profondement pieges (correspondant respectivement aux electrons non
resonnants et resonnants), sont assez faciles a trouver et tres revelatrices
de la nature tres differente de leurs dynamiques. En 1'absence du champ
un electron de position et de vitesse initiales XQ et WQ decrirait une orbite
libre donnee simplement par x(i) = XQ + WQt. En presence du champ de
1'onde on peut poser :

ou £(t) est la perturbation de position. En portant cette expression dans
(10.344), et en supposant que 1'electron est passant rapidement, c'est-a-dire
\(w — vp)t\ :» |£ , on trouve :

ou uj'r = u)r — krWQ est la frequence de 1'onde (deplacee par effet Doppler)
vue par 1'electron de vitesse WQ. On voit ainsi que les electrons passant rapi-
dement (non resonnants) ont une equation du mouvement lineaire ; la per-
turbation de vitesse \d£/dt\ = eE/meaj'r est proportionnelle a 1'amplitude
du champ electrique—la meme que celle qu'on trouverait dans une des-
cription hydrodynamique linearisee. Au contraire, pour les electrons pro-
fondement pieges (resonnants), c'est-a-dire WQ — vp « 0, qui se trouvent

9. Les orbites fermees dans 1'espace des phases sont centrees sur des points elliptiques
qui sont stables vis-a-vis des perturbations. Les separatrices se coupent a des points
hyberboliques qui sont instables vis-a-vis des perturbations.
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pres de krx0 « 0 mod 2?r, on trouve :

qui est 1'equation d'un oscillateur non lineaire. Pour \kr£\ <C 1 cet oscilla-
teur est pratiquement lineaire avec une frequence :

qui depend de la racine carree de 1'amplitude du champ electrique ou
du potentiel de 1'onde. Cette frequence a laquelle les electrons pro-
fondement pieges oscillent dans le potentiel de 1'onde est appelee la
frequence de rebondissement.10 Contrairement a ceux qui passent rapi-
dement, les electrons pieges (resonnants) ont une perturbation de vitesse
d£/dt\ oc E"1/2. Ainsi, la dynamique non lineaire des electrons resonnants

n'est pas analysable par le developpement habituel en serie de Taylor (par
rapport aux amplitudes des champs), qui sous-tend la dynamique de petite
amplitude.

Comme 1'amortissement de Landau fait intervenir la dynamique
lineaire des particules resonnantes, on se rend compte maintenant qu'il
ne peut se produire que sur une echelle de temps plus courte que le temps
de rebondissement (27r/o;#) = TB- (Remarquons que d'apres (10.352) on a
TB oc E1"1/2, de sorte que ce temps devient plus long pour les champs de
petite amplitude.)

Une resolution non lineaire exacte des equations de Vlasov-Poisson
pour une seule onde dans un plasma maxwellien a ete faite [143]. Elle
montre que pour des amplitudes de champ telles que Ton ait TB <
TLD = 27r/|7£,£)|, ou 7^D est donne par (10.214), une perturbation ini-
tiale (reguliere) dans le plasma n'a pas d'amortissement de Landau, mais
qu'apres la phase rapide de melange des conditions initiales, son enveloppe
oscille a la frequence de rebondissement. Dans 1'autre cas extreme, quand
TLD ^ TB, les champs subissent un amortissement de Landau (apres la
phase rapide de melange des conditions initiales) pendant un intervalle de
temps comparable a TB 5 apres quoi les champs qui restent vont avoir une
enveloppe oscillant a la frequence de rebondissement. Ces deux situations
sont representees schematiquement sur la figure 10.22.

10. On doit remarquer que le potentiel sinusoidal de 1'onde au voisinage de son mini-
mum est bien represente par une loi quadratique, meme pour des valeurs bien au-dessus
du minimum tant qu'on ne s'approche pas trop du maximum. Or dans un potentiel
parabolique, les particules de n'importe quelle energie oscillent avec la meme frequence.
Ainsi UJB donne par (10.352) est aussi de maniere approchee la frequence de rebondisse-
ment pour la majorite des electrons pieges, et pas seulement celle de ceux qui sont
profondement pieges.
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Figure 10.22 : Solutions non lineaires pour une onde electrostatique [143].
Enveloppe du champ E
(a) pour

Nous concluons de ce qui precede que 1'amortissement de Landau ap-
parait effectivement dans la solution non lineaire self-consistante pour
une onde stable dans un plasma, pour des amplitudes telles que Ton ait
TB > rLD.11 D'apres (10.352) et (10.214), cela peut s'ecrire :

Pour les ondes tres faiblement amorties (Vp 3> u^e) cette condition est tres difficile
a satisfaire sans que les amplitudes des champs necessaires ne deviennent de 1'ordre
de grandeur d'un signal de bruit. Une onde lineaire instable, dans laquelle le taux
de croissance depasse ramortissement de Landau et qui commence a croitre a partir

11. On peut remarquer que dans la procedure de linearisation qui conduit a (10.93) on
a neglige \df\/dw\ devant \dfo/dw\. Quand cela est evalue pour la solution lineaire pour
/i, et pour les particules resonnantes w = vp, on trouve la meme condition, c'est-a-dire
uj^ <C J^D pour la validite de la linearisation.
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du bruit, va ulterieurement atteindre une amplitude pour laquelle il y a piegeage, et
cela peut constituer un mecanisme efficace de saturation non lineaire quand il y a des
interactions onde-particule presque resonnantes pour 1'onde instable (voir les exemples
discutes dans les chapitres 7 et 11).

b) Effets des collisions

La prise en compte de 1'effet des collisions allege considerablement la con-
dition (10.353). Comme on 1'a vu dans la section 10.6.1, en presence de
collisions coulombiennes un electron reste resonnant avec 1'onde (c'est-a-
dire piege) seulement pendant un intervalle de temps plus petit que le
temps de relaxation par diffusion rrd — (k^De/3)~1^3. Par consequent,
pour Trd <C TB on peut penser que les electrons resonnants vont diffuser
par collisions avant d'etre pieges (mais qu'ils sont remplaces par d'autres
electrons), et que done 1'amortissement de Landau lineaire continuera, tant
que la condition (10.340) sera aussi satisfaite. D'apres (10.352) la condition
rrd ^ rB peut s'ecrire :

ce qui, avec (10.340), est beaucoup moins restrictif que (10.353).
On peut aussi penser que le depiegeage collisionnel des electrons se

produit principalement par dispersion angulaire et pour vir <C vp Tangle
de diffusion pour le depiegeage est A# > \/2(vtr/vp)

1/2 qui est bien plus
petit que 90°. Par consequent, la frequence de collisions effective pour le
depiegeage par dispersion angulaire est :

ou ^_L ~ (1 + Zi^vo^Te/Vp)3 est la frequence totale electron-electron
et electron-ion pour la dispersion angulaire a 90°. La condition pour que
la dispersion angulaire empeche le piegeage est done UJB <C veff- Avec
(10.352) et (10.355) cela donne :

qui est encore moins severe que (10.354).
En tenant compte a la fois des effets collisionnels et non lineaires, on

a done enfin place ramortissement de Landau lineaire dans sa vraie pers-
pective et etabli solidement sa validite.
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La resolution non lineaire de (10.330) avec ve = 3iso(vTe/
vp)3i c'est-a-dire .Z, = 1,

et pour le champ electrique donne d'une onde sinusoidale, de vitesse de phase vp 3> ^Te)
a ete faite dans [144]. Pour les grandes amplitudes, telles que 1'inegalite (10.354) soit
renversee, la fonction de distribution au voisinage de la vitesse de phase de 1'onde
devient plus plate que la maxwellienne, de sorte que le taux d'amortissement 7 de
1'onde (imposee) est beaucoup plus faible que celui de 1'amortissement de Landau "fLD
de la maxwellienne. Nous n'entrerons pas dans les details de la solution de ce probleme
non lineaire et donnons seulement le resultat (avec nos notations) :

10.7.2 Paquets d'ondes et diffusion quasi lineaire

Dans la theorie lineaire, la propagation d'un paquet d'ondes, forme d'un
grand nombre d'ondes (Fig. 10.23), peut etre facilement traitee par su-
perposition. Dans la theorie non lineaire le principe de superposition ne
s'applique plus. Le traitement des interactions resonnantes onde-particule
au second ordre par rapport aux amplitudes des champs, ou les champs
sont ceux de la theorie lineaire, conduit a la theorie dite quasi lineaire
de cette interaction. Le principal resultat est qu'en presence d'un paquet
d'ondes les particules resonnantes subissent une diffusion dans I'espace
des vitesses. La theorie quasi lineaire des plasmas [145] a ete developpee
initialement pour 1'etude de la saturation des instabilites lineaires et elle
supposait ab initio que les ondes avaient des phases aleatoires. Dans ces
conditions on peut comprendre la diffusion quasi lineaire qui en resulte
dans I'espace des vitesses. Cependant, la diffusion quasi lineaire peut aussi
se produire pour des ondes ayant des phases coherentes et elle est done
utile pour comprendre le chauffage des plasmas et la production en leur
sein de courants par des sources externes coherentes de puissance RF.
Dans ce cas, 1'apparition de la diffusion exige 1'action d'un mecanisme
de decorrelation qui peut etre fourni par des collisions (lointaines) ou, de
maniere plus interessante, quand les collisions sont rares, par une stochas-
ticite intrinseque dans la dynamique non lineaire. Nous allons decrire
brievement la diffusion quasi lineaire a une dimension dans chacun de
ces deux cas et renvoyons pour plus de details le lecteur a la litterature
specialised.

a) Approximation des phases aleatoires

Quand les ondes du paquet ont des phases aleatoires 1'interaction
resonnante (w = vp) onde-particule peut etre considered comme pro-
duisant un changement de la vitesse quadratique moyenne des particules.
Ce changement se produit pendant le temps ou les particules resonnantes
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Figure 10.23 : Paquet d'ondes coherentes.
Champ E(x,t = 0) et son spectre E(k) quand E est continu ou spectre de
raies Ek quand le champ est periodique de periode L.

interagissent avec le paquet d'ondes (cf. Fig. 10.23), soit :

qui est le temps d'autocorrelation du champ vu par la particule resonnante.
En supposant que pendant ce temps le changement de la vitesse quadra-
tique moyenne est proportionnel a la moyenne quadratique du champ
electrique, comme dans la theorie lineaire, on obtient :

ou le symbole {} represente une moyenne spatiale. Si le temps entre deux
"collisions" d'une particule et du paquet d'ondes est (At), on peut definir
un coefficient de diffusion des particules dans 1'espace des vitesses, soit :
D = {(Au>)2}/2(Ai). Pour un paquet d'ondes aleatoire le temps de "colli-
sion" est essentiellement At = rac. Par consequent, on obtient une diffusion
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des particules resonnantes dans 1'espace des vitesses donne par :

pour w = vp. Le meme resultat peut aussi s'obtenir en calculant (de
maniere quasi lineaire) le changement de la vitesse quadratique moyenne
par un ensemble d'ondes de phases aleatoires (cf. probleme P10-20). Pour
que ce resultat soit valable on doit evidemment avoir :

c'est-a-dire que durant ce temps d'interaction les particules resonnantes
ne doivent pas etre piegees. En calculant TB = ^TT/UJB pour un champ
electrique quadratique moyen dans (10.352) on trouve que (10.361) exige
soit un spectre sumsamment large soit une moyenne quadratique du champ
suffisamment petite.

Par suite de cette diffusion dans Fespace des vitesses la distribution
moyennee dans 1'espace des particules evolue selon 1'equation :

L'echelle de temps de cette evolution rqe « (Aw}2/DqL doit etre assez
longue pour que Ton ait rac <C rqe, et les champs electriques des ondes
sont donnes par les equations de Vlasov-Poisson linearisees, c'est-a-dire :

ou 7fc est 1'amortissement ou le taux de croissance lineaire (10.176) du
champ spectral. Clairement, on doit aussi imposer rac <C l/7fc- Done DQL-,
7/c, et Ek deviennent des fonctions lentement variables du temps et (10.362)
et (10.363) decrivent leur evolution quasi lineaire.

L'expose heuristique et qualitatif de la theorie quasi lineaire a une dimension que
1'on vient de faire peut etre ameliore par une etude plus approfondie ([145], [146]) du
systeme non lineaire des equations de Vlasov-Poisson moyennant les approximations
decrites ci-dessus. On trouve ainsi, non seulement une diffusion resonnante, que 1'on
a decrite ci-dessus, mais aussi une diffusion non resonnante (pour cette distinction on
renvoie le lecteur a [147]).

On trouve que la diffusion resonnante quasi lineaire est decrite par le coefficient :

ou 1'on a suppose E(x,i) = y\ Ek(t) exp(ifex), et exprime la moyenne spatiale () dans

(10.362) par la formule (l/L§^ dx) (cf. aussi probleme P10-20).
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On peut montrer que la description quasi lineaire conserve les parti-
cules, la quantite de mouvement totale, et 1'energie totale. Une consequence
de la diffusion quasi lineaire donnee par (10.362) est que la fonction de
distribution dans la region resonnante va asymptotiquement dans le temps
devenir plate et done 7^ —> 0. Done dans le cas a une dimension, les ondes
instables resonnantes cessent de croitre et les ondes stables de s'amortir.
Pour les cas en deux et trois dimensions 1'evolution quasi lineaire n'est pas
si simple et nous renvoyons le lecteur a [148].

b) Ondes coherentes et dynamique chaotique

Pour les paquets d'ondes coherentes, 1'interaction non lineaire onde-parti-
cule est beaucoup plus complexe.

On peut s'en rendre compte en considerant le mouvement dans deux ondes
electrostatiques a une dimension d'une particule chargee qui est en resonance de phase
avec 1'une des deux. Contrairement au cas d'une seule onde de la section 10.6.2 [(10.343),
10.344)] qui est integrable et donne des trajectoires bien definies dans 1'espace de phase
(Fig. 10.21), le cas de deux ondes est un probleme non integrable et le mouvement dans
les diverses regions de 1'espace des phases peut devenir chaotique12 quand on fait varier
les parametres (amplitudes des ondes et vitesses de phase) [151].

Un probleme plus simple et done plus instructif est le mouvement d'une
particule chargee dans un ensemble infini d'ondes electrostatiques, ayant
toutes meme amplitude E et meme nombre d'onde fcr, et de vitesses de
phase en progression arithmetique, c'est-a-dire avec vpn = nvp = n(ujr/kr),
n = entier. Les equations du mouvement sont alors :

12. La dynamique chaotique dans un systeme conservatif (Hamiltonien) sans bruit,
comme celui que nous considerons, se caracterise par des trajectoires dans 1'espace de
phase qui sont extremement sensibles aux conditions initiates : deux points initialement
voisins dans 1'espace de phase divergent exponentiellement avec le temps. (Pour plus
de details cf. [149].) Tandis que les trajectoires integrables dans le cas d'une seule onde
sont des lignes (Fig. 10.21) et done de dimension (de Hausdorf) dfj — 1, la trajectoire
chaotique dans le cas de deux ondes recouvre pratiquement une surface (1 < dfj < 2) de
1'espace de phase. On doit remarquer qu'une telle dynamique chaotique (envisagee pour
la premiere fois par Poincare [150]) est due a la non-linearite intrinseque du systeme et
non pas a une quelconque force externe stochastique. La dynamique chaotique que 1'on
decrit ici est ce qu'on appelle une stochasticite intrinseque.



Effets non lineaires 199

ou Ton a pose :

et T = 1-K/LOr est la periode fondamentale. Comme ce probleme
est aussi non integrable sa solution ne peut s'obtenir que par une
integration numerique completee quand c'est possible par une analyse
mathematique des resultats. Avant de decrire les resultats numeriques
(1'analyse mathematique sort du cadre de ce livre) considerons 1'evolution
dynamique de maniere qualitative et physique.

En regardant la premiere egalite dans (10.366) et en supposant E suf-
fisamment petit, on peut representer 1'interaction de chaque onde avec
les particules qui sont pres de la resonance de phase, comme indique sur
la figure 10.21. La situation totale est alors celle decrite de maniere ap-
prochee sur la figure 10.24 qui montre les raies spectrales associees a chaque
composante du champ multi-onde, et les trajectoires des particules dans
1'espace de phase. Pour une amplitude non nulle du champ E, chaque com-
posante du champ a une largeur de piegeage donnee par 2vtr, ou v±r est
donnee par (10.348), et definit la trajectoire separatrice au voisinage de
la vitesse de phase pour cette composante du champ. Ainsi, en 1'absence
de collisions, et pour des amplitudes des champs assez petites pour que
les separatrices soient bien isolees, c'est-a-dire 1vtr <C vp, on peut penser
que les particules, qui sont pres de la resonance de phase avec une compo-
sante particuliere du champ, ont une trajectoire piegee au voisinage de la
vitesse de phase de celle-ci. evidemment, la presence de toutes les autres
composantes perturbe ce mouvement piege, comme d'ailleurs les trajec-
toires passantes, mais on peut penser que la nature piegee ou passante des
orbites n'est pas modifiee si les champs ont des amplitudes suffisamment
petites. La trajectoire separatrice fait exception, car comme on 1'a vu dans
la section 10.6.2, elle est tres sensible aux perturbations. Pour les petites
amplitudes de champs on trouve done que, meme si les trajectoires dans
1'espace de phase au voisinage de la vitesse de phase de chaque composante
du champ sont differentes des trajectoires produites par une seule onde
(cf. Fig. 10.21), on a encore (en une dimension) des trajectoires bien
definies piegees ou passantes, et seule la trajectoire separatrice devient
chaotique ; en particulier, les trajectoires proches de la resonance et de
vitesses de phase voisines ne se melangent pas.

Quand 1'amplitude du champ croit on peut imaginer que de plus en
plus de trajectoires dans 1'espace de phase deviennent chaotiques. Quali-
tativement, on peut penser que lorsque 1'amplitude du champ croit jusqu'a
une valeur telle que les separatrices voisines se chevauchent, c'est-a-dire :
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Figure 10.24 : Particules chargees dans un systeme de plusieurs ondes
electrostatiques coherentes.

(a) Spectre de Fourier du a un champ E multi-onde, a une dimension,
dans (10.366).
(b) Trajectoires correspondantes des particules chargees dans 1'espace
de phase.

la plupart des trajectoires deviennent chaotiques et peuvent errer dans tout
1'espace de phase. La condition (10.368) est connue sous le nom de con-
dition de Chirikov de recoupement des resonances [152]. Pour des champs
depassant la valeur donnee par (10.368) une particule chargee, partant
avec presque n'importe quelle condition initiale, a une trajectoire qui au
bout d'un temps assez long couvre pratiquement tout 1'espace de phase
inclus par les ondes. Ainsi, asymptotiquement dans le temps, les parti-
cules vont etre distributes sur tout 1'espace de phase des ondes. Dans ces
conditions les diverses interactions onde-particule peuvent etre considerees
comme desordonnees, et on s'attend a ce que la dynamique des particules
devienne pratiquement diffusive, comme dans 1'approximation des phases
aleatoires de la theorie quasi lineaire.

La description qualitative ci-dessus est dans une large mesure confirmee par les cal-
culs numeriques des trajectoires exactes de ce probleme. Ces calculs, qui doivent etre
faits avec une precision suffisante, sont grandement facilites par le fait que le nombre
infini d'ondes peut s'exprimer comme indique par la seconde egalite dans (10.366). Cela
montre que le probleme est equivalent a celui d'un oscillateur excite periodiquement
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par une impulsion (un "coup"), ce qui peut se representer par un schema simple. En
integrant (10.365) et (10.366) depuis juste avant un coup (nT — e) jusque juste avant le
coup suivant [(n+l)T—e], et en introduisant des normalisations convenables, krxn = On,
27r(wn/vp) = In et :

on obtient :

Ces equations constituent ce qui est connu comme "1'application standard" ou "appli-
cation de Chirikov-Taylor" [153] ; ce schema est un des principaux paradigmes utiles
pour decrire la dynamique chaotique dans les systemes hamiltoniens. II faut noter qu'il
represente la dynamique non lineaire complete d'un ensemble infini d'interactions onde-
particule definies par (10.365) et (10.366). Comme c'est un schema discret, periodique
en 9 et /, il est relativement facile de calculer avec grande precision 1'evolution dans
1'espace de phase (/, 0) a partir de n'importent quelles conditions initiales et en fonction
de K. Cela est represente sur la figure 10.25 pour quelques valeurs typiques de K qui
illustrent quelques aspects importants de cette dynamique.

Pour K = 0 [Fig. 10.25(a)] 1'application represente un cas integrable et 1'espace de
phase itere est forme de points 13 sur des lignes droites a / constant ; d'apres (10.370)
avec K — 0 on voit que / est une constante du mouvement. Sur chacune de ces lignes
droites, les conditions initiales (/o,#o) donnent On — OQ + n/o mod 2?r de sorte que,
si /o/27r est un nombre rationnel, le point initial sur la ligne revient sur lui-meme
apres un nombre fini d'iterations, ce qui correspond a une trajectoire periodique sur
ce qu'on appelle un tore resonnant ; et si Io/2-rr est un nombre irrationel la ligne va se
remplir de maniere dense quand Titeration continue, ce qui correspond a une trajectoire
aperiodique sur ce qu'on appelle un tore non resonnant.

Pour les faibles valeurs de K [Fig. 10.25(b)] on voit que certaines conditions initiales
conduisent a des courbes fermees de 9 — 0 a 9 = 1-n mod 2?r, dites courbes invariantes.
Elles representent des trajectoires tracees sur des tores deformes (non circulaires) qui
resultent de la perturbation des tores non resonnants K = 0. Ces tores deformes sont
appeles tores de KAM 14 et si une trajectoire est sur un tel tore, elle y reste ; ces
trajectoires sont dites regulieres. D'autre part, si on perturbe la carte des trajectoires
periodiques elle eclate en un ensemble de points alternativement elliptiques et hyper-
boliques (cf. Fig. 10.21) ; une structure en ilot se forme au voisinage de chaque point
elliptique et les mouvements pieges dans les ilots sont separes des courbes invariantes par
une separatrice qui passe par les points hyperboliques. Les tores resonnants se brisent
done en un ensemble de tores internes. Les ilots representent de nouvelles courbes in-
variantes qui resultent de trajectoires qui sont regulieres. Cependant, le mouvement au

13. On voit que la trajectoire reelle dans 1'espace de phase peut etre visualisee comme
tracee sur un tore dont la section poloi'dale a un rayon /, et ou 6 est Tangle poloidal.
Le schema de la figure 10.25 represente 1'intersection des trajectoires avec un plan
perpendiculaire au tore et a une valeur fixe de Tangle toroidal. Sur cette surface, qu'on
appelle une section de Poincare, un point designe une traversee par la trajectoire tracee
sur la surface toroidale. Toute Tinformation dynamique est contenue dans les points de
la section de Poincare. On voit qu'une ligne continue de 9 = 0 a 6 = 2ir sur la section de
Poincare represente une trajectoire continue sans point double, qui remplit de maniere
dense une surface toroidale.
14. D'apres A. N. Kolmogorov, V. I. Arnold, et J. Moser qui ont montre les premiers
que dans les systemes hamiltoniens integrables, pour des perturbations assez faibles il y
a toujours une fraction finie de Tespace de phase qui contient des trajectoires regulieres.
Pour plus de details cf. [149].
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Figure 10.25 : Application standard pour diverses valeurs de K.

(a) K = 0 ; (b) K — 0.5 ; (c) K = 0.5 pres d'un point hyperbolique ;
(d) K = 1.0 ; (e) K = 4.5.
Calculs effectues par Dr. A. K. Ram, Plasma Fusion Center, M.I.T.
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voisinage des separatrices est chaotique : un etat initial sur une telle trajectoire va errer
stochastiquement et remplir de maniere dense un surface plutot qu'une ligne. Cela se
voit bien sur la figure. 10.25(c) qui est un agrandissement de la region du point hyper-
bolique de 1'ilot principal de la figure 10.25(b). On y distingue aussi clairement tout
un ensemble d'ilots emboites qui resultent de la destruction des tores resonnants qui
existaient pour des valeurs plus faibles de K.

Lorsque K croit la dynamique que Ton a decrite se repete —de maniere semblable—
et une partie de plus en plus grande de 1'espace de phase est recouverte de trajectoires
chaotiques. Cependant, tant qu'il reste des courbes invariantes (tores de KAM) de G = 0
a 0 — 2?r mod 2ir, les regions chaotiques restent confinees entre ces courbes invariantes
et les trajectoires chaotiques ne peuvent pas errer dans tout 1'espace de phase.

Pour K = 1 [Fig. 10.25(d)], il n'y a plus de tores de KAM15 et un etat qui est
initialement dans une region chaotique peut errer dans tout 1'espace de phase. Mais,
comme on peut le voir, une tres grande partie de 1'espace de phase est encore couverte
par des chaines de structures en ilot et les etats qui en partent initialement suivent
des trajectoires regulieres. Quand K croit encore de plus en plus de chaines d'ilots
disparaissent et se transforment en regions de trajectoires chaotiques.

A partir de la definition (10.369) de K, et de celle (10.367) de V, on trouve que K =
(2TTUJ& I'cj)2 et d'apres (10.352) la condition de Chirikov de recoupement des resonances
(10.368) s'ecrit simplement :

Effectivement, pour de telles valeurs de K la plus grande partie (mais pas la totalite)
de 1'espace de phase est chaotique [cf., par exemple, Fig. 10.25(e)] et les chaines d'ilots
qui restent n'occupent qu'une petite portion de 1'espace de phase total. La plupart des
etats initiaux se trouvent maintenant dans une region chaotique, et leurs orbites vont
ulterieurement couvrir, de maniere dense et ergodique, tout 1'espace de phase sauf les pe-
tites regions qui contiennent des ilots. Dans ces conditions on peut de maniere approchee
admettre que la dynamique des particules dans 1'espace des phases est diffusive. Pour les
grandes valeurs de K il ressort de (10.370) que le changement de /(A/n = In+i —In) est
lui aussi grand (pour la plupart des 0n). Par consequent, d'apres (10.371) le changement
de Qn mod 2?r va devenir imprevisible dans la region chaotique de 1'espace de phase. En
considerant On comme aleatoire et sans correlations entre les differents n (c'est-a-dire
les instants differents), la diffusion de / est :

ou le symbole () designe une moyenne temporelle, et comme on suppose 9n aleatoire,
on a (sin2 dn) = 1/2. En revenant aux variables non normalisees on obtient pour la
diffusion dans 1'espace des vitesses :

qui est identique au coefficient de diffusion quasi lineaire calcule dans 1'approximation

15. La disparition de la derniere courbe invariante se produit en fait pour des valeurs
de K juste au-dessous de 1, K = 0.97... [154].
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des phases aleatoires (10.358)-(10.360) avec maintenant (E2) = E2/2 et rac = T.16

Le resultat interessant est que la dynamique chaotique qui resulte de 1'interaction non
lineaire des particules chargees avec des ondes coherentes peut conduire a la meme
diffusion quasi lineaire que 1'interaction des particule chargees avec des ondes ayant des
phases aleatoires.

En pratique les spectres des champs coherents dans un plasma (produits par exem-
ple par une excitation exterieure) sont des spectres de raies d'extension finie en vitesse
de phase, comme represente sur la figure 10.23. Des calculs numeriques et analytiques
[156] montrent que la dynamique des particules devient diffusive dans un intervalle fini
de vitesses de phase pourvu que la condition de Chirikov de recoupement des resonances
(10.368) soit satisfaite entre les spectres de raies voisins qui forment le paquet d'ondes.
evidemment, comme le spectre total est d'etendue finie, la diffusion va se produire seule-
ment dans la partie de 1'espace des vitesses des particules qui est couverte par le spectre
des vitesses de phase et ou (10.368) est satisfaite entre les raies voisines contenues dans
le spectre. On trouve alors que le coefficient de diffusion est approximativement celui
donne par la theorie quasi lineaire [cf. (10.360) et (10.364)] et cela tant que les pas
aleatoires produits dans 1'espace des vitesses par la dynamique chaotique, sont plus pe-
tits que 1'etendue totale du spectre ayant le recoupement de Chirikov. II faut d'ailleurs
remarquer que les paquets d'ondes coherents ont en general une extension spatiale finie
t = (27r/Afc) alors que les "collisions" periodiques d'une particule avec le paquet d'ondes
se produisent a des distances L plus grandes (cf. Fig. 10.23). Le coefficient de diffusion
est done reduit d'un facteur ((/L).

c) Etat stationnaire produit par la diffusion quasi lineaire
et les collisions

Nous terminons cette section sur les effets quasi lineaires en remarquant qu'aux temps
longs il faut aussi considerer 1'effet des collisions. Un equilibre entre la diffusion quasi
lineaire et les collisions peut produire des etats stationnaires interessants de la fonction
de distribution des particules. On peut ainsi batir des modeles utiles du chauffage et de
la production de courant dans un plasma par des champs elecromagnetiques appliques
de 1'exterieur et produisant dans celui-ci des ondes de plasma appropriees, dans un
domaine choisi de vitesses de phase. On peut en effet ecrire, symboliquement, pour la
fonction de distribution (/) moyennee dans 1'espace, 1'equation :

et un etat stationnaire est obtenu quand (d(f)/dt) = 0.
Pour le cas unidimensionnel des electrons dans des champs dont les vitesses de

phase sont resonnantes avec les electrons de grande energie (vp 3> vte), on obtient, en
utilisant le terme de collision Fokker-Planck (10.326) de Vedenov, et (10.362) pour le
terme quasi lineaire, 1'equation stationnaire suivante pour {/} = fe(w) :

16. Des calculs numeriques de la diffusion a partir de 1'application standard montrent
que pour K tres grand (beaucoup plus que (10.372) suppose par Chirikov) D ~ DQ^.
Cependant, pour des valeurs de K qui depassent seulement de peu la valeur de Chirikov,
D peut differer de DQL de pres de ±50% ; cela est du a 1'effet des correlations residuelles,
et on renvoie le lecteur a [155] ou ces effets ont ete analyses.
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ou v(w) est donne par (10.327) et DQL(W] est 1'expression 10.364. De (10.376) on
deduit :

resultat du a Vedenov [137]. Pour DQL = 0 cela donne pour fe une maxwellienne. Pour
DQL 7^ 0 on voit que la pente de f e , dans la region des grandes vitesses en resonance avec
les champs, est plus faible que celle de la maxwellienne fe et done que 1'amortissement
de Landau de ces champs est reduit. Si on considere DQL comme produit par des
champs dans le plasma resultant d'une excitation externe, 1'etat stationnaire decrit par
(10.376) correspond a un gain d'energie et de quantite de mouvement par amortissement
de Landau des electrons de haute energie en resonance de phase, tandis que ces electrons
de grande energie transferent par collisions de 1'energie et de la quantite de mouvement
aux electrons moyens et aux ions. La densite moyenne de puissance dissipee peut done
se calculer a partir de :

ou la derniere expression s'obtient en utilisant pour (dfe/dt)QL le second terme de
(10.376) et en effectuant une integration par parties. On peut montrer (cf. probleme
P10-21) que (10.378) n'est autre que 1'expression habituelle de la puissance dissipee
(10.203) integree sur le spectre des ondes. La densite de courant electronique produite
dans le plasma est :

Dans (10.378) et (10.379) fe doit evidemment etre la solution stationnaire definie par
(10.377).

N. J. Fisch a ainsi decouvert qu'avec un DQL suffisamment grand dans
leur spectre, des ondes progressives unidirectionnelles peuvent engendrer
un courant electronique significatif dans un plasma, avec une puissance
d'origine externe relativement modeste. Un tel courant peut done etre
utilise pour le confinement stationnaire de plasmas dans un tokamak17

[157]. Pour le voir simplement, considerons la solution de (10.377) soit :

Pour DQL ^> v^ev la fonction de distribution dans la region de resonance

(soit wi < w < u>2, avec w\ ~ 3.5^re) est pratiquement plate et se confond

17. Le tokamak est une machine a plasma pour la fusion contolee. Nous 1'avons decrite
rapidement dans la section 1.10. Rappelons qu'en plus du champ magnetique princi-
pal toroidal, il faut aussi qu'il y ait un champ magnetique poloi'dal (beaucoup plus
faible, mais tres important pour le confinement) produit par un courant toroidal dans
le plasma.
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avec la maxwellienne pour w ~ w\. On peut ainsi, a partir de (10.378) et
(10.379), calculer la puissance dissipee et le courant engendre (cf. probleme
P10-22). evidemment, un calcul plus realiste doit etre fait dans 1'espace des
vitesses a deux dimensions, ce qui est beaucoup plus complexe et ne peut
se faire que numeriquement [158].

A ce jour (cf. tableau 1.2), les experiences, avec des ondes hybrides
basses uni-directionnelles excitees a partir de 1'exterieur du plasma18 pour
creer un courant dans un tokamak ont produit jusqu'a 2 x 106 A [159]. Ce
mode de "current drive" exige encore beaucoup trop de puissance, et pose
d'autres problemes de sorte que la route vers un tokamak fonctionnant en
regime permanent n'est pas encore evidente. On a cependant trouve que ce
mode de production de courant dans un plasma de tokamak est utile pour
modifier le profil de courant dans le plasma et supprimer ainsi certaines
instabilites.

10.7.3 Couplages non lineaires onde-onde et
onde-particules. Ondes non lineaires

La theorie quasi lineaire des paragraphes precedents decrit a 1'ordre non
lineaire le plus bas, 1'evolution due aux interactions resonnantes onde-parti-
cule de la fonction de distribution des particules. On suppose que les ondes
sont donnees par la theorie lineaire, mais que la partie resonnante de la
fonction de distribution des particules est modifiee par une diffusion dans
1'espace des vitesses qui est quadratique par rapport a I'amplitudes des
champs. Cependant, au second ordre par rapport aux champs la descrip-
tion des ondes dans un plasma peut aussi etre differente de la description
lineaire.

a) Couplage d'ondes coherentes
La forme la plus simple d'une telle modification non lineaire des ondes
est le couplage resonnant d'ondes coherentes . Au second ordre, il consiste
en un couplage de deux ondes a une troisieme. Par couplage resonnant
on designe, parmi tous les couplages conservatifs possibles de ce type, les
processus dominants, qui satisfont les conditions :

18. Le terme ondes hybrides basses pour la production de courant dans les tokamaks
est utilise de maniere imprecise pour designer des ondes de plasma electroniques quasi
electrostatiques se propageant a un certain angle du champ magnetique qui confine le
plasma (cf. section 1.7). Pour les plasmas de tokamak ce sont des ondes dans la gamme
des microondes (1-10 GHz) qui peuvent etre excitees (a la frontiere du plasma) par des
reseaux de guides d'onde alimentes par des generateurs externes.
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ou les kn(n = 1,2,3) sont reels et les ujn = u>n(kn) aussi reels et donnes

par la relation de dispersions lineaire D( k ,u) = 0 des ondes faiblement

amorties ou croissantes (c'est-a-dire D = 0 —» u}(kn) = ujn(kn) — ivn(kn}
avec \vn\ <C |tt>n|). Rappelons que dans la theorie lineaire, chaque onde

uj( k) peut etre excitee independamment de toutes les autres ondes pos-
sibles. Cependant, de maniere non lineaire, 1'excitation d'une onde peut
conduire a transferor son energie a d'autres ondes avec lesquelles elle est
resonnante au sens de (10.381) et (10.382). La description la plus sim-
ple d'un tel couplage non lineaire se trouve en supposant que la faible
non-linearite produit une variation lente (dans 1'espace et le temps) des
amplitudes des champs lineaires, en faisant ensuite une iteration dans les
equations dynamiques non lineaires (hydrodynamiques ou cinetiques) et
en calculant les amplitudes lentement variables non lineaires jusqu'au se-
cond ordre ; cf. par exemple [160], [161] et [361]. Pour des couplages non
lineaires conservatifs on obtient ainsi [361], [162] :

ou Ln est 1'operateur de variation lente (agissant sur les paquets d'ondes) :

ou v^ est la vitesse de groupe et vn le faible taux d'amortissement ou
de croissance du mode lineaire ; les an = an(~r*,t) sont les amplitudes
lentement variables des champs, normalisees par commodite a des den-
sites d'action, en posant \an

 2 = \(U)n\/u)n = Ukn ou (U)n est la densite
moyenne d'energie d'onde. Sans perte de generalite, on a aussi suppose
cun positive et pn = sgn((U)n), c'est-a-dire +1 pour une onde d'energie
positive et — 1 pour une onde d'energie negative ; K est la constante de
couplage non lineaire pour une non-linearite conservative du second ordre :
elle est en general fonction des polarisations des ondes qui sont couplees.

Pour un plasma non magnetise, homogene et isotrope les conditions
de resonance peuvent etre satisfaites dans le couplage entre les ondes
transverses electromagnetiques (em), et les ondes electrostatiques [oscil-
lations de plasma electroniques (pe), et acoustiques ioniques (ai)] , mais
aussi dans le couplage entre trois ondes electrostatiques [(pe) et (ai)]. Cela
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est represente sur la figure 10.26 pour le cas unidimensionnel. On voit
qu'en une dimension les conditions de resonance sont satisfaites quand les
trois ondes, sur leurs relations de dispersion lineaires un(kn), se trouvent
aux sommets d'un parallelogramme dont un sommet est a 1'origine. Plus
generalement, en deux dimensions, les relations de dispersion pour les on-
des em et pe sont des paraboloi'des de revolution autour de 1'axe uj et les
ondes ai sont pratiquement sur une surface conique. Bien sur, 1'hypothese
d'un faible amortissement restreint 1'etendue en k des ondes pe et ai de
sorte que leur amortissement de Landau soit petit. On voit aussi que les
formes des surfaces de dispersion em et pe excluent la possibilite que les on-
des soient toutes trois em ou pe et satisfassent les conditions de resonance ;
cela est par centre possible pour la partie de grande longueur d'onde de
la relation de dispersion des ondes ai. Enfin, tous les triplets d'ondes qui
satisfont les conditions de resonance ne sont pas necessairement couples
car pour certaines directions de propagation et polarisations des ondes la
constante K de couplage non lineaire peut etre nulle.

II y a une grande variete de situations physiques de couplages d'ondes
non lineaires pour lesquelles (10.383)-(10.385) ont ete resolues ([361], [162],
[163]). En particulier, ces equations donnent la description la plus simple
des instabilites parametriques qui jouent un role important dans les interac-
tions laser-plasma pour la fusion par confinement inertiel (cf. par exemple
[164]). Beaucoup des interactions non lineaires peuvent etre decouvertes
a partir des equations de conservation du type Manley-Rowe satisfaites
par (10.383)-(10.385). Ainsi, pour tout vn = 0 on peut montrer (probleme
P10-23) que 1'on a :

et :

ou Nkn = friknd3r est Faction totale, et ou Ton a suppose que la den-
site d'action est nulle a 1'infini, c'est-a-dire Nkn(~r* —> oo,t) = \an(1^ —>
oo, t)|2 = 0. De (10.387) et (10.388) il resulte que dans 1'interaction entre
trois ondes d'energie positive, si seule 1'onde de haute frequence est ini-
tialement excitee, elle va transferor son action aux deux ondes de basse
frequence, et cela est done reversible dans les interactions continues, in-
finiment etendues. D'autre part, si 1'onde de haute frequence est d'energie
negative les trois ondes peuvent croitre indefmiment (c'est ce qu'on ap-
pelle une instabilite explosive car elle peut se produire au bout d'un temps
fini, cf. par exemple [165]). Dans 1'espace et le temps, et pour des paquets
d'ondes bornes, ces interactions avec transfert d'action ont des seuils precis
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Figure 10.26 : Couplage resonnant a trois ondes.
Triplets possibles d'ondes satisfaisant les conditions de resonance (10.381)
et (10.382) de couplage non lineaire.
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qui font apparaitre un echange de soliton entre les paquets d'ondes ; les
solutions exactes de (10.383)-(10.385) peuvent s'obtenir par les techniques
de resolution des problemes inverses ([166], [162]).

Quand 1'onde de haute frequence est instable (z/i < 0), et les deux
autres amorties (z/2 > 0,2/3 > 0), toutes trois etant d'energie positive,
les solutions de (10.383)-(10.385) peuvent evoluer vers le chaos. Quand
la propagation spatiale peut etre negligee (c'est-a-dire v£ • Van = 0) le
dephasage (u;i — u)? — 0^3 7^ 0) peut saturer 1'instabilite et 1'interaction
a trois ondes suit une route vers le chaos avec doublement de la periode
[167]. Quand on tient compte de la propagation spatiale 1'instabilite dans
1'onde de haute frequence est couplee vers les courtes longueurs d'onde,
et Fetat sature de 1' interaction a trois ondes fait apparaitre un chaos
spatio-temporel [168].

b) Couplages d'ondes dans la limite des phases aleatoires

Dans 1'approximation des phases aleatoires, ou 1'on suppose que les phases
des ondes sont distributes aleatoirement, 1'interaction a trois ondes a une
description statistique. C'est aussi habituellement le cas dans 1'interaction
entre un grand nombre d'ondes excitees, comme cela a ete explique pour
la premiere fois dans [169]. L'interaction d'un seul triplet de telles ondes
est donnee dans [170], [161] sous la forme (probleme P10-24) :

avec

47r|A'|2/|i>3i — vg2\. Ces equations font apparaitre un equilibre non couple
quand :

Pink2nk3 ~ P2nkink3 - p3nkink2 = 0 (10.392)

En additionnant la premiere equation integree (sur 1'espace) et la seconde,
puis la premiere et la troisieme, on obtient les relations de conservation :

Si toutes les ondes sont d'energie positive, done si la densite d'action du
mode de plus haute frequence n'est pas nulle, tandis que les deux autres le
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sont, une partie de 1'action est transferee irreversiblement aux deux modes
de basse frequence. D'autre part si 1'onde de plus haute frequence est a
energie negative et les deux autres a energie positive on retombe sur une
un instabilite explosive. (Pour plus de details, voir les references donnees
ci-dessus.)

c) Amortissement de Landau non lineaire. Turbulence faible

Deux ondes peuvent aussi interagir de maniere non lineaire avec les parti-
cules moyennant la condition de resonance :

qui est semblable a celle pour la resonance habituelle onde-particule qui

conduit a l'amortissement de Landau lineaire, sauf qu'ici 1'onde (fci — k^-,
uj\ —1^2) est une onde virtuelle (qui ne satisfait pas la relation de disper-
sion lineaire—elle existe seulement a cause de la non linearite) qui sert
d'intermediaire dans 1'interaction. Cette interaction non lineaire permet a

1'onde (k\,(jj\) de transferor son energie et sa quantite de mouvement a

une autre onde (^2,^2) et aux particules du plasma satisfaisant (10.395).
Ce phenomene est analogue a la diffusion Compton . L'interaction peut
se produire avec des ondes coherentes [171] ou de phases aleatoires ([145],
[172], [160]) ; dans le premier cas elle est naturellement limitee par le
piegeage des particules. En une dimension elle est decrite ([161], [173]) par
les equations :

ou C, la constante de couplage non lineaire pour ce processus, est propor-
tionnelle a la valeur de (dFo/dw) pour w = (MI — U2)/(ki — ̂ 2), avec ici
Ln = (d/dt) + Vgn(d/dx) + 2i/n, n = 1, 2. Si 1'onde 1 est instable (z/i < 0)
et 1'onde 2 amortie (y^ > 0) ces equations conduisent a une saturation
de 1'instabilite. On voit aussi que ces equations sont identiques, aux cons-
tantes de couplage pres, a celle d'un couplage a trois ondes d'energie posi-
tive dans 1'approximation des phases aleatoires, (10.389)-(10.391), quand
le mode 3 est si fortement amorti que sa densite d'action ne prend jamais
une amplitude significative et peut done etre negligee. Par consequent, un
tel couplage onde-onde (quasi modal) peut aussi conduire a la saturation
de 1'onde instable de plus haute frequence.

La hierarchic des interactions non lineaires onde-onde et onde-particule qui vient
d'etre presentee brievement peut s'etendre aux ordres superieurs (par exemple, in-
teractions a quatre ondes, etc.). On a espere obtenir ainsi, particulierement dans
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1'approximation des phases aleatoires, une description generale de ce qu'on appelle
la turbulence faible des plasmas [172]. Certains des aspects de cette hierarchie (par
exemple, la theorie quasi lineaire) se sont effectivement reveles tres utiles dans divers
problemes. Malheureusement, on a trouve que la turbulence faible n'etait pas un cadre
general valable pour analyser les etats non lineaires observes dans les plasmas a la suite
de 1'evolution des instabilites. La presence de structures coherentes dans 1'espace de
phase des particules et dans les ondes a necessite des modifications de 1'approximation
des phases aleatoires dans la description de la hierarchie des interactions non lineaires.
Ces structures coherentes et la dynamique chaotique compliquent encore le paysage. Et
de fait, la turbulence des plasmas reste un sujet encore mal connu.

d) Ondes non lineaires. Solitons et cavitons

Pour certaines amplitudes des champs, les ondes coherentes peuvent etre
modifiees de maniere significative sans couplage avec d'autres ondes, et au-
dela de ce que prevoient les couplages d'ondes simples. On ne mentionnera
ici que deux situations de ce genre, 1'une associee aux ondes acoustiques
ioniques et 1'autre aux oscillations de plasma electroniques et aux ondes
acoustiques ioniques. Elles sont decrites par une theorie hydrodynamique
des ondes ou 1'amortissement de Landau peut etre neglige.

Les equations hydrodynamiques non lineaires qui decrivent les on-
des acoustiques ioniques (equations adiabatiques pour les electrons, et de
plasma froid pour les ions) font apparaitre des structures d'onde du type
impulsion solitaire et des ondes de choc [174]. Ainsi, dans un systeme de
coordonnees se deplagant avec la vitesse V de 1'impulsion solitaire, c'est-
a-dire x' = (x — Vt), on trouve que le potentiel obeit a une equation
differentielle ordinaire du second ordre :

avec x'D = (xf/\De) et </> = (e$/«Te). Le plan de coordonnees (d(f)/dx'D) =
<// et (f> et la solution solitaire sont representes sur la figure 10.27(a). Le
maximum du potentiel 4> = <£TO se produit pour une vitesse donnee par :

ou 0m = e&m/K,Te. Pour $m —> 0 cela donne V = cs, comme on s'y
attendait. Lorsque $m croit, V croit aussi, mais pour que 1'impulsion soli-
taire reste univaluee e&m ne doit pas depasser (niiV2/2) ce qui donne
<j)m ~ 1.3 et V KI l.6cs. Au-dela de cette valeur, la vitesse des ions devient
multivaluee et les ions reviennent en arriere, ce qui produit un choc —dit
choc acoustique ionique non collisionnel.
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Figure 10.27 : Impulsions solitaires et solitons.
(a) Plan de phase du potential acoustique ionique et forme de I'impulsion solitaire
acoustique ionique.
(b) Solitons KdV avant collision (r = Tb), et apres collision (r = ra).

Entre le regime lineaire et le regime de choc, c'est-a-dire pour 0m <C
1, le potentiel obeit a 1'equation non lineaire aux derivees partielles de
Kortweg-de Vries (KdV) ([175], [161]) :

ou ^ = e</>i est le potentiel normalise du premier ordre (en e), et les
variables lentes de 1'analyse a plusieurs echelles sont r = e3jf2ujpit et
£ = el^[(x/\De}— Upit]. Cette equation est integrable par les techniques de
resolution des problemes inverses [176]. Toute condition initiale qui est une
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fonction localisee en £ a des solutions asymptotiques du type solitons ou
ondes dispersives ("rayonnement"). Un soliton unique est de la forme :

ou v0 = (V/cs] — I est 1'exces du nombre de Mach (V/cs) sur 1'unite. La
vitesse du soliton depend de son amplitude, et des solitons d'amplitudes
differentes peuvent done entrer en collision. Les solitons ont 1'importante
propriete que dans une collision avec un autre soliton ils gardent leur forme
[Fig. 10.27(b)]; les autres impulsions solitaires n'ont pas en general cette
propriete. De maniere generale les solitons sont le resultat d'un equilibre
entre une faible non-linearite [le second terme dans (10.400)] et une faible
dispersion [le troisieme terme dans (10.400)].

Decrivons maintenant le modele non lineaire de Zakharov [177] pour le
couplage des oscillations de plasma electroniques et des ondes acoustiques
ioniques. Le point de depart de cette analyse non lineaire consiste a re-
marquer qu'il y a une echelle des temps courts, qui caracterise 1'evolution
electronique du plasma, et une echelle des temps longs, sur laquelle se met
en place la dynamique acoustique ionique. A cause de la non-linearite des
equations hydrodynamiques, on suppose que les champs variants rapide-
ment a 1'echelle des temps courts du plasma electronique ont une ampli-
tude lentement variable (dans 1'espace et le temps), qui evolue a 1'echelle
de temps lente de la variation de densite ; les champs a variation lente de
1'onde acoustique ionique sont modifies par la force non lineaire moyennee
sur 1'echelle des temps courts—la force dite ponderomotrice. En une dimen-
sion, on obtient ainsi [178] le systeme d'equations non lineaires couplees :

ou £(x, t) est 1'amplitude lentement variable du champ electrique a 1'echelle
des temps courts (onde de plasma electronique), ns(x,t) est la fluctuation
de densite a 1'echelle des temps longs (ondes acoustiques ioniques) ou Ton a
admis la quasi-neutralite nes = Uis = ns, et cj = K(Te+3Ti)/mi. Les mem-
bres de gauche de (10.402) et (10.403) sont facilement identifies comme les
operateurs lineaires donnant les ondes de plasma electroniques et les ondes
acoustiques ioniques. Les membres de droite de ces equations viennent res-
pectivement de la non-linearite de courant et de la force ponderomotrice.
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En variables normalisees (10.402) et (10.403) prennent les formes particu-
lierement simples :

La solution non lineaire la plus simple s'obtient pour une densite sta-
tionnaire, c'est-a-dire d2N/dr2 = 0. On a alors :

et :

qui est 1' equation de Schrodinger non lineaire (NLS) . Cette equation peut
aussi etre resolue par les techniques de resolution des problemes inverses.
Sa seule solution stationnaire du type soliton est :

qui est un soliton enveloppe du champ de 1'onde de plasma electronique —
appele aussi un soliton de Langmuir. Associe a ce soliton de champ, il y a,
d'apres (10.406), une depression de densite—un camion, creuse par la force
ponderomotrice (Fig. 10.28). En trois dimensions, le caviton piege une plus
grande partie de 1'energie du champ electrique, augmentant ainsi la force
ponderomotrice, qui a son tour creuse une plus grande depression de den-
site, etc., tout cela conduisant a ce qu'on appelle un effondrement; celui-ci
est limite ulterieurement par les effets cinetiques des electrons traversant
ces structures de champ electrique et absorbant leur energie. L'etat d'un
plasma dans lequel il apparait des cavitons et des effondrements de phases
aleatoires a ete baptise turbulence forte de Langmuir. Bien que de telles
structures aient ete observees dans des simulations numeriques et dans
certaines experiences d'interaction faisceau-plasma (cf. chapitres 7 et 11),
elles ne sont pas du tout universelles.

II est interessant de remarquer que les equations de Zakharov qui expri-
ment le couplage non lineaire des ondes de plasma electroniques et des on-
des acoustiques ioniques doivent evidemment contenir les interactions non
lineaires a trois ondes, de deux ondes de plasma electroniques et d'une onde
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Figure 10.28 : Soliton stationnaire NLS du champ E et caviton associe de
depression de la densite.

acoustique ionique decrits au paragraphe 10.7.3(a), [Fig. 10.26(e)]. On peut
de plus montrer que les equations de Zakharov contiennent aussi les inter-
actions parametriques de trois ondes (deux ondes de plasma electroniques
et une onde acoustique ionique) declenchees par une onde de pompe du
type plasma electronique, c'est-a-dire les interactions a quatre ondes [178].
Ainsi, en plus des interactions a trois ondes, Pinstabilite dite instobilite
parametrique oscillante a deux courants [179] peut aussi se deduire de
(10.402) et (10.403).

*10.7.4 Echos d'ondes de plasma

Nous terminons ce bref expose d'introduction aux effets non lineaires en
decrivant un phenomene qui montre comment, dans un plasma sans col-
lisions, la non-linearite permet de retrouver l'information que la theorie
lineaire decrit comme perdue dans 1'amortissement de Landau. Rappelons
que d'apres les proprietes generales des equations de Vlasov-Maxwell (sec-
tion 10.2), la reversibilite par rapport au temps (paragraphe 10.2.1) et
la conservation de 1'entropie (paragraphe 10.2.3) assurent qu'il n'y a pas
perte d'information dans ce modele non collisionnel de la dynamique
d'un plasma. Et pourtant la version linearisee de ce modele a predit
1'amortissement de Landau des champs. Bien qu'il soit clair que la des-
cription linearisee est a la fois tres utile et incomplete, il est interessant de
voir comment la non-linearite recupere l'information apparemment perdue
dans 1'amortissement de Landau lineaire.

Considerons un plasma stable a une dimension, uniforme, non collision-
nel, excite de 1'exterieur a t = 0, avec une perturbation de la densite de
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charge, periodique de nombre d'onde kr — k\, c'est-a-dire dans la notation
de la section 10.3 :

La reponse lineaire du plasma est donnee par (10.118), de sorte que le
champ electrique lineaire est :

avec Ea0 — pao/ikieQ. Comme on suppose le plasma stable, toutes les
racines de KL(&I,U;) = 0, donnant u>(fci) , se trouvent dans le demi-plan
complexe u; inferieur et 1'on a done :

comme on s'y attend pour 1'amortissement de Landau lineaire. D'autre
part, la fonction de distribution lineaire est donnee par (10.103), et avec
(10.410) on trouve :

ou Ton a suppose nulles les conditions initiales sur /i. Par consequent,
asymptotiquement dans le temps, on trouve :

qui ne tend pas vers zero, mais reste oscillatoire et avec une structure fine
en w, comme on 1'a vu dans la description la plus simple des ecoulements
libres [paragraphe 10.2.2(c)]. Cette structure fine conduit aussi a n\(x, t —>
oo) =0.

Considerons maintenant un instant T ^> ('JLD}~I^ °u ^LD est le taux
d'amortissement de Landau du zero le plus eleve de KL dans le plan com-
plexe u; [par exemple, •JLD — —^i donne par (10.214)]. A un tel instant on
a £"i ~ 0 et ni « 0, mais j\ est oscillante. Appliquons alors une autre per-
turbation de la densite de charge, periodique dans 1'espace et de nombre
d'onde kr = k2 :

D'apres la theorie lineaire, apres un temps (t—T) ^> 7^ on aura a nouveau
EI % 0 et HI « 0, mais f i sera la superposition lineaire de (10.413) et de :
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Cependant, dans une analyse non lineaire de (10.86)-(10.88) on trouve que
la fonction de distribution du second ordre a des termes qui sont le produit
de (10.413) et (10.415), c'est-a-dire :

Pour une analyse detaillee, nous renvoyons le lecteur a [180]. D'apres
(10.415) il est clair que pour t = k^r/(kz + &i), qui est plus grand que
r pour k\ < 0, le terme de melange de phases disparait et une densite
finie du second ordre, n-2 et un champ E<2 vont apparaitre avec un nombre
d'onde £3 = k-z — \k\\, comme represente schematiquement sur la figure
10.29(a).

On peut aussi produire des echos de plasma dans 1'espace [Fig. 10.29(b)],
et aussi des echos d'ordres superieurs, qui sont beaucoup plus faciles a observer
experimentalement19, [181]. Ainsi, en excitant de 1'exterieur le plasma a x — 0 avec
une source de frequence (jj\ et a x = L avec une source de frequence o>2, ou L est plus
grand que la distance d'amortissement de Landau du mode excite a la frequence a>i, on
produit un echo a la frequence 0^3 = u>2 — u>i qui apparait en aval de L a une distance
L' = (uj-2/(jj3)L. La reversibilite non lineaire de ramortissement non collisionnel lineaire
est ainsi mise en evidence.

10.8 Appendice

A10-1 Fonction de dispersion des plasmas [117]
Cette fonction est definie comme la transformee de Hilbert d'une gaussienne :

Elle satisfait 1'equation differentielle suivante :

comme on le voit facilement a partir de (10.417).

a) Prolongement analytique
D'apres la definition (10.417), Z(£) est une fonction analytique de £ dans le demi-plan
superieur. Son prolongement analytique dans le demi-plan inferieur est donne par :

19. Les observations experimentales d'echos spatiaux dans un plasma sont cependant
tres sensibles aux effets de collisions car les experiences doivent etre faites dans un
plasma stationnaire.
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Figure 10.29 : (a) Echo temporel de plasma, (b) Echo spatial de plasma.
7j = —uji(kj), j = 1,2,3 sont les taux d'amortissement en Landau.

ou, avec le contour de Landau F represente sur la figure 10.18 :

qui est valable dans tout le plan complexe £.
Pour calculer la fonction de dispersion des plasmas pour toute valeur de C, il est

commode de 1'exprimer autrement. En remarquant que

on peut recrire (10.417) sous la forme :

qui est proportionnelle (a une constante complexe pres) a la transformee de Laplace
d'une gaussienne. En calculant le carre de 1'exposant et en changant de variables, on
trouve que ce resultat peut aussi s'ecrire :
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ou

est la fonction erreur [268]. On peut montrer par prolongement analytique que
1'expression (non singuliere) (10.423) qui est valable, au depart, pour £ dans le demi-plan
superieur, est valable pour tout £ complexe.

b) Proprietes et valeurs speciales

On peut demontrer les relations de symetrie suivantes :

et par consequent :

En posant C = Cr + i(,i, on trouve pour & — 0 :

Les deux fonctions Z((,r) et Z'(£r) sont representees sur la figure 10.30. Pour Cr = 0 on
a :

On voit que

c) Developpement pour les petits arguments

Pour |C | <C 1 on a un developpement convergent en serie de puissances :

d) Developpement pour les grands arguments

Pour |C| ^> 1 on a la serie asymptotique :

avec :

Pour des calculs plus detailles de Z(C) voir 1'appendice A dans la publication de
G. R. Smith, Phys. Fluids, 27, 1499 (1984). Des tables de valeurs de Z(C) sont donnees
en [117].

d) Developpement pour les grands arguments

Pour |C| ^> 1 on a la serie asymptotique :

Pour des calculs plus detailles de Z(C) voir 1'appendice A dans la publication de
G. R. Smith, Phys. Fluids, 27, 1499 (1984). Des tables de valeurs de Z(C) sont donnees
en [117].
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Figure 10.30 : Fonction de dispersion des plasmas.

(a) Z(Cr) pour les valeurs reelles de 1'argument £ — (r-
(b) Z'(Cr) pour les valeurs reelles de 1'argument (, = (,r.



222 Theorie cinetique de Vlasov-Landau

e) Formes approchees
Diverses formes approchees, avec des domaines de validite limites, peuvent s'obtenir en
remplagant la fonction gaussienne dans 1'integrand de Z(£) par diverses fonctions en
forme de cloche. On peut ainsi arriver a 1'approximation dite d deux poles [182] ou a
1'approximation a trois poles [183]. Le lecteur peut consulter ces references pour voir
les formes explicites de ces approximations et leurs limitations.

10.9 Problemes
^

PI0-1 Ecoulement libre et equations
hydrodynamiques

Considerons 1'equation de 1'ecoulement libre non collisionnel (ou balistique) pour la
fonction de distribution a une dimension (~w = xw , T* = xx) :

ou / = f(w, x, t).

a) On suppose que la fonction de distribution initiale est une maxwellienne avec une
perturbation periodique dans 1'espace :

(10.435)

ou e et k decrivent, respectivement, 1'amplitude et la periode de la perturbation,

(10.434)

(10.436)

ou no est la densite des particules pour , et est la vitesse
thermique. Determiner la densite des particules n(x, t) qui en resulte.

b) On considere la perturbation de densite [n(x, t) — no] obtenue en (a) ; elle decroit
dans le temps ; representer graphiquement sa variation et montrer sa duree de
vie typique, T.

c) Montrer que 1'equation (10.434) pour / de 1'ecoulement libre non collisionnel con-
serve 1'energie et 1'entropie et que par consequent il ne peut pas y avoir de perte
de 1'information contenue, par exemple, dans les conditions initiales. Et pourtant,
les resultats de la partie (a) montrent que la perturbation de densite s'amortit.
Comment cela se produit-il ?

d) Montrer que les equations des deux premiers moments dans 1'espace des vitesses
de (10.434), fermees par 1'hypothese d'une pression scalaire p avec une equation
d'etat ne font apparaitre aucun amortissement de la perturbation ini-
tiale de densite. [Pour montrer cela, lineariser les equations de moment au voisi-
nage d'un equilibre simple no = constante, et resoudre
pour ni(x,t) donne Pourquoi en
est-il ainsi ?

e) A partir des resultats des parties (c) et (d) on voit que 1'amortissement de la densite
trouve dans (a) est un effet cinetique, non collisionnel. Expliquer physiquement
comment cette sorte d'amortissement se produit pour la la densite hydrodyna-
mique.
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>>

P10-2 Ecoulement libre avec des perturbations
initiales generates

On considere a nouveau P equation de 1'ecoulement libre non collisionnel (10.434), raais
maintenant pour une distribution initiale :

ayant une perturbation spatiale arbitraire de vitesse donnee par g(w, x) superpose a
une fonction de distribution fo(w) uniforme arbitraire.

a) Resoudre (10.434) par transformation de Fourier-Laplace, avec la condition initiale
donnee par (10.437), et determiner la transformee dans 1'espace des vecteurs

k , de la perturbation de densite des particules en fonction du temps ; montrer
qu'elle est donnee par :

b) Determiner la decroissance dans le temps des diverses composantes spectrales de
la variation spatiale de la perturbation initiale, quand la forme de celle-ci dans
1'espace des vitesses est reguliere et localisee, par exemple donne par :

ou (Aw) est la largeur typique de g dans 1'espace des vitesses et G(k) le spectre
de variation spatiale de g.

c) Trouver la perturbation de densite pour une perturbation initiale singuliere en w
(c'est-a-dire du type faisceau), par exemple :

et remarquer qu'elle ne disparait pas. On peut appeler cela un "mode a une seule
particule". Remarquer alors que pour des conditions initiales sur / suffisamment
regulieres, la perturbation de densite disparait par "melange de phases" (expli-
quer ce terme) ; cela est souvent utilise comme un argument pour negliger les con-
ditions initiales. Cependant, des conditions initiales singulieres sur / conduisent
a une perturbation de densite persistante et ne peuvent done etre negligees pour
determiner la reponse d'un plasma.

P10-3 Distribution d'equilibre dans un plasma
inhomogene

a) A partir des trajectoires des particules dans un champ magnetique (Chapitre 2),
montrer que les constantes du mouvement sont :

et

ou Py est la quantite de mouvement canonique (generalisee) dans la direction y.



b) Ecrire la distribution d'equilibre f o ( x , w ) comme une fonction des trois constantes
(10.441)-(10.443) et montrer qu'elle satisfait 1'equation de Vlasov.

c) Si les echelles de longueur Lg et Ln des variations du champ magnetique et de la
densite sont toutes deux beaucoup plus grandes que les rayons de Larmor des
particules, montrer que 1'on a :

ou est la frequence cyclotron.

P10-4 Conservation non relativiste de 1'energie et
de la quantite de mouvement

En partant de 1'equation de Vlasov non relativiste (10.1) et des equations de Maxwell,
etablir la forme non relativiste de (10.72)-(10.74), (10.80), et (10.81)-(10.85).

P10-5 Solution par la methode des caracteristiques
L'equation de Vlasov linearisee en une dimension (10.93), resolue par transformation
de Fourier-Laplace, donne (10.103) pour la fonction de distribution f s i ( w , k , u j ) . Une
methode plus generate de resolution de (10.93) est celle des caracteristiques (brievement
exposee dans le paragraphe 10.2.2 b)) ; elle est particulierement utile dans les plasmas
inhomogenes.

a) Montrer par la methode de caracteristiques que (10.93) peut s'ecrire :

d'ou par integration de t' = 0 a t' = t :

b) En negligeant les conditions aux limites pour x = ±00, introduire les composantes
de Fourier spatiales des champs /si et EI, et avec les (orbites) caracteristiques
trouvees en (a), trouver la transformed de Laplace de (10.446). Montrer ainsi
qu'on arrive au meme resultat que dans (10.103).

Note : Apres 1'introduction des composantes de Fourier spatiales des champs, il est
utile de voir que le second terme dans le membre de droite de 1'equation (10.446)
pour fsi(w,k,t) est une integrale de convolution ; on utilisera done la formule
de transformation de Laplace d'une convolution.

P10-6 Plasma de Lorentz-Cauchy : susceptibilite
Montrer que pour une distribution d'equilibre normalisee a une dimension (10.135) de
Lorentz-Cauchy, la susceptibilite est donnee par (10.136)-(10.138). [Effectuer en detail
les integrations de contour indiquees dans (10.133) et (10.134).]
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P10-7 Plasma de Lorentz-Cauchy : reponse aux
conditions initiates

La susceptibilite electronique longitudinale lineaire d'un plasma (avec un fond neutrali-
sant d'ions supposes immobiles), pour une distribution d'equilibre de Lorentz-Cauchy,
est donnee par (10.138) :

valable pour tout kr (k reel) et tout u complexe.

a) Supposer qu'a t = 0 la perturbation de la fonction de distribution est donnee par :

oil |e| <C 1 et f'QL est la derivee de la fonction de distribution normalisee de
Lorentz-Cauchy. Determiner le champ electrique Ei(x,t) dans le plasma, qui
resulte de cette excitation initiale. Comparer cela au champ de reponse col-
lective de la fonction de Green, c'est-a-dire Eco\\(x,t) pour un champ externe
d'excitation Eexc(x,t) — elkrX6(t). Pour une excitation externe arbitraire, peut-
on negliger aux temps longs 1'effet de la condition initiale donnee ?

b) On considere maintenant la condition initiale :

Determiner le champ electrique aux temps longs qui en resulte dans le plasma, et
comparer au champ de reponse collective pour une excitation externe arbitraire.

c) Pour quels types de conditions initiates de la perturbation de la fonction de distri-
bution le champ de reponse collective est-il dominant aux temps longs ?

d) Determiner le champ electrique E\(x,t) pour fi(w,x,t = 0) = 6'(w) coskrx. Re-
marquer que par suite de la non-analyticite de XL en kr, on doit definir deux
fonctions de reponse distinctes pour kr > 0 et kr < 0 pour pouvoir effectuer
correctement la transformation de Fourier inverse en k (cf. par exemple [127]).

P10-8 Instabilite faisceau d'electrons-plasma : solu-
tions approchees

a) Montrer que pour la relation de dispersion (7.10) du systeme faisceau d'electrons-
plasma, le taux de croissance ne peut pas s'obtenir avec (10.169), bien que Ton
ait |wi| <C \ur\- Expliquer pourquoi.

b) Peut-on etendre 1'analyse de la section 10.3.4 de sorte que le taux de croissance
(7.10) soit obtenu correctement ?

P10-9 Flux d'energie moyen pour les ondes
Pour les champs periodiques dans 1'espace et le temps, la moyenne de petite amplitude
du flux d'energie de perturbation dans un faisceau d'electrons a une dimension de densite
no et de vitesse VQ est donnee par (6.63) :

ou FI = HQVI + n\VQ est la perturbation du flux de particules.
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a) Montrer, par la methode multifaisceaux de Dawson pour representer un plasma
electronique avec une distribution d'equilibre fo(w), que la moyenne de petite
amplitude du flux d'energie dans la dynamique a une dimension de ce plasma
est donnee par :

b) A partir de la partie reelle de la permittivite Kj_,T = Re [KL(kr, o>r)] pour un plasma
electronique a une dimension avec une distribution d'equilibre fo(w) fo(w), mon-
trer que le resultat de la partie (a), c'est-a-dire 1'equation (10.451), peut aussi
s'ecrire :

ce qui, soit dit en passant, est un resultat general de 1'electrodynamique des
milieux continus, pour la moyenne du flux d'energie en champs electrostatiques
[361].

PI0-10 Developpement asymptotique de la
susceptibilite pour vp ^> VT£

Montrer que bien que le developpement en serie de Taylor de 1'integrand dans (10.170)
pour \Vp\ S> \w\ soit une serie convergente, la serie obtenue pour 1'integrale, donnee en
(10.209), est seulement une serie asymptotique.

Note : pour la maxwellienne (10.208), utiliser la formule 3.461-2 , p. 337 de [266],
pour calculer

et montrer ainsi que pour toute valeur elevee de (vp/vte) " y a toujours une valeur de
n au-dela de laquelle la serie diverge.

P10-11 Champs dans les ondes longitudinales
faiblement amorties

a) A partir de la susceptibilite electronique approchee qui apparait dans (10.210), et en
se rappelant comment elle relie la densite de charge au champ electrique (10.108),
determiner la relation entre (nie/noe) et (e<&i/KTe) ; determiner de meme
(raji/nio) en fonction de (e$i/K,Te) et tracer les courbes de E\ et (e$i/KTe),
(nie/neo) et (nij/nio) en fonction de x, a t donne, et montrer precisement les
relations de phase entre ces quantites.

b) Repeter la partie (a) pour les ondes acoustiques ioniques, avec la susceptibilite
donnee par (10.216) et (10.217). Calculer (nii/njo) soigneusement pour mettre
en evidence la quasi-neutralite de 1'onde acoustique ionique.

P10-12 Coupure relativiste de Pamortissement
de Landau

La fonction de distribution maxwellienne relativiste est [277] :
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avec 72 = 1 + (p/mc)2, £T = reT/rac2, et C-1 = 47r(mc)3e|,K2(e^2)
exp(e^ ), K-2 etant la fonction de Bessel modifiee de seconde espece et d'ordre deux.

a) Montrer que dans (10.453) il n'y a pas de particules de vitesse plus grande que c.
b) A partir de la relation de dispersion des ondes de plasma electroniques (10.211)

montrer que le nombre d'onde reel pour que la vitesse de phase soit egale a c est

c) Avec la fonction de distribution relativiste (10.453), montrer que 1'amortissement de
Landau s'annule exponentiellement lorsque kr descend vers la valeur krc donnee
par (10.454).

d) Obtenir ces resultats en resolvant de maniere approchee 1'equation de Vlasov rela-
tiviste linearisee (cf. [184]).

P10-13 Proprietes des racines de la relation de
dispersion des ondes de plasma electroniques

A partir des proprietes de la fonction Z donnees dans 1'appendice A10-1, montrer que
les solutions de la relation de dispersion (10.236) ont les proprietes suivantes :

a) Toutes les solutions ont u^(fc r) < 0.
b) Si u;(fcr) est solution, — u*(kr) Vest aussi.
c) Toutes les solutions sont des zeros simples.

PI0-14 Tenseur de susceptibilite pour un plasma
isotrope, non magnetise

En partant des composantes du tenseur de susceptibilite donnees par (10.256), montrer
que celui-ci est :

avec :

et :

ou 1'une des coordonnees (L) est prise suivant kr et les deux autres (T) perpendiculaires

a kr• (N.B.: kr est le module de kr.)
Montrer que XT peut aussi s'ecrire sous la forme :

qui est independante du systeme de coordonnees choisi.
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^

P10-15 Epaisseur de peau collisionnelle
a) Montrer que si on tient comte des collisions electron-neutre la relation de dispersion

de 1'onde transverse (10.270) devient :

ou fen est la frequence de collisions electron-neutre, et ou Ton a neglige le mou-
vement des ions.

b) Dans la limite <jjr —> 0 determiner a partir de (10.460) la profondeur de penetration
(ki)~l d'une onde transverse. C'est 1'epaisseur de peau collisionnelle. La com-
parer a 1'epaisseur de peau (10.272) dans un plasma sans collisions, et a 1'epaisseur
de peau non collisionnelle anormale (10.273). Dans quelles conditions chacune
d'entre elles est-elle physiquement dominante?

P10-16 Analogue du champ electrique pour
la resolution de la relation de dispersion
de Vlasov

a) On considere la relation de dispersion electrostatique de Vlasov au sens de
van Kampen-Case, c'est-a-dire pour tout k = kr reel et avec 1'integration sur
Wk le long de 1'axe reel. Montrer qu'elle peut s'ecrire :

*s —OO

ou Ton a simplement pose krWk = x.
b) Rappelons que dans la theorie du potentiel des distributions de charge statique,

une distribution continue de charges lineaires perpendiculaire au plan x-y, et
reparties le long de 1'axe Ox avec la densite de charge lineaire A(x), produit un
champ electrique dans le plan x-y qu'on peut representer dans le plan complexe
z, z = x + iy par la for mule :

Par consequent, on voit que la resolution de (10.461) pour u complexe est
equivalente a 1'introduction d'une distribution de charges lineaires sur 1'axe reel
Ox avec la densite A(x) = — 27reou;p.Fg(:E/fcr) et a la recherche des positions dans
le plan complexe z ou Ex est reel et positif, avec Ey = 0.

c) Pour une maxwellienne FQ, tracer le champ electrique analogue dans le plan x-y et
en deduire qu'il n'y a pas de solutions a; dans les deux demi-plans inferieur et
superieur du plan complexe. Toutes les solutions doivent etre sur 1'axe reel et
elles forment un spectre continu.

d) Montrer, par la meme methode d'analogie, que si la distribution maxwellienne est
coupee pour v > c, alors il y a aussi des solutions discretes avec u> reel.

P10-17 Orthogonalite des fonctions propres de Case
Montrer que les fonctions propres de 1'equation integrate (10.300) et de son adjointe
(10.312) satisfont la relation d'orthogonalite (10.315).

Note : multiplier (10.305) par F\w, et 1'equation equivalente de (10.312)-(10.314)
par Fiu, et integrer leur difference sur w^.
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P10-18 Modele BGK de collisions : relation de
dispersion

a) En partant de la susceptibilite longitudinale (10.322) deduite de 1'equation
electrostatique de Vlasov a une dimension avec des collisions, representees par
le modele BGK (Bhatnagar, Gross, Krook), montrer que pour une distribution
maxwellienne la susceptibilite longitudinale est donnee par :

ou v^ = 2AcT/m, £ = (a; + iv}/\k\vt-, Z((^) est la fonction de dispersion des
plasmas, et Z'(£) sa derivee—definies toutes deux dans 1'appendice AlO-1.

b) Pour un faible taux de collisions, determiner la relation de dispersion pour les ondes
de plasma electroniques et les ondes acoustiques ioniques faiblement amorties,
et pour chaque onde montrer comment 1'effet des collisions intervient a cote de
1'amortissement de Landau.

PI0-19 Relaxation dans le modele de collisions
de Lenard-Bernstein

Montrer que le modele de collisions (10.329) satisfait la conservation des particules mais
ni la conservation de la quantite de mouvement ni celle de 1'energie. Montrer ainsi qu'il
donne :

Ci

et :

P10-20 Diffusion quasi lineaire dans 1'approximation
des phases aleatoires

On considere 1'action d'un grand le nombre d'ondes electrostatiques sur le mouvement a
une dimension d'une particule. Le mouvement non perturbe est donne par x = XQ +wot
et la perturbation de vitesse par :

a) En portant le mouvement non perturbe pour x dans (10.466), calculer w^ et sa
moyenne sur les positions initiales (phases) XQ. Montrer ainsi que Ton a :

b) Le coefficient de diffusion est defini comme :
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ou (Atu2) = (w2 — WQ} = (w2). Montrer en utilisant le resultat de la partie (a)
que :

P10-21 Puissance dissipee dans un etat stationnaire
produit par la diffusion quasi lineaire et
les collisions

En se servant de DQL determine dans le probleme P10-20, montrer que (10.378) est
identique a (10.203) somme sur le spectre des ondes.

P10-22 Creation de courant dans un plasma [157]
a) Montrer que pour des champs dans un plasma tels que DQL puisse etre prise comme

une constante DQ pour wi < w < w-2 avec wi > 3.5vTe et (DQ/V^^Q) 3> 1, ou
VQ est donne par (10.328), la solution (10.380) pour fe dans la region de resonance
est pratiquement plate et a une valeur approximativement egale a /M(U;I)-

b) A partir du resultat de la partie (a) montrer que la la densite de courant creee est :
s ~ ~ \

et la puissance dissipee :

On voit que, dans la mesure ou DQ est donne par 1'expression de la partie (a),
ces resultats sont independants de 1'amplitude du champ de 1'onde. Expliquer
pourquoi.

P10-23 Relations de Manley-Rowe pour
les couplages coherents onde-onde

a) En partant des equations (10.383)—(10.385) couplees non lineairement pour trois
ondes coherentes, etablir les equations (10.387) et (10.388) de conservation de
1'act ion.

b) Generaliser ces resultats a quatre ondes couplees non lineairement.

^P10-24 Equations des ondes couplees dans
1'approximation des phases aleatoires

a) En partant des equations (10.383)-(10.385) pour le couplage non lineaire de trois
ondes coherentes, introduire un dephasage dans les conditions de resonance (u>i —

u>2 ~~ ^3 — ̂ j k i — k-2 — k 3 = 6 k ) et etudier le cas de nombreuses ondes (au
meme ordre de non-linearite) et avec des phases aleatoires. En determinant par
iterations les amplitudes et en faisant la moyenne sur leurs phases, montrer que
Ton obtient (10.389)-(10.391). (Consulter les references [160] et [161].)

b) Demontrer les equations de conservation (10.393) et (10.394) et montrer
1'irreversibilite de 1'interaction a trois ondes d'energie positive.



Chapitre 11

Theorie cinetique des
instabilites dans les
plasmas non magnetises

11.1 Introduction

Dans le chapitre precedent nous avons etudie par la theorie cinetique de
Vlasov-Landau les perturbations qui peuvent se produire dans des plasmas
en equilibre, homogenes, non magnetises et sans champ electrique. Nous
nous sommes alors limites aux equilibres stables. En particulier, les fonc-
tions de distribution d'equilibre ont ete supposees isotropes, et nous avons
concentre notre etude sur les ondes naturelles lineaires dans ces plasmas et
admis que pour de telles fonctions de distribution celles-ci etaient stables.

Dans ce chapitre nous recherchons d'abord de maniere plus generale
quels sont les types de fonctions de distribution qui sont stables. C'est le
sujet de la section 11.2 ou les conditions de Newcomb-Gardner suffisantes
pour la stabilite sont demontrees. Puis, dans la section 11.3, les condi-
tions necessaires et suffisantes de Penrose pour 1'instabilite (et la stabilite)
des modes electrostatiques sont etablies. A titre d'exemples on etudie les
memes instabilites electrostatiques que dans le chapitre 7, a ceci pres que
maintenant, avec la theorie cinetique, on peut trouver les effets que les
elargissements thermiques dans les fonctions de distribution des particules
ont sur les diverses instabilites. Le chapitre se termine (section 11.4) par
la theorie cinetique des instabilites electromagnetiques. En particulier, la
theorie des instabilites de Weibel dans deux faisceaux opposes, traitee par
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le modele des plasmas froids dans la section 7.5, est etendue par la theorie
cinetique aux plasmas ayant simplement une anisotropie de temperature.

11.2 Conditions de stabilite de
Newcomb- Gardner

11.2.1 Perturbations quelconques
On a vu au chapitre 10 (section 10.2.4 et probleme P10-4) que 1'equation
de Vlasov non relativiste, accompagnee des equations de Maxwell, conduit
a I'equation de conservation de 1'energie :

Considerons maintenant un plasma en equilibre, homogene et station-

naire, neutre en charge et courant, avec EQ = 0 ; nous admettons ici
qu'il peut y avoir un champ magnetique uniforme d'origine exterieure

BQ = HoHo, bien que dans la suite de ce chapitre nous n'etudions plus
que des plasmas non magnetises. La fonction de distribution a 1'equilibre
pour chaque espece est /SQ = fsoCw)- Si le plasma est perturbe, 1'equation
de conservation de 1'energie s'ecrit par comparaison avec 1'etat d'equilibre :

Si Ton suppose une dependance spatiale periodique pour toutes les per-
turbations (pas forcement de petite amplitude), 1'integrale, sur une periode
spatiale (ou un nombre quelconque de periodes), du terme de divergence
dans (11.2) est nulle, de sorte qu'on obtient :
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Notons que si Ton suppose que toutes les perturbations sont nulles a I'infini,
1'integrale sur T* peut etre etendue a tout 1'espace. Cette equation exprime
la conservation de la difference en energie moyenne (ou totale) entre 1'etat
du plasma perturbe et son etat d'equilibre, c'est-a-dire (d/dt)(U — UQ) =
0, avec U = UEM + UK et UQ = UMO + UKO- Cependant, (11.3) n'est
pas unique, car on peut montrer (cf. probleme PI 1-1) que toute fonction
reguliere et differenciable M(/s) des fonctions de distribution /s, ou fs

obeit a 1'equation de Vlasov, satisfait aussi :

[On a vu au chapitre 10 (section 10.2.3) que 1'entropie (—/ s ln/ s) est une
telle fonction M(fs) qui satisfait (11.4)]. Une equation de conservation de
forme plus generate est done :

avec dR = drdw.
On peut maintenant developper en serie de perturbation les quan-

tites (E, B, /s), et evaluer chaque terme de (11.5) au second ordre (cf.
probleme PI 1-2) ; on obtient ainsi 1'equation de conservation au second
ordre :

ou M'Q - (dM/dfs)fs=fa0 = M ' ( f s 0 ) et M£ = (d2M/df^fa=fs0 =
M"(fso). Finalement, pour obtenir une equation de conservation au second
ordre qui contienne seulement les champs du premier ordre, posons :

de sorte que (11.6) devient :
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C'est 1'equation de conservation que nous cherchions ; elle depend seule-
ment des champs du premier ordre et donne les proprietes globales de la
dynamique lineaire du plasma.

D'apres (11.8) il est evident que pour la stabilite lineaire des perturba-
tions periodiques dans 1'espace on doit avoir :

C'est en fait le cas si fso est une fonction monotone decroissante de w2

(ou constante), car pour fs0 — fso(w2) (11.7) donne :

Une condition suffisante de stabilite lineaire (ou de stabilite marginale)

d'un plasma neutre homogene, dans un champ B0 uniforme, est done que
chaque espece (s) de particules du plasma ait une distribution de vitesses
isotrope :

et monotone decroissante (ou constante)

Ces conditions representees sur la figure 11.1 sont les conditions de stabilite
de Newcomb-Gardner ([185], [186], [187] et [188]). Remarquons aussi que
pour fs0 — f s o ( w 2 ) , et d'apres (11.7), 1'energie de perturbation est :

qui peut aussi se deduire des equations de Vlasov-Maxwell linearisees (cf.
probleme PI 1-3).

On peut comprendre qualitativement les raisons physiques de ces con-
ditions suffisantes de stabilite. Une fonction de distribution isotrope des
vitesses est une fonction de 1'energie totale (mw2/2] des particules. Quand
elle est decroissante, les particules de grande energie sont moins nom-
breuses que celles de basse energie. Le plasma de Vlasov est alors [du
fait des deux conditions (11.11) et (11.12) ci-dessus] dans un "etat d'ener-
gie minimum" a condition qu'il soit aussi uniforme dans 1'espace. (Rap-
pelons que le modele de Vlasov neglige les collisions et s'applique sur des
echelles de temps courts par rapport au temps caracteristique de collision.
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Figure 11.1 : Distribution isotrope fs(^w) — f s ( w 2 ) , monotone
decroissante. Une telle distribution est stable (stabilite de Newcomb-
Gardner) pour les perturbations electrostatiques.

Sur 1'echelle des temps plus longs que le temps de collisions, la distribu-
tion tend vers la maxwellienne d'equilibre thermodynamique, qui est aussi
evidemment isotrope et monotone decroissante.)

Des instabilites ne peuvent naitre dans un plasma uniforme non colli-
sionnel que si la fonction de distribution des particules correspond a un etat
de plus "haute energie", c'est-a-dire s'il y a de 1'energie libre disponible.
Les perturbations d'un tel etat peuvent alors etre instables. La consequence
des instabilites est un changement de la distribution vers un etat d'energie
plus basse. L'energie libre disponible entre 1'etat initial et 1'etat final est la
source des champs instables, et ceux-ci vont ensuite modifier la fonction de
distribution des particules. En general, dans une distribution anisotrope,
les instabilites sont alimentees par 1'exces d'energie dans certaines direc-
tions. Dans une distribution isotrope, mais non monotone decroissante, les
instabilites croissent a cause des exces de populations aux hautes energies
comparees aux populations a basse energie : situation analogue a 1'inversion
de population qu'on trouve dans les masers et les lasers.

On peut etendre les conditions suffisantes de stabilite aux plasmas non uniformes.
Comme /SQ peut etre de maniere generate une fonction d'une combinaison lineaire des
constantes du mouvement, la condition suffisante de stabilite demande que /so soit
une fonction monotone decroissante de cette combinaison lineaire des constantes du
mouvement. Gardner a montre de plus que meme pour des perturbations d'amplitude
arbitraire (11.11) et (11.12) sont des conditions suffisantes de stabilite.
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Remarquons enfin que pour un plasma uniforme dans un champ magnetique con-

stant BQ, les constantes du mouvement sont 1'energie msw^/2 perpendiculaire a BQ et

la quantite de mouvement mw\i parallele a BQ. En general on a /SQ = fso(w"j_,w^) qui
peut ne pas satisfaire (11.11) et (11.12), et done etre instable.

11.2.2 Perturbations electrostatiques

Pour les plasmas de Vlasov spatialement uniformes et non magnetises,
qui nous interessent dans ce chapitre, nous allons maintenant donner une
demonstration directe des conditions de stabilite de Newcomb-Gardner
pour les perturbations electrostatiques. Puis nous montrerons que pour de
telles perturbations les conditions de stabilite peuvent en fait etre moins
strictes que dans le cas general.

La relation de dispersion pour les perturbations electrostatiques
s'obtient en egalant a zero la fonction dielectrique longitudinale (cf. section
10.4.2 (b)):

ou (f>Q est la fonction de distribution d'equilibre ponderee (10.159). On

rappelle que la susceptibilite (11.16) est definie pour k — kr reel et u> =
(jjr + iuji complexe avec uJi > 0. Les solutions de (11.14), uj = w(/cr), pour
lesquelles on a uJi(kr) > 0 conduisent a une instabilite des perturbations
electrostatiques.

En separant (11.14)-(11.16) en parties reelle et imaginaire on obtient :
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Les integrates ci-dessus ne sont pas singulieres puisqu'on a suppose uoi ^ 0.
En portant (11.18) dans (11.17) on obtient finalement :

Pour des distributions isotropes de chaque espece de particules, /SQ( w ) =
fso(w'2) et Ton a :

Si de plus ces distributions isotropes sont aussi monotones decroissantes
(ou constantes) en fonction de it;2, c'est-a-dire ((Kpo/dw2} < 0 quel que
soit u>2, alors (11.19) est une somme de termes positifs et ne peut done
s'annuler. La solution imaginee avec uji > 0 ne peut pas exister. On a done
montre que, si Ton impose aux fonctions de distribution les conditions de
Newcomb-Gardner (11-11) et (11.12) alors le plasma est stable, u)i < 0 (ou
marginalement stable, u^ = 0) pour les perturbations electrostatiques. [On
remarque qu'il n'est pas necessaire d'imposer les conditions de Newcomb-
Gardner separement a la fonction de distribution de chaque espece mais
seulement a leur somme ponderee <£o("^)-] On va voir dans le paragraphe
ci-dessous que ces conditions suffisantes ne sont pas necessaires (cf. aussi
[189, chapitre 2]).

a) Distributions isotropes

Considerons maintenant un plasma uniforme, non magnetise, decrit par
le modele de Vlasov et dans lequel la distribution des vitesses de chaque
espece de particules est isotrope, c'est-a-dire :

mais pas forcement monotone decroissante avec w2. En se limitant comme
ci-dessus aux perturbations electrostatiques decrites par (11.19) et (11.20)
(cf. Fig. 11.2) on a :

En introduisant la fonction de distribution reduite des vitesses paralleles



Figure 11.2 : Distribution isotrope fs(~w) — fs(w
2) mais non monotone

decroissante avec it;2, stable pour les perturbations electrostatiques dans
un plasma uniforme et non magnetise.

a kr , (11.22) devient :

ou < ! > Q ( w % ) est la fonction de distribution d'equilibre ponderee reduite
donnee par (10.269) ecrite pour des fonctions de distribution isotropes.
On voit que le signe du second terme depend seulement du signe de
(d$Q /dw%). Celui-ci se determine en calculant 1'integrale (10.269) en co-
ordonnees spheriques dans 1'espace des vitesses. On a :

ou 0 est Tangle polaire entre kr et ~w. D'ou :

puisque fso (wfy > 0 quel que soit w2,. On voit que (11.23) est une somme
de termes positifs qui ne peut pas s'annuler. La solution imaginee de la
relation de dispersion avec oj{ > 0 ne peut done pas exister.
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Nous avons done montre que dans un plasma uniforme et non ma-
gnetise, les perturbations electrostatiques sont stables (ou marginalement
stables) quand les distributions de vitesses des particules sont simplement
isotropes ; il n'est pas necessaire qu'elles soient aussi decroissantes avec
1'energie. Dans ces conditions la densite moyenne d'energie de perturba-
tion, integree dans 1'espace, peut d'ailleurs etre negative (cf. probleme
Pll-3).

Par centre, la condition de stabilite (11.25) n'est pas valable pour un plasma dans un
champ magnetique ; par exemple, une fonction de distribution des electrons monotone

decroissante avec une queue vers les hautes energies dans la direction de BQ [comme

celle des electrons decouples produits par un champ electrique continu parallele a BQ
(cf. section 13.7)] peut etre instable pour les perturbations electrostatiques se propa-

geant dans une direction faisant un angle avec BQ [189, section 9.5].

b) Plasmas anisotropes

Examinons enfin un plasma de Vlasov uniforme, non magnetise dans lequel
les distributions de vitesses sont anisotropes . Pour des perturbations
electrostatiques nous cherchons a determiner les conditions que doivent
remplir les fonctions de distribution pour que les perturbations ne soient
pas instables.

Pour une fonction de distribution d'equilibre arbitraire /so(^), chaque
fonction de distribution reduite est donnee par (10.280) et leur somme
ponderee (par le carre de la frequence plasma) est donnee par (10.284).
Ainsi (11.19), une fois integree sur les deux coordonnees de vitesse per-

pendiculaire a fcr, devient :

et done si 1'on a pour tout Wk '•

(11.26) ne peut pas etre satisfaite et il ne peut pas y avoir de solutions insta-
bles, (jji > 0, pour les perturbations electrostatiques. Comme la direction de

kr peut etre arbitraire, la condition de stabilite (11.27) impose que la fonc-
tion de distribution ponderee des particules soit monotone decroissante (ou
constante) dans toutes les directions possibles de ~w. Dans ces conditions
les perturbations electrostatiques sont stables (ou marginalement stables)
meme si la fonction de distribution ponderee est anisotrope (cf. Fig. 11.3).



Figure 11.3 : Distribution anisotrope fo(lJo) — fo(w?^w'j_)^ monotone
decroissante avec w\\ et u;j_, stable pour les perturbations electrostatiques
dans un plasma uniforme et non magnetise.

A titre d'exemple, considerons des fonctions de distribution anisotropes qui
dependent seulement du carre des composantes de la vitesse :

Les conditions de stabilite pour les perturbations electrostatiques s'obtiennent a partir
de (11.19), soit :

Une telle fonction de distribution anisotrope est done stable pour les perturbations
electrostatiques pourvu qu'elle soit monotone decroissante (ou constante) en fonction
de chacun des carres des composantes de la vitesse. Un exemple est la bi-maxwellienne :

ou Tz et Tj_ sont les temperatures cinetiques parallele et perpendiculaire a z.
Remarquons cependant que les conditions (11.27) ou (11.29) ne sont pas suffi-

santes pour assurer la stabilite totale meme dans un plasma non magnetise. Nous mon-
trerons en effet au paragraphe 11.4.2, que les perturbations electromagnetiques trans-
verses dans un plasma uniforme, non magnetise, ayant une distribution bi-maxwellienne
(11.30) peuvent etre instables. Notons enfin que pour un plasma dans un champ
magnetique les conditions (11.27) ou (11.29) n'assurent la stabilite ni pour les per-
turbations electrostatiques ni pour les perturbations electromagnetiques. Un plasma
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anisotrope dans un champ magnetique est done le plus souvent instable ([189, Part 2],
[190]).

11.3 Criteres de Penrose (perturbations
electrostatiques)

11.3.1 Generalites
Contrairement a la section precedente, nous aliens maintenant rechercher
des conditions d'instabilite. Pour les perturbations electrostatiques dans
un plasma uniforme et non magnetise, de telles conditions necessaires et
suffisantes ont ete obtenue pour la premiere fois par O. Penrose [191].

Partons de la relation de dispersion (11.14)-(11.16) des perturbations
electrostatiques dans un plasma uniforme et non magnetise. En intro-
duisant la fonction de distribution reduite (10.280) on a :

ou Ton rappelle que le vecteur d'onde k — kr est suppose reel, kr est le

module de kr, u; est complexe avec u>i > 0, u>k est la vitesse parallele a kr,
et le symbole prime designe la derivee par rapport a Wk •

Pour etablir les formes de fonctions de distribution des vitesses qui
donnent des ondes instables, c'est-a-dire uj — ujr + iu)i avec uii > 0, il est
commode de considerer (11.31) comme dependant d'un parametre : soit
kr, soit 1'un des uo^s (par exemple o>p0, c'est-a-dire la densite de 1'espece 0
de particule).

Dans le premier cas il est commode d'introduire la fonction de distribu-
tion (10.284) ponderee (par le carre de la frequence plasma) et la relation
de dispersion (11.31) devient :

Dans le second cas, ou 1'on fixe fcr, on introduit la fonction :
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et la relation de dispersion prend la forme :

Si une onde electrostatique a croissance exponentielle se propage paral-

lelement a kr, alors (11.32) et (11.35) ont une solution avec u^ > 0, et
cela veut dire que /((/?) avec </? = (u}/kr), et H(UJ] prennent des valeurs
positives reelles quelque part dans les demi-plans complexes superieurs (p
ou a;, respectivement. Reciproquement, si dans le premier cas J(y?) prend
une valeur reelle positive pour (p = (p$ avec </?0j > 0, alors la relation de
dispersion (11.32) est satisfaite par kr = [/(<^0)]1//2 et cu = kr(p0 ; dans
le second cas, si H(UJ) prend une valeur reelle positive pour uj — UJQ avec
ujQi > 0, alors la relation de dispersion (11.35) est satisfaite en choisissant
UpQ = H~I(UJQ). Dans ce qui suit nous analysons plus en detail le second
cas ; par analogic les resultats peuvent etre transposes au premier cas.

11.3.2 Methode de Nyquist

Pour preciser les conditions d'instabilite il est commode d'utiliser une
technique de transformation conforme utilisee pour la premiere fois par
Nyquist dans 1'etude des instabilites dans des systemes a centre-reaction
[192]. Pour la relation de dispersion (11.35), elle consiste a transformer le
demi-plan complexe cu superieur en une partie du plan complexe H ; alors,
si une partie quelconque du demi-plan complexe uj superieur se retrouve
sur le demi-axe reel positif du plan complexe H, une condition necessaire
d'instabilite est satisfaite. C'est ce qui est represente sur la figure 11.4.

En particulier, considerons le demi-cercle infini entourant le demi-plan
complexe uj superieur. On peut montrer que si G0(wk) est continu par
intervalles et si Go(wk —> ±00) —» 0, ce qui est vrai pour toute fonction
de distribution physiquement acceptable, on a #(|u;| —* oo) —> 0 comme
(l/|o;|2). L'arc semi-circulaire a Tinfini du demi-plan a; superieur se trans-
forme done en 1'origine du plan H. Le transforme du demi-plan uo superieur
dans le plan H est done le domaine du plan H entoure par le transforme
de 1'axe reel u; (plus precisement, uj = ur + ie) dans le plan H. D'apres les
proprietes des transformations conformes, quand cjr croit de — oo a +00,
le transforme du demi-plan uo superieur dans le plan H est a gauche du
transforme de 1'axe reel uo dans le plan H. Cela est represente sur la figure
11.5, ou Ton voit qu'il faut faire attention pour deduire du transforme de
1'axe reel u; la surface qui est la transformed du demi-plan u> superieur.
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Figure 11.4 : Transformation conforme du demi-plan complexe u superieur
dans le plan complexe H.

Figure 11.5 : Transformation conforme du demi-plan complexe uj superieur
dans le plan complexe H.
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A titre d'exemple simple, considerons la relation de dispersion des perturbations
electrostatiques dans un plasma maxwellien d'electrons [cf. paragraphe 10.3.4(c)]. On a

o i

En utilisant les proprietes de la fonction de dispersion des plasmas Z((,T], et de sa
derivee Z'(£r), decrites dans 1'appendice AlO-1, on trouve la transformed de (11.37)
dans le plan complexe H representee sur la figure 11.6. On voit qu'il n'y a aucune
partie du transforme du demi-plan complexe u> superieur venant sur le demi-axe reel
positif H. II n'y a done dans ce cas, comme il fallait s'y attendre, aucune instabilite.

Figure 11.6 : Transformation conforme du demi-plan complexe £ superieur
dans le plan complexe de la fonction de dispersion des plasmas Z'(Q. On
rappelle que £ = (u!/krvte).

11.3.3 Criteres de Penrose
Plus generalement, considerons des fonctions de distribution arbitraires
avec la seule restriction que Fso(wk) et ses deux premieres derivees soient
continues au moins par intervalles, de carre integrable, et de comporte-
ment non singulier pour Wk = ±00. Alors, par application des formules de
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Plemelj (10.146) le long de 1'axe reel uj (uor + ic), on obtient :

Comme H(ur) est bornee et continue, le transforme de 1'axe reel uj dans le
plan H est une courbe continue et bornee Fr, qui commence et se termine
a 1'origine H = 0, puisque H(ur = ±CXD) = 0. De plus, comme on 1'a deja
vu, le demi-plan uj superieur se transforme en 1'interieur de cette courbe
rr. Par consequent, H(u}) prend des valeurs positives reelles quelque part
dans le demi-plan uj superieur si et seulement si la courbe Fr traverse 1'axe
reel H positif. De plus, puisque lorsque UJT croit de — oo a +00, Tr fait
le tour de sa surface interieure en tournant dans le sens positif, Fr doit
a sa plus grande valeur de traverses de I'axe reel H se deplacer vers le
haut, c'est-a-dire de Hi < 0 vers Hi > 0. Deux formes typiques de Fr

sont representees sur la figure 11.7. H(UJ) prend done des valeurs positives
reelles dans le demi-plan uj superieur si et seulement si il y a un point ou
Hr(u}r) est positif et Hi(ujr) change de signe de moins a plus lorsque uir

croit. D'apres (11.38), cela exige qu'il y ait une vitesse de phase critique
(ur/kr)c = vpc pour laquelle G'0(wk = vpc) = 0 et G'^Wk = vpc] > 0,
c'est-a-dire correspondant a un minimum de Go(wk) ; telles sont done les
conditions necessaires d'instabilite. Comme ujp0 est un parametre arbitraire
reel positif, Hr > 0 pour vpc est done une condition suffisante d'instabilite.
De (11.38) on deduit :

ou la derniere integrale resulte d'une integration par parties.

Une analyse semblable peut etre faite pour le cas ou Ton fait varier kr.
On part de (11.33) et 1'on trouve :



Figure 11.7 : Transformes conformes typiques pour les instabilites electro-
statiques.

(a) Axe reel des frequences =>• Tr.
Demi-plan complexe u superieur =>• regions hachurees des plans / ou H.

(b) et (c) Variations du taux de croissance en fonction des parametres.

En resume, les conditions de Penrose (necessaires et suffisantes) pour
1'existence d'ondes electrostatiques a croissance exponentielle dans un
plasma uniforme et non magnetise sont les suivantes :
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II y a un minimum de G0(^fc) pour Wk = vpc , c'est-a-dire :

ou de maniere equivalente :

Remarquons que la valeur principale dans (11.43), (11.44) n'est plus
necessaire car Go(wk} est minimum pour Wk = vpc. Les formes equivalentes
de ces conditions d'instabilite quand kr est pris comme parametre
s'ecrivent :

II y a un minimum de $o(wk) pour Wk = vpc, c'est-a-dire :

ou de maniere equivalente

A partir de ces conditions necessaires et sumsantes, on peut aussi
determiner les intervalles des parametres (ujp0 ou k%) qui conduisent a
1'instabilite ; cela est aussi represente sur la figure 11.7. Remarquons a
nouveau que dans les deux conditions d'instabilite, (11.42) et (11.43) ou
(11.45) et (11.46),

• (i) est une condition necessaire mais non sumsante d'instabilite ;

• (ii) est une condition suflfisante d'instabilite
(cf. probleme PI 1-4).

On peut d'ailleurs voir que les criteres de Penrose, et la technique de Nyquist elle-
meme, sont bases sur un theoreme bien connu sur le nombre de zeros et de poles d'une
fonction de variable complexe dans un domaine donne. Ce theoreme dit que si une
fonction D = g(z) a N zeros (chacun etant compte autant de fois que son ordre) et P
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poles (comptes de la meme maniere) a 1'interieur d'un contour ferme C dans le plan
complexe z, on a :

Si la fonction D = g(z) n'a que des zeros dans ce domaine, on a :

D'apres les regies des transformations conformes, le contour C dans le plan complexe z
determine un contour equivalent dans le plan complexe D et (11.49) peut etre recrit :

ou A est un contour ferme dans le plan D correspondant au contour C dans le plan
z. D'apres les proprietes de la fonction logarithme, on peut done conclure que N dans
(11.50) doit etre egal au nombre de tours faits autour de 1'origine par le contour A dans
le plan D. On voit que cela donne une methode generale pour trouver le nombre de
zeros d'une fonction dans un domaine donne de sa variable.

Pour le cas present, on peut appliquer les resultats ci-dessus a la fonction de dis-
persion

Si 1'on suppose que les fonctions de distribution ont un comportement normal, les fonc-
tions I((f), (11.33), et H(UJ), (11.36), sont analytiques dans les demi-plans complexes
superieurs (f> et o>, respectivement. L'equation (11.49) s'applique done avec g(z) rem-
place par J(<p) ou K(I*J). De (11.50)—(11.52) on peut alors facilement deduire les criteres
d'instabilite de Penrose.

Signalons enfin qu'on peut montrer qu'un plasma homogene et non ma-
gnetise est stable vis-a-vis des perturbations electrostatiques, si les condi-
tions de Penrose (11.42), (11.43) ou (11.45), (11.46) n'y sont pas satisfaites.
A titre d'exercice on peut ainsi demontrer la stabilite pour les cas etudies
dans la section 11.2. Nous allons maintenant appliquer les criteres de Pen-
rose a des plasmas divers dont les fonctions de distribution conduisent
apres reduction au cas limite des plasmas froids a certaines des instabilites
etudiees au chapitre 7.

11.3.4 Plasma equivalent a un faisceau
Nous etudions d'abord les plasmas dont la fonction de distribution
ponderee (10.284) est celle d'un faisceau, avec comme cas particulier celui
d'un faisceau d'electrons ayant une certaine agitation thermique autour
de sa vitesse moyenne ; les resultats seront a comparer au cas du faisceau
d'electrons froid etudie au chapitre 6.
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Considerons done un plasma dans lequel $o(w;fc)5 et par suite Go(iUfc),
ont seulement un maximum et decroissent vers zero suffisamment vite
lorsque wk —» ±00. Un tel plasma peut etre considere comme "equivalent
a un faisceau unidimensionnel", (cf. Fig. 11.8). En regardant Go(tffc), on
voit que G'0(wk —> +00) —> 0" et G'^(wk —> —oo) —•» 0+. Par consequent,
dans 1'intervalle —oo < Wk < +00, G^iUfc) a un nombre impair de zeros.
Si done, comme nous le supposons ici, Go(wk) a un seul maximum, pour
Wk = WQ, alors G'Q(WQ) = 0 mais GQ(WQ) < 0. La condition de Penrose
(11.42) n'est done pas satisfaite et un tel plasma est stable pour les per-
turbations electrostatiques.

Figure 11.8 : Plasma avec fonction de distribution equivalents a un fais-
ceau ; stable d'apres les criteres de Penrose.

Un exemple interessant d'un tel plasma stable est fourni par un faisceau d'electrons
unidimensionnel ayant une dispersion thermique finie des vitesses autour de sa vitesse
moyenne et suppose neutralise par un fond continu d'ions positifs immobiles. Dans le
cas special d'un faisceau maxwellien d'electrons (cf. Fig. 11.9), on peut etudier en detail
la relation de dispersion. Posons done :

oil v^e = 2/cTe/me et en supposant VQ <C c. Dans la limite vte —> 0 on a f£o -^ $(w — vo}
qui est precisement le cas du faisceau froid d'electrons de la section 6.2. La relation
de dispersion des perturbations electrostatiques dans le faisceau d'electrons (11.53)
s'obtient par les methodes du paragraphe 10.3.4. On trouve ainsi :

qui n'est autre que la relation de dispersion des oscillations de plasma electroniques
[cf. (10.236)] deplacee par effet Doppler. En supposant qu'on a un faisceau assez bien
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Figure 11.9 : Fonction de distribution pour un faisceau maxwellien d'elec-
trons ; stable vis-a-vis des perturbations electrostatiques (Penrose).

defini, c'est-a-dire VQ ^> vte, on peut facilement trouver les solutions de (11.54) pour
\&i\ <C ^r • Cela suppose kr\De < 0.3 et on a alors :

avec (jji donne par (10.214). Puisque uJi < 0, ces ondes sont stables.
Leur stabilite peut aussi se comprendre a partir de la formule generale (10.206)

pour Ui, et de la conservation de 1'energie. On voit que pour 1'onde rapide, en supposant
kr > 0, on a :

de sorte que (10.206) donne u>i < 0. C'est une onde d'energie positive [cf. (10.191)] avec
une dissipation positive, done stable. Pour 1'onde lente, en prenant aussi kr > 0,

de sorte qu'a nouveau (10.206) donne Ui < 0. C'est maintenant une onde d'energie
negative [cf. (10.191)] avec une dissipation negative, qui est done aussi stable.

On a vu au chapitre 10 que dans un plasma maxwellien station-
naire d'electrons, des ondes faiblement amorties ne peuvent exister qu'au
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dessous d'une frequence maximum egale environ a \.1<jjpe (cf. Fig. 10.14).
Au contraire, sur un faisceau maxwellien d'electrons assez bien defini, la
frequence maximum des ondes faiblement amorties est uir « Q.3(vo/vt)u)pe

(cf. probleme PI 1-5) qui peut etre beaucoup plus grande que ujpe. C'est
un resultat important qui rend de tels faisceaux utiles pour la realisation
de generateurs ou d'amplificateurs de tres hautes frequences (ondes cen-
timetriques ou millimetriques). A ce sujet, il faut remarquer que les fais-
ceaux d'electrons sont habituellement produits par acceleration d'electrons
emis par une cathode chaude. De tels faisceaux n'ont pas en general une
distribution maxwellienne de vitesses autour de leur vitesse moyenne ;
leur distribution est peut-etre plus proche d'une demi-maxwellienne avec
la discontinuity a la vitesse nulle un peu lissee. En tout cas, c'est une dis-
tribution avec une seule bosse de vitesse, et done d'apres les criteres de
Penrose, stable pour les perturbations electrostatiques, tout au moins si
Ton peut negliger le mouvement des ions. Nous discuterons ulterieurement
des effets dus a la dynamique des ions.

11.3.5 Distributions unidimensionnelles a un
minimum

a) Discussion generate

Considerons maintenant un plasma dans lequel $o(wk), et done Go(wk),
ont un minimum (cf. par exemple Fig. 11.10). Dans ce cas le plasma peut
etre instable ou non, selon le signe de (11.39) ou (11.41) au minimum vpc.

Figure 11.10 : Plasma dont la distribution reduite a une dimension a un
seul minimum en Wk ; peut etre instable d'apres les criteres de Penrose.
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Le cas le plus simple est celui ou Go(wk = vpc) = 0 (cf. par exemple
Fig. 11.11). Puisque sur 1'un des cotes de Wk — vpc, Go(^fc) prend des

Figure 11.11 : Memes conditions que sur la figure 11.10 sauf qu'au mini-
mum Wk = vpej on a GO — 0 (l> = 0) ; instable d'apres les criteres de
Penrose.

valeurs positives, 1'integrale (11.44) doit etre positive, et le plasma est
instable. Ce resultat couvre les cas limites des plasmas a deux ou plusieurs
faisceaux dans lesquels Go(wk) est une combinaison lineaire de fonctions de
Dirac, c'est-a-dire d'ecoulements de plasmas froids. Ces cas ont ete etudies
au chapitre 7, et on a vu dans le detail qu'ils sont tous instables pour les
perturbations electrostatiques.

Dans le cas plus general d'une distribution "a deux courants", ayant
1'allure represented sur la figure 11.10, ou il y a un un maximum principal a
v\ et un maximum secondaire a ^2, on peut demontrer immediatement, par
exemple a partir de (11.41) que Ir(v\) < 0 et Ir(vpc) > Ir(^2)- La condition
d'instabilite de Penrose (11.47) est precisement Ir(vpc} > 0. Quand elle est
satisfaite, il y a deux situations possibles, selon la hauteur du maximum
secondaire de $o en V2 '•

1. pour Ir(vz) > 0, il y a instabilite quand :
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Ces resultats sont represented sur les figures 11.7(a) et (b). On voit que si
les parametres du plasma varient de sorte que &o(wk) passe de la forme
stable a la forme instable, dans le cas 1 1'apparition d'un minimum dans
&o(wk} est suffisante pour 1'instabilite. Au contraire, dans cas 2 il faut
de plus que le minimum soit assez profond pourqu'il y ait instabilite. On
voit done a nouveau que 1'existence d'un minimum dans &o(wk) n'est pas
toujours une condition suffisante d'instabilite.

En partant de (11.39) et (11.44) des resultats analogues peuvent etre
obtenus pour le domaine de valeurs de Up0 donnant lieu a instabilite quand
Hr(u}r = krvpc) > 0 :

1. pour Hr(ujr = krv-2) > 0, il y a instabilite quand

Cela est aussi represente sur la figure 11.7.

Dans de nombreuses situations physiques, la figure 11.10 peut etre modelisee par la
superposition de deux maxwelliennes a une dimension, par exemple :

II est alors commode de prendre comme origine des cordonnees de vitesse la vitesse de
1'un des maxima, par exemple w — v\ = u, et d'introduire la vitesse relative :

En normalisant maintenant la nouvelle variable de vitesse (u/Vf2) = u, et en posant
(^0/^2) = VQ et [<&(u)vt2\/TrV^f] = &(u), on obtient :

ou Les conditions de Penrose font done intervenir

trois parametres : VQ, N et T. On les utilise souvent sous les formes (11.45) et (11.46)
pour determiner les domaines de valeurs des parametres ou il y a stabilite ou instabi-
lite. Pour cela on calcule d'abord la vitesse critique uc = (vpc — v\}/Vf2 a partir de
& (u = uc) = 0 et $"(u = Uc) > 0. On en deduit ensuite la frontiere d'instabilite dans
1'espace des parametres a partir de :

Comme il y a trois parametres, la frontiere de seuil [correspondant a 1'egalite dans
(11.64)] est en general une surface dans 1'espace (v,N,T). Si Ton fixe 1'un des trois
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parametres, on obtient une courbe de seuil dans 1'espace a deux dimensions des deux
autres. Cela est illustre dans les paragraphes qui suivent.

Ces resultats sont suffisants pour une analyse assez complete de stabilite des syste-
mes a deux faisceaux avec elargissement thermique des distributions de chaque faisceau.
Pour obtenir des resultats plus complets, comme par exemple le taux maximum de
croissance des instabilites en fonction des parametres, il faut resoudre directement la
relation de dispersion du systeme.

b) Instabilite faisceau d'electrons-plasma

Dans la section 7.2, nous avons etudie cette instabilite dans
1'approximation des plasmas et faisceaux d'electrons froids unidimension-
nels, dans laquelle la fonction de distribution des electrons du plasma est
une fonction de Dirac centree a w — 0 et celle des electrons du faisceau
une fonction de Dirac centree sur la vitesse du faisceau w = VQ. Nous
avons suppose les ions immobiles, et cela etait justifie par le fait que les
frequences interessantes (par exemple les taux de croissance) sont bien
plus elevees que les frequences caracteristiques de la dynamique des ions,
comme la frequence de plasma ionique.

Nous allons maintenant analyser cette instabilite quand les electrons
du plasma et ceux du faisceau ont une agitation thermique qui elargit
les fonctions de distribution ([191], [193], [194]). Supposons des formes
maxwelliennes :

ou uip = (e2npo/meeo) est la frequence plasma des electrons du plasma,
^b = (e2n60/^eCo) celle des electrons du faisceau, vtp = (2KTp/me)

1/2

et vtb = (2«T{,/me)
1/2, ou Tp et TJ, sont les temperatures electroniques

respectives du plasma et du faisceau.
Les conditions de Penrose (11.45) et (11.46) permettent de determiner

les domaines des parametres sans dimension (nbQ/npQ), (Tb/Tp) et (vo/vtp)
pour lesquels il y a stabilite ou instabilite. Le resultat d'un tel calcul nu-
merique est montre sur la figure 11.12 [195]. Dans les conditions usuelles
(faisceaux non relativistes) la densite du plasma est de plusieurs ordres
de grandeur superieure a celle du faisceau, tandis que la temperature du
faisceau est souvent inferieure, ou au plus comparable, a celle du plasma.
Dans ces circonstances on voit sur la figure 11.12 que si la vitesse moyenne
du faisceau est egale a quelques fois la vitesse thermique du plasma, le
systeme est instable.

II semble d'autre part qu'il y ait d'autres regimes d'instabilite, moins
evidents quand on a simultanement T& <c Tp et VQ <C vtp. La courbe de
seuil entre les pointilles sur la figure 11.12 correspond a un un passage a
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1'instabilite quand le minimum de <E>o devient suffisamment profond. [cf. la
discussion suivant 1'equation (11.59).]

Figure 11.12 : Instabilite faisceau d'electrons-plasma [195]. Courbes de sta-
bilite-instabilite de Penrose pours diverses valeurs de N = npQ/ribo- Divers
regimes d'instabilite physiquement differents.

Pour y voir plus clair sur la nature de 1'instabilite dans les differentes
gammes de parametres, nous revenons a une etude de la relation de dis-
persion pour des distributions maxwelliennes des electrons du faisceau et
du plasma. Cela se fait en egalant a zero la constante dielectrique longitu-
dinale du systeme :

ou Z' est la derivee de la fonction de dispersion des plasmas [cf. paragraphe
10.3.4(c)].

La resolution generale de (11.66) est tres difficile. Mais, dans diverses
situations particulieres de 1'interaction faisceau-plasma, on a des relations
de dispersion approchees qui sont des formes limites de cette equation et
qui peuvent etre resolues. Elles correspondent a des instabilites physique-
ment distinctes.
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a) Instabilite hydrodynamique faisceau froid-plasma A partir de
la valeur asymptotique de la fonction Z' pour les grandes valeurs de
1'argument (cf. Appendice A10-1), on peut etablir les conditions pour
lesquelles 1'interaction est assez bien decrite par le modele hydrodyna-
mique de la section 7.2. II faut pour cela que Ton ait :

Pour le mode le plus instable (7.19), (11.67) et (11.68) deviennent :

La derniere condition est visiblement la plus stricte. On voit que 1'instabi-
lite est proche de sa forme hydrodynamique quand on a :

et quand les fonctions de distribution du plasma et du faisceau sont toutes
deux assez pointues et bien separees 1'une de 1'autre, comme sur la figure
11.13.

/3) Instabilite cinetique resonnante faisceau chaud-plasma froid
II apparait une autre limite de Pinstabilite quand

Dans ce cas 1'elargissement thermique fini de la fonction de distribution
du faisceau devient important et il faut utiliser la description cinetique
(Vlasov) de la susceptibilite du faisceau. Cependant, le plasma de son cote
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Figure 11.13 : Systeme faisceau d'electrons-plasma avec elargissements
thermiques faibles. Instabilite quasi hydrodynamique (proche du modele
des plasmas froids).

peut encore etre considere comme "froid". On obtient ainsi pour \uji <C
ujr la relation de dispersion approchee :

Pour rifoo <C HPQ cela donne :

Le taux de croissance maximum se produit quand kr est tel que (ujp/kr} =
^o — Vtbi ce qui donne :

Sur (11.72)™(11.77) on voit que cette instabilite est tres difFerente de
1'instabilite hydrodynamique. Elle demande une description cinetique du
faisceau et depend de 1'interaction resonnante (instable) de 1'onde et des
particules du faisceau (cf. Fig. 11.14) ; on 1'appelle souvent Vinstabilite
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Figure 11.14 : Faisceau d'electrons chaud-plasma froid ; instabilite
cinetique.

cinetique, resonnante faisceau chaud-plasma froid. On voit que son taux
de croissance (11.77) est bien plus petit que celui (7.19) de 1'instabilite
hydrodynamique faisceau-plasma . Du point de vue energetique elle est
aussi tres differente de 1'instabilite hydrodynamique. Sur (11.74) et sa so-
lution (11.76) et (11.77) pour n^o <C np0 on voit que 1'onde est determinee
essentiellement par le plasma et que c'est une onde d'energie positive ; le
faisceau la perturbe et, en amenant une dissipation negative (amortisse-
ment anti-Landau) pour les vitesses de phase inferieures a VQ, rend 1'onde
de plasma instable.

Dans 1'evolution non lineaire la plus simple (appelee quasi lineaire) de cette instabi-
lite cinetique, les champs instables diffusent les particules du faisceau au voisinage des
vitesses de phase instables, de sorte que la fonction de distribution du faisceau tend a
s'aplatir a cet endroit et, d'apres (11.76), 1'instabilite disparait. En pratique, le piegeage
des particules, qui caracterise 1'evolution non lineaire de 1'instabilite hydrodynamique
faisceau-plasma, peut aussi intervenir dans 1'evolution de 1'instabilite cinetique et cela
complique la situation. D'ailleurs, la dynamique des ions ne peut plus etre negligee
car des ondes de haute frequence de grande amplitude peuvent exciter de maniere non
lineaire des ondes de bien plus basse frequence. Ainsi, dans 1'evolution non lineaire, il
y a plusieurs mecanismes en competition qui peuvent intervenir et decider du sort final
de 1'instabilite. Une telle analyse sort du cadre de ce chapitre et le lecteur interesse est
invite a consulter la litterature recente tres abondante sur ce sujet, donnee a la fin de
cette section.

7) Faisceau chaud—plasma chaud "avec une bosse dans la queue"
Si maintenant on suppose que la temperature du plasma augmente, 1'effet
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anti-Landau produit par la temperature du faisceau entre en conflit avec
1'amortissement de Landau cree par le plasma et il peut y avoir une con-
dition de seuil de 1'instabilite cinetique. Cette situation est represented sur
la figure 11.15, et Ton voit que la physique du seuil decrite ci-dessus est di-
rectement reliee aux conditions de Penrose. La relation de dispersion pour

Figure 11.15 : Faisceau d'electrons chaud-plasma chaud : instabilite
cinetique produite par une bosse dans la queue.

\u)i <C \u)r\ s'ecrit maintenant de maniere approchee :

Pour nt,o <C npo on trouve alors :

et le seuil approche d'instabilite devient :

c'est-a-dire que le taux de croissance maximum de 1'instabilite cinetique
(11.77) depasse le taux d'amortissement de Landau (10.214) produit par
la temperature finie des electrons du plasma.
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6) Instabilite cinetique faisceau froid-plasma chaud Enfin, une
autre interaction apparait dans un systeme faisceau d'electrons-plasma
quand :

Cette situation, qui peut etre baptisee "plasma chaud- faisceau froid" est
representee sur la figure 11.16. La relation de dispersion approchee s'ecrit

Figure 11.16 : Faisceau froid-plasma chaud ; instabilite cinetique
resonnante.

La susceptibilite du faisceau est ici ecrite dans 1'approximation des plas-
mas froids, tandis que la susceptibilite du plasma est prise dans la limite
adiabatique pour les electrons, |a>| <C krvtp, comme on 1'a fait dans la
section 10.3.4(b) pour 1'etude des ondes acoustiques ioniques, a cela pres
qu'on neglige ici le mouvement des ions. Avec la partie reelle de (11.82)
on trouve les ondes de faisceaux habituelles modifiees ici par le plasma :

La partie imaginaire de la susceptibilite electronique du plasma dans
(11.82) represente une dissipation positive par ses particules resonnantes.
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Ainsi, en choisissant la solution de (11.83) qui est une onde d'energie
negative, on trouve son taux de croissance :

D'apres 1'energetique de cette interaction on pent la baptiser instabilite
cinetique a dissipation positive pour la distinguer de 1'instabilite cinetique
a dissipation negative qui correspond aux conditions (11.72) et (11.73). On
pourrait aussi appeler 1'instabilite associee a la condition (11.81) une insta-
bilite cinetique, resonnante plasma chaud-faisceau froid, pour souligner
le fait que les aspects cinetiques de 1'interaction sont lies aux particules
resonnantes du plasma.

On voit aussi sur (11.84) que pour kr\De ^> 1 1'instabilite faisceau-
plasma devient tres faible. Dans ce cas la presence des ions devient impor-
tante et ne peut plus etre negligee. En fait, pour kr\De ^ 1 le faisceau est
decouple des electrons du plasma mais peut exciter de fortes instabilites
ioniques dans ce dernier. Dans ces circonstances tres speciales (electrons du
plasma tres chauds) il peut y avoir un chauffage turbulent des ions par un
faisceau d'electrons ([196], [193]). Ce mode de chauffage s'est revele difficile
a realiser en laboratoire, mais il est possible qu'il joue un role important
dans les plasmas geophysiques et astrophysiques.

Pour conclure ces paragraphes sur 1'instabilite lineaire faisceau d'electrons-plasma,
il faut citer les nombreuses etudes faites sur la transition entre les regimes hydrodyna-
mique et cinetique ([197], [198], [199]); les deux premieres references etudient aussi les
solutions importantes avec k(ujr) complexe. Comme en regime cinetique, cette insta-
bilite est convective [195]. Mais en regime cinetique les collisions peuvent jouer un role
important pour detruire 1'instabilite [200], [198] (cf. aussi probleme PI 1-6).

L'evolution non lineaire de 1'instabilite faisceau d'electrons-plasma en regime hy-
drodynamique a ete brievement decrite au paragraphe 7.2.4. En regime cinetique la
saturation de 1'instabilite est parfois beaucoup plus simple. Dans le cas "bosse dans
la queue", les effets quasi lineaires (cf. par exemple [201]) aplatissent, en principe, la
fonction de distribution dans 1'intervalle de nombres d'onde instables et reduisent ainsi
le taux de croissance a zero. Mais les amplitudes finies produisent toujours deux effets
importants : piegeage des particules, dont la theorie quasi lineaire ne tient pas compte,
et couplage non lineaire d'energie au mouvement des ions [202] (cf. aussi [203], [204]).
Ces deux effets ont ete aussi brievement decrits decrit dans la section 7.2.4.

c) Instabilites de courant electron-ion

Nous etudions maintenant la theorie cinetique des instabilites de courant
dans un plasma neutre ou les electrons sont en mouvement relatif par rap-
port aux ions. Nous avons deja analyse cette situation dans 1'approximation
des plasmas froids dans la section 7.3, et decrit 1'instabilite dite de Pierce-
Budker-Buneman. Nous allons maintenant tenir compte des effets ther-
miques des electrons et des ions ([120], [205]).
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Determinons tout d'abord, au moyen des conditions de Penrose, les
domaines de variation des parametres du plasma qui conduisent a la limi-
te stabilite-instabilite. On suppose que les fonctions de distributions des
vitesses des electrons et des ions sont maxwelliennes, et on se place dans
un repere de coordonnees ou les ions ont une vitesse moyenne nulle. On a
done :

ou ujpi = (Zj2e2njo/^i£o) et uj^e = (e2ne0/meeo) sont les frequences de
plasma ionique et electronique. On a aussi pose vti — (2KTi/mi}

1/2 et
vte — (2«;Te/me)

1/2 ou Tj et Te sont les temperatures ioniques et electro-
niques, et VQ la vitesse relative des electrons par rapport aux ions. On a
enfin ZiHio — neo puisque le plasma est neutre a 1'equilibre.

Les trois parametres (sans dimension) qui decrivent le plasma dans la
condition de seuil de Penrose sont done (Zjmi/me), (fo/^te) et (Te/Ti).
La figure 11.17 montre les resultats d'une analyse numerique ([190], [195])
de la condition de seuil de Penrose pour un plasma d'hydrogene, c'est-a-
dire Zi = I et (mi/me) = 1836. On y voit que pres du seuil il y a trois
regimes distincts d'instabilite. Notons a nouveau que dans le regime entre
les pointilles la transition a 1'instabilite se produit quand le minimum de
l>o devient assez marque [cf. la discussion suivant 1'equation (11.59)].

Pour (vQ/vte] > 1 et (Te/Tj) <C 1 on s'attend a retrouver la tres forte
instabilite hydrodynamique de Pierce-Buneman etudiee dans la» section
7.3. Pour (vo/Vte) < 1 et Te ~ Tj 1'instabilite de Pierce-Buneman de-
vient cinetique. Enfin, pour Te ^> Tj 1'onde acoustique ionique devient
bien definie, mais un glissement meme petit des electrons (VQ -C vte) peut
la rendre instable. Pour analyser ces regimes plus en detail nous allons
chercher les solutions de la relation de dispersion des ondes electrostatiques
dans divers cas limites. Pour des fonctions de distribution maxwellienne
pour les ions et maxwellienne deplacee pour les electrons, la relation de
dispersion unidimensionnelle est donnee par :

ou Z' est la derivee de la fonction de dispersion des plasmas definie au
paragraphe 10.3.6(c).
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Figure 11.17 : Instabilites de courant electron-ion dans un plasma [195].
Courbes de Penrose de limite stabilite-instabilite.
Zi = 1; mi/me — 1836.
Differents regimes d'instabilite physiquement distincts.

a) Regime hydrodynamique de Pierce-Buneman. Pour retrou-
ver 1'instabilite hydrodynamique de Pierce-Buneman il faut que les modu-
les de la variable dans les deux fonctions Z' dans (11.86) soient bien plus
grands que 1'unite. Avec les resultats du mode hydrodynamique le plus
instable (7.35), ces conditions deviennent :

Quand TI 3> Te, la seconde condition devient plus severe car elle impose
(vo/Vte) ^> (Ti/Te)1/2. Comme on peut s'y attendre pour une instabili-
te hydrodynamique, 1'intervalle des vitesses de phase instables est donne
approximativement par :

comme on le voit sur la figure 11.18(a).
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Figure 11.18 : Instabilite de courant electron-ion (Pierce-Buneman).
(a) Description hydrodynamique.
(b) Description cinetique.

(3) Regime cinetique. Lorsque la temperature electronique croit,
1'instabilite de Pierce-Buneman entre dans un regime cinetique. Cela est
represente sur la figure 11.18(b). On y voit que la fonction de distribu-
tion des electrons produit une dissipation negative (par Peffet anti-Landau
des particules synchrones) pour 1'onde d'energie positive qui est portee
essentiellement par les ions froids et les electrons chauds. La relation de
dispersion approchee dans ce regime, et pour LUZ\ <C |u;r|, est donnee par :

On ne peut pas negliger ici le second terme comme on Favait fait dans
(11.74). Les ondes les plus instables se produisent maintenant pour

et leurs frequences sont proches de la frequence plasma ionique ou en-des-
sous, entrant ainsi dans le domaine de 1'onde acoustique ionique.
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7) Regime acoustique ionique. Si la temperature electronique
croit encore, les ondes acoustiques ioniques peuvent etre rendues insta-
bles par la vitesse de derive electronique, meme si celle-ci est plus petite
que la vitesse thermique electronique [120]. Une telle situation est assez
courante et cela justifie une analyse plus detaillee. Reexaminons done les
conditions de Penrose pour ce cas. Cela est fait graphiquement sur la figure
11.19 ou 1'on voit que 1'instabilite peut exister pour :

On peut recrire la relation de dispersion (11.86) sous la forme :

ou L(<jj] est une fonction commode pour 1'etude de 1'instabilite de Penrose.
Dans les conditions de (11.91) on a, pour la partie reelle de L(UJ = u)r) :

Le seuil d'instabilite, Lr = 0 se produit done quand ReZ'(£r) est maxi-
mum, c'est-a-dire pour (ujr/krvti) ~ 1.5 avec (ReZ')max w 0.57 (cf. Ap-
pendice A10-1). D'ou la condition approchee de seuil :

et compte tenu de (11.92) :

Pour (kr\De)
2 <C 1, (ZiTe/Ti) > 3.5 tombe dans le domaine ou les ondes

acoustiques ioniques commencent a pouvoir se propager en 1'absence de
courant [cf. paragraphe 10.3.4(b)]. On voit aussi que la condition la plus
a gauche dans (11.91), qui permet de negliger l'amortissement de Landau
ionique, impose au moins VQ > 4 vti- On trouve ainsi la condition approchee
suivante pour la vitesse de glissement :

VQ > cs ~ ^ZiTe/rrii

c'est-a-dire que la vitesse de glissement doit depasser la vitesse du son
ionique, qui est evidemment aussi la vitesse de phase des ondes faiblement
croissantes pres du seuil.
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Figure 11.19 : Instabilite acoustique ionique de courant dans un plasma
neutre.

(a) Fonctions de distribution des electrons et des ions.
(b) Fonction de distribution ponderee.
(c) Derivee de la fonction de distribution ponderee.
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On peut aussi determiner le domaine des densites instables (11.60),
(11.61) [ou des nombres d'onde (11.58), (11.59)]. D'apres (11.92) et (11.93)
il est clair qu'on doit avoir pour qu'il y ait instabilite

Mais d'autre part, pour

et on peut s'attendre a 1'instabilite jusqu'a kr = 0 quand Lr devient
negatif. Autrement dit, le domaine d'instabilite est donne par :

Cela est represente schematiquement sur la figure 11.20(a).

Figure 11.20 : Instabilite acoustique ionique de courant electrons-ions.

(a) Taux de croissance.

(b) Cones d'instabilite pour la direction de kr •

Dans les memes conditions, c'est-a-dire (11.91) et \u)i\ <C |u;r|, on peut
aussi resoudre la relation de dispersion par des developpements limites des
fonctions Z. Le resultat, pour |a;i| <C |a;r|, est :
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Du point de vue energetique, 1'instabilite est celle d'une onde d'energie
positive (1'onde acoustique ionique) rendue instable par une dissipation
negative (effet anti-Landau) apportee a 1'onde par les electrons quand leur
vitesse de glissement depasse la vitesse de phase des ondes (c'est-a-dire la
vitesse acoustique ionique).

On peut voir enfin que dans une analyse a trois dimensions de cette

instabilite, ou kr fait un angle 0 avec VQ, ce qui intervient dans (11.98)
au lieu de |fcr|i>o c'est \kr\vocosO, ou VQ est maintenant le module \VQ et

kr = | kr \. II en resulte done que 1'instabilite existe dans un cone 0 < 9 < 90

[cf. Fig. 11.20(b)] avec ce qui impose a nouveau
vl > c2

s.

L'evolution non lineaire de cette instabilite acoustique ionique a ete etudiee par
simulation sur ordinateur. De maniere quasi lineaire, 1'instabilite evolue en aplatis-
sant la fonction de distribution electronique dans le domaine des vitesses electroniques
resonnantes avec les vitesses de phase de 1'onde acoustique ionique croissante. Ensuite,
les champs de grande amplitude engendres par 1'instabilite commencent a produire
une queue vers les hautes energies dans la fonction de distribution des ions, et celle-
ci donne lieu a un fort amortissement de Landau ionique qui arrete la croissance de
1'onde. L'evolution non lineaire de 1'instabilite hydrodynamique de Buneman est plus
complexe et a ete brievement decrite dans la section 7.3. Plus recemment, des simula-
tions sur ordinateur de 1'instabilite de Buneman ont montre une evolution non lineaire
avec formation de doubles couches (structures solitaires avec potentiel negatif). De
telles structures ont ete invoquees pour expliquer divers phenomenes dans les plasmas
spatiaux [206]. La formation de faibles doubles couches a aussi ete observee dans les
simulations sur ordinateur de 1'instabilite acoustique ionique ([207], [208]).

d) Instabilite electrostatique a deux faisceaux d'electrons
opposes

Comme dernier exemple d'analyse cinetique des instabilites electrostati-
ques, on considere le cas de deux faisceaux d'electrons d'egales densites,
se deplagant en sens inverses dans un fond continu d'ions immobiles. C'est
le systeme que nous avons deja etudie dans la section 7.4, a cela pres
que nous tenons compte ici des elargissements thermiques des fonctions
de distribution des deux faisceaux. Nous aliens profiter de la simplicite de
ce cas pour etudier divers modeles de fonction de distribution, et en voir
1'influence sur les conditions d'instabilite de Penrose.
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a) Distributions de Lorentz-Cauchy. Supposons que les fonctions
de distribution des vitesses des deux faisceaux d'electrons opposes soient
de la forme de Lorentz-Cauchy :

ou a est une mesure des ecarts de vitesse dans chaque faisceau. On trouve
alors pour la fonction de distribution reduite (10.280) :

ou w0 est la composante de VQ parallele a kr et FQ est represente sur la
figure 11.21(a). Comme le minimum de FQ est pour Wk — 0, la condition
necessaire d'instabilite de Penrose s'ecrit :

Figure 11.21 : Instabilite electrostatique a deux faisceaux d'electrons op-
poses.

(a) Distributions de Lorentz-Cauchy.
(b) Courbe de Penrose de limite stabilite-instabilite.

La condition suffisante d'instabilite de Penrose se deduit facilement de
(11.43) pour vvc = 0, soit :
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qui est, evidemment, plus severe que (11.101). On note que la condition
suffisante de stabilite de Newcomb-Gardner serait UQ < (a/VS). Le seuil
d'instabilite est donne par :

comme on le voit sur la figure 11.21(b). L'instabilite peut done seulement
apparaitre pour des nombres d'onde plus petits que (o;pe/Q;2v/2), c'est-
a-dire pour des longueurs d'onde plus grandes que la longueur de Debye
effective du faisceau d'electrons.

On peut evidemment obtenir les memes resultats a partir de la relation
de dispersion, et on peut alors determiner d'autres proprietes importantes
de 1'instabilite, telles que le taux de croissance maximum. Pour la distri-
bution (11.100) la relation de dispersion des ondes electrostatiques (11.30)
est :

[a comparer avec (7.36)]. D'ou :

ou Ton voit que (—i|A;r|a;) est le taux d'amortissement de Landau pour
une fonction de distribution de Lorentz-Cauchy. Le maximum de uji en
fonction de UQ obtenu pour :

On obtient aussi a partir de (11.105) la valeur du seuil d'instabilite pour
(A^/Wpe), et Ton retrouve le resultat (11.103).

/?) Distributions maxwellieimes. Supposons maintenant que les fonc-
tions de distribution des vitesses pour les deux faisceaux opposes soient des maxwel-
liennes deplacees. La fonction de distribution reduite (10.280) du systeme est alors :
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Figure 11.22 : Distributions maxwelliennes dans deux courants opposes.

ou v^e = (2«;Te/me) = v^e et Te est la temperature electronique des deux faisceaux. Cela
est represente sur la figure 11.22 ou 1'on voit que (contrairement au cas des distributions
de Lorentz-Cauchy de la figure 11.21(a)) la queue vers les hautes energies (|iffc| —> oo)
tend tres rapidernent vers zero ; c'est-a-dire que pour vte ~ a, il y a moins de particules
de grande vitesse dans une maxwellienne que dans une distribution de Lorentz-Cauchy.
On peut montrer que pour (11.108) la condition necessaire de Penrose FQ'(O) > 0
impose :

tandis que la condition suffisante de Penrose donne :

La relation de dispersion electrostatique (11.31) pour une distribution maxwellienne
(11.108) peut s'exprimer avec la derivee de la fonction de dispersion des plasmas (cf.
paragraphe 10.3.4(c)) sous la forme :

Au seuil d'instabilite u; = 0, on a :

Comme le maximum de Re[Z'(Cr)] est 0.57, et se produit pour £r « 1.5, on trouve pour
1'instabilite

/1,2/,,2 \
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En comparant les principaux resultats pour les distributions de
Lorentz-Cauchy et de Maxwell, c'est-a-dire (11.101) avec (11.109), (11.102)
avec (11.111), et (11.103) et la figure 11.24 avec (11.114), on trouve que les
resultats sont tres voisins. La raison en est que les modes instables se pro-
duisent pour \u)r/kr\ < UQ ou les deux types de fonctions de distribution
ont a peu pres les memes formes et modules, de sorte que Famortissement
de Landau et 1'anti-amortissement sont assez peu differents dans les deux
cas. (N.B. : II n'en serait pas de meme pour les ondes instables dont les
vitesses de phase seraient dans la queue vers les hautes energies de la fonc-
tion de distribution, comme par exemple dans certaines instabilites fais-
ceau d'electrons-plasma ou dans 1'instabilite de Buneman des deux sections
precedent es.)

11.4 Theorie cinetique des instabilites
elect romagnetiques

11.4.1 Discussion generate
Nous terminons ce chapitre par la theorie cinetique des instabilites
electromagnetiques dans un plasma uniforms et non magnetise et sans
champ electrique. Les equations de Vlasov-Maxwell linearisees decrivant un
tel plasma ont ete donnees au debut de section 10.4 [cf. equations (10.240)-
(10.251)]. Nous nous limitons encore ici a une description non relativiste
de la dynamique, mais nous considerons maintenant des plasmas ayant
des distributions eventuellement anisotropes et par suite lineairement in-
stables. En general, les modes naturels dans un tel plasma ne peuvent
pas, comme nous aliens le voir, etre separes en modes electrostatiques et
electromagnetiques. Dans la suite, pour etablir la stabilite ou 1'instabilite,

nous supposerons le vecteur d'onde k reel mais pour alleger les notations
nous omettrons 1'indice r.

La divergence de B\ etant nulle, B\ est toujours perpendiculaire a k .

De plus, 1'equation de Faraday (10.248) montre que BI est aussi perpendi-

culaire a E\. D'autre part, E\ peut en general avoir une composante (dite

longitudinale) EL parallele a A; et une composante (dite transverse) ET

perpendiculaire a k . En utilisant (10.248) pour exprimer BI en fonction

de de E\ et en portant le resultat dans (10.247) on obtient :
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qui pour une distribution d'equilibre isotrope se reduit a (10.254). Cepen-
dant, de maniere plus generale, en utilisant (11.115) et (10.245) et en
reliant la densite de courant au champ electrique au moyen du tenseur de
susceptibilite, comme dans (10.255), on trouve :

ou Ton a introduit la fonction (10.159) de distribution d'equilibre ponderee
</?o- Pour une distribution d'equilibre ponderee arbitraire, les neuf compo-

santes du tenseur du deuxieme ordre X sont differentes de zero et X • EI
ne peut plus s'exprimer sous la forme simple (10.257) des distributions

d'equilibre isotropes. En utilisant (10.255), et en ecrivant E\ — ET + EL,
les equations de Maxwell (10.248) et (10.249) deviennent :

ou Ton a introduit le tenseur de permittivite :

En multipliant vectoriellement (11.117) par k puis en portant ( k x BI)
dans (11.118) on obtient le systeme homogene d'equations algebriques pour

K:

ou Ton a pose (ck/ui) = N et suppose a; ^ 0. Sur (11.120) on voit que
si aucun des elements du tenseur de permittivite n'est nul, les champs

transverses ET et longitudinaux EL sont couples. Pour le champ total EI,
on trouve de meme, en revenant a (11.117) et (11.118) et en repetant les
etapes qui conduisent a (11.120) :

qui est de la forme :
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et definit en general le tenseur de dispersion : D( k ,u>). Pour des solutions

non triviales (E\ ^ 0) de (11.122), le determinant de D doit s'annuler, ce
qui donne la relation de dispersion :

En resolvant (11.123) on obtient les modes naturels u( k) = u j r ( k ] +

i u j i ( k ) , ou Ton a suppose k reel. La stabilite est alors assuree si uJi( k )

est negatif pour tout k , tandis que si u>i(k) est positif pour une cer-

taine valeur de k , 1'equilibre est lineairement instable. Pour des distribu-
tions d'equilibre arbitraires, meme dans un plasma uniforme et sans champ

electrique, ce calcul de uj( k ) ne peut pas etre fait analytiquement.
Pour des distributions d'equilibre isotropes (cf. paragraphe 10.4.2) le

tenseur de susceptibilite X (et done aussi le tenseur de permittivite K) sont
diagonaux et (11.120) montre directement que les champs transverses et
longitudinaux sont decouples. On obtient alors des relations independantes
de dispersion pour les modes transverses electromagnetiques et longitu-
di—naux electrostatiques. Cela conduit au modes naturels stables decrits
au paragraphe 10.4.2.

Comme nous 1'avions alors annonce, nous considerons maintenant une
classe speciale de fonctions de distribution anisotropes pour lesquelles on
peut encore obtenir des modes transverses electromagnetiques et longi-
tudinaux electrostatiques independants. Nous trouverons que les modes
electrostatiques ont la meme relation de dispersion que celle deja trouvee
dans la section 11.3 de ce chapitre, tandis que la relation de dispersion
electromagnetique nous permettra de faire la theorie cinetique des insta-
bilites electromagnetiques de Weibel dans les plasmas ayant des distribu-
tions d'equilibre anisotropes. En particulier, nous pourrons voir les effets
de 1'agitation thermique sur 1'instabilite de Weibel dans des faisceaux op-
poses etudiee pour les faisceaux froids au paragraphe 7.5.3.

11.4.2 Distributions anisotropes symetriques
perpendiculairement a k

En utilisant 1'expression generale du tenseur de susceptibilite pour un
plasma uniforme, sans champ electrique (11.116), on peut montrer (cf.
probleme PI 1-8) que si les fonctions de distribution d'equilibre sont
symetriques par rapport aux deux coordonnees cartesiennes perpendicu-
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laires a k , c'est-a-dire si :

le systeme (11.120) se separe en trois equations independantes, une pour

chaque composante de EI, c'est-a-dire ETI, ET<2 et EL, ou Tl, T2 et L

forment un systeme de coordonnees cartesiennes, avec ET = ETI + ET-Z
(cf. Fig. 11.23). En d'autres termes, dans ce systeme de coordonnees et avec

(11.124) et (11.125) satisfaites, le tenseur de dispersion D( k , u>) defini
par (11.121), et compte tenu de (11.116), devient diagonal ; ainsi (11.123)
donne trois relations independantes de dispersion (cf. probleme PI 1-8). En
recrivant (11.116) sous la forme :

Figure 11.23 : Polarisations des champs pour les trois modes independants.

(a) et (b) Ondes transverses electromagnetiques.
(c) Ondes longitudinales electrostatiques.
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ou le vecteur M est donne par le grand crochet dans (11.116) divise par
a;2 on trouve :

Remarquons qu'a part les contraintes de symetrie (11.124) et (11.125), les
distributions d'equilibre peuvent etre arbitrairement anisotropes.

On peut montrer que la relation de dispersion (11.129) est identique a
la relation de dispersion electrostatique longitudinale (11.31) (cf. probleme
Pll-9). Remarquons que (11.124) et (11.125) n'imposent aucune restric-
tion a la forme de /SQ en fonction de WL = Wk- L'instabilite de ces modes
a ete etudiee dans la section 11.3. Dans le reste de ce chapitre nous con-
siderons done seulement les modes transverses electromagnetiques associes
a (11.127) et (11.128).

Pour simplifier les notations, prenons comme systeme de coordonnees

cartesiennes (x, y, z] le triedre (L, Tl, T2), et pour le vecteur d'onde : k =

kx^. Pour les modes avec E\ dans la direction y la relation de dispersion
est alors (11.127). II y a trois formes de (11.127) que nous trouverons
utiles :

avec ujp — X^s^ps- -^n examinant (11.127) et (11.128) on voit que, si Ton

choisit le champ transverse EI dans la direction z, la relation de dispersion



Theorie cinetique des instabilites electromagnetiques 277

DTz(kxi^) — 0 pour le champ transverse polarise suivant z est identique
a (11.130)-(11.132) sauf que wy est remplace par wz. En general, les deux
relation de dispersion, -D^y(fcx,u;) = 0 et DTZ(kx,u} — 0, correspondent a
deux ondes planes independantes de proprietes differentes.

Dans le cas special ou les distributions sont isotropes dans le plan perpendiculaire

a k , c'est-a-dire fsoCw) = /so(u>x,u>^), avec w"2^ = Wy + w%, (11.132) montre que
les relations de dispersion transverses sont identiques, DTy(kx,u) = DTz(kx,u>), et la
polarisation du champ transverse est alors en general elliptique (cf. probleme Pll-10).
Quand la distribution est completement isotrope, /so(«?) = fso(w2), (11.130) redonne
(10.268) (cf. probleme Pll-11), c'est-a-dire les ondes stables decrites au paragraphe
10.4.2(a).

a) Faisceaux opposes avec anisotropies de temperature

La relation de dispersion de 1'instabilite electromagnetique a deux fais-
ceaux froids opposes, etudiee dans la section 7.5.3, s'obtient pour :

qui representent une composante ionique stationnaire froide et deux fais-
ceaux identiques d'electrons froids opposes dans la direction y. L'equation
(11.132) donne alors la relation de dispersion des ondes transverses se pro-
pageant perpendiculairement aux faisceaux et ayant leur champ electrique
parallele aux faisceaux :

qui est identique a (7.90) (a part les changements de noms des coor-
donnees). Comme on 1'a vu au paragraphe 7,5.3, cette relation prevoit
deux types d'ondes. L'une est 1'onde electromagnetique de haute frequence
habituelle, stable avec une vitesse de phase plus grande que la vitesse de
la lumiere (ujr/kx > c ; uji — 0). L'autre est une onde instable purement
croissante [ujr = 0 ; uJi(kx) > 0] pour laquelle |o;|2 ^C c2k^, et que nous
avons appelee une instabilite de Weibel [90].

Dans ce qui suit nous considerons les effets de dispersion finie des
vitesses dans les fonctions de distribution des particules du plasma. En
general, les instabilites de Weibel sont dues a une anisotropie energetique
des particules du plasma. Nous considerons done des fonctions de distribu-
tion qui representent non seulement des faisceaux opposes mais aussi des
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elargissements thermiques anisotropes. Posons done :

qui represente, pour chaque espece de particules s, une distribution max-
wellienne en wx de temperature Tsy avec v\ = (2KTs\\/m)s, une distribu-
tion de faisceaux opposes en wz de vitesse moyenne vSQ et de temperature
Tsj_ avec v*± = (2,KTs±/m)s et une distribution maxwellienne en wy de
temperature aussi egale a Ts±. Cela est represente sur la figure 11.24. Pour

k = kxe^, c'est-a-dire une propagation perpendiculaire a la direction des

faisceaux, et E — Ey~e^ la relation de dispersion se deduit de (11.131),

Figure 11.24 : Faisceaux opposes avec anisotropies de temperatures ; dis-
tributions dans trois plans paralleles aux coordonnees de vitesse.



(cf. probleme Pll-12). Remarquons que pour VSQ = 0 les relations de dis-
persion (11.137) et (11.138) sont identiques, comme pour toute distribution

isotrope dans le plan perpendiculaire a k . Si de plus Ts_\_ = Tsy, (11.137) et
(11.138) redonnent la relation de dispersion des ondes electromagnetiques
dans un plasma maxwellien et, comme on 1'a vu au paragraphe 10.4.2(a),
pour les ondes de haute frequence avec une vitesse de phase superieure a
c, le dernier terme contenant la fonction Z' est inexact parce que les fonc-
tions de distribution d'equilibre choisies ne sont pas des maxwelliennes
relativistes correctes.

En comparant (11.138) et (11.135) il devient clair qu'un elargissement
thermique dans les faisceaux parallelement a leur vitesse moyenne tend
a stabiliser les modes de kx eleve. Au contraire 1'elargissement ther-
mique perpendiculaire peut etre destabilisant. En fait, (11.137) suggere
que 1'anisotropie de temperature en elle-meme, c'est-a-dire en 1'absence de
courant, est destabilisante pour les longueurs d'onde assez grandes. Plutot
que d'essayer de resoudre ces relations de dispersion, on peut trouver ces
effets cinetiques importants en etudiant la condition de seuil d'instabilite
de ces modes purement croissants. C'est ce que nous faisons maintenant.

b) Conditions pour une instabilite purement croissante

Les conditions d'instabilite, et le domaine des nombres d'onde instables,
peuvent etre deduits de la forme generale de la relation de dispersion
DTy = 0, (11.130)-(11.132), ou DTZ = 0, en supposant qu'au seuil
d'instabilite ujr = 0, c'est-a-dire que 1'instabilite est purement croissante.
Pour trouver ces conditions, on part de (11.131) et pour cur = 0 et uji — 0+,
on applique les formules de Plemelj (10.146) et Ton egale a zero les parties
reelle et imaginaire de cette equation, d'ou :

ou Z' est la derivee de la fonction de dispersion des plasmas (cf. Appendice

A10-1), et son argument est £s\\ = (u/\kx\vs\\). De meme, pour E = Eze^
on obtient :
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(11.140) impose done :

c'est-a-dire que <^so doit etre maximum ou minimum a wx =0. On obtient
alors, a partir de (11.139), 1'instabilite pour :

Le domaine de nombres d'onde instables est ainsi donne par :

Pour les distributions particulieres (11.136) on trouve ainsi la condition
d'instabilite :

S x "II '

et pour le domaine de nombres d'onde instables :

On voit que dans le cas de deux faisceaux opposes, la condition d'instabilite
impose, au moins pour 1'un des faisceaux. K,T± + mv^ > /sTy. Pour un
plasma electron-ion dans lequel les ions ont une vitesse moyenne nulle
(VIQ — 0) et sont isotropes en temperature (Tjj_ = ^y), tandis que les
electrons forment deux faisceaux opposes avec anisotropie de temperature,
la condition necessaire et suffisante d'instabilite est simplement :

Elle est represente sur la figure 11.25. On peut montrer que cette condition
reste vraie meme avec un elargissement thermique en wy different de Tsj^ ;

1'elargissement thermique dans la direction du champ B\ du mode n'a
aucun effet sur 1'instabilite de Weibel a faisceaux opposes (cf. probleme
Pll-13). Remarquons aussi que (11.145) montre que les grandes valeurs de
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Figure 11.25 : Courbe de seuil pour 1'instabilite de Weibel de deux faisceaux
opposes d'electrons.

kx sont stabilisees par un elargissement thermique parallele a la direction
de kx, contrairement au modele de plasma froid du paragraphe 7.5.3, ou
les kx arbitrairement grands ont ete trouves instables.

D'autre part, meme en 1'absence de faisceaux opposes, quand VSQ — 0,
le plasma est instable si Ts_^_ > T^y, c'est-a-dire s'il est thermiquement
anisotrope. C'est ce qu'on a vu a la fin du paragraphe 11.2.2(b) ou un tel
plasma a ete trouve stable pour les perturbations electrostatiques, mais
nous y revenons maintenant.

c) Instabilite de Weibel par anisotropie de temperature

L'instabilite cinetique de Weibel la plus simple correspond au cas ou il n'y
a pas de courants et ou seuls les electrons ont une anisotropie de tempe-
rature. II y a alors instabilite, d'apres (11.146), quand :

et 1'intervalle de nombre d'ondes instables est :

De faibles anisotropies de temperature existant souvent dans les plas-
mas, il est interessant de resoudre la relation de dispersion dans un tel cas
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et de calculer le taux de croissance. Comme les ions ne jouent aucun role,
on peut negliger leurs mouvements en faisant ra; —> oo. On peut aussi
faire ojr — 0, negliger le courant de deplacement (\u 2 <C c2k2), et pour des
anisotropies faibles, c'est-a-dire [(Te_\_ —Te\\)/Te\\] <C 1, supposer \£e\\\ «C 1
de sorte que (11.137) donne de maniere approchee :

En resolvant, on trouve :

qui est maximum pour \kx\ = (fcc/\/3) et egale a :

On voit que, de maniere caracteristique, les taux de croissances d'instabilite
electromagnetique sont proportionnels a u)pe(vt/c). Le taux de croissance
(11.150) est represente schematiquement sur la figure 11.26. Seules les
ondes de grande longueur d'onde sont instables.

Figure 11.26 : Instabilite de Weibel par anisotropie de temperature elec-
tronique.

L'evolution non lineaire de 1'instabilite de Weibel a ete etudiee par simulation sur
ordinateur [209] et brievement decrite au paragraphe 7.5.3(c). En fait [209] est meme
plus important pour les aspects cinetiques traites dans ce chapitre. Des instabilites
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electromagnetiques conduisant a une filamentation non lineaire des faisceaux d'electrons
ou d'ions dans les plasmas ont ete aussi etudiees par simulation sur ordinateur ([210],
[211]). Elles ont une grande importance pour la propagation des faisceaux intenses en
fusion par confinement inertiel.

11.5 Problemes

PI 1-1 Non-unicite de 1'equation de conservation
de 1'energie de perturbation

Montrer que toute fonction reguliere et differenciable M(/s), ou fs satisfait 1'equation
de Vlasov (10.6) avec (10.7), satisfait aussi (11.4). Montrer ainsi que la moyenne integree
dans 1'espace de 1'equation de conservation des differences avec 1'equilibre (11.3) peut
s'ecrire sous la forme (11.5).

PI 1-2 Equation de conservation au second ordre
par rapport aux champs

En partant de la moyenne integree dans 1'espace (11.5) de 1'equation de conservation
des differences avec 1'equilibre, developper tous les champs en serie de perturbations,

ou les indices inferieurs indiquent 1'ordre de perturbation (par exemple, |/so| 3> |/si| ̂
|/s2| 3> . . •), et montrer qu'au second ordre (11.5) devient (11.6).

s

PI 1-3 Equation de conservation de 1'energie
de perturbation moyennee sur 1'espace, pour
des distributions isotropes

Pour un plasma homogene dans un champ magnetique uniforme BQ = zBg, dont les
distributions d'equilibre sont isotropes, c'est-a-dire /SQ = fgQ (w2), montrer directe-
ment a partir des equations linearisees de Vlasov-Maxwell que, pour des perturbations
periodiques dans 1'espace, 1'energie est :

ou 1'integrale est prise sur une periode.
Note : En partant des equations linearisees de Maxwell, ecrire 1'equation de Poynting

linearisee. Remarquer ensuite que pour obtenir E\ • J\ a partir de 1'equation de Vlasov
non relativiste linearisee, on multiplie celle-ci par —^(dfQ/dw2)~^fi et on 1'integre sur
1'espace des vitesses. Calculer enfin chaque terme pour obtenir le resultat ci-dessus.

Dans quelles conditions U peut-elle etre negative ?
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PI 1-4 Conditions necessaires et suffisantes de Penrose
pour 1'instabilite electrostatique

a) Trouver un transforme possible de 1'axe reel uj dans le plan complexe 7 qui montre
que la premiere condition d'instabilite de Penrose (11.45) n'est pas suffisante.

b) A partir des transformed typiques de 1'axe reel u> dans le plan complexe I (par
exemple, ceux des figures 11.5 et 11.7) montrer que la seconde condition de
Penrose pour 1'instabilite est une condition suffisante. (Note : on considere la
traversee de 1'axe reel /, au maximum Ir, par la courbe Fr.)

PI 1-5 Ondes faiblement amorties sur un faisceau
maxwellien d'electrons

Pour un faisceau d'electrons non relativistes avec une dispersion maxwellienne des
vitesses, la fonction de distribution electronique est donnee par (11.53). On suppose
qu'il y a un fond continu neutralisant d'ions immobiles et que le faisceau d'electrons est
bien defini, c'est-a-dire que VQ 2> vte.

a) Montrer que les relations de dispersion pour les ondes faiblement amorties rapides
et lentes sont donnees par (11.55).

b) Etablir le taux d'amortissement de Landau pour ces ondes et montrer qu'elles restent
faiblement amorties jusqu'a environ uv < 0.3(vo/fte)^pe-

PI 1-6 Interaction faisceau d'electrons-plasma :
faisceau chaud et plasma froid

On considere 1'instabilite faisceau d'electrons-plasma [paragraphe 11.3.5(b)] dans la
limite d'un plasma froid et d'un faisceau de haute temperature, avec n^o <C npo-

a) Pour les hautes frequences ur RJ krVQ ~ CL>P, etablir le resultat (11.77) pour le
maximum du taux de croissance.

b) Montrer que pour les basses frequences, telles que ur K, krVQ <C UJP, il n'y a pas
d'instabilite si

et noter que ces instabilites resonnantes qu'on a trouve pour un faisceau froid
et un plasma froid [cf. section 7.2.2, equation (7.20)] sont stables pour les
temperatures de faisceau assez faibles.

c) En revenant aux instabilites a hautes frequences, etablies dans la partie (a) ci-
dessus, montrer que les collisions des electrons du plasma froid peuvent detruire
1'instabilite ; etablir la condition sur la frequence de collisions vp des electrons
du plasma froid qui donne la stabilite. Ce resultat est la "condition de stabilite
de Singhaus" [200] ; mais cf. aussi [198].

PI 1-7 Faisceaux d'electrons opposes maxwelliens
a) En partant de la fonction de distribution reduite (11.108), etablir les conditions

d'instabilite de Penrose.

b) Montrer que (11.110) donne de maniere approchee (11.111) comme seuil de vitesse
moyenne pour 1'instabilite.
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PI 1-8 Conditions d'existence de modes
independants transverses electromagnetiques
et longitudinaux electrostatiques

En partant de la susceptibilite (11.116) pour un plasma uniforme non magnetise et sans
champ electrique, qui est valable pour toutes les distributions d'equilibre anisotropes
f s o ( ~ w ) , montrer que si ces distributions satisfont les contraintes (11.124) et (11.125) de

symetrie par rapport aux deux directions orthogonales perpendiculaires a k , (11.120)
se reduit aux trois equations independantes (11.127)-(11.129).

En deduire que le tenseur de dispersion D( k , u) donne par (11.121) et (11.122) est
diagonal.

PI 1-9 Relation de dispersion electrostatique pour
des distributions anisotropes

Montrer que pour des distributions anisotropes qui satisfont les conditions de symetrie
(11.124) et (11.125), la relation de dispersion electrostatique (11.129) est la meme que
(11.31) qui a ete utilisee pour etablir les conditions d'instabilite de Penrose.

PI 1-10 Modes TEM pour des distributions isotropes
perpendiculairement a k

Montrer que pour une direction de propagation donnee, k = kxex, et si fso(w) =
fso(wx,'w'^) les deux relations de dispersion transverse electromagnetiques (11.127) et
(11.128) sont identiques.

PI 1-11 Modes TEM pour des distributions isot ropes

Montrer que pour des distributions isotropes fso(~w) = fso(u>2) = f^J les relations de
dispersion (11.127) et (11.128) se reduisent a (10.268) etablie dans la section 10.4 en
supposant ab initio que les distributions etaient isotropes.

PI 1-12 Faisceaux opposes avec anisotropies de
temperatures : relations de dispersion TEM

a) En partant de la distribution anisotrope (11.136), etablir les deux relations de dis-
persion transverses (11.137) et (11.138).

b) En utilisant un schema semblable a celui utilise pour montrer la physique de
1'instabilite de Weibel dans un plasma froid [Fig. 7.12, paragraphe 7.5.3(a)],
expliquer la condition d'instabilite (11.146).
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PI 1-13 Instabilite de Weibel : effet de 1'elargissement
thermique dans la direction de BI

On considere le cas plus general (que 11.136) de faisceaux opposes avec anisotropies de
temperatures :

ou pour une direction donne de k on a choisi les champs TEM avec E\ parallele a la
vitesse moyenne ±1*0 • Les elargissements thermiques vtE, ^>tfc , et vtg dans les directions

orthogonales E\, k , et BI, sont tous les trois differents.

a) Etablir la relation de dispersion TEM qui donne Pinstabilite de Weibel des faisceaux
opposes et noter qu'elle est independante de vtg.

b) En utilisant le schema de la partie (b) du probleme Pll-12, expliquer physiquement
pourquoi vts n'a aucun effet effet sur cette instabilite.

c) Quelles autres instabilites sont dues au fait que vt& ^ vtk ou vtg ^ vtE^



Chapitre 12

Theorie cinetique des gaz
faiblement ionises

12.1 Introduction

Dans le chapitre 1 nous avons vu que dans le cas des gaz faiblement ionises
le mouvement des electrons etait determine essentiellement par les champs
appliques et les collisions avec les neutres ; nous avons egalement defini
le modele du gaz de Lorentz, electrons-neutres, qui repose sur les deux
inegalites

ou ne est la densite des electrons, n0 celle des neutres ; me et m0 sont leurs
masses respectives.

Dans ce chapitre nous nous proposons d'etablir et de discuter ce modele
et de 1'appliquer au calcul des coefficients de transport electroniques dans
les gaz faiblement ionises. Les resultats obtenus seront utiles notamment
dans les domaines d'etude suivants :

• decharges dans les gaz de faible puissance,

• ionosphere jusque vers 250 km d'altitude,

• plasmas denses et pas trop chauds (flammes, convertisseurs magne-
tohydrodynamiques...).

Bien que 1'application de ce modele doive etre limitee au domaine des
gaz tres faiblement ionises, son etude est tres interessante parce qu'elle
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permet d'introduire de fagon claire un certain nombre de notions fonda-
mentales, en particulier des definitions precises des frequences de relaxation
des electrons. Le plan du chapitre est le suivant.

Dans la section 12.2 nous etablissons d'abord les bases d'un modele
de theorie cinetique assez simple et tres puissant, celui du gaz de Lorentz
electrons-neutres, que nous avons deja rapidement presente dans la sec-
tion 1.9.

Nous 1'appliquons ensuite, dans les sections 12.3 et 12.4, a 1'etude de la
relaxation des anisotropies electroniques, puis a 1'entretien de celles-ci par
un champ electrique, c'est-a-dire au calcul de la conductivity electrique du
gaz.

Dans la section 12.5 nous analysons 1'echauffement du gaz d'electrons
par 1'effet combine du champ electrique et des collisions (effet Joule), et
nous montrons que dans le strict modele de Lorentz, celui-ci conduit pro-
gressivement a un echauffement infini, ce qui rend incorrecte la methode
de perturbation utilisee.

Dans les sections 12.6 et 12.7, nous introduisons le petit echange
d'energie par collisions entre les electrons et les neutres (modele de Lorentz
imparfait), et nous montrons qu'il peut ainsi en general s'etablir un regime
d'equilibre entre I'echauffement par effet Joule et le refroidissement par
collisions, ce qui permet d'etablir le calcul de la conductivite electrique sur
des bases solides (a ceci pres que la theorie devrait etre amelioree en tenant
compte des collisions inelastiques, sujet que nous ne faisons qu'effleurer,
parce qu'il ne peut etre aborde de fagon exacte que par des methodes de
calcul numerique sur ordinateur des fonctions de distribution). Dans la sec-
tion 12.8 nous appliquons les memes methodes a 1'analyse de deux autres
phenomenes de transport des electrons : diffusion libre des electrons et
conductivite thermique electronique.

Enfin, dans la section 12.9 nous definissons une famille de gaz
moyennement ionises, appeles plasmas intermediates. Ceux-ci sont carac-
terises par d'importants echanges d'energie entre electrons, avec comme
resultat que, moyennant certaines conditions, la fonction de distibution
electronique est a priori maxwellienne. Cette situation est assez frequente
en pratique, et tres interessante parce que la theorie cinetique se sim-
plifie beaucoup en se ramenant essentiellement a la determination de la
temperature electronique par une equation de bilan d'energie.
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12.2 Gaz de Lorentz electrons-neutres

12.2.1 Couplages electrons-ions-neutres

Un gaz ionise peut a priori contenir des electrons, des ions positifs, des
neutres (molecules ou atonies) dans leur etat fondamental ou dans un etat
excite. Nous designons par ne, rii, n0 et n* leurs densites respectives. Dans
ce chapitre nous supposerons n* — O1.

Si done on designe par w^,, wl, w^, la vitesse d'un electron, d'un ion
ou d'un neutre, 1'etat statistique du gaz peut etre represente par trois
fonctions de distribution :

relatives respectivement aux electrons, aux ions et aux neutres. Ces trois
fonctions obeissent a un systeme d'equations couplees :

dans lesquelles Cee, Cei et Ceo, par exemple, representent Faction sur les
electrons des collisions avec les autres electrons, les ions et les neutres. Ce
systeme fait apparaitre deux types d'interactions entre les diverses especes
de particules :

• les termes de collisions tels que Ceo qui figurent au deuxieme mem-
bre ; en general ils peuvent representer TefTet des collisions elastiques
et celui des collisions inelastiques

1. Lorsque les molecules ou atomes possedent des niveaux d'energies metastables on
peut avoir n* ^ 0. Si d'autre part les neutres sont electronegatifs il peut y avoir forma-
tion d'ions negatifs.
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• les interactions du type charge d'espace en ce qui concerne les par-
ticules chargees ; celles-ci sont incluses au premier membre dans les
termes tels que :

II est a noter que ces deux especes d'interactions se traduisent dans le
systeme (12.6) a (12.8) par des termes quadratiques par rapport aux fonc-
tions de distribution.

Dans ce chapitre nous etudions les proprietes locales du gaz sans
preciser 1'origine du champ electromagnetique a 1'endroit considere. Nous
negligeons d'autre part les collisions inelastiques entre particules (la va-
lidite de cette hypothese sera discutee a posteriori a la fin du chapitre).

12.2.2 Modele de Lorentz electrons-neutres
Enfin nous nous limitons aux gaz dans lesquels la composante neutre est
homogene ; on peut done negliger dans 1'equation (12.8) le terme de dif-

fusion ; on neglige egalement les forces appliquees aux neutres (X0 = 0).
Enfin, on admet que, par suite de la condition (12.1), Faction des electrons
et des ions sur les neutres est negligeable.

Par consequent, 1'equation (12.8) peut finalement se mettre sous la
forme :

C'est exactement celle que Ton aurait pour un gaz de neutres en 1'absence
de toute autre particule ; nous admettons que Ton a attendu suffisamment
longtemps pour que ce gaz de neutres ait atteint son etat d'equilibre avec
les parois de I'enceinte qui le renferme2, autrement dit, la fonction F0 sera
la maxwellienne representee par la formule :

Dans les equations (12.6) et (12.7), on peut negliger les collisions en-
tre particules chargees. En effet, par suite des conditions (12.1) et (12.2),

2. On pourrait generaliser cette situation en considerant un gaz faiblement ionise en
ecoulement. La fonction de distribution F0 des neutres serait alors determinee en chaque
point par les conditions de Pecoulement, comme si le gaz ne contenait que des neutres.
Dans 1'etude de la dynamique des electrons et des ions, on pourrait alors considerer F0

comme donnee a chaque instant en chaque point du gaz. Le modele d'un gaz homogene
que nous etudions dans ce chapitre est applicable a un gaz en ecoulement a condition
que les variations spatio-temporelles de F0 ne soient pas trop rapides.
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celles-ci sont beaucoup plus rares que les collisions d'une particule chargee
avec un neutre. On peut done ecrire les deux equations devolution relatives
respectivement aux electrons et aux ions sous les formes :

Nous supposons que la force d'interaction entre un electron ou un ion et
un neutre est une force centrale isotrope, ne dependant que de la distance
entre les deux particules. Dans ces conditions, si 1'on connait 1'expression
du potentiel d'interaction, on peut calculer Tangle de deviation x(9iP)i
dans une collision electron-neutre ou ion-neutre, au moyen de la formule
(3.29), soit :

ou p est le parametre d'impact, et g la vitesse relative des deux particules
entrees en collision. On peut aussi decrire les phenomenes sans introduire
p, mais seulement la section efficace differentielle a(x)d£l.

La situation se simplifie notablement dans le cas des electrons ; 1'in-
tegrale de collisions s'ecrit en effet de fagon generate, d'apres (8.78) ou
(8.79) :

Du fait de la grande masse des neutres, on peut admettre les conditions :
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Ces hypotheses ne sont rigoureusement valables que lorsque Ton considere
le rapport me/m0 comme rigoureusement nul ; elles definissent ce qu'on
peut appeler le modele du gaz de Lorentz parfait electrons-neutres [212].

Ceci etant, dans 1'integrale (12.15) les variables p (ou x) et 9 (ou we)
se separent de la variable w0 ; 1'integration sur w0 est d'ailleurs immediate
puisque 1'on a :

Le principal resultat des approximations faites a ete de rendre 1'operateur
de collisions lineaire par rapport a la fonction de distribution inconnue fe ;
nous designons desormais par J(fe) cet operateur lineaire :

Rappelons que fe est la valeur de la fonction de distribution dans les
conditions initiales d'une collision, et /^, la valeur correspondante apres
la collision ; we est la valeur absolue de la vitesse de 1'electron avant la
collision.

12.3 Relaxation des anisotropies
electroniques

12.3.1 Definition des frequences de relaxation

L'expression (12.19) etant lineaire, on peut etudier 1'equation (12.11) par
des methodes de developpement en serie. En pratique, on analyse fe en la
developpant en une serie de fonctions spheriques du type3 :

ou P^m(cosO) designe une fonction de Legendre associee. Dans ces for-
mules, a0 represente la partie isotrope de la fonction de distribution / ; les
termes suivants representent ses anisotropies. Les proprietes des fonctions

3. Dans la suite de ce chapitre consacre uniquement a 1'etude des electrons, nous
supprimons 1'indice e et ecrivons pour alleger 1'ecriture f(^w) au lieu de fe(we)-

ave c :
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spheriques Cgm et SVm, les expressions des premieres d'entre elles et les re-
lations entre les coefficients o^m et la suite des grandeurs hydrodynamiques
(moments de /) sont exposees dans 1'appendice A12-1.

Dans le present chapitre nous supposons que le gaz est homogene, de
sorte que les coefficients a et (3 ne dependent pas de "r*. Le developpement
(12.20) est particulierement interessant dans le modele du gaz de Lorentz
parfait, car les fauctions spheriques obeissent a une loi operationnelle tres
simple vis-a-vis de I'operateur J ; on a en effet :

Yim designant une fonction Cgm ou Stm.
Les fonctions spheriques sont done des fonctions propres de I'operateur

J. Cette propriete repose essentiellement sur le fait que dans le modele
de Lorentz parfait, I'operateur de collision J commute avec les operateurs
de rotation dans 1'espace, parce que la force d'interaction electron-neutre
est centrale et isotrope. Nous renvoyons le lecteur, pour la demonstration
exacte de cette formule4 a [213] ou a 1'appendice A12-2.

Les valeurs propres — vi ne dependent que de 1'indice i et sont fonctions
de w. En appliquant la formule (12.23) a la fonction Ceo(0) = wlPe(cos9)
pour 0 = 0, on montre (cf. [213] ou appendice A12-2) que 1'expression de
Vi se deduit de la loi de force electron-neutre, par T intermediate de Tangle
de deviation, au moyen de la formule generale :

ou Pg est le polynome de Legendre d'ordre I et x Tangle de deviation
(fonction de p et w). On voit que vt depend de la force electron-neutre a
travers x j en particulier, on a :

en designant par a\ la section efficace pour le transport de quantite de
mouvement.

Les valeurs propres v^ ont une signification physique tres simple. Sup-
posons en effet pour commencer que le champ electrique et le champ ma-
gnetique soient tous deux nuls, mais que la fonction de distribution des
electrons a Tinstant initial soit quelconque ; un tel etat peut effectivement

4. Ce resultat avait ete obtenu pour les deux premieres anisotropies mais de fagon
implicite par J.H. Jeans des 1925 [227].
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etre produit dans des experiences sur les plasmas, au cours desquelles on
applique une impulsion de champ electrique. A la fin de cette impulsion,
le gaz d'electrons se trouve dans un etat hors d'equilibre, mais n'est plus
soumis a aucune action exterieure. Dans ces conditions, il revient vers 1'etat
d'equilibre avec les neutres. Nous allons maintenant ecrire les equations qui
decrivent cette evolution, et voir que les valeurs propres i/g sont des fre-
quences caracteristiques de cette evolution.

La fonction de distribution initiale peut done contenir des anisotropies
et sa partie isotrope a0 peut etre non maxwellienne ; son evolution est
regie par 1'equation :

Le developpement de / en fonctions spheriques permet, compte tenu de
(12.23) et de 1'orthogonalite des fonctions spheriques entre elles, de rem-
placer cette equation par le systeme suivant obtenu en egalant membre a
membre les coefficients de chaque fonction spherique :

On voit done que la partie isotrope de la fonction de distribution se main-
tient sans aucun changement ; les collisions avec les neutres sont sans
action sur elle (du moins dans le modele de Lorentz parfait etudie ici).

Au contraire, les anisotropies initiales s'amortissent en fonction du
temps. Chaque anisotropie est caracterisee par une frequence de relaxation
V£. La premiere d'entre elles v\ joue un role particulierement important; on
1'appelle generalement frequence de collisions pour les echanges de quan-
tite de mouvement, ou frequence de collisions tout court. La notion de
frequence de collisions n'a, en fait, un sens evident que pour des molecules
du type boule de billard (impenetrables et sans action a distance) ; dans
ce cas, la formule (12.24) s'ecrit, compte tenu de (3.73) :

d o n t  l e s  s o l u t i o n s  s
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Dans 1'integrale, le terme P^, qui peut etre considere comme le produit de
Pi par P0 = 15 donne un resultat nul, par suite des regies d'orthogonalite.
Par consequent v§ — 0, et Ton a pour t > 0 :

D etant le diametre des neutres ; ces vg et en particulier v\ coincident
alors avec la frequence de collisions au sens elementaire ; on remarque
au passage qu'elles sont proportionnelles a la valeur w de la vitesse des
electrons consideres.

Dans tous les autres cas, il vaudrait mieux donner a v\ le nom de fre-
quence de relaxation des anisotropies de courant electronique (la densite
de courant, comme la vitesse moyenne, ne dependent en effet comme on
le voit dans 1'appendice A12-2 que des anisotropies d'ordre 1). Telle est sa
signification profonde.

12.3.2 Donnees theoriques sur les frequences
de relaxation

Nous venons de voir que pour des neutres du type boule de billard, les
frequences de relaxation se calculent facilement et sont toutes egales a la
frequence de collision "geometrique" donnee par la formule (12.35).

Si Ton calcule les frequences de relaxation a partir de la description
classique des trajectoires, il est interessant de considerer un autre modele
theorique un peu plus general, celui ou le potentiel d'interaction electron-
neutre suit une loi en l/rs der = 0 a r = oo ;on trouve alors (cf. [301],
[101]) une expression de i/g du type :

a etant une constante et 1'exposant n dependant de s selon la relation :

Les deux cas les plus interessants sont s = 4 et s = oo.
Pour s = 4 la frequence de collision vg est independante de w. Ce

modele (dit des "molecules mawxelliennes"), qui simplifie beaucoup les
calculs de theorie cinetique, est frequemment employe. On peut etre tente
de le justifier en s'appuyant sur 1'analyse faite dans la section 3.2. On y a vu
en effet qu'un electron et un neutre doivent s'attirer quand ils sont a grande
distance par suite de la creation d'un dipole induit, et que le potentiel elec-
tron-dipole induit varie effectivement comme 1/r4. Cependant cette loi
attractive est forcement remplacee a courte distance par une loi repulsive
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a variation beaucoup plus rapide. La loi vt = Cte n'est done certainement
jamais valable pour toute valeur de w.

Le cas s —> oo correspond au cas deja signale des boules de billard.
Nous avons vu (cf. section 3.5) que le cas s = I (interactions coulom-

biennes) comporte des difficultes speciales : la constante a est alors infinie.
On a montre dans la section 3.5 que 1'on peut eliminer cette divergence en
effectuant la coupure de Debye dans les integrates.

Le modele (12.36) est en general trop simple ; le calcul des frequences
i/^ doit a priori etre base sur un calcul quantique de la section differentielle
<j(x). II est commode d'introduire, au lieu des frequences f£, les sections
efficaces de transport :

/"7T

Jo

qui leur sont reliees par la relation generale :

Le calcul des ag en fonction des angles de dephasage quantique dans une
collision a deja ete fait dans 1'appendice A3-2b) [cf. (3.165) pour a\ et
(3.167) pour er2)].

A partir de ces equations on peut montrer que lorsque la section efficace
differentielle est isotrope (C\ = C% = ... = Cn = . . . = 0 ) toutes les
sections efficaces de transport sont egales a la section efficace totale a0, et
done :

Les molecules boules de billard sont un cas particulier de cette regie
generale.

On voit enfin que lorsque 1'energie de 1'electron tend vers zero, la sec-
tion efficace differentielle elastique devient isotrope. Nous avons vu dans
la section 3.4 que cela est du au fait que tous les dephasages sauf le pre-
mier tendent vers zero. Plus precisement, on obtient, par la methode dite
de la portee effective [214], des developpements en serie de o~(w,x)i °~o(w]
et &i(w) pour les petites valeurs de w [13]. Ces formules montrent effec-
tivement que a0 et a\ tendent vers la meme limite lorsque w tend vers
zero.

12.3.3 Donnees experiment ales sur les frequences
de relaxation

Quelques donnees sur les sections efficaces a\ ont ete rassemblees dans la
section 3.5. L'analyse de ces resultats met en evidence les domaines de
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validite de certaines approximations souvent utilisees dans la theorie des
gaz faiblement ionises :

• Gaz a 1/1 constant. L'approximation v\ — Cte (a\ ~ w~l) simplifie
beaucoup les calculs de theorie cinetique. Quand cette loi est valable
on peut poser :

ou 1/10 est la frequence de collisions dans les conditions normales de
temperature et de pression et UL la densite d'un gaz parfait dans ces
memes conditions (nombre de Loschmidt) : HL = 2.69 x 1019 cm~3.
Les deux gaz obeissant approximativement a cette loi sont :

1. Hydrogene pour ^mew
2 > 4 eV, avec V\Q = 4.3 x 1012 s"1

2. Helium pour ^mew
2 > 3 eV avec V\Q = 1.83 x 1012 s~l

• Gaz a <?i = Cte. Dans d'autres cas on peut au contraire supposer
en premiere approximation que a\ est constante (d'ou v\ ~ w). cela
s'applique notamment aux cas suivants :

1. Hydrogene pour ^mew
2 < 4 eV, avec a\ = 13.5 x 10~16 cm2

2. Helium pour ^mew
2 < 3 eV, avec a\ = 5.1 x 10"16 cm2.

3. Neon pour 2 eV < \mew
2 < 10 eV, avec a\ = 3 x 10"16 cm2.

12.4 Conductivite sans echauffement
des electrons

12.4.1 Approximation des champs faibles

En presence de champs electromagnetiques E, B, il apparait des aniso-
tropies dans la distribution /. Pour etudier leur evolution nous supposons

que le plasma non perturbe est homogene, que le champ elect rique E
est uniforme et que les effets de diffusion n'existent pas. L'equation de
Boltzmann relative aux electrons s'ecrit alors :

Pour la resoudre on developpe comme precedemment / en fonctions
spheriques, selon la formule (12.20) ; on peut en deduire les developpements
en fonctions spheriques des divers termes de (12.42). Les formules a
utiliser sont rassemblees dans 1'appendice A12-2 ; on peut alors, du fait
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de 1'orthogonalite des fonctions spheriques, remplacer (12.42) par une
suite d'equations obtenues en y egalant membre a membre les coefficients
de chaque fonction spherique. On obtient ainsi le systeme d'equations
d'evolution suivant :

• Partie isotrope :

• Anisotropies d'ordre i = I :

ou Ton a introduit le vecteur des anisotropies d'ordre 1 :

et le tenseur gyromagnetique :

Z/2 est un vecteur proportionnel aux anisotropies d'ordre 2. Nous ne
1'avons pas explicite car nous ne 1'utiliserons pas, mais on peut le faire
facilement en se reportant aux formules (12.239) et (12.240) de 1'appendice
A12-2.

On peut a partir des formules de cet appendice completer le systeme des
equations (12.43) et (12.44) par un systeme infini relatif aux anisotropies
d'ordre 1 = 2,3...

Dans ces equations, on voit que le champ electrique a pour effet de
coupler entre elles les anisotropies d'ordres successifs ; plus precisement,
on voit sur (12.44) et de fagon plus generale sur les formules de 1'appendice
A12-2 que les anisotropies d'ordre i sont couplees aux anisotropies d'ordre
I — I et I + I ; le systeme des equations (12.43), (12.44)..., etant ainsi
couple de proche en proche jusqu'a 1'infini, ne peut se resoudre que par
des methodes d'approximation ; on peut supposer que le champ electrique
est assez faible pour que Ton ait :
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ou w est une vitesse moyenne des electrons et PI la valeur correspondante
vi(w). Cette formule exprime le fait que la variation de vitesse due a
Faction du champ electrique pendant un temps de relaxation est beaucoup
plus petite que la vitesse moyenne d'agitation thermique des electrons5.

Dans ces conditions, on congoit que les anisotropies produites par le
champ electrique sont de petites perturbations6. De fait, si Ton se reporte
aux equations (12.43), (12.44)...on verifie que les anisotropies d'ordre i
sont d'ordre ee, et plus precisement que :

12.4.2 Tenseur de conductivite electronique
Nous appliquons la methode de perturbation definie ci-dessus au cas d'un
champ electrique alternatif E = E0e~lwt ; pour cela nous nous limitons
pour / a 1'approximation du premier ordre :

en designant par f0 la valeur non perturbee de a0 representant 1'etat ini-
tial des electrons du plasma, c'est-a-dire une distribution maxwellienne de
temperature T0 egale a celle des neutres. En negligeant dans (12.44) le

terme "7* • L^ qui est d'ordre 73 on obtient pour 1'equation d'evolution des
anisotropies d'ordre 1 :

La solution generale de cette equation comprend un terme transitoire
(solution generale de 1'equation sans second membre) et un terme station-
naire (solution particuliere sinusoi'dale de 1'equation avec second membre).
Le regime transitoire s'etend sur un intervalle de temps de 1'ordre de l/i/i ;
nous n'etudions que le regime stationnaire qui demeure seul apres quelques
intervalles de relaxation \jv\. Dans ce regime, on a en notation complexe :

5. II est montre dans [302, chapitre 12] que la methode approchee developpee ci-dessous
est valable si Ton remplace ~U\ dans (12.47) par 1'une des trois frequences uj, f2, v>i selon
certaines regies.

6. Des etudes numeriques [224] et une analyse theorique [225] ont montre que pour des
champs relativement forts ne satisfaisant pas bien la condition (12.47), le developpement
en harmoniques spheriques est tres lentement convergent.
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ou "7* est 1'amplitude complexe du terme de champ electrique et S le
tenseur :

S est une combinaison des trois frequences caracteristiques w, v\ et fi
qui interviennent dans le probleme. La necessite d'introduire ce tenseur
est liee a 1'anisotropie produite dans le plasma par la presence du champ

magnetique statique B. En 1'absence d'un tel champ o n a f i = 0 ; 5 = <5:

et 1'equation (12.52) se reduit a :

le vecteur o{ des anisotropies etant alors simplement proportionnel et co-
lineaire a "7*'.

Connaissant o\ on en deduit, par une integration, le vecteur vitesse

t£ du fluide electronique et le vecteur courant electrique associe Je ; la
formule (12.203) de 1'appendice A12-1 donne tout d'abord :

soit, apres une integration par parties :

Le resultat de ce calcul peut se comparer a 1'experience en introduisant
le tenseur de mobilite electronique ~p,e ou le tenseur de conductivite elec-
tronique &e respectivement definis par les relations :

JIe est generalement mesure en courant continu (a; = 0) et ae surtout utile
en HF en liaison avec les phenomenes de propagation d'ondes. Compte
tenu de la relation :
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1'equation (12.56) conduit finalement a :

On voit que le tenseur de conductivite electronique est, dans les condi-
tions etudiees ici (B uniforme constant, dirige suivant 0z), de la forme :

On verifie facilement sur 1'expression (12.53) de S qu'en 1'absence de champ
magnetique (fJ = 0) ce tenseur se reduit a :

Le milieu etant alors isotrope, la conductivite Zfe se reduit au scalaire a\\

obtenu en faisant S = 6 dans (12.61).
En presence d'un champ magnetique on voit d'apres (12.63) que la con-

ductivite azz parallele a B est inchangee et reste egale a la conductivite
<T||. Les conductivites uxx — ayy = a± dans les directions perpendiculaires

a B sont au contraire differentes de a\\ ; la difference cr±_ — &\\ est 1'effet
dit de magnetoresistance, qui est de 1'ordre de B2 pour les faibles champs
magnetiques. II apparait d'autre part des termes non diagonaux axy —
—Oyx — —&x- Ce sont les termes d'effet Hall qui sont du premier ordre
en B pour les faibles valeurs de B (0 <^ a;, vi). Lorsqu'au contraire le
champ B devient tres fort (fJ ^> uj, i/i), on verifie que les quatre termes
transversaux tendent vers zero, les termes crj_ comme l/£?2, et les termes
d'effet Hall ax comme l/B.

On remarque d'autre part que ae depend en general de f0 et de la
loi de force a travers la fonction v\(w). Les formules (12.60) et (12.61) se
simplifient si la frequence v\ peut etre consideree comme independante de
w : les facteurs de frequence peuvent etre alors sortis de 1'integrale qui
devient triviale en donnant un facteur ne. L'on obtient ainsi la formule
simple :
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Cette formule se deduit de celle du gaz d'electrons libres en y remplagant
— iuj par — iu} + v\. Elle est d'un usage courant ; cependant nous avons vu
au paragraphe precedent que 1'hypothese v\ = Cte sur laquelle elle repose
n'est valable qu'exceptionnellement. Elle ne peut done certainement etre
considered que comme une premiere approximation ; or, si v\ n'est pas
constante, il nous faut connaitre 1'expression de la partie isotrope f0 pour
pouvoir calculer la conductivite et on rencontre alors des difficultes qui
tiennent aux hypotheses strictes du modele de Lorentz parfait, comme
nous allons le voir dans la section suivante.

f
12.5 Echauffement du gaz d'electrons :

effet Joule

12.5.1 Expression de la partie isotrope de /
La partie isotrope contient un terme independant de E qui n'evolue pas ;
mais il est evident d'apres (12.43) qu'elle contient egalement un terme
en E2 qui represente un echauffement du gaz d'electrons. Pour pousser le
calcul jusqu'aux termes en E2 on peut encore negliger dans (12.44) le terme
en E3 (ou 73) ; il est done raisonnable de conserver pour les anisotropies
du premier ordre 1'expression (12.52).

Ceci etant, pour reporter cette expression dans 1'equation (12.51) d'evo-
lution de la partie isotrope, on ne peut pas garder les relations complexes
car les termes quadratiques, tels que ("7* • 01), vont evidemment faire ap-
paraitre I'harmonique 2cu du champ electrique. Posons done maintenant :

On a alors :

et par consequent :

ou on n'a explicite que le premier terme independant du temps qui est la
moyenne du terme en cos2 cut, et ou A^ represente des termes oscillant
a la frequence 2o>. (Dans ces formules Re veut dire "partie reelle de".)
Ces deux termes sont d'ordre 72. Mais alors que le premier terme conduit
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a un echauffement permanent du gaz d'electrons, A^u produit seulement
une modulation de cet echauffement, negligeable si u} est assez eleve. Nous
negligeons dans ce qui suit ce terme A^u (cf. [302, section 12.8] pour une
discussion de la validite de cette approximation). L'equation devolution
de OLQ s'ecrit done :

Cette equation peut se recrire sous la forme d'une equation de conser-
vation des particules dans 1'espace des vitesses, soit :

ou F est un vecteur flux dans 1'espace des vitesses produit par le champ
electrique et les collisions. On passe a cette nouvelle forme en remarquant
que Ton a 1'identite :

en designant par A le vecteur radial de 1'espace des vitesses :

ou A est une fonction de u>, le module de ~w. On obtient done :

avec :

Comme S est antisymetrique, les seuls termes qui contribuent a (12.73)
sont les termes diagonaux. En explicitant les calculs a partir de 1'expression
(12.53) de 5 on obtient :
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ou B est le tenseur diagonal de composantes :

Cette formule se simplifie beaucoup en 1'absence de champ magnetique.
On obtient alors en effet (en faisant ft = 0) B — 6, d'ou 1'expression :

On peut, pour chaque valeur de w, integrer par rapport au temps 1'equation
(12.69) et on obtient :

On voit done qu'en poussant le calcul jusqu'aux termes du second ordre,
il apparait dans a0 un terme proportionnel au temps, done divergent. Une
telle perturbation faible au debut de 1'evolution, parce que du second ordre,
mais pouvant a plus long terme devenir tres import ante parce que croissant
proportionnellement au temps, semble mettre en defaut la methode de
calcul utilisee. De telles perturbations ont ete rencontrees pour la premiere
fois en mecanique celeste et baptisees "seculaires" par les astronomes. Nous
verrons dans les paragraphes suivants que 1'on peut resoudre la difficulte
ainsi posee en utilisant une methode dite quasi lineaire qui distingue deux
echelles de temps : une echelle des temps courts decrivant 1'evolution de
oil (en supposant a0 constant) et une echelle des temps longs decrivant
1'evolution de a0.

Dans le cas present on verifie sur (12.74) que df0/dw etant negatif,
le flux FE est essentiellement positif. Pour cette raison FE a ete appele
"upflux"7 par Allis ([215], [216] ; Fig. 12.1). II y a done echauffement
continuel du gaz d'electrons.

Get echauffement est du a 1'action combinee des collisions et du champ
electrique (en effet le flux FE est proportionnel a ^i72). Comme d'autre
part nous avons suppose me/m0 = 0, nous avons neglige totalement les
pertes d'energie des electrons dans leurs collisions elastiques sur les neutres.
Les electrons n'ayant aucun mecanisme pour se refroidir, leur echauffement

7. Au lieu de FE, Allis introduit son integrate sur une sphere de rayon w, c'est-a-dire
GE — 4TTW2F]E. Le concept d'"upflux" est tres utile pour analyser les fonctions de
distributions electroniques dans les plasmas de laser a gaz ou les collisions inelastiques
jouent par ailleurs un role important [303, pp. 85-93].
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Figure 12.1 : Flux dans 1'espace des vitesses.

FE Flux du a 1'effet Joule.
FC flux du aux collisions elastiques e-o.

est dans la presente theorie illimite. cela rend discutable au bout d'un
certain temps le calcul de la conductivite qui a ete fait : les perturbations
apportees par E n'etant plus faibles, la methode d'approximation utilisee
n'est plus a priori valable. Nous verrons plus loin comment lever cette
difficulte.

12.5.2 Effet Joule
Cependant, il est interessant d'etudier d'un peu plus pres 1'echauffement
des electrons, en calculant les variations de 1'energie cinetique totale UK&
des electrons contenus dans une unite de volume du gaz ; UK& depend
uniquement de a0 et 1'on a :

En multipliant 1'equation (12.43) par 27rmew;4 et en integrant, on obtient
en tenant compte de (12.70) et apres une integration par parties :

La puissance instantanee fournie en chaleur au gaz d'electrons est done
donnee par cette formule classique de 1'effet Joule. Dans un champ si-
nusoi'dal, sa valeur moyenne (effet Joule en alternatif) s'en deduit, en
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repassant a un champ reel ; on obtient :

On voit sur ces formules que les termes d'effet Hall s'eliminent par suite
de 1'antisymetrie de ae et que la puissance active degagee en chaleur dans le
gaz d'electrons est uniquement due a la partie reelle des termes diagonaux
du tenseur de conductivite. Une discussion plus detaillee de 1'effet Joule en
fonction des trois frequences w,O et v\ fait 1'objet du probleme P12-6.

12.6 Refroidissement des electrons par
collisions elastiques

12.6.1 Modele de Lorentz imparfait

Pour lever la difficulte mentionnee au paragraphe precedent, concernant
I'echauffement illimite des electrons par effet Joule, il faut tenir compte
des mecanismes de refroidissement des electrons. Parmi ceux-ci, on peut
citer :

• 1'excitation des neutres dans des collisions inelastiques (en particulier
1'excitation vibrationnelle dans les gaz moleculaires) ;

• le rayonnement electromagnetique du aux fortes accelerations pen-
dant une collision (bremsstrahlung) ;

• le rayonnement electromagnetique a la frequence fJ lors de la rotation
dans un champ magnetique ;

• le petit echange d'energie que nous avons jusqu'a maintenant neglige
dans les collisions elastiques electron-neutre.

Nous nous limitons dans ce paragraphe a 1'etude du dernier de ces effets en
introduisant ce qu'on appelle le modele de Lorentz imparfait qui consiste
a admettre que me/m0 est tres petit mais fini, et a tenir compte dans
les calculs du terme du premier ordre en me/m0 qu'est le petit echange
d'energie entre les electrons et les neutres ; dans ce cas, 1'evolution des
anisotropies est peu changee ; en effet dans les equations (12.44), etc., on
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n'introduit que des termes correctifs negligeables si i ̂  0 ; cependant pour
i = 0 on avait dans le modele de Lorentz parfait :

Les collisions n'avaient aucune action sur la partie isotrope de la fonction
de distribution ; en effet, dans une collision on admet alors qu'il n'y a
aucune variation de la valeur absolue de la vitesse. Si au contraire on tient
compte des termes correctifs en me/m0 (modele de Lorentz imparfait)
Pequation (12.82) devient :

Cette formule a ete donnee pour la premiere fois par Chapman et Cow-
ling [286] ; le lecteur en trouvera une demonstration dans [301, pp. 230-
235] ou [217] (cf. aussi appendice A12-3). L'operateur J\ tend a ramener
la partie isotrope de la fonction de distribution des electrons vers une
fonction maxwellienne a la temperature T0 des neutres (on verifie en effet
immediatement sur (12.83) que Ton a Ji(f0) = 0).

12.6.2 Relaxation de la partie isotrope de /

En 1'absence de champ electrique 1'equation devolution de la partie
isotrope s'ecrit done :

qu'on peut ecrire comme dans le cas de 1'effet Joule sous la forme d'une
equation de conservation des particules dans 1'espace des vitesses de la
forme (12.69) avec maintenant, compte tenu de (12.69) :

On voit que dans ce modele de Lorentz imparfait, les collisions electrons-
neutres introduisent un flux radial isotrope FC analogue au flux FE pro-
duit par 1'effet Joule (cf. Fig. 12.1). Mais alors que FE est toujours positif
(echauffement) FC est en general negatif (refroidissement), comme on peut
le voir en discutant la formule donnant FC . Sur cette formule on remarque
tout d'abord que FC s'annule lorsque les electrons sont en equilibre avec
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les neutres, c'est-a-dire lorsque ot0 est la mawxellienne f0 de temperature
T0 egale a celle des neutres, qui satisfait evidemment a la condition

En tirant le rapport KT0/mew de cette equation et en le reportant dans
(12.86) on obtient :

Figure 12.2 : Gaz d'electrons plus "chaud" que le gaz de neutres.

f0 Distribution des electrons s'ils etaient en equilibre avec les neutres.
OLO Distribution actuelle des electrons.

Dans la situation la plus courante, le gaz d'electrons est plus chaud
que le gaz de neutres (Fig. 12.2) et Ton verifie facilement que FC est le
produit de trois facteurs negatifs et done lui-meme negatif comme il fallait
s'y attendre.

Pour analyser plus precisement la relaxation de la partie isotrope de /, il est pra-
tique d'utiliser a nouveau un developpement en serie de fonctions propres qui seront
maintenant les fonctions propres de I'operateur Ji, c'est-a-dire des fonctions isotropes
yn satisfaisant a 1'equation :
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Celles-ci fournissent un developpement nature! de la partie isotrope de la fonction de
distribution et permettent de definir des frequences et temps de relaxation de refroidisse-
ment en posant :

La premiere fonction propre est toujours la fonction maxwellienne f0 a la temperature
T0 des neutres ; la valeur propre associee A0 est nulle puisque 1'on a Ji(fo) = 0 ;
les autres fonctions propres ont des expressions qui dependent de celle de 1/1, c'est-a-
dire de la loi de force electron-neutre ; elles representent des ecarts non maxwelliens
caracteristiques. En combinant les equations (12.84), (12.88) et (12.89) on peut etudier
1'evolution de ces ecarts non maxwelliens : en particulier en I'absence d'un champ elec-
trique, les ecarts non maxwelliens, qui pouvaient exister a 1'instant initial, s'amortissent
exponentiellement :

\n est done la frequence de relaxation de 1'ecart non maxwellien d'ordre n.
La recherche des fonctions yn et des frequences de relaxation \n est en general une

affaire numerique assez difficile [312], [219]. La reference [32] contient une discussion
de quelques cas particuliers. Dans tous les cas, on trouve que les \n sont de 1'ordre de
(me/m0)i/i.

Les variations sous 1'effet des collisions de la partie isotrope de la fonc-
tion de distribution sont done "m0/me fois plus lentes" que celles de la
partie anisotrope ; les collisions sont beaucoup plus efficaces pour rendre
la fonction de distribution isotrope que pour etablir un equilibre d'energie
entre les electrons et les neutres.

^
12.7 Equilibre effet Joule-refroidissement

par collisions

12.7.1 Methode quasi lineaire. Formule de
Margenau en HF

La difference d'ordre de grandeur entre 1'echelle de temps de variation des

anisotropies (~ l/^i) et de la partie isotrope (~ ^~cr) permet de tenir

compte de 1'echauffement du gaz d'electrons dans le calcul de la conducti-
vite electrique en resolvant le systeme des deux equations d'ordre £ = 0,1
par une methode "quasi lineaire" ; pour cela on recrit ces deux equations
sous les formes :
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avec :

FC etant toujours donne par la formule (12.86). En ecrivant 1'expression
de o\ ci-dessus on a fait Fhypothese qu'a tout instant 1'anisotropie du
premier ordre ot{ etait determinee par la formule de reponse lineaire ana-
logue a (12.52), mais en y remplagant la fonction constante f0 par la
fonction lentement variable a0. Le flux FE qui intervient dans 1'equation
d'evolution de a0 s'exprime alors egalement a partir de la formule (12.54)
de 1'approximation lineaire en remplagant f0 par a0. L'approximation
"quasi lineaire" ainsi definie est justifiee par le fait que le temps de re-
laxation 1/z/x de ai est bien plus court que les temps de relaxation l/An

de la partie isotrope : a\ s'ajuste a chaque instant sur la valeur de a0

comme si cette partie isotrope etait constante.
Remarquons d'autre part que la formule (12.93) a ete obtenue a partir

de la valeur moyenne de 1'effet Joule alternatif : dans 1'equation (12.91)
devolution de la partie isotrope on a neglige les modulations a la frequence
2u} de 1'effet Joule. II est clair que ceci suppose la condition :

Les formules de ce paragraphe decrivent done Faction d'un champ elec-
trique dans le domaine des hautes frequences defini par la condition ci-
dessus. Nous discuterons au paragraphe suivant le cas des champs continus
et de basse frequence.

Sous Faction combinee du champ electrique et des collisions, la partie
isotrope va evoluer vers un etat stationnaire defini par la condition :

Dans le cas considere ici ou il n'y a que des collisions elastiques, il
n'apparait ni ne disparait aucun electron pour w = 0 et oo ; on a done
forcement C\ = 0 et 1'equation de flux total nul s'ecrit en explicitant FE
et Fc a partir de (12.73) et (12.86) :

En integrant cette equation a variables separees on obtient finalement la
formule dite de Margenau :
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qui a ete obtenue independamment sous diverses formes par Allis [220],
Davydov [221] et plusieurs autres auteurs [222], [223]. Dans cette formule
C<2 est la constante de normalisation (cf. probleme PI2-7) definie par la
condition :

B est la combinaison des trois frequences a;, Q et vi(w) donnee par les
formules (12.75). Enfin w^e(T0) est la vitesse therrnique des electrons en
cas d'equilibre avec les neutres, donnee par la relation classique (vitesse la
plus probable d'une maxwellienne) :

En 1'absence de champ magnetique (0 = 0) la formule de Margenau se
simplifie car Ton a :

et le deuxieme terme du denominateur s'ecrit simplement :

II faut remarquer que 1'integrale (12.98) doit etre finie. Dans le probleme P12-7 on
montre que cette condition est satisfaite sauf si u; = 0 ou u> = J7 et si v\(w) decroit
trop rapidement lorsque w croit. Dans ce dernier cas la conclusion physique est qu'il
n'y a pas de solution stationnaire de (12.91) ; cette situation est reliee au phenomene
des electrons "runaway" que nous discuterons dans la section 13.7.

12.7.2 Formule de Margenau pour les champs
continus et BF

Le calcul pour un champ continu (uj = 0) est pratiquement identique a
celui qui vient d'etre fait, a ceci pres que dans 1'expression de F#, il faut
supprimer le facteur 1/2 representant la moyenne de cos2 ujt. On obtient
ainsi la formule de Margenau en courant continu :
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ou B0 est la valeur de B donnee par les formules (12.75) pour ui = 0. En
1'absence de champ magnetique cette formule s'ecrit plus simplement :

Les formules de ce paragraphe se transposent immediatement aux cas
des champs electriques alternatifs dans le domaine des basses frequences
defini par :

La partie isotrope a, compte tenu de cette inegalite, le temps de s'ajuster a
chaque instant sur la valeur instantanee du champ et s'exprime done sim-
plement en remplagant dans les deux formules ci-dessus % par ^cosuit.

12.7.3 Discussion de la formule de Margenau

a) Caractere maxwellien ou non maxwellien

Pour que la fonction a0 soit maxwellienne, il faut et il suffit que le de-
nominateur figurant dans 1'integrale (12.97) ne soit pas fonction de w.
En 1'ecrivant alors sous la forme w^e(T0) + w\ on obtient en effectuant
1'integrale :

qui est bien une distribution maxwellienne de temperature electronique :

Un cas trivial est celui ou le champ electrique est tres faible, de sorte
que 1'on a WE <C wte(T0) ; dans la formule ci-dessus ao se reduit a la
maxwellienne

d'equilibre avec les neutres.
Un autre cas evident est celui ou la frequence de collision v^ est inde-

pendante de w. Cependant nous avons vu au paragraphe 12.3.2 que tres
peu de gaz satisfont a cette condition : la fonction a0 est en general non
maxwellienne.
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II y a cependant un large domaine de conditions ou a0 est quand meme
maxwellienne ; c'est celui des hautes frequences, plus precisement si les
deux conditions suivantes sont satisfaites :

On verifie facilement en effet que dans le denominateur de (12.97), le
terme dependant de la vitesse v\ est partout negligeable devant les ter-
mes constants contenant les autres frequences u et fi. Cette situation est
tres frequente dans les decharges HF a condition de ne pas se rapprocher
de la resonance cyclotron uj — $1.

b) Champ critique d'echauffement des electrons

On peut definir un champ electrique critique E\ donnant 1'ordre de
grandeur des champs pour lesquels a0 commence a differer notablement de
f0. En d'autres termes, I'echauffement des electrons est negligeable lorsque
E <C E I , tandis que pour E 3> E\ il est tres important ; on peut par
exemple choisir comme definition de E\ 1'egalite des deux termes figurant
au denominateur de (12.97) ; quand a0 est maxwellienne, E\ est alors le
champ qui donne Te = 2T0. Posons done :

ou, dans le cas particulier uj = 0 = 0 [cf. (12.103)] :

La valeur de j0 tiree de ces formules definit le champ critique EI . Dans
le cas plus simple a; = 0 = 0 on obtient :

EI est en general une fonction de w ; il peut alors se faire que pour un
champ E donne, f0 soit peu perturbee dans les gammes de vitesses ou v\
est grande, et tres perturbee dans les gammes de vitesses ou v\ est faible.
On peut toutefois definir une valeur moyenne EI de EI en introduisant
dans (12.112) une valeur moyenne v\.

Dans le cas general, le champ critique E\ depend des trois frequences
caracteristiques a;, v\ et \uj — fi|. Ce cas general est discute dans le probleme
P12-8.
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c) Cas des champs forts. Distribution de Druyvesteyn

Lorsque le champ electrique E est tres superieur a E\ les formules du para-
graphe precedent dormant a0 on Te peuvent etre simplifiees en negligeant
Wte(T0). Quand a0 est maxwellienne, Te devient proportionnelle au carre
du champ electrique. Quand a0 est non maxwellienne on peut alors cal-
culer facilement 1'integrale qui figure dans les formules de Margenau si la
loi v\ (w) est assez simple. En particulier, pour des molecules du type boule
de billard dans un fort champ electrique continu (u) = Q = 0), on trouve
que a0 prend la forme :

connue sous le nom de fonction de distribution de Druivesteyn (cf.
probleme P12-9 ou les significations de C% et w\ sont discutees).

12.7A Mobilite electronique. Loi de similitude
La partie isotrope a0 de la fonction de distribution etant maintenant deter-
minee par la formule de Margenau, il suffit de reporter cette fonction a la
place de f0 dans les formules (12.60) et (12.61) pour obtenir les valeurs de
la mobilite ou de la conductivite electronique dans le regime stationnaire
vers lequel tend le gaz au bout d'un temps suffisant.

Dans ce paragraphe nous allons discuter le resultat obtenu en nous
limitant au cas d'un champ electrique continu, en 1'absence de champ ma-
gnetique (a; = fJ = 0). Le tenseur de mobilite est alors diagonal unitaire :

On dit que la mobilite est scalaire et Ton obtient simplement a partir de
la formule (12.60) :

ou a0 est defini par la formule (12.103), ce qu'on peut recrire sous la forme :

en introduisant une certaine valeur moyenne de la frequence de collision
vi(w) microscopique definie par la formule :
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soit encore apres quelques lignes de calcul :

ou 1'on a introduit la section efficace a\ de transfer! de quantite de mou-
vement, et ou le signe < > designe une valeur moyenne au sens habituel,
c'est-a-dire ponderee par a0 (cf. probleme P12-10).

Si v\ est constante, v{ est egale a v\ et la mobilite jjie est elle-
meme constante. Mais de fagon generale la mobilite jj,e varie avec E. Plus
precisement, si 1'on designe par n0 et T0 la densite et la temperature des
molecules, ^en0 est une fonction de E/n0 et de T0 (ou de E/p si 1'on
suppose T0 fixee) :

Pour le voir il suffit de remarquer que d'apres (12.118) l/V^ est le produit
de l/n0 par une valeur moyenne ou apparaissent seulement &\(w) et a0.
Pour un gaz donne oi(w) est donnee une fois pour toutes et on verifie sur
(12.103) que a0 est determinee par la temperature des molecules T0 et par
la valeur de E/n0.

La formulation ci-dessus est ce qu'on appelle une loi de similitude : fj,e
dependant a priori des trois parametres £*, n0, T0 ; elle montre que 1'on
peut se ramener a une dependance en fonction de deux parametres seule-
ment, E/n0 et T0, en introduisant comme nous 1'avons fait au chapitre 5
la mobilite reduite :

Le parametre Efn0 est etroitement associe a la temperature elec-
tronique : aux faibles valeurs de E/n0 1'echauffement est negligeable, jjLeo

tend vers une limite /J,eo(Q) comme nous 1'avons vu au chapitre 5. Quand
E/n0 devient de 1'ordre de E\jn0 (E\ champ critique defini au paragraphe
precedent) Te et neo varient de fagon sensible. Aux fortes valeurs de E/n0,
Te, et neo deviennent independants de T0 (cf. Fig. 5.1). Dans cette discus-
sion Te est considere sous sa definition generale puisque a0 est en general
une distribution non maxwellienne.

12.8 Diffusion libre des electrons

12.8.1 For mules generates
Dans le paragraphe precedent nous avons etudie Faction d'un champ elec-
trique sur un gaz faiblement ionise en supposant que le gaz etait homogene.
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Nous allons maintenant etudier au contraire le cas ou le champ electrique
est mil mais ou la fonction de distribution des vitesses electroniques varie
d'un point a un autre. L'equation de Boltzmann relative aux electrons
contient maintenant un terme de diffusion et s'ecrit :

Pour simplifier 1'etude nous supposons que la diffusion des electrons se
produit dans un gaz de neutres qui est lui-meme homogene ; on peut par
exemple considerer que les neutres sont comme au paragraphe precedent
en equilibre thermique avec les parois du recipient et que leur densite n0

et leur temperature T0 sont des constantes donnees et independantes de la
position dans le gaz.

On dit que le phenomene de diffusion des electrons ainsi defini est un
phenomene de diffusion libre, pour souligner le fait qu'ils ne sont soumis a
aucun champ electrique et diffusent sous le simple effet de leur agitation
thermique. Nous avons vu dans la section 5.6 que ce phenomene ne peut
s'observer que si les densites electroniques et ioniques sont assez faibles
pour que les champs de charge d'espace soient negligeables, et qu'au con-
traire lorsque celles-ci sont assez fortes, le champ de charge d'espace ne
peut etre nul en general, de sorte que par son intermediate la diffusion
des electrons est couplee a celle des ions ; c'est ce que nous avons appele
la diffusion ambipolaire.

Pour resoudre 1'equation de Boltzmann on applique les memes
methodes qu'aux paragraphes precedents ; on developpe / en fonctions
spheriques suivant la formule (12.20) et on fait les deux hypotheses fonda-
mentales suivantes :

• Les collisions electron-neutre sont decrites par le modele de Lorentz
imparfait (section 12.6).

• L'inhomogeneite de / est faible de sorte que, dans le developpement
(12.20), a0 est le terme principal et les anisotropies sont des petites
perturbations d'autant plus faibles que leur ordre i est plus eleve.

Dans ces conditions on obtient, en utilisant les formules de 1'appendice
A12-2 et en negligeant les anisotropies d'ordre 2 et plus, le systeme
d'equations :
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On peut resoudre ce systeme en distinguant deux echelles de temps : sur
une echelle de temps courte de 1'ordre de l/^i, 1'anisotropie oi s'ajuste
sur la valeur quasi stationnaire de a0 ; dans ce regime quasi stationnaire

on peut dans (12.123) negliger le terme di et 1'on obtient ainsi :

en introduisant le tenseur :

qui n'est autre que la valeur prise pour u; = 0 par le tenseur S introduit
dans le calcul de la conductivite [cf. (12.53)]. En 1'absence de champ ma-
gnetique on a S = <5 et la formule (12.124) s'ecrit simplement :

En reportant ces resultats dans (12.26) on obtient 1'equation devolution
de a0

qui fait apparaitre deux temps caracteristiques :

• Le temps caracteristique de diffusion T£> obtenu en ecrivant Va0 sous
la forme a0/L, ce qui donne :

ou L designe une dimension caracteristique du plasma et < A >=
< w > I < v\ > le libre parcours moyen des electrons moyens.
Dans ces formules le signe <> se rapporte par exemple aux elec-
trons ayant la vitesse la plus probable. L'expression de TD ci-dessus
peut d'ailleurs se deduire des regies habituelles sur les mouvements
aleatoires : < A > est le pas que fait un electron entre deux collisions,
I/ < v\ > la duree de ce pas et (I// < A >)2 le nombre de pas
necessaires en mouvement aleatoire pour franchir la distance L. La
theorie de la diffusion ne s'applique que si Ton a
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d'ou il resulte que :

• Le temps caracteristique d'echange d'energie electron-neutre lie au
terme Ji(a0), qui est comme nous 1'avons vu dans la section 12.6 :

Les deux temps caracteristiques TD et TE etant tous deux bien plus
grands que I/ < v\ >, on verifie bien que 1'evolution de a0 est plus lente
que celle de a{ et que la solution quasi stationnaire (12.126) est bien
valable.

12.8.2 Determination de a0

Comme pour le calcul de la conductivite electrique il faut done tout d'abord
determiner la partie isotrope a0 de la fonction de distribution en resolvant
1'equation (12.127). Ce probleme est assez complique car 1'equation deter-
minant a0 n'est pas locale. D'un point de vue physique, il etait raisonnable
dans 1'etude de 1'action d'un champ electrique de considerer tout au moins
localement que celui-ci etait une donnee du probleme. Au contraire, dans
le probleme de la diffusion, on doit considerer que les gradients qui appa-
raissent en un point du fluide sont le resultat des processus de creation et
de perte du plasma, et en particulier des conditions aux limites imposees
aux frontieres du plasma. L'equation qui determine a0 est maintenant une
equation aux derivees partielles par rapport aux variables T*, ~w, t et sa
resolution est un probleme avec conditions aux limites, plus difficile que le
probleme purement local de 1'action d'un champ electrique.

Pour commencer la discussion de 1'equation determinant a0, on peut
remarquer que la diffusion produit un refroidissement du gaz d'electrons ;
la raison en est que dans 1'ensemble des electrons, ceux de grande energie
diffusent plus vite vers le bord du plasma que ceux de basse energie ; il
en resulte dans le centre du plasma un abaissement de 1'energie moyenne
des electrons. On peut demontrer plus clairement ce resultat en appliquant
la formule (12.128) non pas aux electrons moyens mais separement pour
chaque groupe d'electrons de vitesse w en definissant pour ce groupe le
temps de diffusion :

La frequence de collision v\(w} est soit decroissante, soit constante, soit
au pire croissante comme w (cas des boules de billard) et par consequent
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TD (w) est bien une fonction decroissante de w comme nous 1'avions affirme
intuitivement.

On peut analyser de fagon plus quantitative le refroidissement par dif-
fusion en appliquant a chaque groupe d'electrons de vitesse w la theorie
des modes propres de diffusion developpee dans la section 5.4. En sup-
posant pour simplifier qu'il n'y a pas de champ magnetique, la relaxation
par diffusion est decrite par 1'equation :

dont la solution pour le jeme mode est d'apres (5.40) :

Si on est parti a 1'instant initial d'une maxwellienne de temperature Te(0)
on a a 1'instant t :

avec :

En general vi(w] n'est pas constante et la distribution a 1'instant t n'est
plus maxwellienne. II est clair cependant que pour chaque groupe d'elec-
trons on a une temperature equivalente Te(w,t) < Te(0) definie par la
formule ci-dessus.

De maniere generale, le refroidissement par diffusion se combine
a 1'echange d'energie par collision electron-neutre [terme Ji(&0)} et
eventuellement comme on le verra ci-dessous a l'echauffement par effet
Joule et la determination de a0 est un probleme complexe. On peut toute-
fois remarquer que a0 est a priori connu dans trois cas particuliers :

• Si les gradients sont faibles, a0 ne s'ecarte que tres peu de la distri-
bution d'equilibre avec les molecules ; on a done :

ou seul ne varie d'un point a un autre. On congoit intuitivement
que le critere pour qu'il en soit ainsi s'obtient en ecrivant que dans
1'equation (12.127) on a :
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ce qui s'ecrit pour les electrons moyens :

On voit que le libre parcours moyen des electrons doit etre bien plus
petit que les dimensions du plasma dans le rapport defini par la
condition ci-dessus.

• II peut exister dans le gaz un champ electrique E qui produit un
echauffement nettement superieur au refroidissement par diffusion,
de sorte que a0 est determine par ce champ electrique et non par la
diffusion. Apparemment cela nous fait sortir du probleme de diffusion
libre tel que nous 1'avons defini. En fait il se peut que E soit deter-
minant en ce qui concerne a0 sans modifier de fac,on notable les
courants de diffusion ; ce pourra etre le cas notamment si le champ
electrique et les gradients de densite sont orthogonaux. II y aura alors
simultanement dans le gaz un courant de "conduction" parallele a
E et un courant de diffusion libre parallele a Vne. Cherchons done
un critere pour que 1'echauffement electrique soit tres superieur au
refroidissement par diffusion. En supposant pour simplifier que le
champ magnetique est nul on a d'apres (12.78) et (12.127) :

Pour obtenir une relation d'ordre de grandeur, supposons aj = 0,
et a0 maxwellienne. En appliquant alors la relation ci-dessus aux
electrons moyens, on obtient :

Cette condition est habituellement remplie dans les colonnes posi-
tives en regime de Schottky (colonnes controlees par la diffusion).

• On peut se trouver dans la situation des plasmas intermediaries (cf.
section 12.9) definie par la condition :

ou z/ee est la frequence de collision electron-electron. Dans ces condi-
tions les interactions e-e forcent la distribution a etre maxwellienne,
soit :
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Dans cette distribution ne et Te sont a priori des fonctions de la
position dans le plasma. La determination de a0 se reduit done a
celle de Te ; elle peut faire intervenir, comme dans le cas general, le
refroidissement par diffusion, 1'echange d'energie electron-neutre et
eventuellement le chauffage par un champ electrique. Cette situation
est discutee dans [302, pp. 105-108] et dans le probleme P12-12.

12.8.3 Flux et coefficients de diffusion
Si Ton suppose a0 connu, la formule (12.124) donne 1'anisotropie a[. On
en deduit immediatement par la formule (12.203) de 1'appendice A12-1 la
vitesse moyenne des electrons et le flux de diffusion :

Le terme Va0 combine deux effets physiques simples : d'une part un
terme en Vne representant les variations spatiales de la densite elec-
tronique et d'autre part une variation eventuelle, d'un point a 1'autre
du plasma, de la forme de a0 (effet que Ton peut dans les cas simples
representer par un terme en VTe). Pour separer ces deux effets on peut
introduire la fonction o^ normalised a 1'unite en posant :

d'ou Ton deduit :

et en portant cette expression dans (12.142) :

avec :

soit finalement :

ou le signe <> designe une valeur moyenne prise sur la fonction de distri-
bution 'OQ des electrons, et :
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De est le coefficient de diffusion des electrons (c'est un tenseur en presence
d'un champ magnetique) et nevr le flux de diffusion thermique des elec-
trons.

Si le champ magnetique est nul, ces formules se simplifient: le coefficient
de diffusion devient scalaire, soit :

ce qu'on peut aussi ecrire :

en introduisant (cf. probleme P12-10) une certaine valeur moyenne de la
frequence de collision v\(w] microscopique definie par la formule :

On voit que cette frequence "efficace" n'est pas la meme que la frequence
v( introduite dans la formule de la mobilite [cf. (12.118)]. La vitesse VT

se simplifie egalement ; S0 etant egal a 1'unite et w comme v\ n'etant pas
fonction de la position, on a :

Si le champ magnetique n'est pas nul mais si v\ est une constante, les
formules generales se simplifient egalement parce qu'on peut sortir S0 et
v\ des integrates ; on a alors :

et done :

avec :
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12.8.4 Flux d'energie et conductivite thermique
Le vecteur flux d'energie cinetique des electrons est defini de fac,on generale
par la fomrnle :

II ne depend que de 1'anisotropie at ; son calcul est analogue a celui de
V : il suffit en effet de multiplier 1'integrand donnant V par ne|rnu>2

pour obtenir celui de S ; on a done d'apres (12.142) :

dans lequel on peut comme pour le flux de particules faire apparaitre un
terme en Vne et un terme en VS0, soit :

avec :

et :

Ces formules se simplifient comme celles du paragraphe precedent lorsque
le champ magnetique est nul (S0 = <5) et/ou si v\ est constante (S0 et v\
sortent des integrates).

Mais d'autre part il est traditionnel de separer dans S les flux convec-
tifs et le flux de chaleur ~q (cf. section 9.2) en posant :

ou u est 1'energie cinetique moyenne des electrons :

et ^ le tenseur de pression cinetique [cf. (9.19)]. Dans le cas etudie ici d'un
gaz d'electrons presque isotrope ( | ~ c ? i - t t f | < C a 0 ) o n a :
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de sorte que la relation entre S et ~q s'ecrit :

En utilisant les expressions (12.158) de S et (12.145) de net£ on peut
egalement separer dans ~~q les termes en Vne et V20, soit :

ou :

et :

/CT est la conductivite thermique du gaz d'electrons, /Cn un coefficient de
diffusion de la chaleur. Ces deux coefficients sont en general tensoriels a
cause de 1'anisotropie introduite par le champ magnetique.

Pour terminer, on peut a litre d'exemple d'application des formules generates exa-

miner le cas facilement calculable ou Ton a simultanement B = 0, v\ = Cte et QO

maxwellienne. On obtient alors :

et finalement :

On voit que la conductivite thermique est proportionnelle a la pression electronique et
inversement proportionnelle a la frequence de collision.

Le coefficient K,n s'est annule : dans le cas particulier etudie ici le terme en Vne

qui figure dans le flux d'energie S est done entierement du aux flux convectifs ; le flux
de chaleur ~q n'y apporte aucune contribution. Pour le terme en VTe, au contraire, ~q

apporte dans S une contribution juste egale a celle des flux convectifs. II est evident
que ces regies ne sont plus valables dans le cas ou v\ est une fonction de w ; on peut
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prevoir cependant que dans la formule (12.166) donnant q le terme en Vne sera en
general moins important que le terme traditionnel —/C^VTe-

On peut enfin signaler que certains auteurs considerent que la conduc-
tivite thermique doit etre definie dans une situation ou la pression neKTe

est constante, de sorte que les deux gradients sont relies par la relation :

Cela ne change rien dans le cas particulier qui vient d'etre etudie. Mais
dans le cas general cela conduit a remplacer la formule (12.166) par :

avec :

12.9 Plasmas intermediaires

Dans cette section nous etudions la theorie cinetique d'une famille de
plasmas moyennement ionises que Ton peut appeler les plasmas "in-
termediaires". Us sont caracterises par le fait que les interactions entre
electrons sont assez fortes pour etablir entre les electrons un equilibre
thermique correspondant a une temperature Te, cependant que la valeur et
1'evolution de celle-ci sont determinees par les interactions electron-neutre.

12.9.1 Definition des plasmas "intermediaires"

a) Notion de distribution maxwellienne imposee

Nous avons vu que le modele de Lorentz qui sert de base a tout ce chapitre
s'appuie sur 1'hypothese fondamentale que les interactions entre electrons
sont negligeables par rapport aux interactions electron-molecule, ce qu'on
peut ecrire :

ou v&& et v\ est sont les frequences de collision e-e et e-o ; nous verrons
au chapitre 13 (cf. tableau 13.2) que vee et vei sont du meme ordre de
grandeur.

Mais d'autre part, la discussion du paragraphe 12.6.2 a montre
1'importance des frequences de relaxation de Te, qui sont de 1'ordre de
grandeur de (me/7n0)^i. On peut done classer les plasmas en trois families
par ordre de degre d'ionisation croissant :
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• Plasmas faiblement ionises

• Plasmas intermediaires

• Plasmas fortement ionises

Les plasmas faiblement ionises ont ete longuement etudies dans tout ce
chapitre ; les plasmas fortement ionises (collisionnels) le seront dans le
chapitre 13. Reste la famille intermediate que nous aliens etudier main-
tenant.

La condition vee , vei <C v\ exprime le fait que la relaxation des ani-
sotropies est gouvernee par les collisions electron-neutre. La condition
vee i vei ^> (me/mo)i'i exprime au contraire le fait que dans la relaxa-
tion de la partie isotrope les collisions e-e jouent un role dominant : elles
tendent a etablir entre les electrons un equilibre thermique, c'est-a-dire a
leur imposer une distribution maxwellienne. Nous etudierons au chapitre
13 cette maxwellianisation des electrons par interaction e-e et montrerons
qu'en 1'absence de toute autre action elle se produit en un temps de 1'ordre
de l/Vee-

On congoit done que dans les plasmas intermediaires obeissant a
(12.178) la distribution des vitesses electroniques est en general une dis-
tribution maxwellienne "imposee" par les interactions e-e. II est evident
toutefois que les interactions e-e ne font perdre, ni gagner aucune energie
aux electrons, de sorte que la temperature electronique Te et son evolution
seront determinees par les interactions electron-neutre (effet Joule et re-
froidissement par collisions). II est evident d'autre part que, dans les cas
des champs de frequence a; 3> ve&, vei la distribution electronique com-
portera des petits termes non maxwellianises.

b) Domaine d'existence des plasmas intermediaires

Pour evaluer de fagon pratique 1'importance du domaine des plasmas in-
termediaires, on peut tracer dans un diagramme de coordonnees ne/n0, Te

les deux courbes :
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ou o^ est la section efficace de transfert de quantite de mouvement e-o
calculee pour we — (2kTe/me)

1/2. Si maintenant on remplace W^l par la
valeur (3.82), les deux equations ci-dessus deviennent :

ou r0 est la longueur de Landau. Les figures 12.3 et 12.4 representent un
tel diagramme dans les cas particuliers de 1'helium et de 1'argon. On peut

Figure 12.3 : Les trois families de plasmas dans le cas de 1'helium.

en tirer les conclusions suivantes. Les valeurs critiques de ne/n0 dependent
essentiellement de Te et relativement peu de n0 [cela tient au fait que les
valeurs absolues des densites n'interviennent dans (12.184) et (12.185) qu'a
travers le terme In A]. Aux basses valeurs de Te les degres d'ionisation cri-
tiques deviennent tres faibles. Par exemple dans I'helium, a 20 K pour une
temperature electronique KTe = 1.7 x 10~3 eV, le domaine des plasmas
intermediaries correspond a des degres d'ionisation compris entre 10"12 et
10~8. Autrement dit, aux tres basses valeurs de Te les interactions coulom-
biennes deviennent dominantes meme pour des valeurs extremement faibles
de ne/n0. Cela est evidemment du au fait que la section efficace de Ruther-
ford tend vers 1'infini quand 1'energie relative tend vers zero. Pour Te — 273
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Figure 12.4 : Les trois families de plasmas dans le cas de 1'argon.

K, les degres d'ionisations critiques restent encore assez has ; dans 1'helium
par exemple le domaine des plasmas intermediaires s'etend sur des valeurs
de ne/n0 comprises entre 5 x 10"10 et 2 x 10~6.

En revanche lorsque Te devient eleve, ce qui est facilement le cas en
presence d'un champ electrique, les valeurs critiques de ne/n0 deviennent
relativement elevees. Par exemple, dans 1'helium, pour K,Te = 5 eV, le
domaine des plasmas intermediaires s'etend sur les valeurs de ne/n0 com-
prises entre 10~5 et 10"1.

Dans le cas de 1'argon (comme d'ailleurs dans Xe et Kr) les degres
d'ionisation critiques sont anormalement bas a cause de 1'effet Ramsauer.

Rappelons enfin que toute cette discussion n'est valable que si le refroidissement
des electrons se fait par des collisions elastiques electron-molecule. Si des collisions
inelastiques se produisent elles peuvent jouer un role tres important dans le bilan
d'energie electronique et raccourcir les temps de relaxation de la partie isotrope de
la distribution des vitesses electroniques. On peut montrer par exemple [226] qu'une
petite proportion d'un gaz diatomique ajoutee comme impurete dans un gaz rare peut
jouer un role important a cause des collisions inelastiques d'excitation des etats de vi-
bration des molecules. En general les collisions inelastiques ne modifient que la queue
vers les hautes energies de la fonction de distribution electronique, le corps de celle-ci
restant souvent maxwellien du fait des interactions e-e.
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12.9.2 Theorie cinetique des plasmas intermediaires

Tous les problemes traites jusqu'a maintenant dans ce chapitre se simpli-
fient considerablement dans le cas des plasmas intermediaires parce qu'on
peut supposer a priori que la partie isotrope de fe est une maxwellienne :

Le probleme de determiner fe se reduit a calculer Te, et cela se fait assez
simplement a partir de 1'equation de bilan energetique des electrons.

a) Mobilite electronique (et conductivite)

Le calcul de la mobilite electronique se deduit de 1'equation generale
(12.56). A partir de (12.186) on a maintenant (en omettant les indices
e):

L'anisotropie d'ordre 1 est done d'apres (12.52) :

et 1'echauffement par effet Joule est d'apres (12.78) :

ou Ton a pose :

Le refroidissement par les collisions e-o s'obtient d'autre part a partir de
la formule (12.83) de Chapman et Cowling, soit :

On trouve done le resultat physiquement satisfaisant que ce terme
d'echange d'energie entre les electrons et les neutres est proportionnel a
T — T-*-e -1- o-
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La temperature electronique s'obtient finalement en ecrivant le bilan
d'energie des electrons :

Ce calcul est developpe dans le probleme PI2-11 dans le cas simple ou Ton
a (jj — £le = 0.

On retrouve aussi pour les plasmas intermediaires les regies de simili-
tude deja etablies pour les gaz faiblement ionises :

• E/n0 est une fonction de Te et T0.
• i^en0 est une fonction de Te (ou, d'apres la regie precedente, de E/n0

et T0).
• Quand Te 3> T0, Te et /Lten0 ne sont plus fonction que de E/n0.

b) Diffusion libre et conductivite thermique

Les equations generates de la section 12.8 se simplifient aussi dans les
plasmas intermediaires. Le cas particulier v\ = Cte est etudie dans [302,
pp. 105-108] et dans le probleme P12-12.

12.10 Appendices

A12-1 Anisotropies et hydrodynamique
a) Definition des anisotropies microscopiques
II est commode, pour etudier les proprietes d'une fonction de distribution simple, de
la developper localement en une serie de fonctions spheriques de 1'espace des vitesses.
Pour cela, on represente un vecteur vitesse ~w par son module w et ses deux angles
polaires 9 et ip (Fig. 12.5). Nous utilisons les fonctions spheriques avec les notations
suivantes8 :

et nous developpons une fonction de distribution simple quelconque selon la formule :

8. De nombreux auteurs [267], [268] introduisent un facteur ( —l)m dans la formule de
definition de P?m. En suivant [269, p. 110], nous preferons ne pas utiliser ce facteur. Nous
sommes cependant coherents avec [268, p. 332] qui utilise la notation Pgm = ( —l)mPJn,
ou P™ inclut le facteur (—l)m et en consequence P^m ne 1'inclut pas.
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Figure 12.5 : Coordonnees spheriques dans 1'espace des vitesses.

Les coefficients a0, o-irni @tm ne dependent pas de 1'orientation de w mais seule-
ment de son module ; c'est ce que nous appellons des fonctions isotropes. Dans le
developpement ci-dessus, a0 represente la partie isotrope de la fonction de distribution,
et la somme qui suit, ses diverses anisotropies. Dans cette somme i varie de 1 a oo, et
m de 0 a t

Les anisotropies sont d'autant plus compliquees que les indices t et m sont plus
eleves ; le tableau 12.1 rappelle les expressions des premieres d'entre elles. Remarquons
que tous les Sg0 sont nuls.

Coordonnees spheriques Coordonnees cartesiennes

Coo 1 1

CIQ w cos 6 wz

Cn w sin d cos <f wx

S\\ wsinOsintf wy

C20 w2(3cos20-l)/2 (3w%-w2)/2

C-2\ 3u>2 sin 9 cos 0 cos (f> 3wzwx

821 3w2 sin 9 cos 9 sin (f> 3wzwy

C-21 3w2 sin2 0 cos(2</?) 3(w2 - w2)

821 3w2 sin2 9 cos(2</?) 6wxwy

Tableau 12.1 : Expression des fonctions spheriques d'ordre I — 0,1, 2.

Les fonctions spheriques sont orthogonales sur toute sphere de 1'espace des vitesses
de rayon w ; autrement dit, 1'integrale d'un produit C^mS^m/ sur une telle sphere est
toujours nulle ; il en est de meme pour toutes les integrates des produits C^mCVm/ et
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SemSe'm', sauf pour f. = H.', m — m'. Dans ce dernier cas, on a les regies de calcul
suivantes (formules de normalisation) :

pour m ^ 0, et :

pour m — 0.

b) Densite et vitesse de fluide
La suite des coefficients a0, cc^m, /3gm constitue une description de la fonction / qui est
d'ailleurs d'autant plus fine qu'on la pousse plus loin. Or, les moments macroscopiques

n, ~v*, ^, Q, etc. constituent une autre suite du meme genre mais introduite pour
des raisons plus physiques. II est interessant de calculer ces moments en fonction des
anisotropies ; en portant dans leurs relations de definition le developpement (12.194)
on trouve que chaque moment ne fait intervenir que certains ordres d'anisotropie : ceci
est du aux proprietes d'orthogonalite des fonctions spheriques d'indices / differents.

Q:) Densite n ne fait intervenir que la partie isotrope de / ; les anisotropies n'y
contribuent pas a cause de 1'orthogonalite des fonctions spheriques de t differents. On
a done :

II en est de meme pour le calcul de la valeur moyenne d'une fonction isotrope quel-
conque ; par exemple 1'energie cinetique moyenne u des particules s'ecrit :

(3) Vitesse moyenne Pour calculer ~w on remarque tout d'abord que le vecteur
~w s'exprime en fonction des seules fonctions spheriques d'ordre 1 :

Si on porte cette expression ainsi que le developpement (12.194) dans la relation de
definition de ~w, on voit que seules les anisotropies d'ordre i = 1 donnent une contri-
bution a ^w :

A cause de 1'orthogonalite des fonctions d'indices m differents cela se reduit a :

Pour effectuer les integrations on pose
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ou dS est un element de surface sur la sphere de rayon w. On verifie alors, soit par
application de (12.195) et (12.196), soit par raison de symetrie, que 1'on a :

En utilisant ces formules on effectue dans (12.201) 1'integration sur la sphere de rayon
w et on obtient finalement :

ou 01 est le vecteur regroupant les trois coefficients d'anisotropie d'ordre 1 :

ou e£, ~e^, e^ sont les vecteurs unitaires portes par les axes.

c) Tenseur de pression cinetique

Rappelons tout d'abord que *& peut s'ecrire sous la forme :

ou

est le tenseur flux de quantite de mouvement et nmJv^w le flux "convectif" de quantite
de mouvement. Le calcul de T a partir des anisotropies se fait a partir des formules
du tableau 12.1 en utilisant comme pour ^w les proprietes d'orthogonalite des fonctions
spheriques. On obtient alors pour ^ 1'expression suivante :

avec :

On voit que \fest relie aux anisotropies d'ordre t = 0,1, , 2. En combinant les deux
equations (12.207) et (12.208), et en remarquant que la trace de ^2 est nulle on verifie
que 1'on a :

conformement a la definition generate (cf. chapitre 9) de la temperature cinetique d'un
gaz.
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d) Vecteur flux de chaleur

Rappelons tout d'abord que q peut s'ecrire [cf. (12.161)] sous la forme :

oil

est le vecteur flux total d'energie et

le flux "convectif d'energie. Le calcul de S est tout a fait semblable a celui de ~w et
Ton obtient finalement :

On voit que q est comme ^ relie aux anisotropies d'ordre .£ = 0,1,2.

e) Distribution isotrope

Dans ce cas / se reduit a a0 et 1'on a :

f) Distribution de revolution autour d'un axe

Prenons pour axe Oz 1'axe de symetrie. Le developpement de / ne contient alors que
des termes ou m = 0 et 1'on a :

avec :

Le vecteur ~~q est porte par 1'axe Oz (comme lv et pour les memes raisons de symetrie)
et 1'on a :
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g) Approximation "reguliere"

Dans de nombreux cas on a a considerer un gaz isotrope legerement perturbe par une
faible action anisotrope (champ electrique, gradient de densite ou de temperature...).
On peut alors montrer que les anisotropies d'ordre £. sont d'ordre ee par rapport au
parametre de perturbation e. Dans cette approximation dite "reguliere" on a pour les
grandeurs hydrodynamiques les regies simples suivantes :

A12-2 Developpenent de 1'equation de Boltzmann
Considerons 1'equation de Boltzmann relative a une espece de particules chargees, ecrite
sous la forme :

et supposons / developpee en fonctions spheriques selon la formule :

En portant cette expression dans 1'equation precedente et en effectuant les calculs on
peut ecrire (12.224) sous la forme :

Le probleme que nous nous posons est de calculer les coefficients Afm, B^m en
fonction des coefficients a(m, /3fm et de leurs derivees.

a) Calcul de df/dt

En designant par afm la derivee par rapport au temps de a^m on a :

et 1'on a done :
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b) Calcul du terme de diffusion

Ce calcul assez complique est developpe dans [301] (cf. aussi probleme P12-2). II conduit
pour les premieres anisotropies aux formules :

et de maniere generale a la regie :

c'est-a-dire que Agm et B£m sont fonctions des coefficients d'anisotropies a^/m et /3gtm

d'ordre :

(cf. probleme P12-1). Si / est representee de fagon approchee par un developpement
a deux termes, on etablit facilement les formules ci-dessus (sans les termes (. = 2 ; cf.
probleme PI2-2).

c) Calcul du terme electrique

Ce calcul, analogue au precedent, est egalement developpe dans la reference [302]. II
conduit pour les premieres anisotropies aux formules :

et de fagon generale a la meme regie

que pour le terme de diffusion (cf. probleme P12-4). En negligeant les termes avec f. > 2
on peut aussi obtenir directement les formules ci-dessus a partir du developpement de
/ a deux termes (cf. probleme PI2-4).

d) Calcul du terme magnetique

Le calcul developpe dans [302] (cf. probleme P12-5) conduit maintenant aux formules
plus simples :
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On voit que les fonctions spheriques sont "presque" des fonctions propres de

1'operateur £1 x lju • * avec les valeurs propres rafi : il y a simplement en plus
d~w

echange avec inversion de signe entre les coefficients jumeles o^m et /3^m. Si 1'on avait
pris comme base de fonctions, au lieu des fonctions reelles Cfm et S^m, les fonctions
complexes

on aurait trouve qu'elles etaient effectivement des fonctions propres avec pour valeurs
propres im£l.

e) Calcul du terme de collision #(/)
Dans le cas particulier ou B(f) se reduit a 1'operateur de Lorentz J(f] (12.19), le terme
de collision, qui parait a priori complexe, est en fait tres simple pour des raisons de
symetrie. Designons en effet par ~w le vecteur engendre a partir de ~w par une rotation
RH} dans 1'espace des vitesses. Pour chaque rotation R on peut associer a une fonction
de distribution /(Tt?) la fonction transformed Sf telle que 1'on ait :

On default ainsi un operateur de rotation agissant sur 1'espace des fonctions /. Nous
aliens montrer que les deux operateurs J et S commutent. En effet 1'on a :

~IL etant le vecteur vitesse initial et u' le vecteur vitesse final apres la collision. On peut
aussi introduire les vecteurs ~w et ^w definis par :

Les vecteurs ~w et w' sont les vecteurs initial et final dans une autre collision. En effet,
a cause de 1'invariance par rotation de la loi de force, si 1'on fait une certaine rotation
R de la vitesse initiale, la vitesse finale subit la meme rotation. On peut done ecrire :

c'est-a-dire :

ou, d'apres (12.193) :

soit, finalement :

L'operateur J, commutant avec tous les operateurs R, commute en particulier avec
les operateurs de rotation infinitesimale px, Py, pz- Les trois operateurs J, p2 et pz qui
commutent entre eux ont en commun une base complete de fonctions propres. Comme
p2 et pz agissent seulement sur 0 et ff>, leur base de fonctions propres est bien definie.
Ce sont les fonctions spheriques :
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On a done :

ou 1'on considers w comme un parametre.
Montrons enfin que les valeurs propres i/fm ne dependent pas de 1'indice m : si /

est une fonction propre de J avec la valeur propre fc, on montre facilement que c'est
aussi une fonction propre de Sf : en effet Jf = kf, et puisque S et J commutent on a :

II en resulte que toute somme de la forme :

est une fonction propre de J avec la valeur propre Vim. Mais on sait qu'une telle somme
decrit la fonction spherique generale d'indice I ; en d'autres termes on a :

Cela montre que 1'on a :

On peut done recrire (12.202) sous la forme :

d'ou 1'on deduit :

soit finalement par combinaison :

Pour expliciter un peu i/^, il suffit d'appliquer la formule generale (12.23) a la
fonction particuliere :

avec la condition initiale 9 = 0. La valeur finale de 6 n'est autre que Tangle de deviation
X (qui depend de w et du parametre d'impact p ) . En posant done dans (12.19) :

et en tenant compte de (12.23) on obtient finalement :

qui donne une expression generale de V£ fonction de cr(x) determined elle-meme par la
loi de force electron-neutre.
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A12-3 For mule de Chapman et Cowling
Dans leur celebre ouvrage [286] paru en 1939 S. Chapman et T. G. Cowling ont ecrit,
apres un raisonnement mathematique simplifie et un bref calcul, la formula (12.83) qui
porte leur nom. Dans les annees 50, au moment de la naissance de la physique moderne
des plasmas, de nombreux lecteurs tres perplexes sur la demarche de ces auteurs ont
refait un calcul detaille a partir de 1'equation generate de Boltzmann (8.78) ou (8.79)
et de 1'analyse des parametres dans une collision, en supposant pour les electrons une
distribution isotrope quelconque, et pour les neutres une maxwellienne F0 (isotrope)
a la temperature TQ. Us ont alors trouve que la formule de Chapman et Cowling etait
bien une bonne approximation de 1'operateur de Boltzmann, sauf dans un domaine tres
restreint des faibles vitesses electroniques ou Ton aurait we w WQ. A titre d'exemple nous
indiquons tres rapidement les etapes de ce calcul en suivant [217]. On pose d'abord :

ou /Q est la maxwellienne d'equilibre avec les neutres, et <f> une fonction de distribution
reduite sans dimension des electrons. En remarquant que dans une collision on a :

on peut mettre 1'operateur de Boltzmann sous la forme :

Dans cette formule les notations \, we,w0 sont les memes que dans la section 12.2, mais
ici on ne considere plus w0 comme negligeable et (3 et -7 designent la colatitude et la
longitude de w — o par rapport a w — e. On exprime ensuite la vitesse finale electronique
w'e en fonction des parametres de la collision et 1'on obtient :

avec :

Le parametre s etant <C 1, on cherche une approximation a la formule (12.263) valable
pour s -C 1. Mais il faut remarquer que (12.264) fait apparaitre les deux parametres s et
u0e- En fait pour la plupart des collisions, les ordres de grandeur de ces deux parametres
sont lies car on a en general :

Dans ces conditions, on a :

et 1'on peut calculer de fagon approchee < £ ' — < / > par un developpement de Taylor. Les
auteurs de [217] montrent par cette methode que J(/) est a 1'ordre s fourni par la formule
de Chapman et Cowling. Ce calcul montre de plus que celle-ci tombe en defaut lorsque
we =>• 0, c'est-a-dire pour les valeurs de we comparables a la valeur moyenne de w0. Cela
explique certaines dimcultes rencontrees quand on cherche a calculer une fonction de
distribution electronique par resolution numerique de 1'equation de Boltzmann. Celles-
ci sont liees a une singularite a 1'origine de la formule de Chapman et Cowling. On peut
resoudre cette difficulte par une coupure judicieusement faite (cf. encore [217]).
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12.11 Problemes

P12-1 Regie de selection pour le terme de diffusion
Partant des relations fonctionnelles suivantes qui relient les fonctions de Legendre as-
sociees :

montrer que les coefficients (Afm)gradient> (^m)gradient de (12.226) dependent seule-
ment des termes c^/m et /3^/m avec t1 = t ± 1.

P12-2 Terme de diffusion dans 1'approximation
lineaire

En supposant que / peut etre representee par le developpement limite :

calculer directement les coefficients (A))gradient (-Bii)gradient (^ii)gradient
(^io)gradient (simplifier les calculs en utilisant les resultats du probleme P12-1).

P12-3 Regie de selection pour les termes electriques
En partant des relations :

valables pour m ̂  0,

et trois relations analogues ecrites en changeant C en S et S en —C, montrer que
les coefficients (A£m)£iectrique> (^m)electrique dans (12.226) dependent seulement des
termes a^/m et /3pm avec (.' = £±1. (Ces equations sont demontrees dans [302, appendice
12B].)
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P12-4 Terme electrique dans 1'approximation lineaire
En supposant que / peut etre represented par le developpement limite :

calculer directement les coefficients :

V-^O jelectrique

(•Alljelectrique

(,-Dll Jelectrique

V^lOjelectrique

(Utiliser les resultats du probleme P12-3.)

PI2-5 Terme magnetique
En partant des memes equations que dans le probleme P12-3, etablir les deux equations
(12.239) et (12.240).

P12-6 Effet Joule en presence d'un champ magnetique
Dans un gaz faiblement ionise, on suppose qu'il y a un champ electrique alternatif
E = EgCosut et un champ magnetique continu B ; Tangle entre ces deux vecteurs
est 9.
a) A partir de (12.81) et en supposant que la frequence v\ de collision electron-neutre

est independante de la vitesse, montrer que :

avec :

Expliciter A, g(v) et h(v,b).
b) En supposant le champ magnetique nul, tracer la courbe de dU^e/dt en fonction

de v. Trouver des approximations pour les valeurs faibles ou elevees de v\.
c) En supposant le champ magnetique non nul, montrer que les changements du

chauffage par rapport au cas ci-dessus sont produits par la composante E± de
E qui est perpendiculaire a B. Tracer le reseau de courbes :

sur un diagrarnme de coordonnees x = Iog10 v et y = Iog10 6. Expliquer ce qui se
passe sur les deux axes de ce diagrarnme.

PI 2-7 * Normalisation de la for mule de Margenau
Si a0 est la fonction de distribution de Margenau (12.97) on peut definir le terme de
chauffage :

qui apparait au denominateur de 1'integrale de normalisation :
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a) Montrer que pour u fini et different de Q, les deux quantites ci-dessus sont finies
pour toute fonction vi(w).

b) Montrer que pour u = 0 ou uj = J7, les deux quantites ci-dessus sont encore finies si
v\(v) ne s'annule pas lorsque v —» oo.

c) Montrer que pour u = 0 ou u> — fi, il y a des difficultes si i/i(w) decroit comme 1/w
ou plus rapidement lorsque w —»• oo. Quelle est la conclusion a en tirer dans ce
dernier cas ?

PI 2-8 * Champ critique en presence d'un champ
magnetique

Le champ critique d'echauffement des electrons [cf. paragraphe 12.7.3b)] s'exprime par
des formules simples lorsque les frequences w, \u — fl\ et v\ satisfont a certaines inegalites

fortes. Etablir celles-ci en fonction de E\\ ou E± (composantes de E parallele et per-

pendiculaire a B) et des frequences dans les cinq cas suivants :

a) Collisions dominantes : v\ ^> u,fi.

b) Champ magnetique dominant, basses frequences : Jl 3> v\ 3> uj.

c) Champ magnetique dominant, hautes frequences : f2 3> w 3> v\.

d) Resonance cyclotron (partie centrale) : u> 3> v\ 3> |o; — Q|.

e) Resonance cyclotron (ailes) : u ^> \uj — Xl| 3> v\.

P12-9 Distribution de Druyvesteyn
Etablir 1'equation (12.113) et calculer v\ et C? en fonction de 70 et de la section efficace
a de collision electron-neutre.

P12-10 Frequences de collisions moyennes pour la
mobilite et la diffusion

a) Etablir 1'equation (12.118).

b) Calculer v'^ pour un plasma intermediate d'helium ou la pression et la temperature
des neutres sont 1 torr et 273 K avec Te < 3 eV. Note : ecrire z^ en fonction de
Te (eV).

c) Etablir 1'equation (12.151) et y faire apparaitre la section efficace a\ pour le transfert
de quantite de mouvement.

d) Calculer t/J', pour le meme exemple que ci-dessus.

e) Etablir une expression pour le rapport T'e/Te ou Te est la temperature cinetique et
T'e la temperature de diffusion [cf. (5.15)]. Exprimer ce rapport au moyen de a\.

f) Trouver deux cas ou T'e=T&.
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PI2-11 Plasmas intermediaires : mobilite et
temperature electroniques

a) Montrer que dans un plasma intermediaire ou il y a un champ electrique continu
et pas de champ magnetique, la temperature electronique Te et le parametre de
Townsend E/n0 sont relies par 1'equation :

avec :

et :

b) Montrer que dans un plasma intermediaire la mobilite electronique est donnee par :

avec :

c) En supposant que a\ est une fonction lentement variable de 1'energie, trouver des
expressions approchees des formules ci-dessus.

PI 2-12 Diffusion dans les plasmas inter mediaires
On considere un plasma "intermediaire" dans lequel n0 est constant dans 1'espace et le
temps, mais ou ne, et eventuellement Te, varient dans 1'espace.
a) En supposant qu'il n'y a aucun champ electrique, montrer par comparaison de deux

frequences que la condition pour que la distribution electrique soit maxwellienne
peut s'ecrire :

avec :

ou L est une longueur caracteristique des gradients dans le plasma, et lee, teo

sont les libres parcours moyens d'un electron vis-a-vis des collisions e-e et e-o.

b) En posant par exemple In A = 10"1 et aeo = 5 x 10~16 cm2, representer sur un
diagramme de coordonnees :

le reseau des courbes LM = lO^1, 1, 10, 102 cm (n0 et ne en cm~3, Te en eV).
Quelle est la valeur de LM pour T0 = 300 K, p = 1 torr, ne = 1012, Te = 3 eV ?
Representer sur ce meme diagramme la limite des plasmas intermediaires.
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c) Montrer par comparaison de deux frequences que la condition pour que le refroidisse-
ment soit negligeable s'ecrit :

avec :

Representer sur le diagramme de la partie b) le reseau des courbes LTO =
1CT1, 1, 10, 102 cm. Quelle est la valeur de LTo pour T0 - 300 K, p0 = I
torr ? Comparer cette valeur a celle de LM de la partie b). Quelle conclusion
qualitative peut-on en tirer ?



Chapitre 13

Theorie cinetique
collisionnelle des plasmas

13.1 Introduction

Apres avoir etudie dans le chapitre precedent la theorie cinetiqe des
gaz faiblement ionises, nous abordons maintenant celle des gaz forte-
ment ionises. En pratique nous nous limitons au cas des "vrais" plasmas
completement ionises, et nous supposons pour simplifier 1'ecriture que le
plasma est constitue d'electrons et d'une seule espece d'ions de charge
qi = -Zqe.

Cette etude est difficile pour les raisons suivantes :

• Un gaz completement ionise ne pent pas etre decrit correctement
par le modele de Lorentz ; en effet les deux types de particules qu'il
contient (electrons et ions) satisfont bien a la relation me <C mi mais
non a la relation d'independance des electrons entre eux qui s'ecrirait
ne <C HI.

• Le grand rayon d'action de la force de Coulomb introduit des diver-
gences dans les integrates de collisions. Nous avons vu en effet au
chapitre 3 que la section efficace pour le transport de quantite de
mouvement est apparemment infinie pour les interactions coulom-
biennes. Cette divergence est due aux interactions lointaines ; elle
signifie que la description cinetique classique des interactions en-
tre particules au moyen de collisions binaires incoherentes tombe
en defaut, a cause precisement de la decroissance relativement lente
de la force de Coulomb avec la distance.
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De fagon precise nous avons vu dans la section 3.5 et nous reverrons dans
la section 13.2 que Ton peut distinguer dans un plasma :

- les interactions proches entre particules qui peuvent etre decrites par
des collisions binaires ;

- les interactions lointaines pour lesquelles on doit considerer qu'une
particule du gaz interagit en meme temps avec un grand nombre d'autres
particules.

Les interactions lointaines multiples etant dominantes, nous avons deja
vu qu'on peut essayer d'etudier les proprietes d'un plasma au moyen d'un
modele de fluide continu : c'est ce que nous avons fait dans les chapitres 6 et
7. Nous y avons considere le plasma comme constitue de deux fluides con-
tinus de charge electrique opposee, intimement melanges, et nous avons
fait une theorie purement macroscopique basee sur les equations hydro-
dynamiques et les equations de Maxwell. Malheureusement cette theorie
n'est satisfaisante que dans 1'approximation dite des plasmas froids (cf.
paragraphe 9.2.7).

Dans de nombreux problemes il faut tenir compte de 1'agitation ther-
mique et etudier comme nous 1'avons fait au chapitre 10 les interactions
d'une particule individuelle avec le reste du plasma considere comme un
fluide continu. Cette theorie de Vlasov-Landau est la premiere approxima-
tion dans la theorie cinetique des plasmas.

Dans le present chapitre nous etudions les effets produits par les colli-
sions et posons ainsi les bases de la deuxieme approximation : la theorie
cinetique collisionnelle des plasmas. Celle-ci etant souvent d'un formalisme
assez lourd, nous en exposerons les principes, etablirons les resultats les
plus importants, et dans d'autres cas citerons simplement les resultats en
renvoyant le lecteur aux travaux specialises dans la theorie cinetique des
plasmas. Cela etant, le plan du chapitre s'etablit comme suit.

Dans la section 13.2 nous revenons sur la divergence coulombienne, et sa
suppression par la coupure de Debye, en traitant le cas simple des collisions
e-i qui satisfont partiellement au modele de Lorentz. Nous calculerons ainsi
les deux premieres freqences de relaxation definies au chapitre 12.

Dans la section 13.3 nous introduisons le formalisme des coefficients de
transport dans I'espace des vitesses qui decrivent 1'evolution d'un faisceau
de particules chargees injecte dans un plasma. Nous en deduisons dans la
section 13.4 et dans 1'appendice A13-1 les expressions et les proprietes des
temps de relaxation par collisions dans un plasma.

Dans la section 13.5 et dans 1'appendice A13-2 nous etablissons
1'equation cinetique de Fokker-Planck qui tient compte des variations des
temps de relaxation avec les vitesses, et qui est 1'equation cinetique la plus
utilisee pour le calcul des coefficients de transport usuels dans un plasma.
Nous montrons dans 1'appendice A13-3 qu'elle permet de decrire le re-
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tour vers Fequilibre thermodynamique (maxwellianisation des electrons).
Nous donnons alors dans la section 13.6 quelques notions generates sur les
equations cinetiques des plasmas.

Nous appliquons ensuite 1'equation de Fokker-Planck dans la sec-
tion 13.7 au calcul de la conductivite electrique en courant continu d'un
plasma, en montrant que dans un champ electrique continu il apparait un
phenomene de decouplage des electrons et des ions (electrons "runaways").
Nous donnons enfin dans la section 13.8, sans demonstration, quelques for-
mules decrivant les autres coefficients de transport usuels dans un plasma.

13.2 Etude preliminaire des collisions
electron-ion

13.2.1 Relaxation electrons-ions. Coupure de Debye
Pour amorcer la discussion des proprietes collisionnelles des plasmas, il
est interessant d'etudier les collisions binaires e-i en refaisant le calcul de
la section 3.5 mais en se referant maintenant a la notion de frequence de
relaxation introduite au chapitre 12. Dans ce calcul on assimile done les
ions a des centres de potentiel fixe de masse infinie, ce qui est justifie par
la petite valeur du rapport me/rrii ; on neglige d'autre part les interactions
e-e, ce qui par contre n'est pas correct puisque 1'on n'a pas ne <C rn ; nous
les introduirons done plus tard dans la section 13.3.

L'angle de deviation d'un electron de vitesse we et de parametre
d'impact p se calcule (cf. paragraphe 3.2.4) au moyen des formules :

ou PO est le parametre d'impact critique pour les electrons de vitesse w;e,
c'est-a-dire la valeur de p qui conduit a une deviation de 90°.

Essayons de calculer les frequences de relaxation des anisotropies en
utilisant la formule (12.24) ; on a :

avec :
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d'ou :

et Ton a theoriquement :

Ces deux integrates sont infinies ; elles presentent a cause de leur borne
superieure une divergence logarithmique ; pour preciser, limitons, d'une
fac,on pour 1'instant arbitraire, les integrations a une valeur ti = Pi/p0 de
la borne superieure ; on obtient alors :

En principe, pour calculer v\ et ^2, on doit remplacer p\ par 1'infini
dans ces deux formules ; on trouve alors des valeurs infinies ; cette diffi-
culte est 1'une des nombreuses de ce genre qui proviennent du grand rayon
d'action de la force de Coulomb : la divergence est due essentiellement aux
collisions lointaines, pour lesquelles p/p0 est grand et la deviation petite ;
si au contraire on appelle collisions proches les collisions pour lesquelles
la deviation est superieure a 90°, on peut definir sans ambiguite pour ces
collisions une frequence de collision VQQ qui est evidemment :

C'est cette quantite qui apparait au debut des formules (13.10) et (13.11) ;
mais elle y est multiplied par un facteur logarithmique qui mesure 1'impor-
tance des collisions lointaines.

13.2.2 Coupure a la longueur de Debye
On a vu dans la section 1.4 que les correlations entre particules permet-
tent de considerer que dans un plasma en equilibre thermodynamique le
potentiel electrostatique apparent d'un ion est a la distance r de celui-ci :
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pour r 3> r0 avec :

Pour les distances r > Xs le potentiel de Coulomb subit done une coupure
exponentielle et ceci suggere que dans le calcul des relaxations on peut
effectivement arreter les integrations a une valeur du parametre d'impact
de 1'ordre de grandeur de Xs. Pour preciser cette question tres impor-
tante, rappelons que nous avons compare au paragraphe 1.6.1 les ordres
de grandeur des diverses longueurs fondamentales qui interviennent dans
la theorie d'un plasma, a savoir :

• r0 longueur de Landau
• de distance moyenne entre les electrons
• XD longueur de Debye

Du point de vue, qui nous interesse ici, des collisions e-i on peut
egalement considerer deux autres longueurs :

• le parametre d'impact critique defini par la formule (13.3)
• le libre parcours moyen d'un electron entre deux collisions proches

Ces deux dernieres grandeurs etant fonctions de we, il est interessant de
considerer dans un plasma proche de 1'equilibre thermodynamique local
leurs valeurs moyennes obtenues en remplagant we par sa valeur la plus
probable, W^ = y/2 nT/ me, soit :

On voit done que p^ est, au facteur Z/2 pres, egal a la longueur de Landau.
Ceci etant nous avons montre dans la section 1.6 que les plasmas gazeux
que 1'on rencontre en pratique appartiennent a une grande famille que nous
avons appelee les plasmas cinetiques classiques. Dans ceux-ci 1'energie de
correlation des particules est bien plus petite que leur energie cinetique
d'agitation thermique (analogic avec les gaz parfaits) et 1'on a :
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Figure 13.1 : Schema d'une trajectoire electronique.

La signification physique de ces diverses inegalites est representee sur
la figure 13.1 qui est un schema grossier d'une trajectoire electronique. On
y voit que :

• p^ est bien plus petit que de ; done les collisions proches sont des
phenomenes binaires bien definis ou interviennent seulement un electron
et un ion. La situation serait tres differente dans les plasmas classiques
correles (cf. Fig. 1.3) ou les inegalites (13.18) seraient renversees et ou la
notion de collision binaire perdrait tout sens.

• Ago etant bien plus grand que de, les collisions proches sont
des phenomenes assez rares : par contre les collisions lointaines sont
extremement frequentes ; on a represente leur action sur 1'electron par
les petites ondulations de trajectoires entre deux fortes deviations. On
peut done classer les collisions e-i selon la valeur du parametre d'impact
en quatre families :

• P < Po '• collisions proches, interaction de Coulomb binaire sans
attenuation

• Po < P < de : collisions lointaines, interaction de Coulomb binaire
sans attenuation

• de < p < A£> : collisions lointaines, interaction de Coulomb multiple
sans attenuation

• Ap < p : collisions lointaines, interaction de Coulomb multiple avec
attenuation.
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Dans la troisieme region, il n'y a plus de collisions binaires mais un
phenomena de diffusion multiple ; le calcul de v\ et de 1/2 a done un sens
discutable ; cependant divers auteurs ont montre, par un calcul statistique
sur ces deviations multiples [228], [229], qu'on obtenait le bon ordre de
grandeur des phenomenes1 en utilisant la theorie des collisions binaires,
meme pour p > de et en limitant p a une valeur voisine de A£> ; au-dela de
cette valeur 1'exponentielle de Debye supprime toute interaction notable.
Nous avons d'ailleurs precise dans la section 3.5 qu'il etait raisonnable pour
effectuer cette coupure de ne tenir compte que de la partie electronique
des correlations, c'est-a-dire de poser dans les formules (13.10) et (13.11)
Pi — A£>. On obtient ainsi :

1. II est en fait a peu pres evident physiquement que la superposition simultanee de
faibles deviations, qui est la situation reelle, est equivalente a une suite de collisions
dans le temps, qui est le modele utilise ici. II suffit pour cela que les deviations soient
aleatoires et faibles.

2. Certains auteurs utilisent pour caracteriser 1'importance des collisions lointaines
des notations legerement differentes :

Spitzer [313], Shkarofsky et al. [306] : AShkarofsky = (3/2)A et ̂  = (3K,T/me)
1/2

Balescu [314] : T = (nl
e
/3e2/47T£0KT) = 7r-1/3A-2/3 (Z = 1)

Divers : H£> = ^-ne\^D = ZA./6 = nombre d'electrons dans la sphere de Debye.

avec2 :

soit :
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Nous avons vu d'ailleurs dans la section 3.5 qu'au-dessus de Te — 4 x 105

K, il fallait apporter une legere correction d'origine quantique a In A. Les
valeurs ainsi corrigees de A ont ete donnees au chapitre 3 (cf. tableau 3.5).

On peut aussi expliciter v\ en fonction de ne et T ; on obtient avec
les memes unites que dans (13.23) et (13.26) les formules pratiques tres
importantes :

13.3 Coefficients de transport dans
1'espace des vitesses

13.3.1 Definitions generates
L'analyse du paragraphe precedent a montre, sur le cas des collisions e-z,
que les collisions lointaines, correspondant a des petits angles de deviation,
jouent un plus grand role dans 1'evolution statistique des electrons que les
collisions proches. Profitant de cette propriete nous allons maintenant,
pour etudier de fagon plus generale toutes les interactions qui peuvent
se produire dans un plasma, utiliser un formalisme introduit par Chan-
drasekhar [287, p. 89] a propos des amas d'etoiles et applique ensuite
aux plasmas par Spitzer [313]. Pour cela considerons 1'experience ideale
represented sur la figure 13.2 : un faisceau de particules monocinetiques
chargees d'espece a penetre en AA' dans une region ou il y a d'autres par-
ticules chargees d'espece b. La fonction de distribution f ( w l ) des vitesses
des particules b est supposee homogene dans toute la region traversee par
les particules a. On fait de plus pour etudier ce probleme les hypotheses
suivantes :
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1. La densite du faisceau de particules a est assez faible pour que les
interactions a-a soient negligeables.

2. Les particules a se deplacent a 1'interieur du gaz de particules b en
interagissant seulement avec les particules b.

3. Les interactions des particules a avec les particules b sont decrites
comme une suite de collisions binaires lointaines se succedant de
fagon completement aleatoire.

Figure 13.2 : Diffusion d'un faisceau de particules tests a par des particules
cibles b.

• L'hypothese 1) n'est pas critiquable : on peut toujours en pratique
prendre une densite des particules a assez faible pour qu'elle soit
satisfaite. On peut alors considerer que le faisceau des particules a
est constitue par une suite de particules a, arrivant les unes apres les
autres a des intervalles de temps sumsamment grands ; on dit alors
que les particules a constituent des particules "tests".

• L'hypothese 2) est moins satisfaisante. En pratique, si Ton veut que
la cible ait une densite suffisante, on est force de la constituer avec
plusieurs especes de particules constituant un milieu macroscopique-
ment neutre. L'application des resultats obtenus a 1'etude des plas-
mas supposera que Ton superpose d'une certaine maniere les effets
des diverses especes de particules b. Cette superposition ne sera en
fait possible de fagon simple que si Ton admet 1'hypothese 3) qui
decrit les interactions comme une suite de collisions binaires sans
correlation entre elles.
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• L'hypothese 3) est la moins satisfaisante. La discussion faite ail para-
graphe precedent permet de prevoir qu'elle conduira a des diver-
gences, et que celles-ci ne seront levees qu'en effectuant une coupure
sur les parametres d'impact. La justification exacte de cette coupure
est en fait liee a une analyse des phenomenes dans laquelle on intro-
duit les correlations et les interactions collectives.

Quoi qu'il en soit, les diverses particules a ne suivent pas toutes la meme
trajectoire, ce qu'on a souligne dans la figure 13.2 en representant deux
trajectoires particulieres suivies par les particules a\ et a^. Le faisceau
incident monocinetique subit done une certaine dispersion des vitesses.
On precise cette notion en introduisant des coefficients statistiques definis
comme suit.

Si w^, est la vitesse initiale d'une des particules a , on designe par
Wa + Awl la vitesse qu'elle a apres un trajet de duree At a travers le gaz
de particules b. Aw^ varie d'une particule a une autre ; il est raisonnable
toutefois d'admettre que la valeur moyenne de Aw^ est proportionnelle a
At • on considere done la valeur moyenne Aw^/At calculee sur un grand
nombre de particules tests. On ecrira cette grandeur (Aw^)b/At. Les com-
posantes (Awax)t,/At, (Away)b/At, (Awaz)b/At de (Aw^}b/At sont les
coefficients de transport du premier ordre qu'on peut appeler coefficients
de deplacement dans I'espace des vitesses.

On peut egalement considerer pour chaque particule le tenseur
Aw^Aw^/At et la valeur moyenne (Aw^ Aw^)b/At de ce tenseur cal-
culee sur un grand nombre de particules tests. Les composantes de ce
tenseur sont les coefficients de transport du second ordre ou coefficients de
diffusion dans I'espace des vitesses.

De maniere generale ces divers coefficients de transport sont fonctions
de w^ et de la distribution des vitesses f ( w l ) des particules cibles. Nous
en donnons dans 1'appendice A13-1 des expressions generates ; mais on
peut remarquer tout de suite que si la fonction de distribution f(wb) des
vitesses des particules cibles est isotrope on a par raison de symetrie, en
prenant pour axe Oz la direction de la vitesse initiale :

et :
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Dans ce cas, il ne reste done que trois coefficients distincts a considerer :
(Awa2}{,/At, ((Awax)2)5/Ai et ((Awaz)

2)b/At que nous noterons main-
tenant (Aiya||)b/A£, |{(Aw;aj_)2}b/A£et ((Au>a||)

2}fc/Ai ; on peut leur don-
ner les noms suivants :

{Aiya||)&/A£ coefficient de ralentissement

{(Au>ajJ
2)6/At coefficient de dispersion angulaire

((Aw;a||)
2)b/At coefficient de dispersion longitudinale

Les deux premiers sont les plus importants. Us ont un sens parfaitement
clair. Le troisieme intervient dans la quantite {(Au>a||)

2) — {Aw;a||}
2 qui

est associee a la dispersion longitudinale des vitesses.

13.3.2 Collisions e-i. Relations avec les frequences
de relaxation

Dans le cas des collisions e-i le calcul des coefficients de transport se sim-
plifie beaucoup ; on peut en effet alors supposer en premiere approxima-
tion que les ions sont immobiles et de masse infinie ; on obtient ainsi une
description analogue a celle du modele de Lorentz pour les collisions elec-
tron-neutre dans les gaz faiblement ionises ; la fonction de distribution
f ( w l ) des particules cibles s'elimine du calcul.

Considerons done un electron de vitesse we qui circule dans le gaz
d'ions ; pendant un intervalle de temps A t il parcourt une longueur dx =
we A t ; d'apres la definition de la section efficace differentielle il effectue
un nombre probable de collisions donnant lieu a une deviation comprise
entre x et X + ^X ^gal a :

Dans chacune de ces collisions sa variation de vitesse selon la direction
initiale est :

La variation probable due aux collisions d'angle compris entre x et X + dx
est :
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En ajoutant les contributions dues a tous les angles de deviation possibles,
c'est-a-dire en integrant sur x, on obtient :

soit, compte tenu de la definition (12.26) de v\ :

Soulignons que dans ce calcul nous avons admis qu'il y avait addition
des variations de vitesse longitudinale Au>e|| dues aux diverses collisions :
ceci est valable si Ton a affaire a des collisions lointaines dont 1'action
globale ne donne qu'une faible deviation. La situation est differente pour
les variations transversales de vitesse Aw;ej^ : ces deplacements s'effectuent
en effet dans des directions reparties de fagon aleatoire autour de 1'axe
du faisceau, de sorte que lorsque TV deviations elementaires identiques se
produisent, la deviation statistique radiale resultante est egale a y/N fois
la deviation elementaire ; ce sont done les carres des deviations (Aiyej_)
qui s'ajoutent (tout au moins si les deviations restent faibles). Le calcul
de {(AiUejJ2) se mene done comme celui de (Awe||) et Ton a :

soit, compte tenu de (13.9) :

ou :

On voit done que le calcul des deux premiers coefficients de transport dans
1'espace des vitesses se ramene a celui des deux premieres frequences de
relaxation ; il souleve done les memes difficultes dues a la divergence des
integrates a calculer. En faisant comme precedemment une coupure a la
longueur de Debye, on obtient done, en portant dans (13.40) et (13.43) les
expressions (13.19) et (13.20) de v\ et 1/2 :
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13.3.3 Collisions a-b. Distribution maxwellienne
dans la cible

Un calcul general des coefficients de transport dans 1'espace des vitesses
a ete fait par MacDonald, Rosenbluth et Judd [230], [231] a partir des
hypotheses que nous avons enoncees au paragraphe 13.3.1. Ce calcul est
developpe dans 1'appendice A13-1. II conduit aux formules suivantes pour
des particules tests d'espece a et des particules cibles d'espece 6 :

avec :

Si la fonction de distribution f ( w t ) des particules cibles est maxwellienne,
il n'y a plus que trois coefficients scalaires a considerer et Ton obtient (cf.
appendice A13-1) pour les deux premiers :

avec :

Wb etant la vitesse la plus probable ^J^KTb|rr^) des particules cibles. Les
fonctions R(u) et S(u) sont explicitees dans 1'appendice A13-1 [cf. for-
mules (13.63) et (13.65)]. Leurs principales proprietes sont resumees dans
le tableau 13.1 et sur la figure 13.3.

On voit que R(u) est maximum pour u = I . On en deduit la pro-
priete physique interessante que le ralentissement d'un faisceau de parti-
cules d'espce a par les particules d'espece b est maximum quand la vitesse
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Tableau 13.1 : Proprietes des fonctions R(u) et S(u).

wa des particules incidentes est egale a la vitesse la plus probable Wb des
particules b dans la cible. Ce resultat peut etre relie au fait que la section
efficace de Rutherford est une fonction decroissante de 1'energie du mou-
vement relatif. II est done normal que 1'on ait un maximum d'interaction
quand wa = Wb parce qu'alors il y a un maximum du nombre de particules
6 ayant une faible vitesse relative par rapport aux particules a.

Figure 13.3 : Variations de R(u) (~ralentissement) et de S(u) (^deflexion).

u 0 < 1 1 > l o o

R(u) 0 0.376 u 0.214 1/2 u2 0

S(u) 0.752 0.629 l/u 0
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13.3.4 Coefficients de ralentissement dans un plasma

a) Regie d'addition

Considerons maintenant le cas, plus reel que celui decrit dans les para-
graphes precedents, ou un faisceau de particules d'espece a penetre dans
un plasma macroscopiquement neutre (Fig. 13.4). Pour simplifier 1'ecriture
on suppose que ce plasma est constitue d'electrons et d'une seule espece
d'ions de charge qt = —Zqe. On admet par ailleurs que les distributions
de vitesse des electrons et des ions sont toutes deux maxwelliennes avec
T — TJ-e — -I-1-

Les coefficients de transport des particules a sont dus a 1'action des
electrons et des ions du plasma ; on suppose que ces actions s'additionnent
purement et simplement, de sorte que Ton a :

Cette regie de superposition est evidemment satisfaite quand on decrit les
interactions comme une suite de collisions binaires sans correlations : elle
est done soumise aux memes incertitudes que les formules des paragraphes
precedents.

b) Ralentissement d'un faisceau d'electrons

La formule (13.51) appliquee a un faisceau d'electrons donne, compte tenu
de la condition me <C m^ :

d'ou Ton deduit par addition :

avec :

La figure 13.5(a) represente les variations de A(we) avec we en supposant
a titre d'exemple Z = 1 et rrii/me = 1836 (cas d'un plasma d'hydrogene
atomique).
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Figure 13.4 : Diffusion d'un faisceau de particules tests a dans un plasm
en equilibre thermique.

On peut appeler electrons thermiques ceux d'un faisceau ou Ton aura:
we — w^. L'analyse de la figure 13.5 montre que le ralentissement d'u
faisceau d'electrons thermiques ou suprathermiques (we >w^} s'effectL
de fagon a peu pres egale sur les electrons et sur les ions du plasma. O
verifie d'autre part facilement que la formule (13.58) redonne 1'expressio
(13.44) lorsque we » wl.

c) Ralentissement d'un faisceau d'ions

En faisant le meme calcul pour les ions on obtient :

avec :

La figure 13.5(b) represente les variations de B(wi) (toujours dans le cas
particulier Z = 1 et mi/me — 1836). Si Ton appelle maintenant ions
thermiques les ions tels que Wi = Wi on voit sur cette figure que le ralen-
tissement d'un faisceau d'ions thermiques s'effectue principalement sur les
ions du plasma. II en est de meme pour les ions suprathermiques jusqu'a
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une valeur de Wi de 1'ordre de (mi/me) w^. Au-dela de cette valeur le
ralentissement d'un faisceau d'ions se fait principalement sur les electrons.
Cette propriete qui est en opposition avec les idees habituelles sur le ralen-
tissement de particules par collisions (ralentissement maximum quand les
particules cibles ont la meme masse que les particules incidentes) est liee a
la presence du facteur ng2 au denominateur de la formule de Rutherford,
qui montre que les collisions les plus efficaces sont celles ou la vitesse rela-
tive est la plus faible. Or la vitesse des ions rapides est evidemment plus
proche de celle des electrons thermiques que de celle des ions thermiques.

13.3.5 Coefficients de dispersion angulaire
dans un plasma

Des calculs analogues donnent pour les coefficients de dispersion angulaire :

avec :

Les figures 13.5(c) et 13.5(d) representent les variations de C(we) et D(wi)
(dans le cas particulier Z = I et mi/me = 1836). On y voit que :

- la dispersion angulaire d'un faisceau d' electrons thermiques ou supra-
thermiques se fait de fagon a peu pres egale sur les electrons et sur les ions
du plasma ;

- la dispersion angulaire d'un faisceau d'electrons hypothermiques se
fait principalement sur les ions du plasma ;

- la dispersion angulaire des ions est plus faible que celle des electrons
dans un rapport qui est de 1'ordre de (Zme/mi)2 ;

- la dispersion angulaire d'un faisceau d'ions thermiques ou legerement
suprathermiques (wi < Wi(mi/me)

1^'2} se fait principalement sur les ions
du plasma ;

- la dispersion angulaire d'un faisceau d'ions fortement suprather-
miques (wi > (mi/me}

l/2uJi) se fait de fagon a peu pres egale sur les
electrons et sur les ions du plasma.
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Figure 13.5 : Coefficients de transport dans un plasma en equilibre ther-
mique.

A Ralentissement d'un faisceau d'electrons.
B Ralentissement d'un faisceau d'ions.
C Dispersion angulaire d'un faisceau d'electrons.
D Dispersion angulaire d'un faisceau d'ions.

Les axes de coordonnees sont gradues en coordonnees logarithmiques ; voir dans
le texte les constantes de proportionnalite qui permettent de passer des fonctions
A, B, C, D aux coefficients de transport.
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13.4 Les temps de relaxation
dans un plasma

13.4.1 Definitions
A partir des coefficients de transport dans 1'espace des vitesses on peut
defimr des temps de relaxation. Si les particules cibles b ont une distri-
bution isotrope on introduit pour un faisceau incident de particules a les
deux temps caracteristiques :

Si Ton admet des regies d'addition (13.54) et (13.55) on peut definir des
temps de relaxation totaux du faisceau de particules a, au moyen des
formules :

Ces temps de relaxation sont utiles pour etudier de fagon semi-
quantitative 1'evolution du faisceau incident : tr donne 1'ordre de grandeur
du temps au bout duquel wa s'annule et ID 1'ordre de grandeur du temps
au bout duquel la divergence du faisceau devient importante. On peut re-
marquer que les relations telles que (13.66) et (13.67) par exemple sont en
fait des relations differentielles qu'on peut ecrire aussi :

(iua||) etant a 1'instant t la valeur probable de la vitesse des particules
du faisceau selon la direction initiale de wv Cependant on ne peut pas
integrer cette equation en considerant tr comme constant ; d'autre part
elle n'est evidemment valable que pendant une periode initiale ou (wa\\}
reste voisin de wa et la divergence du faisceau assez faible. Au-dela de cet
intervalle de temps il faut ecrire une equation devolution pour la fonction
de distribution f(w^) des particules tests ; il est evident que cette equation
devra tenir compte du fait que les temps de relaxation varient avec wa.
Nous 1'etablirons sous la forme dite de Fokker-Planck dans la section 13.5,
puis nous etudierons de fagon plus generale les equations cinetiques des
plasmas dans la section 13.6.
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13.4.2 Temps de relaxation moyens dans un plasma

Les temps de relaxation definis par les formules (13.66) a (13.69) sont des
fonctions de wa. Nous avons vu la signification physique qu'ils ont dans
les conditions experiment ales rappelees sur la figure 13.4.

On introduit souvent des temps de relaxation moyens tr et to corres-
pondant a un faisceau incident d'electrons ou d'ions "thermiques", c'est-
a-dire ayant une vitesse initiale egale a la vitesse la plus probable des
particules de meme espece dans le plasma. L'interet de cette definition
est qu'elle est applicable aux particules memes du plasma : on peut par
la pensee (Fig. 13.6) selectionner dans un plasma les particules qui ont
un vecteur vitesse w*e ou wl donne : elles constituent un faisceau ; il est
evident que les faisceaux les plus abondants sont les faisceaux thermiques
correspondant a we — ~w^> ou u>i = mi. Les temps de relaxation moyens
sont ceux de ces faisceaux thermiques ; ils permettent de se faire une idee
semi-quantitative des proprietes des plasmas legerement perturbes.

Figure 13.6 : Faisceau thermique dans un plasma.

Le calcul des temps de relaxation moyens se fait facilement a partir des
formules du paragraphe 13.3. Les resultats de ce calcul sont rassembles
dans le tableau 13.2 en exprimant tous les temps en fonction de l/I'i, ou
PT est la frequence de relaxation moyenne pour les collisions e-i definie par
les formules (13.21) ou (13.30).

En analysant ce tableau on peut faire les remarques suivantes :

• Les temps de relaxation des electrons sont tous voisins de 1 / I7f.

• Les temps de relaxation des ions entre eux sont de 1'ordre de
(mi/me)

1/2/I/r.



Les temps de relaxation dans un plasma 365

Tableau 13.2 : Temps de relaxation moyens dans un plasma.

Tableau 13.3 : Temps de relaxation des particules suprathermiques dans
un plasma (particules ayant une vitesse egale a x fois la vitesse la plus
probable).

e-i e-e i-i i-e

J- I 1.17 Z (mi\1'2 1.17 (mi \ 1.33
r Fj~ I/T \rne J Z2T>i \^me J ZT7J"

1 /o
r— 0.5 0.79 Z ( mi \ ' 0.79 ( mt\ 0.64

D ^T ^ \me J Z2T7T \me J ZT^

e-i e-e i-i i-e

/ \ 1/2 / \ 1/2
T- 1 0.5 Z f m i \ 0.5 / m A ' 1
ir 1/1(1) j/i(x) \m e y Z2 i / i(x) l^mey Zi/i(x)

y— 0.5 0.5 Z ( mi\1/2 0.5 /mi^ 1 / 2 0.5
ID i/i(x) i/i(x) V m e / 22i/i(x) ^me / / Zi/i(x)

We 3> Wi We^> We Wi ~^> Wi Wi~^> We

soit : soit : soit : soit :
f x l / 2 , x l / 2

^»(S) X^1 X^1 ^»(^t)
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• Les temps de relaxation des ions sur les electrons sont de 1'ordre
de (nii/me)/i^ ; autrement dit les collisions i-e jouent un role peu
important en ce qui concerne 1'evolution des ions.

Les temps de relaxation pour des faisceaux suprathermiques different no-
tablement de ces temps moyens. On peut par exemple refaire le tableau
pour des particules ayant une vitesse we = xul^ou Wi = xwl (avec x 3> 1).
On se place alors sur les courbes de la figure 13.5 dans les parties asymp-
totiques situees a droite ; on en deduit facilement, compte tenu des ex-
pressions approchees de R(u) et S(u] pour u » 1, les resultats rassembles
dans le tableau 13.3.

Dans ce deuxieme tableau on a exprime tous les temps de relaxation
en fonction de :

En comparant ces resultats a ceux du tableau 13.2 on voit que 1'ensemble de
tous les temps de relaxation est multiplie par x3. Les particules suprather-
miques relaxent x3 fois plus lentement que les particules thermiques. II
apparait d'autre part des changements importants en ce qui concerne les
ions ; alors que pour les ions thermiques ralentissement et dispersion an-
gulaire se font a peu pres a la meme vitesse et principalement par 1'action
des collisions i — z, on trouve que pour les ions suprathermiques le ralen-
tissement est le phenomene le plus rapide et se fait principalement sur les
electrons, comme nous 1'avons deja signale.

13.4.3 Relation entre les deux frequences
fondamentales UJP et v\

Les discussions des paragraphes precedents nous ont amene a definir
pour tout plasma la frequence fondamentale z/f [cf. (13.30)] qui est une
frequence de relaxation par collisions. Nous 1'appellerons souvent simple-
ment frequence de collisions.

Or il y a dans un plasma une autre frequence fondamentale, la frequence
de plasma definie par sa pulsation :

Celle-ci est, comme nous 1'avons vu, une frequence d'oscillation de charge
d'espace ; elle est done liee au comportement collectif du plasma.

II est interessant de comparer les deux frequences fondamentales I^f et
vp = up 12?r . En remplagant les constantes fondamentales par leur valeur
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on obtient :

Pour discuter cette formule il est commode de rechercher comme dans
la section 1.6, sur le diagramme x = Iog10 ne, y = Iog10 Te, le lieu des
points ou 1'on a vp = ~v\. Celui-ci est defini par 1'equation :

Le double logarithme ayant une variation tres lente, la courbe decrite par
cette equation est tres approximativement une droite de pente 1/3. En se
reportant a la figure 1.11 on voit que cette droite est tres voisine de la
droite r0 = A£>. On en conclut que dans les plasmas cinetiques classiques
on a :

Par exemple pour ne = 1012, T = 104 K et Z = I on a vp = 9000 MHz
et ~v\ = 45 MHz. L'inegalite (13.75) est une propriete tres importante des
plasmas cinetiques ; elle conduit a definir pour 1'evolution d'un plasma
deux echelles de temps tres differentes :

- les proprietes collectives se manifestent sur des intervalles de temps
"courts" de 1'ordre de tp — 1 / vp ;

- les proprietes liees aux collisions binaires se manifestent sur des in-
tervalles de temps "longs" de 1'ordre de tr = 1 / ~v\.

f
13.5 Equation de Fokker-Planck

Si 1'on admet toujours que les collisions lointaines sont d'importance
predominante dans un plasma, on ne peut plus en principe utiliser comme
equation devolution d'une fonction de distribution 1'equation de Boltz-
mann habituelle. Celle-ci suppose en effet que les collisions sont des
phenomenes binaires bien definis. On peut par centre ecrire une equation
de conservation dans 1'espace des vitesses a partir des coefficients de trans-
port definis dans la section 13.3. Les collisions lointaines produisent en

effet dans 1'espace des vitesses w^ un flux jab qui se deduit des coefficients
(A^}()/Ai et (Ai^ Au^){,/Ai par la formule :

Au deuxieme membre de cette equation, le premier terme represente 1'effet
de deplacement moyen des vitesses w^. On peut d'ailleurs 1'ecrire en in-
troduisant la force moyenne de friction des particules a sur les particules
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b par la relation :

Le deuxieme terme represente un phenomene de diffusion (c'est-a-dire de
dispersion moyenne des vitesses w%) qu'on peut ecrire en introduisant le
coefficient (tensoriel) de diffusion3 D^ des particules a dans le gaz de
particules b defini par la relation :

On peut done ecrire jab sous la forme equivalente :

En additionnant les effets sur les particules a de toutes les especes de
particules b (y compris les particules a elles-memes), on obtient le vecteur
flux total produit dans 1'espace des vitesses w^ par les collisions lointaines,
soit :

et 1'on peut done ecrire dans cet espace 1'equation de conservation des
particules :

En rajoutant au premier membre les termes habituels de diffusion dans
1'espace ordinaire et d'acceleration par la force exterieure, on obtient
1'equation connue sous le nom d'equation de Fokker-Planck :

qu'on peut aussi ecrire sous la forme equivalente :

3. On peut montrer [288, p. 33] 1'equivalence entre la definition du coefficient de dif-
fusion par la formule (13.78) associee a la statistique de petits mouvements aleatoires
et sa definition a partir du courant de diffusion dans un milieu inhomogene (cf. section
12.8.3).
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avec :

et :

Les coefficients de transport dans 1'espace des vitesses peuvent etre
explicites au moyen des formules de Rosenbluth (13.46) a (13.50). On ob-
tient alors, pour determiner les fonctions de distributions /a, /&, etc., un
systeme d'equations aux derivees partielles non lineaires du quatrieme or-
dre et a quatre variables. La solution de ce systeme dans le cas general est
un probleme quasi desespere sauf par des methodes numeriques ; heureuse-
ment, dans de nombreux cas, on peut le simplifier si on etudie des fonctions
de distributions qui presentent certaines lois de symetrie.

On peut d'abord supposer que les fonctions de distributions presentent localement
une symetrie de revolution autour d'un certain axe ; ce sera le cas par exemple si on se
propose d'etudier 1'action d'un champ electrique uniforme sur le plasma. On peut alors
prendre des coordonnees spheriques usuelles w, 0, ip autour de cet axe et, (f n'intervenant
pas, exprimer 1'equation de Fokker-Planck en fonction de w et /j, = cos# ; 1'essentiel
etant le calcul du deuxieme membre (-^-)coll. de cette equation, on montre [230] qu'il
peut se mettre sous la forme :

les fonctions ha et g pouvant elles-memes etre explicitees sous forme d'integrales assez
compliquees. Nous n'ecrirons pas ces integrales mais seulement le resultat de leur calcul
quand les fonctions /a, /;,, ... sont developpees en une serie de polynomes de Legendre.
Si on pose :

on montre [230] qu'on en deduit assez facilement les developpements des fonctions g et
h au moyen des formules :
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avec :

Dans 1'appendice A13-3 et dans la section 13.7 nous appliquerons ces for-
mules a 1'etude de deux problemes importants relativement simples : la
maxwellianisation des electrons par interactions entre eux (theoreme H) et
le calcul de la conductivite electrique d'un plasma.

*
13.6 Equations cinetiques des plasmas

Revenons maintenant au probleme fondamental de la theorie cinetique
des plasmas completement ionises, c'est-a-dire a la recherche d'equations
cinetiques, decrivant 1'evolution des fonctions de distribution simples rela-
tives aux divers types de particules contenus dans le plasma. Ce probleme
est difficile car on doit a priori tenir compte des interactions binaires entre
particules, des interactions lointaines multiples et du comportement col-
lectif du plasma. Nous passons en revue dans cette section les principales
formes d'equation cinetique qui ont ete proposees par les divers auteurs ;
pour une etude plus detaillee de ce sujet le lecteur pourra se reporter aux
references [319], [314], [307], [97], [98].

L'analyse generale des methodes de deduction de ces diverses equations
cinetiques conduit, comme nous 1'avons dit au chapitre 1, a distinguer
deux "echelles" de temps. Sur des intervalles de temps de 1'ordre de
grandeur l/u>p ("echelle des temps courts") le comportement du plasma
est determine essentiellement par les interactions collectives, et est decrit
en premiere approximation par 1'equation de Vlasov (8.57). Sur des inter-
valles de temps de 1'ordre de grandeur de 1/ITjf >• \/UJP ("echelle des temps
longs") les collisions (essentiellement les collisions lointaines) jouent un
role important et le comportement du plasma est decrit par des equations
cinetiques irreversibles analogues a 1'equation de Boltzmann.
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13.6.1 Forme generate pour les collisions lointaines
De maniere generate 1'equation cinetique relative aux particules d'espece
o peut s'ecrire :

Dans cette formule Xa designe la force d'origine exterieure appliquee aux
particules a et Cab represente 1'effet des interactions des particules a avec
les particules b ; la sommation sur les Cab s'etend a toutes les especes
de particules b presentes dans le plasma, y compris les particules a elles-
memes. Nous avons vu au chapitre 8 que Cab s'exprime de fagon rigoureuse
au moyen des fonctions de distribution doubles, de sorte que 1'equation
(13.93) ne peut en principe determiner fa que si Ton connait toutes les fonc-
tions de distribution doubles fabi2- Pour la transformer en une equation
cinetique completement determines, il faut pouvoir ecrire Cab sous forme
d'une fonctionnelle des fonctions de distribution simples fa et /&. II faut
pour cela faire des approximations : les nombreux auteurs qui ont etudie
ce probleme ont utilise diverses methodes d'approximations ; la figure 13.7
et le tableau 13.4 que nous allons discuter dans les paragraphes qui sui-
vent representent une synthese des diverses equations obtenues et de leurs
relations mutuelles. On peut faire a leur sujet deux remarques generates :

a) Pour toutes ces equations sauf pour 1'equation de Boltzmann qui
a peu d'interet dans les gaz fortement ionises, les termes C^ peuvent se
mettre sous la forme :

Autrement dit, Cab se presente comme la divergence dans 1'espace des
vitesses w^ d'un flux J^, dans ce meme espace, du aux interactions. Le
fait que toutes ces equations se mettent sous cette forme tient a ce que les
collisions dominantes sont des collisions lointaines, produisant pour chaque
particule une somme de petits deplacements dans 1'espace des vitesses.

b) Les equations cinetiques peuvent d'autre part se ranger en deux
classes fondamentalement differentes :

• Les unes sont des equations locales (Boltzmann, Landau, Fokker-
Planck) en ce sens que Cab ne fait intervenir que les valeurs de fa et
fb au point ~~r* ou 1'on calcule 1'evolution de fa.

• Les autres sont des equations non locales (Vlasov) en ce sens que
Cab y fait intervenir les valeurs de fb non seulement au point ~r*
mais egalement en tous les autres points de 1'espace.
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Dans les equations locales il faut toutefois remarquer que Cab peut a priori dependre

de la force exterieure Xa ainsi que des gradients dfa/d^r* et dfb/d^r* (quand ces gra-
dients interviennent on pourrait dire que 1'equation est semi-locale). Ces effets sont
assez difficiles a evaluer (cf. par exernple [314]) ; aussi 1'on se contente en general de
calculer Cab en supposant le gaz homogene et sans force exterieure : on obtient ainsi
une valeur C^b du terme d'interaction. On convient done de se limiter a 1'etude d'etats
dans lesquels la force exterieure et les effets d'inhomogeneite peuvent etre considered
comme de petites perturbations. II est raisonnable de penser que 1'on a :

C'ab etant un terme correctif tenant compte des effets de gradient et de force exterieure.
En negligeant les C'ab on peut ecrire (13.93) sous la forme :

II est entendu que cette equation n'est applicable que lorsque 1'on peut ecrire :

avec :

En portant (13.97) dans (13.96) on peut alors considerer /° comme un terme d'ordre

zero, f £ , Xa, d/d^r* comme des quantites du premier ordre et remplacer (13.96) par un
systeme de deux equations, 1'une relative aux termes d'ordre zero et 1'autre aux termes
d'ordre un ; on obtient ainsi :

Cette methode de perturbation est connue sous le nom d'approximation de Chapman-
Enskog.

13.6.2 Passage de 1'equation de Liouville
aux equations cinetiques

La theorie cinetique des gaz et des plasmas peut se developper selon
differentes methodes schematisees sur la figure 13.7 et dans le tableau
13.4 ; la premiere constitue en quelque sorte 1'arbre genealogique des di-
verses equations cinetiques, le deuxieme rassemble pour la commodite du
lecteur les expressions de J^ dans ces diverses equations. On y a neglige
les interactions proches et J^l, est le flux dans 1'espace des vitesses qui
represente les interactions lointaines.
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Figure 13.7 : Equations cinetiques des gaz et des plasmas.

Pour plus de details sur les demonstrations citees ci-dessus cf. references suivantes :
(1) Section 8.3.4, (2) Balescu [314], (3) Section 8.4.2.
(4) Section 8.4.3, (5) Balescu [314], (6) Section 8.4.2.
(7) Appendice A13-2, (8) (9) Appendice A13-4, (10) [230], (11) Probleme P13-1.
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• Equation de BBGKY

• Equation de Vlasov

• Equation de Balescu

• Equation de Fokker-Planck

Tableau 13.4 : Equations cinetiques des plasmas.
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a) Partant de 1' equation de Liouville on peut aborder le probleme de
deux manieres differentes :

- par la methode regressive de Yvon (cf. chapitre 8) on etablit un
systeme infini d'equations couplees dont chacune decrit 1'evolution d'une
fonction de distribution "reduite" (fonction simple /i, double jfo, triple
/123---)- C'est le systeme B.B.G.K.Y. que nous avons discute au chapitre 8.

- on peut au contraire chercher directement une solution formelle de
1'equation de Liouville ; considerant cela comme un probleme a valeur
initiale on determine la densite dans 1'espace des phases D(t) a 1'instant
t en fonction de sa valeur -D(O) a 1'instant zero. La solution formelle ainsi
obtenue etant en fait tres complexe, on est amene a 1'analyser en une serie
multiple de termes tenant compte des interactions a 2 ,3 , . . . N particules.
Prigogine et Balescu qui ont developpe cette methode ont montre que les
ordres de grandeur des termes de cette serie multiple peuvent etre classes
au moyen des trois parametres :

ou e est la constante qui mesure la force des interactions entre particules
(la charge de 1'electron dans le cas des plasmas), n la densite moyenne des
particules du gaz et 11'intervalle de temps au bout duquel on etudie le gaz.
Plus precisement on montre que les divers termes de la serie qui exprime
D(i] peuvent etre considered comme d'ordre :

les indices p, q et r variant d'un terme a 1'autre. Selon le type de probleme
que Ton considere on sera amene a ne garder dans cette serie multiple que
des termes obeissant a certaines lois en ce qui concerne les indices p, q et
r. Balescu [314] a d'ailleurs mis au point des techniques de diagrammes
permettant de selectionner plus facilement les termes recherches. Quoi qu'il
en soit on obtient ainsi diverses approximations de D(t), d'ou Ton deduit
alors par regression, soit des approximations pour f\ (t), soit des equations
devolutions approchees de f\, c'est-a-dire des equations "cinetiques".

b) En suivant la voie du systeme BBGKY on peut etablir les equations
de Vlasov ou de Boltzmann :

- On obtient 1'equation de Vlasov (13.104) comme nous 1'avons fait
au chapitre 8 en negligeant les correlations entre particules (c'est-a-dire en
posant /i2 = /i/2)- Cela revient, comme nous 1'avons vu, a supposer que les
interactions entre particules sont uniquement des interactions collectives
representees par un champ de charge d'espace. On congoit intuitivement
que ce modele de fluide continu s'applique bien aux plasmas completement
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ionises ou nous avons montre (cf. section 13.2) que les collisions lointaines
et multiples sont dominantes. De fagon plus precise la methode de Pri-
gogine et Balescu permet de montrer comme nous le verrons ci-dessous
que 1'equation de Vlasov decrit les proprietes des plasmas cinetiques sur
des intervalles de temps "courts", de 1'ordre de la periode tp = 1-n/ujp, des
oscillations electrostatiques du plasma.

• On obtient 1'equation de Boltzmann en considerant au contraire que
les interactions sont a courte portee et la densite assez faible pour que
les collisions soient binaires. En combinant ces hypotheses avec celle dite
du chaos moleculaire (correlations negligeables entre deux points suffisam-
ment eloignes) nous avons developpe au chapitre 8 le calcul qui conduit a
1'equation de Boltzmann. Les hypotheses qui servent a 1'etablir montrent
qu'elle s'applique a priori aux gaz dilues d'atomes ou de molecules neutres.

• Partant de 1'equation de Boltzmann on peut obtenir 1'equation de
Landau (13.106) [242] qui est une tentative d'application de 1'equation de
Boltzmann aux plasmas. Pour cela on suit la meme methode que dans
la section 13.3 ; on ne tient compte que des collisions lointaines (a faible
deviation), et pour eviter les divergences introduites par celles-ci on fait une
coupure a la longueur de Debye. Ce calcul est developpe dans 1'appendice
A13-3.

c) En appliquant la methode de Prigogine et Balescu aux plasmas on
peut montrer (cf. [314, p. 62 et p. 144] que le developpement par rap-
port aux puissances de e2 non combinees (termes en e2r de la serie multi-
ple (13.113) par opposition aux termes en (e2n)p et (e2t}q ou il apparait
des puissances de e2 combinees avec n ou t) est en fait equivalent a un
developpement par rapport aux puissances de A~2/3. Or dans les plasmas
cinetiques classiques, A~2/3 est un petit parametre : il est done raisonnable
de ne conserver que les termes dominants d'ordre zero par rapport a ce
parametre, c'est-a-dire de se limiter dans la serie (13.113) aux termes
d'ordre r = 0.

On recherche ensuite les temps caracteristiques qui peuvent inter-
venir dans la dynamique du plasma. Toujours en se limitant aux plasmas
cinetiques on est ainsi amene a la remarque essentielle que nous avons
deja faite plusieurs fois : il existe deux temps caracteristiques d'ordres de
grandeur tres differents :

• tp periode des oscillations de plasma

• tr temps de relaxation par collisions, avec d'apres (13.73) :
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On a par exemple pour ne = 1011 cm~3 et KTe = I eV : tp/tr ~ 1.4 10~3.
Dans ces conditions on est amene a distinguer deux domaines d'evolution
completement differents :

• Sur des intervalles de temps courts (t ~ tp) on ne garde dans la serie
multiple (13.113) que les termes d'ordre q — 0 par rapport a e2t. Le
calcul montre par centre qu'il faut garder tous les ordres en p. En le
developpant on aboutit [314] a 1'equation de Vlasov qui decrit done
le comportement collectif du plasma pour des intervalles de temps
de 1'ordre de tp.

• Sur des intervalles de temps longs (t ~ tr) on doit tenir compte
des termes d'ordre q > I par rapport a e2t ; en gardant tous les
termes d'ordre p et q quelconque (mais comme nous 1'avons jus-
tifie ci-dessus en eliminant tous ceux d'ordre r ^ 0) on est conduit
a 1'equation cinetique de Balescu (13.108). Celle-ci a ete obtenue
independamment par Lenard [234] en partant du systeme BBGKY.
Elle represente a peu pres ce qu'on peut faire de mieux en matiere
d'equation d'evolution des plasmas cinetiques classiques. En ajoutant
les deux expressions de Vlasov et Balescu on decrit en effet de fagon
self-consistente a la fois les effets de collisions et les effets collectifs :
on constate d'ailleurs que les integrales qui y figurent convergent sans
qu'il soit necessaire de faire des coupures plus ou moins artificielles.

On peut simplifier le calcul qui conduit a 1'equation de Balescu en ne
gardant que les termes d'ordres p = q. On retrouve ainsi 1'equation de
Landau. Mais cette equation simplified n'est pas aussi satisfaisante, comme
on pouvait s'y attendre : les integrales qu'elle contient ne convergent pas
et necessitent des coupures. Une maniere elegante d'effectuer ces coupures
consiste a supposer que les particules interagissent non pas par un potentiel
de Coulomb mais par un potentiel de Debye :

On montre alors [314, p. 230 et suiv.] que 1'equation de Landau ainsi formee
est en general une tres bonne approximation.

d) Les equations de Landau et de Balescu peuvent par un changement
d'ecriture se mettre sous une forme ou J^ apparait comme une combinai-
son lineaire de fa et de dfa/dw^. Ce calcul est developpe dans 1'appendice
A13-4 et conduit a 1'expression (13.111) dite de Fokker-Planck. Dans la
section 13.5 nous avons considere cette equation comme resultant directe-
ment de 1'existence des coefficients de transport dans 1'espace des vitesses,
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et nous avons montre que Fab est la force de friction des particules a sur
les particules 6, tandis que Dab est le coefficient de diffusion dans 1'espace
des vitesses w^ de la densite fa des particules a sur le gaz de particules b.
Si 1'on decrit comme nous 1'avons fait les phenomenes d'interactions par
une suite de collisions binaires, on peut expliciter ces coefficients au moyen
des formules de Rosenbluth (13.46) a (13.50).

La validite de 1'equation de Fokker-Planck depasse cependant le cadre
de la theorie collisionnelle faite dans les sections 13.3 et 13.5. On peut
1'obtenir a partir d'une analyse purement probabiliste : on fait 1'hypothese
que la vitesse d'une particule du gaz subit une suite de petites variations
aleatoires ; on caracterise les proprietes de ces variations par les coeffi-
cients du premier ordre et du deuxieme ordre introduits dans la section
13.3 et Ton obtient finalement 1'equation de Fokker-Planck sous 1'une des
deux formes equivalentes (13.82) ou (13.83) avec les memes relations de

correspondance (13.112) entre Fa&, -Da&, (Au^}b/A£ et (A{^ Au^)b/At.
Contrairement a ce que pourrait faire penser la formule 13.111 du

tableau 13.4, 1'equation de Fokker-Planck n'est pas une equation lineaire

parce que les coefficients Fab et Dab dependent des fonctions de distribution
fb : cette dependance couple entre elles les diverses equations d'evolution
et introduit d'autre part des termes quadratiques en fa lies aux interac-
tions a-a. La situation se simplifie par contre quand on traite un probleme
a vrai dire un peu ideal dit de particules tests analogue a celui dont nous
sommes partis dans la section 13.3. II consiste par exemple a supposer que
les particules d'espece a sont en tres petite quantite et que les distributions
fb sont determinees par autre chose que les interactions avec les particules
a. On considere alors les fonctions fb comme donnees ; on neglige d'autre
part les interactions a-a : 1'equation de Fokker-Planck des particules a est
alors completement determinee et lineaire en fa.

13.7 Conductivite electrique

13.7.1 Conductivite sans echauffement

Pour calculer la Conductivite electrique, il faut etudier les petites per-

turbations creees par un champ electrique E uniforme dans un plasma

homogene ; on suppose E continu, dirige suivant Oz, et 1'on admet que
les ions ont une fonction de distribution maxwellienne a la temperature
T ; on pose enfin :
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en supposant que E est assez faible pour que fe reste aussi maxwellienne
a la temperature T, fe etant une petite perturbation du premier ordre
de la forme :

ou 9 est Tangle entre ~vj et E. L'equation de Fokker-Planck relative aux
electrons peut s'ecrire symboliquement :

Si on neglige les termes proportionnels a E2 le premier membre s'ecrit :

L'analyse du deuxieme membre etant difficile, on peut etudier tout d'abord
ce que donnerait le modele du gaz de Lorentz parfait. Autrement dit, on
neglige d'abord les collisions e-e et dans le calcul de -#jrcoZi e_ i? on suppose
que les ions sont immobiles (hypothese equivalente a me/mi = 0) ; 1'etude
de ce cas limite a partir des formules (13.87) a (13.92) est developpe dans
le probleme PI3-1 ; on obtient :

Cette relation est identique a celle obtenue au chapitre 12 en utilisant
1'operateur de Lorentz J(/) deduit de 1'equation de Boltzmann ; on peut
done calculer la conductivite par application de la formule (12.61) ; ce cal-
cul est developpe dans le probleme PI3-2 ; on obtient ainsi la "conductivite
de Lorentz" :

On peut faire un calcul plus exact en exprimant toujours, ce qui est Justine,
1'interaction e-i au moyen de la formule (13.120) mais en tenant compte des
interactions entre electrons ; on utilise alors 1'equation de Fokker-Planck
relative aux electrons en limitant le developpement de fe aux anisotropies
d'ordre 1 [cf. formule (13.116)] et en supposant toujours que fe et fi sont
des fonctions maxwelliennes a la temperature T ; autrement dit on neglige
1'echauffement des electrons et des ions, ce qui semble satisfaisant pour
les tres faibles valeurs de E. L'application des formules (13.87) a (13.92)
conduit a poser :
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ou ho et go sont les termes d'interaction e-e isotrope, c'est-a-dire les quan-
tites definies par les formules (13.218) et (13.219). hei et g&i sont les termes
d'interaction e-i, c'est-a-dire les quantites definies par les formules (13.239)
et (13.240). Les termes hi et g\ qui sont des termes d'interaction e-e lies
a 1'anisotropie de fe compliquent beaucoup les calculs. Neanmoins Spitzer
et al. [232] ont obtenu par une methode un peu differente une equation
differentielle pour la fonction ai(w) du developpement (13.88) et apres
une integration numerique assez difficile ont trouve pour la conductivite
electrique d'un plasma constitue d'ions de charge ^ = Ze 1'expression :

Le facteur 7(Z) est une fonction croissante du rapport Z = \qi/qe\, avec :

Le fait que i(Z] tende vers 1 lorsque Z —>• oo montre que le modele
de Lorentz s'applique dans ce cas limite. II se trouve done que dans un
plasma d'ions multicharges de Z eleve, ce sont les interactions e-i qui
sont dominantes. Ce paradoxe est du au fait que les interactions e-e font
intervenir un facteur Z tandis que pour les interactions e-i c'est Z2 qui
intervient. Si on rapproche les formules (13.30), (13.121) et (13.124) on
obtient pour Z = 1 :

et pour la resistivite :

On voit que la densite ne s'est eliminee et que la resistivite d'un plasma
completement ionise ne depend que de sa temperature. Elle devient
d'ailleurs tres faible aux hautes temperatures. On rappelle que Ton a pour
le cuivre a la temperature ordinaire :
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13.7.2 Echauffement et emballement des electrons
Le calcul de la conductivite des gaz totalement ionises que nous venons
de faire dissimule les difficultes essentielles. II est fonde sur les deux hy-
potheses suivantes :

a) En presence du champ E le gaz d'electrons tend vers un etat sta-
tionnaire.

b) Dans cet etat stationnaire, I'echauffement des electrons est negli-
geable.

II conviendrait, comme pour les gaz faiblement ionises, de discuter ces
deux hypotheses ; la discussion mathematique est malheureusement plus
difficile a faire dans les gaz totalement ionises a cause du caractere non
lineaire de 1'equation de Fokker-Planck. Cependant, il est facile de se rendre
compte, par un raisonnement semi-quantitatif, que les hypotheses a) et b)

sont fausses, aussi faible que soit E.
Considerons en effet les electrons qui, a 1'instant initial, ont une vitesse

w bien determinee et dirigee dans le sens inverse a E ; ils vont etre acceleres

par E et freines par les collisions ; pour savoir quel est celui de ces deux
phenomenes qui 1'emporte, considerons ces electrons comme formant un
faisceau de particules et etudions leur evolution en ecrivant 1'equation de
leur mouvement d'une fagon approchee sous la forme :

Si eE/m > |{Ait;||)/A£|, les electrons consideres sont acceleres.
Si eE/m < |{Aiy||)/Ai|, ils sont freines.

Or |{Au!||)/At| est donne par la formule (13.58). On peut done cons-
truire la courbe representant |(Aw|j)|/At en fonction de w ; elle a 1'allure
represented sur la figure 13.8(a). Le maximum se produit pour une valeur
de w tres voisine de vol. Pour discuter la formule (13.130) on compare
graphiquement les valeurs de eE/m et |{Au>||)/At| en tragant sur la fi-
gure 13.8(a) la droite d'ordonnee eE/m. Si le plasma est au voisinage de
1'equilibre thermodynamique, la plupart des electrons ont une vitesse w
situee au voisinage de w^ 3> Wl. La valeur correspondante du coefficient de
ralentissement se situe sur la figure au voisinage du point A dans la partie
descendante de la courbe. Ceci nous conduit a definir un champ electrique
critique Ec par la condition :

En comparant les formules (13.131) et (12.112), on trouve que ce champ
critique est assez voisin du champ critique d'echauffement E\ defini au
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Figure 13.8 : "Runaways" primaires.

a) Forces appliquees aux electrons : force de freinage et force electrique.
b) Espace des vitesses et "runaways" primaires : les electrons dont la vitesse
est a droite du plan w = w\ sont immediatement decouples.

paragraphe 12.7.3 ; on a plus precisement, si on calcule ces deux champs
pour la vitesse la plus probable :

Si le champ applique au plasma est egal a Ec, on se rend compte qu'une
grande partie des electrons du plasma (ceux pour lesquels on a wz > w^)
vont etre acceleres parce que pour eux eE/m > |{Au>||}/A£|, 1'acceleration
se poursuivra infiniment parce que le coefficient de frottement decroit avec
w ; c'est le phenomene des electrons decouples ("runaways" en anglais) ;
il semble alors se produire sur une grande partie des electrons du gaz. Si
au contraire E <C ECJ la droite d'ordonnee eE/m coupe la courbe en un
point M d'abscisse w(E) ^> w^ . Dans ces conditions, seuls les electrons de
vitesse plus grande que w(E) sont decouples immediatement; ils laissent
derriere eux en se decouplant une fonction de distribution electronique
tronquee dans 1'espace des vitesses par le plan wz — w(E). L'ensemble des
electrons non decouples, qui constitue la plus grande partie du plasma,
va tout'd'abord acquerir une vitesse de fluide limitee donnant lieu a un
courant et une conductivite finis ; cet equilibre va s'etablir en un temps
qui est de 1'ordre de l/z/i(w^). Mais d'autre part, par suite des interactions
e-e, la fonction de distribution des vitesses electroniques va tendre a se
maxwellianiser a nouveau en remplissant le vide de 1'espace des vitesses
laisse par les electrons decouples ; le phenomene est assez analogue a celui
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decrit dans 1'appendice A13-3 ; il se produit en un temps de 1'ordre de
l/vl(w(E}}.

La region w > w(E) etant ainsi continuellement realimentee, tous les
electrons du gaz vont etre fmalement decouples. Le processus a d'ailleurs
tendance a s'accelerer car le nombre des electrons non decouples va en
decroissant ; il en resulte pour une vitesse donnee une diminution de
|{Aw;y}/At|, done, pour un champ E donne, une augmentation du taux de
production des electrons decouples. En resume, aussi petit que soit E, tous
les electrons du plasma seront finalement decouples au bout d'un temps
sufisamment long. On doit done considerer la conductivite calculee au para-
graphe precedent comme representant les phenomenes de fagon transitoire,
c'est-a-dire pour des instants compris entre l/i/i(w^) et l/i>i(w(E).

On congoit que si E est assez faible, le phenomene des electrons
decouples est lent a demarrer. De ce fait, pendant un certain intervalle tran-
sitoire la conductivite de Spitzer reste valable. L'etude de ce regime transi-
toire et de 1'amorc.age du processus catastrophique des electrons decouples
a ete faite tout d'abord par Dreicer [236], [237] en faisant 1'hypothese sim-
plificatrice qu'a tout instant du phenomene, la distribution des vitesses
electroniques est representee par une fonction maxwellienne deplacee :

On est ainsi ramene a etudier en fonction du temps 1'evolution de ve

et Te. Les variations de ces deux grandeurs en fonction du temps sont
representees schematiquement sur la figure 13.9 pour le cas d'un champ
electrique faible : E <C Ec. On y a porte en abscisse la quantite x = v\(w^)t,
^\(we) etant toujours calculee au moyen de la formule (13.19).

Les courbes montrent un palier, d'autant plus long que E est petit et
qui correspond aux calculs de Spitzer. Ulterieurement Kruskal et Bernstein
[239] ont public une theorie plus exacte (a ceci pres qu'ils negligent les
interactions e-e). Us decomposent 1'espace des vitesses en trois regions
(Fig. 13.10) :

1. la region de collision ou 1'etat du gaz reste presque isotrope ;

2. la region de transition ou les anisotropies sont importantes ;

3. la region des electrons decouples correspondant aux grandes valeurs
de la vitesse.

II y a en permanence un flux d'electrons passant de la region 1 dans la
region 2 et de la region 2 dans la region 3.
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Figure 13.9 : Variation de ve et de Te en fonction du temps.

Schema pour un champ electrique faible (E <C Ec).

Figure 13.10 : Espace des vitesses suivant Kruskal et Bernstein [239].

En fait, les electrons decouples ne sont pas acceleres indefiniment,
parce que tot ou tard apparaissent des phenomenes de freinage d'une
autre nature que les collisions elastiques. En particulier, si les electrons at-
teignent des energies de 1'ordre de 10 keV, ils seront ralentis energiquement
par emission d'un rayonnement de bremsstrahlung. Mais par ailleurs,
1'instabilite de Buneman (cf. section 7.3) est un autre mecanisme de
freinage beaucoup plus efficace : un faisceau d'electrons traversant un
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plasma peut voir son energie de translation diminuer au profit d'oscillations
de plasma se developpant soit dans le faisceau soit dans le plasma traverse ;
quand 1'amplitude des oscillations devient tres grande, des effets non
lineaires tres importants se produisent; en certains endroits, le faisceau ini-
tial peut meme rebrousser chemin ; un faisceau monocinetique se subdivise
progressivement en une serie de faisceaux moins denses et retourne progres-
sivement a 1'etat desordonne. Buneman [81] a montre que ce mecanisme,
qu'il a appele les collisions collectives, limite la conductivity d'un plasma
totalement ionise a une valeur de 1'ordre de :

soit :

d'ou finalement, d'apres (13.73) :

Dans le cas typique ou In A = 10, la formule (13.136) donne done une
conductivite qui est de 1'ordre 107 fois plus petite que celle <TL deduite des
collisions binaires par le modele de Lorentz. Une telle difference montre
1'importance de ce phenomene et la necessite d'etudier conjointement le
freinage collisionnel et le developpement des instabilites. On a essaye de
verifier ces theories avec des experiences utilisant un plasma torique [240]
(c'est la meilleure maniere de simuler un plasma infini). Cependant, ces
experiences sont delicates car les collisions inelastiques et les instabilites
masquent le phenomene. On trouvera en [241] un expose de synthese plus
recent sur les etudes tant numeriques qu'experimentales de ce phenomene
des electrons "runaways" qui joue un grand role dans les machines a fusion
controlee du type Tokamak.

13.8 Autres coefficients de transport

La methode employee pour evaluer la conductibilite electrique peut aussi
etre appliquee aux autres coefficients de transport. Nous ne considerons ici
que la conductibilite thermique en reproduisant 1'analyse faite par Spitzer
[233].

En presence d'un gradient de temperature VT, il apparait non seule-

ment un flux de chaleur, ~q , mais aussi un courant electrique J . Le
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gradient de temperature modifie la fonction distribution des vitesses
electroniques et un courant resultant d'electrons apparait [cf. (12.145)].
De meme, un champ electrique produit un flux de chaleur. En 1'absence
de champ magnetique, on peut ecrire pour un etat stationnaire4 :

D'apres la thermodynamique des processus irreversibles [243, chapitre 8],
ces quatre coefficients ne sont pas independants, mais lies par la relation :

Les effets thermoelectriques representes par les equations (13.137) et
(13.138) tendent a reduire le coefficient effectif de conductibilite ther-
mique. Dans un etat stationnaire aucun courant ne peut passer dans la
direction du gradient de temperature, puisqu'une divergence de courant
en resulterait, et des champs electriques augmenteraient rapidement sans
limite. Un champ electrique secondaire est produit, de fagon a compenser
le courant produit par le gradient de temperature. Ce champ electrique
secondaire agit a son tour pour reduire le flux de chaleur. Le coefficient de
conductibilite effectif est reduit a e/C, ou :

Pour un gaz de Lorentz (cf. probleme P13-3), la valeur de fC est :

pour e = 0.40.
En tenant compte des interactions e-e, /C devient :

4. Nous prenons pour a et £) les signes choisis par Balescu [308, section 5.5] qui sont
opposes a ceux de Spitzer.
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Le tableau 13.5 donne les valeurs de ST et de e pour differentes valeurs de
Z, extraites de la reference [233], qui donne aussi des resultats detailles
pour a et (3. On y voit que 1'equation (13.139) est satisfaite a environ un
millieme pres, verification utile de la precision numerique du calcul.

Z I 1 2 4 16 oo
~fc 0.225 0.356 0.513 0.791 1.000

e I 0.419 0.410 0.401 0.396 0.400

Tableau 13.5 : valeurs de ST et de e.

L'efFet d'un champ magnetique transversal sur la conductibilite ther-
mique peut s'evaluer grossierement en admettant que le flux de chaleur est
(comme celui de particules) reduit par un facteur l + ($le/i/i)2, ou f2e est la
frequence cyclotron des electrons. Une etude plus complete de 1'ensemble
des coefficients de transport collisionnels a ete faite par Braginskii [242],
et un resume en est donne en dans le formulaire de physique des plas-
mas edite par le Naval Research Laboratory [320]. Mais plus recemment
Balescu [308, section 5.5] a fait une etude theorique tres complete de tous
les coefficients de transport mecaniques, electriques et thermiques dans un
plasma avec ou sans champ magnetique.

13.9 Appendices

A13-1 Coefficients de transport dans 1'espace
des vitesses

a) Calcul de Au^ dans une collision

En partant des hypotheses enoncees au paragraphe 13.3.1, nous calculons maintenant
les coefficients de transport dans 1'espace des vitesses des particules d'espece a (par-
ticules tests) effectuant des collisions sur des particules d'espece b (particules cibles).
Considerons tout d'abord ce qui se passe dans une collision elementaire et designons
par :

w^ et wl les deux vitesses avant la collision ;
w£ + AtZ^t et wl + AiZJfo les vitesses apres la collision ;

~g* et g + Ag les valeurs de la vitesse relative avant et apres la collision.

Les quantites AuJ^, Atw^, ~g* et Ag sont independantes du systeme de coordonnees
dans lequel on les mesure. En se plagant dans le systeme du centre de gravite on peut
done ecrire immediatement :

Z I 2 4 16 oo
8T 0.225 0.356 0.513 0.791 1.000
e 0.419 0.410 0.401 0.396 0.400
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D'ou Ton deduit la relation entre Aw£ et Ag :

Dans une collision binaire elastique le vecteur ~g* garde un module constant et effectue

une simple rotation qui le conduit de la position initiale ~g a la position finale g' comme
indique sur la figure 13.11. On voit done sur cette figure que 1'on a :

ou x est 1'angle de deviation et "s* le vecteur unitaire porte par la bissectrice exterieure

de Tangle (~g*, g').

Figure 13.11 : Rotation du vecteur vitesse relative dans une collision binaire
elastique.

b) Calcul de (Aw^>6/At

Les valeurs de Aw£ produites par une suite de collisions de faible deviation
s'additionnent. Considerons done les collisions avec les particules 6 dont le vecteur

vitesse est dans dwt, autour d'une valeur moyenne wl et pour lesquelles le vecteur g'

est dans 1'element d'angle solide dfi autour de la position moyenne g' (Fig. 13.11). Le
nombre probable de ces collisions pour chaque particule a et pendant un intervalle de
temps At est, d'apres la definition de la section efficace cr(x) '•

d'ou Ton deduit par addition des effets de toutes les classes de collisions :
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On effectue cette integration en deux temps en calculant tout d'abord a wt, constant la
quant ite :

apres quoi on aura :

Calculons done tout d'abord A. Dans ce calcul w^ et w^. etant constants, ~g* Test aussi

et il est evident par raison de symetrie que A est dirige suivant ~g* ; on a done :

avec en remplagant cr(x) par 1'expression de Rutherford (3.69) :

Cette derniere integrate diverge a cause de sa borne x = 0 qui correspond aux colli-
sions lointaines. On elimine cette divergence en effectuant comme dans la section 3.5
la coupure physiquement raisonnable de Debye. En introduisant cette coupure5 dans
1'integrale (13.153) on obtient :

On peut d'autre part remarquer que 1'on a :

De sorte que (13.154) peut encore s'ecrire :

On remplace enfin ln(A/} / PO) par sa valeur moyenne In A ; 1'erreur ainsi faite est assez
faible puisqu'elle porte sur un terme logarithmique a variation lente. On obtient ainsi,
en reportant le resultat (13.156) dans 1'integrale (13.150), le resultat final :

5. Le calcul fait ici (superposition de collisions a faible deviation) n'est d'ailleurs
evidemment pas valable au voisinage de la borne superieure % = TT. On etend malgre
tout, par raison de simplicite, la formule (13.153) jusqu'a cette borne. C'est une ap-
proximation valable dans les plasmas cinetiques classiques parce que dans ce cas les
collisions lointaines constituent la contribution principale dans 1'integrale (13.153), de
sorte que 1'erreur relative faite est de 1'ordre de (In A)""1.
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avec :

c) Calcul de (Au£ Au£}6/A£

Oi) Regie d additivite La premiere question qui se pose pour le calcul des coeffi-
cients de transport du second ordre est de verifier que les termes quadratiques AtZ;^ &w^
s'additionnent statistiquement. Pous s'en rendre compte on peut par exemple considerer
deux intervalles de temps successifs A£i et A^2 pendant lesquels une particule a donnee
subit, du fait des collisions, des variations de vitesses (AtZ^)i et (A{^)2. Si les col-
lisions sont a faibles deviations la variation totale Aw£ pendant 1'intervalle de temps
total At = Ati + A<2 s'obtient simplement par addition :

On en deduit, pour le terme quadratique correspondant, 1'expression :

ou C represente le terme de couplage entre les effets produits pendant Ati et ceux
produits pendant At2, soit :

Si les collisions sont une suite d'evenements binaires non correles, la valeur probable de
C s'ecrit :

Or {(A{^)i) est proportionnel a Aii et ((AuJ2)2) a A<2 ; le terme (13.162) est done
proportionnel au produit A£I A*2 ; pour calculer la valeur probable de (13.161) on peut
negliger ce terme quadratique devant les contributions des deux termes qui sont lineaires
en Aii et At2, c'est-a-dire ecrire la regie d'additivite :

/5) Calcul La regie d'additivite (13.164) etant admise, on ecrit immediatement
1'analogue de la formule (13.148) :

avec :
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Pour le calcul de 1'integrale (13.167) w£, w^ et par consequent ~~g sont constants. On
peut done momentanement prendre comme axe Oz la direction de "g* et designer par if
un angle d'azimut dans le plan perpendiculaire a ~g . Les composantes de ~~s sont alors :

On voit alors immediatement que dans 1'integrale (13.167) 1'integration sur (f rend nuls
tous les termes rectangles :

cependant que Ton a pour les termes diagonaux :

Calculons done successivement Bxx et Bzz ; on remarque tout d'abord pour cela que
1'integrale sur <p donne pour ces termes un facteur TT, apres quoi il reste a integrer sur
X, ce qui donne :

Cette integrate diverge ; on effectue pour la rendre convergente la meme coupure que
precedemment [cf. formule (13.153)] ; il vient alors :

soit, avec les memes approximations que pour le calcul de A :

En comparant (13.173) et (13.177) on voit que pour les plasmas cinetiques classiques
ou In A 3> 1 on peut negliger Bzz devant BXx ou Byy et ecrire done :

Dans le systeme de coordonnees ou nous nous sommes places on peut voir facilement
que Ton a :
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ou 1 est le tenseur diagonal unitaire. Mais sous cette derniere forme le resultat est ecrit
de fagon tensorielle exacte et est done independant du systeme de coordonnees choisi.
On peut d'autre part facilement montrer que, r etant un vecteur position quelconque,
on a 1'identite :

En reportant les resultats (13.179) et (13.180) dans 1'expression (13.178) on obtient :

D'oii, en remontant a la formule (13.167), le resultat final :

avec :

ra{, etant comme precedemment defini par la formule (13.158).

d) Cas oil f(wt>) est isotrope

a) Calcul de {Aiya){,/A£ Lorsque f ( w l ) est isotrope, les integrates Hab et Gab
ne dependent pas de 1'orientation de w^ : ce sont elles-memes des fonctions isotropes de
w£. Pour les calculer on peut prendre wa comme axe Oz et utiliser un developpement en
polynomes de Legendre. D'apres la definition geometrique des polynomes de Legendre
(cf. [268], [269]) on a :

ou 6 est Tangle des vecteurs w£ et w^,. Dans 1'integrale (13.159) seuls les termes de l/g
en P0(cos#) donnent une contribution lorsque f(u>b) est isotrope. On deduit done de
(13.184) et (13.185) :

d'ou Ton deduit d'apres (13.157) :

(3) Calcul de (Aw^ Ai^)b/At Pour calculer Gab il faut d'abord developper g
en polynomes de Legendre ; pour cela on ecrit :
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Le developpement de l/g en polynomes de Legendre est donne par les formules
(13.184) et (13.185). Pour obtenir celui de g on voit d'apres (13.188) qu'il faut connaitre
celui des produits PI Pg ; a partir d'une formule donnee par Whittaker et Watson [265,
p. 331] on obtient :

Pour le calcul de Gaj> on a seulement besoin de connaitre dans g le terme en P0, terme
que nous designons par g0. De (13.188) et (13.189) on deduit facilement :

d'ou :

On remarque d'autre part que Ton a 1'identite :

ou A est une fonction quelconque de wa ; d'ou, compte tenu de (13.182), et (13.193) le
resultat final :

oil / designe la fonction de distribution f(wb) des particules cibles. Si Ton prend w£
comme axe Oz on voit immediatement que ce tenseur prend la forme :

avec :
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e) Cas ou f(wb) est maxwellienne

Q;) Calcill de (Awai|)b/At Dans les calculs du paragraphe precedent on parti-
cularise maintenant f(w^) en posant :

ou Wfr designe la vitesse la plus probable des particules cibles. Pour effectuer les calculs
on pose :

On obtient alors facilement, en reportant (13.199) dans (13.187) et en tenant compte
de (13.158) :

avec :

(3) Calcul de ((Alfaj_) }&/At Un calcul analogue fait a partir de la formule
(13.197) donne :

avec :

^
A13-2 Equation de Landau
Partons du terme de collision (8.79) de Boltzmann que nous recrivons sous la forme :

Dans un plasma cinetique classique on peut negliger les collisions proches, les variations
de vitesses :

sont faibles et 1'on peut tranformer Caf, en developpant f'a et f'b en serie de Taylor, soit
en se limitant au deuxieme ordre :
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d'ou :

En reportant cette expression dans Ca(, on obtient 1'equation de Fokker-Planck (13.83)
ou 1'equation de Landau (13.106). Ce calcul est developpe dans [104, annexe II] ; nous
le resumons ci-dessous.

On peut se demander pourquoi il est necessaire et d'ailleurs suffisant de pousser le
developpement ci-dessus jusqu'au deuxieme ordre. La raison en est la divergence coulom-
bienne des integrates : les termes du premier et du deuxieme ordre du developpement
ci-dessus donnent tous deux un resultat infini lors de 1'integration sur x lorsque x ~~* 0-
Pour supprimer la divergence il faut comme d'habitude faire la coupure de Debye. II
en resulte alors deux contributions du meme ordre de grandeur proportionnelles a In A.
Rappelons que dans les plasmas cinetiques classiques, on a In A 3> 1. Cela etant, on
peut montrer que les termes d'ordre superieur a 2 dans le developpement de Taylor ne
produisent au contraire aucune divergence et apportent une contribution plus faible,
par un facteur d'ordre In A, que les contributions du premier et du deuxieme ordre.

Pour effectuer le calcul de 1'integrale (13.206) on exprime d'abord comme au para-

graphe A13-1 Awa et Au;^ dans une collision en fonction de la variation Ag du vecteur
vitesse relative dans cette meme collision. On obtient ainsi :

On effectue d'abord 1'integration sur I'angle de deviation, c'est-a-dire sur d£l. Ce calcul
est identique a celui des coefficients de transport dans 1'espace des vitesses fait dans

1'appendice A13-1. On introduit les valeurs moyennes de Ag et AgAg sur les angles,
soit :

On obtient les expressions (13.154), (13.178) et (13.179). En effectuant ensuite
1'integration sur dwi,, on obtient finalement le resultat (13.106).

A13-3 "Maxwellianisation" des electrons ou des ions
par self-interaction

Considerons dans un plasma 1'une des composantes chargees, par exemple les electrons,
et supposons que leur fonction de distribution a un certain instant initial soit isotrope
mais non maxwellienne ; etudions 1'evolution de cette fonction de distribution vers 1'etat
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maxwellien, sous 1'effet des seules interactions e-e, c'est-a-dire en negligeant les inter-
actions e-i et en supposant qu'il n'y a aucune force exterieure appliquee aux electrons ;
on peut esperer ainsi preciser la notion de temps de "maxwellianisation" des electrons
entre eux, notion que nous avons introduite au paragraphe 12.9.1 ; les calculs que nous
aliens faire peuvent d'ailleurs s'appliquer aux ions, dans la mesure (discutable) ou les
interactions i-e peuvent etre negligees.

On etudie le probleme ainsi pose au moyen de 1'equation :

le deuxieme membre etant calcule au moyen des formules (13.89) a (13.92) qui ici se
simplifient enormement ; en effet :

- il n'y a qu'un seul type de particules en jeu ; les indices a et 6 etant done partout
egaux, on peut les supprimer ;

- toutes les fonctions etant isotropes on peut poser -^- = -^- — ^—Oet reduire
les sommes (13.90), (13.91) et (13.92) a leur premier terme avec :

L'equation (13.89) s'ecrit done :

avec :

En combinant ces trois equations on peut mettre finalement 1'equation d'evolution
(13.215) sous la forme :

On peut la mettre sous une forme reduite en 1'ecrivant d'abord :

en appelant pour alleger les notations A f ( w ) la quantite entre crochets dans (13.220).
L'operateur A.f(w) est homogene par rapport a / de degre 2 et par rapport a w de
degre zero. Cela permet d'enoncer sans integration d'importantes lois de similitude. On
peut en effet caracteriser 1'etat initial du gaz d'electrons par sa densite n, sa vitesse
quadratique moyenne w\ (qui definit 1'energie moyenne des particules) et enfin la forme
de sa fonction de distribution. Au cours de 1'evolution seule cette forme varie, n et w\
restant constants ; c'est pourquoi nous posons :
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avec :

II est facile de voir que (f(u) satisfait alors a la double condition

En portant (13.222) dans (13.221), on obtient :

en appelant ici (vi} 1'expression v\(w\) relative aux particules considerees. Introduisons
enfin un temps reduit s defini par la formule :

Nous obtenons 1'equation reduite

qui ne contient plus aucun parametre. Autrement dit, toutes les fonctions de distribution
semblables relaxent de fagon semblable, les lois devolution devenant identiques si on
prend comme unite de vitesse la vitesse quadratique moyenne et comme unite de temps
une unite inversement proportionnelle a {v\). Or, Ton a :

L 'echelle de temps des relaxations par self-interaction varie comme la racine carree de
la masse, la puissance 3/2 de I'energie et I'inverse de la densite. Rosenbluth et al. [230]
ont effectue une integration numerique de 1'equation (13.227) dans un cas particulier
interessant : celui oil a 1'instant initial tous les electrons ont la meme vitesse w\. Les
resultats sont represented sur la figure 13.12.

En fait, une distribution initiate du type fonction de Dirac / = <5(ifi) est impossible
a manipuler numeriquement ; cependant on peut admettre qu'au bout d'un temps
relativement court (de 1'ordre de 0.1 /("i}), elle se sera legerement elargie et pourra etre
representee par une courbe de Gauss ; c'est cette distribution qu'on peut prendre comme
etat initial ; elle est representee par la courbe CQ de la figure 13.12 ; les courbes C\ et C-z
representent la fonction de distribution aux instants t = 0.62/(i^i) et t = 4.1/(i^i) ; la
courbe Coo est la distribution maxwellienne ; on voit que pour les vitesses w de 1'ordre
de wi 1'etat maxwellien est atteint au bout d'un temps de 1'ordre de l/(^i) ; ce temps
coincide assez bien avec les temps de relaxation moyens tr ou to relatifs aux collisions
e-e que nous avons calcules au paragraphe 13.4.2 (cf. tableau 13.2).

Par centre, la queue de la distribution maxwellienne du cote des hautes energies
se remplit beaucoup plus lentement. Une etude approchee [230] de 1'equation (13.227)
montre que 1'on atteint 1'etat maxwellien pour la valeur w ~^> w\ au bout d'un temps
*M (w) donne par la relation approchee :
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Figure 13.12 : Maxwellianisation des electrons.

^

A13-4 Ecriture de 1'equation de Landau sous la forme
de Fokker-Planck

Le terme (13.106) J^ de 1'equation de Landau (cf. tableau 13.4) peut s'ecrire, en faisant
sortir fa et —^ de 1'integrale, sous la forme :

dwa

avec :

Mais Ton a de fagon generate, pour un tenseur tel que B fonction de w^ et symetrique :

de sorte que (13.230) peut aussi s'ecrire :

avec :
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Sous la forme (13.234) 1'equation qui exprime J^, en fonction de fa et dfa/dw£ est
1'analogue exacte dans 1'espace des vitesses d'une equation de flux dans 1'espace ordinaire
en presence d'une force exterieure et d'un gradient de pression [cf. par exemple les
formules (5.13) et (5.63)]. Le meme calcul peut se faire a partir de 1'equation de Balescu
(13.108) du tableau 13.4 ; il conduit encore aux formules (13.234), (13.234), (13.234)

mais dans les expressions (13.231) et (13.232) de B et B il faut remplacer Fab par Naf,

et Gab Par Uab.

13.10 Problemes

P13-1 Linearisation de 1'equation de Fokker-Planck
a) En posant dans les equations (13.88) a (13.215) :

et en ne tenant compte que des collisions avec les ions, montrer que Ton a pour
les electrons :

b) En deduire la relation :

P13-2 Conductivite electrique de Lorentz
En partant de la formule (12.61) et en supposant pour simplifier B = 0, montrer que
1'on a :

P13-3 Conductivite thermique de Lorentz
En admettant que ao est maxwellienne et en calculant les moyennes appropriees de v\,

comparer 1'expression (13.141) donnee par Spitzer aux resultats de la section 12.8.
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Chapitre 14

Plasmas et rayonnement

14.1 Introduction

Dans ce chapitre nous traitons de 1'emission de rayonnement electromagne-
tique par les plasmas et, de fagon plus generale, de 1'interaction des champs
de rayonnement avec les particules materielles au sein d'un plasma. Meme
dans le cas d'un plasma froid et faiblement ionise produit par decharge
electrique dans un gaz, les electrons possedent une energie suffisante pour
exciter les atomes de 1'etat fondamental vers des etats radiatifs. L'emission
de raies atomiques est alors un des moyens par lesquels le plasma cede une
partie de 1'energie apportee par le champ electrique applique. Cependant
les phenomenes radiatifs sont beaucoup plus importants dans le cas des
plasmas thermonucleaires : ces plasmas de temperature tres elevee rayon-
nent une quantite d'energie extremement importante qui doit etre fournie
par les reactions nucleaires pour que la temperature soit conservee.

devaluation quantitative du rayonnement emis par un plasma necessite
la prise en compte de son epaisseur optique pour le rayonnement qu'il peut
emettre. Si le plasma est optiquement epais (completement opaque) alors
il emet comme un corps noir et la perte d'energie qui en resulte peut etre
importante (~ T4). C'est le cas dans les plasmas d'explosion nucleaire, ou
1'enorme quantite d'energie liberee par les reactions nucleaires equilibre la
colossale quantite d'energie rayonnee. Dans ces conditions il serait abso-
lument impossible de faire fonctionner un reacteur a fusion controlee, ou
les temperatures mises en jeu sont comparables a celles d'une explosion,
mais dans lequel le taux de production d'energie doit etre beaucoup plus
faible pour eviter la destruction du reacteur. Cependant les plasmas usuels
de laboratoire sont optiquement minces pour leur propre rayonnement, et
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cela implique que 1'emission totale d'energie rayonnee est moindre que celle
d'un corps noir. Dans ces conditions la fusion thermonucleaire controlee
devient possible a priori.

Dans le cas d'un plasma optiquement mince, on ne peut evaluer la puis-
sance rayonnee que par une analyse detaillee des processus responsables de
remission de rayonnement. Si le plasma est completement ionise, compose
par exemple d'electrons et de protons, le rayonnement est produit par les
electrons libres. La theorie bien connue du rayonnement d'une particule
chargee acceleree, decrite dans les ouvrages d'electrodynamique classique,
permet alors de calculer le rayonnement emis. Ce sera le sujet de la section
14.2 dans laquelle on discutera en detail les deux processus fondamentaux
d'emission de rayonnement par des electrons, a savoir remission cyclotron
et le bremsstrahlung. Cette theorie ne s'applique en principe qu'aux plas-
mas composes uniquement d'electrons et de noyaux nus. Cependant, un
plasma meme completement ionise peut contenir des ions qui n'ont pas
ete completement "epluches" de tous leurs electrons ; dans de tels cas on
doit egalement tenir compte de 1'emission due aux transitions entre deux
niveaux lies.

Dans tous les cas, le couplage du rayonnement avec la matiere doit
etre pris en compte. Par cela on veut dire, tout d'abord, que le rayon-
nement emis par certaines parties du plasma peut etre absorbe dans les
couches externes de celui-ci et done que 1'emission resultante dans le vide
exterieur depend de ces phenomenes d'auto-absorption. A la fin de la
section 14.5 nous evaluerons 1'ordre de grandeur de la longueur d'auto-
absorption d'un plasma. Mais, d'autre part, la presence de grandes quan-
tites de rayonnement dans un plasma modifie sa composition physico-
chimique, c'est-a-dire la population des differentes especes presentes dans
le plasma. Le probleme de 1'etude simultanee de 1'emission de rayonnement
par la matiere et de la modification de 1'etat de celle-ci par 1'existence de
grandes quantites de rayonnement est connu sous le nom de probleme du
transfert radiatif. Nous discuterons cette theorie generale dans la section
14.8.

Lorsque la quantite de rayonnement dans un plasma est importante, on
peut d'ailleurs assimiler le rayonnement a un fluide et au lieu de considerer
le plasma comme compose d'electrons, d'ions et eventuellement de neutres,
considerer qu'il contient aussi un gaz de photons qui peuvent, en quelque
sorte, etre traites comme les particules materielles. On peut en effet ecrire
des equations cinetiques et hydrodynamiques pour le gaz de photons, et
c'est cette approche que 1'on nomme 1'hydrodynamique radiative. Elle n'est
que peu utile dans le cas des plasmas de faible densite dans lesquels les
phenomenes collectifs sont les plus importants ; c'est au contraire une
formulation tres fructueuse des problemes concernant les plasmas chauds
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et tres denses tels que ceux rencontres en astrophysique et dans 1'etude
des explosions nucleaires.

Enfin, dans la section 14.9 nous introduirons, pour resumer tout le
chapitre, une classification des plasmas du point de vue du rayonnement.
Ceci generalisera la classification des plasmas introduite au chapitre 1 ou
le rayonnement etait ignore.

*
14.2 Emission de rayonnement par

les electrons libres

14.2.1 Champs d'une particule chargee
(formules relativistes)

On sait qu'une distribution continue de charge p(~r*,t) et de courant

J ("r*,*) peuvent etre obtenus a 1'aide des potentiels retardes de Lorentz
qui sont des solutions exactes des equations de Maxwell (voir par exem-
ple [289]). A partir de ceux-ci, on peut obtenir des potentiels approches
qui decrivent le champ elect romagnetique a 1'exterieur d'une particule
quasi ponctuelle. Un electron, par exemple, peut etre assimile a un pe-
tit volume charge dont le rayon est de 1'ordre de 10~12 cm, mais dont la
structure interne est mal connue. Si on s'interesse seulement au champ
electromagnetique a 1'exterieur de ce tres petit volume, on peut alors rem-
placer les potentiels exacts de Lorentz par ceux de Lienard-Wiechert qui
fournissent une excellente approximation de ce champ externe. Ces poten-
tiels sont donnes par les formules suivantes :

A partir de ces expressions, les champs sont donnes par les formules
habituelles :

Les notations et la geometric du probleme sont presentes sur la figure
14.1. Au temps £, la particule est au point O et 1'observateur en P. Le
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Figure 14.1 : Champs produits par une particule chargee en mouvement.

O, P Positions de la particule et de Pobservateur a 1'instant t.
M Point source a 1'instant t — r/c.
O' Position virtuelle de la particule a 1'instant t (comme si ~a etait nul).

potentiel et les champs au point P sont des fonctions de la position T*, de
la vitesse 1? et de 1'acceleration ~a de la particule ; cependant les valeurs
de ces quantites ne doivent pas etre prises au point O et au temps i, mais
a 1'instant anterieur (t — r/c) en un certain point M de la trajectoire qu'on

appelle le point source. La position ~r* = MP du point source est definie
par la condition que la lumiere prenne le meme temps pour aller de M en
P, que la particule pour aller de M en O. Le temps (t — r/c) est le temps
retarde. On a egalement represente sur la figure une position virtuelle O'

(avec r^ = O'P) qui serait la position de la particule au temps t, si partant
de M elle s'etait deplacee le long d'une ligne droite a la vitesse constante ~u*
qu'elle avait en M. C'est une position virtuelle car, en general, ~v" varie a
cause de 1'acceleration "a* et la particule arrive au temps t en O plutot qu'en
O'. Les crochets utilises dans les formules (14.1) et (14.2) representent des
quantites retardees liees au point source M (position T*, temps t — r/c).
Nous n'en ferons plus usage dans la suite. Le calcul des champs a partir
des potentiels de Lienard-Wiechert est decrit dans les ouvrages classiques
[290], [291], [292] ; il montre que les champs peuvent etre separes en deux
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parties distinctes :

• Champs de convection

Ces champs sont seulement des fonctions de T* et IT ; ils
ne dependent pas de 1'acceleration ~~a . On voit egalement qu'ils
decroissent comme -% pour les grandes valeurs de r. Par consequent,
le flux d'energie a travers une sphere centree sur M tend vers zero
lorsque le rayon de la sphere tend vers 1'infini. L'energie associee a ces
champs est transported par le mouvement de la particule : ils accom-
pagnent celle-ci ; c'est la raison pour laquelle on les appelle "champs
de convection". Comme ils ne dependent pas de 1'acceleration, ils
peuvent etre calcules a 1'aide d'une simple transformation de Lorentz,
en supposant que la particule se deplace a la vitesse constante ~v*
(voir probleme PI4-1).

• Champs de rayonnement

Ces autres champs dependent de "r*, IT et de 1'acceleration ~a ; ils
sont nuls pour ~a = 0. Ils varient comme 1/r aux grandes valeurs de
r et, de ce fait, loin de la particule, les champs de rayonnement sont
beaucoup plus grands que les champs de convection. Pour les champs
de rayonnement, le flux d'energie a travers une sphere de tres grand
rayon tend vers une valeur finie lorsque le rayon de la sphere tend
vers 1'infini. L'energie qui leur est associee se separe de la particule,
et represente pour celle-ci une perte d'energie ; c'est la raison pour
laquelle on les appelle "champs de rayonnement".

Leur structure est represented sur la figure 14.2. Le champ E2

est perpendiculaire au vecteur T*, ce que Ton a montre en dessinant
ce champ electrique dans le plan perpendiculaire a T*. Le champ
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Figure 14.2 : Champs de rayonnement.

magnetique B<2 est perpendiculaire a la fois a ~r* et E-2 ; il se
trouve aussi dans le plan perpendiculaire a T* . On voit ainsi claire-
ment que cette structure de champs est semblable a celle d'une onde
e lectromagnetique.

14.2.2 Rayonnement d'une particule non
relativiste (v «C c)

a) Champs

Les formules precedentes et leurs consequences sont discutees dans de nom-
breux ouvrages classiques [290], [291], [292]. Cependant, pour 1'objet du
present texte on se limitera au cas ou la vitesse de la particule est beau-
coup plus petite que la vitesse de la lumiere et pour lequel les expressions
et la geometric des champs se simplifient beaucoup.

Lorsque v <C c les trois points M, O et O' sont confondus, comme on
peut le voir sur la figure 14.3(a). Les deux vecteurs "r* et r^ sont egaux.
Afin de decrire leur direction, introduisons un vecteur unitaire V le long
de MP. Les champs de rayonnement (nous omettrons dorenavant 1'indice
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Figure 14.3 : Structure dipolaire du champ de rayonnement pour v <C c.

(a) Polarisations de E et B.
(b) Dipole axe sur 1'acceleration de 1'electron.

(c) Dependance angulaire de E (et B).

2) s'ecrivent alors :

Comme le vecteur ~v* ne joue plus aucun role, alors que "a* est essentiel,
on peut representer les champs sur la figure 14.3(b) ou 1'axe vertical Oz a
ete choisi suivant la direction du vecteur acceleration ~a .

Les champs electrique et magnetique sont representes sur la figure et
1'on a egalement omis 1'indice 2. Leurs valeurs absolues sont donnees par :

En examinant ces resultats et la geometrie de la figure 14.3(b), on remarque
que la structure des champs est semblable a celle produite par une antenne
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dipolaire d'axe ~a et ceci, tant du point de vue de la polarisation des
champs que de leur distribution angulaire representee sur la figure 14.3(c)
a 1'aide d'un lobe circulaire pour 1'intensite du champ.

b) Puissance rayonnee

Soit P ("!*,£) la puissance rayonnee au temps t par la particule, par unite
d'angle solide dans la direction ~~s*. Celle-ci peut etre calculee a partir du
vecteur de Poynting :

On obtient :

ou 6 est Tangle forme par ~~a et la direction ~s* de 1'observateur. On en
deduit la puissance totale P(t) rayonnee au temps t par la particule en
integrant (14.15) sur Tangle 0, soit :

Ce resultat est connu sous le nom de formule de Larmor.

c) Distribution spectrale de la puissance rayonnee

On peut egalement etre interesse par la distribution en frequence de cette
puissance rayonnee ; cette question n'a de sens que si on integre la puis-
sance emise le long de la trajectoire complete. Mais on ne peut pas supposer
que depuis t = —oo jusqu'a t = +00 V et ~~a sont tous les deux non nuls,
car il en resulterait une puissance totale rayonnee infinie.

Pour eviter cela, on imagine la situation representee sur la figure 14.4,
ou une particule commence son mouvement au loin sans etre acceleree, puis
durant un certain intervalle de temps subit une acceleration en suivant une
trajectoire compliquee entre les points A et B, et finalement s'en va au loin
sans plus aucune acceleration.
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Figure 14.4 : Trajectoire d'une particule acceleree entre les points A et B.

De cette fac,on, la puissance rayonnee le long de la trajectoire complete
est finie et peut s'ecrire :

La premiere de ces formules represente 1'energie dans une direction
donnee et la seconde 1'energie totale. On peut les transformer en utilisant
1'identite de Parceval qui s'ecrit pour un vecteur reel (cf. par exemple
[292, pp. 668-9]) :

ou A (uj) est la transformed de Fourier de A (t). On obtient ainsi le spectre
dans une direction donnee (energie par duj d£l] :

ou dans n'importe quelle direction (energie par duj) :
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On voit ainsi que les composantes de Fourier de la puissance rayonnee sont
etroitement liees aux composantes de Fourier du vecteur acceleration. Les
seules frequences qui apparaissent dans le champ rayonne sont celles qui
existent dans Panalyse de Fourier du vecteur acceleration.

Nous examinerons un exemple simple illustrant cette regie dans la sec-
tion suivante ou nous considererons la rotation d'une particule dans un
champ magnetique. Ce mouvement ne fait intervenir que la frequence
cyclotron fi et le champ de rayonnement sera monochromatique avec
uj = fL

14.3 Rayonnement cyclotron

14.3.1 Puissance totale rayonnee
La formule de Larmor (14.16) donne pour la puissance rayonnee par un
electron de vitesse1 v tournant dans un champ magnetique uniforme :

La puissance totale rayonnee par tous les electrons contenus dans une unite
de volume du plasma est alors donnee par la formule :

Si 1'on suppose que la fonction de distribution des vitesses des electrons est
isotrope, alors 1'integrale dans la formule ci-dessus vaut exactement deux
tiers de la pression cinetique, et par suite :

ou, sous forme numerique :

La comparaison de cette energie rayonnee et de la densite totale d'ener-
gie cinetique des electrons dans le plasma permet de definir un temps

1. Dans ce chapitre on ne rencontrera aucune vitesse de fluide. On peut done utiliser
la notation "zT pour la vitesse d'un electron individual et /(~u*) (au lieu de f C w ) ) pour
une fonction de distribution des vitesses.
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de relaxation caracteristique pour le refroidissement du gaz electronique
par emission de rayonnement cyclotron. Cela est discute dans le probleme
P14-2 ou il est montre que ce temps de relaxation est generalement tres
long a 1'echelle des phenomenes microscopiques et toujours beaucoup plus
grand que la periode de rotation des electrons dans le champ magnetique.

14.3.2 Distribution spectrale et angulaire

Le rayonnement cyclotron n'est pas isotrope. Pour etudier sa reparti-
tion angulaire partons de la formule (14.14) et considerons la situation
represented sur la figure 14.5 : a un instant donne chaque electron emet
un rayonnement dipolaire d'axe OM dirige le long du rayon instantane de
giration ; on regarde le rayonnement dans la direction OP que Ton suppose
etre dans le plan yOz et faisant un angle 0 avec B.

Figure 14.5 : Distribution angulaire du rayonnement cyclotron (v <C c).

Un calcul simple donne alors :

ou (p est 1'azimut de 1'electron. La puissance rayonnee par 1'electron par
unite d'angle solide dans la direction OP s'obtient en prenant la valeur
moyenne de (p sur une periode de giration ; il vient alors en utilisant (14.14),
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pour un electron de vitesse U* :

ou v± est la composante de V perpendiculaire a B ; soit apres integration
sur la distribution de vitesse :

ou (dU/dt)c est la puissance totale rayonnee donnee par (14.24). Le
rayonnement emis est purement monochromatique, avec 1'unique fre-
quence :

Les resultats concernant la distribution spectrale et angulaire peuvent etre
resumes en introduisant une quantite appelee emissivite spectrale, dans la
direction ~s*, d'un electron de vitesse 1? (puissance par dwdty [315]. Cette
quantite que nous designons par rjw(~s^,^) est la grandeur fondamentale
utilisee dans la theorie du transfert radiatif. Dans le cas du rayonnement
cyclotron emis par des electrons non relativistes, on a :

14.3.3 Discussion des approximations
Nous avons calcule le rayonnement emis a 1'aide d'une theorie simple non quantique, et
egalement neglige la variation du rayon de giration pendant le processus radiatif. Ces
deux hypotheses sont basees sur les remarques suivantes :

• La puissance rayonnee produit seulement une lente contraction adiabatique des
orbites. On veut dire par la que la condition suivante est satisfaite :

On peut effectivement montrer que cette condition peut aussi s'ecrire :

• Les orbites d'un electron tournant dans un champ magnetique constant sont
d'ailleurs quantifiees et les niveaux d'energie (niveaux de Landau [284]) sont :

Mais on est generalement dans la situation ou :
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ce qui correspond a :

avec :

Dans ces conditions 1'emission de rayonnement a la frequence Q peut etre assimilee a
des transitions entre deux niveaux de Landau de nombres quantiques tres eleves et,
suivant le principe de correspondance, la theorie classique du rayonnement s'applique
dans cette situation limite.

14.3.4 Corrections relativistes
Les corrections relativistes sont petites quand le plasma est non relativiste, c'est-a-dire
si K,T <C mec

2. On montre, par exemple, que la puissance totale rayonnee est legerement
augmentee selon la formule suivante :

II y a aussi une certaine quantite de rayonnement sur les harmoniques de la frequence
cyclotron, le plus important etant le premier (uj = 2f2) pour lequel on a :

ou P(v) est la puissance rayonnee par un electron de vitesse v dans 1'approximation non
relativiste et P^v) la puissance rayonnee a la frequence u = 2fi, avec f3± = v±/c <C 1.
Le cas des particules ultrarelativistes sort du cadre de ce chapitre ; on en trouvera une
discussion dans 1'ouvrage de Bekefi [315]. Pour nT ^> me2 les proprietes du rayon-
nement changent radicalement ; on 1'appelle dans ce cas le rayonnement synchrotron.
Ses deux principales caracteristiques sont : une tres forte directivite du rayonnement
sous forme d'un etroit pinceau centre sur ~u* (~o* ne joue plus aucun role important dans
la distribution angulaire) et la presence d'harmoniques d'ordre tres eleve.

14.4 Bremsstrahlung electron-neutre

14.4.1 Remarques preliminaires
Lors d'une collision binaire, des forces importantes s'exercent sur les parti-
cules et, de fagon generale, 1'acceleration subie par la particule 1 s'ecrit :

ou Xi2 est la force exercee sur la particule 1 par la particule 2. La presence
de la masse au denominateur de cette formule montre clairement que la
plus grande part du rayonnement est due aux electrons. On doit done
considerer trois types de collisions : e-e, e-o et e-i, mais nous allons montrer
que les collisions e-e produisent une quantite negligeable de rayonnement
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Figure 14.6 : Le bremsstrahlung e-e est negligeable dans 1'approximation
dipolaire (v <C c).

dans 1'approximation dipolaire (v <C c). Cela peut etre deduit de la figure
14.6, sur laquelle on a represente 1'interaction de deux electrons e\ et e%
lors d'une collision.

D'apres les regies generates de 1'emission dipolaire, on voit que les deux
champs electriques rayonnes par e.\ et e2 sont perpendiculaires respec-
tivement a e\P et e^P et presque opposes ; ces deux champs s'annulent
mutuellement pour un observateur eloigne. On peut montrer, plus preci-
sement (voir par exemple [292]), que le rayonnement du aux collisions e-e
se produit seulement par une correction relativiste introduisant le rayon-
nement quadrupolaire. Nous considererons done seulement deux types de
collision : les collisions e-o que nous analysons maintenant et les collisions
e-i qui seront traitees dans la section suivante.

14.4.2 Bremsstrahlung electron-neutre

La geometric d'une collision elastique electron-neutre est presentee sur
la figure 14.7(a). En se rappelant que le potentiel d'interaction entre un
electron et un neutre est a court rayon d'action, on observe que lors d'une
collision electron-neutre 1'acceleration a est une impulsion limitee a la sec-
tion AB de la trajectoire et dont la duree est en ordre de grandeur :
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Figure 14.7 : Bremsstrahlung electron-neutre.

(a) TVajectoire d'un electron.
(b) Variation temporelle de a.
(c) Transformee de Fourier de a(t).

Cette impulsion est represented sur la figure 14.7(b) avec sa transformee
de Fourier sur la figure 14.7(c). On observe que le spectre rayonne est re-
lativement plat a partir de u> — 0, jusqu'a une certaine frequence telle que
(jjp/v ~ 1. On peut d'ailleurs trouver une approximation pour la distribu-
tion spectrale dans le domaine des basses frequences : dans cette region on
peut approximer le terme eiujt par 1'unite, dans la formule (14.21), et on
obtient :

ou, pour une collision avec une vitesse initiale v et un angle de deflexion
X •
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Mais on deduit aisement de la figure 14.7(a) que :

formule a partir de laquelle on obtient le resultat final :

pour la composante de Fourier de 1'energie rayonnee lors d'une collision
effectuee par une particule de vitesse v subissant une diffusion d'angle x-

Calculons a present la quantite 7yw("s*, V) qui est I'emissivite spectrale
d'un electron de vitesse 'v' (puissance moyenne rayonnee par dud£l dans
la direction ~s*, par mode de propagation). En supposant que le plasma
est isotrope T/W ne depend, ni de la direction de V, ni de celle de V ;
par suite cette quantite s'ecrit simplement r)u(v). Le nombre moyen de
collisions effectuees par un electron par seconde dans Tangle compris entre
X et x + dx est :

La puissance moyenne rayonnee s'obtient en multipliant le resultat (14.45)
par le nombre de collisions (14.46) et en integrant sur x- Ce calcul intro-
duit la section efficace de transfert de quantite de mouvement definie au
chapitre 3 :

et on obtient, pour la puissance moyenne totale rayonnee par un electron
de vitesse v dans 1'intervalle cL;, le resultat :

Comme rjw est defini par angle solide d£l et par mode on obtient finalement:

Nous avons obtenu ce resultat en utilisant la theorie classique du rayonnement et
non pas la theorie quantique. Pour justifier cela, on doit montrer que la puissance to-
tale rayonnee par un electron lors d'une collision est generalement beaucoup plus petite
que 1'energie cinetique initiale des electrons |mt>2. En effet les photons emis sont alors
d'energie tres inferieure a 1'energie cinetique de 1'electron, et Ton se trouve alors dans les
conditions du principe de correspondance entre la mecanique classique et la mecanique
quantique. On peut aussi remarquer que le rayonnement ne modifie alors que tres peu
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la trajectoire qui est essentiellement determined par les champs appliques a 1'electron.
Cela constitue le sujet du probleme P14-3.

Le bremsstrahlung electron-neutre influe d'ailleurs peu sur la dynamique d'ensemble
des electrons dans les gaz faiblement ionises. On peut en effet montrer que la puissance
totale rayonnee est beaucoup plus petite que la perte de puissance due au recul des
neutres (voir probleme P14-4). II s'agit cependant d'un effet physique interessant du
point de vue du diagnostic des gaz faiblement ionises. La mesure, dans le domaine des
micro-ondes, du spectre continu emis par les electrons lors de collisions avec les neutres
permet d'obtenir des informations sur la temperature electronique et, plus generalement,
sur la fonction de distribution des vitesses electroniques [315]. Malgre ces remarques, il
est interessant de chercher une correction quantique a 1'emissivite spectrale ; celle-ci a
ete calculee par Holstein [247] et le resultat est cite par Bekefi [316] sous la forme :

Dans cette formule e est 1'energie initiale des electrons et e1 leur energie finale. Ce
resultat est trace sur la figure 14.8. On observe que le spectre n'est pas aussi plat qu'on

Figure 14.8 : Taux d'emission spontanee en fonction de la frequence pour
une collision de type sphere dure. D'apres Bekefi [315, p. 77].

1'avait suppose precedemment mais que lorsque uj approche de zero, le calcul quantique
tend vers la meme limite que la limite classique qui a ete obtenue dans la formule
(14.49).
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Une derniere correction est necessaire a cause de 1'effet de dispersion du plasma.
Les calculs presentes ci-dessus etaient bases sur des collisions binaires dans le vide,
sans tenir compte de la reaction collective du plasma. Cela est discute dans 1'ouvrage
de Bekefi [315] qui rnontre qu'en considerant 1'effet de dispersion du plasma, on peut
rattacher le resultat ci-dessus (14.49), maintenant appele 77w(u)vac ou emissivite dans
le vide, a 1'emissivite spectrale dans le plasma par la relation :

dans laquelle N est 1'indice de refraction du plasma et v\(v) = riQcri(v)v la frequence
de collision pour le transfert de quantite de mouvement.

14.5 Bremsstrahlung electron-ion (v <C c)

14.5.1 Quelques quantites fondamentales
Le probleme du rayonnement de freinage e-i est un peu plus complique.
En principe, il devrait etre plus simple que le precedent, car le potentiel
exact d'interaction e-i, le potentiel de Coulomb, est connu, et Sommerfeld
[295] effectua il y a longtemps le calcul exact du rayonnement de freinage
emis lors d'une collision electron-ion ; cependant la transposition de ce
calcul au cas global d'un plasma necessite de nombreuses approximations
qui compliquent le probleme. Les meilleures references en la matiere sont
probablement les ouvrages de Bekefi [315] et Shkarofsky et ol. [306].

Afin de mieux comprendre les differentes approximations qui seront
faites ulterieurement, il est bon de remarquer que les principales quantites
de base qui entrent en jeu dans ce probleme sont :

• la vitesse electronique moyenne v :

• la longueur de de Broglie reduite electronique \B '•

• la distance moyenne entre les electrons de :

• la longueur de Landau TO :
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• le parametre d'impact critique po(v) :

Cette derniere quantite est la valeur du parametre d'impact qui pro-
duit un angle de deviation egal a |. C'est une fonction de la vitesse
de 1'electron et pour cette raison, il est commode d'introduire sa
moyenne :

La comparaison des valeurs de ces differentes quantites permet d'introduire
une classification des plasmas basee sur le rayonnement de freinage e — i.
Cette classification peut etre representee sur le diagramme de la figure
14.9 (analogue a celui de la figure 1.11) avec les coordonnees x = logne et
y = log T. Nous y avons trace les droites suivantes :

Le domaine le plus interessant de ce diagramme est celui qui se rap-
porte aux plasmas chauds tels que ceux etudies dans les recherches sur la
fusion thermonucleaire. C'est le domaine appele (1) dans lequel regnent
les inegalites fortes :

14.5.2 Puissance totale rayonnee

La puissance rayonnee par une paire electron-ion a un instant donne
depend uniquement de la distance r entre les deux particules. Elle vaut :
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Figure 14.9 : Classification des plasmas par rapport au rayonnement de
freinage e — i.

(1) Petits angles de diffusion dominants.
(2) Grands angles de diffusion dominants.
R relativistes. Q quantiques degeneres. C correles.

La puissance totale rayonnee par toutes les paires electron-ion situees a
la distance r s'obtient en multipliant ce resultat par neni^7rr2dr. Afin
d'obtenir, a 1'aide de cette theorie classique, la puissance totale rayonnee
par unite de volume du plasma, on multiplie la formule (14.65) par ce
nombre de paires et on integre le produit obtenu sur r.

On trouve que 1'integrand varie comme 1/r2. II n'y a done pas de
divergence pour les grandes valeurs de r, comme il y en a dans de nombreux
autres cas avec le potentiel de Coulomb. La divergence n'existe pas ici du
fait de la dependance en 1/r4 de la puissance rayonnee par les particules a
la distance r. II semble cependant raisonnable de faire une coupure dans ce
calcul a une valeur maximum rmax = de, car pour de plus grandes valeurs
de r, on a des collisions multiples, et il est clair qu'il y a une certaine
annulation entre les champs electriques produits par les accelerations d'un
electron donne dues a differents ions dans des directions differentes. Cette



Bremsstrahlung electron-ion (v <C c) 421

coupure n'est, en aucun cas, critique car cette partie de 1'intervalle n'a
que peu d'importance dans le resultat final. Par consequent nous ne ferons
aucune coupure aux grandes valeurs de r.

Par centre, aux courtes distances, le rayonnement est plus important
et il y a une divergence pour r —» 0. Cependant du point de vue de la
mecanique quantique, il est clair que la description classique n'est pas
valable pour r <C \B car a de telles distances la notion de trajectoire perd
son sens, et certainement les electrons ne peuvent etre considered comme
des particules ponctuelles pour ce type de phenomenes. Nous introduirons,
par consequent, une coupure a faible distance :

Avec cette coupure on obtient la formule simple suivante pour la puissance
totale emise par rayonnement de freinage e-i :

Les corrections quantiques a ce resultat simple ont ete etudiees par de
nombreux auteurs (voir par exemple Bekefi [315], Griem [247], Shkarofsky
[306]). II est d'usage courant de les introduire a 1'aide d'un coefficient, G
le facteur de Gaunt moyen, defini par la formule suivante :

C'est une fonction de la temperature electronique Te et ses variations en
fonction de Te/Z

2 sont representees sur la figure 14.10.
Pour les hautes temperatures, on peut facilement en calculer une valeur

limite a 1'aide de 1'approximation de Born :

et Ton constate sur la figure 14.10 (d'apres Shkarofsky [306, p. 235]) que
1'erreur faite en utilisant 1'approximation de Born est de moins de 5 %
pour KT > 5 keV.

14.5.3 Dependance spectrale

Commengons par la theorie classique. On s'interesse au domaine (1) de
la figure 14.9, et il est clair que, du fait de la coupure a AS qui est plus
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Figure 14.10 : Facteur de Gaunt pour la puissance totale rayonnee (d'apres
Shkarofsky [306, p. 235]).

grand que TO, on peut alors utiliser 1'approximation dite des trajectoires
rectilignes : toutes les collisions considerees seront en effet des collisions
avec un petit angle de diffusion. On peut done representer une telle collision
comme indique sur la figure 14.11.

En choisissant comme origine des temps 1'instant de plus courte ap-
proche on peut alors exprimer 1'acceleration a a 1'instant t et ses compo-
santes aj_ et ay par les formules :

On remarque maintenant que, comme pour les collisions e-o, la duree d'une
collision est donnee en ordre de grandeur par :
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Figure 14.11 : Approximation des trajectoires electroniques rectilignes.

En introduisant dans la formule (14.21) les expressions de 1'acceleration
indiquees ci-dessus, on peut montrer que les integrates definies qui ap-
paraissent peuvent etre exprimees sous la forme de fonctions de Bessel
modifiees Kg [268] et le resultat est le suivant :

A 1'interieur de la derniere parenthese il y a deux termes ; le premier, KI,
represente la contribution de aj_ et le terme KQ la contribution de ay.

Un trace de cette formule est montre sur la figure 14.12, et on y observe
que W est petit pour up/v 3> 1 comme on s'y attendait. On peut aussi
obtenir une approximation pour les faibles valeurs de z = up/v, car dans
ce domaine on a pour les fonctions de Bessel modifiees les expressions
suivantes :

de sorte que, cornme le rayonnement est produit principalement par aj_,
en utilisant pour ujp/v <C 1 1'approximation l/z de K\ on obtient :
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Figure 14.12 : Spectre de frequence de 1'energie rayonnee par un electron
de vitesse v et de parametre d'impact p.

Approximation des trajectoires rectilignes : d'apres Bekefi [315, p. 85].
W(uj} en unites arbitraires.
(jj en unites ujp/v.

On doit maintenant integrer (14.78) sur le parametre d'impact p pour
obtenir la puissance rayonnee dans la bande duj :

Cela produit un terme Inp et nous introduisons deux coupures, une coupure
inferieure pmin et une coupure superieure pmax- De cette fagon, on obtient :

Remarquons que cette emissivite spectrde ne depend pas de u;, a 1'excep-
tion d'une lente variation dans le terme logarithmique.

Posons-nous maintenant le probleme des choix raisonnables de pm[n et
Pmax- Pour pmin la situation est claire suivant la discussion du debut de
section on fait les choix suivants :

alors que pour pmax on doit faire une coupure, soit a de comme on 1'a
explique plus haut, soit a v/u puisque la limite des basses frequences n'est
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evidemment plus valable a cette derniere limite. On pose done :

en designant ainsi la plus petite des deux quantites de etv/u. Pour discuter
cette derniere formule, on remarque que Ton a :

et

ou ND est le nombre d'electrons dans la sphere de Debye. Ces inegalites
sont discutees dans le probleme P14-4.

Pour obtenir la distribution spectrale totale, on part de 1'equation
(14.80) et on 1'integre sur v. Pour simplifier le calcul on considere que
le terme logarithmique est independant de v et Ton pose :

Le parametre F introduit ici est quelque peu semblable au parametre A
utilise classiquement dans le probleme des collisions coulombiennes, mais
on n'utilise pas la meme notation, car F est en general different de A. On
peut alors ecrire pour 1'emissivite spectrale totale :

On trouve finalement pour chacune des deux polarisations et pour une
distribution maxwellienne a la temperature T :

On peut calculer la puissance totale rayonnee en integrant sur uj le resultat
ci-dessus a partir de 0 jusqu'a une valeur maximum qui, du fait des limites
quantiques, doit etre prise egale a a nT/h , soit :
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Cette methode est quelque peu douteuse, car nombre des approximations
faites auparavant ne sont certainement pas valables dans le domaine des
hautes frequences. Quoi qu'il en soit, en agissant ainsi on trouve le resultat
suivant :

qui n'est apres tout pas si mauvais, compare aux valeurs plus exactes qui
incluent le vrai facteur de Gaunt.

14.5.4 Effets de dispersion
De meme que pour le bremsstrahlung e-o, on doit tenir compte de la nature dispersive
du plasma, et suivant Bekefi [315], on obtient :

ou

Cette correction est negligeable pour u; 3> u>p et introduit une lente coupure pour
(jj < <jjp. Le resultat exact obtenu par differents auteurs (cf. par exemple Dawson [248])
est presente sur la figure 14.13 ou 1'on constate que les caracteristiques generates sont
celles attendues, a 1'exception d'une bosse autour de u» = up, qui est due a 1'excitation
d'oscillations de plasma. La discussion de ce phenomene sort du cadre de ce chapitre. Les
effets de la dispersion du plasma sur le facteur de Gaunt moyen G(T, u>) sont resumes
dans le tableau 14.1 qui resume 1'analyse de Bekefi [315]. Remarquons enfin qu'ils ne
jouent qu'un petit role dans les plasmas thermonucleaires et leur bilan energetique.

Hautes temperatures Basses temperatures

T > 8.9 x 105Z2(°K) T< 8.9 x 1Q5Z2(°K)

Hautes frequences
T-I ( 4 \ Pmax / 2 \ 5 / 2 Pmax

UJ > Ulp T = { - ) c I - ) c
P V 7 / Pmin V 7 / pmin

Basses frequences
^ r> ( 8 W2 Pmax / 2 \ 2 1 Pmax

W < U ; P r = (^) P^ (7) ^J—

_ n 1/2 \ _ z e2

Pmin "" (m/cT) ~ AB Pmin ~ 47re0/cT
(KT\1/2 1 >, „ ( KT\1/2 1 \ ^P

P m a x = ( — ) 1^~*D P m a x = ( — ) ~ ~ AD -f

Tableau 14.1 : Facteur de Gaunt moyen G(T,o;) = (\/3/7r)/nr .

Hautes temperatures Basses temperatures

T > 8.9 x 105Z2(°K) T< 8.9 x 1Q5Z2(°K)

Hautes frequences
T^ ( 4 \ Pmax / 2 \ 5 / 2 Pmax

UJ > Ulp T = { - ) *- I - ) c
P V 7 / pmin V 7 / pmin

Basses frequences
^ r> / 8 X1/2 Pmax / 2 \ 2 1 Pmax

W < U ; P r = (^) PmT U) ^72^-

a !/2 A Ze2

Pmin — (mKT) ~ AB Pmln ~ 47re0/cT
/ K T A 1 / 2 1 >, „ / ' reTA 1 / 2 1 \ ^P

P m a x = ( — j ^ ~ A D P m a x = ( — j - ~ AD -f
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Figure 14.13 : Transition des hautes frequences (a; 3> a;p) vers les basses
frequences (a; <C UJP). On apergoit au voisinage de up une petite bosse
due a 1'excitation d'une onde longitudinale. Le facteur de Gaunt haute
frequence G est donne par 1'asymptote horizontale passant par 1'origine.
La droite pointillee est la valeur asymptotique basse frequence du facteur
de Gaunt. Dans le graphe LJ est maintenu constante. (D'apres Heald et
Wharton [249].).

14.5.5 Theorie quantique
Les corrections quantiques ont ete etudiees par de nornbreux auteurs et 1'usage courant
consiste a les regrouper dans un facteur de Gaunt defini par :

ou, en integrant sur une fonction de distribution maxwellienne :

Un resultat exact pour G(v,u>) dans le cas d'une collision unique a ete donne par
Sommerfeld [295]. Ce resultat fait intervenir une fonction hypergeometrique compliquee
et son application aux plasmas necessite differentes approximations dont les principales
sont detaillees ci-dessous.
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Domaine des basses frequences (uipo/v <C 1)

• Faibles valeurs de T :

• Grandes valeurs de T :

Sur ces formules on voit que, dans le cadre de 1'approximation des basses frequences,
le resultat obtenu par la theorie quantique est le meme que celui obtenu a partir de la
theorie classique avec des coupures raisonnables. Le principe de correspondance entre
la mecanique quantique et la mecanique classique s'applique, en effet, dans le cadre de
cette approximation des basses frequences.

Domaine des hautes frequences, approximation de Born Ce do-
maine est plus complique et nous ne 1'aborderons pas ici. Nous citons seulement les
resultats de 1' approximation de Born, qui est une bonne description dans le domaine
(1) de la figure 14.9 car elle est essentiellement identique a 1'approximation des tra-
jectoires rectilignes, qui s'applique dans ce domaine des plasmas chauds. Avec cette
approximation on obtient :

avec :

ou les variables q et ql correspondent aux valeurs initiales et finales de la vitesse de
1'electron. En integrant sur une distribution maxwellienne des vitesses v on obtient,
dans ce cadre de 1'approximation de Born, la valeur suivante pour le facteur de Gaunt
moyen :

et pour les grandes valeurs de hu/kT :

Remarquons que ce resultat fait intervenir un facteur e-
h^/KT_ Ceci est une regie

generale qu'on obtient par toutes les approximations pour Hu 3> kT. Ce facteur ex-
ponentiel n'est que la consequence dans 1'emission de rayonnement de la decroissance
exponentielle de la fonction de distribution des electrons aux grandes vitesses.

14.5.6 Longueurs d'absorption

Dans le paragraphe precedent on a calcule la puissance emise par un vo-
lume de plasma en supposant qu'il n'y avait pas auto-absorption de cette
energie par le plasma lui-meme. A 1'aide d'arguments tres simples on peut
trouver les limites de cette approximation.
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a) Bremsstrahlung e-i

Considerons une sphere de plasma de rayon R. S'il n'y a pas auto-
absorption, 1'emission de cette sphere est proportionnelle a son volume
et donnee par :

Si le plasma etait un corps noir il rayonnerait proportionnellement a sa
surface externe une puissance donnee par :

Pour des raisons thermodynamiques, il est evidemment impossible que le
plasma emette plus de puissance qu'un corps noir ; cela implique qu'en
egalant les deux resultats ci-dessus on obtient une valeur maximum de
R, que nous appelons IB, pour laquelle il est impossible qu'il n'y ait pas
auto-absorption pour le bremsstrahlung. De cette fagon on obtient :

b) Rayonnement cyclotron
Un calcul similaire n'est pas aussi simple dans le cas du rayonnement cyclotron. Ce
rayonnement est essentiellement monochromatique autour de u = fi. Le calcul de la
longueur d'auto-absorption pour le rayonnement cyclotron peut se faire en comparant
ce dernier au rayonnement du corps noir seulement dans une bande de frequences 6u
autour de la frequence cyclotron. Cette comparaison n'aura un sens clair que si on
connait la largeur de la resonance cyclotron. Ce n'est pas un probleme simple, comme
on peut le constater a partir des etudes plus detaillees de ce probleme (voir Bekefi [315]
et Trubnikov [251]).

14.6 Description d'un champ de
rayonnement dans le vide

14.6.1 Intensite specifique et distribution photonique

a) Description par les ondes. Intensite specifique

Considerons un volume de 1'espace ou il n'y a pas de matiere, mais
seulement du rayonnement electromagnetique. On peut analyser celui-ci
a 1'aide des methodes de Fourier sous forme d'une superposition d'ondes

monochromatiques planes de vecteurs d'onde k et de frequence angulaire
uj = ck = 2?ri/. Pour decrire le champ de rayonnement on doit specifier
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la repartition des intensites des ondes en fonction de la frequence et de
la direction de propagation. Considerons (Fig. 14.14) un point M(T*) de
1'espace et une direction de propagation caracterisee par un vecteur uni-
taire ~s*, un petit angle solide d£l autour de cette direction et un element
de surface dS perpendiculaire a ~~s*.

Figure 14.14 : Intensite specifique du rayonnement dans le vide.

Les ondes de frequences comprises entre v et v + dv et dont le vecteur

d'onde k est a 1'interieur de d£l constituent, lorsqu'elles sont limitees
transversalement par la surface dS, ce qu'on appelle un pinceau lumineux.

Si on designe par dPv(~r*, ~s*, t ) la puissance transporter par ce pinceau
au temps t , on peut ecrire le flux d'energie correspondant (puissance par
unite de surface) sous la forme :

Certains auteurs utilisent, au lieu de 7^, la fonction equivalente definie
pour les frequences angulaires :

De plus, on decide que v ne represente pas seulement une frequence
donnee, mais egalement un mode de propagation. Ce choix sera explique
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ulterieurement lorsque nous appliquerons ce formalisme a la propagation
des ondes dans la matiere.

D'autres auteurs choisissent de definir Iv pour une lumiere dite "na-
turelle" : dans le vide les modes normaux de propagation sont des ondes
transYerses et on peut considerer qu'il y a deux modes differents avec des
polarisations mutuellement orthogonales, et que la lumiere naturelle est
une superposition stochastique de ces deux modes. Pour cette raison, si on
choisit pour Iv 1'intensite associee a un mode, alors 1'intensite associee a
cette lumiere naturelle est obtenue par :

b) Description photonique. Fonction de distribution photonique

On peut egalement considerer le rayonnement comme un gaz de pho-
tons auquel s'applique le formalisme de la theorie cinetique des particules
materielles en commengant par introduire une fonction de distribution des
vitesses. Bien entendu, un photon n'est pas caracterise par sa vitesse mais
par sa quantite de mouvement :

On decrit done la distribution de photons dans un espace de coordonnees
~r*, ~q en appelant dr^dq un element de volume de cet espace, avec :

Si dNfj, est le nombre de photons dans un element de volume drdq on
pose :

La fonction fv est appelee fonction de distribution photonique2.

c) Relation entre Iv et fv

Les deux definitions (14.106) et (14.111) font appel a deux descriptions
complementaires du champ electromagnetique : Iv est a rapprocher de
1'aspect ondulatoire et fv de 1'aspect particulaire. Ces deux descriptions

2. Le photon n'etant pas localisable, 1'introduction de /i/("r*, "q*, t) est un artifice pour
representer une distribution d'energie et de quantite de mouvement, avec un formalisme
analogue a celui utilise pour les particules materielles.
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sont essentiellement equivalentes dans le vide, en dehors de quelques pro-
blemes de coherence qu'on neglige ici. Nous aliens maintenant etablir une
relation entre Iv et fv et considerer 1'introduction de fv comme un artifice
de calcul. La densite spatiale de photons de frequence comprise entre v et
v + dv et dont la direction est a 1'interieur de d£l peut s'ecrire :

Pour obtenir le flux d'energie correspondant on doit multiplier cette densite
par la vitesse de la lumiere c et par 1'energie du photon hv ; on obtient
alors 1'equation :

ou finalement, en comparant a (14.106) :

d) Taux d'occupation des etats quantiques

On peut aussi introduire 1'idee d'etats quantiques du champ electromagne-
tique et defmir une nouvelle quantite appelee le taux d'occupation des etats
quantiques. On definit simplement les etats quantiques du rayonnement a
partir de la theorie classique des cavites resonnantes electromagnetiques.
On montre dans les ouvrages d'elecromagnetisme ou d'optique (cf. [245])
qu'une cavite resonnante de dimensions bien plus grande que les longueurs
d'ondes considerees possede un tres grand nombre de modes de resonance
et que plus precisement la densite des modes (nombre de modes par unite
de volume Ar_ et par intervalle de frequence dv au voisinage de v} est :

pour chaque mode de polarisation. En introduisant la quantite de mou-
vement ~q — hvjcTs d'un photon on peut definir un espace des phases
T*, ~q . A chaque element de volume dr^dq de cet espace correspond un
nombre de modes :

On peut done par la pensee diviser 1'espace des phases en cellules de volume
h3, et considerer qu'a chacune d'entre elles est associe un etat quantique
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du rayonnement pour chaque mode de propagation. Le nombre de photons
se trouvant dans un de ces etats quantiques s'ecrit alors :

C'est le taux d'occupation des etats quantiques. Comme les photons sont
des bosons, rv peut prendre n'importe quelle valeur ; il peut, en particulier,
etre plus grand que 1'unite. On montrera dans la section 14.8 [cf. (14.214)]
que lorsque rv ^> 1 les processus d'emission stimulee sont dominants et
que c'est la transition vers la description classique du rayonnement.

14.6.2 Quantites macroscopiques associees
au rayonnement

De meme que pour les particules materielles, on peut definir la densite
et le flux de trois quantites, a savoir le nombre de photons, leur quantite
de mouvement et leur energie. Ces quantites peuvent etre defmies pour un
petit domaine de frequence entre v et v + dv ; on les appelle alors les quan-
tites spectrales. Si on integre ensuite sur f, on obtient les densites ou les
flux totaux, qui sont les variables hydrodynamiques decrivant 1'etat du gaz
de photons. Nous n'avons pas utilise les quantites spectrales intermediaires
dans la theorie cinetique des particules materielles, mais dans le cas des
photons elles sont tres utiles. La table de toutes ces grandeurs est :

Quantites spectrales

Densite de photons nv

Flux de photons

Densite de quantite de mouvement

Flux de quantite de mouvement

Densite d'energie

Flux d'energie
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Quantites globales

Densite de photons

Flux de photons

Densite de quantite de mouvement

Flux de quantite de mouvement

Densite d'energie

Flux d'energie

Notons les identites suivantes :

On n'a pas utilise d'indices pour les quantites globales ; en cas d'ambigu'ite
avec les memes quantites pour les particules materielles, nous utiliserions
alors 1'indice </? pour les photons.

II est souvent utile de diviser le champ de rayonnement en deux moities
en considerant en un point de 1'espace un petit element de surface dS
perpendiculaire a une direction donnee V, et les deux groupes de photons
traversant dS et dans le sens + du vecteur ~s* ou dans le sens — oppose
(Fig. 14.15).

Si on appelle Jv+(~s*) et Jz/_("s>) les valeurs absolues des flux par-
tiels produits par ces deux groupes de photons, alors ces deux quantites
dependent, en general, de la direction de ~s* par rapport au vecteur de flux

net Jv et sont lies a ce dernier par 1'equation :

Ces flux partiels interviennent dans 1'interaction avec une paroi ou dans le
flux a travers un petit trou dans celle-ci (voir encore Fig. 14.15).

14.6.3 Anisotropies de lv. Champs de
rayonnement isotrope

Afin de decrire la dependance de Iv avec la direction ~s il est commode d'en
faire un developpement en harmoniques spheriques, comme nous 1'avons
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Figure 14.15 : Demi-flux Jv+ , J^_ et vecteur flux Jv.

fait au chapitre 12 pour une fonction de distribution de vitesses. Ce for-
malisme est developpe dans 1'appendice A14-1 ainsi que les formules per-
mettant de relier les quantites hydrodynamiques aux coefficients des ani-
sotropies.

a) Cas isotrope

Si on suppose que le champ de rayonnement est isotrope, alors 1'inten-
site specifique lv est une fonction de v, T* et t mais pas de la direction
du vecteur V. Dans le developpement en harmoniques spheriques on a
oi,o:2---- = 0 et on obtient alors aisement les formules suivantes pour les
premiers moments de Iv :

Dans le cas d'un champ isotrope, les flux partiels sont utiles et sont donnes
par les formules suivantes :



436 Plasmas et rayonnement

Notons que ces dernieres formulas sont souvent etablies dans les ou-
vrages classiques de thermodynamique a propos de 1'intensite spectrale du
rayonnement du corps noir. Comme on le voit ici, elles sont en fait des
proprietes de n'importe quel champ isotrope.

b) Champ de rayonnement d'equilibre thermodynamique

Le rayonnement d'equilibre thermodynamique est donne par la celebre
formule de Planck3 :

La fonction de distribution et les taux d'occupation des etats quantiques
correspondants sont :

On voit que rv —>• 0 pour hv 3> «T (photons suprathermiques) alors que
TV —> oo pour hv <C K,T (photons infrathermiques). Finalement on peut
calculer la densite totale de photons, la densite totale d'energie et le flux
partiel total d'energie a 1'aide des formules suivantes :

3. Suivant les remarques faites au debut de cette section, nous ecrivons la formule de
Planck sans le facteur 2. Ce dernier est souvent introduit par les auteurs qui preferent
definir 1'intensite specifique pour une lumiere naturelle incluant les deux modes de
propagation.
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ou a est la constante de Stephan.

Photon moyen II y a au moins trois fagons differentes de definir un
photon thermique moyen, a savoir :

- photon d'energie moyenne :

- photon correspondant au maximum de nv:

- photon correspondant au maximum de Uv ou lv:

Considerant que ces resultats sont a peu pres identiques, nous pren-
drons comme definition du photon moyen d'equilibre thermodynamique
la valeur :

14.7 Description d'un champ de
rayonnement dans un plasma

14.7.1 Micro champs et macrochamps
A 1'echelle microscopique le champ electromagnetique dans un plasma a
une structure tres compliquee ; chaque particule chargee peut etre con-
sideree comme une singularite ponctuelle ou les champs tendent vers
1'infini ; entre les particules existe un champ electromagnetique fini mais
qui fluctue continuellement a cause de 1'agitation thermique des particules.
Ce champ microscopique peut avoir des effets mesurables : par exemple,
c'est lui qui determine I'elargissement par effet Stark statistique des raies
emises par un atome ou un ion immerge dans le plasma.

Cependant, la plupart du temps on ne s'interesse pas a ce champ micro-
scopique tres complique, mais plutot a des champs macroscopiques moyens

E et B qui sont par definition les solutions des equations de Maxwell
macroscopiques :



438 Plasmas et rayonnement

Ces equations sont macroscopiques car les densites de charge p et de

courant J qui y apparaissent sont des valeurs moyennes calculees sur
la distribution de charges ponctuelles en mouvenient. Ces densites sont
des fonctions continues de la position et du temps ; leur utilisation revient
a remplacer le plasma compose de particules ponctuelles par un melange
de deux fluides continus de charges electriques negatives et positives.

14.7.2 Ondes dans un plasma homogene
La theorie des ondes dans un plasma homogene a ete esquissee au chapi-
tre 1. Elle est basee sur la relation de dispersion (cf. paragraphe 1.7) :

Les solutions reelles k(ui] de cette equation sont les modes de propaga-
tion. Ce sont des ondes macroscopiques et ainsi la notion de photons dis-
parait completement. On peut cependant discuter des proprietes hydrody-
namiques de ces ondes en introduisant les flux d'energie et de quantite de
mouvement qui leur sont associes. La vitesse d'energie est definie par la
relation :

__> flux d'energie moyen associe a 1'onde , _ , „ „ _
vu = — —— — (14.153)

densite d'energie moyenne associee a ronde

II est parfois delicat de calculer ~v*u mais heureusement, dans la plupart
des cas (ondes de faible attenuation), la vitesse d'energie est egale a la
vitesse de groupe ~vg donnee par la relation :

et ainsi le probleme se simplifie car, comme on le voit dans cette formule,
on peut calculer la vitesse de groupe a partir de 1'equation de dispersion
(14.152).

14.7.3 Plasmas faiblement inhomogenes
On dira qu'un plasma est faiblement inhomogene lorsque les derivees spa-
tiales et temporelles des quantites definissant le plasma sont suffisamment
petites, de sorte que les inegalites dA/dr <C kA et dA/dt <C uA sont
verifiees pour n'importe quelle quantite A dans le plasma. Les ondes se
propagent alors en chaque point du plasma comme si celui-ci etait ho-
mogene, mais leurs proprietes varient lentement lorsqu'elles traversent le
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plasma. Ce sont les conditions de 1'approximation dite de WKB. On peut
done ecrire en chaque point du plasma une equation de dispersion locale :

et pour chaque mode de propagation une vitesse de phase :

et une vitesse de groupe :

Chaque mode change progressivement pendant qu'il se propage au sein du
plasma, mais il conserve son individuality et 1'energie qu'il transporte est
conservee. II est interessant de considerer la ligne de force de v^. C'est ce
qu'on appelle le rayon lumineux. On peut alors definir Pintensite specifique
associee a un pinceau de rayons par la formule :

qui est exactement la meme que (14.106) a la difference qu'il s'agit main-
tenant d'un mode variant lentement et que le petit angle solide dO se refere

a un pinceau de rayons lumineux et non pas de vecteurs k .

14.7A Grandeurs hydrodynamiques radiatives

A partir des remarques precedentes on peut alors definir les grandeurs hydrodynamiques
associees a un champ de rayonnement. Cela ne peut etre fait pour le nombre de photons
car ceux-ci ont completement disparu (nv,Jv n'ont aucune signification). En ce qui
concerne 1'energie, la situation est simple : les formules dans le vide peuvent etre utilisees
a condition d'y remplacer c par vg. Quelques problemes se posent par centre pour la
densite et le flux de quantite de mouvement, car il n'existe pas de relation simple entre
vg et v<p. Ce point a etc analyse en detail par Bers (cf. par exemple [361]).

14.7.5 Plasma a 1'equilibre thermodynamique

Bekefi a montre qu'a 1'equilibre thermodynamique 1'intensite specifique
dans un plasma est donnee par la formule :
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dans laquelle Nr est un indice de refraction des rayons (Bekefi [315, p. 32]),
quelque peu different de 1'indice de refraction habituel N. Dans un plasma
isotrope on a en fait Nr = N. Mais plus generalement, 1'expression de Nr

dans un plasma magnetise est donnee par Bekefi sous les formes :

ou 9 est Tangle entre k et B, et

La densite d'energie a la frequence v devient alors :

Dans le cas d'un plasma isotrope ou B — 0 les formules se simplifient et
Ton a alors :

14.8 Transfert radiatif dans un plasma

14.8.1 L'equation de transfert
a) Bilan energetique dans un pinceau lumineux

Dans un plasma faiblement inhomogene considerons un pinceau de lumiere
d'angle solide d£l\ arrivant sous Tangle d'incidence £1 sur un petit element
de volume ayant la forme d'un cylindre aplati (Fig. 14.16). A cause de
Tinhomogeneite du milieu, le pinceau emergera de la face arriere de la
boite sous un angle £2 legerement different de £1 et dans Tangle solide
d£l-2. On peut ecrire le bilan d'energie relatif a ce pinceau lumineux sous
la forme :

(Puissance emergente) — (Puissance incidente)
= (Puissance introduite par le plasma dans le pinceau)

— (Puissance otee au pinceau par le plasma).
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Figure 14.16 : Rayonnements traversant un petit volume de plasma.

Si on appelle ces quatre termes P2? -Pi? -P+? et P-, on a :

Evaluons chacun de ces termes en appelant da la surface de base du petit
element de volume et ds la longueur parcourue par le pinceau dans celui-ci.
Pour un rayon moyen on a :

Les indices 1 et 2 pour les variables £ et dO n'ont pas ete utilises dans les
deux derniers termes, car on a seulement besoin de la valeur moyenne de
ces quantites le long du pinceau a 1'interieur de 1'element de volume. Les
coefficients Jv et Kv represented Peffet de la matiere sur le petit faisceau
qui s'y propage. Jv est appele coefficient d'injection et Kv coefficient
d 'extraction. On utilisera aussi 1'inverse de Kv, lv — \JKV qui est le libre
parcours moyen d'un photon de frequence v. En principe «/„ et Kv in-
cluent les effets de la diffusion comme il est montre sur la figure 14.17, ou
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1'on observe 1'effet de la diffusion entrante (trajectoire 1' 2) provenant de
faisceaux de direction initiale 1' differente de celle du faisceau initial 1, et
de la diffusion sortante (trajectoire 1 2'), ou le rayon sort dans la direction
2' differente de la direction finale 2.

Figure 14.17 : EfFets de la diffusion dans le transfert radiatif.

Le rayon l' — 2 contribue a P+.
Le rayon 1 — 2' contribue a P_.

II est done commode d'ecrire ces deux coefficients sous la forme :

A present jv est le coefficient d'emission qui, comme nous 1'allons voir,
inclut 1'emission spontanee et 1'emission stimulee. K^ est le coefficient
d'absorption alors que av+ et av- sont respectivement les coefficients
de diffusion entrante et sortante. Remarquons qu'il n'est pas toujours sim-
ple de faire une separation nette entre les deux types de phenomenes. Ann
d'exprimer la difference P<2 — PI on doit comparer cos£icK7i et cos&d^-
Si le milieu etait isotrope, il decoulerait de la loi classique de la refraction
qui s'ecrit le long d'un rayon sous la forme :
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un resultat classique de 1'optique geometrique :

connu sous le nom d'equation de conservation de 1'etendue des faisceaux
lumineux [244, p. 48] [245]. Dans un plasma isotrope ce resultat peut etre
generalise en introduisant 1'indice de refraction des rayons lumineux, note
Nr. L'interet principal de 1'utilisation de cette quantite reside dans le fait
que Ton a :

On obtient alors :

et finalement, en rapprochant les formules (14.169), (14.170) et (14.177),
on obtient 1'equation definitive :

connue sous le nom d' equation de transfert du rayonnement.

b) Profondeur optique et fonction source

II est d'usage d'introduire de nouvelles variables dans 1'equation (14.178),
a savoir la profondeur optique zv definie par :

et la fonction source S^, definie par :

La premiere est de toute evidence en rapport avec 1'attenuation le long
d'un rayon ; la signification de la fonction source sera clarifiee dans le
paragraphs suivant. Avec ces nouvelles variables 1'equation de transfert
s'ecrit
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c) Integration formelle de 1'equation du transfert radiatif

Considerons le cas de la figure 14.18, ou 1'on suit un rayon qui entre dans
un volume de plasma en A, en sort en B, et supposons qu'a 1'exterieur
de ce volume il n'y ait que du vide. Ainsi Nr approche de 1'unite a la
surface du plasma et si 1'on neglige les eventuels phenomenes de reflexion
a 1'interface vide/plasma alors 1'equation (14.181) s'integre aisement, et on
obtient :

vide

Figure 14.18 : Integration formelle de 1'equation de transfert le long d'un
rayon.

Dans cette equation le point de sortie B est choisi comme origine des
profondeurs optiques, et zv est la profondeur optique d'un point M le long
du chemin AB. Cette formule a une signification physique claire : 1'inten-
site en B est egale a 1'intensite au point d'entree A attenuee par le facteur
de transmission e~ZA, mais augmentee par le rayonnement introduit en
chaque point M du chemin, attenue ensuite par le facteur variable eTZv.
Le fait que le rayonnement qui a son origine au point M soit proportionnel
a Sv explique 1'appellation de fonction source donnee a cette quantite.

Notons que 1'integration de 1'equation de transfert effectuee en (14.182)
est purement formelle et quelque peu trompeuse. En effet, si la diffusion
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apporte des contributions a Jv et Kv, alors Sl/(zv) dans (14.182) depend de
Iv ; en d'autres termes, on a seulement transforme 1'equation differentielle
(14.181) en 1'equation integrate (14.182). De plus, cette derniere est com-
pliquee en ce sens qu'elle est non locale par rapport aux angles ; on veut
dire par la que les valeurs de Iv, qui apparaissent dans Sv au point M,
sont reliees a d'autres directions que celles du rayon considere en M.

Cependant dans de nombreux cas on peut negliger la diffusion (voir
par exemple la section 14.9 lorsque le bremsstrahlung est dominant). Dans
ce cas Sv devient une propriete locale du milieu, dependant seulement des
proprietes de la matiere au point M. Dans ces conditions, il est d'usage
d'introduire une temperature Tv en posant :

Tv est appelee la temperature de rayonnement pour la frequence v. Utili-
sant la definition (14.180) de Sv, on peut ecrire :

On peut dire que Tv est une temperature equivalente telle que le rapport
jvl^v est celui donne par la loi de Kirchhoff pour T — Tv.

14.8.2 Theorie cinetique et hydrodynamique des
photons

a) Limite haute frequence. Equation de Boltzmann des photons

On doit maintenant remarquer que dans le transfert de rayonnement, la
matiere joue deux roles differents :

• La matiere est a 1'origine de 1'apparition d'un indice de refraction
Nr, eventuellement different de 1'unite, variable dans le temps et dans
1'espace. Les effets de refraction qui sont essentiellement macroscopiques
gouvernent le phenomene de propagation des ondes et sont representes par
Nr au premier membre de 1'equation (14.178).

• La matiere cree, annihile et diffuse du rayonnement par interactions
microscopiques avec les constituants atomiques du milieu. Ces effets sont
representes par le second membre de 1'equation (14.178) et les photons
sont evidemment necessaires a leur description detaillee. II est interessant
d'etudier la limite des hautes frequences definie par la condition que oj
soit beaucoup plus grand que toutes les frequences jouant un role dans la
propagation des ondes dans le plasma, c'est-a-dire :
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A cette limite haute frequence 1'indice de refraction (1'habituel AT, ou Nr)
vaut 1'unite :

et 1'equation de transfert se simplifie en :

On peut alors passer de la description lagrangienne de 1'equation
(14.187), dans laquelle on suit la variation de Iv le long d'un rayon, a la
description eulerienne ou Ton fait la meme chose en considerant I
une fonction de ~r* et £, et en ecrivant la derivee totale (correspondant a
la vitesse c dans la direction ~s*) sous la forme :

L'equation de transfert devient alors :

Cependant puisque Nr — 1, on doit considerer que la lumiere se propage
essentiellement dans le vide et 1'on peut alors utiliser 1'equivalence de Iv

et de la fonction de distribution photonique /„, comme on 1'a etabli pour
le vide dans la section 14.6. En posant done :

on obtient 1'equation devolution pour jv sous la forme :

C'est 1'equation de Boltzmann pour les photons. Les deux seules diffe-
rences entre cette equation et 1'equation habituelle relative a la matiere
sont 1'absence de terme de force appliquee au premier membre (il n'y a
pas de forces agissant sur les photons) et 1'ecriture non explicite du terme
de collisions au second membre sous la forme :

Comme on 1'a vu plus haut Jv et Kv incluent des termes d'emission-
absorption a peu pres analogues aux collisions inelastiques. Pour les termes
de diffusion qui ressemblent aux collisions elastiques, C(fl/) peut etre ecrit
sous la forme d'une integrale de Boltzmann classique (cf. (14.201) ou [252]).
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b) Equations hydrodynamiques pour les photons

Partant de 1'equation de Boltzmann on peut obtenir les equations hydrody-
namiques relatives aux photons a 1'aide de la meme methode "regressive"
qu'au chapitre 9.

Equations d'energie Pour obtenir 1'equation de transfert d'energie
spectrale on integre simplement 1'equation de transfert sur les angles, et
pour le transfert d'energie global on effectue une seconde integration sur
v. on obtient ainsi :
• 1'equation spectrale :

• 1'equation globale :

Equations de la quant ite de mouvement En multipliant par
~s*, avant d'effectuer les integrations et utilisant les identites (14.130) et
(14.131) on obtient de meme :
• 1'equation spectrale :

• 1'equation globale :

Ces equations de 1'hydrodynamique radiative sont en principe plus simples
a resoudre que 1'equation de transfert. Cependant, pour les utiliser, de
meme que dans le cas des particules materielles, deux problemes doivent
etre resolus :
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- evaluer les termes de collisions sv et Pv

- trouver des methodes d'approximation pour fermer le systeme (il y a
plus d'inconnues que d'equations).

14.8.3 Analyse des termes collisionnels des photons

a) Diffusion

Rappelons tout d'abord que dans un gaz froid la diffusion peut etre due
au processus de Rayleigh (collisions elastiques hv-o) ou a la diffusion
resonnante (hv + A =>• A* => hv + A un processus en deux etapes, cf. [250]
pour une discussion complete). Dans un plasma suffisamment chaud, il
n'existe plus d'atomes et le processus de diffusion est le processus Comp-
ton (collisions elastiques hv-e).

La contribution de la diffusion Compton au terme de collisions de
(14.191) peut etre decrite a 1'aide d'une integrale de Boltzmann :

Si les photons ne sont pas trop energetiques (hv <C raec
2), ce qui est le cas

pour des photons thermiques (hv ~ 2kT) dans un plasma non relativiste
(«T <C mec

2), alors le modele de Lorentz s'applique, les electrons devenant
maintenant les particules lourdes, et C(fv) s'ecrit :

Dans ce cas limite la section emcace de Compton se reduit a sa limite basse
energie, la section efficace de Thomson :

La validite de ces formules et les proprietes de cet operateur de collisions
sont discutees dans le probleme P14-5. Remarquons egalement que la for-
mule (14.201) doit etre corrigee par des termes de statistique quantique re-
latifs a la diffusion Compton stimulee (voir probleme P14-6). Nous arretons
ici notre discussion des termes collisionnels lies a la diffusion, car dans la
plupart des cas celle-ci est negligeable ; nous discuterons de 1'importance
de la diffusion Compton dans les plasmas chauds dans la section 14.9.
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b) Emission-absorption (transitions lie-lie)

En negligeant la diffusion, on a :

Etudions alors 1'emission et 1'absorption de lumiere associees aux tran-
sitions entre deux etats d'une particule materielle dans le plasma. On doit,
en principe, considerer trois types de transitions : lie-lie, lie-libre, libre-libre
(Fig. 14.19).

Figure 14.19 : Transitions lie-lie et libre-libre.

Pour simplifier 1'analyse nous discuterons tout d'abord seulement le
cas des transitions lie-lie entre un etat inferieur a d'energie Ea et un etat
superieur b d'energie Eb (Fig. 14.19) sans aucune discussion des profils
de raies. Le cas des transitions libre-libre est discute dans le paragraphe
suivant. II existe trois mecanismes fondamentaux d'interaction entre les
photons et les etats a et b :

- emission spontanee de b vers a contribuant a jv,
- absorption de a vers b avec un coefficient Kva,
- emission stimulee de b vers a avec un coefficient KVS.

De ces deux derniers processus inverses resulte le coefficient d'absorption
apparente :
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Les trois coefficients jv, *W et KVS relatifs a une transition donnee ne sont
pas independants ; ils sont relies par les regies d'Einstein que nous rap-
pelons ici en utilisant un formalisme heuristique simple de section efficace.
Le coefficient d'absorption de photons d'energie hv peut etre ecrit sous la
forme :

avec :

ou le S est etendu a tous les couples de niveaux d'energie tels que la relation
(14.208) soit verifiee, et ou n0 est la densite des absorbeurs initialement
dans 1'etat a. En realite les niveaux ne sont pas infiniments etroits et aab
est une fonction de ^, positive dans les limites du profil de la raie. On ne
considere ici qu'une valeur efficace aab obtenue par une moyenne appropriee
sur le profil de la raie. De fagon similaire, le coefficient d'emission stimulee
peut etre ecrit sous la forme :

Pour des raisons quantiques, les sections efficaces aab et v^a des deux pro-
cessus inverses a^b sont essentiellement identiques. De fagon plus speci-
fique, on doit tenir compte des multiplicites ga et g^ des deux etats a et 6,
et on obtient la relation :

connue sous le nom de principe de microreversibilite. En utilisant cette
relation et en regroupant Kva et K^S on obtient :

A ce point de la discussion, il est commode de caracteriser les popula-
tions relatives des deux niveaux a et b dans le milieu par une temperature
Tab definie par :

appelee temperature de Boltzmann relative aux etats a et b. Le coefficient
d'absorption s'ecrit alors :
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Notons que KV est toujours plus petit que Kya a cause de 1'emission
stimulee. Habituellement, le niveau superieur b est moins peuple que le
niveau has a ; ainsi la compensation de Kva par K^S est seulement partielle
et le KV resultant est toujours positif. Dans un milieu "laser" il y a au con-
traire une inversion de population qui fait que KVS > Kva et en consequence
KV < 0 ; cela signifie que le milieu amplifie la lumiere de frequence v.

II existe une deuxieme loi d'Einstein qui se rapporte aux deux precedes
d'emission : elle peut s'ecrire schematiquement :

Cette relation s'applique a 1'equation (14.192) ecrite dans 1'espace des
phases, ce qui donne :

ou, en utilisant la definition (14.117) de rv, et (14.213) :

S'il y a seulement une transition satisfaisant (14.208), on obtient en com-
binant (14.213) et (14.216),

Cela montre que la temperature de Boltzmann Tab est aussi la temperature
de rayonnement pour laquelle le milieu suit la loi de Kirchhoff.

c) Emission-absorption (transitions libre-libre)

Pour des transitions entre deux etats a et 6 qui sont tous les deux dans le spectre continu
des niveaux (transitions libre-libre), les formules doivent etre legerement modifiees. C'est
le cas, par exemple, du bremsstrahlung. Les formules pour le spectre continu emis
et absorbe par les electrons libres ont ete discutees par Bekefi [315]. II a utilise les
coefficients radiatifs spectraux dependant de la vitesse :

T)i/a(~v*) coefficient d'absorption des electrons de vitesse "tT
/ yirr]vs( v ) coefficient d'emission stimulee des electrons de vitesse v

i ^/
77( v ) coefficient d'emission spontanee des electrons de vitesse v

avec :

Les coefficients ci-dessus sont des valeurs moyennes rapportees a un electron, et les
coefficients globaux sont done :
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Les relations d'Einstein permettent d'exprimer les trois coefficients spectraux de
rayonnement en fonction d'un seul d'entre eux. Dans ce cas des transitions d'electrons
libre-libre, il est aise d'utiliser comme coefficient de base le coefficient d'emission spon-
tanee qui peut etre calcule par les methodes developpees dans la section 14.2 ; on obtient
ainsi :

Si la distribution des vitesses des electrons est maxwellienne on montre aisement que :

ce qui est la loi de KirchhofF. Pour que cette loi soit valable dans un plasma, il suffit
que sa fonction de distribution des vitesses soit maxwellienne. Alors la loi de Kirchhoff
est satisfaite pour chaque frequence avec une temperature de rayonnement unique egale
a la temperature cinetique des electrons. Pour toute autre fonction de distribution on
peut poser :

avec :

La formule ci-dessus se simplifie dans le cas limite de 1' approximation classique utilisee
dans la section 14.2. Cela correspond au domaine des basses frequences pour lequel
on a :

Considerons, pour simplifier, que la distribution des vitesses est isotrope (pour des
vitesses anisotropes cf. Bekefi [315]). On doit alors relier f ( v ' ) et f ( v ) par la relation
approchee :

et decrire les proprietes radiatives du plasma par les formules :
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d) Relaxation photons-matiere. Transfert radiatif

Si Ton revient a nouveau aii formalisme plus simple des transitions lie-
lie, on peut en reprenant les resultats des formules precedentes (14.192),
(14.213), (14.216), obtenir finalement :

avec :

Dans ce resultat final f0^(Tab} est la fonction d'equilibre rayonnement ̂
matiere, c'est-a-dire la valeur a la frequence z/ de la fonction de distribution
des photons, qui serait presente, si le rayonnement et la matiere etaient en
equilibre a la temperature T = Tab ; il faut rappeler que Tab a ete elle-meme
choisie de maniere que le rapport de population ri{,/na corresponde a un
equilibre thermodynamique de la matiere a la temperature Tab- Maintenant
jv est la vraie valeur realisee dans le milieu, et on voit que le terme de
collisions (14.232) est un terme de relaxation, qui tend a ramener /„ a sa
valeur d'equilibre f0v(Tab)-

Mais cette evolution est compliquee, premierement parce que le coeffi-
cient de relaxation est en general fonction de la frequence z/, et plus encore
parce que la matiere evolue sous Faction du champ de rayonnement. Les
photons induisent des transitions qui changent les populations dans le mi-
lieu. L'equation de Boltzmann des photons est ainsi couplee aux equations
devolution des populations n a ,n?, , . . . et aux equations de Boltzmann des
electrons (ou d'autres particules) qui decrivent 1'evolution des fonctions de
distribution des vitesses f(~l?e .. .j.Tout cela est le tres difficile probleme
du "transfert radiatif qui ne peut etre resolu que par des approximations
physiques que nous discutons ci-dessous.

14.8.4 Approximations physiques du transfert radiatif

a) L'etat quasi statique pour les photons

Sur la figure 14.18, la relation (14.182) montre que les photons qui ar-
rivent a un point donne sont nes dans le voisinage immediat (a une dis-
tance inferieure a quelques lv}. Une exception possible pourrait etre le
cas ou il y aurait de tres forts gradients de temperature dans le milieu.
Alors 1'augmentation de jv avec la distance au point d'observation pour-
rait dominer Pattenuation due a 1'absorption le long du rayon lumineux.
Cette situation, qui est celle des ondes de chocs radiatives, est inhabituelle.
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De plus, la lumiere parcourt la distance lv dans un temps lv/c qui est
tres petit par rapport aux temps caracteristiques des changements signifi-
catifs d'etat de la matiere. On doit done considerer que, du point de vue
du champ radiatif, la matiere evolue tres lentement et que lv atteint a
chaque instant un etat quasi stationnaire obtenu en negligeant le terme
dlvjdt dans la relation (14.189). Dans cet etat quasi stationnaire on ob-
tient alors :

b) Equilibre thermodynamique local (ETL) partial

On dit que 1'on a un equilibre thermodynamique local (ETL) partiel, quand
la matiere est localement a 1'equilibre avec elle-meme, c'est-a-dire quand
toutes les temperatures de Boltzmann Ta& sont egales a une unique valeur
T, et quand les distributions de vitesse de toutes les especes de particules
sont maxwelliennes avec cette meme temperature T. Cependant, le rayon-
nement et la matiere peuvent etre hors d'equilibre, Iv etant different de
Bov (T). On peut se poser la question de savoir si Iv peut etre tres different
de BOV(T}. Quoi qu'il en soit, 1'etat de la matiere est maintenant decrit par
le seul parametre T et toutes les equations se simplifient considerablement.
On a alors :

et la relation (14.232) devient :

Les equations hydrodynamiques correspondantes, pour le transfert d'ener-
gie et de quantite de mouvement, s'obtiennent comme dans la section 14.8
et on trouve en supposant KV isotrope :

Notons que la densite totale d'energie radiative U = J Uvdv est beaucoup
plus petite que la densite d'energie cinetique dans la matiere, sauf dans
le domaine des tres hautes temperatures (cf. section 14.9). Cependant, le
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flux d'energie radiative S = f S^dv n'est pas negligeable et meme sou-
vent beaucoup plus important que les flux d'energie associes a la matiere.

L'explication de ce paradoxe (17 negligeable mais pas S ) est que 1'energie
de la matiere est transferee avec une vitesse de 1'ordre de grandeur de la
vitesse du son, tandis que 1'energie radiative se transfere avec la vitesse
c 3> vson. Notons aussi qu'il est difficile d'integrer sur v pour obtenir les

equations pour U et S , car en general K,V — KU(T] varie avec ^, de maniere
compliquee.

c) Approximation de la diffusion

Supposons maintenant que le champ radiatif soit presque isotrope. Par cela
on entend que dans le developpement en harmoniques spheriques de lv

(cf. appendice A14-1) on a \~a\\ <C a0. Le flux d'energie Sv doit alors etre
relativement petit. Si, au contraire, le champ radiatif etait completement
anisotrope, comme dans un faisceau parallele, on aurait Sv = cUv. Done,
on peut utiliser le rapport S^/cU^ comme une mesure de 1'anisotropie, et
dans le cas d'un champ radiatif presque isotrope on a :

Dans ces conditions la pression de radiation se reduit a sa valeur scalaire :

et 1'equation de transfert de I'impulsion (14.240) devient :

avec :

L'equation ci-dessus exprime une loi de diffusion analogue a celle des par-
ticules dans la matiere. II y a cependant deux differences :

1. La diffusion radiative decrit un flux d'energie et non un flux de par-
ticules comme c'est le cas dans la matiere. On aurait pu ecrire une
equation de la diffusion pour les photons totalement semblable a celle
dans la matiere, avec un coefficient de diffusion qui serait d'ailleurs
aussi Dv.
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2. Les mecanismes de la diffusion sont tout a fait differents pour les
particules materielles et les photons. Dans la matiere, la diffusion est
controlee par les collisions elastiques ; le libre parcours moyen qui
entre dans la formule du coefficient de diffusion est le libre parcours
moyen de collision elastique. La diffusion des photons est au contraire
regie par des absorptions et emissions successives, en general pas par
le meme atome (ou particule de matiere). Le libre parcours moyen
qui entre dans la formule (14.244) de Dv est le libre parcours moyen
d'absorption.

d) Equilibre thermodynamique local (ETL) complet
Conduction radiative de la chaleur

On a vu que seule la proximite immediate d'un point (a des distances de
quelques lv] participe a 1'etablissement de Iv en ce point. Si Ton suppose
que la temperature materielle T varie peu sur une distance lv, alors Iv

doit etre en chaque point le meme que si le milieu etait homogene et infini,
c'est-a-dire :

Dans ce cas on dit que le milieu est en equilibre thermodynamique local
(ETL) complet ; complet car cela concerne a la fois le rayonnement et la
matiere, mais local car T varie (quoique lentement) avec la position dans
le milieu. Quand 1'equilibre thermodynamique local complet est realise,
1'equation de la diffusion (14.243) devient :

et le flux d'energie total est :

Comme on 1'a vu precedemment, cette integrate n'est en general pas tri-
viale. Si lv etait independant de la frequence, on obtiendait :

ou a est la constante de Stefan [cf. (14.143), (14.145)]. Cette loi est tout a
fait analogue a la loi de Fourier (ou Pick) pour le transfert de la chaleur avec
ici un coefficient de conductivite thermique proportionnel a T3. Cepen-
dant, plus generalement lv est une fonction de v. II est alors commode



Classification des plasmas en hydrodynamique radiative 457

d'introduire un lv moyen, le libre parcours moyen de Rosseland :

Une expression plus explicite de In est obtenue dans le probleme P14-6.
En utilisant IR, 1'equation de conduction radiative de la chaleur peut alors
etre ecrite de maniere tout a fait generale sous la forme :

avec :

Notons que si Ton s'interessait au transfert de la quantite de mouvement
(a la place de celui de 1'energie), on devrait introduire une autre moyenne
de KV ou lv (cf. probleme P14-6).

14.9 Classification des plasmas en
hydrodynamique radiative

*14.9.1 Equation de Boltzmann pour les photons
En conclusion de ce chapitre nous introduisons maintenant une classifica-
tion des plasmas du point de vue de 1'hydrodynamique radiative. Pour ceci
on utilisera le meme diagramme que celui introduit au chapitre 1 avec les
coordonnees :

Mais maintenant nous le completerons par des considerations relatives
au rayonnement. Nous considerons un plasma completement ionise cons-
titue d'electrons et d'ions de charge Ze. Discutons d'abord la validite de
1'equation de Boltzmann pour les photons thermiques ; ceux-ci ont ete
definis dans la section 14.6 par la relation :

Comme on a vu que 1'equation de Boltzmann pour les photons est valable
pour N — 1, c'est-a-dire v <C ^p, on trace sur le diagramme la droite :
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ce qui donne, en coordonnees (x, y) :

On voit sur la figure 14.20 que cette ligne est dans la partie basse du
diagramme, le domaine des plasmas correles. On en conclut que pour les

Figure 14.20 : Classification des plasmas du point de vue des interactions
matiere-rayonnement.

Region 1 : plasmas materials, bremsstrahlung dominant.
Region 2 : plasmas radiatifs, effet Compton dominant, electrons couples aux ions
Region 3 : plasmas radiatifs, effet Compton dominant, electrons couples aux
photons. ne/n0 = 10~2 formule de Saha a 1 bar.
C/0 energie radiative, Up energie cinetique des particules materielles.
t/0 = Up frontiere entre les plasmas materiels (T faibles) et radiatifs (T elevees).
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plasmas habituels (cinetiques, classiques) on a :

et 1'equation de Boltzmann pour les photons est valable. Soulignons bien
que ce resultat s'applique aux photons thermiques qui sont essentiels
en hydrodynamique radiative. La conclusion serait tout a fait differente
si on ne s'interessait pas a 1'hydrodynamique, mais a la propagation
electromagnetique d'une onde de relativement basse frequence, comme par
exemple une onde radio dans 1'ionosphere ; les photons associes seraient
alors tres "infrathermiques". Les effets de refraction seraient tres impor-
tants et Ton devrait utiliser, au lieu de 1'equation de Boltzmann, 1'equation
generale (14.178) du transfert radiatif.

14.9.2 Densites d'energie

Comparons maintenant la densite d'energie radiative du plasma :

et la densite d'energie cinetique de ses particules materielles :

Pour cela on a trace sur le diagramme la droite :

ce qui donne en coordonnees (or, y) :

On voit sur la figure 14.20 que cette droite separe le domaine des plas-
mas usuels en deux moities, et deux families de plasmas peuvent done etre
definies :

1. Les plasmas materiels (n grand, T petit) ou UK > Uv.
2. Les plasmas radiatifs (n petit, T grand) ou Uv > UK-

Nous verrons cependant, dans la section 14.9, que pour que cette distinc-
tion ait un sens physique, il est necessaire de considerer des plasmas d'assez
grandes dimensions ; autrement le plasma serait optiquement mince pour
les photons thermiques et la valeur de la densite d'energie Uv donnee par
(14.258) ne pourrait pas s'etablir.
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14.9.3 Longueurs d'interaction photon-electron
a) Diffusion Compton (collisions elastiques hv-e)

Dans les plasmas non relativistes, la section efficace de diffusion Compton
se reduit a sa limite pour les basses energies, la section efficace de Thomson
(14.203). Si on 1'integre sur x, on obtient la section efficace totale :

Le libre parcours moyen d'un photon pour la diffusion Compton est done :

Remarquons que ceci est un libre parcours moyen pour un transfert de
quantite de mouvement (un libre parcours moyen de diffusion) et pas
pour un echange d'energie, car on est ici dans les conditions du modele de
Lorentz (cf. section 12.2) dans lequel le photon d'energie hv = 2«T <C mec

2

doit etre considere comme la particule de masse faible et 1'electron comme
la particule lourde.

L'echange d'energie entre le photon et 1'electron dans une collision est,
en valeur relative, de 1'ordre de 2KT/mec

2 <C 1. Le nombre de collisions
necessaire pour un echange complet d'energie est de 1'ordre de mec

2/KT.
Puisque le photon fait des pas aleatoires de longueur ~ tc, le libre parcours
moyen d'echange d'energie est de 1'ordre de :

b) Bremsstrahlung inverse

Le bremsstrahlung inverse est une collision inelastique entre un photon et
un electron dans le champ d'un ion, c'est-a-dire un processus libre-libre.

Nous avons estime dans la section 14.5 1'ordre de grandeur du libre par-
cours moyen associe :

Dans ce cas il n'y a pas lieu de faire la distinction entre les transferts de
quantite de mouvement et d'energie ; dans une collision de bremsstrahlung,
le photon disparait et done transfere sa quantite de mouvement et son
energie.
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c) Comparaison de tc,l'c et IB

Sur le diagramme de la figure 14.20 on a trace deux droites :

Ces resultats seront discutes au paragraphe 14.9.5.

14.9.4 Longueurs d'interaction des electrons
Pour les collisions des electrons entre eux (collisions e-e) ou avec les ions
(collisions e-i] on a montre dans le chapitre 13 que la frequence carac-
teristique est :

et :

ou les frequences marquees d'un ' sont relatives aux echanges d'energie
alors que les autres concernent les echanges de quant ite de mouvement.
Peyraud [253] a montre que dans les collisions Compton electron-photon
les frequences caracteristiques sont :

ce qui est une formule relativement intuitive, si Ton admet que U^/mf-c2

est une densite equivalente de photons. A partir des frequences donnees
ci-dessus, on peut calculer les longueurs d'interaction :

Sur la figure 14.20 on a trace les deux droites :
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Ces resultats sont discutes dans le paragraphe suivant.

14.9.5 Families de plasmas

Sur la figure 14.20 on voit differentes zones, chacune d'entre elles corres-
pondant a une famille de plasmas de proprietes differentes. Les zones R,
Q et C, dont la discussion a ete menee au chapitre 1 (cf. Fig. 1.11), corres-
pondent respectivement a des plasmas relativistes, degeneres et classiques
correles. La zone W correspond aux gaz faiblement ionises ; sa limite a ete
obtenue en posant :

et en calculant ce rapport a partir de 1'equation de Sana (1.4) pour une
pression totale de une atmosphere et Ei — 13.6 eV (hydrogene atomique).
La partie centrale du diagramme correspond aux plasmas cinetiques clas-
siques. Elle est maintenant divisee a peu pres en trois zones :

• Zone 1 : Plasmas materiels avec interaction bremsstrahlung (p-e

Dans ces plasmas la densite d'energie cinetique UK est bien plus
grande que la densite d'energie radiative U^. Le libre parcours moyen
des photons est IB, la longueur d'interaction bremsstrahlung.

• Zone 2 : Plasmas radiatifs avec couplage e-i

Le libre parcours moyen des photons est maintenant lc, lie a la dif-
fusion Compton. La densite d'energie interne du plasma est ~ U^.
Mais Up n'etant pas tres grand (T pas trop haute), on a l'ei <C le(f>, ce
qui signifie que les electrons sont plus fortement couples aux photons
qu'aux ions.

• Zone 3 : Plasmas radiatifs avec couplage e-ip

Dans cette zone de tres haute temperature (ou de basse densite),
le libre parcours moyen des photons est encore tc de la diffusion
Compton et Ton a encore Uv ^> UK ; mais maintenant Uv est si
elevee que Ton a leif <C l'ei. Les electrons sont plus fortement couples
aux photons qu'aux ions.

Entre ces zones principales, il y a de plus petites zones intermediaires ou
les transferts d'energie et de quantite de mouvement sont produits par
deux mecanismes differents.
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Finalement on doit noter que les resultats et classifications precedents
ne sont valables que si les dimensions du plasma considere sont assez gran-
des. Pour le comprendre on remarque d'abord que dans tous les cas (sauf
les plasmas relativistes, que nous ne discutons pas ici) les longueurs d'in-
teraction satisfont aux inegalites :

Cela veut dire que le couplage des electrons entre eux ou avec les ions est
plus fort que le couplage des photons avec la matiere. En consequence, si
1'echelle de longueur L de variation des parametres dans un plasma est
plus grande que lee (faibles gradients —>• approximation de la diffusion)
mais plus petite que IB et l'c, le plasma est seulement en ETL partiel, c'est-
a-dire qu'il y a equilibre entre electrons et ions mais pas entre la matiere
et le rayonnement. Pour illustrer cette situation et analyser les ordres de
grandeur pour que 1'on ait cet ETL partiel, on a represente les valeurs
numeriques de longueurs d'interaction sur la figure 14.21.

Sur ce diagramme, a partir des droites IB = £c ou le(f = lee, on a trace
les droites ou :

Pour un plasma represente par le point A on a :

Si sa dimension caracteristique L ?« 1cm on a :

Un tel plasma est optiquement mince pour les photons thermiques, et il
ne peut done etre completement a 1'ETL ; en depit de cela, il atteint
facilement un ETL partiel car :

de sorte que les photons emis s'echappent vers le vide. La densite de rayon-
nement n'atteint jamais le U^ d'equilibre donne par la formule (14.258).
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Figure 14.21 : Ordres de grandeur des longueurs d'interaction.

Plasmas en equilibre thermodynamique. le<p,lee,lB,lc en cm.
BAG lieu des points ou la longueur d'interaction photon-electron est egale
a 10 metres.

Pour resumer cette analyse on a aussi trace, sur la figure 14.21, le contour
BAC correspondant a une longueur d'interaction du photon (Is ou £'c)
egale a 103 cm = 10 m. Comme c'est la dimension maximum realiste pour
un plasma sur Terre, on en conclut que pour les zones hors de ce contour,
les relations et les classifications donnees ci-dessus relevent seulement de
1'astrophysique.
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14.10 Interactions laser-matiere a tres
haut flux

14.10.1 Proprietes des lasers de grande puissance
Depuis une vingtaine d'annees on a developpe, pour les recherches sur la fusion controlee
par la filiere du confinement inertiel (cf. section 1.10), des lasers pulses de tres grande
puissance. Les principales caracteristiques de ces instruments sont :

- la longueur d'onde A et la frequence v du faisceau,
- 1'energie W delivree dans une impulsion et la duree r de celle-ci,
- la puissance P et le flux d'energie S focalises sur une toute petite surface de cible.

On peut distinguer deux types de lasers : ceux oil 1'on cherche a maximiser W, et ceux
oil 1'on cherche a maximiser P ou mieux S. Les premiers, qu'on peut appeler lasers
"nanoseconde", sont utilises pour le confinement inertiel et le chauffage des plasmas
denses. Les seconds, baptises lasers "picoseconde", ou meme de facon un peu futuriste
"femtoseconde" (1 femtoseconde = 1 fs = 10~15 s), qui utilisent des techniques optiques
speciales de compression de la duree de 1'impulsion, peuvent etre utilises aussi pour des
recherches fondamentales sur les interactions rayonnement-matiere. Les records actuels
dans ces deux families sont les suivants :

- Lasers nanoseconde : Nova (Livermore) A = 1.06/^m, W = 100 kj,
r = 1 ns

- Lasers picoseconde : P102 (Limeil) A = 1.06/urn, P = 55 TW, r = 0.25 ps
Des projets plus grandioses sont a 1'etude. Pour les lasers "nanoseconde", ils dependent
surtout du montant des investissements acceptes, mais aussi de la maitrise d'instruments
devenus tres complexes avec de nombreux faisceaux (a synchroniser), des dispositifs
multiplicateurs de frequence et des systemes optiques capables de resister aux tres
hauts flux. Les lasers "femtoseconde" sont plutot moins complexes, mais ils mettent en
ceuvre des techniques optiques tres difficiles de compression de 1'energie optique dans
le temps et dans 1'espace. On peut esperer atteindre dans un avenir proche des flux de
1020 W/cm2 [257], [258], [259] directement ou par 1'intermediaire de Pautofocalisation
dans un plasma (cf. ci-dessous dans les effets relativistes). De tels ordres de grandeur
actuels ou futuristes ouvrent de nouveaux domaines de la physique, et notamment divers
effets non lineaires, que nous allons maintenant evoquer rapidement, dans 1'interaction
laser-matiere aux tres hauts flux de photons.

14.10.2 Effets stimules dans les interactions hv-z
II faut d'abord noter que 1'analyse de la section 14.9 a suppose que le rayonnement
etait voisin de 1'equilibre thermique. Ses conclusions sont fausses si le rayonnement est
loin de 1'equilibre et plus dense qu'a 1'equilibre thermique pour certaines frequences et
directions, ce qui est le cas dans un faisceau laser. Dans cette situation, les effets stimules
peuvent devenir tres significatifs et changer profondement les resultats. On sait que le
critere pour que les effets stimules soient dominants est que le taux d'occupation des
etats quantiques soit tres superieur a 1'unite, soit :

oil /„ est la fonction de distribution des photons. Le fonctionnement du laser lui-meme
impose que cette condition soit satisfaite. Mais pour decrire 1'interaction du faisceau
laser avec les electrons d'un plasma, il faut alors modifier 1'equation de Boltzmann des
photons pour y inclure la diffusion Compton stimulee (cf. probleme P14-7 et [253]). En
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pratique, ces effets de collisions binaires hv-e sont en general masques dans un plasma
dense par de nombreux effets non lineaires collectifs d'interaction onde-plasma.

14.10.3 Effets multiphotoniques sur les atomes
On peut d'autre part voir apparaitre des effets multiphotoniques dans les interac-
tions photon-atome. Pour evoquer succinctement ceux-ci, commengons par relier le flux
d'energie S et le champ electrique oscillant E dans une onde electromagnetique. La
relation de base est :

soit :

Considerons maintenant le champ electrique Ea sur la premiere orbite de Bohr dans
1'atome d'hydrogene :

On est sur qu'il y aura des effets "multiphotoniques" tres importants au niveau des
atomes dans 1'interaction avec une onde electromagnetique si 1'on a :

soit :

En fait, cette condition classique est beaucoup trop severe. Le flux Sa est celui qui
permet 1'ionisation d'un atome par un effet de champ quasi classique. On 1'atteint
largement des maintenant. Mais depuis une vingtaine d'annees, avec des flux beaucoup
plus faibles (de 1'ordre de 1012 W/m2), on a observe 1'ionisation multiphotonique d'un
atome sous forme de resonances quantiques (cf. [296, pp. 595-599], [256]) definies par
les deux conditions :

ou Ex et Ei sont respectivement les energies d'excitation (resonnante) et d'ionisation
de 1'atome, 1'ionisation se faisant par le processus en deux etapes :

En revenant a 1'ionisation directe par effet de champ, on peut remarquer qu'avec une
impulsion tres breve on peut produire par ce processus un plasma dense et completement
ionise : la recombinaison a trois corps d'un tel plasma peut produire des inversions de
populations, et c'est une novelle filiere qui s'ouvre pour la realisation de lasers a rayons
X [262].

14.10.4 Oscillation relativiste des electrons
dans une onde

La reponse d'un plasma a un champ electrique oscillant se calcule en general en sup-
posant que les electrons effectuent dans 1'onde des oscillations de faible amplitude. On
obtient alors immediatement, pour la vitesse d'oscillation d'un electron :
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Ce calcul non relativiste n'est valable que si ve <^C c, ce qui est en general le cas.
Dans les champs tres forts, la vitesse ve tend vers c et il faut utiliser des equations
relativistes. Pour avoir un ordre de grandeur des champs correspondants, posons par
exemple ve = c/2 dans (14.292). On definit ainsi un champ critique :

d'ou une valeur critique du flux d'energie :

soit pour A = 1 /x, v = 3 1015 :

On voit que 1'on commence a s'approcher de ce domaine avec les lasers "picoseconds"
actuels.

Lorsque la relativite intervient ainsi au niveau de Poscillation des electrons dans une
onde electromagnetique, il apparait toute une serie d'effets non lineaires dans la propa-
gation : autofocalisation des faisceaux lasers, naissance de champs electriques longitu-
dinaux tres intenses susceptibles d'accelerer des particules, generation d'harmoniques,
production de champs magnetiques de 1'ordre de 100 Teslas, "acceleration" de pho-
tons (elevation de la frequence)... (cf. [260], [261], [262] pour les etudes theoriques en
cours de ces divers effets. Ces recentes publications contiennent une bibliographic plus
complete).

14.10.5 Effets multiphotoniques sur les particules
Des effets multiphotoniques analogues a ceux observes sur les atonies pourraient etre
envisages, aux niveaux des noyaux et des particules elementaires, mais ils sont tout a
fait impensables a 1'heure actuelle. II suffit pour le voir de calculer le champ classique
"a la surface" d'un electron, soit :

Pour avoir E = Ee il faudrait un flux :

ce qui parait totalement impossible.
On peut par centre envisager des effets nouveaux au niveau de 1'electrodynamique :

effets multiphotoniques dans la diffusion Compton et dans le bremsstrahlung inverse
(qui est plutot un processus atomique), production de paires electron-positron... Nous
renvoyons les lecteurs interesses par ces sujets a [258], [263], [264].

14.11 Appendices

A14-1 Developpement de /„ en harmoniques
spheriques

Pour analyser les variations de /„ avec la direction de propagation (direction du vecteur
s ), on effectue un developpement en harmoniques spheriques. Le formalisme utilise est
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le meme que celui introduit au chapitre 12 pour decrire les anisotropies d'une fonction
de distribution des vitesses ; il faut seulement changer w en s . Posons done :

avec :

Les coefficients ao, ctgm, (3gm sont des fonctions de v, ~r* et t. Nous utilisons de plus la
notation:

de sorte que 1'analogie avec le chapitre 12 est complete. On peut done reprendre les
resultats de 1'appendice 12-1. En tenant compte des regies d'orthogonalite on a :

On en deduit les relations entre les coefficients d'anisotropie et les grandeurs hydrody-
namiques :

Remarquons que L-2 dans les equations (14.304) et (14.308) est un tenseur produit par
les anisotropies d'ordre t = 2. Nous ne 1'avons pas ecrit explicitement parce que nous
nous limitons en general au cas des champs de radiation presque isotropes, pour lesquels
ce terme est negligeable.

14.12 Problemes

PI 4-1 * Champs de convection
a) Montrer a 1'aide de la transformation de Lorentz que les champs de convection pour

une particule animee d'un mouvement uniforme s'ecrivent :
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ou v? est Tangle entre ~v* et ro", et EQ(¥Q) la limite petite vitesse de E\ :

b) Montrer a 1'aide d'une simple manipulation trigonometrique que la formule ci-dessus
est equivalente a la formule (14.5).

P14-2 Refroidissement par rayonnement cyclotron
a) Si le rayonnement cyclotron est le seul mecanisme de refroidissement, montrer que

la decroissance de la temperature electronique est donnee par :

et calculer rc. (On supposera que la fonction de distribution des vitesses
electroniques reste isotrope.)
Calculer la valeur du champ magnetique pour laquelle le taux de refroidissement
serait de 100% par periode cyclotron.

b) Ecrire une condition simple pour que la fonction de distribution des vitesses reste de
forme constante. Evaluer la situation dans le cas des plasmas thermonucleaires
confines par un champ magnetique : introduisant le parametre de confinement
magnetique /3, montrer que la condition d'isotropie peut s'ecrire :

et que ceci est habituellement satisfait dans des situations courantes.

P14-3 Pertes d'energie dans les collisions e-o
Pour comparer 1'energie totale emise pendant une collision e-o et 1'energie initiale de
1'electron, on considere le cas d'un neutre produisant un potentiel repulsif de la forme
(f> = A/rn. On considere le cas special d'une collision de front (parametre d'impact = 0)

a) Montrer que 1'energie totale rayonnee Au est liee a 1'energie initiale u par la relation :

oil a = 1/137, ao est le rayon de la premiere orbite de Bohr, TO est la distance
minimale d'approche, et

b) Montrer en utilisant les tables d'integrales que :

En evaluant J et les autres facteurs dans Au/u, montrer que ce rapport est en
general beaucoup plus petit que 1'unite.
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P14-4 Bremsstrahlung electron-neutre
On considere un gaz faiblement ionise ou les distibutions de vitesses des electrons et
des neutres sont maxwelliennes (temperatures Te et T0).
a) Calculer la puissance totale Wraci rayonnee par une unite de volume du gaz du

fait du bremsstrahlung electron-neutre [on partira de la formule (14.49) et d'une
approximation lineaire tiree des resultats de la figure 14.8].

b) Calculer la puissance totale Wco\\ perdue par une unite de volume du gaz d'electrons
du fait des collisions elastiques electron-neutre [on partira de la formule (12.191)].

c) Former le rapport Wrad/Wcon et 1'exprimer en fonction des rapports sans dimensions

d) Montrer que Ton a en general Wrad <C Wco\\ sauf si Te est tres voisin de T0.

P14-5 Operateur de Lorentz pour hv-e
Appliquer les formules du chapitre 12 au cas des collisions hv-e, et calculer les deux
premieres frequences de relaxation des photons [on partira de la formule (14.203)].

P14-6 Libre parcours rnoyen de Rosseland
a) En posant u = hv/K,T montrer que la formule (14.249) peut se mettre sous la forme :

ou l'v est le libre parcours moyen des photons et :

b) Montrer que ces formules peuvent aussi s'ecrire en fonction du coefficient
d'absorption «.„ sous la forme :

avec :

P14-7 *Operateur de Boltzmann avec effets stimules
On peut rechercher une generalisation de 1'equation de Boltzmann (cf. par exemple [252,
p. 132]), tenant compte des effets de statistique quantique. Pour le cas des collisions
photon-electron, cette equation de Boltzmann generalisee prend la forme :

avec :
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et :

a) Rattacher ces formules a celles des paragraphes 14.8.3 et ??c).

b) Expliquer la signification physique des facteurs en 1 ± h3 ...

c) Montrer que dans les plasmas gazeux les termes en — h3 ... sont negligeables.



Cette page est laissée intentionnellement en blanc. 
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F faisceau K2 185
F onde rapide (fast) Kr 172, 183, 206
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T temperature Na2 185
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O 172, 183, 186
Ar 172, 183, 205, 210, 212, 327 O2 172, 185, 186, 210
Br 186 Xe 172, 206
C 186
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Cs 172, 183, 211 spatiale 102
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evolution de ne 238 dispersion angulaire 555, 361
mecanismes 192 dispersion longitudinale 355

ions suprathermiques 366
B ralentissement 355

des e 359
Balistiques (modes) 115 des i 360
Bases de donnees 199 Coefficients radiatifs
BGK (Bhatnagar, Gross, Krook) absorption 44%, 44$

cf. Equation, Collisions emission 442, 449
Bremsstrahlung extraction 44 i

cf. Rayonnement injection 441
inverse (absorption) 4^0

Collision(s)
C coherentes, incoherentes 154

coulombienne(s) 36, 150, 347
Caracteristiques (Lagrange) 112, 224 coupure de Debye 164, 348
Causalite (principe de) 126 deviation 158
Caviton 215 divergence de a\ 164
Centre guide 88 impact critique 150, 349
Champ de rayonnement lointaines 165, 350

dans le vide 430 In A 39, 167, 367
dans un plasma 437 proches 37, 166, 350
etats quantiques 432 elastique(s) 141

Champ electrique critique dephasages 160
echauffement des e 313, 342, 382 deviation, 37, 148, 291

Champ magnetique effet Ramsauer 172
convection (MHD) 68 masse reduite 144
diffusion (MHD) 68 mouvement relatif 145

Champs d'une particule ondes partielles 160
de convection 405 parametre d'impact 36, 146
de rayonnement 405 spheres dures 152, 158, 165,
non relativiste 406 294

Chaos spiralante (y> fa 1/r4) 180
spatio-temporel 210 systeme du laboratoire 174

Chaotique (dynamique) 198 theorie quantique 159
Chapman et Cowling (formule) 306, inelastique(s) 181

339 catalogue 192
Chauffage par turbulence 312 complexe intermediate 198
Chirikov (condition) 200 equations cinetiques 430
Chirikov-Taylor cf. Application hydrogene 193, 194
Choc acoustique ionique 212 ternaires 197
Classification des plasmas troisieme corps 197

bremsstrahlung e — i 419 modeles en dynamique lineaire
densite, temperature 9 BGK 182, 229
interactions radiatives 49 Fokker-Planck 183
longueurs fondamentales 33 Lenard-Bernstein 185, 229
par rapport aux ondes 46 relaxation 181

Coefficients de transport, Vedenov 184
espace des vitesses probabilite 156

additivite 359, 390 simples, multiples 155
deplacement 35 ,̂ 388 Colonne positive
diffusion 35 ,̂ 390, 392 lois de similitude 230



Index 491
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Schottky 233, 235, 245 etincelle 72

Commutation d'operateurs 337 hautes frequences 73, 221
Compression luminescente 68

adiabatique 109, 95 regime d'arc 70
magnetique 109 regime de Townsend 68

Compton (diffusion) 49, 211, 448, 460 Degre d'ionisation 5
stimulee ^<?5, 471 Demi-flux radiatifs 4$4

Conductivite electrique 100, 301 Densite
effet Hall 126, 301 d'energie radiative 433
gaz faiblement ionises 301 dans espace des phases 3
magnetoresistance 126, 301 de QMV radiative ^33
plasmas 166, 379 des photons 433

courant continu 40 double 29, 10, 11
longitudinale de Vlasov 142 et partie isotrope de / 332
Lorentz 375, 399 Derive(s) 103
plasmas froids 125 courbure magnetique 115
plasmas intermediaires 329 electrique 94, 115, 138
Spitzer 40, 380, 383 gradient de B 116, 139

Conductivite thermique 57 gravitationnelle 97, 115
gaz faib. ionises 324 vitesses macroscopiques 81
plasmas 386, 399 Diamagnetisme 58, 91, 79

Conservation cf. Equat. de transport et derives 118, 139
Constantes du mouvement 122, 117 Diffusion
Convergence developpement en fonc- ambipolaire 223

tions spheriques 299 deux especes d'ions 243
Coordonnees tournantes 128 parfaite 226
Correlations coefficient de 207, 321

definition 411 des electrons
equilibre (ET) 40 libre (gaz neutre) 207, 316
hydrodynamique des 100 plasmas intermediaires 343
plasmas 26, 41 longueurs de diffusion 218

Couplage(s) d'ondes modes propres 217
phases aleatoires 210, 230 cf. aussi Modes propres
resonnant 206 quasi lineaire : cf. Quasi lineaire

entre anisotropies 298, 336 thermique
Courant electrique gaz faiblement ionises 322

creation cf. Current drive Diode de Pierce 343
deplacement 102 Dispersion (relation) 15, 41, 4^8
diamagnetisme 81 cf. aussi Ondes, Instabilites
magnetisation 91 Dispersion (tenseur de) 274
toroidal cf. Current drive Distance moyenne e-e 33, 349

Current drive Doppler (effet) 191
LHCD (tokamak) 59
modele de Fisch 205, 230 E

Cyclotron (vecteur rotation) 86
cf. aussi Resonance, Frequences Echauffement des electrons

equilibre 310, 311, 341
D Echelles de temps

dynamique d'un plasma 40
Dawson (modele multifaisceaux) 149 theorie de la diffusion 317
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Echos de plasma Equation de Vlasov 16, 374, 375
spatial 218 cf. aussi Vlasov
temporel 216 entropie 118

Ecoulement libre 114, %%%> %23 equilibres inhomogenes 223
Effondrement 215 incompressibilite du fluide 108
Einstein relativiste 120

processus radiatifs 451 reversibilite 108, 216
relation D/v 209 theoreme de Liouville 108

Elliptiques (points) 191 Equations cinetiques
Emission gaz 1

spontanee 449 locales ou non locales 371
stimulee 449 melanges 27

Emissivite spectrale des e 451 plasmas 370
Energie Equations de Maxwell 437

cinetique moyenne 332 Equations de Lagrange 122
d'interaction 29 Equations de transport
d'onde 256, 259, 148, 151, 152, chaleur 53

154 charge electrique 60
de correlation 30 courant electrique 62
de Fermi 35 dissipation interne 295
de perturbation 257 dissipation petite 274
de reaction 188 energie 250, 274, 295, 323, 345,
libre 297 121
potentielle d'un plasma 81 cinetique relativiste 120-121

Entropie 118 interne totale 53
Epaisseur de peau non relativiste 52, 224, %32

collisionnelle 228 perturbation 257, 329, 345,
non collisionnelle 170 233, 283

anormale 170 PF non relativiste 248
Equation de Balescu 374, 377 PF relativiste 322, 343, 344,
Equation de BGK 183 348
Equation de Boltzmann 371, 376 potentielle 52, 100

caractere local 23 radiative 44^
collisions inelastiques 29, 31, 38 entropie 119
demonstration 17 flux de QMV 53, 92
fonctions spheriques 555, 340 grandeur A 48
invariants 24, 4% masse 60
irreversibilite 25 particules 50
photons 446, 44^, 457 pression cinetique 53, 93
sans second membre 15 QMV 204, 51, 122

Equation de Fokker-Planck 183, 373, globale 61
378, 398, 399 non relativiste 224

modele de Lenard-Bernstein 185 radiative 447
lois de conservation 228 relativiste 122

modele de Vedenov 185 temperature cinetique 54
Equation de Landau 374, 377, 378, termes d'interaction 49, 59, 84

395, 398 B.B.G.K.Y. 88
Equation de Liouville correlations 86

a une particule 15 gaz quasi homogene 88
plasmas 7, 34 reciprocite 88
variables "7* et ~w 7 Vlasov 49
variables conjuguees 4 Etendue (faisceaux lumineux) 443
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Eulerienne (description) 112 QMV
radiative 433

F tenseur 46
Fokker-Planck

Faisceau(x) d'electrons 245 cf. Equation, Collisions
couplage au circuit exterieur 287 Fonction de reponse longitudinale 129
creation d'un plasma 242 Fonction Z de dispersion 163, 218, 227
dissipation interne 294 Fonction(s) de distribution
dynamique en dimension 247 anisotropies 292, 330

equations lineaires 248 approximation reguliere 345
equations non lineaires 247 bi-maxwellienne 240
fonction de reponse 280 d'equilibre 117, 118, 223

effet Doppler 252 de revolution
energie autour de It 274

cinetique de perturbation 283 autour d'un axe 334
developpement en serie 282 double 10
d'onde 257 Druivesteyn 314, 342
faisceau non homogene 283 Lorentz-Cauchy 134, %69

excitation par deux grilles reponse a excitation initiale
admittance 291, 293 225
dipolaires 261, 284 maxwellienne 75, 290, 312
espacees 265 deplacee 42

maxwelliens imposee (collisions e-e) 326
ondes peu amorties 284 relativiste 158, 226

modes propres (naturels) 251 normalisee 128
onde lente 251 partie isotrope 292, 331
onde rapide 251 photons ^31

Fermeture reduite a une dimension 171
equations hydrodynamiques simple 9

adiabatique 54 Fonctions propres
Euler 55 laplacien 219, 239
Navier-Stokes 56 operateur de Boltzmann 293, 337
plasmas froids 54 operateurs de rotation 337

systeme B.B.G.K.Y. 14 Force d'interaction 143
Fluide quasi continu 36 Frenet (triedre de) 131
Flux dans 1'espace des vitesses Frequence(s)

gaz faiblement ionises attachement 238
effet Joule 303 collisions 6, 367
refroidissement (collisions) 307 constante 232

plasmas e-hv 461
collisions lointaines 368, 371 e-i 38

Flux e-o 203, 294
chaleur experimentales 296

et anisotropies de / 33̂  moyenne 342
tenseur ^5 potentiel l/rs 295
vecteur ^7, 323 coupure 42

energie 276 cyclotron 86, 96
cinetique ^7, 323 fondamentales UJP et i/con 367
d'ondes 225 ionisation 213
radiative ^33 plasma 13, 367

entropie 119 rebondissement (piegeage) 192
photons ^33 Fusion nucleaire
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confinement F opposes, T anisotropes 286
inertiel 61 purement croissante 279
magnetique 58, 106, 78 Weibel non relativiste

critere de Lawson 57 AP magnetoquasistatique 324
par laser, attaque indirecte 64 effets non lineaires 332
parametre j3 58, 91 dispersion 327, 328, 273, 276
reactions de fusion 53 domaine d'instabilite 280
temperature de Post 57 energie de perturbation 329

evolution non lineaire 332, 282
G F opposes, T anisotropes 277

mecanisme centre-reaction 329
Gaines 24, 78 plasma froid 323
Gaunt (facteur) 421, 426 plasmas, T anisotrope 282
Gaz de Lorentz Weibel relativiste

electrons-neutres 290 dispersion 337
imparfait 306, 316 energie de perturbation 345
parfait 292 Instabilite(s) electrostatique(s)

photons-electrons 44$ Buneman 261
Gaz faiblement ionises 51, 287 avec agitation thermique 261
Gel du plasma dans B 105 dispersion 309, 312
Gradient, champ de vecteurs 130 domaine d'instabilite 309, 340
Grandeurs hydrodynamiques evolution non lineaire 312, 268

definitions 44 plasmas froids 263
radiatives 433, 439 regime acoustique ionique 265

equilibre (ET) 436, 439 regime cinetique 264
rayonnement isotrope 435 taux de croissance 311, 342

Gyrotron 293 de courant 297, 309
deux faisceaux e opposes

H dispersion 313
domaine d'instabilite 314

Hamiltonien evolution non lineaire 317
particule chargee 134, 32 instabilite absolue 315
plasma (semi-relativiste) 33 maxwelliens 285

Hydrodynamique radiative 44^ modele plasma froid 315
Hyperboliques (points) 191 mouvement des ions 317, 342

deux faisceaux e paralleles
I amplification spatiale 315, 342

dispersion 315-317
Impedance d'un plasma 17, 180 domaine d'instabilite 318
Impulsion solitaire 212 evolution non lineaire 319
Indice de refraction (rayons) 440 deux faisceaux i 320
Instabilite(s) diode de Pierce 267, 288, 291

absolue 315 faisceau e-plasma 254
convective 315 agitation thermique 254
criteres cf. Penrose chaud-chaud 258
distributions anisotropes 274 chaud-froid 256, 284
explosive 208 evolution non lineaire 308, 261
parametriques 208 froid-chaud 260

a deux courants 216 froid-froid 309
Rayleigh-Taylor 64 solutions u(kr) 301, 225
saturation 211, 261 faisceau e-plasma (froid-froid)

Instabilite(s) electromagnetique(s) amplification spatiale 305
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collisions 306 contour 134
croissance maximum 303 dissipation 143
dispersion 299-301, 307 Langevin (formule) 203
domaine d'instabilite 340 Langmuir
effets non lineaires 308 paradoxe 308
gradient de densite 341 sonde 78
plasma=milieu reactif 305 Larmor (formule) 48, 408
solutions k(u>r} 305 Lasers
solutions uj(kr) 301 a electrons libres 293

faisceau-milieu dissipatif 267 de puissance 63
onde lente instable 270 Legendre
onde rapide stable 270 fonctions 292, 330

faisceau-milieu reactif 276, 306 polynomes 293, 369, 393
bilans d'energie 278 Libre parcours moyen
dispersion temporelle pure 280 collisions proches 36, 349

Pierce-Budker-Buneman 309 Lienard-Wiechert (potentiels) 1^03
Intensite du rayonnement 4^0, 439 Limite centrale (theoreme) 77

equilibre (ET) 436, 440 Longueur(s)
lumiere naturelle 431 d'interaction e-hv 461

Invariant(s) adiabatique(s) 104, 120 d'interaction hv-e 460
action longitudinale 121, 140 Debye 21, 227, 333, 156, 349
de flux global 121 ecran 29
p, orbital 90, 109, 121 Landau 21, 349

lonisation cf. Degre, Saha Rosseland 457
Ionosphere 10 Lorentz cf. Gaz
Ions negatifs 186

M
J

Magnetohydrodynamique
Joule (effet) approximation 324

avec un champ B 341 gaz faiblement ionises 73
gaz faiblement ionises 305 liquides 66

plasmas 75
K Magnetoquasistatique (AP) 324

Manley-Rowe (relations) 208, 230
KAM cf. Tores Margenau : cf. Echauffement
Kirchhoff (loi) 451 Maxwellianisation e-e 395
Klystron Metastables (etats) 182, 184

amplificateur 285 Methode regressive (Yvon) 1, 375
reflex 293 Microchamps et macrochamps ^37

Kortweg-de Vries (equation) 213 Microreversibilite 200, 31, 450
Milieu faiblement dissipatif

L relation ki(u>r)-i^i(kr) 275
Miroir(s) magnetique(s)

Lagrange cf. Equations cone de perte 113
Lagrangienne (description) 112 de revolution 123, 132
Landau force de freinage 139

amortissement 43, 147, 154, 157, rapport de miroir 112
158, 159, 160, 174 Mobilite

collisions 183 electronique 203, 300
coupure relativiste 226 effet Ramsauer 205
non lineaire 211 experimentales 205
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reduite 204, 315 plasmas anisotropes 275, 285

ionique 208 transverse a un faisceau
Langevin 208 analyse non relativiste 347
loi de similitude 212 changement de repere 347
reduite 208 dispersion 337, 338, 346, 277

Modes propres energies de perturbation 337
cavite cylindrique 240 modes TEM, F, S 338, 346
cavite parallelepipedique 239 polarisations 338

Moleculaire (regime) 36 Orbites
Moment adiabatiques 101, 103

de Lagrange p^ 124 liees et non liees 134
fj, orbital cf. Invariant(s) liees provisoirement 135

Monotron 293, 295 Oscillations de gaine 16

N P

Newcomb-Gardner (stabilite) 232 Paquets d'ondes 194
perturbations electrostatiques coherentes

plasmas anisotropes 239 mouvement d'une particule
plasmas isotropes 236 198

perturbations quelconques 234 separatrices 199
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atonies 181 Parametre
molecules 182 de plasma 30

Nyquist (methode de) 242 de Townsend E/n0 204
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acoustique ionique 42, 160, 188, plasma equiv. a un F 248, 284

207, 214 Permittivite
champs 226 longitudinale

active (energie negative) 255 faisceau e 250
Alfven 43, 71 plasma 130
hybride basse 206 plasma froid 19
longitudinales ES 170 tenseur de 273

plasmas anisotropes 275, 285 Photons thermiques moyens 437
passive (energie positive) 255 Piegeage dans une onde 189
plasma e 12, 42, 155, 207, 214 effet des collisions 194

champs 226 electrons
dispersion 227 passant 191
methode van Kampen-Case pieges 191

227 Planck (formule) 436
plasma i 161 Plasmas
pseudo-sonore astrophysiques et geophysiques 9

cf. Onde acoustique ionique cinetiques classiques 35, 349
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correles classiques 36 puissance totale 4%1
de laboratoire 10 spectre 423
froids (modeles) 100 theorie quantique 427

EM non relativiste linearise trajectoires rectilignes 422
322 bremsstrahlung e-o 414

EM relativiste 320 correction quantique 416
ES relativiste 343 dispersion du plasma 418

intermediates 53, 325 emissivite spectrale des e 416
materiels ou radiatifs 459 puissance totale 416
theorie collisionnelle 345 cyclotron 48

Plemelj (formules) 136 corrections relativistes 413
Poincare (section de) 201 description quantique 412
Polarisabilite atomique 209 distribution spectrale 411
Ponderomotrice (force) 214 longueur d'absorption 429
Post-decharge 217 puissance totale 410
Potentiels d'interaction d'une particule chargee

electron-neutre 149 distribution spectrale 408
neutre-neutre 150 puissance totale 4.08

Prandtl magnetique 70 des plasmas 401
Pression longueurs d'absorption 460

cinetique 44 synchrotron 49, 413
et anisotropies de / 333 Reaction

de radiation 455 constante de 197
inter-particulaire 35, 50 taux de 195
interne (Van der Waals) 52 pour maxwelliennes 200
magnetique (et tension) 70, 79 ternaire

Pseudo-periode 104, 119 constante de 197
Puissance dissipee 126, 139, 142, 230 saturee pseudo-binaire 198

Rebondissement (piegeage) 145, 192
Q Recombinaison

coefficient de 236
Quasi helicoidal (mouvement) 103 en surface 215
Quasi lineaire (theorie) en volume 237

gaz faiblement ionise mecanismes de 191
conductivite electrique 309 Refroidissement des electrons

plasmas 195 collisions 306
collisions 204 diffusion 319
diffusion resonnante 197, 229 mecanismes 306
ondes coherentes 198 Relaxation
phases aleatoires 195 anisotropies 294

courant electrique 65
R e-e 365

e-i 355, 365
Rayon d'orbite 92 e-o 52
Rayon lumineux 439 i-e 365
Rayonnement i-i 365

bremsstrahlung 413 par diffusion 219
bremsstrahlung e-i 49 partie isotrope de fe 307

Born 421, 428 photons-matiere 453
dispersion du plasma 426 temps de (plasmas) 363
facteur de Gaunt 421, 426 Resonance
longueur d'absorption J^29 cyclotron 43, 127
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electronique 140 plasma froid 300
ionique 130 plasma de Lorentz-Cauchy 224

hybride prolongement analytique 134
basse 46 tenseur 167, 227
haute 46 Systeme B.B.G.K.Y.

Reynolds (nombre de) equation de f\ 12, 34, 371
hydrodynamique 70 equation de /i2 14
magnetique 69

Rosenbluth (formules) 357, 369, 389 T
Runaways (e emballes) 381, 382

Temperature
S Boltzmann (2 niveaux) 450

cinetique 9
Saha (formule) 7, 77 cinetique en eV 9
Schrodinger (equation) 215 de diffusion 207
Section efficace de rayonnement 445

absorption de photons 450 electronique 343
collision elastique e-o 170 Thomson (diffusion) 44$> 4®0
de reaction 191 Tokamak 205
differentielle Tores de KAM 201

elastique 154 Townsend (unite) 204
inelastique 30, 38 Trajectoires

methodes de mesure 169, 180 B uniforme 85
Rutherford 158, 161, 327, 361 cycloidales 95
totale 162 dans une onde
transport 177 espace de phase 191

energie 180 Transfert radiatif
QMV 164, 293 approximations

Seculaire (terme) classique pour les e libres 452
echauffement des electrons 304 diffusion 455
particules resonnantes 152 ETL complet 456

Separatrice (orbite) 191 ETL partiel 454
cf. aussi Paquets quasi-statique pour hv 453

Seuil de reaction 188 conductivite therm, radiative 456
Siffleurs : cf. Onde(s) equation de transfert 443
Soliton 212, 214 fonction source 443

de Langmuir 215 profondeur optique 443
Spheriques (fonctions) 292, 330 Transformation

cf. aussi Legendre confer me 242
Standard map cf. Application Fourier-Laplace
Stefan (constante) 437 domaine de convergence 126
Subsoniques (mouvements) 62 Lorentz 96
Susceptibilite electrique Transitions libre-libre 451

equilibre Tube de force 105
anisotrope 273 Turbulence
isotrope 167, 227 faible 212

longitudinale forte de Langmuir 215
cinetique 128, 171
collisions 182, 228 V
faisceau e 250, 300
faisceau froid 150 Van Kampen, Case
plasma 128, 226 modes 175, 228
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approximation WKB 180 collisions 181
orthogonalite 180, 228 effets non lineaires 188
spectre continu et discret 179 evolution asymptotique 138

relation avec Landau 177 excitation externe 139
Variables fluides globales 58 fonction de Green 130
Viscosite 57 Fourier-Laplace 124
Vitesse linearise 123

d'Alfven 44 modes faiblement variables 145
d'energie 259, 438 modes naturels 129, 145-148, 162
de fluide et anisotropies 332 non lineaire 123
de groupe 259, 147, 151, 174, 439 perturbations spatiales periodi-
de piegeage 191 ques 131
du son 43 relation de dispersion 129

Vlasov-Maxwell (modele de) 107 reponse lineaire 127
cf. aussi equation de Vlasov reponses forcees 129
proprietes 108-122

Vlasov-Maxwell en 3 dimensions 164 Z
cf. aussi Ondes

Vlasov-Poisson en 1 dimension 122 Zakharov (modele) 214
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