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Avant-propos

Le développement spectaculaire de nouvelles sources de rayonnement
électromagnétique, couvrant un domaine de fréquences allant des
ondes radio a4 [Pultra-violet lointain (lasers, masers, rayonnement
synchrotron, sources millimétriques), a renouvelé considérablement
I'intérét porté aux processus d’interaction entre photons et atomes. De
nouvelles méthodes sont apparues, permettant d’obtenir des informa-
tions de plus en plus précises sur la structure et la dynamique des
atomes et des molécules, de contrdler leurs degrés de liberté internes et
externes ou de générer de nouveaux types de rayonnements. Ces
développements font qu’un nombre croissant de physiciens et de
chimistes, de chercheurs et d’ingénieurs, s’intéressent aux processus
d’interaction entre matiére et rayonnement a basse énergie. L’ambition
de cet ouvrage est de mettre a leur disposition les bases théoriques
nécessaires pour aborder I'étude de ces processus en partant d’un
niveau en mécanique quantique et en électromagnétisme classique cor-
respondant a celui de la mafitrise.

Un tel programme comporte naturellement deux volets. Il faut, d’'une
part, présenter le cadre théorique permettant de décrire la dynamique
quantique du systéme global « champ électromagnétique + particules
chargées non relativistes », discuter le contenu physique de la théorie et
les diverses formulations que I'on peut en donner. Ces problémes sont
étudiés dans un volume déja paru et intitulé « Photons et Atomes -
Introduction & I’Electrodynamique Quantique ». Il faut, d’autre part,
montrer comment un tel cadre théorique permet d’analyser les proces-
sus d’interaction entre photons et atomes tels qu’ils apparaissent en
physique atomique et moléculaire, en optique quantique et en physique
des lasers. Tel est l'objet du présent volume intitulé « Processus
d’Interaction entre Photons et Atomes ». Les objectifs de ces deux
volumes sont donc clairement distincts et, suivant ses préoccupations ou
ses besoins, le lecteur pourra utiliser 'un, I'autre ou les deux volumes
de cet ouvrage.

Il est bien sir exclu de pouvoir présenter dans ce seul volume une
étude exhaustive des processus d’interaction entre matiére et rayonne-
ment et de tous les phénomeénes physiques auxquels ils donnent
naissance. Nous avons donc mis l'accent sur les aspects qui nous
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semblent essentiels. Tout d’abord, nous analysons en détail les proces-
sus élémentaires au cours desquels des photons sont émis, absorbés,
diffusés, émis et réabsorbés, échangés par des atomes, en nous aidant
au maximum de représentations diagrammatiques qui permettent de
visualiser les processus étudiés. La connaissance de ces processus
élémentaires n’est cependant pas toujours suffisante pour analyser
simplement la trés grande variété de phénomeénes qui peuvent résulter
de I'imbrication de ces processus. Il nous a donc semblé important de
regrouper aussi dans cet ouvrage différentes approches théoriques, qui
sont généralement dispersées dans des ouvrages plus spécialisés, et qui
sont plus particulierement adaptées a tel ou tel aspect des phénoménes
étudiés (méthodes perturbatives, méthode de la résolvante, équation
pilote, équation de Langevin, équations de Bloch optiques, méthode de
I'atome habillé...). Enfin, nous avons choisi d’illustrer ces méthodes sur
des systémes trés simples, de maniére a pouvoir dégager aussi claire-
ment que possible leur intérét et leurs limites. Nous espérons avoir ainsi
intégré dans ce volume les éléments de base permettant de dominer la
physique de l'interaction mati¢re-rayonnement sous ses divers aspects.
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toutes les équations.



Introduction

L’interaction électromagnétique gouverne les mouvements des élec-
trons et des noyaux qui sont, & I'’échelle de I’électron-volt, les
constituants élémentaires de la matiére. La compréhension des mécanis-
mes d’interaction entre le champ électromagnétique et ces particules est
donc fondamentale pour interpréter de trés nombreux phénomenes
dans notre environnement. Responsable de la cohésion des atomes et
des molécules, et de leurs interactions mutuelles, ’interaction électro-
magnétique est aussi 4 I'origine de I'émission ou de P'absorption de
rayonnement par ces systémes. L’étude des propriétés de la lumiére
émise ou absorbée par les atomes et les molécules est d’ailleurs une
source essentielle d’informations sur la structure et la dynamique de ces
systémes. Soulignons aussi qu’il est possible d’utiliser les photons pour
agir sur les atomes, pour contrdler leurs degrés de liberté aussi bien
internes qu’externes et pour les placer dans des situations trés éloignées
de 'équilibre thermodynamique.

Pour décrire les processus qui mettent en jeu le champ électromagné-
tique et des atomes ou des molécules, la jauge de Coulomb est
particuli¢rement commode. Rappelons en effet que, dans ce point de
vue, 'interaction de Coulomb entre particules chargées, qui est liée a la
partie longitudinale du champ électromagnétique et qui est prépondé-
rante a basse énergie, apparait d’emblée dans I’hamiltonien des
particules. Le couplage de ces derni¢res avec le champ transverse
quantifi¢ peut ensuite étre analysé de maniére perturbative. Une telle
formulation présente de nombreux avantages. Tout d’abord, a cause de
I'interaction de Coulomb, I'hamiltonien des particules peut posséder
des états liés. Les atomes, les molécules, et la matiere de fagon générale,
peuvent ainsi étre décrits en premiére approximation de maniére
simple. Il faut ensuite tenir compte du couplage avec le champ
quantique qui est caractérisé par ses excitations élémentaires, les
photons. Les échanges d’énergie, d’impulsion et de moment cinétique
entre les systemes de particules et le champ transverse sont alors décrits
par des absorptions et des émissions de photons. Ces processus
constituent les processus élémentaires d’interaction entre la matiére et
le champ transverse.
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Il convient toutefois de noter que lidentification des processus
¢lémentaires n’épuise pas le sujet. En effet, I'imbrication de plusieurs
de ces processus peut conduire a des effets qualitativement nouveaux.
Ainsi, le grand nombre de degrés de liberté du champ est a 'origine de
I'apparition de comportements irréversibles dans I’évolution des ato-
mes. Le champ peut apparaitre dans ce cas comme un réservoir et les
méthodes de la mécanique statistique se réveélent alors particulierement
commodes pour décrire I'effet du champ sur les particules. Un autre
aspect du champ électromagnétique nécessite une approche particu-
liere : le champ électromagnétique est en effet F'un des rares champs
que I'on sache produire dans des états ol son amplitude moyenne est
non nulle. L'évolution des systtmes atomiques dans un tel champ
cohérent donne lieu a une grande richesse de comportements qui ont été
explorés d’abord a propos de la résonance magnétique avant de I’étre
dans le domaine optique.

C’est cette variété de comportements et les méthodes théoriques
appropriées pour en rendre compte qui sont exposées dans les six
chapitres qui constituent ce livre. Le premier chapitre rappelle la notion
d’amplitude de transition, qui est essentielle pour la description
qguantique d’un processus d’interaction entre photons et atomes. Les
états importants des particules et du champ sont identifiés, et on
introduit des représentations diagrammatiques permettant de visualiser
les processus étudiés. Le chapitre II présente une vue d’ensemble sur
les interactions entre atomes et photons. Les divers processus élémen-
taires sont passés en revue et analysés en termes d’amplitudes de
transition : absorption, émission, diffusion de photons, corrections
radiatives et échanges de photons. Ces processus sont illustrés sur de
nombreux exemples choisis dans des contextes variés. Le chapitre III
reprend le probléme du calcul des amplitudes de transition avec un outil
plus puissant que la théorie des perturbations, la résolvante. Nous
montrons comment il est possible d’obtenir des expressions non
perturbatives des amplitudes de transition, en particulier pour Ia
décroissance d’un état instable ou pour la diffusion résonnante. A partir
du chapitre IV, on ne cherche plus a4 déterminer 1’évolution de
Pensemble « champ + particules », mais seulement celle de 'atome.
Nous montrons dans le chapitre IV que, pour de nombreux états du
champ, I'évolution de 'atome peut étre décrite par une équation de
relaxation pour la matrice densité de Patome (ou par une équation de
Langevin pour ses observables). De nombreux résultats sont également
établis sur le mouvement et les fluctuations des observables internes et
externes de I'atome. Dans le chapitre V, on tient compte en plus de
I'effet d’un rayonnement monochromatique cohérent, éventuellement
intense, qui perturbe de fagon importante I’évolution atomique. Cette
derniére peut étre décrite, moyennant certaines approximations, par les
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équations de Bloch optiques, dans lesquelles I’effet du champ cohérent
est décrit comme une perturbation dépendant du temps. Les équations
de Bloch optiques constituent, avec les équations de Maxwell, les
équations de base pour analyser de nombreuses situations physiques.
Enfin, le chapitre VI reprend le méme probléme dans le point de vue de
« I’atome habillé » qui utilise une description quantique du mode du
champ ayant une amplitude macroscopique. Ce point de vue permet de
faire ressortir clairement le réle joué par les processus fondamentaux
d’absorption, d’émission induite et d’émission spontanée discutés au
chapitre II, et se révele trés commode pour interpréter de nombreux
phénomeénes se produisant en présence de rayonnement intense.

Comme dans 'autre volume « Photons et Atomes - Introduction a
I’Electrodynamique Quantique », chaque chapitre est complété par des
compléments qui ont diverses fonctions ; ils peuvent préciser des
notions introduites dans le chapitre ou le prolonger en présentant des
exemples d’applications ; ils peuvent également proposer d’autres
points de vue ou aborder des problémes annexes. Une bibliographie
succincte, non exhaustive, est donnée, soit sous forme de références
générales a la fin des chapitres et éventuellement des compléments, soit
sous forme de références plus spécifiques mentionnées dans des notes
en bas de page. Les livres sont cités simplement par le nom des auteurs
sauf « Photons et Atomes - Introduction & I'Electrodynamique Quanti-
que » qui I’est par son titre. Pour éviter des références trop fréquentes a
ce livre, nous avons rassemblé dans un appendice les éléments essentiels
de la description de l'électrodynamique en jauge de Coulomb. Ce
formulaire a toutefois un caractére trés succinct, et le lecteur est invité a
se référer a 'ouvrage mentionné plus haut pour toutes les questions
relatives aux fondements de la théorie. Enfin, nous avons regroupé a la
fin de ce volume une vingtaine d’exercices corrigés, qui illustrent tel ou
tel aspect de Pinteraction entre matiére et rayonnement. Au prix de
quelques redites, nous les avons rendus suffisamment autonomes pour
qu’ils puissent en général étre abordés indépendamment de la lecture
détaillée de tel ou tel chapitre.

Pour une premiére approche simple, le lecteur pourrait se contenter
des chapitres I, 1 et V, et admettre, aprés avoir parcouru la partie A du
chapitre IV, 'existence des vitesses de relaxation. Il aurait ainsi une vue
d’ensemble sur les processus élémentaires et serait familiarisé avec les
méthodes simples de calcul des amplitudes de transition ainsi qu’avec
les équations de Bloch optiques.

Avertissement

Selon un usage courant, le terme « rayonnement » est utilisé de fagon
assez générale pour désigner le champ transverse, bien qu’il ne coincide
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avec ce dernier qu’en 'absence de particules chargées. Par ailleurs, les
fréquences propres des atomes ou du champ sont systématiquement
repérées par les pulsations w correspondantes. Etant donné 'usage peu
courant de ce dernier terme, nous continuons a utiliser le mot de
fréquence pour les désigner.



CHAPITRE I

Amplitudes de transition
en électrodynamique

Le but de ce premier chapitre est d’introduire la notion d’amplitude
de transition qui est essentielle pour la description quantique des
processus d’interaction entre atomes et photons.

Nous commengons, dans la partie A, par rappeler que amplitude de
probabilité associée a un processus physique est 'élément de matrice de
Popérateur d’évolution entre I'état initial et I'état final du processus
étudié. Le calcul de ces amplitudes utilise souvent la théorie des
perturbations et repose sur la décomposition de I’hamiltonien total
H en une partiec non perturbée H, et un couplage V.

Nous rappelons ensuite, dans la partie B, des notions de base de
mécanique quantique sur le comportement temporel des amplitudes de
transition. Plusieurs cas sont distingués suivant que les états initial et
final du processus étudié appartiennent au spectre discret ou continu de
H,. La discussion qualitative de cette partie B est approfondie dans
trois compléments. Le complément A; regroupe quelques résultats
importants relatifs au calcul perturbatif des amplitudes de transition et
des grandeurs physiques qui peuvent étre déduites de ces amplitudes
(probabilités de transition par unité de temps, sections efficaces... ). Le
complément B; introduit la notion d’hamiltonien effectif, utile pour
décrire des situations ot plusieurs niveaux d’énergie de H,, formant une
multiplicité bien isolée, sont couplés indirectement via d’autres niveaux
de H,. Le complément C; présente un modele trés simple d’état discret
couplé a un continuum, permettant de calculer exactement les amplitu-
des de transition et de comprendre comment se manifeste le « souve-
nir » de I'état discret de H, dans les états propres de H.

Dans la partie C, nous analysons enfin la fagon dont ces notions
peuvent €tre appliquées au cas d’un systeme de particules chargées
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interagissant avec le champ électromagnétique. Partant de ’hamiltonien
H de Délectrodynamique quantique en jauge de Coulomb, nous
envisageons plusieurs décompositions possibles de cet hamiltonien en
une partie non perturbée H; et un couplage V. Nous soulignons 4 cette
occasion les avantages de la jauge de Coulomb qui permet de prendre
en compte l'interaction de Coulomb dans I’hamiltonien des particules et
de considérer comme «non perturbés » des états liés de particules
chargées comme des atomes, des molécules ou des ions. Nous
introduisons également des représentations diagrammatiques des pro-
cessus d’interaction permettant de visualiser simplement I’évolution du
systéme global. Ce sont ces processus d’interaction (absorption, émis-
sion, diffusion... ) que nous passerons en revue dans le chapitre II.
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A — AMPLITUDE DE PROBABILITE ASSOCIEE
A UN PROCESSUS PHYSIQUE

La notion d’amplitude de probabilité joue un réle central dans la
description quantique du déroulement temporel d’un processus physi-
que. Le systéme étudié est préparé a l'instant ¢, dans un certain état
l¥;>. Lamplitude de probabilité de le trouver, & un autre instant
ts, dans I'état | ;) est donnée, dans le point de vue de Schrodinger,
par:

CRUTEDIR Y (A1)

o U(tyt;) est 'opérateur d’évolution entre #; et ty. L’intérét des
amplitudes (A.1) est qu’elles se multiplient : amplitude d’aller de
{¢) a [¢) entre t; et t,, puis de |¢,) & |y¢3) entre ¢, et
t;, est donnée par le produit :

(3| U(ts,ta) [ th2) oo | Ut ) [ ¥1) (A2)

Une autre propriété intéressante des amplitudes (A.1) est qu’elles
interferent. Si le systéme n’est pas observé a I'instant intermédiaire
t,, les amplitudes associées & tous les €tats intermédiaires possibles
doivent étre sommées. Il est bien connu en effet que :

W3 Ultsoty) |91y =
=Y (P3| U3 t) | 0n) (@n| Ultrst1) |41 (A3)

ou les {|¢,)} forment une base orthonormée d’états.

Le calcul de 'amplitude (A.1) suppose bien siir que 'on sache tout
d’abord déterminer |¢;) et |¢y). L’état initial et I'état final sont
caractérisés par des valeurs bien définies de certaines grandeurs
physiques. Il faut donc pouvoir calculer les valeurs propres et états
propres des observables qui représentent ces grandeurs physiques. Par
ailleurs, la détermination de I'opérateur d’évolution U(ty,t;) passe par
la diagonalisation de 'hamiltonien H du systéme. Or, il se trouve que
dans la plupart des cas, et notamment en électrodynamique, on ne sait
pas calculer de manieére exacte les états propres et valeurs propres de
H. 11 est donc nécessaire d’avoir recours a des méthodes d’approxima-
tion.

Le calcul perturbatif des amplitudes (A.1) repose en général sur la
décomposition de P'hamiltonien H en une partie « non perturbée »
Hy, dont les états propres | ¢,) et les valeurs propres E, sont connus, et
une perturbation V = H - Hy:

H=Hy+V (A.4)
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Comme tout état |y¢;) ou |¢,) peut toujours étre développé sur la
base |¢,) des états propres de Hy, les amplitudes (A.1) peuvent étre
exprimées en fonction des quantités :

(eplUCssti) | ) (A.5)

qui représentent les amplitudes de transition induites par la perturbatiop
V entre états non perturbés. Dans ce chapitre, nous nous intéresserons
4 ces amplitudes de transition et a leur calcul sous forme d’un
développement perturbatif en puissances de V.

Quand le probléme étudié peut étre posé en termes de collisions, il est
trés commode de « brancher » et de « débrancher » adiabatiquement la
perturbation V, en multipliant formellement V par un parameétre
A(r) dont les variations temporelles sont représentées sur la figure 1.
On « simule » ainsi Farrivée I’'un sur I'autre de deux paquets d’onde qui,
au début (r < ¢;), n’interagissent pas parce qu’ils sont trop éloignés I'un
de P'autre, et qui, apreés la collision (¢ = ¢), se séparent a nouveau et
n’interagissent plus. La limite de 'expression (A.5), quand la durée
T de la collision (voir figure 1) tend vers linfini, n’est autre qu’un
élément de la matrice § de diffusion. (L’opérateur d’évolution
U doit étre alors pris en représentation d’interaction par rapport a
H, pour éliminer les exponentielles d’évolution libre en ¢; et en
t; dues & H ; voir complément Ay, § 1).

Ar()

— !

0 1

Figure 1. Variations temporelles du paramétre A(¢) permettant de brancher
et de débrancher adiabatiquement la perturbation V et de simuler ainsi une
collision de durée 7.
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B — COMPORTEMENT TEMPOREL
DES AMPLITUDES DE TRANSITION

Pour donner une idée du type d’informations physiques qui peuvent
étre extraites des amplitudes de probabilité précédentes, nous allons
distinguer différents cas, suivant que les états initial et final |¢;) et
| ¢y du processus étudi€ appartiennent au spectre discret ou continu
de TI'hamiltonien non perturbé H,. Pour chacun de ces cas, nous
rappellerons les comportements temporels que la mécanique quantique
prédit pour les éléments de matrice de 'opérateur d’évolution, et nous
indiquerons comment il est possible de relier les amplitudes de
probabilité & des grandeurs physiques mesurables comme des déplace-
ments de niveaux, des durées de vie, des sections efficaces... Nous
aurons ainsi dégagé quelques idées générales qui seront utiles pour
Vanalyse des processus physiques passés en revue dans le chapitre II.

1. Couplage entre états discrets isolés

Commengons par considérer le cas ol I’hamiltonien non perturbé
H, posséde un ou plusieurs états propres discrets bien isolés de tous les
autres états propres de H,,.

Un cas particuli¢rement simple est celui d’un seul/ état discret
|y, bien isolé, d’énergie non perturbée E,. Considérons alors
I'amplitude :

0:(T) = (o1]O(D)| ¢, (B.1.a)

ol
o) = o HOT /2 U(T) &/ (B.1.b)
est I'opérateur d’évolution entre les instants t; = — T /2 et t; = + T/2

en représentation d’interaction par rapport a Hy (voir complément A,
§1). U,,(T) représente 'amplitude de probabilité pour que le systéme,
préparé dans 1’état |¢,) a I'instant initial ¢;, y soit encore un instant
T aprés. En insérant a droite ou a gauche de U(T) = exp( —i HT /h) la
relation de fermeture sur les états propres de H, on voit apparaitre une
superposition d’exponentielles de T, dont 'une a un poids nettement
prépondérant (d’ordre 0 en V) :

U(T) = | (o1l ¥1) |2*‘f’—i§ElTﬂl (B.2)

Dans (B.2), |¢;) est I'état propre de H qui tend vers |¢,) quand
V tend vers z€ro et 8E; le déplacement de I'état | ¢,) di au couplage
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V, donné par le développement perturbatif bien connu :

(e1lVien (ealVien .

SE = (e1|V]en + ¥ E—E
17 ~n

noykl

(B.3)

L’étude de Vamplitude (B.1.a) permet donc de calculer des déplace-
ments de niveaux. Remarquons d’ailleurs qu’il suffit de connaitre, dans
le développement de I'amplitude (B.2), le terme linéaire en T pour
obtenir 8 E;. Nous rencontrerons dans la suite des situations de ce type
a propos de I’étude du déplacement radiatif de niveaux atomiques dd a
Pémission et a la réabsorption virtuelles d’un photon.

Un autre cas intéressant est celui ol H,, posséde deux états discrets,
bien isolés des autres, |¢;) et |¢,), de méme énergie non perturbée
E, = E,. Considérons alors I’amplitude :

Un(T) = {2l O(D) | 1) (B.4)
qui permet de calculer la probabilité :
Py(D) = |Un(T)|? (B.5)

pour que le systtme, initialement dans 1'état | @), passe au bout d’un
temps T dans I'état |¢,). Il est bien connu en mécanique quantique
(probléme a deux niveaux) que P, (T) présente un caractére oscillant.
La fréquence de cette oscillation réversible du systéme entre |¢,) et
| ¢1), appelée « fréquence de nutation de Rabi », est proportionnelle au
couplage introduit par V entre |¢,;) et |¢,), soit directement (si
{¢2]V|¢;) est non nul), soit indirectement (si {¢;|V | ¢;) est nul) via
d’autres niveaux éloignés de |¢;) et | ¢,) (voir complément B;). Des
exemples de telles situations apparaissent dans les interactions entre un
systtme atomique et une onde monochromatique intense (voir
complément A ;).

Si plusieurs états propres discrets de H, sont proches les uns des
autres (en formant un groupe suffisamment bien éloigné de tous les
autres niveaux de H;), les probabilités de transition de I'un a I'autre de
ces niveaux sont des superpositions d’oscillations de Rabi avec des
amplitudes et des fréquences différentes. A la limite ol le nombre
d’états couplés les uns aux autres devient trés grand, les battements
entre ces diverses oscillations de Rabi finissent par donner un caractére
irréversible a I’évolution du systeme. C’est ce que nous allons étudier
maintenant en considérant des couplages qui font intervenir un conti-
nuum d’états propres de H,.
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2. Couplage résonnant entre état discret et continuum

Nous supposons dans ce paragraphe qu’un état discret | ¢; ), d’énergie
E;, est couplé par V a un continuum |¢;) d’états propres de
H,y (Pénergie E; de | @) varie continiment).

Le calcul de 'amplitude de probabilité (¢ | U(T)|@;) est bien connu
en mécanique quantique. A lordre le plus bas en V, c’est-a-dire a
I'ordre 1, on trouve (voir complément A;, § 2-b):

0fi(T) = (¢gl U(TH‘P:') =8y —2mi S(T)(Ef - E) Vi 4 (B.6)

ot Vi = {¢f|V]|e;) est 'élément de matrice de V entre (¢ | et
le;), et ot 8(E s — E;) est une fonction delta de largeur #/T, qui
exprime la conservation de I'énergie non perturbée a #/T prés
(incertitude liée 2 la durée T de I'interaction). En fait, 8 ™(E r— E;) est
la transformée de Fourier du produit d’'une exponentielle de fréquence
(E¢ — E;)/# par un créneau de largeur T. Pour obtenir la probabilité de
transition de |¢;) vers |¢y), il faut prendre le carré du module de
(B.6). Comme les états |¢;) et | ;) sont par hypothése différents, le
premier terme de (B.6), 8, est nul. Par ailleurs, le carré de
8™ est proportionnel a T8 (voir complément A ;, équation (49)). La
probabilité de transition de | ;) vers | @) est donc proportionnelle a
la durée T de linteraction, ce qui permet de définir une probabilité de
transition par unité de temps qu’'on trouve égale a:

1, ~ 2
Wi =7 |Un(T) |2 =~ —f?— |V 528 E; - Ey) (B.7)

En fait, I'état final | ¢ ), qui appartient a un spectre continu, n’est pas
normalisable. La quantité qui a un sens physique est la probabilité de
transition par unité de temps vers un groupe d’états finals. Par exemple,
la somme de (B.7) sur tous les états |¢@;) donne la probabilité de
transition par unité de temps, I', de I'’état discret |¢;) vers un état
quelconque du continuum :

2
[=Yws=5(Val?o(Es=E) (B.3)
f

ou p est la densité d’états finals évaluée en E; = E; (régle d’or de
Fermi).

Une autre quantité intéressante est la probabilité | T;(T)|? pour que

le systéme soit resté dans I’état discret |¢;) au bout d’un temps
T. Le calcul perturbatif précédent donne (conservation de la norme) :

|0(D?=1-F |U(D*=1-TT (B.9)
f



14 Amplitudes de transition L.B.2

La probabilité de trouver le systtme dans I’état |¢,;) décroit donc
proportionnellement a4 I'. En fait, un calcul non perturbatif de

I’amplitude U,(T), sur lequel nous reviendrons dans le chapitre III, est
possible (*). 1l donne :

U.(T) = e~ TT/2¢= PET/ (B.10)

ce qui montre que l'état discret se désintégre exponentiellement au
cours du temps avec une « durée de vie » :

(B.11)

-

(La  probabilité {0,(T)|>  décroit en  effet  en
exp( — I'T) = exp( — T /7)). On voit apparaitre également un déplace-
ment 6 E; de I'état discret di au couplage avec le continuum, et dont
Pexpression est :
2
IV i)

rorT S
ol 2 signifie partie principale. Il apparait ainsi clairement que 1’étude
des amplitudes de transition faisant intervenir un état discret et un
continuum donne accés & des grandeurs physiques importantes comme
des durées de vie ou des déplacements de niveau. Nous discuterons
dans le chapitre II un exemple important de situation de ce type,
Pémission spontanée de rayonnement par un €état atomique excité
discret.

Remarque

La décroissance exponentielle de |U,(7)|? est un exemple simple de

comportement irréversible di a la superposition d’un trés grand nombre
d’oscillations de Rabi de fréquences différentes (voir fin du paragra-
phe B—1 précédent). Il importe toutefois de noter qu’un tel résultat n’est
valable que si le continuum auquel est couplé I'état discret |¢;) est trés
plat, plus précisément si la quantité |V ;|* p(E;) varie trés lentement avec
E;. Si le continuum posséde des structures responsables de variations
rapides de |V |® p(E/), des oscillations amorties peuvent subsister dans

[ J.(T)|? (voir complément C ;).

(*) Un modele simple d’état discrct couplé a un continuum cst également analysé dans
le complément C,. Il permet d’obtenir de mani¢re élémentaire la décroissance exponen-
tielle décrite par Pexpression (B.10).
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3. Couplages a Pintérieur d’un continuum ou entre continuums

x

Il nous reste a envisager le cas ol I'état initial |¢;) et I’état final
| @) du processus physique étudié appartiennent tous deux 2 un méme
continuum ou & deux continuums différents d’états propres de
H,. Des situations de ce type se rencontrent fréquemment lors de
I'étude de la diffusion de photons par des atomes. Dans ce cas, 1’état
l@i>(l@f)) représente 'atome dans un niveau d’énergie donné en
présence d’un photon incident (diffusé). Comme I’énergie des photons
incident et diffusé peut varier de maniére continue, [¢;) et [¢y)
appartiennent bien chacun & un continuum.

Pour T suffisamment grand, I'amplitude de transition (jﬁ(T) n’est
autre qu’'un €élément de la matrice S de diffusion. Le calcul quantique de
U #(T) donne (voir compléments A, et B;;) :

Ui(T) = 65 —27mi 8(E; - E) B (B.13)

ol 8 est une fonction delta de largeur /T, et o B si est 1a matrice de

transition dont le développement en puissances de V (développement

de Born) est donné par :

Gsi = (o5l Ve + <<PflVEi—;—Hlo—+—i;
1 v 1

E,~-Hy+in E, —Hy+in

+<<PflV

Vie) ++ (B.14)
7 étant infiniment petit et positif.

Remarque

Il peut arriver que le développement de Born ne converge pas et que
Yexpression (B.14) n’ait donc pas de sens. C'est ce qui se passe notamment
lorsque Hy a un état propre discret | ¢,y dont 'énergie E, coincide avec
celle des états initial |¢;) et final {¢,) (cas de la «diffusion réson-
nante »). On peut cependant établir une expression compacte de la matrice
de transition G, (voir complément B, § 1.b):

B = (eslVIe) + (eslV Viey  (B.19)

1
E -H+in

ou c’est H et non H, qui figure dans le dénominateur du deuxi¢me terme.
On peut vérifier que le développement formel de I'expression (B.15)
redonne bien le développement (B.14). En effet, I'identité

1

(B-A) Y (B.16)

| -

Il

)
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appliquée a A=E, - H+in, B=E, - Hy,+in donne

1 - 1 N 1 v 1
E,~H+in E -Hy+in E —Hj+in E -H+in

(B.17)

L’itération de (B.17), reportée dans le deuxiéme terme de (B.15), redonne
bien (B.14).

Comme dans le paragraphe B.2 précédent, le calcul de la probabilité
de transition |¢;) — | ¢ ;) fait apparaitre, si |@s) # | ;) , le carré de
la fonction 8, proportionnel a 78 7. Il est donc possible de définir
une probabilité de transition par unité de temps :

1, 2
wi =7 10a(DI? = S 188 ME~ ) (B18)

Comme I’état final |@) n’est pas normalisable, c’est la somme de
wy sur un groupe d’états finals qui a un sens physique. Cette
sommation fait apparaitre la densité d’états finals p(E; = E;). Enfin,
I’état initial | ;) est lui aussi non normalisable puisqu’il appartient & un
continuum. On peut cependant associer un flux incident & un tel état
|®;y, et il est bien connu que le rapport entre la probabilité de
transition par unité de temps de Iétat [ ¢;) vers un groupe d’états finals
et le flux incident associé a |¢;) n’est autre qu’une section efficace de
diffusion. On voit ainsi comment il est possible d’extraire une grandeur
physique mesurable, comme une section efficace, des amplitudes de

transition U 7(T) entre deux états appartenant & des continuums. Nous

donnerons dans la suite de nombreux exemples de processus de
diffusion (diffusions Rayleigh, Raman, Compton, photoionisation,
Bremsstrahlung... ).

Remarque

L’expression (B.18) évoque une « régle d’or de Fermi généralisée », ot le
couplage G; entre | ¢;) et [ @) contient tous les ordres en V. Il convient
toutefois de noter que I'expression (B.13), et I'expression (B.18) qui en
découle, ne sont valables & tous les ordres en V que si |¢;) et
| #;) appartiennent tous deux & un continuum. De plus, Pexpression
exacte (B.15) de Ty doit étre utilisée s'il existe des états discrets
résonnants intermédiaires.

Dans le cas ol 'un des deux états | ¢;) ou | ¢ ;) est discret, la différence
entre U(T) et 8; west proportionnelle a 8 ™(E; — E;) qu'a I'ordre le plus
bas en V.
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C — APPLICATION A L’ELECTRODYNAMIQUE

1. Hamiltonien en jauge de Coulomb

Nous considérons maintenant le cas de I'électrodynamique. Le
systéme étudié est formé alors par un ensemble de particules chargées
a, de charges g, et de masses m,, interagissant avec le champ
électromagnétique. Soient r, et p, = (f/i) V, la position et I'impulsion
de la particule «, A(r) le potentiel vecteur du champ qui, en jauge de
Coulomb, est transverse (A = A, ). L’hamiltonien qui décrit la dynami-
que de ce systéme s’écrit, en jauge de Coulomb (voir appendice, § 3)

8ada
2m,

1
H= ;m [pa —qq A(ra)]2 - ; Sa'B(ra) + VCoul + HR (Cl)
Le premier terme de (C.1) représente I’énergie cinétique des particu-
les, puisque la vitesse i, de la particule a vaut

fo= ol = = [P - g, A (C2)
Le second terme de (C.1) représente l'interaction entre les moments
magnétiques de spin des particules (S, est le spin de la particule
a, g, son facteur de Landé) avec le champ magnétique B du
rayonnement évalué aux points oll se trouvent les particules. Le
troisitme terme, V.., est I'énergic de Coulomb du systtme de
particules, somme des énergies d’interaction coulombienne entre paires
de particules (a,B) et des énergies coulombiennes propres £&,, de
chaque particule «

‘Ian 1
Veow = e + ¥ &{ (C.3)
oul ;BZ:QSWSOIra‘rBl ; Coul
€8, €st une constante donnée par la formule (43) de I'appendice.
Enfin, le dernier terme Hy est 'énergie des champs transverses
(électrique E, et magnétique B)

Hy = 529 J & [E2 (r) + ¢B(r) ] (C.4.2)

qui s’exprime également simplement en fonction des opérateurs d’anni-
hilation et de création ag; et a/ d’un photon du « mode » normal de
vibration j du champ (repéré par le vecteur d’onde k;, la polarisation
g; et la fréquence w; = ck))

1
HR = Z flw] (a;‘ a]' + —2- ) (C.4.b)
i
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A chaque mode j est donc associé un oscillateur harmonique a une
dimension, I'état propre |n;) d’un tel oscillateur (avec n; = 0,1,2...)
représentant un état ol le mode j contient n; photons d’énergie
hw;, d’impulsion fik; et de polarisation g;. Rappelons enfin que les
divers champs transverses E, , B ainsi que A s’expriment sous forme
d’'une combinaison linéaire des opérateurs a; et a/ (voir expressions
(29), (30) et (28) de I'appendice).

Pour la suite, il est utile de réécrire ’hamiltonien H sous la forme

2
Pe
= .,ZZma + Hpg + Vo + Hy + Hpp + Hpy (C.5.a)
avec
Hy= - ¥ p,Ar,) (C.5.b)
n= ;ma p.-A(r, 5
Hy = =3 g0 8,.B(r,) (C.5.c)
n “2m, ° @
q2
= al 2
Ho = Y5 IAC] (C.5.d)

La décomposition de H en Hy+ V peut s’effectuer de plusieurs
fagons. Nous envisageons maintenant deux d’entre elles conduisant a
différents types de développements perturbatifs pour les amplitudes de
transition.

2. Développement vis-a-vis des charges q,

Une premiére possibilité consiste a regrouper dans H, tous les termes
indépendants de q, :
2

P
HO = Z zma + HR (C.6~a)

Les charges g, apparaissent ainsi comme les paramétres de couplage
caractérisant I'importance de la perturbation :

Les états propres de H, représentent alors simplement des particules
libres (états propres de p2/2m,) en présence de photons transverses
(états propres de Hg). Aucun état lié de particules ne peut apparaitre
dans H,, car aucun couplage, ni direct, ni indirect, n’existe entre les
particules.
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Tous les termes contenus dans V sont ensuite traités de maniére
perturbative, aussi bien linteraction de Coulomb que linteraction
entre les particules et le champ transverse. Les problémes physiques qui
peuvent étre étudiés simplement dans un tel point de vue sont alors
essentiellement des problemes de diffusion entre particules, entre
particules et photons (diffusion coulombienne, diffusion Compton,
émission de rayonnement de freinage... ).

3. Développement vis-a-vis de ’interaction avec le champ transverse

La deuxiéme décomposition de H que nous envisagerons ici consiste a
regrouper dans H, tous les termes qui dépendent des seules variables
dynamiques des particules, ou des seules variables dynamiques du
champ transverse, mais non des deux a la fois :

HO = Hp + HR (C7a)
ol
pZ
Hp = Z 2m + VCoul (C7.b)

est un hamiltonien de particules. La perturbation V contient alors tous

les termes contenant a la fois des opérateurs de particules et des
opérateurs de champ transverse :

V=H,+H+Hp, (C.7.¢)

Le développement perturbatif en puissances de V est donc un
développement vis a vis de 'interaction entre les particules et le champ
transverse.

Comme l'interaction de Coulomb V., est incluse dans ’hamiltonien
des particules, un tel hamiltonien peut décrire maintenant des états liés.
En fait, les états propres de Hp sont caractérisés par deux types de
nombres quantiques, d’une part des nombres quantiques externes,
décrivant le mouvement du centre de masse de lensemble des
particules, d’autre part des nombres quantiques internes, décrivant
I'état d’excitation du systéme des particules dans le référentiel du centre
de masse. Par exemple, si les particules étudiées forment un atome ou
une molécule, les nombres quantiques internes repérent les niveaux
d’énergie de cet atome ou de cette molécule. Les états propres de
H, décrivent donc des situations ol des systémes de particules, comme
des atomes, des molécules, des ions... dans des états internes bien
définis et avec une impulsion bien définie, sont en présence d’un certain
nombre de photons transverses caractérisés par une énergie, une
impulsion et une polarisation bien définies.
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Le traitement perturbatif de V permet ensuite de décrire des
processus d’absorption ou d’émission de photons par de tels syst¢mes
de particules. Nous donnerons plus loin une représentation diagramma-
tique des amplitudes de transition induites par V permettant de
visualiser ces divers processus.

Remarque

Lorsque le systeme des particules est formé de plusieurs systemes distincts
A, B, ... (atomes, molécules, ions, €électrons... ), bien séparés les uns des
autres, il peut étre intéressant de ne garder dans H, que les énergies de
Coulomb & l'intérieur de chaque systéme, Va4, V22, .. | et de reporter
dans I'hamiltonien d’interaction V 1’énergie d’interaction coulombienne
entre systemes différents, V28,... Les états propres de H, représentent
alors des situations ol les divers systémes A, B ... sont dans des états
externes et internes bien définis, sans interactions mutuelles, et en
présence d’un certain nombre de photons.

4, Avantages liés a la prise en compte de I’interaction de Coulomb dans
Phamiltonien des particules

Un premier avantage de la décomposition (C.7), par rapport a la
décomposition (C.6), est de permettre de considérer comme non
perturbés des états ol des systemes de particules chargées sont liées par
I'interaction de Coulomb (atomes, molécules, ions... ). De tels états
subsistent avant le branchement et aprés le branchement de V (voir
figure 1). Avec I'autre décomposition (C.6), aucun état lié ne pourrait
subsister en 'absence de V (*). Les atomes, molécules, ions... se
dissocieraient en noyaux et électrons avant le branchement et apres le
débranchement de V, et il serait beaucoup plus difficile de traiter des
processus comme 1'’émission, ’absorption ou la diffusion de photons par
de tels systémes, processus qui jouent cependant un rdle important dans
toute la physique des basses énergies.

Un deuxieéme avantage de la décomposition (C.7) est que V,,; est,
dans le domaine non relativiste, beaucoup plus important que I'interac-
tion avec le champ transverse. Il est donc tout a fait indiqué de partir
des états propres de H, et de traiter I'effet des interactions avec le
champ transverse comme une perturbation.

Remarques

(i) Ceest Iélimination du potentiel scalaire et du potentiel vecteur
longitudinal qui fait apparaitre I'interaction de Coulomb comme un terme
purement particulaire en jauge de Coulomb. Dans une autre jauge,

(*) Nous ignorons ici bien sir les interactions autres qu’électromagnétiques, par
exemple les interactions fortes responsables de la cohésion des noyaux.
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comme la jauge de Lorentz, 'interaction coulombienne n’apparait que
dans un traitement au deuxiéme ordre de l'interaction entre les particules
et les photons scalaires et longitudinaux (*). Les avantages de la décompo-
sition (C.7) que nous venons de discuter sont donc étroitement liés au
choix de la jauge de Coulomb.

(ii) De tels avantages subsistent dans d’autres formulations de I’électrody-
namique quantique équivalentes a P'électrodynamique en jauge de Cou-
lomb, comme par exemple celle conduisant a4 I’hamiltonien dipolaire
électrique (voir appendice, § 5). Le nouvel hamiltonien H’, transformé
unitaire de H = Hy + V, peut encore s’écrire sous la forme H' = Hy + V',
oi H, a la méme expression qu’en (C.7) et contient en particulier
I'interaction de Coulomb.

5. Représentation diagrammatique des amplitudes de transition

Utilisons par exemple la décomposition {C.7). Le développement de
perturbation de l'opérateur d’évolution fait apparaitre les amplitudes
de transition comme des produits d’éléments de matrice de V entre
états propres de H; et de facteurs d’évolution libre entre deux
interactions, ces produits étant sommés sur tous les temps et sur tous les
états intermédiaires (voir complément A;, § 2.a) :

o 1 n
o Uepilo) = 8ot £ (5 )y wdmar
n=1 =TTz T 21,
—iE -t /h —iEy {7y =74 f
x § e BT G Vg, yye Bl

®n-1791
“(galVIeye BT Mg [V gy TV (CB)

1l sera commode pour la suite d’utiliser une représentation diagrammati-
que de ces produits, car une telle représentation permet de visualiser les
processus physiques intervenant dans ’amplitude de transition.

La propagation libre des particules sera représentée par des lignes
droites, celle des photons par des lignes ondulées. Auprés de chaque
ligne figurent les nombres quantiques repérant I'état libre correspon-
dant (a, b... pour I’état des particules, vecteur d’onde k et polarisation
e pour les photons). A ces lignes sont associés des facteurs exponentiels
du type exp[ —iE(7, — 7;)/h], décrivant I'évolution libre de I’état
d’énergie E entre les instants 7, et 7, associés aux extrémités de la ligne
(ces instants ne figurent pas explicitement sur le diagramme pour
alléger ’écriture). Chaque diagramme se lit de bas en haut (pour suivre

(*) Voir par exemple le complment B, de « Photons et Atomes - Introduction a
I’Electrodynamique Quantique ».
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le déroulement temporel du processus). Les lignes de particules et de
photons arrivant du bas correspondent & [’état libre dans le ket
|@;) de I'élément de matrice, les lignes de particules et de photons
partant vers le haut correspondent a I’état libre dans le bra (¢|. Les
éléments de matrice de V sont représentés par les points de jonction de
ces lignes (vertex), I'élément de matrice étant pris entre I’état décrit par
les lignes qui arrivent au vertex et celui décrit par celles qui en partent.
Une ligne de photon arrivant et disparaissant en ce point (figure 2.a)
correspond a la destruction d’'un photon (terme en a de Hj et
H}). Une ligne de photon partant de ce point (figure 2.b) correspond a
la création d’un photon (terme en a* de Hy, et Hj)). Les termes a deux
photons de H,, correspondent aux trois figures2.c (terme en a’
détruisant deux photons), 2.d (termes en a*? créant deux photons), 2.e
(termes en aa* ou a*a créant un photon et en détruisant un autre).

b f;
b ke

(a) (D)

ke \\
b r\‘k' €
A

a ke

© (@ (e)

Figure 2. Différents types de vertex correspondant
aux divers éléments de matrice de V.

Dans de nombreux processus, il y a plus d’une interaction entre
atomes et champs. Le diagramme correspondant contient ators plusieurs
vertex et plusieurs lignes associées a la propagation libre entre les
interactions. Il symbolise le produit de toutes les quantités (éléments de
matrice de V, évolution libre) ainsi représentées. Par exemple, le
diagramme de la figure 3 symbolise la quantité

expl — i(E, + ho ')t — 7,) /] {c;k'e" |V |b;0) x
x expl — iEy(1, — 71)/h] (b;0|V |ake) x
xexp[ —i(E, + hw)(r, —1;) /1] (C.9)
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Figure 3. Représentation diagrammatique
de I'amplitude de transition (C.9).

et représente l'amplitude de probabilité pour que le systtme des
particules , initialement dans ’état a, absorbe a 'instant 7, un photon
incident ke et passe dans I’état b, puis aboutisse a I'instant 7, dans I’état
¢ en émettant un photon k'e’. D’autres types de diagrammes seront
introduits dans la suite de cet ouvrage

Remarque

Dans les autres formulations de I'électrodynamique quantique équivalentes
a P'électrodynamique en jauge de Coulomb, I'hamiltonien d’interaction
V' peut avoir des éléments de matrice plus simples que V. Par exemple,
dans le point de vue dipdlaire électrique (voir appendice, § 5), I'hamilto-
nien d’interaction (en — gE, .r) ne contient que des termes & un photon en
a ou en a*. Il 0’y a plus de termes & deux photons comme les termes en
A? conduisant 4 des éléments de matrice du type de ceux représentés sur les
figures 2.c, 2.d, 2.e. Il en résulte une grande simplification dans les termes
d’ordre supérieur du développement perturbatif de 'amplitude de transi-
tion.

REFERENCES GENERALES

A propos de limportance des amplitudes de probabilité, voir
Feynman, Tome III, chapitres 3 et 7 ; Cohen-Tannoudji, Diu et Lalog,
chapitre III, partie E ; Lévy—~Leblond et Balibar, chapitres 4 et 3.

Le calcul perturbatif des amplitudes de transition se trouve dans de
nombreux ouvrages de mécanique quantique. Par exemple : Messiah,
chapitre XVII ; Cohen—Tannoudji, Diu et Laloé, chapitre XIII ;
Merzbacher, chapitre XVIII ; Schiff, chapitres 8 et 9 ; Feynman and
Hibbs, chapitre VI. Des références relatives aux amplitudes de transi-
tion entre deux continuums (problémes de collisions) seront données
dans le chapitre II1.

Pour I'électrodynamique en jauge de Coulomb, voir 'appendice et les
références qui y sont citées.
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COMPLEMENT 4,

CALCUL PERTURBATIF
DES AMPLITUDES DE TRANSITION -
QUELQUES FORMULES UTILES

Dans le chapitre I, nous avons utilisé, sans les démontrer, un certain
nombre de résultats relatifs aux amplitudes de transition. Le but de ce
complément est d’établir de manieére succincte ces résultats et de
regrouper un certain nombre de formules utiles auxquelles nous nous
référerons tout au long de cet ouvrage.

Nous commengons (§ 1) par introduire le point de vue d’interaction et
par souligner son intérét. Nous passons ensuite (§ 2) au calcul perturba-
tif des amplitudes de transition et nous établissons l'’expression des
termes d’ordre le plus bas (ordre 0, 1, 2) dans le développement de ces
amplitudes en puissances du couplage V. Nous étudions enfin (§ 3) la
probabilité de transition de I’état initial vers 1’état final en distinguant
plusieurs cas suivant la nature discréte ou continue de ces états.

1. Point de vue d’interaction

Comme dans le chapitre I, I'hamiltonien A du systéme étudié est
décomposé sous la forme

H=Hy+V (1)

L’hamiltonien non perturbé H, est supposé indépendant du temps. Par
contre, le couplage V peut en dépendre éventuellement (par exemple,
si V est multiplié par le paramétre A(¢) dont les variations temporelles
sont représentées sur la figure 1 du chapitre).

Le passage du point de vue habituel de Schridinger au point de vue
d’interaction par rapport a H, est réalisé en appliquant aux vecteurs
|¢(2)) et aux opérateurs A du point de vue de Schrédinger la
transformation unitaire

T() = e iHy(t - 1o) /B @)

ou f, est un instant de référence que nous prendrons pour origine des
temps (to = 0). Si | ¥ (¢)) et A(¢) représentent les vecteurs et opérateurs
dans le nouveau point de vue, nous avons donc

19()) = ™ [y()) (3.2)
,fi(t) _ eiHot/ﬁA eAiHot/h (3.b)
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Si V était nul, le point de vue d’interaction coinciderait avec le point
de vue de Heisenberg, et |¢(¢)) resterait fixe au cours du temps. Il
s’ensuit que, dans le cas général ol V n’est pas nul, | ¢(¢)) n’évolue que
par suite de la présence du couplage V. Pour le voir de maniére plus
précise, établissons I'équation d’évolution de |¢(z)) en appliquant
ihd /dt a(3.a)etenutilisant 'équation de Schrodinger pourihd | ¢i(¢) ) /dt.
I vient

— Ho|§(0)y + ™" (Hy + V) |9(1))

V@) [d@) (4)

ZEAION

ou

V(t) _ eiHot/ﬁ 1% e—iHot/h (5)
L’équation (4) montre bien que la vitesse de variation de | ¥(¢)) est au
moins d’ordre 1 en V. En particulier, dans I’étude d’un processus de
collision, ol le couplage V peut étre débranché dans le passé lointain et
dans le futur lointain (voir figure 1 du chapitre I), le vecteur d’état
n’évolue pas dans le point de vue d’interaction avant le début et apres la
fin de la collision. C'est ce qui permet de comprendre pourquoi les
"éléments de matrice de 'opérateur d’évolution U(z f+4;) dans le point de
vue d’interaction ont une limite bien définie quand ¢; et ¢; tendent
respectivement vers + oo et — oo (matrice de diffusion). Il sera
d’ailleurs utile pour la suite d’établir la relation existant entre
Ut f-1;) et Popérateur d’évolution U(t,t;) du point de vue de Schrodin-
ger. L’équation

[W(tp)) = Ultpt) |9(1)) ©)
donne, compte tenu de (3.a)
|9ty = UCpt) |9(0)) g
avec
0 pt) = € UGty ¢ 7 (8)

2. Développement perturbatif des amplitudes de transition

a) DEVELOPPEMENT PERTURBATIF DE L’OPERATEUR D’EVOLUTION

L’opérateur d’évolution U(ty,t;) du point de vue de Schrodinger est
défini par (6), et vérifie la condition initiale

U@t t) =1 9)
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Compte tenu de I'équation de Schrddinger satisfaite par |¢(tf)),
I'équation (6) est équivalente a I’équation intégrale

f
Ultst;) = Ugltsoty) + zih J dt Uy(tp,t) V U(E) (10)
4

ou
UO(tf’ti) _ e-iHO(tf—'i)/ﬁ (1)

est 'opérateur d’évolution non perturbé associé a H,. Pour démontrer
cette équivalence, il suffit de vérifier que I'opérateur U défini par (10)
satisfait bien & (9) et a I'équation d’évolution

ih L Ut = (Hy + V) UGt pt) (12)
f

Par itérations successives, ’équation (10) conduit alors au développe-
ment perturbatif bien connu de 'opérateur d’évolution

Ut ot;) = Uglegot)) + ) U(n)(tf;ti) (13.a)
1

n=

avece

U™ t) = (%) f dr pdrydr, x

tf? Tn = ...72 = ’Tl = t,
R e P R YA E R

La structure du terme (13.b) est celle d’un produit de (n+1)
opérateurs d’évolution non perturbés séparés par rn interactions
V. En prenant les éléments de matrice de (13.b) entre les états propres
{¢s| et |¢;) de Hyeten insérant (n — 1) fois la relation de fermeture
sur les états propres de H, entre deux opérateurs V successifs, on
retrouve la formule (C.8) du chapitre.

L’équation (8) permet enfin d’obtenir le développement perturbatif
de I'opérateur d’évolution dans le point de vue d’interaction

o]

UGtgt) =1+ Y Ut fot;) (14.a)
n=1
09pa) = (75 )" [ driedrar, PV V(e
=T, = Ty= T = (14.v)

La comparaison de (14.b) et (13.b) montre bien que le passage dans le
point de vue d’interaction élimine les exponentielles d’évolution libre
exp( — iHyts/h) et exp(iHyt;/f) relatives aux instants initial et final.
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Soit &4 I'élément de matrice de (7(tf,t,~) entre les états propres
(sl et |y de Hy

L= <‘Pfl0(tf’ti)|¢’i> (15)
Le développement perturbatif (14) donne alors
Sp =85+ Y LW (16.2)
n=1
FW = (o 090 00 (16.b)

Nous allons maintenant calculer les termes d’ordre 1 et2 en V du
développement perturbatif de 'amplitude de transition & ;.

b) AMPLITUDE DE TRANSITION D’'ORDRE 1 EN V
Compte tenu de (16.b), (14.b) et (5)

1 (% i(E; = E)ty /%
y}pzmﬁ dr V"B (17)

ou nous avons pos€¢ Vg = (¢s|V]|e;). Nous supposerons ici V
constant et choisirons l'origine des temps de telle sorte que

h==T/2 t;=+T/2 (18)

ol T est la durée de l'interaction. L’intégrale sur 7, de (17) se calcule
alors exactement et il vient

FP=-2wiV,; 8E;~E) (19)
ou

sM(E, _ By = L [T 471 iy -rynn_ 1 SINEs - E)T/2R
f ! 2

—T/2 h ki (Ef——El)

(20)

D’apres la premiére égalité (20), 8 ™(E, — E;) tend vers 8(E; — E;)
quand T — oo . En fait, d’aprés la deuxieme égalité (20), Sm(Ef - E)
est une fonction de diffraction représentée sur la figure 1, d’amplitude
maximale T/27# pour E; — E; = 0, de largeur de 'ordre de 4=wh/T
(distance entre les deux premiers zéros de part et d’autre du maximum)
et d’intégrale égale a1. Clest donc une fonction delta approchée
exprimant la conservation de I’énergie a 'incertitude f/T prés, liée 4 la
durée finie de 'interaction.
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A S(T)(Ef -E)
T

27h

/\ N\ Emh

Figure 1. Variations avec E; — E; de la fonction 8(E; ~ E,).

Remarque

Si V est multiplié par la fonction A(¢) de la figure 1 du chapitre I, la
formule (19) reste valable mais &7 est alors la transformée de Fourier d’un
créneau de largeur de 'ordre de T, dont les bords sont non plus « carrés »
mais « arrondis ». La fonction 87 est dans ce cas une fonction de
diffraction "apodisée” dont l'intégrale est toujours égale 4 1 et qui peut

donc étre encore considérée comme une fonction delta de largeur
t/T.

¢) AMPLITUDE DE TRANSITION D’'ORDRE 2 EN V
A Pordre 2, les équations (16.b), (14.b) et (5) donnent

2
PP = < 1 ) J drdr, x
if +T 2212 12-T/2

% Z kaVki ei(Ef" Egry /4 ei(Ek' E)ri/h (21)
P

La somme sur les états intermédiaires k représente une somme sur les
états propres |¢,) de H, Pour se débarrasser de la restriction
T, 2= 7, il suffit de multiplier I'intégrand de (21) par la fonction de
Heaviside 6(7, — 7,) égale a 1 pour 7, = 7, et 0 pour 7,< 7,. Utilisons
alors I'identité

. —iE(ry— 1)) /h

—iE(ty~ 1) /h . 1 oo !
€ 6 — =Lim - — —_—
(r2=m) 2mi J E+in—-E;

dE (22)

70, )
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que l'on peut vérifier aisément en calculant I'intégrale de (22) par la
méthode des résidus. L’équation (21) peut étre alors réécrite

T T
2 —-1 +'2'v +5
2)
FP = (75) (2_—7”_ > f_z dr, J_z dry
2 2
+o i(E;— Eyro/h —i(E; - Eyry /h
X dE e e W(E) (23)
)
ou
14
. fk ki
(E) = 24
We(E) f,‘f;l ZE_HT’ z, (24)

D’aprés le paragraphe 2-b précédent, les intégrales sur 7, et
T, donnent respectivement 27rh6m(Ef ~E) et 271 8D(E; — E). Ces
deux fonctions sont pratiquement nulles dés que E s’écarte de
E; pour la premiére, de E; pour la deuxi¢me de plus de #/7. Leur
produit est donc une fonction de E qui n’est non nulle que si d’une part
E; et E; coincident a /T prés, et si d’autre part E coincide avec cette
valeur commune de E; et E; & h/T pres.

Pour effectuer la derniére intégrale sur E qui reste a faire dans (23), il
faut maintenant comparer la largeur en E de 8 (E f—E) 8N(E, — E)
qui est de I'ordre de /T autour de E; = Ey, et celle de I'autre fonction
de E qui figure dans (23), a savoir W(E). Dans de nombreux cas, que
nous préciserons plus loin, Wy(E) est une fonction de E qui varie tres
peu avec E sur un intervalle de largeur #/T. Il est possible alors de
remplacer dans (23) Wy(E) par Wi(E;) et de sortitr Wy(E;) de
I'intégrale, ce qui donne

2) _ 1 474 L kaVki
! 277'1 (lh)z P Ez_Ek+in

x rw dE 8(E - E)) 8™(E — E,) (25)

L’intégrale sur E de (25) se calcule aisément a partir de la forme
intégrale (20) de 86

+©
J dE 8™(E - E))8™(E - E)) =
—

T
47,.2;,2'[ dEJ . dr jzr dr’ " E-EPT/ JE-E)T/h (26)
2 "z

2
(Notons qu’il n’y a pas de restriction sur P'ordre temporel de
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T et v'). L’intégrale sur E de (26) donne 2## 8(7 + 7'), de sorte que
(26) se réduit a

+®©
J dE 8(E - E) 8T(E - E;) =

=}

l +
27h J_

Finalement, en reportant (27) dans (25), nous obtenons

dr BT s ((E, —E ) (27)

Nl BTN

Va Vi
FPD= _2ri|Lim V-t H
fi 70, ;EihEk-Fl'rl

8UXE, -~ E;) (28

Précisons maintenant les cas ou Wg(E) peut étre considéré comme
une fonction de E variant lentement 4 ’échelle de /7. Essentiellement,
il ne faut pas qu’il y ait des états propres discrets | ¢;) de H, dont
Iénergie E, soit trés voisine de E; et E; En effet, la fonction
(E—-E,+im)~! varierait dans ce cas trés rapidement avec E au
voisinage de E = E; puisqu’elle diverge pour E = E,. Notons par
contre que H; peut avoir un spectre continu E, au voisinage de
E; = E;. En effet, la somme sur k dans (24) devient alors une intégrale
sur E,. La fraction 1/(E +in — E,) sexprime en fonction de
S8(E-E,) et #(1/(E~-E,)) et donne, lors de lintégration sur
E,, des fonctions de E qui n’ont aucune raison de diverger au voisinage
de E; =~ E;. Pour T suffisamment grand, ces fonctions peuvent donc
étre considérées comme variant lentement a 'échelle de #/7.

Finalement, en récapitulant les résultats obtenus dans ce paragraphe,
nous pouvons écrire

F=8q—2mi §E, - E) V-+LimZ—M +0(V?3)
frm o frmL ~E ~E,+in

-0,

(29)

Remarques

(i) Si les états initial | ¢;>, ou final | @), ou les deux sont discrets, I’état
intermédiaire |¢,) peut coincider avec cet état discret dans la somme
(24), ce qui conduit 3 une divergence de Wy (E) au voisinage de
E; ou E;. Ceci ne peut cependant se produire que si I'élément diagonal de
V dans I’état discret, V;; (ou V (), est non nul. On peut toujours réintégrer
dans H, ces éléments diagonaux (ce qui revient & remplacer E; par
E; + V). 1l est possible alors d’utiliser 'expression (28) de & }f) Cepen-
dant, aux ordres supérieurs a 2, il est impossible en général d’empécher
|@:> (ou |pg)) d’apparaitre comme état intermédiaire.
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(ii) Dans le chapitre III, nous introduisons des méthodes de calcul des
amplitudes de transition plus puissantes que celle exposée dans ce
complément. Ces méthodes permettent de resommer tous les termes de la
série des perturbations oit apparaissent comme états intermédiaires un ou
plusieurs états discrets susceptibles de conduire & des divergences de
I'amplitude de transition, parce que leur énergie est trés proche de celle
des états initial et final. Nous obtiendrons ainsi pour les amplitudes de
transition des expressions non perturbatives valables dans des conditions
ol expression (29) ne I'est pas. La méme approche permet de généraliser
aux ordres supérieurs I'expression (29) de #; dans le cas d’'un probleme
de diffusion ol | ¢;) et | ¢;) appartiennent tous deux au spectre continu
de H,. On obtient ainsi

Fp=84-2mi 8(E;~ E;) By (30)

ou la matrice de transition B, est donnée par I’expression (B.15) du
chapitre I. Quand il est valable, le développement en puissances de
V de Gy est le développement de Born dont les deux premiers termes
figurent dans le crochet de (29).

3. Probabilité de transition

a) CALCUL DE LA PROBABILITE DE TRANSITION VERS UN ETAT FINAL
DIFFERENT DE L'ETAT INITIAL
Supposons |¢ ) différent de |¢;). Le premier terme, 85, de (29) est
alors nul. La probabilité de transition 2 (7T) de |¢;) vers |py) au
bout d’'un temps T vaut dans ce cas

Pu(T) = | Fp|* = an?[8E; — Ep) x

ViV :
. i — 31
x Vf’+,l,‘l§j§E,~—Ek+in + (31)

D’aprés (20), la fonction
1 sin¥(E; — E;)T/2h
w2 (Ej— E)

[6(E;— E)J = (32)

est le carré d’une fonction de diffraction. Pour E; = E;, [6(E - E)I
atteint sa valeur maximale qui vaut T7>/4m%%. La distance entre les
deux premiers zéros de cette fonction de part et d’autre de son
maximum est, comme pour &P, égale 3 474 /T et donne une idée de sa
largeur. Pour la suite, nous aurons besoin de I'intégrale sur E de cette
fonction qui est de l'ordre de (T%/47%?) x (47h/T), c’est-a-dire de
lordre de T/w#h. Effectivement, a partir de (27), on obtient
+ a T
J' dE;[86 "XE; - E)F = (33)

® T 2mh
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b) PROBABILITE DE TRANSITION ENTRE DEUX ETATS DISCRETS. CAL-
CUL A L’ORDRE LE PLUS BAS EN V

Commengons par supposer que |¢;) et | ¢ ;) sont deux états propres
discrets de H,, d’énergies E; et E; proches I'une de I'autre et éloignées
de toutes les autres valeurs propres de H;. A Vordre le plus bas en
V, la probabilité de transition de |¢;) vers | ;) s’écrit, compte tenu
de (31) et (32)

P (1) = M— sin(E; — E;)T/2h (34)
e E—Ey
Cette formule n’est bien slir valable que si T est suffisamment petit pour
que le traitement perturbatif de V soit justifié. Il est intéressant de la
comparer avec la formule exacte obtenue dans le cas simple ou
|@;) et |¢@g) sont les seuls états propres de Hy, et ol par suite la
diagonalisation exacte de Hy+ V est possible (*):

4|V 4|?
(E;— E) + 4|V

PAT) = 2sinz[zlh\/(Ef—15,4)2+4|Vﬁ|2] (35)

Les expressions (34) et (35) coincident bien a l'ordre le plus bas en
V 5. En particulier, pour E; = E;, I'équation (34) donne

Pu(T) = |V 5 |’T/# (36)

qui est le début du développement de la fonction sin’[|V ) T/h]
décrivant la nutation de Rabi résonnante entre |@;) et |@).

¢) CAS OU L’ETAT FINAL APPARTIENT A UN CONTINUUM D’ENERGIE.
DENSITE D’ETATS

Quand I'état final appartient 4 un continuum d’énergie, 2 (T) n’est
plus une probabilité de transition, mais une densité de probabilité de
transition. La quantité qui a un sens physique est alors la probabilité
pour que le systéme atteigne un groupe d’états finals caractérisé par des
valeurs propres tombant dans un certain domaine Dy. Pour fixer les
idées, nous allons tout d’abord considérer deux exemples concrets qui
nous permettront d’introduire la notion de densité d’états.

a) Exemple des particules matérielles libres

Supposons que les états finals | ¢ ;) soient les états |p) d’impulsion
p bien définie d’une particule libre de masse M, satisfaisant la relation

(*) Voir par exemple Cohen-Tannoudji, Diu et Lalog, chapitre IV, § C-3. Nous
supposons de plus ici V; = V4 = 0.



ApLd Calcul perturbatif des amplitudes 33

d’orthonormalisation habituelle

(plp’) =8(p-p) (37

Un état final tel que |p;) n’a pas de sens physique (sa norme est
infinie). Par contre, on peut considérer la probabilité pour que, dans
I'état final, P'impulsion de la particule pointe dans I’angle solide
842 autour de la direction de pf et ait une énergie comprise dans
intervalle 8E; autour de Ef=p f/ZM ce qui définit un domaine
Dy dans I’espace des impulsions. Cette probabilité vaut

59’(!’)%7) = R d3P| {p| 0(T)|<Pi> |2 (38)
pely

Au lieu d’utiliser p,,p,,p, pour caractériser I’état final |p), il est
possible de prendre d’autres variables comme I'énergie E et les angles
polaires 8 et ¢ caractérisant la direction de p, df2 étant I’angle solide
correspondant a do et de, il vient

d’p = p?dp dQ = p(E) dE d2 (39)
ol d?2 =sin 6 dO de et ol
p(B) =p* 3 - My /2ME (40)

est par définition la densité d’états finals. L’expression (38) s’écrit alors

82 T) = o dQ dE p(E) | (p|U(T)| @;) |? (41
€ f
EE&Ef

Remarque

11 est possible de discrétiser le continuum et d’obtenir des états finals de
norme 1 en enfermant les particules dans un cube de c6té L et en imposant
des conditions aux limites périodiques pour obtenir des états finals ayant la
méme dépendance spatiale que les états {p) . La somme sur les états finals
compris dans un domaine D/ est alors une vraie somme discréte. Quand
L tend vers infini, il est commode de remplacer cette somme discréte par
une intégrale. La densité d’états p(E) est alors définie de mani¢re que
p(E) dE d2 soit le nombre d’états discrétisés contenus dans le domaine
associé A dE et df2. A cause des conditions aux limites périodiques, les
valeurs possibles du vecteur d’onde k (qui est égal 4 p/#h) forment dans
I'espace des k un réseau régulier de points avec un point par volume
¢lémentaire (2w /L)’. Les nombre d'états dans d’%k est donc
(L/27)kdk df2, ce qui donne pour p(E) la valeur

p(E) = LY YNG (42)

(2 )3 fz3
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Le résultat final pour la probabilité de transition (41) ne dépend bien str
pas de L. Pour le voir, il suffit de noter que la présence de {p| dans
I’élément de matrice de 'opérateur d’évolution entraine que le carré du
module de cet élément de matrice contient un facteur 1/L° qui se
compense avec le facteur L° apparaissant dans la densité d’états (42).

B) Cas des photons

Un autre exemple important de continuum d’énergie est celui des
états & un photon |ke) satisfaisant la relation d’orthonormalisation

(k'e'|ke) = 8, 8(k —Kk’) 43)

Rappelons que les états |ke) sont obtenus par action sur le vide des
opérateurs de création a; (k). Il est possible alors d’écrire une équation
analogue a (38) ou il faut de plus sommer sur les polarisations et
remplacer d’p par

d*k = k*dk d2 = p(E) dE d2 (44)
avece

dk _E*1 _ E?

— k2 == - ==
p(E) = k dE ~ p2c2hc 33

(45)
Pour établir (45), nous avons utilisé la relation E = fiw = fick entre
énergic E et module du vecteur d’onde k pour un photon (au lieu de
E = pY/2M).

Dans le cas ol le rayonnement est enfermé dans un cube de
dimension L, il faut remplacer (45) par

L} E?

- G (46)

p(E)

Y) Cas général

Dans le cas général, nous supposerons que I'état final |¢;),
appartenant a un continuum d’énergie, est caractérisé par son énergie
E et un ensemble d’autres grandeurs physiques désignées par 8, et nous
noterons

sP(E8,T) = L dEdp p(E5) |(ESITD] ) @)
€0ty

BedBy
la probabilité pour que, partant de l’état |¢;) (normé), le systéme
aboutisse aprés un temps 7 dans I'un des états finals du domaine
Dy caractérisé par §E; et 8B ;. Dans (47), p(E,B) est la densité d’états
finals qui, dans le cas général, dépend & la fois de E et de

B.
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d) PROBABILITE DE TRANSITION PAR UNITE DE TEMPS VERS UN
GROUPE D’ETATS FINALS APPARTENANT A UN CONTINUUM D’ENER-
GIE

Dans I'expression (47), | (E,B |U(T)] ;) |* nest autre que le carré
du module de I'amplitude de transition &5 donnée en (29) avec
84 =0. A Tlordre le plus bas en V, nous obtenons en notant
V(E,B;¢;) I'élément de matrice Vg

S?UQﬁﬁn==J dE dB p(E,B)4m Y|v(E.B;e,) |8 E ~ E)J
EedE
3556;

(48)

En général, p(E,B)|v(E,B;¢;)|? est une fonction de E variant avec
E beaucoup plus lentement que {6 D(E — E,)]* qui, pour T suffisam-
ment grand, a une largeur trés faible, de I'ordre de #2/T. Si tel est le cas,
on peut alors remplacer [8 ™(E — E;))* par une «fonction delta »
centrée en E;. Comme l'intégrale sur E de [6 T(E — E,)]? est, d’aprés
(33), égale a T/2wh, il est justifié d’écrire (vis a vis des fonctions
lentement variables de E)

[6D(E — E)P = 5 6T(E - E)) 49)

Le report de (49) dans (48) montre alors que 82 est proportionnel a la
durée T de l'interaction, ce qui permet de définir une probabilité de
transition par unité de temps Sw(E,B )

OW(E B ) = 2 0P(EpB 5 T) =

= 2777 J dE dB p(E,B) |v(E.B;¢)|*6'(E - E;) (50)
EESEf

Bedpy

Supposons que l'intervalle 8 E contienne E; et que 8 E soit supérieur
4 la largeur #/T de 87E — E;). L’intégrale sur E est alors immédiate.
Si de plus 8B, est suffisamment petit pour que lintégrale sur
B ne soit pas nécessaire, il vient finalement

Sw(E,,
J%Fff—@—?zlv(Ef_E“Bﬁ(P)l p(Ef = E;,Byp) (D)

qui n’est autre que la régle d’or de Fermi pour la probabilité de
transition par unité de temps et par unité d’intervalle 8.
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Remarque : Somme sur les polarisations

Revenons a 'exemple des photons. Il est trés fréquent que I'élément de
matrice au carré de (50) soit de la forme |£.X|? ot X est une grandeur
vectorielle et ou € est le vecteur polarisation du photon. Si I’on n’observe
pas la polarisation du photon émis, il faut, pour une direction d’émission
k donnée, sommer sur les deux états de polarisation € et €' orthogonaux a
k et orthogonaux entre eux, c’est-a-dire calculer

T jeX[’= ¥ (Z g,.e,) X, X (52)
elk ij=xyz elk

Pour évaluer la somme entre parentheéses de (52), il suffit de noter que

£,&’ et k = k/k forment une base orthonormée pour laquelle la relation de

fermeture s’écrit

gE+ e KK =8 (53)
d’ou I'on déduit
k k.
zk £ 8 =¢ 2}-+£'i 8'f=8|vj-—K,-Kj=5U—% (54)
el
et par suite
*
¥ ]e.X|2=X.X*—%§—) (55)
tlk

e) CAS OU L'ETAT INITIAL ET L'ETAT FINAL APPARTIENNENT TOUS
DEUX A UN CONTINUUM

Dans ce cas, I'état initial | ¢,) est lui aussi non physique (puisque de
norme infinie). Il est possible cependant de lui associer une quantité
ayant un sens physique, comme un flux de particules, si | ¢;) représente
une particule libre incidente d’impulsion bien définie.

Calculons un tel flux incident pour une particule de masse M et pour
un photon. Il est alors particuli¢rement commode d’utiliser des états
discrétisés dans un cube de coté L. Dans I’état discrétisé |p;) ou
|K;), qui est de norme 1, la densité de particules est 1/L> (une particule
dans un volume L) et la vitesse vaut p;,/M = #k;/M pour la particule
de masse M, ck; pour le photon (o k; = k,/k;). On en déduit que le
flux incident @, vaut

® = — = (56)

i (57)
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pour le photon. La division par |®;| de la probabilité de transition par
unité de temps et par unité d’angle solide donne alors la section efficace
différentielle de diffusion de k; vers k.

Remarque

Si |¢;) et | ¢¢) appartiennent tous deux a un continuum, il apparait deux
facteurs 1/L° dans I’élément de matrice au carré de (51). Un facteur
1/L° est compensé par le facteur L’ qui apparait dans la densité d’états
finals (voir remarque du paragraphe 3-c précédent). L’autre facteur
1/L° compense celui figurant dans I’expression (56) ou (57) du flux, lors de
la division de 8w/8482 par ce flux. Il apparait ainsi clairement que la
section efficace de diffusion ne dépend pas de L.

REFERENCES GENERALES

Méme bibliographie que dans le chapitre I.
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COMPLEMENT B,

DESCRIPTION DE L’EFFET D’UNE PERTURBATION
PAR UN HAMILTONIEN EFFECTIF

1. Introduction - But recherché

Pour beaucoup de systémes, les états propres de I'hamiltonien
H ne peuvent pas étre déterminés exactement. Par contre, ceux d’un
hamiltonien approché H, sont quelquefois connus. Ainsi, dans le cas de
I’électrodynamique, nous avons vu dans la partie C du chapitre que
I’hamiltonien était diagonalisable en I'absence de couplage entre les
particules et le champ, ou encore en I'absence de couplage entre le
champ transverse et les particules interagissant par la loi de Coulomb.
Dans ce cas, une théorie des perturbations peut €tre utilisée pour
déterminer les états propres de H, en prenant comme perturbation la
différence entre H et H,,.

Dans ce complément, nous considérons le cas d’un hamiltonien
H, dont les niveaux d’énergie E;, se groupent en multiplicités
4 2,63,... bien séparées les unes des autres. L’indice latin i repére les
différents niveaux |i,a) d’une méme multiplicité, et P, est le
projecteur sur la multiplicité¢ &9.

Holi,a) = Eiglia) (1)
Po= Y lia) il @

Dire que les multiplicités sont bien séparées signifie que le spectre de
H, a la forme indiquée sur la figure 1. De maniére plus précise, nous
supposons :

|Eiq = Eja| < |E;fa —Ejp| aveca # 8 3)

En termes physiques, le nombre quantique i caractérise des degrés de
liberté dont les fréquences de Bohr, (E;, — E;,)/# (écarts entre

60

5

Figure 1. Multiplicités &2, &} ... de I'hamiltonien H,,.
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niveaux d’une méme multiplicité) sont petites. Au contraire, P'indice
a est un nombre quantique relatif & des grandeurs dont les fréquences
de Bohr (E;, — E;z)/# (écarts entre deux multiplicités différentes) sont
bien plus grandes. Ainsi, I'existence de multiplicité bien séparées révele
la présence dans le systéme de deux types de degrés de liberté : des
degrés de liberté rapides caractérisés par I'indice grec a, et des degrés
de liberté lents caractérisés par l'indice latin i.

Des situations de ce type se rencontrent dans de nombreux problémes
physiques, et notamment dans I’étude des interactions entre matiére et
rayonnement. Considérons par exemple le syst¢tme formé, d’une part
par un électron dans un potentiel statique extérieur et d’autre part par
un mode ke du champ de rayonnement de fréquence . En ’absence
d’interaction entre 1’électron et le rayonnement, les niveaux d’énergie
du systtme global sont repérés par les nombres quantiques i de
I'électron dans le potentiel extérieur et le nombre a = N de photons
dans le mode. Si la fréquence w du mode considéré est trés grande
devant les fréquences (E; — E;)/h caractérisant le mouvement de
Pélectron dans le potentiel extérieur, nous sommes dans une situation
analogue a celle de la figure 1. Les multiplicités &2 = &% regroupent
alors les niveaux d’énergie de I'électron dans le potentiel extérieur en
présence de N photons et les autres multiplicités correspondant & un
nombre N’ £ N de photons sont a4 une distance (N' — N)fiw.

Pour obtenir 'hamiltonien total H, ajoutons maintenant a H; la
perturbation ou le couplage que nous écrirons sous la forme AV, ou
A est un paramétre sans dimension :

H=Hy+ AV (4)

[’opérateur V a des éléments de matrice aussi bien a I'intérieur d’une
multiplicité qu’entre deux multiplicités différentes. Par exemple, pour
le syst¢eme mentionné plus haut, I'interaction entre I’électron et le mode
ke couple la multiplicit¢ &3 aux multiplicités &% . ; (et &y _,), les
processus physiques correspondants étant 'émission (et ’absorption)
d’un photon ke par I’électron. Si A est suffisamment petit, de maniére
plus précise, si

| G |AVj.B)| < |Ejq — Ejg] (B # @) &)

les niveaux d’énergie de ’hamiltonien H se grouperont, comme ceux de
H,, en multiplicités &, , £ ... bien séparées les unes des autres, les
niveaux de &, tendant vers ceux de &% quand A_.0.

Les effets physiques du couplage AV sont de deux sortes. D’une part,
les fonctions d’onde sont modifiées. En particulier, les fonctions d’onde
de la multiplicité &Y sont « contaminées » par les fonctions d’onde des
autres multiplicités é”g avec B # o. D’autre part, les énergies sont
modifi€es. En particulier, les fréquences de Bohr lentes (a I'intérieur
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d’une multiplicité) sont changées. Etudions de plus prés ces deux types
d’effet dans le cas de ’exemple physique introduit plus haut. Par suite
de la contamination des états de &5 par ceux de €5 .;, N n’est plus un
bon nombre quantique, et les observables électroniques, qui commutent
avec I'opérateur nombre de photons, peuvent alors avoir des éléments
de matrice non nuis entre états perturbés de &y et états perturbés de
&€y 1. Physiquement, il apparait dans le mouvement de I’électron des
composantes rapides a la fréquence w qui correspondent en fait a la
vibration de I’électron dans le champ électrique du mode ke. Par
ailleurs, le couplage non résonnant entre £ et £ . ; déplace au second
ordre en AV les états de £€%. Physiquement, I’émission et la réabsorp-
tion virtuelles (ou 'absorption et la réémission virtuelles) d’un photon
par I'électron change le mouvement lent de I’électron dans le potentiel
extérieur.

Dans ce complément, nous nous intéressons essenticllement a la
modification apportée au mouvement lent par le couplage AV et non a
la contamination des fonctions d’onde. Notre but est d’essayer de
construire un hamiltonien n’agissant qu’a I'intérieur de chaque multipli-
cité &2 et tel que ses valeurs propres dans & coincident avec celles de
H dans & ,. Un tel hamiltonien, appelé hamiltonien effectif, n’agit que
sur les degrés de liberté lents puisque ses éléments de matrice entre
{i,a| et |j,B) sont nuls si & # B. Comme il décrit correctement le
mouvement lent, il incorpore 'effet sur les degrés de liberté lents du
couplage de ces derniers avec les degrés de liberté rapides. Dans le cas
du systeme physique considéré plus haut, 'hamiltonien effectif est un
hamiltonien purement électronique qui décrit le mouvement lent per-
turbé de I’é¢lectron au moyen de termes correctifs électroniques :
correction & I’énergie cinétique de P'électron (due au fait qu’il est
alourdi par le nuage de photons virtuels qui ’entourent), correction a
I’énergie potentielle (due au fait que I’électron vibrant dans le champ du
mode @ moyenne le potentiel statique extérieur sur I'étendue de son
mouvement de vibration)... D’autres exemples physiques importants
pourraient étre donnés comme linteraction magnétique effective entre
deux électrons (associée a 1’émission virtuelle d’un photon transverse
par un électron et a la réabsorption de ce photon par I'autre -voir
chapitre II, partie F).

Nous montrons dans ce complément comment construire un hamilto-
nien effectif au moyen d’une transformation unitaire appliquée a
I'’hamiltonien total H (*). Le principe de la méthode est exposé au

(*) Une revue sur les différentes fagons de construire formellement des hamiltoniens
effectifs peut étre trouvée dans D.J. Klein, J. Chem. Phys. 61, 786 (1974). Une référence
plus récente donne explicitement les termes de I"hamiltonien effectif jusqu’a I'ordre 5 :
I. Shavitt and L.T. Redmon, J. Chem. Phys. 73, 5711 (1980).
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paragraphe 2. Nous déterminons ensuite (§ 3) la transformation unitaire
et expression de ’hamiitonien effectif. Nous étudions enfin (§ 4) le cas
ol le syst¢éme étudié est un ensemble de deux sous-systémes dont
I'interaction est décrite par le couplage AV. Nous montrons en
particulier comment il est possible d’obtenir pour I’hamiltonien effectif
une expression opératorielle ne faisant intervenir que les observables
du systéme évoluant avec des fréquences lentes.

2. Principe de la méthode

Nous cherchons donc un hamiltonien effectif H' ayant les propriétés
suivantes :

a) H' est hermitique

b) H' a les mémes valeurs propres que H, avec la méme dégénéres-
cence

c¢) H' na pas d’éléments de matrice entre les multiplicités non
perturbées &° , é”g .

Les propriétés a) et b) entrainent qu’il existe une transformation
unitaire

T=¢é (6)
s =5 ™)

qui permet de passer de H a H'
H=THT~ 8)

La propriété c) se traduit par ’équation
P,H P;=0 poura # 8 9

La matrice représentant H’' dans la base non perturbée initiale
|i,a) est diagonale par blocs. Chaque bloc est relatif & une multiplicité
&Y et représente un hamiltonien effectif H/ss qui décrit les niveaux
perturbés de cette multiplicité

H' =Y P, Hg (10)

Les équations (8) et (9) ne sont pas suffisantes pour déterminer
entierement la transformation 7. En effet, si T est une solution, on peut
construire une infinité d’autres solutions de la forme UT, ou
U est une transformation unitaire quelconque agissant seulement a
I'intérieur des multiplicités 2. Une fagon de lever cette indétermina-
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tion est d’imposer a § de ne pas avoir d’él€éments de matrice a I'intérieur
de chaque multiplicité :

P,SP,=0 pourtout a (11)

Pour calculer explicitement §, il est commode de I’écrire sous forme
d’'un développement en puissances de A

S=AS, +A28,+ ... +A"S, + ... (12)

Il est évident que le terme d’ordre O est nul, puisque H est lui-méme
diagonal dans la base { |i,a) } . L’équation (8) peut alors se développer
sous la forme

H' = H + [iS,H] + % [iS.[iS,H] ] + % [iS,[iS,[iS,H]] ] + ... (13)

En y portant 'expression (12) de §, on obtient un développement de
I’hamiltonien effectif

H =Hy+AH |+ A?Hy+ ..+ APH  + ... (14)

Chacun des termes H', s’exprime en fonction des §,, de H, et de
V. Les conditions (9) et (11), appliquées ordre par ordre, déterminent
alors les S,, et par conséquent H'.

Il est intéressant d’écrire I'hamiltonien effectif H' ainsi déterminé
sous la forme

H =Hy+W (15)

W=AH+AH+ ...+ A H )+ ... (16)

W est appelé l'opérateur de « déplacement des niveaux ». D’aprés la
propriété b) de H', W produit sur les niveaux d’énergie de H,
exactement le méme effet que la perturbation A V. Par contre, d’aprés
la propriété c), il a 'avantage de n’agir qu’a l'intérieur des multiplicités.
Si 'on cherche uniquement les nouvelles énergies dans la multiplicité
&, il est beaucoup plus simple d’utiliser W que AV, qui couple
&Y a toutes les autres multiplicités.

3. Détermination de Phamiltonien effectif

a) CALCUL DE S ORDRE PAR ORDRE

Ordonnons 'expression (13) de H' suivant les puissances croissantes
de A, aprés avoir remplacé § par son développement (12) et
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H par son expression (4). Il vient :
H = HO +
+ [iAS,Hgl + AV +

+ A2, Hy] + [iAS,AV ] +% [{AS,,[iAS,,Hy ] +

+ [i’\nSn’HO] + [i)‘"-lsn-h)‘vl +% [iAn_lSn—l’[iASI’HO]] -+

 ZEASLIAT IS, L H L+ o+ 25 GAS, Ay iASLHo -] +

..+. see
(17)
Le dernier terme de (17) contient » commutateurs emboités.
Considérons d’abord les termes d’ordre 1 en A :
AH', = [iAS,H)] + AV (18)

et écrivons que 'élément de matrice de H'; entre deux multiplicités
différentes est nulle. Nous obtenons I'équation

<i’a “)‘SlUsB} (Ejﬂ - Eia) + (z,a|/\V|],B> =0 (19)

qui détermine les éléments de matrice de §; entre deux multiplicités
différentes, les autres éléments étant nuls d’apres (11).

Graling,|j,B) = SLeIAVIB) poura 8 (20.0)
Eio — Ejg

(i |iAS;]j,a) =0 (20.b)

Considérons maintenant le terme d’ordre n, A"H’',. 1l fait intervenir
tous les opérateurs S,, p allant de 1 a n. La nullité des éléments de
matrice de A"H', entre deux multiplicités différentes a et B permet
d’exprimer les éléments de matrice de A”"S, entre ces mémes multiplici-
tés, en fonction de ceux des opérateurs S, d’ordre inférieur a
n. En effet, A"S, ne figure que dans un seul terme, celui du
commutateur avec Hy, On obtient une équation du type

G [ir"S,|j.BY(Ejg — E;g) = F(AV;18,,+,A" 1S, ;) pour a # B

(21.a)
avec de plus

(,alid™S,}j,a) =0 (21.b)

De proche en proche, S est ainsi entiérement déterminé.
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b) EXPRESSION DE L'HAMILTONIEN EFFECTIF A L’'ORDRE 2

Remarquons tout d’abord que 'expression de I'hamiltonien effectif a
I'ordre n ne fait pas intervenir A"S,. En effet, nous avons déja vu que,
dans I’expression du terme d’ordre #n de (17), S, n’intervient que dans le
commutateur simple avec H,. Comme H, est diagonal vis & vis de
a et que S, est non diagonal, un tel commutateur est non diagonal et ne
contribue donc pas & l'expression de H’' a lintérieur de chaque
multiplicité. Ainsi, pour déterminer I’hamiltonien effectif jusqu’a
I'ordre 2, il suffit donc de connaitre AS;, qui est donné par (20.a). Les
éléments de matrice de A’ dans la multiplicité a s’écrivent :

CiVHggsli) = (o lH'|j,a) =

Montrons que le dernier terme de (22) est identique, & un facteur prés,
a lavant-dernier. En effet [iAS,,H;] est purement non diagonal, et
d’apres (19), ses éléments de matrices sont opposés de ceux de
AV entre multiplicités différentes. Notons A V"™ la partie non diagonale
(qui relie des muitiplicités différentes) de AV. On a donc:

((AS;,Hyl + AV™ =10 (23)

et le dernier terme de (22) se réduit a — [i A S;,AV ™| /2. L’avant-dernier
terme ne fait lui aussi intervenir que la partie non diagonale de
AV, de fagon que le produit par A S; donne un terme diagonal. Ainsi, a
lordre 2, H.yy se réduit a:

Hiy= HyP, + P AVP, +%Pa[msl,w]pa+... 24)

Des simplifications analogues interviennent a tous les ordres.
Calculons explicitement les éléments de matrices du dernier terme de
(24) en utilisant les éléments de matrice (20.a) de AS;:

GalliaSpAVllja) = 5 ChalirSilky) Cky[AaVij,a) -

ky+#a

— (| AV k) (kY IS, j,a) =

= ¥ {iha|AV]ky) (k| AV |f,e)

ky #a

(N
Eia - Ek-y Eja - Ek'y
(25)

Il vient finalement pour {i|{H/s|j), a 'ordre 2 inclus en A :
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G HZpliy = Eip8;; + (i,a|AVij,a) +

1 . - 1 1
1T GalViky Gk laviie | + |+
2 k.vzsea Bia = Exy  Ejo = Biy

+ vee (26)

Le premier terme de (26) représente I’énergie non perturbée des
niveaux de &%, le second le couplage directentre les niveaux
i et j de &Y, le troisieme, le couplage indirect entre ces deux niveaux via
tous les niveaux ky des autres multiplicités & 3. Ce dernier terme a la
structure d’un terme de perturbation du second ordre, & savoir un
produit de deux éléments de matrice de AV divisé par un dénominateur
d’énergie non perturbée (les deux énergies E;, et E;, des deux niveaux
de &2 intervenant de maniére symétrique si elles sont différentes).

¢) TERMES D'ORDRE SUPERIEUR

Nous avons vu que, de proche en proche, les termes d’ordre
supérieurs peuvent étre calculés explicitement. En fait, au moins d’un
point de vue formel, ’expression de 'hamiltonien effectif peut étre
aussi donnée sous des formes algébriques compactes. On pourra
trouver ces deux types d’expressions dans les références citées au début
de ce complément.

4. Cas de deux systémes en interaction

Nous envisageons maintenant le cas de deux systémes & et
A, d’hamiltoniens respectifs H, et Hg, et interagissant par un hamilto-
nien AV. Les écarts entre les niveaux d’énergie relatifs a & sont
supposés grands par rapport & ceux de /. Ceci se traduit par les
équations suivantes :

Hy=H,+ Hy 27
Hyli) = E|i) (28)
Hgla) = E,|a) (29)

|Ei —Ej| < |E,—Eg| a#B (30)

Nous supposerons que le couplage entre les deux systémes se met sous
la forme :

AV =AY AR, (31)
®

ol les opérateurs A, (resp. R,) sont relatifs au sous-systeme
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& (resp. #). On suppose enfin 4, et R, purement non diagonaux dans
les bases { [i} } et { |a) }.

Pour déterminer H/, remplacons dans (26) E;, par E; +E,,
AV par son expression (31). Comme R, est non diagonal en
a, le second terme de (26) est nul. Il vient ainsi:

(i|Hipl]y = E, + E; 8,]+ Z D

pp' ky#a

(K| AR, | y) Cy[ARL[a) )i ]AL k) Ck|AL 7)) %

1 1
E,,—E7+E,~—E,c+E,,-EY+E,-—EkJ (32)

En tirant partie de l'inégalité (30), on peut développer les fractions
apparaissant dans (32)

1 1 E; - E;
= ~ + - (33)
E,~-E,+E -E, E,-E, (Ea—E,)z

et ’équivalent en remplagant i par j. Le terme du deuxi¢me ordre
devient :

5 (3 (@laRy) i ARy | ¢

uu' y#a

< (T Gaue <klA;uU>) +

<01|)\R#|y> <7|)‘R#’|0‘>
i Z’ ( ga (Ea —E7)2 ) 8

E.-E +E,—FE;
x<z<ilAy|k><k|A#’|f>< Lo ’)) (34)

2

Notons que la somme sur y peut étre étendue au cas y = a, car les
termes correspondants {a |R, |« ) sont nuls. Les relations de fermeture
sur les états |y) d’une part, et |k) d’autre part permettent alors de
réécrire ces deux termes sous des formes opératorielles. En effet

Z <i IA#|k> <k|A#|]>(Ek - Ei + Ek‘ Ej)

= <i|[A;L’HA]A#' "Au[Au’7HA]I].> (35)
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L’hamiltonien effectif peut finalement étre écrit sous forme opérato-
rielle :

Hiy = B4+ Ha+ ¥ (@[AR, 2 — AR, |a)A,A, +
np' !

#EQ—HR

1 1
+3 E (a|AR, E. _H) AR a)([AuHAA, — ALlA L Hy)) +

+

(36)
1l apparait bien effectivement comme une somme d’opérateurs relatifs a
&/, multipliés éventuellement par des coefficients qui sont la valeur
moyenne dans I’état |« ) d’opérateurs relatifs 4 #. Les deux premiers
termes représentent I'évolution libre dans la multiplicité &Y. Le
troisiéme décrit I'effet des transitions virtuelles vers les autres multiplici-
tés. Le dernier terme de (36) est une correction au troisieme terme
prenant en compte le fait qu’une transition virtuelle vers la multiplicité
B nest pas infiniment courte mais dure un temps de l'ordre de
h/|E, — Eg|. Les opérateurs A, et A, ont le temps d’évoluer sous
l’action de H, pendant cette durée, ce qu’exprime le dernier terme de
(36).
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COMPLEMENT C;

NIVEAU DISCRET COUPLE A UN CONTINUUM LARGE
ETUDE D’UN MODELE SIMPLE

De nombreux processus d’interaction entre atomes et photons
peuvent étre analysés en termes de niveau discret couplé & un
continuum. Il s’avére souvent qu’une compréhension satisfaisante de
ces processus ne peut étre obtenue que si ’on maitrise les caractéristi-
ques essentielles des nouveaux états propres résultant du couplage
entre I’état discret et le continuum. Il nous a donc semblé important de
consacrer un complément & 1’analyse d’un tel probléme. Les résultats
obtenus permettront d’éclairer plusieurs des discussions du chapitre 11.

Plutdt que de considérer le probléme dans toute sa généralité, nous
avons préférer nous limiter, dans la plus grande partie de ce complé-
ment, & un modele suffisamment simple pour que le formalisme ne soit
pas un obstacle majeur. Ce modele ne saurait, bien entendu, rendre
compte de tous les détails des phénomeénes, mais nous verrons qu’il
permet de cerner et de comprendre les aspects essentiels du probléme.

Nous commengons (§ 1) par décrire le modéele et les hypothéses
simplificatrices qui consistent & prendre un continuum s’étendant de
— 00 a + oo sur I'axe des énergies et un couplage avec I'état discret
indépendant de Pénergie. « Vu» de I'état discret, le continuum
apparait dans ce cas comme parfaitement « plat » et sans structure. Il
est possible alors, aprés « discrétisation » du continuum, de calculer
exactement les états propres et valeurs propres de Phamiltonien total.
Le résultat essentiel est que la contamination des nouveaux états
propres par P'état discret n’est importante que dans un intervalle, centré
sur l'énergie de I'état discret, et dont la largeur est de 'ordre de
', ou I' est la probabilité de transition par unité de temps de I'état
discret vers le continuum calculée par la régle d’or de Fermi (§ 2). Nous
montrons ensuite (§ 3) comment cette « dissolution » de I’état discret,
sur un intervalle de largeur #I" dans le nouveau continuum, permet de
comprendre quantitativement plusieurs phénoménes physiques impor-
tants, comme la décroissance exponenticlle de I’état discret, I’excitation
de cet état discret & partir d’'un autre état du systéme, la diffusion
résonnante via cet état discret ou les profils de Fano. Le dernier
paragraphe (§ 4) donne enfin quelques indications sur la fagon dont les
états propres du nouveau continuum peuvent étre calculés dans des
situations plus générales (continuum non plat) et sans discrétisation du
continuum.
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1. Description du modele (*)

a) ETAT DISCRET ET CONTINUUM

Considérons un hamiltonien H, qui a pour états propres un état
discret |¢) et un continuum d’états |E,B8). Pour I'état |E,B), E
désigne la valeur propre associée a H, (énergie non perturbée) et
B les autres nombres quantiques permettant de distinguer des états
orthogonaux de méme énergie.

Supposons que I’état discret | ¢ ) soit couplé au continum | E,8 ) par
un hamiltonien de couplage V, tel que ( E',f | V| E’,B). Il est tou-
jours possible de faire un changement de base a I'intérieur de chaque
sous-espace d’énergie E du continuum afin de séparer la combinaison
linéaire des états | E,B) coupléed a | ¢ ), que I’on notera | E ), des
combinaisons linéaires orthogonales non coupiées. Nous noterons v,
I’é1ément de matrice { E| V |¢ ). La connaissance des valeurs propres
et des vecteurs propres de I’hamiltonien total permet de déterminer la
dynamique du systeme. Il convient donc de diagonaliser 1’hamiltonien
total dans la base {| @), | E)...} (**).

Auparavant, nous allons introduire un certain nombre de simplifica-
tions permettant d’alléger au maximum les calculs tout en conservant
les résultats physiques essentiels.

©) DISCRETISATION DU CONTINUUM

Nous allons tout d’abord « discrétiser » le continuum. Une telle
démarche a été présentée dans le chapitre pour le champ électromagné-
tique, avec P'introduction d’une boite fictive et de conditions aux limites
périodiques sur les parois de cette boite. Si la dimension L de la boite
est grande devant toutes les grandeurs caractéristiques du probleme, les
résultats physiques ne dépendent pas du volume L> et sont obtenus a la
limite 1/L° . 0.

Nous procédons ici de fagon analogue et remplagons les états du
continuum |E) par des états discrets | k) distants de 8 en énergie. La
densité d’états est donc 1/8. L’élément de matrice {k|V |¢) est noté
v,. Les résultats physiques sont obtenus a la limite 6 — 0.

L’application de la régle d’or de Fermi pour un systéme initialement
dans I'état {¢) conduit & une probabilité de transition par unité de
temps I' vers le continuum égale a:

_27 2]
=Smvts (1)

(*) Un tel modele a été introduit par U. Fano, Nuovo Cimento, 12, 156 (1935).

(**) Les combinaisons linéaires d’états | E,B ) , de méme énergie E, qui ne sont pas
couplées a I'état discret | ¢ ) restent des états propres de hamiltonien total, de valeur
propre E.
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ou v est U'élément de matrice (supposé réel) de V entre |¢) et 'état
|k) de méme énergie que | ¢ ). La formule (1) montre clairement que,
lors du passage a la limite & —~ 0, v?/& doit rester constant et égal a
Wl /2.

¢) HYPOTHESES SIMPLIFICATRICES

Nous supposons tout d’abord que le continuum discrétisé s’étend de
~o A& + oo avec des niveaux équidistants séparés par la quantité
8. L’énergie non perturbée du niveau |k) est donc:

(k|Holk) = E, =k 8 (2.2)

ol k est un nombre entier quelconque positif, négatif ou nul. Dans
toute la suite, I'énergie E, du niveau discret est prise a l'origine des
énergies (E, = 0) et coincide donc avec I'énergie du niveau & = 0 du
quasi-continuum.

(¢|Hole) =E, =0 (2.b)

Pour le couplage, nous supposons que tous les éléments de matrice de
V entre le niveau |¢) et les états |k) sont égaux et réels

b= (kV]e) =<e|V]k) =v (2.0)
Enfin, tous les autres éléments de matrice de V' sont supposés nuls :
(elVie) = Ck|VIk) =0 (2.9)

2. Etats stationnaires du systéme. Souvenir de ’état discret dans le
nouveau continuum

@) EQUATION AUX VALEURS PROPRES

Soient E, et |¢,) les valeurs propres et vecteurs propres de
I’hamiltonien total H = Hy + V.

HIW,) = E, |4, 3)

Projetons I'’équation (3) respectivement sur (k| et (¢ |. Il vient alors,
compte tenu des hypothéses faites sur Hy et V (voir formules 2) ;

E (klw,) +v(eld,) = E, (klv,) (4.a)
ZU <k|¢y> = Eu <¢|¢IL> (4b)
k
L’équation (4.2) donne (*) :
(pl¥,)
Ckldw) =”m (5)

(*) Nous verrons plus loin que E, — E, est toujours non nul.
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expression qui, une fois portée dans (4.b), fournit I’équation aux
valeurs propres :

2

v
=E (6)
; E, - E, ®
Par ailleurs, en utilisant (5) et la condition de normalisation
Ikl 12+ [Celu) 12 =1 ™)
k

nous trouvons pour les composantes de |, ) sur |¢) et |k) (avec un
choix de phase convenable) :

1

[+Z< —a>T

U/(E# - Ek)

i)

Revenons a I'équation aux valeurs propres (6). Elle fait intervenir une
série de la forme Y (z - k)~!avecz = E, /8. De fagon analogue, dans
k

<‘P pr> (8a)

k¢, (8.b)

les expressions (8.a) et (8.b) des composantes des vecteurs propres
apparait la somme Z(z —k)~2. Or, il est possible de montrer
k

que (*) :

2
Y (- k)%= si;nz = w41 + cotg’mz) 9)
k

équation qui donne par intégration

Y (z- k)~ = 7 cotg 7z (10)

Il s’ensuit que I'équation aux valeurs propres (6) prend la forme plus
simple :
2

E
v
Ewcotgw%:E“ (11)

(*) Voir par exemple Cartan (chapitre V).
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que nous transformons en utilisant (1) en :

E 2E
cotg m ?" = hI““ (12)

Introduisons enfin I'angle ¢, défini par
hlr
(P“ = Arctg 2—E,: (13.3.)

qui permet d’écrire la solution de (12) sous la forme

E, Pu

5 =m+— (13.b)
ol m est un entier (positif, négatif ou nul). Comme ¢, est (par
définition de la fonction Arctg) compris entre — w/2 et m/2,
¢,/m est la différence entre E,/& et lentier le plus proche de
E,/8. Nous aurons I'occasion plus loin d’utiliser cet angle ¢ ,.

b) DETERMINATION GRAPHIQUE DES NOUVELLES VALEURS PROPRES

Pour déterminer les valeurs propres de I’hamiltonien total, il faut
résoudre P'équation (12), c’est-a-dire trouver les intersections de la
droite y = ax avec la courbe y = cotg bx (a et b étant égaux respective-
ment a 2/k" et w/8), ce qui peut étre fait graphiquement (voir
figure 1).

A chaque intersection M, entre la droite y =ax et la courbe
y = cotg bx est associée une valeur propre E,, (les niveaux non
perturbés sont repérés par un indice latin et les niveaux perturbés par
I'indice grec correspondant). Il apparait clairement sur la figure 1 que
les nouvelles valeurs propres E, , sont intercalées entre les anciennes
(Ex<E,<Ey,; et E ¢,y <E_,<E_;). Les états propres de
H forment donc également un quasi-continuum dont la densité d’états
est trés voisine de 1/8 (il y a un état propre par intervalle d’énergie
8).

Nous constatons également sur la figure 1 que, pour des valeurs de
k suffisamment grandes, ’abcisse du point M, différe trés peu de
k8, de sorte que, en premiére approximation, nous avons E, =~ E,.
Cette relation est satisfaite lorsque, au niveau du point d’intersection, la
courbe différe trés peu de son asymptote, c’est-a-dire lorsque la
cotangente est grande, donc d’aprés (12), lorsque

E >kl (14)

La présence du niveau discret ne modifie donc de fagon importante les
valeurs propres et les vecteurs propres du quasi-continuum que sur un
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Figure 1. Détermination graphique des valeurs propres de H. L’abcisse de
chaque point d’intersection entre la droite y = 2x/AI’ et la courbe
y =cotg mx/8 est une valeur propre de Phamiltonien total. On appelle
M, (resp M_,) le point d’intersection dont Pabcisse est comprise entre

k& et (k 4 1)8 (resp — (k + 1)8 et — k8). La valeur propre associée est notée
E, (indice grec correspondant a I'indice latin k).

intervalle d’énergie de Vordre de fl' autour de P'énergie du niveau
discret.

¢) DENSITE DE PRESENCE DE L'ETAT DISCRET DANS LE NOUVEAU
CONTINUUM

En présence du couplage V, état discret | ¢ ) se trouve dilué dans les
divers états { [¢,) } du quasi—continuum de H, la composante de
|¢) dans Iétat |¢,) étant donnée par le carré de I'expression (8.a).
Pour transformer le dénominateur de cette expression, utilisons (9). 1l
vient :

l+v22 (———1-——)2
k EIu_Ek

I

02 E, -2
“33?(‘6“")
ar 2

E

]

2 5
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¢’est-a-dire encore, compte tenu de (11) et (1)

2 '77'202 Ei 1 2 h2T2 2
1+U Z(E—Ek) -1+——8—2_+_v_2_?[v +—4——+E“](16)
ce qui donne finalement
= Y 17
<‘p1¢lu> - 5 hzrz 5 1 ( )
[v + — = + E }

Considérons alors un intervalle [E,E + dE] avec dE grand devant
8, mais petit devant #I'. La probabilité dN , de trouver I’état discret
|¢) dans cet intervalle vaut :

iNg= T el P=Felvd® (8

E<E,<E +dE

ce qui donne, compte tenu de (17) et (1):

dN, v?/8 _ hl)2m (19)
dE wr: _, #r?
U -+ -—4—- + E U -+ —4— + E

A la limite 8 — 0, v? tend vers 0 et I'expression (19) a pour limite

dN,  wl/2w 20)
aE hZI"Z )
- +E

qui est une lorentzienne de largeur AI', centrée en E = E, = 0 et dont
I'intégrale sur E vaut 1.

Un tel résultat montre que, aprés couplage, le niveau discret
|@) est «dissous » dans le nouveau continuum sur un intervalle de
largeur AI'. En d’autres termes, seuls les niveaux du nouveau continuum
situés dans un intervalle de 'ordre de #I" autour de E, conservent dans
leur fonction d’onde le souvenir du niveau |¢).

3. Quelques applications de ce modéle simple

Nous montrons maintenant comment les résultats obtenus ci-dessus
sur le nouveau continuum d’états { |4, ) } et sur la densité dN ,/dE
caractérisant le souvenir de I'état discret |¢) dans ce nouveau
continuum permettent d’aborder de maniére quantitative un certain
nombre de problémes.
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a) DESINTEGRATION DE L'ETAT DISCRET (*)

Essayons tout d’abord de calculer la probabilité pour que le systéme,
préparé initialement (ar = 0) dans 1’état discret |¢), y soit resté un
instant ¢ aprés. Utilisons pour cela la formule (17) et décomposons
|®) sur la base des états propres |¢,) de 'hamiltonien. Il vient :

() = [¢) =¥ °
B [v2+%ﬂ+Ei]

A linstant ¢, ’état |[¢(#)) est devenu

qr» @)

~iEt/h

() = ¥ —s
2 {vz+h2—4rf+Eﬁ}

) (22)

et l'amplitude de probabilit¢é de trouver le systéme dans I'état
j¢) est égale d’aprés (21) et (22) a:

p2 o~ iEut/H
o lb0) =3 - 23)
" UZ + T + Ei
que nous pouvons réécrire en remplagant v? par (I /27)8 :
#I f2m)e” ' EX/"
Colu) - 5 3 P20 (24)
L -+ E2

A la limite 8 —0, la somme & 3 f(E,) tend vers une intégrale

B

de f(E), de sorte que

+ 0 wrr —iEt/h
olvw) = |73 ap (25)
— 3 +E2

intégrale qui se calcule par la méthode des résidus et se réduit a

(ely(t)y =e TH172 (26)

(*) Un tel probléme peut étre abordé également par la méthode de Weisskopf-Wigner.
Voir par exemple Cohen-Tannoudji, Diu et Lalo€, complément D ;.



56 Amplitudes de transition C.3

La probabilit¢é de trouver le systéme a linstant ¢z dans le niveau
|¢) est donc
(el |2 =e TN 27

Elle décroit exponentiellement avec une constante de temps ' ..

b) EXCITATION DU NIVEAU DISCRET A PARTIR D’'UN AUTRE ETAT DU
SYSTEME

Supposons maintenant que le systéme étudié ait un autre niveau
discret |x), d’énergie non perturbée E,, orthogonal a I'état discret
|e) et au quasi-continuum d’états {|k)}. Ce niveau |x) n’est couplé
directement qu’a 1’état |¢) par un hamiltonien de couplage W.

(e|Wlx) =w (28.a)
(k|Wix) =0 (28.b)

Tous les autres éléments de matrice de W sont supposés nuls.

i

E
dxs —_— k)
v X
s 4
i
/’/ I‘P> lJ\\‘
E. 4 A7 W A
4
1x> R

Figure 2. Schéma des niveaux d’énergie (et de leur couplage)
envisagés dans ce paragraphe.

Nous allons montrer que, si w est suffisamment petit, il est possible de
définir une probabilité par unité de temps pour que le systeme,
initialement dans I'état |x ), quitte cet état. En d’autres termes, par
suite de son couplage avec un niveau discret | ¢ ), lui-méme couplé a un
continuum, le niveau |x) acquiert une durée de vie finie.

Nous avons montré plus haut (§ 2) que le couplage de | ¢) avec les
états |k) donne naissance & un nouveau quasi-continuum d’états
|, ). Calculons alors (¢, |W|x). Puisque W ne couple |x) qu’a
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|®), nous avons :

WulWix) = Wuled e |Wix) = ($uler w 29)

I1 apparait ainsi que W couple le niveau | x ) au quasi-continuum d’états
{l¥,.>}. Sile couplage w reste petit, la probabilité par unité de temps
pour que le systéme quitte 1'état | x ) est donnée par la régle d’or de
Fermi :

Iy =20 W15 (30)

(La densité d’états { |¢,) }, pour E, = E,, est égale & 1/8). En
utilisant (29) et (17), nous trouvons a la limite 8 — 0:
ro-wi—L 31)

X 272
#wr
—-—4—+E;

Dans le cas particulier ol | x) et | ¢ ) ont méme énergie (E, = E, = 0)
Pexpression (31) devient

4w?
= 32
x=3F (32)
Ainsi, un état discret | x) couplé & un autre état discret |¢ ) instable
se désintegre lui-méme irréversiblement, avec un taux I', donné par
(32).

Remarques

(i) Le traitement présenté ci-dessus n’est en fait valable que pour
w suffisamment petit. Précisons ce point: il faut que le couplage
w soit plus petit que la largeur #I" de I'intervalle sur lequel | (¢, |W|x) |?
est appréciable, c’est-d-dire encore la largeur de l'intervalle du nouveau
continuum {|¢,) } dans lequel la probabilit€ de présence de [¢) est
importante. Un tel résultat peut également se comprendre a partir d’une
comparaison entre la période associée a l'oscillation de Rabi sur la
transition |[x) — | ¢ ), qui est de I'ordre de #i/w, et la durée de vie du
systeme dans le niveau | ¢ ), qui est de 'ordre de I'~ ! Si cette durée de vie
est plus courte que la période des oscillations de Rabi, un systéme
initialement dans I'état |x) évoluera de fagon irréversible vers le
continuum car, une fois passé dans | ¢ ), il se désintégrera aussitdt dans le
continbum {|k)} et aura une probabilité treés faible de revenir dans
| x ). Notons pour finir que la condition w < #I” entraine que I'y < I'". La
durée de vie associée au niveau | x ) est bien plus longue que celle associée
au niveau |¢@).

(ii) Le niveau |x) introduit plus haut peut faire lui-méme partic du
continuum. {|k)} (c’est en particulier le cas pour I'absorption d’un
photon entre 1’état fondamental a et un état excité discret b d’un atome,
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probléme que nous aborderons dans le paragraphe B.4 du chapitre II).
Pour pouvoir appliquer le traitement précédent, il faut enlever I'état
| x> au continuum. Il est clair que si & est suffisamment petit, le nouveau
continuum résultant du couplage entre 'état discret | ¢ ) et le continuum
d’états {|k)} auquel on a soustrait |x) sera suffisamment voisin du
continuum {|¢,) } étudié plus haut, pour que tous les résultats précé-
dents demeurent valables.

¢) DIFFUSION RESONNANTE VIA L'ETAT DISCRET

Considérons maintenant deux niveaux |x;} et {x;) de méme énergie
E,. Par exemple, dans le probléme de la diffusion résonnante d’un
photon par un atome, |x;) (resp. | x;)) sont des états o I'atome est
dans I'état fondamental en présence du photon incident (resp. diffusé)
(voir § C-3 du chapitre II). Ces deux niveaux | x;) et | x;) sont couplés
a |¢) par un terme de couplage W (¢ |W]|x;) =w; et
(¢ |W|x;> = w)). En revanche, nous supposons que |x;) et |x;) ne
sont couplés ni entre eux ({x;{W/|x;> = 0), ni aux niveaux du quasi-
continuum {|k)} ({k|W|x;> = 0). Nous allons étudier la diffusion de
|x;) vers |x;) et montrer que, méme si E, = E,, 'amplitude de
diffusion ne diverge pas. Ce résultat est, bien siir, lié au fait que le
niveau discret |¢) est dissous par le couplage V dans le quasi-
continuum d’états {|¢,)}.

Rappelons tout d’abord pourquoi 'amplitude de diffusion diverge si
Uon ne tient pas compte du couplage entre P'état discret |p) et le
continuum {|k)}. A I'ordre le plus bas en V, I'élément de la matrice
de transition s’écrit

1

o= i AW —mouou— Wy, 33
Tji nfﬁ (x;l E, —Hy+in |x:) (33)
c’est-a-dire encore
AW Wiy,
%, ~ Lim (il I<P><<Pl. Ixi) 34)
0, E —-E, +in

expression qui diverge bien si E, = E.

Le couplage entre |¢ ) et |k) n’apparait qu'aux ordres supérieurs en
V. En fait, il est possible d’écrire I'élément de matrice de transition a
tous les ordres en V. Il suffit de remplacer dans (33) H, par
H=H,+V (voir I'expression (B.15) du chapitre). Comme W ne
couple |x;) et |x;) qua [¢), il vient

G; = Lim (Xj|W|<P> (e]

N0,

ﬁ—n le) CeIWix:y  (35)
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Introduisons alors la relation de fermeture sur les états propres
|¥,.) de H dans P'élément de matrice central de (35). On voit
apparaitre la densit¢ d’état |¢) dans le nouveau continuum et
I’expression (35) devient, compte tenu de (17) et (1) :

/27

G = Lirgl wiw; 8 Y POy (36)

-0, “(EX—-E#—G—I'T]) <E2+T+u2)

A la limite 6 . 0, cette somme tend vers l'intégrale suivante

+ 00

B, = wrw; Lim dE hL/2m preaSEY

=0 Jow (E _E4in) (E2+—~4 )

qui peut étre calculée par la méthode des résidus et vaut
1
E, +i h =

L’amplitude de diffusion ne diverge donc plus quand E, = E, = 0.
Remarquons que tout se passe comme si, dans I’expression d’ordre le
plus bas, I’énergie du niveau discret |¢) avait €té remplagée par une
énergie complexe E, —ial'/2 = —ihI' /2. Tout en restant fini,
I’élément de matrice de transition varie donc de maniére résonnante
quand E, est balayé sur un intervalle de largeur #I' autour de
E,=0.

d) PROFILS DE FANO

Nous considérons a nouveau le cas ol le systéme posséde un autre
état | x) couplé a |¢) par un terme de couplage W ({¢ |W|x) =w),
mais nous supposons maintenant que |x) est également couplé
directement aux états {|k)} du quasi-continuum par W. Nous faisons
également une hypothése simplificatrice sur les éléments de matrice
(k|W|x) qui sont supposés indépendants de |k) ((k|W|x) =w’).
Quelle est la probabilité d’exciter un niveau |¢,) a partir de
|x) ? Cette probabilité est proportionnelle au carré de I'élément de
matrice (¢, |W|x) qui peut étre calculé a partir de (17) et (5):

(e|Wlx) v+ ¥ (kIW|x) v*/(E, — Ep)
: (39)

(Bu|Wlx) =
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expression qui s’écrit, compte tenu de (6) :
wv+w' E,

(W lWlx) =W

(40)

Quand on fait varier I’énergie de I'état E,, les deux termes de (40)
s’ajoutent ou se retranchent suivant le signe respectif de E, et de
vw/w'. La forme de raie (probabilité d’excitation en fonction de
E,) est donc en général asymétrique.

La formule (40) est souvent réécrite en fonction des variables réduites

Eu

N o) (41)
5 w

1= W (42)

La formule (41) revient a prendre #I'/2 comme unité d’énergie. Le
parametre g défini en (42) caractérise le rapport entre les forces de
couplage vers I'état discret |¢) et vers le quasi-continuum { |k) }.
Introduisons également le paramétre ¢

f=2 =20 (43)

¢~ représente le nombre de niveaux du continuum discrétisé dans la
largeur naturelle (¢ —0 quand & — 0). En utilisant ces définitions,
nous obtenons a partir de (40) :

(WX 1P lg+ el

w'? 1+sﬁ+§

(44)

Nous avons représenté sur la figure 3 plusieurs profils d’excitation
possibles, appelés profils de Fano (*), obtenus pour diverses valeurs de
g. Notons que la situation g > 1 (cas ol le couplage entre |x) et
[¢)> est beaucoup plus grand que le couplage entre |x) et [k))
correspond & la situation envisagée dans le paragraphe 3-b de ce
complément.

Remarque

Dans toutes les situations considérées précédemment, le passage a la limite
5 .0 m’a jamais posé de problemes, les valeurs limites des quantités
considérées étant obtenues sans ambiguité. Il n’en est pas toujours ainsi et

(*) De tels profils se rencontrent dans de nombreuses situations physiques, par
exemple dans la photoionisation au voisinage d’un état autoionisant.
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q=0 g>1

Figure 3. Profils de Fano obtenus pour diverses valeurs de g. L'intensité des
transitions vers les états | ¢, ) du quasi-continuum est représentée par des traits
pleins. Le trait pointill€ correspondant a I’enveloppe de ces intensités permet de
visualiser le profil d’excitation a la limite continue (& - 0). Notons qu’a
I’exception des situations limites g = 0 et g > 1, les profils sont asymétriques.

certaines précautions sont nécessaires quand le probléme étudié (*) fait
intervenir des quantités telles que (k|4 ,> (formule (8.b)) ol apparait le
facteur 1/(E, — E;). En fait, dans le cas discret, (E, — E,) ne s'annule
jamais (voir figure 1), de sorte que la division par (E, — E,) ne présente
pas de difficultés. C’est ce que nous avons fait par exemple pour déduire
(5) de (4.a). En revanche, il faut prendre plus de précautions pour
déterminer la limite continue, au sens des distributions, de 1/(E, — E}).
Pour déterminer une telle limite, réexprimons (E, — E,)~! en fonction de
I'angle ¢, introduit dans I'équation (13.a) et de I’entier m le plus proche de
E /8 (voir figure 1). En utilisant I'équation (13.b) et le fait que
E, = k&, on obtient

1 1
E,-E,. (

(45)
m——k+&>8
mw

Réécrivons alors (45) comme la somme d’une fonction impaire de
(m — k) et d’une fonction paire.

1 (m— k)8 ®.8/m

E#—Ek_(m_k)zaz_ (%8)2_(m-—k)262— (_‘P_;i)z “®)

Comme ¢,/ est, en module, inférieur a e o8/ 7 tend vers zéro quand
8 tend vers z€ro. Le premier terme du membre de droite de (46), impair en
(m—k)5, tend donc 2 la limite 8 0 vers la partie principale
P(1/(E' - E)), ou E' et E sont associés respectivement a E, et

E,. Analysons maintenant le second terme. Celui—ci ne prend des valeurs

(*) Cest en particulier le cas lorsqu’on étudie la répartition en énergie des états finals
de la désintégration de 1’état discret.
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notables que pour m voisin de k. En particulier, pour E,, = E,, sa valeur
est égale a 7 /(¢ ,8) et tend donc vers I'infini & la limite 8 — 0. En dehors
de ce point, ce terme change de signe mais sa valeur reste de I'ordre de
1/8 pour (m — k) petit. Sa largeur en E, est de I'ordre de 8. Le second
terme de (46) tend donc vers une distribution localisée en E,, = E, quand
& — 0. Calculons maintenant la somme

B @, 0/m _ ®./T
o () HE ),

w

47

La somme de cette série est connue (*). Elle vaut = cotg ¢ ,, C’est-a-dire
encore d’aprés (13.a) :

2

iT E, (48)

Nous en déduisons que la limite 8 — 0 du second terme de (46) est
(27 /#I") E 8(E — E'). En définitive, nous avons ainsi trouvé :

. 1 1 2
Lim =?(-——,———)+——E6E—E’ 49
20 E. — E; E'-E kI ( ) (49)

4. Généralisation a des continuums plus réalistes. Diagonalisation de
Phamiltonien sans discrétisation

Nous revenons dans ce dernier paragraphe au probléme d’un état
discret |¢) couplé a un continuum d’états {|E)}, pour étudier
directement (sans discrétiser le continuum) les états propres | ¢(E)) de
I’hamiltonien total. Contrairement 2 la situation des paragraphes 2 et 3,
nous ne faisons plus d’hypotheses restrictives sur le continuum et sur
son couplage avec I'état |¢). En particulier, I’élément de matrice
(E|V|e¢) = v(E) est maintenant une fonction quelconque de E. La
relation d’orthonormalisation entre états du continuum est :

(E'|E) =8(E-E") (50)

et les €léments de matrice de I’hamiltonien H; et du couplage
V sont :

{e|Hyl¢) = E, (51.a)
(E|Hy|E'Y = ES(E-E) (51.b)
(E|V]e) = v(E) (51.c)
(E'|VIE) = (o|V]p) =0 (51.d)
Soit |¥(E')) un état propre de H de valeur propre E’
HIY(E")) = E'|Y(E")) (52)

(*) Voir par exemple Cartan, corrigé de I'exercice 25, p. 226.
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Pour trouver la décomposition de |y (E')) sur les états non perturbés
l¢) et |E), nous procédons comme au paragraphe 2-a et projetons
(52) d’abord sur | ¢}, puis sur | E). Nous obtenons ainsi les équations :

E o |¥(E)) + J dE v(E)*(E|¥(E")) = E'(e[¥(E))  (53.2)

E CE[Y(E)) +v(E) (e |¥(ED)

L’équation (53.b) se transforme en:

(E' - E) E|Y(E")) = v (E) (o |¥(E)) (54)

E' (E[$(E))  (53.b)

La théorie des distributions permet d’écrire la solution générale de (54)
sous la forme :

(EIW(ED) = [P g + HEDBE — E) | o(E) (o] W(ED) (55)

ou z(E') est une fonction queiconque de E’. Pour déterminer cette
fonction z(E'), reportons (55) dans (53.a). 1l vient:

E, +9’JdE|U(E)| + 2E)|0(ED|? = E' (56)
Cest-a-dire encore
E, + hA(E") + % f ﬂf—) A{E") = E’ (57)
avec
rE) = 20 |u(E) 2 (58.2)
AE') = -yf Eww” yf rw) (58.b)

Nous en déduisons

E'— E, - hA(E")
wL(E)

2E') = 27 (59)

La donnée de (55) et (59) permet de trouver les nouveaux vecteurs
propres a un coefficient de normalisation prés, qui est déterminé par
I’équation

(W(E) | ¢(E)) = 8(E' - E) (60)

Nous ne détaillerons pas ici le calcul de ce coefficient de normalisation,
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et donnons simplement le résultat (*) :
1 x
(lE' — E, - hA(E") } + [WI'(E") /2]

x {v(E')[w) + P JdE 2B |E)] +[E'-E, —hA(E’)]]E')}

W(E)) =

(61)

Aucune hypothese restrictive n’ayant été faite sur la variation du
couplage v(E) avec E, les vecteurs d’état ainsi obtenus peuvent étre
appliqués a I'étude de nombreux probleémes.

(*) Voir U. Fano, Phys. Rev. 124, 1866 (1961).



CHAPITRE II

Description qualitative
de quelques processus d’interaction
entre atomes et photons

Ce chapitre II présente une vue d’ensemble sur les interactions entre
atomes et photons. Le but visé est d’introduire simplement un certain
nombre de processus fondamentaux, de préciser le vocabulaire qui est
utilisé pour les décrire et d’analyser les phénoménes physiques qui leur
sont associés. L’accent sera mis plus sur le contenu physique des
processus étudiés que sur les méthodes de calcul. Nous n’utiliserons au
cours de la discussion que les notions simples sur les amplitudes de
transition introduites au chapitre I, réservant a des chapitres ultérieurs
la présentation de méthodes de calcul plus puissantes et plus précises.

Pour classer les différents processus étudiés, il nous a semblé
commode de considérer le nombre de photons qui sont impliqués dans
un processus donné (a 'ordre le plus bas oil ce dernier apparait).

Ainsi, les processus les plus simples sont ceux au cours desquels un
photon nouveau apparait (processus d’émission étudiés dans la par-
tie A), ou au cours desquels un photon initialement présent disparait
(processus d’absorption étudiés dans la partie B). Plusieurs cas sont
distingués suivant la nature discréte ou continue des états atomiques
internes initial et final, ce qui permet de passer en revue plusieurs
phénomenes importants comme la photoionisation, le rayonnement de
freinage, la photodissociation... Nous montrons également dans la
partie B comment la dynamique du processus d’absorption (ou d’émis-
sion stimulée) peut étre sensible a4 I'état du champ incident. Cette
discussion est prolongée dans le complément A;; ol la probabilité
d’absorption totale est reliée A des fonctions de corrélation des deux
systémes en interaction, I'atome et le champ.

Nous abordons ensuite, dans la partie C, I'étude d’un processus plus
complexe impliquant plusieurs photons, le processus de diffusion au
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cours duquel un photon disparait et un photon nouveau apparait.
Plusieurs types de diffusion sont distingués suivant que le photon a une
énergie petite ou grande devant les énergies d’excitation de I’atome, le
cas de la diffusion résonnante faisant I'objet d’un traitement spécial.

La partie suivante D est consacrée a une description des processus
multiphotoniques au cours desquels plusieurs photons apparaissent ou
disparaissent. L.a variété de ces processus est {rés grande, et nous nous
bornons & passer en revue quelques exemples significatifs.

Enfin, dans les deux derniéres parties E et F, nous étudions des
processus pour lesquels I’état du champ est le méme dans I’état initial et
dans I’état final, mais au cours desquels des photons peuvent &tre émis
et réabsorbés, ou absorbés et réémis. Nous étudions ainsi dans la
partie E les corrections radiatives spontanées (ou stimulées) résultant de
I’émission et de la réabsorption (ou de ’absorption et de la réémission
d’un photon par une particule chargée ou un atome. Le cas ou les
photons sont émis par une particule (ou un atome) et réabsorbés par
une autre particule (ou un autre atome) est analysé dans la partie F. De
tels échanges de photons entre particules ou atomes donnent naissance a
des interactions effectives dont deux exemples sont donnés (interactions
magnétiques et interactions de Van der Waals). Mentionnons pour
terminer que le probléme des corrections radiatives est abordé dans le
complément B ; 4 partir d’un autre point de vue (point de vue de Pauli-
Fierz), consistant a effectuer sur I’hamiltonien de I’électrodynamique
quantique une transformation unitaire qui vise a soustraire du champ
total le champ transverse « li€ » aux particules.
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A — PROCESSUS D’EMISSION :
UN PHOTON NOUVEAU APPARAIT

L’émission d’un photon de vecteur d’onde k et de polarisation
£ est un processus ol le nombre de photons dans le mode ke augmente
d’une unité, passant de n dans I’état initial & n + 1 dans 1’état final, tous
les autres modes restant dans le méme état. Nous supposerons dans ce
paragraphe que, dans ’état initial, tous les modes sont vides. L’émission
est appelée alors émission spontanée. Nous reviendrons ultérieurement
sur le cas ou des photons sont présents dans 1’état initial. Plusieurs cas
seront distingués suivant que les états atomiques (internes) initial ou
final sont discrets ou continus.

1. Emission spontanée entre deux niveaux atomiques discrets. Désinté-
gration radiative d’un niveau atomique excité

a) REPRESENTATION DIAGRAMMATIQUE

Considérons tout d’abord I'émission spontanée d’un photon par un
atome passant d'un état interne discret |b) a un autre état interne
discret |a). Plus précisément, nous prenons, pour état initial du
systéme global, I'état

leiy = |6.K0) (A1)

qui représente un atome dans I’état interne b, avec une impulsion
globale #K, dans le vide de photons, et pour état final

o) = |a.K'ke) (A.2)

qui représente 'atome dans I’état interne a, avec I'impulsion globale
#K', en présence d'un photon ke. La représentation diagrammatique
d’un tel processus (voir chapitre I, § C-5) est donnée sur la figure 1 :

ke
a, K 4;(#

6, K

Figure 1. Représentation diagrammatique du processus
d’émission spontanée entre deux états discrets b et a.
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La conservation de I'énergie, liée  la fonction & ™(E s — E,) apparais-
sant dans 'amplitude de transition (formule (29) du complément A4 ),
entraine que :

hZ KZ hz K'Z

E, + —E“+W

= + hw (A.3)

De méme, la conservation de I'impulsion globale, li€e & Yinvariance par
translation de I'hamiltonien d’interaction (*), conduit 2 :

#K = hK’ + Bk (A.4)

L’état interne b a nécessairement une énergie supérieure a celle de
I’état a. Ceci est évident sur (A.3) lorsqu’on se place dans le systéme du
centre de masse (K =0), mais n’apparait pas clairement sur le
diagramme de la figure 1 qui ne visualise pas les énergies internes. C’est
pourquoi on utilise parfois un autre type de représentation diagrammati-
que (Fig.2) olt les états internes sont représentés par des traits
horizontaux dont I'ordonnée repére 1'énergie interne, I'émission d’un
photon étant schématisée par une fleche ondulée dirigée de b vers
a (I'atome « tombe » de b en a en émettant un photon).

Y a

Figure 2. Autre représentation diagrammatique du processus
d’émission spontanée entre deux états discrets b et a.

b) PROBABILITE D’EMISSION SPONTANEE PAR UNITE DE TEMPS

Comme Pimpulsion globale est conservée, le probléme de I’émission
spontanée peut étre étudié séparément dans chaque sous—espace
correspondant & une valeur donnée de cette impulsion globale, par
exemple dans le systéme du centre de masse ou K = 0 et o, par suite
de (A.4), K’ = — k. Dans ce sous espace, |¢;) = |5,0;0) est un état
discret, puisque K = 0 est fixé et que I’état interne b est par hypothese
discret, de méme que le vide |0) du rayonnement. Par contre, il existe
une infinité d’états finals | @) = |a, — kike ), correspondant & toutes

(*) Voir par exemple « Photons et Atomes - Introduction a I'Electrodynamique
Quantique », § III-D-3.



1LLA.1 Processus d’émission 69

les valeurs possibles de k, dont les énergies E, + fio + (A%k%/2M)
varient de maniére continue. Ces états sont couplés a |¢;) par
Hj,. Le probléme de 1’émission spontanée entre deux états atomiques
discrets est donc finalement, en ce qui concerne le systéme global
« atome + rayonnement », le probléeme d’un état discret couplé a un
continuum.

L’évolution du systéme va donc présenter un caractere irréversible. Il
n’y aura pas d’oscillations réversibles entre | ;) et | ¢ ), mais départ
irréversible de I'état discret |¢;) vers le continuum |¢;) avec une
probabilité de transition par unité de temps I’ donnée, d’aprés
I'expression (B.8) du chapitre 1, par (*) :

2
=% |(akike|H,|b0:0) |2 p(E, = E) (AS)
k ¢

Par ailleurs, la relation de conservation de I’énergie (A.3), jointe a
(A.4), permet de déterminer les états finals qui sont atteints, c’est-a-
dire encore les fréquences émises. Dans le systéme du centre de masse
(K =0,K’ = — k), on obtient ainsi :

o = hwy— E,, (A.6)
ol
hwo = Eb —_ Ea (A.7)
est I'énergie de la transition atomique b—a et ol :
#k®* He?
E, =—=— .
rec 2M 2Mc2 (A 8)

est ’énergie cinétique de recul de I’atome lors de I’émission du photon.
Comme how < Mc? cette énergie de recul est trés petite devant
fiw dans le domaine optique (et a fortiori micro—onde), et est souvent
négligée. Ceci revient a considérer M = oo , donc un atome infiniment
lourd. La fréquence w des photons émis spontanément dans le systeme
du centre de masse est donc égale (& E,./h prés) a la fréquence
wy de la transition atomique.

Remarques

(i) Si 'on choisit un référentiel autre que le systéme du centre de masse
(K #0), dans lequel l'atome se déplace a la vitesse v = #K/M, la
résolution simultanée de (A.3) et (A.4) donne :

ho = ho— E,, + fk.v (A9)

(*) L’exercice 1 présente un calcul de I' pour un atome a deux niveaux.
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Pour chaque direction k d’émission, il y a donc une fréquence d’émission
bien définie, dépendant de la vitesse v de l'atome et de l'angle entre
v et k (effet Doppler).

(ii) Dans tout ce qui précéde, nous avons implicitement supposé que le
mouvement du centre de masse de 'atome est libre. Quand I’atome évolue
dans un potentiel extérieur, I'impulsion globale n’est plus une constante du
mouvement (I'équation (A.4) n’est plus valable). Par ailleurs, I’expression
(A.3) devient

E,+E® =E,+ E® +ho (A.3)

ol EY) et E) sont respectivement les énergies initiale (avant le processus
d’émission) et finale (aprés ce processus) associées au mouvement du
centre de masse dans le potentiel extérieur. Dans certaines circonstances,
la probabilité pour que cette énergie ne change pas (E¥), = EY) ) peut étre
notable. Il y a alors émission d’un photon dont la fréquence n’est déplacée
ni par effet de recul, ni par effet Doppler. Cette situation correspond aux
effets Dicke et Mossbauer et est étudiée plus en détail dans 'exercice 2.
L’analyse faite sur le processus d’émission peut étre généralisée sans
difficulté au processus d’absorption considéré dans la partie B. Il est
possible que la fréquence d’un photon absorbé corresponde exactement a
la fréquence atomique quand I’atome est placé dans un potentiel extérieur.

¢) RESULTATS NON PERTURBATIFS

Toutes les considérations précédentes résultent d’un calcul de I'ampli-
tude de transition a l'ordre le plus bas. Comme nous I'avons déja
indiqué dans le chapitre I (§ B-2), il est possible d’aller plus loin et
d’obtenir pour les amplitudes (¢;|T(T)|¢;) et (<pf|l7(T)f<p,-> des
expressions contenant des termes a tous les ordres en H; (voir
également le complément C; ou le chapitre III, § C-1). Les résultats
d’un tel traitement non perturbatif sont alors les suivants :

(i) La probabilité de présence de l'atome dans I’état supérieur
b, P,(T), décroit exponentiellement avec une constante de temps :

1
T
ot I' est donnée en (A.5) (*), et qui est appelée la durée de vie
radiative de I’état b. L’émission spontanée est donc responsable d’une
désintégration radiative des niveaux atomiques excités.

(ii) Par suite de sa durée de vie finie 7, I’état excité b a une certaine
dispersion en énergie, caractérisée par h/7 = hI'. I" est appelée la

(A.10)

T =

(*) Nous supposons que le seul niveau d'énergie inférieure & E, vers lequel I'atome
puisse tomber a partir de b en émettant spontanément un photon est le niveau
a.
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largeur naturelle du niveau b (en unités de pulsation). Les raies
d’émission spontanée ne sont donc pas infiniment fines, comme le
prévoit la théorie a I'ordre 1, mais ont une certaine largeur (égale a la
somme des largeurs naturelles des deux niveaux de la transition).

(iii) On trouve enfin que I'état b est déplacé en énergie. Il s’agit 1a
d’une correction radiative sur laquelle nous reviendrons plus loin (dans
le paragraphe E-1-b).

Remarque

Le processus d’émission spontanée a partir d’'un niveau atomique excité
discret peut étre profondément modifié si, au lieu d’étre dans 'espace
libre, I'atome est enfermé dans une cavité (*). Les modes du champ
électromagnétique dans la cavité forment alors un ensemble discret (si
I’amortissement de la cavité est négligeable). Supposons tout d’abord que
l'une des fréquences propres de la cavité coincide avec la fréquence
atomique w,, toutes les autres fréquences propres étant suffisamment
éloignées de w, pour que nous puissions ignorer le couplage non résonnant
de I’'atome avec ces autres modes (il faut pour cela que la cavité soit assez
petite). Ignorons également les nombres quantiques externes (énergie de
recul négligeable). Les deux états |¢,> = |b;0), atome dans I'état
b, mode résonnant dans I'état {0), et |¢ ;> = |a;1), atome dans V'état
a avec un photon dans le mode résonnant, forment alors deux états discrets
du systéme global, dégénérés en énergie et éloignés de tous les autres
états. L'’interaction entre 'atome et le rayonnement doit alors donner
naissance a une oscillation de Rabi: l’atome émet un photon dans la
cavité, puis le réabsorbe, puis le réémet et ainsi de suite...

Dans le cas o aucune des fréquences propres de la cavité ne coincide avec
@y, I'évolution du systeme est complétement différente : 'atome ne peut
pas émettre de photon dans la cavité, car I’énergie totale ne serait pas
conservée.

2. Emission spontanée entre un état du continuum et un état discret

Nous supposons maintenant que l'un des deux états atomiques,
a ou b, appartient & un continuum, l'autre étant discret.

(*) Voir par exemple D. Kleppner, Phys. Rev. Lett. 47, 233 (1981) ; S. Haroche ct
J.M. Raimond, in « Advances in Atomic and Molecular Physics », Vol. 20 (D.R. Bates
and B. Bederson eds) Academic Press (New York, 1985) p. 347 ; P. Filipowicz,
P. Meystre, G. Rempe and H. Walther, Optica Acta, 32, 1105 (1985).



72 Description de quelques processus 11.A.2

a) PREMIER EXEMPLE : CAPTURE RADIATIVE

Dans le premier exemple que nous étudierons, I'état atomique
b appartient au continuum d’ionisation de I’atome (*). Ce continuum
est représenté en traits hachurés sur la figure 3 (la distance E; entre le
début du continuum et I'état fondamental est I’énergie d’ionisation).
L’émission spontanée fait passer I'atome d’un état b de ce continuum
vers un état discret a situé au dessous de la limite d’ionisation :

E —_y
a

—————

¥

Figure 3. Emission spontanée a partir d’un état b
du continuum d’ionisation vers un état atomique discret a.

Physiquement, un état tel que b décrit un état stationnaire de collision
entre un électron et un ion. L’électron n’est pas lié a I'ion dans I'état
b. En superposant linéairement des états tels que b, on peut construire
des paquets d’ondes décrivant un électron arrivant de l'infini, interagis-
sant avec l'ion, et s’éloignant de nouveau & l'infini. Si un processus
d’émission spontanée du type de celui représenté sur la figure 3 se
produit, I'électron perd de I'énergie de maniére radiative et se retrouve
lié a I'ion dans un état g, pour former un atome neutre. On dit alors
qu’il y a capture radiative de I'électron par I'ion. Des processus de
capture radiative d’¢électrons par des protons se produisent dans
I’espace interstellaire et sont & lorigine de la formation d’atomes
d’hydrogéne dans des états de Rydberg n, que l'on détecte en
radioastronomie par les rayonnements micro-ondes que ces atomes
émettent ensuite dans des transitions n ~n—-1,n-1_-.+n-2...

Comme les états |¢;) = [b;0) et |¢s) = |a;ke) appartiennent tous
deux a des continuums (le premier & cause de b, le second 4 cause de

(*) L’atome est supposé infiniment lourd, de sorte que les nombres quantiques
externes sont ignorés.
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ke), il est possible de définir une probabilité de transition par unité de
temps et un flux incident, et par suite une section efficace de capture
radiative de I’électron dans I'état a. De telles sections efficaces jouent
un réle important en Astrophysique et en Physique des Plasmas.

b) DEUXIEME EXEMPLE : DISSOCIATION RADIATIVE D’UNE MOLECULE

Nous considérons maintenant un second exemple, emprunté a la
Physique Moléculaire, ol c’est I’état supérieur b qui est discret, et ’état
inférieur a qui appartient a2 un continuum.

L’état b est supposé appartenir a un état électronique excité d’une
molécule diatomique, dans lequel le potentiel d’interaction effective
V(r) entre les deux atomes présente un minimum en fonction de la
distance internucléaire r (Fig. 4). L'état b est un état de vibration-
rotation dans ce puits de potentiel.

bV (r)

NI
~___

Figure 4. Potentiels d’interaction et niveaux d’énergic d’une molécule
diatomique. La figure correspond & un excimére ou a un exciplexe, I'état
électronique fondamental étant dissociatif. On considére un niveau électronique

excité ol les deux atomes sont liés.

r

-

L’état a appartient par contre a un état électronique dissociatif, c’est-a-
dire & un état pour lequel le potentiel V(r) entre les deux atomes ne
présente pas de minimum. Dans un tel état électronique, les deux
atomes ne peuvent pas former une molécule stable, et I'état a décrit en
fait un état stationnaire de collision entre les deux atomes. Les
molécules présentant des configurations du type de celles de la figure 4
sont appelées des excimeres, pour des molécules homonucléaires
(comme Xe,), ou exciplexes, pour des molécules hétéronucléaires
(comme XeF).
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Dans un état tel que b, les deux atomes vibrent autour de leur
position d’équilibre. L’émission spontanée d’un photon #w fait passer
la molécule dans I'état a situé a fiw au dessous de b, les deux atomes
s’éloignant alors rapidement I'un de l'autre. L’émission spontanée a
donc dissocié la molécule, d’ot le nom de dissociation radiative donné a
un tel processus. Comme I’état ¢ appartient & un continuum, la
fréquence du photon émis peut varier dans un certain intervalle et le
spectre de la lumiére émise est un spectre continu et non un spectre de
raies discrétes.

Remarque

De tels systémes se prétent bien & la réalisation de sources lasers (*).
Comme I’état inférieur a se dissocie trés vite, avec des temps caractéristi-
ques (de l'ordre des dimensions moléculaires divisées par la vitesse de
séparation des deux atomes) beaucoup plus courts que la durée de vie
radiative de I'état supérieur b, I’état g peut étre beaucoup moins peuplé
que I'état b en régime stationnaire (dans une décharge par exemple ol
I’état b est peuplé en permanence par des collisions). Il est donc possible
de réaliser des inversions de population appréciables entre b et a
conduisant & un gain important.

3. Emission spontanée entre deux états du continuum d’ionisation -
Rayonnement de freinage

Nous considérons enfin, dans ce dernier paragraphe, le cas ou les
deux états a et b appartiennent tous deux a un continuum. Par exemple,
a et b peuvent étre tous deux situés dans le continuum d’ionisation d’un
atome (Fig. 5) :

I &
B e e s =
1S

Figure S. Emission spontanée entre deux états
du continuum d’ionisation d’un atome

(*) Voir par exemple Special Issue on Eximer Lasers : IEEE J. of Quant. Electr. QE
15, 265 (1979) ; Excimer Lasers (édité par C.K. Rhodes), Collection « Topics in Applied
Physics », Vol. 30, Springer Verlag (Berlin 1979) ; M.H.R. Hutchinson, Appl. Phys. 21,
95 (1980).
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Physiquement, un électron arrive de l'infini vers un ion avec une
énergie cinétique initiale E,. Arrivé au voisinage de lion, il émet
spontanément un photon, ce qui lui fait perdre I'énergie fiw. Mais cette
perte d’énergie est insuffisante pour permettre sa capture par l'ion, et
Pélectron s’éloigne de nouveau vers I'infini avec une énergie cinétique
finale E, = E, ~ hw inférieure & E,. L’émission spontanée d’un photon
a donc freiné I’électron, d’oil le nom de rayonnement de freinage, ou
encore « Bremsstrahlung », donné a ce processus. Comme 1’énergie
E, de Tétat final ¢ peut varier de manieére continue, le spectre du
rayonnement de freinage est continu.

Insistons sur l'importance de la présence de l'ion. En effet, il est
impossible d’avoir une émission réelle d’un photon par un électron
libre (*). Pour le voir, il suffit de se placer dans le référentiel au repos
de Pélectron. L’¢mission d’un photon, avec recul de I’électron pour
conserver I'impulsion globale, conduit alors nécessairement a un état
dont I'énergie est supérieure a celle de I’état initial. Il n’y a donc pas
d’état final du systéme global, couplé par H;; 4 I'état initial, et ayant
méme énergie. Il faut un troisiéme partenaire, ici I'ion, qui puisse
fournir Pimpulsion nécessaire pour atteindre un état final du systéme
global ayant la méme énergie que I'état initial (**).

{*) Par contre, un électron libre peut émettre virtuellement un photon et le réabsorber
(voir § E-1-a plus loin).

(**) L'exercice 8 présente un calcul de section efficace d’émission de photon par
rayonnement de freinage. Ce calcul est perturbatif vis-a-vis du potentiel créé par 'ion et
utilise le point de vue de Pauli-Fierz introduit dans le complément Bj;.
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B - PROCESSUS D’ABSORPTION :
UN PHOTON DISPARAIT

Au cours d’un processus d’absorption, un photon disparait. L’énergie
correspondante est gagnée par I'atome sous forme d’énergie cinétique
de recul et d’augmentation de I’énergie interne. Comme pour le
processus d’émission spontanée, on peut distinguer plusieurs cas
suivant le caractére discret ou continu de I'énergie interne atomique
dans I'état initial et I’état final. Un certain nombre d’exemples de ces
diverses situations sont rapidement passés en revue dans les paragra-
phes 1, 2, 3.

Un élément nouveau apparait dans 'étude des processus d’absorp-
tion. Plusieurs types d’états initiaux peuvent &tre envisagés pour le
champ (rayonnement incident monochromatique ou a large bande,
rayonnement faible ou intense, d’intensité constante ou en impul-
sion...), alors que dans 1’étude de I’émission spontanée, 1’état initial du
champ est toujours le vide. Nous montrons dans le paragraphe 4, a
partir d’arguments qualitatifs, comment la dynamique du processus
d’absorption entre deux états discrets peut étre sensible aux propriétés
du rayonnement incident.

Notons enfin qu’il existe un processus d’émission, I'émission induite,
qui présente beaucoup d’analogies avec le processus d’absorption.
Comme !’absorption, ’émission induite est provoquée par les photons
présents dans I’état initial. Par contre, I’atome effectue une transition
vers un niveau inférieur, 1’énergie perdue par ’atome étant gagnée par
le champ qui a induit cette transition. Au lieu d’étre atténué, le
rayonnement incident est donc amplifié. La plupart des résultats que
nous établissons dans ce paragraphe pour I’absorption peuvent étre
ainsi adaptés a I’émission induite.

1. Absorption entre deux états discrets

s

Il s’agit 12 d’un processus tout a fait symétrique du procesus
d’émission étudié dans le paragraphe A-1 ci—dessus. L’atome passe
d’un état interne discret a 4 un autre état interne discret b, situé plus
haut en énergie, par absorption d’'un photon #w. Deux représentations
diagrammatiques possibles d’un tel processus sont données sur la
figure 6 .

La conservation de I'énergie et de 'impulsion globales a I'issue du
processus d’absorption entraine que la fréquence w du photon absorbé
par un atome initialernent immobile (K = 0 dans I'état a) est donnée
par:

fiw = hwg + E,,, (B.1)
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(8)

Figure 6. Deux représentations diagrammatiques du processus
d’absorption (comparer les figures 1 et 6.a, 2 et 6.B).

Ainsi, pour un atome initialement immobile, les fréquences d’émission
et d’absorption différent respectivement de la fréquence atomique
w, par les quantités — E,,./f et + E,,./h (comparer A.6 et B.1).

Nous reviendrons plus loin (§ 4) sur les conditions dans lesquelles il
est possible de définir une probabilité d’absorption (ou d’émission
induite) par unité de temps.

2. Absorption entre un état discret et un état du continuum

2) PREMIER EXEMPLE : PHOTOIONISATION

Il s’agit du processus inverse de la capture radiative. Un atome,
initialement dans un état interne discret a, par exemple I’état fondamen-
tal, absorbe un photon dont I'énergie #w est supérieure a I’énergie
d’ionisation E; de l'atome, et aboutit dans I'état & du continuum
d’ionisation (Fig. 7) :

E,

A

i
Y
¢
|
| ho
|

a

Figure 7. Photoionisation d’un atome
par absorption d’un photon (hw > E;).
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Cette disparition d’un photon, accompagnée de Papparition d’un
photoélectron, n’est autre que 'effet photoélectrique bien connu. La
conservation de I’énergie globale a I'issue du processus d’absorption
entraine que I'énergie de I’état b au dessus du seuil d’ionisation, c’est-a-
dire encore I'énergie cinétique finale mv?/2 du photoélectron, une fois
qu’il est séparé de I'ion, est reliée a I'énergie #iw du photon incident et a
I'énergie d’ionisation E; par 'équation :

ho = E; + % mo? (B.2)
qui n’est autre que la relation d’Einstein.

Comme [’état final est nécessairement un continuum (par suite du
caractére continu de E,), la régle d’or de Fermi permet de calculer une
probabilité¢ de photoionisation par unité de temps et par suite, aprés
division par le flux associé au photon incident, une section efficace de
photoionisation.

Remarques

(i) La discussion précédente semble indiquer que la probabilité de
photoionisation est nulle pour fiw < E; puisque I'absorption d’un photon
hw ne peut alors porter I'atome dans le continuum d’ionisation. En fait,
aux intensités élevées, I'atome peut étre photoionisé méme si hw < E;. 1l
s’agit alors d’un processus de photoionisation multiphotonique, au cours
duquel l'atome absorbe n photons (avec n =1) qui lui apportent une
énergie nhw suffisante pour passer dans le continuum d’ionisation (voir
partie D plus loin).

(ii) Pour hw suffisamment grand devant E,, la probabilité de photoionisa-
tion décroit trés vite quand « croit. L’interprétation physique de cette
décroissance rapide est simple. En effet, plus hw est grand devant
E;, plus I'électron atomique apparait libre pour le photon incident. Or, on
sait qu’un électron libre ne peut pas absorber réellement un photon. Pour le
voir, considérons la figure 8. ou est représentée la relation entre ’énergie
E et I'impulsion p pour un électron libre (parabole E = p?/2m). Un
électron libre initialement immobile (point 0) et absorbant un photon
d’énergie E = iiw et d'impulsion p = E/c passe du point 0 au point
0’ (la droite 00’ a une pente ¢ pratiquement verticale devant la pente des
tangentes a la parabole qui vaut p/m = v < c¢). L'électron « quitte donc la
parabole » de sorte que la transition correspondante ne peut étre réelle.
Ceci reste vrai méme si I'électron n’est pas initialement immobile.

Par contre, dans un état li€, I'impulsion de 1'électron n’est plus parfaite-
ment définie. Par exemple, dans I'état fondamental |e¢,), d’énergie
— E;, la fonction d’onde a une certaine largeur dans I’espace des
impulsions schématisée par le segment MN de la figure 8.8. Or, 'ampli-
tude d’absorption d’un photon ke est proportionnelle a I'élément de
matrice ((pf | £.p exp (tk.r)|g, ) ou |g@, ) est I'état fondamental et
I(pf) I'état du continuum d’énergie hw-E,. Par ailleurs, 1’opérateur
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Figure 8. Diagrammes permettant de comprendre le réle de la conservation
de I’énergie et de I'impulsion dans I’absorption d’un photon par un électron
libre (a) ou lié¢ (B).

exp(ik.r) est un opérateur de translation dans P’espace des impulsions,
d’amplitude Ak. L’amplitude d’absorption du photon est donc proportion-
nelle & lintégrale de recouvrement, dans I'espace des impulsions, de la
fonction d’onde €.p ¢ ,(p — fik) avec les fonctions d’onde ¢ ((p) des états
du continuum d’énergie #w — E;. Sur la figure 8.8, la largeur de
€.p ¢, (p — hk) est schématisée par le segment M'N’ obtenu a partir de
MN par une translation fiw/c sur Paxe des p et fiw sur I'axe des
E. Les fonctions ¢/(p) sont schématisées par les points P et Q. Le
recouvrement de ces fonctions peut étre alors non nul et la transition est
donc permise. Quand fiw augmente, le segment M'N' s’écarte des points
P et Q et Pintégrale de recouvrement des fonctions d’onde associées
diminue. Il est possible ainsi de comprendre qualitativement (*) pourquoi
la section efficace de photoionisation décroit avec iw pour fiew » E,.

b) DEUXIEME EXEMPLE : PHOTODISSOCIATION

Dans ce deuxie¢me exemple, emprunté & la physique moléculaire,
Iétat initial @ est un état de vibration rotation de I’état électronique
fondamental d’une molécule stable (le potentiel effectif présente un
minimum dans cet état -voir Fig. 9-). L’absorption d’un photon
hw porte la molécule dans un état électronique excité dissociatif

Ainsi, I’absorption d’un photon #w brise 1la molécule. On dit qu’il y a
photodissociation (**).

(*) Pour plus de détails, voir Bethe and Salpeter, section 69.
(**) Voir par exemple Herzberg, chapitre VII.
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Figure 9. Photodissociation d’une molécule
par absorption d’un photon.

3. Absorption entre deux états du continuum d’ionisation : Brems-
strahlung inverse

La figure 10 représente une transition entre deux états a et
b du continuum d’ionisation d’un atome par absorption d'un photon.
Une telle transition, appelée encore transition « free-free », s’accompa-
gne d’une accélération de I’électron. Le processus correspondant, qui
est l'inverse de celui de la figure 5, est appelé « Bremsstrahlung
inverse ». Il joue un réle important dans I’échauffement des électrons
d’un plasma sous P'effet d’un rayonnement laser.

Figure 10. Transition entre deux états du continuum
d’ionisation d’un atome par absorption d’un photon.
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4. Influence de P’état initial du champ sur la dynamique du processus
d’absorption

Revenons au probléme de ’absorption entre deux états atomiques
internes discrets, le niveau fondamental a et un état excité b (pour
simplifier, nous supposons ’atome infiniment lourd et ignorons les
nombres quantiques externes). Nous allons essayer d’identifier la
nature discréte ou continue de I'état final du systéme global
atome -+ rayonnement, et montrer que plusieurs comportements tempo-
rels sont possibles suivant la nature de I’état du rayonnement incident.

Supposons tout d’abord le rayonnement incident monochromatique
et résonnant. Par exemple, un seul mode kg, est peuplé et contient
N photons de fréquence w, = ck, égale a la fréquence de la transition
atomique (E, — E,)/fi. L’état initial du systeme global est donc
;> = |a;Nkygy) (atome dans I'état a en présence de N photons
koey, tous les autres modes étant vides). L’hamiltonien d’interaction
H;, couple cet état |¢;) a un autre état |¢s) = |b;(N — 1)kogg)
représentant 'atome dans 1’état excité b en présence de N — 1 photons
kogg, tous les autres modes étant vides. Par suite du caractére résonnant
de I’excitation, la perte d’énergie lie a la disparition d’un photon est
compensée par le gain d’énergie interne de I’atome, et les deux états
lo;) et |os) ont méme énergie (partic gauche de la figure 11).

(o) = [es) = leg) =
la; Nkqgg) |63 (N —1) kg &) |a; (N~ 1) kg g, ke)

Figure 11. Quelques états importants du systéme global « atome + rayonne-
ment » intervenant dans Pétude du processus d’absorption.

Etudions maintenant les états auxquels est couplé I'état | ¢ ). En plus
du couplage avec l'état |¢;), nous devons également envisager la
possibilité qu’a I’atome de retomber dans I’état @ en émettant un photon
dans un mode ke qui était initialement vide. Les N — 1 photons
kog, restent spectateurs dans une telle transition qui n’est autre que la
transition étudiée dans le paragraphe A-1 pour décrire I’émission
spontanée d’un photon ke a partir de P'état b. L’état |¢;) est donc
couplé également & tous les états | @,) = |a;(N — 1) kogg,ke) (atome
dans I’état fondamental a en présence de N — 1 photons kyg, et d’un
photon ke) qui forment un continuum (partie droite de la figure 11).
L’analyse précédente montre ainsi que, si I'on part de I’état | ¢;) , I'état
| ¢ () n’est pas un « véritable état final » puisqu’il est également couplé



82 Description de quelques processus IL.B.4

au continuum des états |@,). D’ailleurs, le passage de |¢;) a
|¢g) via |@g), c’est—a—dire l'apparition d’un nouveau photon ke
accompagnée de la disparition d’un photon incident kggy, n’est autre
qu'un processus de diffusion, dont I'importance apparait ainsi claire-
ment et sur lequel nous reviendrons dans la partie suivante C.

L’évolution temporelle du systéme global partant de I'état |¢;), qui
peut étre étudiée sur Pamplitude { cp,-|[7(T) l@;), est simple dans un
certain nombre de cas que nous abordons maintenant. Considérons
auparavant I'évolution de I’état | ¢ ;) dans les deux cas limites ol 'on
peut ignorer, soit le couplage de droite avec les états |,), soit le
couplage de gauche avec I'état | ¢;). Sil’état [ @) n’était couplé qu’a
I’état |¢;), le probléme serait ramené a celui de deux états discrets de
méme énergie et couplés l'un a Fautre (voir chapitre I, § B-1).
L’évolution du systéme serait alors une nutation de Rabi entre
l@;) et |¢y) seffectuant a la fréquence de Rabi {2, proportionnelle au

produit du moment dipolaire d,, de la transition a--b par v/ (E?), ou

(E?) est la valeur moyenne du carré du champ électrique au point ot se
trouve ’atome, évaluée dans I'état | N kyg,) . Cette fréquence de Rabi,
proportionnelle a \/ﬁ-, est d’autant plus élevée que N est plus grand.
Par ailleurs, si I’état |¢ ;) n’était couplé qu’au continuum |¢,), il se
désintégrerait exponentiellement vers ce continuum avec une durée de
vie T = 1/TI" (voir § A-1 ci-dessus). Les deux cas limites correspondent
donc aux deux situations 2, > I" et 2, < I'. Dans le premier cas (onde
monochromatique intense), on peut, en premiére approximation,
ignorer I'émission spontanée de b. L’atome oscille entre a et
b a la fréquence de Rabi 2,, et cette nutation rapide est lentement
amortie avec une constante de temps de 'ordre de I'~ ! Dans ce cas, il
n’est bien slir pas question de parler de probabilité d’absorption par
unité de temps, ni de section efficace d’absorption. Dans le deuxiéme
cas (excitation monochromatique faible), on peut ignorer en premiére
approximation le couplage de | @) avec |¢;). La diagonalisation du
couplage de droite de la figure 11 dans le sous espace formé par I’état
discret | @) et le continuum { [¢,) } ne donne qu’un seul continuum
de nouveaux états |¢,) dans lequel la densité d’état |¢;) (au
voisinage de P’énergie non perturbée de |¢;)) est de lordre de
1/A (un état sur un intervalle A) : Pétat | ¢ ;) est en quelque sorte
« dissous » dans le continuum { | ,) } sur un intervalle de largeur de
Pordre de #I" (voir complément C ). Le couplage de I’état | ¢;) avec ce
nouveau continuum fait alors apparaitre une probabilité de désintégra-
tion de |¢;) par unité de temps qui, d’aprés la reégle d’or de Fermi, est
de l'ordre de (1/f) x (carré du couplage entre |¢;) et |¢s)) X
(densité d’état | @) dans le nouveau continuum), c’est-a-dire encore
de l'ordre de (1/h) x #20% x (1/4I') = Q%/T. 1l est donc possible dans
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ce cas de définir une probabilité d’absorption par unité de temps,
proportionnelle 2 2% donc a N, donc a I'intensité ou au flux incident,
et par suite d’en déduire une section efficace d’absorption.

Toutes les considérations précédentes sont relatives 4 un rayonnement
incident monochromatique. Supposons maintenant que, dans I'état
initial, I’atome soit en présence de N, photons k;e;, N, photons
kse,... N; photons kg,..., les fréquences w; =ck{, w,=ck,...
w; = ck;... formant un ensemble tres resserré, assimilable a un spectre
continu. L’état initial | ¢;> = |a;Nk;€;... N;K;€;...) est alors couplé &
un trés grand nombre d’états |@s) = |b;N kg (N; — 1K)
correspondant 4 ’atome dans I’état b, un photon k;¢; ayant été absorbé.
Comme w; = ck; peut prendre un trés grand nombre de valeurs, les
états | ¢ ) forment maintenant un continuum, au lieu de se réduire au
seul état discret de la figure 11 dans le cas monochromatique. Méme si
le couplage de ces états | @) avec les états | ¢,) associés a I'émission
spontanée d’un photon ke & partir de b est ignoré, le probleme de
I’évolution temporelle de | ¢;) est alors celui d’un état discret couplé &
un continuum, et il est possible de définir une probabilité d’absorption
par unité de temps dont on peut se convaincre aisément qu’elle est
proportionnelle a la valeur de l'intensité incidente en @ = w,. Il est
possible ainsi de retrouver les coefficients B d’Einstein décrivant
Pabsorption et I’émission induite (voir aussi chapitre IV, partie E).

Nous nous sommes limités, dans les exemples précédents, a des états
stationnaires pour le champ incident (états propres de Hg). 1l est aisé
d’imaginer la grande variété de situations qui peuvent étre réalisées
avec des rayonnements incidents non stationnaires (excitation en
impulsion).
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C — PROCESSUS DE DIFFUSION : UN PHOTON DISPARAIT
ET UN AUTRE PHOTON APPARAIT

1. Amplitude de diffusion - Représentation diagrammatique

Dans un processus de diffusion, le systéme global passe d’un état
initial |¢;) ol l'atome est dans un état g en présence d’un photon
ke & un état final | @) ou Patome est dans I’état a’ en présence d’un
autre photon k'e’. Trois chemins possibles permettent de relier
le;) & |e@g) : latome absorbe le photon ke et passe dans I'état
b puis émet le photon k'e’ et passe dans I’état a’ (Fig. 12a) ; il peut
également émettre tout d’abord le photon k'e’ avant d’absorber le
photon ke (Fig. 12B) ; enfin, 'absorption de ke et I'émission de
k’e’ peuvent étre simultanées (Fig. 12v). Les deux processus 12a et 128
correspondent & Paction de H, an deuxitme ordre avec un état
intermédiaire, alors que le processus 12y est associé a l'action de
Hj, au premier ordre (voir chapitre I, § C-5 et figure 2) ;

ot a’ a’ ’
k € kr < k’ E’ Aa
b b k
ke ke ke A a
a a
() () ¢

Figure 12. Représentation des divers types de chemins possibles
reliant I’état initial et 1’état final d’un processus de diffusion.

D’apreés la formule (B.14) du chapitre I, les trois amplitudes
Gy; associées a ces trois chemins valent respectivement, a I'ordre le plus
bas :

(a';k’e’|Hp |b50) (b;0|Hy|aske)

% = i C.l.a
Bfi = 2 Lim E +ho —E,+in (C.1.2)

b n-0,
k’e’|H; |bske k'e’) (b;ke k'e’ | H}y|aske)
£ = ¥ Lim & = ‘ C.1.b
Bfl ;n_ljgz Ea—flw'—Eb+in ( )
G}, = {a';k'e’|Hp|a;ke) (C.1.¢)

Hj et Hp, sont les hamiltoniens d’interaction a un et deux photons
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donnés par les expressions (C.5.b) et (C.5.d) du chapitre I. Nous
négligeons ici Hj; et les effets liés aux spins.

Remarque

Dans le point de vue dipolaire électrique (voir appendice, § 5), 'hamilto-
nien d’interaction entre I'atome et le rayonnement ne contient que des
termes linéaires en @ et a* de sorte que, dans ce point de vue, la diffusion
apparait toujours comme un processus au deuxi¢me ordre en hamiltonien
d’interaction H',. Il n’y a alors que deux chemins possibles associés & des
diagrammes du type 12a et 128.

L’état intermédiaire du processus 12p n’est jamais discret a cause de
la présence des photons #iw et iiw’. Par contre, I'état intermédiaire du
processus 12o peut étre discret si 'état atomique b est discret. Dans un
tel cas, le dénominateur d’énergic de (C.1.a) peut conduire 4 une
divergence (*) de Gf si hw est égal 4 E, — E,, c’est-a-dire si la
fréquence w du photon incident est résonnante avec la fréquence
(E, ~ E,)/f de la transition b—.q. Il s’agit 12 d’un processus de diffusion
résonnante que nous excluons pour le moment et sur lequel nous
reviendrons plus loin (§ C-3).

La conservation de P’énergie globale entre |¢;) et |¢;) entraine
(pour un atome infiniment lourd dont on néglige le recul) :

E,+hw =E, + hw’ (C.2)

Si Patome n’a pas changé d’état a lissue du processus de diffusion
(a' =a), on a E, = E, et par suite, d’aprés (C.2), o' = w. La diffusion
est dite élastique. Si a' differe de g, la diffusion est inélastique et la
variation d’énergie du photon #(w' — ) refléte la variation d’énergie
atomique E, — E,.

Notons enfin l'existence d’une autre représentation diagrammatique
trés fréquemment utilisée du processus a (Fig. 13) :

b
z’f:“ N
@ X
i o

Figure 13. Autre représentation diagrammatique
du processus o de la figure 12.

(*) Si I'état b appartient au spectre continu atomique, la présence de in au
dénominateur de (C.l.a) fait apparaitre une partie principale et une fonction delta qui
donnent des résultats finis lors de lintégration sur I'énergie E, de b, méme si
E, — E, peut coincider avec fw.
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L’absorption du photon #w est schématisée par une fléche montante
joignant I’état a a4 une ligne pointillée située a une distance #w au-
dessus de a. L’émission de #hw' est schématisée par une fleche
descendante reliant cette ligne pointillée a I'état a’. L’avantage de cette
représentation est que la distance entre Pétat b et la ligne pointillée de
la figure 13 visualise trés clairement le défaut d’énergie de 1’état
intermédiaire du processus de diffusion. La diffusion est résonnante
quand la ligne pointillée coincide avec I’état b. On peut se demander si
une telle ligne pointillée représente un niveau d’énergie. En fait, il ne
s’agit pas d'un niveau atomique, mais d’un niveau du systéme global :
atome dans I’état a + un photon ke, ou encore atome dans I’état
a’' + un photon k’e’ (ces deux états ont méme énergie d’aprés (C.2)).
L’état b de la figure 13 peut lui aussi étre considéré comme un état du
systéme global, atome dans I’état b sans aucun photon. On comprend
ainsi clairement pourquoi I'écart entre le niveau b et la ligne pointillée
de la figure 13 représente le défaut d’énergie du systéme global dans
I’état intermédiaire du processus a.

Nous avons considéré dans ce qui précéde la diffusion d’un photon
par un atome. Un photon peut étre également diffusé par un électron
libre (alors que, rappelons le, il ne peut pas étre absorbé ou émis de
maniere réelle par un électron libre). Un tel processus n’est autre que la
diffusion Compton. Les diagrammes a, B, y de la figure 12 demeurent
valables a condition de considérer g, b, a’, comme les nombres
quantiques repérant I’état d’un électron libre (par exemple, impulsion
et spin). La résolution des équations de conservation de l’énergie
globale et de I'impulsion globale entre |¢;) et | ¢ () donne I'expression
bien connue du déplacement de fréquence Compton.

2. Différents types de diffusion d’un photon par un systéme atomique ou
moléculaire

Suivant I’énergie du photon incident et le caractére é€lastique ou
inélastique de la diffusion, des dénominations différentes sont utilisées
pour désigner la diffusion d’un photon par un atome ou une molécule.
Nous passons maintenant en revue quelques exemples de tels processus.

a) DIFFUSION ELASTIQUE A BASSE ENERGIE : DIFFUSION RAYLEIGH

L’énergiec #iw du photon incident est supposée trés petite devant
I’énergie d’ionisation E; de I'atome, et donc devant les différences
d’énergie E, — E, séparant le niveau atomique initial ¢, qui est en
général ’état fondamental, des é€tats électroniques excités b apparais-
sant dans I’état intermédiaire :

hw < Ep,|Ey — E,| (C.3)
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Comme la diffusion est élastique, on a a’' =a, et fiw' = hw. La
diffusion Rayleigh est donc la diffusion, sans changement de fréquence,
d’'un atome ou d’une molécule irradiés par un rayonnement de
fréquence trés inférieure aux fréquences de résonance (figure 14) :

Figure 14, Diffusion Rayleigh.

11 est possible de montrer que la section efficace de diffusion Rayleigh
est proportionnelle 2 w* (elle croit trés vite avec la fréquence du photon
incident), et a la polarisabilité statique du systéme atomique dans 1'état
a (voir exercice 3).

b) DIFFUSION INELASTIQUE A BASSE ENERGIE : DIFFUSION RAMAN

L’énergie Aw du photon est toujours supposée petite devant I’énergie
d’ionisation E;, mais I’état final @’ du systéme atomique est maintenant
différent de a«. La diffusion, qui est alors appelée diffusion Raman,
s’accompagne donc d’un changement de fréquence, o — w', égal
d’apreés (C.2) a (E, — E,)/h. En général, les niveaux a et a’ sont des
niveaux de vibration-rotation différents d’'une molécule, et la mesure du
décalage en fréquence entre la lumiére incidente et la lumiére diffusée
permet de déterminer les fréquences de vibration et de rotation de la
molécule (*).

Suivant que le niveau moléculaire initial a est inférieur ou supérieur
en énergie au niveau final a', on parle de diffusion Raman Stokes
(figure 150) ou anti-Stokes (figure 158). La lumiere diffusée a une
fréquence w' inférieure & w dans le premier cas, supérieure dans le
second.

Remarque

Supposons que les modes @ et w’ (figure 15a) soient tous deux initialement
peuplés. Il est possible alors d’envisager le processus inverse du proces-
sus 15a, ol la molécule, initialement dans P'état a’, aboutit dans V’état
a en absorbant un photon fw’ et en émettant un photon #w (figure 16).

(*) Voir par exemple Herzberg, chapitre 1T, § 4.
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________ o ;
L
hw ho' hw e
a a
a a

(o) ()]
Figure 15. Diffusion Raman Stokes () et anti-Stokes (B).

a

Figure 16. Processus Raman inverse de celui de la figure 15a.

Les processus de la figure 15 amplifient le rayonnement a la fréquence
' (par absorption d’un photon fiw et émission stimulée d’un photon
hw'), alors que les processus de la figure 16 I'atténuent (par absorption
d’un photon hw' et €mission stimulée d'un photon hw). Mais I'état
moléculaire initial n’est pas le méme dans les deux cas, de sorte que les
processus d’amplification et d’atténuation sont respectivement proportion-
nels aux nombres N, et N, de molécules dans les états a et a’. Si
N,>N,, le milicu moléculaire présente globalement un gain pour la
fréquence w’. On congoit ainsi qu’on puisse obtenir une oscillation laser a
la fréquence ' si le gain du milieu, enfermé dans une cavité accordée a
', Yemporte sur les pertes. C’est 1a le principe des lasers a effet Raman
stimulé (*).

¢) DIFFUSION ELASTIQUE A HAUTE ENERGIE : DIFFUSION THOMSON

L’énergic Aw du photon incident est supposée maintenant grande
devant I’énergie d’ionisation E; de I'atome. La diffusion élastique, avec

'=get o = o (figure 17) est appelée dans ce cas diffusion Thomson.
Celle-ci joue un réle prépondérant dans la diffusion de rayons X mous
par les atomes.

Le calcul quantique de la section efficace totale de diffusion Thomson

o7 (voir exercice 4) donne, a la limite ol la longueur d’onde
A du rayonnement incident est grande devant les dimensions atomiques

(*) Voir par exemple Bloembergen, § 4-5 ; Shen, chap. 10 ; W. Kaiser and M. Maier
dans Laser Handbook (édité par F.T. Arecchi et E.O. Schultz-Dubois) Vol. 2, p. 1077,
North Holland (Amsterdam 1972) ; Hanna, Yuratich and Cotter, chap. 5 et 6.
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Figure 17, Diffusion Thomson.

ay (*), le résultat bien connu o = 87r3/3 (o r; est le rayon classique
de I’électron), ¢’est-a-dire la section efficace de diffusion d’une onde
monochromatique par un électron libre classique. Un tel résultat montre
que la diffusion Thomson par un électron atomique peut étre interpré-
tée en termes semiclassiques. L’onde incidente fait vibrer I'électron a
une fréquence w trés supérieure a celles de son mouvement autour du
noyau (de l'ordre de E;/#h). Tout se passe en premiére approximation
comme si I'électron atomique était libre. D’ailleurs, lorsque 2w > E;,
c’est 'amplitude (C.1.c) qui est la plus importante, comme pour
I'électron libre, et non pas (C.1.a). La contribution de cette dernitre est
en effet diminuée par le facteur Aw au dénominateur.

d) DIFFUSION INELASTIQUE A HAUTE ENERGIE AVEC ETAT ATOMIQUE
FINAL DANS LE CONTINUUM D’IONISATION : DIFFUSION COMPTON

Nous supposons enfin que A est trés grand devant E;, suffisamment
grand méme pour que la longueur d’onde A soit petite devant les
dimensions atomiques a,. La liaison de I’électron au noyau joue alors
un rdle peu important dans la diffusion qui doit ressembler beaucoup a
la diffusion Compton par un électron libre. On congoit ainsi aisément
que les processus de diffusion importants soient des processus inélasti-
ques ol Vatome est ionisé dans P’état final (figure 18) .

Les impulsions fik et #k’ des photons incident et diffusé, I'impulsion
p, de I’électron dans I’état final a’, sont alors trés grandes devant celle

(*) Pour un atome d’hydrogéne, les conditions fiw > E, et A » a;, considérées dans ce
paragraphe, correspondent a lintervalle d’énergie [a mc? — amc?, ol « est la constantc
de structure fine. Voir « Photons et Atomes - Introduction & PElectrodynamiqu¢
Quantique », chapitre III, figure 2.
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Figure 18. Diffusion Compton par un électron atomique.

de I'électron dans I'état initial a, qui est distribuée sur un intervalle de
largeur de l'ordre de fi/a, autour d’une valeur moyenne nulle. En
premiére approximation, on peut donc assimiler le processus de la
figure 18 4 un processus de diffusion Compton par un électron libre
initialement immobile. Les corrections a cette approximation sont dues
a la distribution des valeurs de I'impulsion de I'électron dans I’état
initial et dans |’état final et donnent donc¢ des informations sur les
fonctions d’onde atomiques. Comme pour la diffusion Thomson, c’est
I'amplitude (C.1.c) qui est prépondérante.

Remarque

11 est possible d’analyser la diffusion Compton par un électron libre ou lié
au moyen de diagrammes énergie - impulsion analogues & ceux de la
figure 8. Ainsi, la figure 19a schématise la diffusion Compton par un
€lectron libre initialement immobile. Afin de pouvoir raisonner sur des
figures a deux dimensions, avec I'énergie en ordonnée et I'impulsion en
abscisse, nous nous limitons 2 la diffusion vers l'arriere, les impulsions
#ik et ik’ des photons incident et diffusé étant de sens opposés. On voit sur
la figure 19a qu’il est possible, partant du point 0 de la parabole, d’aboutir
a un autre point 0” de la parabole en effectuant successivement la
translation 00’ correspondant a I’absorption du photon incident #w ik et la
translation 00" correspondant & I’émission du photon diffusé hw’Ak’. Le
processus de diffusion peut donc étre réel. Pour un électron li¢, il faut
partir de I'état fondamental, dont la fonction d’onde ¢,(p) est, comme sur
la figure 8, schématisée par un segment horizontal MN, situé a I'ordonnée
— E,. A haute énergie (hw > E;), le terme prépondérant de 'amplitude de
diffusion Compton est donné par l'expression (C.l.c) qui est, d’aprés
I’expression de H,, (voir formule (C.5.d) du chapitre I), proportionnelle a
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{e,|expi(k —k’).r|e¢,>. On obtient ainsi I'intégrale de recouvrement
de la fonction d'onde de I'état fondamental ¢ (p), translatée de
h(k — k'), avec la fonction d’onde ¢ *(p) de I’état du continuum d’énergie
—E; +#(w — w'). Sur la figure 19 B, ces deux fonctions d’onde sont
schématisées respectivement par le segment M"N" (obtenu a partir de
MN par une suite de deux translations fiw,fk et — fiw' , — #k’) et par les
points P et Q (correspondant a I'intersection de la parabole par '’horizon-
tale d’ordonnée — E, + hw — hw'). A cause de la largeur finie de
M"N", Pintégrale de recouvrement précédente peut étre importante pour
toute une série de valeurs de w’', w étant fixé. La raie de diffusion
Compton par un électron li€ n’est donc pas infiniment étroite (dans une
direction de diffusion donnée), a la différence de ce qui se passe pour un
électron libre.

Figure 19. Schématisation par des diagrammes énergie-impulsion de la
diffusion Compton par un électron libre initialement immobile (o) et par un
électron lié (B).

3. Diffusion résonnante

Nous revenons maintenant au cas ol la fréquence w du photon
incident est trés voisine de la fréquence wy = (E, — E;)/h d’une
transition atomique entre deux états discrets a et b. Le processus a de la
figure 12 est alors prépondérant devant les deux autres, puisque
I'amplitude (C.1.a) qui lui est associée diverge a4 résonance. Nous nous
concentrerons donc dans ce paragraphe sur P'étude de ce processus.
Pour fixer les idées, nous prendrons a’ = a (diffusion élastique), et nous
supposerons qu’il n’y a qu’un seul photon incident ke.
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Sur la figure 20, nous avons représenté les états du systéme global
atome + rayonnement qui jouent un rdle important dans le processus
de diffusion.

lask’ ') R

Figure 20. Quelques états importants du syst¢tme global atome + rayonne-
ment intervenant dans I’étude du processus de diffusion résonnante.

L’état final du processus de diffusion, |a;k’e’), a méme énergie que
I’état initial |[a;ke). Ces deux états appartiennent d’ailleurs tous deux
au méme continuum d’états (atome dans 'état @ en présence d’un
photon). A Tordre le plus bas en Hj;, les états initial et final du
processus de diffusion sont couplés indirectement via I'état discret
|5;0>. On peut faire varier & volonté la différence #(w, — w) entre
Iénergie de Détat |b;0) et celle de I’état initial, en balayant
o autour de w,.

Pour comprendre qualitativement comment on peut résoudre la
difficulté liée a la divergence de 'amplitude (C.1.a), quittons le point
de vue perturbatif qui est utilis€ pour établir (C.1.a) et essayons de
comprendre la dynamique du systéme représenté par les seuls états de
la figure 20 et leurs couplages mutuels (représentés par les fleches en
pointillés). Nous remplacons donc I'élément de matrice de transition
(C.1.a), valable a 'ordre le plus bas en Hj;, par

[ 1
e ake = a:k'e’|Hp E +ho —H+in Hplake) (C.4)

valable a tous les ordres en Hj; (c’est H et non H, qui apparait dans le
dénominateur d’énergie associé a 1'état intermédiaire (voir 1’équation
(B.15) du chapitre I)).

Il apparait ainsi que, dans une théorie & tous les ordres en
Hj, ce n'est pas I'état discret |b;0) qui doit étre considéré comme I’état
intermédiaire du processus de diffusion, comme cela est suggéré par la
figure 20, mais I’ensemble de tous les états propres de I’hamiltonien
total H. Or, quand on se limite aux seuls états de la figure 20, les états
propres de H forment un continuum (voir le complément C, :I’état
discret |b;0) se dissout dans le continuum des états propres de
H). La somme sur les états intermédiaires figurant dans I’expression
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(C.4) est donc une somme sur un continuum ne conduisant & aucune
divergence (grace au +in du dénominateur qui introduit une partie
principale et une fonction delta). De plus, comme I’hamiltonien
d’interaction Hyy ne couple I’état initial et ’état final qu’a la composante
des états propres de H sur I'état discret |b;0), il apparait clairement sur
I'expression (C.4) que la somme sur les états intermédiaires fait
intervenir la densité d’état discret |b;0) dans le nouveau continuum des
états propres de H, densité qui varie de mani¢re résonnante sur un
intervalle de largeur #I" autour de énergie E, (voir complément C ;).
On s’attend donc a ce que, tout en restant finie, ’amplitude de diffusion
varie de maniére résonnante quand la fréquence w du photon incident
est balayée autour de wy = (E, — E,)/A.

La discussion qualitative précédente est confirmée par le calcul simple
présenté dans le complément C ;. Rappelons en ici le résultat : il suffit
de remplacer au dénominateur de (C.l.a) Iénergie non perturbée
E, de |b;0) par E, — i#(I" /2). Notons qu’une telle modification revient
a remplacer lexponentielle d’évolution exp( —iEyt/h) de I'état
|b;0) par exp(—iE,t/h)exp(— I't/2), et fait bien apparaitre la
décroissance exponentielle de l'amplitude de présence dans Iétat
b. L’expression non perturbative de la matrice de transition au
voisinage de la résonance est donc finalement :

a;k’e’|H;|b;0) (b;0|Hyy|ask
"G}?=< | Hpy |£;0) (b;0| Hyy|aske) (C.5)

hw+E,,—Eb+ihg

c’est-a-dire une expression dont le module et la phase varient trés
rapidement sur un intervalle de largeur I’ autour de
w = wy = (E, — E))/h. Le caractére non perturbatif de (C.5) apparait
bien si 'on développe en série le dénominateur :

1

=%2( 1y /2" (g

1
h[m—-—w0+t—] (0 — wg)*”

La présence de I', qui est d’ordre 2 en Hj; (voir A.5), au dénominateur
de (C.5) est bien équivalente, d’aprés (C.6), a la somme d’une infinité
de termes de puissances croissantes en Hj.

L’expression (C.6) peut également étre interprétée en termes semi-
classiques. Considérons en effet un oscillateur classique de fréquence
propre w,, amorti avec une constante de temps I' 1. Si cet oscillateur
est soumis a une excitation monochromatique de fréquence o, sa
« réponse » aura un module et une phase variant de maniére résonnante
sur une plage de largeur I' autour de w = w, et décrits par le méme
facteur [w ~ wgy + i(I"/2)]7! que celui figurant dans (C.6).
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L’analogie précédente permet de comprendre trés simplement les
caractéristiques essentielles de la lumiére diffusée au voisinage de la
résonance, que I’on appelle encore la « fluorescence de résonance ». Si
la lumiere incidente est monochromatique, la lumiére diffusée est
également monochromatique (*), avec la méme fréquence, et son
intensité varie avec ’écart a résonance w — wy comme une lorentzienne
de largeur I'. Si, par contre, le rayonnement incident a un spectre trés
plat au voisinage de w — w,, les différentes composantes de ce spectre
vont étre diffusées avec une efficacité proportionnelle a
[(@ = wg)® + (I'*/4)]" et la lumiére diffusée aura un spectre lorentzien
de largeur I', centré en w = w,. Des considérations analogues peuvent
étre également utilisées pour comprendre la diffusion d’un paquet
d’ondes. Si le paquet d’ondes est trés long temporellement (At > I' ™),
et par suite trés étroit en fréquence (Aw < I'), les différentes ondes
constituant le paquet seront diffusées pratiquement de la méme
maniére (puisque Aw < I'), et le paquet d’ondes diffusé aura la méme
forme que le paquet d’ondes incident. Par contre, si le paquet d’onde
est trés court en temps (Ar < I' ~!-voir figure 21 @), et par suite trés
large en fréquence (4w > I'), le paquet d’ondes diffusé aura une allure
différente (figure 21B8) puisque, seules les composantes du paquet
d’ondes de fréquence comprise dans un intervalle de largeur I' autour
de w = w, seront diffusées de maniére appréciable. De maniére plus
précise, le paquet d’ondes diffusé a une dépendance temporelle donnée
par le produit de convolution du paquet d’ondes incident par la
transformée de  Fourier de  l'amplitude de  diffusion
[w —wy+i(I'/2)] ~!. Aprés un front de montée analogue a celui du
paquet d’ondes incident, le paquet d’ondes diffusé décroit exponentiel-

atome atome

At <! (o) ®

(@) (8

Figure 21. o — Schématisation d’un paquet d’ondes incident
de largeur temporelle petite (At < '™ 1)
B — Allure du paquet d’ondes diffusé.

(*) Nous négligeons ici les processus de diffusion non linéaires ¢n champ incident qui
apparaissent aux intensités élevées (voir remarque (iii) 2 ja fin de ce paragraphe).
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lement sur un temps de 'ordre de I'" 1. On peut dire encore que, dans
ce deuxi®me cas (Az < I' 1), 1a diffusion résonnante peut étre décompo-
sée en deux étapes : une excitation de I'atome pendant le temps trés
bref Ar de passage du paquet d’ondes, suivie de la décroissance
exponentielle par émission spontanée de I’état excité ainsi préparé de
maniére quasi percussionnelle (voir aussi I'exercice 13).

Remarques

(i) Tout état atomique discret b, autre que ’état fondamental, « disparait »
lorsqu’on tient compte du couplage entre I'état discret |b;0) et le
continuum d’émission spontanée |a;k'e’). Son « souvenir » ne se mani-
feste plus que sous forme de « résonance dans 'amplitude de diffusion ».
Le probléme de ’émission spontanée & partir d’un état excité préparé a
t = 0, (probleme étudié dans le paragraphe A-1 ci-dessus), doit en fait étre
posé en termes de diffusion d’un paquet d’ondes étroit en temps, qui
permet de « préparer percussionnellement Pétat excité ».

(ii) Nous avons ignoré dans tout ce paragraphe toute structure dans les
états supérieur b et inférieur a. Des effets intéressants liés a I'existence de
ces structures peuvent étre observées sur la diffusion résonnante (réso-
nance de croisement de niveaux, battements quantiques, pompage opti-
que... ). Voir lexercice 6.

(iii) Nous nous sommes limités également dans ce paragraphe au cas d’un
rayonnement incident peu intense (un seul photon incident). A plus forte
intensité, des effets nouveaux apparaissent, comme des processus de
diffusion non linéaires impliquant plusieurs photons incidents (voir par
exemple la figure 29.8 plus loin). Plus généralement, la nutation de Rabi
induite par un faisceau laser intense résonnant peut modifier considérable-
ment le spectre de la lumiere diffusée. Nous reviendrons sur ce probléme
plus loin (voir chapitres V et VI).
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D - PROCESSUS MULTIPHOTONIQUES :
PLUSIEURS PHOTONS APPARAISSENT
OU DISPARAISSENT

Les processus élémentaires d’émission et d’absorption que nous avons
étudiés plus haut dans les parties A et B ne concernent chaque fois
qu’un seul photon, qui apparait ou disparait au cours de la transition.
Des processus plus complexes peuvent également se produire, dans
lesquels le nombre de photons peut augmenter ou diminuer de plusieurs
unités, I'énergie globale de I'état final du systéme particules + rayonne-
ment étant bien siir égale & celle de Pétat initial (de méme que
I'impulsion globale et le moment cinétique global). De tels processus
sont appelés multiphotoniques. Leur richesse est si grande qu’il est
exclu de pouvoir en présenter ici une revue exhaustive. Nous nous
contenterons plutdt de décrire qualitativement un petit nombre d’exem-
ples simples. Avant de commencer, notons également que le processus
de diffusion, étudié dans la partie C ci-dessus, peut lui aussi étre
considéré comme un processus multiphotonique, dans la mesure ol
deux photons sont «impliqués» au cours du processus, I'un qui
disparait (fw) et 'autre qui apparait (hw ). Certes, le nombre total de
photons est le méme dans I’état final et dans I’état initial. Il n’empéche
qu'un processus de diffusion est un « processus a deux photons »
présentant de nombreuses analogies avec un processus d’absorption (ou
d’émission) de deux photons.

1. Emission spontanée a deux photons

Considérons la transition 2s;-.1sy de 'atome d’hydrogéne. Par suite
du théoréme de Wigner-Eckart et de la symétrie de réflexion d’espace,
la seule transition électromagnétique permise entre ces deux niveaux
est une transition dipolaire magnétique M1. En fait, cette transition est
extrémement faible car elle ne peut provenir que du moment magnéti-
que de spin M; (le nombre quantique orbital étant nul dans les deux
états), et M, , qui n’agit que sur les degrés de liberté de spin, a un
élément de matrice nul entre les fonctions d’ondes non relativistes des
deux états (les parties orbitales et les parties de spin se séparent, et le
produit scalaire des parties orbitales est nul). La probabilité d’émission
spontanée d’un photon dipolaire magnétique sur la transition 2s3+1s3,
ne peut donc provenir que de corrections relativistes aux fonctions
d’onde, et est tout a fait négligeable pour ’atome d’hydrogéne (*).

(*) Il n'en est pas de méme pour les ions hydrogénoides fortement chargés pour
lesquels les effets relativistes sont beaucoup plus importants (la probabilité de transition
M1 varie en Z'9),
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A Tordre suivant de la théorie des perturbations (ordre 2), il est
possible de faire apparaitre une désintégration radiative de I'état
2s vers I’état 1s par émission spontanée de deux photons dipolaires
électriques E1. La représentation diagrammatique des amplitudes de
transition correspondantes est donnée sur la figure 22. L’atome émet un
photon ke (figure 22c), en passant de 1’état 25 2 un état intermédiaire
¢ (qui, par suite des régles de sélection des transitions dipolaires
électriques, ne peut étre qu’un état p(/ = 1) du spectre discret ou
continu), puis émet un deuxiéme photon k’e’ pour aboutir dans 1’état
1s. L’autre diagramme 22p correspond & Yautre ordre possibie d’émis-
sion des deux photons (*).

k'e’ ke
ls Ls
ke k'e’
c c
25 2s
(@) (5]

Figure 22. Emission spontanée de deux photons
ke et k’e’ sur la transition 2s—1s.

La conservation de I’énergie globale a Vissue du processus implique que
Ey—E|=fo + ho’ (D.1)

et apparait plus clairement sur 'autre représentation diagrammatique
donnée sur la figure 23

(a) (B

Figure 23. Autre représentation diagrammatique possible
de I’émission spontanée de deux photons sur la transition 2s — 1s.

(*) Nous n’avons pas représenté 'amplitude associée a H,,, analogue 2 celle de la
figure 2d du chapitre I (avec @ = 25 et b = 15), car elle est nulle & 'approximation des
grandes longueurs d’onde.
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Le calcul de la probabilité d’émission spontanée par unité de temps de
deux photons ke, k'e’, sommée sur toutes les paires de photons
satisfaisant (D.1), conduit & une durée de vie radiative de I’état
2s beaucoup plus courte que celle associée a I'émission spontanée d’un
photon M1 sur la transition 2s; — 15y, ou d’'un photon E1 sur la
transition 253 — 2py (*). On peut donc dire que la désintégration
radiative de 1’état 2s est dominée par un processus d’émission spontanée
a deux photons. La durée de vie est de l'ordre de 0,1 seconde.

2. Absorption (et émission induite) multiphotonique entre deux états
atomiques discrets

Un atome soumis & un rayonnement suffisamment intense peut
absorber plusiewrs photons incidents et passer d’un niveau discret
@ a un autre niveau discret b, situé plus haut en énergie, & une distance
égale 2 la somme des énergies des photons absorbés. Un tel processus
est appelé absorption multiphotonique, le processus inverse étant
I’émission induite multiphotonique. La figure 24 représente par exem-
ple les deux amplitudes associées a une absorption a deux photons entre
deux états discrets a et b.

b b

ho'

ho

(2 ®
Figure 24, Absorption & deux photons entre deux états discrets.

Les processus d’absorption multiphotonique peuvent apparaitre sur
un grand nombre de systémes atomiques ou moléculaires, dans tous les
domaines de fréquence (hertzienne, micro-onde, infrarouge, opti-
que... ). Les photons qui sont absorbés au cours du processus multipho-
tonique peuvent avoir des fréquences égales ou différentes (ces
fréquences peuvent étre méme trés différentes, comme par exemple
dans les transitions multiphotoniques faisant intervenir simultanément
des photons optiques et hertziens).

(*) L'écart entre 2s; et 2p; (déplacement de Lamb) est trés faible (de P'ordre de
1000 MHz), et I’émission spontanée est négligeable dans ce domaine de fréquences (clie
varie en «°). Voir la discussion des divers processus de désexcitation de [Iétat
2s dans Bethe et Salpeter, Sect. 67.



IL.D.2 Processus multiphotoniques 99

Comme nous ’avons déja mentionné plus haut, I'impulsion totale et
le moment cinétique total doivent étre conservés a I'issue du processus.
De telles lois de conservation (jointes a Ia conservation de la parité)
permettent de comprendre simplement plusieurs propri€tés importantes
des transitions multiphotoniques. Deux exemples simples sont analysés
dans les remarques qui suivent.

Remarques

(i) Comme premier exemple d’application des lois de conservation,
considérons un processus d’absorption a deux photons, de méme fréquence
w, et de vecteurs d’onde opposés + k et — k, donc d'impulsions opposées
+ fik et — Ak, Lorsque I'atome passe de I'état @ & I’état b en absorbant ces
deux photons d’impulsion globale nulle, son impulsion ne change pas, et
donc également son énergie cinétique. Il s’ensuit que, au premier ordre en
v/c, ol v est la vitesse atomique, la condition de résonance (conservation
de I’énergie globale) s’écrit

E, - E, = 2ho (D.2)

Dans un processus d’absorption & deux photons de méme fréquence et de
directions de propagation opposées, il n'y a donc ni effet Doppler du
premier ordre, ni effet de recul. On peut également comprendre I'origine
de cet effet en passant du référentiel du laboratoire au référentiel au repos
de I'atome. Dans ce référentiel au repos, les déplacements Doppler (du
premier ordre) des deux photons, +k.v et — k.v, sont opposés et se
compensent exactement dans le bilan d’énergie de la transition. Toutes ces
considérations se généralisent aisément a des transitions a plus de deux
photons. Si la somme des vecteurs d’onde des photons absorbés au cours
de la transition est nulle ( Z k; = 0), tout effet Doppler du premier ordre

disparait dans la condition de résonance (*).

(ii) Le deuxieme exemple que nous considérons est relatif 3 un niveau
atomique de moment cinétique J = 1/2, soumis & un champ magnétique
statique B,, parallele a2 0z, qui écarte les deux sous-niveaux Zeeman
m=—1/2etm = +1/2 d’une quantité fiw,, proportionnelle & By, et 2 un
champ de radiofréquence B,cos wt, de fréquence » fixe et de polarisation
linéaire perpendiculaire a B, Lorsque le champ B, est balayé, des
transitions résonnantes se produisent entre les deux sous-niveaux Zeeman
quand Pécart hew, entre ces sous-niveaux est égal 2 un nombre impair de
fois fw :

wy=(2n+ 1w (D.3)

Le caractére impair de ce spectre est une conséquence directe de la
conservation du moment cinétique global. Le champ de radiofréquence

(*) Voir par exemple G. Grynberg et B. Cagnac, Rep. Prog. Phys. 40, 791 (1977) ;
V.S. Letokhov and V.P. Chebotayev, « Non-linear Laser Spectroscopy » chapitre 4,
Springer Series in Optical Sciences Vol. 4, Springer Verlag (Berlin 1977).
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peut en effet étre décomposé en deux champs tournants, droit et gauche
autour de 0z, auxquels sont associés des photons o' et o~ ayant
respectivement un moment cinétique + % et — k par rapport a 0z. Or, pour
passer du sous-niveau m = — 1 /2 au sous-niveau m = + 1/2, l'atome a
besoin d’augmenter son moment cinétique le long de 0z de + h. 11 ne peut
le faire qu’'en absorbant soit un photon o*, soit deux photons o* et un
photon o~ (figure 25) et plus généralement n + 1 photons o* et n photons
o ~. La conservation de I’énergie donne alors immédiatement la condition
de résonance (D.3) (*).

Figure 25. Résonances a un, trois, cinq photons pour un champ de radiofré-
quence polarisé linéairement et orthogonal au champ magnétique statique.

3. Ionisation multiphotonique

Des processus d’absorption multiphotoniques peuvent également
faire passer un atome d’un niveau discret 2 un niveau du continuum.
Par exemple, un atome, initialement dans I'état fondamental, peut étre
ionisé par un rayonnement laser de fréquence w, méme si 'énergie
hw des photons incidents est inférieure a l'énergie d’ionisation
E;. En effet, en absorbant un nombre suffisamment élevé de photons,
Patome peut toujours acquérir 1’énergie nécessaire pour parvenir dans
le continuum d’ionisation (figure 26) (**). La probabilité d’ionisation
multiphotonique croit de fagon importante lorsqu’une étape intermé-
diaire de l’excitation fait intervenir une transition quasi résonnante
entre niveaux discrets. Ainsi, dans le processus d’ionisation & trois
photons de la figure 26, le niveau discret ¢ a une énergie voisine de celle
du niveau a augmentée de 2fw, et la transition & deux photons

(*) Pour I'étude des processus multiphotoniques dans le domaine des radiofréquences,
voir : J.M. Winter, Ann. Phys. (Paris), 4, 745 (1959) ; Brossel ; Cohen—Tannoudji, Diu
et Lalo€, complément B 4.

(**) Pour une revue des travaux sur ces processus, voir par exemple : G. Mainfray et
C. Manus, Multiphoton ionization of atoms, p. 7, (édité par S. Chin and P. Lambropou-
los) Academic Press (New York 1984) ; Shen, chapitre 22.
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a — ¢ est quasi résonnante. L’état du systéme global atome dans I’état
a + 2 photons (représenté par une ligne pointillée) est trés voisin de
Pétat discret c.

tn

R . p——

Figure 26. lonisation d’un atome par absorption de trois photons (I’énergie
de I'état @ augmentée de 2fiw est quasi résonnante avec I'énergie de I'état
discret c).

Remarques

(i) La variation en fonction de (2w - w ) de la probabilité du processus de
photoionisation de la figure 26 n’est généralement pas symétrique de part
et d’autre de la fréquence de résonance 2w = w,). On peut en effet
distinguer deux contributions & I'amplitude de transition vers le conti-
nuum : celle ot le niveau intermédiaire atteint aprés absorption de deux
photons différe de c et celle ol le nivean intermédiaire est c. La premiére
contribution varie généralement peu quand 2w - w varie autour de 0
alors que la seconde a un comportement résonnant et change de signe pour
2w = w. Selon le signe du désaccord (2w ~ w ), les deux contributions
s’ajoutent ou se retranchent, ce qui explique la dissymétrie de la variation
de la probabilité de photoionisation. En fait, nous retrouvons dans ce
probléme les profils de Fano considérés dans le complément C; (§ 3-d). En
effet, le niveau |e;Nke) est, d’'une part couplé directement au continuum
| 6;(¥N —3)ke) via les termes non résonnants, et d’autre part au niveau
discret |c;(N — 2)ke ) qui est lui-méme couplé au continuum.

(if) La probabilité d’ionisation multiphotonique dépend aussi de 1'état du
rayonnement. Considérons, a titre d’exemple, un processus d’ionisation a
deux photons obtenu, soit avec un champ monochromatique dans I'état
| Nke ), soit avec un état | Nk, €;Nk,€,) ou deux modes du champ sont
remplis. Les vecteurs d’onde k, k, et k, sont supposés suffisamment voisins
pour que les €léments de matrice atomiques intervenant dans I’amplitude
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de transition soient les mémes quels que soient les photons absorbés. Dans
le cas ol Pétat initial est |a;Nke), I'amplitude de transition vers le
continuum est proportionnelle 2 /N(N —1) =N (nous supposons
N.,N,;,N,> 1) et la probabilité de transition varie comme N2 Dans le cas
ol Iétat initial est |a;Nk€,NK,€,), la probabilité d’absorber deux
photons du mode k&, est proportionnelle 3 N2 et celle d’absorber deux
photons du mode ke, proportionnelle & N2 Considérons a présent
'amplitude de transition associée a I'absorption d’un photon dans chaque
mode. 11 faut ajouter la contribution des deux ordres possibles d’absorption
«k,&, puis k,e,» et «k,e, puis k,€,», conduisant & une transition vers le
méme état final |b;(N, — 1)klsl,$N , — Dk,e,) . L’amplitude de transition
est donc proportionnelle a4 2 /NN, et la probabilité de transition a
4 N,N,. En définitive, la probabilité d’ionisation 4 partir de Iétat
|a;N k,e;,NKqe,) est proportionnelle 8 N7+ N?+4 NN, qui est tou-
jours plus grande que (N, + N,)%. Pour une méme énergie du rayonnement
incident, l'ionisation multiphotonique est donc plus efficace lorsque les
photons sont répartis sur plusieurs modes du champ.

4. Génération d’harmonigues

Un atome ou une molécule, partant d’un état discret 4, par exemple
I’état fondamental, peut absorber plusieurs photons #iw, en nombre
P, puis revenir & I'état a4 en émettant un seul photon d’énergie
phw. La figure 27 représente un tel processus pour p = 3 (appelé
« génération d’harmonique 3 »). La encore, des quasi-résonances inter-
médiaires peuvent augmenter l'efficacité d’un tel processus.

hw

Figure 27. Génération d’harmonique 3
(avec quasi-résonance sur le niveau discret c).

Remarque

La génération d’'un champ harmonique peut étre également considérée
comme un processus de diffusion avec absorption de p photons ke et
émission d’'un photon k'e’, la conservation de I’énergie entrainant que
' = pw.

Analysons maintenant les contributions de deux atomes A4 et B a un tel
processus. Nous supposons que ces atomes sont initialement dans 1’état
fondamental a et que leurs centres de masse ont pour impulsion
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#K, et #AK,. L’état initial du rayonnement correspond a N photons dans le
mode ke et 0 photon dans le mode k'e’, de sorte que pour le syst¢tme
global photons + atomes, I'état initial est :

le:) = |[NkeOk'e’) ® |aK ) ® |b,Kp)

Si la création du photon harmonique résulte de l'interaction avec 'atome
A, I’état final du processus est :

les> = |(N-plke,K'e’) @ |a,K, + 8k) ® |b,Kp)

ol A8k = A(p k —~ k’) représente la modification de I'impulsion de I'atome
A résultant de la conservation de Pimpulsion globale du syst¢me ato-
mes + champ. Si, en revanche, 'émission du photon harmonique résulte
de l'interaction avec I'atome B, c’est ce dernier qui subit I'effet de recul et
Pétat final du processus est

[¢'s> = |(N-p)ke,k’e’) ® |a K, ) ® |b,Kz+ k)

Lorsque 8k # 0, les deux états finals |¢;) et |¢';) sont différents, de
sorte que la probabilité d’émission d’un photon harmonique est la somme
des probabilités obtenues pour chaque atome. En revanche, lorsque
8k = 0, Pétat final du processus est le méme que Patome diffuseur soit
A ou B : il n’est pas possible alors de préciser quel atome a émis le photon
harmonique. Pour trouver la probabilité d’émission, il faut additionner les
amplitudes de diffusion par chaque atome avant d’élever la somme au
carré. Si les amplitudes de diffusion sont en phase, il en résulte une
probabilité d’émission double dans la direction pour laquelle 8k = 0 qui
n’est autre que k' = pk, c’est-a-dire la direction avant.

Le raisonnement précédent peut étre étendu & un nombre quelconque
N, d’atomes. L’émission de I'onde harmonique dans la direction
k' = pk résulte de la contribution cohérente des divers atomes et croit
comme N? alors que I'émission dans les autres directions augmente
linéairement avec N,. La situation ainsi obtenue est caractéristique des
problemes de diffusion vers I’avant.

Précisons pour finir que [P'analyse précédente ne s’applique qu’a des
milieux dilués, dont les dimensions sont de plus suffisamment petites pour
que les effets d’indice puissent étre négligés. Si tel n’est pas le cas, les
photons incidents aussi bien que les photons diffusés peuvent interagir
plusieurs fois avec les atomes du milieu, ce qui modifie leur propagation.
Les vitesses de phase de I'onde incidente et de 'onde harmonique ne sont
plus alors forcément égales. Au cours de la propagation, un déphasage
peut donc apparaitre entre les deux ondes, conduisant & une interférence
destructive entre les contributions de plans d’atomes successifs. Pour
obtenir une émission cohérente de 'onde harmonique aussi intense que
possible, il faut donc réaliser une condition d’accord de vitesse de phase
entre 'onde incidente et 'onde harmonique (« phase matching») (*).

(*) Pour plus de précision sur les problémes de génération d’ondes harmoniques et de
mélange de fréquences voir Bloembergen § 5-6, Shen chapitres 6, 7 et 8, Hanna, Yuratich
and Cotter chapitre 4 et références incluses.
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5. Processus multiphotoniques et diffusion quasi résonnante

L’exemple précédent peut Eétre considéré comme une diffusion
multiphotonique dans la mesure ol des photons disparaissent et
d’autres apparaissent (toutes les fléches ne sont pas dans le méme sens,
montant ou descendant). Un autre exemple d’une telle situation est
I'excitation résonnante d’un niveau b situé a une distance #iw, au dessus
du niveau de départ a, excitation qui peut apparaitre & haute intensité,
méme si la fréquence w du rayonnement incident n’est pas tout a fait
égale & w;. L’atome, partant de a, absorbe un photon incident
fiw, émet spontanément (*) un photon fiw’, puis absorbe un deuxi¢me
photon incident #w pour finir dans le niveau b (figure 28).

a

Figure 28, Processus a trois photons permettant d’exciter le niveau b, méme
si les photons incidents n’ont pas tout a fait la bonne énergie (w # wg).

La conservation de I'énergie donne
hwg=FE, —E, = hw - ho' + hw (D.4)
c’est-a-dire encore
w' =20 - w, (D.5)

Comme les deux états intermédiaires sont quasirésonnants (si wg — w
n’est pas trop grand), la probabilité d’un tel processus est suffisamment
grande pour qu’il puisse étre observé.

En fait, nous avons vu dans le paragraphe B-4 ci-dessus que ’arrivée
dans un état excité n’est jamais en fait le véritable état final d’un
processus physique, puisque cet état excité peut toujours se désintégrer
par émission spontanée. En plus du processus de diffusion quasiréson-
nante & lordre le plus bas en champ incident (figure 29a), nous sommes
donc conduits tout naturellement & considérer maintenant le processus
de diffusion d’ordre 2 en champ incident (figure 298), ou P'atome

(*) Si un rayonnement est déja présent A la fréquence w’'; le processus de la figure 28
permet de Pamplifier par émission induite (voir par exemple F.Y. Wu, S. Ezekiel,
M. Ducloy and B.R. Mollow, Phys. Rev. Lett. 38, 1077 (1977)).
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absorbe un photon fiw, émet un photon fiw’, absorbe un deuxiéme
photon #w et émet enfin un photon fw” pour finir en a.

- -

c
—pmam— b b e
ho Sho”
hw & ho hw § 1
i « a3
(@) (B)

Figure 29. Processus de diffusion quasi résonnante,
d’ordre un en champ incident (a), et d’ordre 2 (8).

Alors que la conservation de I'énergie impose pour le processus
a que le photon diffusé ait la méme fréquence que le photon incident
(comme pour la diffusion Rayleigh), pour le processus B8, on doit
seulement avoir

20 =w' + 0" (D.6)

' et w" pouvant par ailleurs varier de maniére continue. Ainsi, a haute
intensité, la lumiére diffusée par un atome excité au voisinage de la
résonance n’est plus nécessairement monochromatique. En fait, Pampli-
tude associée au processus 8 varie de maniére résonnante quand
I'énergie atteinte aprés absorption du deuxiéme photon fiw (3&¢me ligne
pointillée de la figure 29) varie autour de I’énergie de I’état b, dans un
intervalle de largeur #I". Il s’ensuit que @ " est repartie sur un intervalle
de largeur I' autour de w,, et par suite, ' dans un intervalle
symétrique par rapport & w, donc centré en 2w — w, (figure 30). La
figure 30 a été dessinée en supposant |w — wy| > I'. Si ce n’est pas le
cas, et si de plus I'intensité incidente est telle que la fréquence de Rabi
associ€ée a D'excitation est grande devant I', 'approche perturbative
précédente n’est plus valable car elle ne converge pas. Nous verrons
dans les chapitres V et VI plus loin comment d’autres approches (par
exemple, celle de I’atome habillé) permettent alors de comprendre les
propriétés essentielles de la lumiére diffusée.

Remarque

Dans le processus schématisé sur la figure 298, les photons de fréquence
o' et w"=2w — w' sont fortement corrélés puisque I'émission d'un
photon ' s’accompagne forcément de 1’émission d’un photon de fré-
quence 2w — w' pour conserver l'énergie i lissue du processus. De
surcroit, pour un ensemble de N atomes (N » 1), I'émission d’une telle
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Figure 30. Spectre de la lumiére diffusée par un atome excité au voisinage de
la résonance. La raie centrale monochromatique et les deux raies latérales de
largeur I' correspondent respectivement aux processus a et 8 de la figure 29.

paire de photons se fait préférentiellement dans des directions k' et
k” satisfaisant la relation d’accord de phase 2k = k' + k". En effet, lorsque
les photons sont é¢mis dans ces directions, I'impulsion de I’atome ne change
pas a I'issue du processus, et ce sont les amplitudes de transition relatives
aux divers atomes qui s’ajoutent et non les probabilités (voir remarque du
paragraphe D-4). L’émission des deux photons dans deux directions
vérifiant la condition d’accord de phase est donc N fois plus probable que
P’émission dans deux directions quelconques.

Expérimentalement, on utilise souvent une onde stationnaire de fréquence
. Dans ce cas, I'absorption de deux photons se propageant en sens
inverse dans cette onde conduit a la condition d’accord de phase
k' + k" = 0. Les deux photons corrélés sont alors émis dans des directions
opposées ( ¥).

(*) Voir par exemple P. Grangier, G. Roger, A. Aspect, A. Heidmann et S. Reynaud,
Phys. Rev. Lett. 57, 687 (1986).
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E - CORRECTIONS RADIATIVES:
DES PHOTONS SONT EMIS ET REABSORBES
(OU ABSORBES ET REEMIS)

Dans tous les exemples considérés plus haut, I’état du rayonnement
est modifié entre I’état initial et I’état final du processus étudi€. Méme
dans le. processus de diffusion, oli le nombre de photons reste inchangé,
la direction du photon diffusé est en général différente de celle du
photon incident (sauf pour la diffusion vers I'avant). Nous considérons
maintenant des processus ol I’état du rayonnement est le méme dans
I’état final et dans I'état initial, tout en changeant bien sir dans 1’état
intermédiaire.

1. Corrections radiatives spontanées

a) CAS D'UN ELECTRON LIBRE : CORRECTION DE MASSE

Commengons par le cas le plus simple possible, celui d’un électron
libre d’impulsion p, initialement dans le vide de rayonnement
|0). L’état initial est donc

le:) = |p:0) (E.1)

Cet électron peut toujours €émettre un photon ke, son impulsion
changeant de p 4 p — #fik (figure 31a). Mais, comme nous 'avons déja
mentionné plus haut (§ A-3), le nouvel état ainsi obtenu, |p — fik;ke ),
ne peut jamais avoir la méme énergie que I'état initial |p;0) de sorte
qu’il ne peut pas étre I'état final d’un processus réel conservant
I'impulsion et I'énergie globales. Par contre, I’électron peut toujours
réabsorber le photon émis et aboutir ainsi dans un état final qui coincide
exactement avec 1’état initial (figure 31a). Ainsi, si un électron libre ne
peut pas émettre réellement un photon, il peut toujours I’émettre et le
réabsorber, de maniére virtuelle comme on dit parfois, pour bien
préciser que I’émission du photon ne peut étre que transitoire. Le
processus de la figure 31la est d’ordre 2 en H;;, donc d’ordre 2 vis a vis
de la charge g. Au méme ordre g2 il faut également tenir compte de
’effet de Hy, a I'ordre 1. Le terme en 4y, 4, de H;, peut en effet créer et
détruire simultanément un photon ke, I’électron restant dans le méme
état p (figure 31B).

Dans le sous espace d’impulsion globale p, I’état initial |¢;)> = |p;0)
des processus 3la et 31B est un état discret. Comme il n’est couplé a
aucun autre état de méme énergie par 'hamiltonien d’interaction, il est
relativement bien isolé des autres états non perturbés de H, et

Pamplitude {¢;|U(T)|¢;), dont la figure 31 représente les termes
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Figure 31, Processus d’ordre 2 en g pouvant se produire
pour un électron libre d’impulsion p, dans le vide de rayonnement.

d’ordre les plus bas en g, doit alors permettre de déterminer le
déplacement 8 E de I’état |p;0) di au couplage entre I'électron et le
rayonnement transverse (voir § B-1 du chapitre 1). En fait, les déplace-
ments associ€s aux processus 31a et 31f valent respectivement

| {p — fik;ke | Hy | p;0) |

8E, = (E.2)
ke i_(p_ﬁk)z_hw
2m 2m
8Eg = (p;0|Hp|p;0) (E.3)

et ne sont autres que les déplacements de I’état |p;0), au second ordre
en H;, et au premier ordre en H,,, de la théorie habituelle des
perturbations stationnaires.

Le dénominateur de (E.2) étant toujours négatif, le déplacement
8 E, est négatif. A I'ordre le plus bas en 1/c? (nous faisons un calcul non
relativiste), le terme — 4w est le terme prépondérant dans le dénomina-
teur. Par ailleurs, comme H;; = — gA.p/m est proportionnel a I'opéra-
teur p, et que |p;0) est un vecteur propre de cet opérateur, le
numérateur de (E.2) est proportionnel 4 p%. Finalement, §E, peut se
mettre sous la forme

p’ &m

sE, = - 221 (E.4)
ol 6m est une constante donnée par la formule (32) du
complément B;;. Le processus 3la décrit donc une diminution de
I'énergie cinétique de I’électron due a une augmentation de sa masse
qui passe de m a m + 8m (d’aprés (E.4), S8E, est en effet le terme
d’ordre 1 dans le développement de p?/2(m + 8m) en puissances de
8m/m). Lorigine physique de cet effet est discutée dans le
complément B,. L’électron, de vitesse p/m, crée un champ transverse
proportionnel a cette vitesse, qui lui est lié, et qu’il entraine avec lui (on
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peut dire encore qu’il se déplace entouré d’un nuage de « photons
virtuels »), L’énergie 8E, est la somme de P’énergie du champ
transverse lié & ’électron (qui est positive), et de I’énergie de couplage
de I'électron avec ce champ transverse (qui est négative et plus grande
en valeur absolue).

L’expression (E.3) se calcule aisément a partir de ’expression de
Hp, et du développement de A en modes. On trouve

2,72 22
A, q¢€,

8E, = =
B kze:Zm Z

~2me?

(E.5)

expression qui représente I'énergie cinétique de vibration de I’électron
dans les fluctuations du vide puisque &2 n’est autre que la contribution
du mode ke & (O|E3 |0). A cette énergie 8E, est associée une autre
correction de masse 8m' = 8E, /c? qui vient s’ajouter a la correction

~

apparaissant dans (E.4). En poursuivant le calcul & des ordres
supérieurs en 1/c?, on trouverait d’ailleurs un terme analogue a (E.4)
avec 6m’' au numérateur. Finalement les processus 3la et 318 sont
responsables d’une correction de masse de I'électron.

Remarques

(i) Le champ transverse associé aux photons virtuels de la figure 31 peut
étre considéré en premiére approximation comme lié a ’électron. Un autre
point de vue pour étudier les corrections radiatives consiste a effectuer sur
I’hamiltonien de I’électrodynamique quantique une transformation unitaire
(transformation de Pauli-Fierz) visant a soustraire du champ total ce
champ transverse lié. Les corrections radiatives & l'ordre le plus bas
apparaissent alors directement dans ’hamiltonien des particules. Un tel

point de vue est exposé dans le complément B ;.

(ii) Les expressions (E.2) et (E.5), qui résultent d’un traitement non
relativiste de I’électron, sont certainement incorrectes en ce qui concerne
les contributions des modes ke relativistes (Aw de Pordre de mc? ou
supérieur a mcz). En effet, I’état intermédiaire, p — #ik, de I’électron dans
le processus 31a peut étre relativiste pour hw suffisamment grand, méme si
les états initial (et final) ne le sont pas (nous supposons p/mc < 1). De
plus, nous n’avons pas envisagé ici la possibilité d’apparition de paires
électron-positron dans ’état intermédiaire. En fait, le calcul complétement
relativiste conduit & des parties haute fréquence différentes de celles des
sommes (E.2) et (E.5) et donne, pour la correction de masse totale
8m, une intégrale sur w qui diverge logarithmiquement (alors que les
intégrales (E.2) et (E.5) divergent linéairement et quadratiquement).
Nous n’aborderons pas ici les probléemes liés a I'apparition d’expressions
divergentes dans le calcul des corrections radiatives, ni la maniére dont on
résout ces difficultés (renormalisation de la masse et de la charge de
I'électron).
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b) CAS D'UN ELECTRON ATOMIQUE : LARGEUR NATURELLE ET DEPLA-
CEMENT RADIATIF

Considérons maintenant le cas d’un électron lié, par exemple un
électron atomique li€ & un noyau par l'interaction de Coulomb. Des
processus tout a fait analogues & ceux de la figure 31 peuvent étre
considérés. Par exemple, un atome, initialement dans I’état discret
b (*), peut émettre un photon ke et passer dans un autre état
a, puis réabsorber le photon ke et revenir dans I’état b (figure 32.a). La
sommation sur I’état intermédiaire doit porter maintenant, non seule-
mient sur tous les photons ke, mais aussi sur tous les états atomiques
internes 4. De méme, le processus 328 généralise directement
318

(a) (8

Figure 32. Emission et réabsorption d’'un photon
par un atome initialement dans I’état interne b.

La différence essentielle entre les processus 32a et 3la est que,
lorsque b est un état atomique excité, il peut apparaitre des états
intermédiaires |a;ke) ayant méme énergie que I’état initial |5;0), et
qui pourraient donc étre les états finals d’un processus réel. Une telle
situation se produit lorsque b peut se désintégrer radiativement par
émission spontanée vers un état @ d’énergie E, < E, (voir § A-1). En
d’autres termes, la transition vers I'état intermédiaire de la figure 32a
n’est pas toujours virtuelle comme pour 31«. Elle peut étre également
réelle.

Mathématiquement, la possibilit¢ de transitions réelles a partir de
I'état initial |¢;) = |b;0) se traduit par le fait que l'amplitude

(*) Pour simplifier, nous n’écrivons pas les nombres quantiques externes qui, dans le
systéme du centre de masse, valent K = 0 dans les états initial et final, K' = — k dans
’état intermédiaire.
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(ol 0(1) l@;) pour que le systéme soit resté dans le méme état apres
un temps 7 est maintenant une exponentielle, non plus seulement
oscillante, mais également amortic

—i(A—lI)T

(el 0D ey = 7 (E.6)

Les diagrammes de la figure 32 permettent de calculer I" et §E a I'ordre
le plus bas en g. I est la probabilité par unité de temps de quitter I'état
b vers un niveau de moindre énergie par émission spontanée réelle d’un
photon. L’expression de I' a déja été donnée plus haut (voir (A.5)).
hA est un déplacement de I'état b, généralisant (E.2) et (E.3)

RA = hA, + kA, (E.7)
| <b; 0|H11|a ke) |2

My = 23T (E.8)

hdy = (b;0|Hp,|b;0) (E-9)

& signifie partie principale dans (E.8). Ainsi, pour un état atomique
excité, les corrections radiatives spontanées se traduisent par un
déplacement et un élargissement radiatifs, apparaissant comme les
parties réelle et imaginaire d’une correction complexe a I’énergie. Pour
I’état fondamental, seul subsiste le déplacement radiatif car aucun
processus réel d’émission spontanée ne peut se produire a partir de
I’état fondamental.

Revenons a 'expression (E.7) du déplacement #iA. 11 est facile de voir
que (E.9) coincide avec (E.5) 4 Papproximation des grandes longueurs
d’ondes et représente donc 1'énergie cinétique de vibration de I'électron
dans les fluctuations du vide. Quant a #i4,, il est possible pour la partie
haute fréquence de la somme sur w (Aw grand devant |E, — E,|, mais
petit devant mc? pour que I’expression non relativiste (E.8) soit
valable), de faire un développement de (E, — E, — iw)~ ! en puissances
de (E, - E,))/hw. L’approximation d’ordre zéro revient a négliger
E, — E, au dénominateur de (E.8) : on peut montrer (voir exercice 7)
qu’elle donne la contribution, au déplacement A, de ’état b, de la
variation d’énergie cinétique de I’électron due a la correction de masse
ém introduite précédemment pour un électron libre. Le terme suivant,
d’ordre 1 en (E, - E,)/hw, est lié 2 une correction de ['énergie
potentielle V(r), proportionnelle au laplacien A V{(r) de V(r). Pour un
potentiel coulombien (V(r) ~ 1 /r), cette correction, qui est proportion-
nelle a &(r), affecte donc surtout les états s et léve la dégénérescence
entre les états 2s; et 2py de I'atome d’hydrogéne, prévue par I'équation
de Dirac (déplacement de Lamb). Physiquement, cette correction a
V, proportionnelle 8 AV, peut étre interprétée comme due a un
moyennage du potentiel « vu » par 'électron dans son mouvement de
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vibration sous I'effet des fluctuations du vide (voir le complément B ; et
I’exercice 7).

Remarque

I est possible également de considérer les niveaux d’énergie d’un électron
dans un champ magnétique statique uniforme, et de calculer les déplace-
ments radiatifs de ces niveaux, comme nous I’avons fait plus haut pour les
niveaux d’un électron atomique. On trouve alors que les fréquences
w, du mouvement cyclotron de la charge, et w; du mouvement de
précession de Larmor du spin sont toutes deux diminuées, @, étant plus
diminuée que w;. Le facteur g du moment magnétique de spin de
I’électron, qui peut étre défini comme égal au rapport 2w,/ w,, est donc
augmenté par les corrections radiatives, par rapport & la valeur 2 prévue,
en ’absence de corrections radiatives, par I’équation de Dirac (anomalie
g — 2) (voir exercices 10 et 12).

2. Corrections radiatives stimulées

Dans le paragraphe précédent, I'état du rayonnement est le vide
0> dans I’état initial et dans I'état final. Nous allons supposer
maintenant que plusieurs photons incidents sont présents initialement,
et nous allons étudier des processus oll un atome absorbe 'un de ces
photons puis le réémet (figure 33a), ou émet de maniére stimulée un
photon identique 4 P'un des photons incidents et le réabsorbe
(figure 33B), pour aboutir dans les deux cas dans un état atomique final
a identique a [D’état initial. L’état atomique intermédiaire b est
quelconque.

a a
c
ke
b b
<
a a
N photons ke N photons ke
(@) )]

Figure 33. - o Absorption et réémission d’'un photon incident
- B Emission induite d’un photon ke identique & un photon
incident et réabsorption de ce photon.
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Au méme ordre g7 il faut également tenir compte de leffet de
H,, au premier ordre, qui peut étre symbolisé par les diagrammes de la
figure 34.

P21 I8 B I
a o

N photons ke N photons ke
(o) (8)
Figure 34. Diagrammes schématisant I'effet de H;, a l'ordre 1.

-a:termes en a*a;
-B:termes en aa”.

Dans de nombreux cas, Pamplitude de probabilité, (¢';| (7(T) le),
pour que le systéme soit resté aprés un temps T dans le mé€me état
| ;) = | a;Nke ) est, a une trés bonne approximation, une exponen-
tielle oscillante et amortie, comme en (E.6).

~ —ia—i Tyr
(e ]UM)|¢") =e 2 (E.10)
C’est par exemple le cas si le rayonnement incident est monochromati-
que, mais peu intense, ou suffisamment loin de la résonance, ou au
contraire a large bande spectrale (voir discussion du paragraphe B-4 ci-
dessus). Quelle est dans ce cas la signification physique des parameétres
I'' et A’ apparaissant dans 'amplitude (E.10) ?

Le taux d’amortissement I'’ de I’état | ¢’;) représente la probabilité
par unité de temps qu’a le systeme global de quitter I'état |¢’;>. On
peut dire encore que I'' est la probabilité par unité de temps qu’a
I’atome dans I’état a d’absorber un photon incident, ou d’émettre de
maniére stimulée un photon identique a I'un des photons incidents.
Comme I’état intermédiaire des figures 33 peut ne pas étre résonnant et
qu’il sert alors uniquement de relais dans un processus de diffusion, il
est plus correct en fait de considérer que I'’ est la probabilité par unité
de temps qu’un photon incident quelconque soit diffusé, grandeur
physique directement reliée a la section efficace totale de diffusion (*).

(*) Le fait que les amplitudes associées aux processus des figures 33 et 34 permettent
de calculer un taux I'* simplement reli¢ & la section efficace totale de diffusion n’est pas
surprenant. En effet, les processus des figures 33 et 34 sont des processus de diffusion vers
I'avant, et il est bien connu qu’il y a une relation entre la section efficace totale de
diffusion et la partie imaginaire de amplitude de diffusion vers Iavant (relation de Bohr-
Peierls-Placzek, voir par exemple Messiah, p. 744).
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L’effet physique associ€é au taux d’amortissement I'* peut étre
envisagé, soit du point de vue de I’atome, soit du point de vue du
champ. Du point de vue de 'atome, I'’ apparait comme un élargisse-
ment radiatif du niveau a causé par les photons incidents. En d’autres
termes, I'' est 'analogue, pour les processus d’absorption et d’émission
induite, de la largeur naturelle I" qui est associée aux processus
d’émission spontanée. A la différence de I', qui est une grandeur
« intrinséque », I’ dépend des caractéristiques du faisceau incident
(intensité, direction, polarisation, répartition spectrale... ). De plus, a
la différence de I', I'' peut étre non nul pour I’état fondamental (il n’y a
pas de processus réels d’émission spontanée & partir de ’état fondamen-
tal, alors qu’il peut y avoir des processus réels d’absorption, et plus
généralement de diffusion). En ce qui concerne le champ, I'’ est associé
a Patténuation du faisceau incident par absorption, ou a son amplifica-
tion par émission induite. En effet, les processus des figures 33 et 34
sont des processus de diffusion vers I'avant, ce qui rappelle le point de
vue classique ol I'atténuation (ou amplification) d’un champ incident
est reliée a l'interférence entre le champ incident et le champ diffusé
vers I'avant.

Considérons maintenant Pautre parametre A’ apparaissant dans
(E.10). Du point de vue de I'atome, #A' peut étre considéré comme un
déplacement de P'état @ dii aux photons incidents (déplacement
lumineux). Un tel effet est appelé parfois « effet Stark dynamique » par
analogie avec l'effet Stark ordinaire qui est associé a P'énergie de
polarisation d’un atome dans un champ électrique statique. Dans le cas
étudié ici, I'énergie AA’ peut étre considérée comme I’énergie de
polarisation de P'atome dans un champ électrique de fréquence non
nulle, champ auquel 'atome « répond » avec sa polarisabilité « dynami-
que » et non statique. Le déplacement #A’ est I'équivalent pour
I'absorption et ’émission induite du déplacement #4 lié a I'émission
spontanée et étudié dans le paragraphe E-1-b plus haut. Comme ia
symétrie de Dlexcitation lumineuse intervient dans les propriétés de
hA', et que cette symétrie n’est plus la symétrie sphérique de ’émission
spontanée (ol ’atome interagit avec fous les modes), on congoit que les
déplacements lumineux des différents sous-niveaux Zeeman d’un
atome puissent étre différents (*). Pour le rayonnement, le champ
diffusé vers I’avant est, en termes classiques, déphasé par rapport au
champ incident, de sorte que le champ total résultant a non seulement

(*) Clest ainsi que les déplacements lumineux ont été observés pour la premiére fois
sous forme d’une modification de 'écart entre sous-niveaux Zeeman de I'état fondamental
d’un atome, produite par une irradiation lumineuse. Les raies de résonance magnétique
dans I'état fondamental sont en effet trés fines et des déplacements méme trés faibles
peuvent étre aisément détectés. Voir, par exemple, C. Cohen-Tannoudji et A. Kastler,
Progress in Optics, Vol. V, p. 1 (édité par E. Wolf), North Holland (Amsterdam 1966).
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une amplitude changée (c’est 'effet de I''), mais également une phase
changée (c’est l'effet de A’). Un tel changement de phase, sommé sur
tous les atomes d’un milieu, est & Porigine de l'indice de ce milieu.

Remarque

Pour ne pas allonger cet exposé, nous ne donnerons pas ici 'expression de
4'. Disons simplement qu’elle se simplifie considérablement dans deux cas
limites. Si l'excitation est quasi résonnante, c’est-a-dire si Pénergie des
photons incidents est voisine de celle permettant de passer du niveau
@ a un autre niveau b, c’est alors le processus 33 qui est prépondérant,
avec en plus un seul état atomique intermédiaire important, celui qui est
quasi résonnant. L’autre cas limite simple correspond a une excitation
haute fréquence, pour laquelle fiw est grand devant toutes les énergies
(E, — E,). Un développement en puissances de (E, — E,)/hw, analogue &
celui que nous avons introduit plus haut & propos de (E.8), permet alors de
montrer que fA4’ peut étre mis sous forme d’une somme de termes ayant
chacun une interprétation physique trés simple : énergie cinétique de
vibration de l'électron dans l'onde incidente, variation de I'énergie
potentielle due au moyennage des champs extérieurs par ce mouvement de
vibration... La comparaison entre ces corrections radiatives induites par un
champ incident et les corrections radiatives spontanées permet d’ailleurs
d’identifier dans ces derniéres la partie qui peut étre attribuée aux
fluctuations du vide (elles ont la méme forme que les corrections radiatives
qui seraient stimulées par un champ fluctuant de densité spectrale
fiw /2 par mode), et la partie qui peut étre attribuée & l'interaction de
I’électron avec son propre champ (réaction de rayonnement) (*).

(*) Voir complément A;, et J. Dupont-Roc, C. Fabre et C. Cohen-Tannoudji, J.

Phys. BI1, 563 (1978).
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F - INTERACTION PAR ECHANGE DE PHOTONS

Dans la partie E, nous avons considéré une situation ol une méme
particule (ou un méme groupe de particules) émet et réabsorbe
virtuellement un photon. En présence de plusieurs particules (ou
groupes de particules), le photon émis par I'une peut étre réabsorbé par
Pautre. La conservation de 'énergie entre 'état initial et I'état final
porte alors globalement sur les deux systémes, chacun d’eux pouvant
étre modifié. Il y a interaction entre les deux systémes. Nous allons
illustrer ce type de processus avec deux exemples.

1. Echange de photons transverses entre deux particules chargées:
premiére correction & Pinteraction de Coulomb

Soit deux particules chargées a et B, d’impulsions respectives
P. €t pg, en présence du vide de rayonnement. Prenons comme
hamiltonien non perturbé H,, celui des particules libres et du champ
libre (point de vue décrit dans le paragraphe C-2 du chapitre I).
L’hamiltonien d’interaction comprend alors I'interaction de Coulomb
entre les deux particules et 'interaction avec le champ transverse. Avec
les notations du paragraphe E-1-a, I’état initial s’écrit :

lei) = 1PaPg;0) (F.1)

Les processus affectant ces particules a I'ordre 2 vis & vis des charges
électriques peuvent étre divisés en deux classes. Nous retrouvons tout
d’abord ceux décrits par les diagrammes de la figure 31, I'une des
particules émettant et réabsorbant un photon alors que l'autre reste
spectatrice. Ce sont les corrections radiatives propres de chacune des
particules. De plus, nous avons l'interaction de Coulomb entre les deux
particules (figure 35a) et I’échange de photons transverses (figures 35b
et c).

Les diagrammes 35b et 35c décrivent un processus de diffusion ol
Pensemble des deux particules passe de I'état p,,pg a I'état p’,, p'g €n
échangeant un photon transverse. Dans 'espace des états du systéme
global particules + photons, les diagrammes 35b et 35c traduisent
Pexistence d’un couplage indirect entre deux états appartenant a la
multiplicité a 0 photon (états |p,,pg;0) et |p’,,p's;0)) via un état
intermédiaire appartenant a la multiplicité 2 un photon (qui est trés
éloigné de la précédente si fiw est suffisamment grand). Un tel couplage
indirect peut étre également décrit par un « hamiltonien effectif »
8V purement particulaire (c’est-a-dire n’agissant qu’a l'intérieur de la
multiplicit¢ a 0 photon), qui vient s’ajouter & V., . D’aprés les
résultats du complément B/, les éléments de matrice de 6V sont donnés
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Figure 35. Interactions électromagnétiques entre deux particules chargées
aetf

a - Interaction de Coulomb
b - Emission d’un photon transverse par a et réabsorption de ce photon par

8
¢ - Emission d’un photon transverse par 8 et réabsorption de ce photon par
.

par I'expression
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Dans le second membre de (F.2), E,.E, .E,. sont les énergies non
perturbées des particules dans les états |p,,Pg), |P'asP's) 5 |P"asP"p) -
Pour #iw suffisamment grand, on peut négliger E, — E,. et E,. — E,.
dans les dénominateurs et ne garder que #iw. La sommation sur
P". et p”, fait apparaitre alors une relation de fermeture, qui permet de
donner une expression explicite pour 8V :

1 9«98 ik(r, ~rp)

OV = = L ity (Pe) (EBp) ¢ + (aeef)
= 998 (F3.a
m mpeoc ”;‘“ (pa)r(pﬂ); ,I(l' ) )
ol
Sij(P) Z £;€ ;
ke

a*k ( kik; ) ekp
= s, -2 ) — F.3.b
¥\ k| K (F.3.5)
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Pour passer de la premiére 4 la deuxieéme ligne de (F.3.b), on a utilisé la
formule (54) du complément A; et remplacé la somme discréte sur
k par une intégrale. La transformée de Fourier apparaissant dans
(F.3.b) peut étre calculée (*). On trouve

1 3ij PP )
S;i(p =———(—+——— F.3.c
Le report de (F.3.c) dans (F.3.a) donne finalement :
8V = qan 2 { a* ! pﬁ +
8m egm mgc lra - rg|

e Pu(ra — )] . [(ra — ). pgl} (F-4)

v —rg)?

Nous voyons ainsi sur cet exemple comment 'effet de I’échange de
photons entre deux systémes peut £tre décrit, 4 une certaine approxima-
tion, par un hamiltonien effectif n’agissant que sur ces systémes. Cet
bamiltonien effectif peut étre utilis€ ensuite comme « hamiltonien
d’interaction » en « oubliant » le champ qui propage cette interaction.

L’expression (F.4) décrit les premieres corrections a I'interaction de
Coulomb (**). Elle fait apparaitre dans I’équation du mouvement des
particules deux types de forces : d’une part, la force magnétique entre
les courants associés aux déplacements des particules ; d’autre part, la
correction en v?/c? a la force de Coulomb, liée a la propagation de
I'interaction réelle entre les deux particules.

Remarques

(i) Insistons sur le fait que 8V est un hamiltonien effectif construit & partir
de Yinteraction réelle Hj;. Il ne doit étre utilisé que pour le calcul des
énergies. On peut aussi le faire apparaitre directement dans I’hamiltopien
des particules en effectuant sur I’hamiltonien (C.1) du chapitre I une
transformation unitaire.

(ii) Au lieu d’étre éliminés pour faire apparaitre I'interaction de Coulomb,
la partie longitudinale du potentiel vecteur et le potentiel scalaire peuvent
étre quantifiés, ce qui donne naissance a des photons longitudinaux et
scalaires. Dans ce cas, linteraction de Coulomb elle-méme est décrite

comme un échange de photons longitudinaux et scalaires entre
particules (***).

(*) Pour faire un tel calcul, il est commode de « régulariser » les fonctions a intégrer en
remplagant 1/k% par 1/(k*+ 12 ol n est un infiniment petit positif.

(**) L’absence de # indique que ces corrections seraient identiques dans une théorie
classique. Voir Landau et Lifchitz, Théorie du Champ, § 65.

(***) Voir par exemple « Photons et Atomes - Introduction & I'Electrodynamique
Quantique », chapitre V, partie D.
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(iii) La dynamique relativiste des particules de spin % est décrite par
'hamiltonien de Dirac. L’hamiltonien d’interaction avec le champ trans-
verse s’écrit alors —cq a.A(r) ol les trois composantes du vecteur
a sont trois matrices de Dirac représentant I'opérateur vitesse (*). La
méme démarche que celle que nous avons exposée dans ce paragraphe
conduit a 'interaction de Breit entre les particules 1et 2 (**)

V=

_ 214 { @;.a, [oy.(r; — r)let. (r; — 1))
8mey | |1y — 1y ‘l‘l—T2|3

} (F.5)

De méme que (F.4), il s’agit d’un hamiltonien effectif décrivant de fagon
approchée linteraction réelle.

2. Interaction de Van der Waals entre deux atomes neutres

Soient deux atomes neutres A et A’ situés aux points R et
R’. Nous noterons D leur distance et u le vecteur unitaire de la droite
qui les joint :

D=|R-R| ; u=(R-R"Y)/D (F.6)

Considérons l'effet de leur interaction avec le champ transverse
lorsqu’il sont tous deux dans leur état fondamental |a) et |a'). Nous
utiliserons I'approximation dipolaire électrique. Il est commode alors
de se placer dans le point de vue exposé dans le paragraphe 5 de
Pappendice, ol I'hamiltonien d’interaction avec le champ transverse
est:

H;=-dE (R)—-d"E, (R) (F.7)

d étant le moment dipolaire électrique de A, d’ celui de A’ et
E, lopérateur champ donné par la formule (29) de Pappendice.
Rappelons que, dans ce point de vue, il n’y a plus d’interaction de
Coulomb directe entre A et A', et que E, (R) représente, en dehors des
systtmes de charges, le champ électrique total. La totalité de I'interac-
tion entre les deux atomes est véhiculée par le champ transverse. Elle
apparait comme résultant d’un échange de photons virtuels. De fagon a
identifier la modification de ’énergie des deux atomes dans leur état
fondamental, considérons V'amplitude de probabilité pour que le
systéme global, initialement dans I’état

le:) = |a.a'0) (F.8)
représentant les deux atomes en présence du vide de photons, soit resté
dans cet état apres un temps 7.

(*) Voir par exemple «Photons et Atomes - Introduction a I'Electrodynamique
Quantique », complément 4 .
(**) Voir par exemple Bethe and Salpeter, Sect. 38.
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L’émission d’un photon par I'un des atomes dans I'état |a)
(resp. |a')) s’accompagne nécessairement d’une transition vers un état
excité |b) (resp. |b')). La conservation de I’énergie nécessite alors
une absorption ou une émission ultérieures pour permettre un retour de
Patome a I’état fondamental. A l'ordre 2, il ne peut donc y avoir
qu’émission et absorption par le méme atome (c’est le diagramme de la
figure 32a), l'autre restant spectateur. Les premiers diagrammes dans
lesquels les deux atomes sont impliqués et qui les raménent tous deux a
I’état fondamental dans I’état final comportent nécessairement quatre
interactions. Deux exemples sont donnés sur la figure 36. L’ensemble
des diagrammes d’ordre 4 s’obtient en variant I'ordre temporel des

différentes interactions.

a a a a
o’
fiw’
b b’ b b
ho ' hw
a a a da
(o) (2]

Figure 36. Exemples de diagrammes décrivant l'interaction de Van der
Waals entre deux atomes neutres dans l'état fondamental par échange de
photons transverses. Pour interagir avec le champ et revenir dans I'état
fondamental, chaque atome doit nécessairement émettre ou absorber deux
photons, de sorte que l'interaction entre les deux atomes nécessite 1’échange
d’au moins deux photons. Dix autres diagrammes peuvent étre obtenus a partir
des diagrammes 36a et 368 en changeant I'ordre temporel des quatre vertex.

Le processus élémentaire a la base de I'interaction de Van der Waals
est donc, dans le point de vue adopté ici (c’est-a-dire utilisant
Phamiltonien (F.7)), I’échange de paires de photons entre les deux
atomes. Notons que les différents états intermédiaires sont tous non
résonnants avec I’état initial (qui est I’état fondamental du systéme
global atomes + photons). Comme pour les corrections radiatives,
Pamplitude de probabilité pour que le systéme reste dans I’état initial
(qui est un état discret du systéme global, bien isolé de tous les autres),
permet de calculer la variation AE de [’énergie de cet état initial
l¢;> (voir § B-1 du chapitre I). Cette variation d’énergie dépend de la
distance D entre A et A': c’est l'interaction de Van der Waals. Le
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calcul général de AE est trop long pour étre détaillé ici (*), mais nous
allons identifier ci-dessous deux cas limites simples.

Remarquons tout d’abord que les différents modes du champ
transverse ne contribuent pas de fagon uniforme & I'interaction. Les
modes de basse fréquence sont peu nombreux (densité de modes en
k’dk) et I’élément de matrice de couplage est en Jw. Par ailleurs, les
contributions des modes de vecteur d’onde élevé se brouillent mutuelle-
ment par suite de la variation rapide, d’'un mode a lautre, de la
différence de phase entre les facteurs exp(ik.R) et exp(ik.R") qui
apparaissent dans les éléments de matrice d’interaction relatifs & chaque
photon échangé. Il en résulte que la contribution essentielle a I’interac-
tion provient des modes dont la longueur d’onde est de I'ordre de la
distance D entre les atomes. Deux cas doivent étre distingués suivant
que Vénergie ic/D de ces photons est grande ou petite par rapport a
Iénergie d’excitation typique |E, — E,| des atomes. Dans le premier
cas, correspondant a4 une distance entre atomes faible devant
Ay =the/|E, — Ey|, 'énergie d’excitation des atomes est négligeable
devant celle des photons dans les états intermédiaires. Dans le second,
la distance D est grande devant A ,, et I'énergie d’excitation des atomes
est prépondérante. Dans chacun de ces cas limites, nous allons
décomposer le processus global en deux processus successifs.

a) DISTANCE FAIBLE: D < A,

L’énergie des photons virtuels est grande. Ils ne peuvent exister que
pendant un intervalle de temps trés court. Les deux « lignes de photon »
de la figure 36a sont quasi horizontales, par comparaison a I'intervalle
de temps qui sépare ces deux lignes et pendant lequel les deux atomes
sont excités. L’échange d’un photon entre les deux atomes peut alors
étre considéré comme un processus quasi instantané, décrit par un
hamiltonien effectif qui excite simultanément les deux atomes. Ce
processus est analogue a celui étudié au paragraphe F-1 ci-dessus, et
I’hamiltonien effectif qui le décrit a une structure identique a (F.3), au
remplacement prés de gp/m par d, et de A(R) par E, (R). Il vient ainsi

1 N iR =
8V = — f\:zsoﬁ(e’d) (e.d) e*®R-R) 4 hc.
- - ;1; T dd’,84(R ~ R') (F.9)
ij

(*) Voir par exemple Power, chapitres VII et VIIIL
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ol 8;; est la fonction & transverse (*) qui, loin de Iorigine, vaut
- 8” + 3u,~uj

PR-R) = — 53

(F.10)
Cet hamiltonien effectif 8V n’est rien d’autre que linteraction
dipdle—dipdle entre les deux atomes neutres. Il couple I'état |a,a’) aux
états excités |b,b’). Il en résulte, au second ordre en 8V, un
déplacement de I’énergie de I’état |a,a’) donné par

@' |8V |b,b') (b,b'|8V |aa’

F.11
E,+E, —E,— Ey (F-11)

AE=Z<a

dont la dépendence vis-a-vis de D découle de celle de 8V donnée par
(F.9) et (F.10) :

AE = C¢/D® (F.12)

Le coefficient C4 s’exprime en fonction des éléments de matrice
dipolaires des atomes A et A’ et du dénominateur d’énergie apparais-
sant dans (F.11). AE représente l'interaction de Van der Waals habi-
tuelle.

Remarque

Dans le point de vue habituel (hamiltonien d’interaction en A.p), il existe
une interaction de Coulomb instantanée entre les deux atomes, V25,
L'effet de VA2, sur I'état fondamental des deux atomes est nul & l'ordre 1
et redonne linteraction de Van der Waals (F.12) 4 T'ordre 2.

b) GRANDE DISTANCE A, < D

L’énergie des photons échangés est faible devant I'énergie d’excitation
des atomes. La durée de la transition virtuelle de chaque atome dans
I’état excité est courte comparée au temps de propagation des photons.
Une telle situation correspond & des processus du type de celui
représenté sur la figure 37.

A la limite des trés grandes distances, le processus global peut étre
considéré comme I’émission quasi instantanée d’une paire de photons
par 'un des atomes, suivie par ’absorption de la paire par 'autre atome
aprés un certain intervalle de temps. La comparaison avec le cas des

(*) La sommation sur les polarisations € dans la premiére ligne de (F.9) fait en effet
apparaitre la fonction 8;; — (k;k;/ k% (voir la formule (54) du complément A ;). L'intégra-
tion sur k du produit de cette fonction par exp ik.(R — R’) donne ensuite une transformée
de Fourier qui n’est autre que la fonction & transverse apparaissant dans la deuxi¢éme
ligne de (F.9). Pour une étude des propri€tés de 8}, voir « Photons et Atomes -
Introduction a I’Electrodynamique Quantique », complément A,
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b ho
a

Figure 37. Exemple de processus d’échange de deux photons qui devient
prépondérant a grande distance. L’énergie des photons virtuels échangés est
tres faible devant I’énergie d’excitation des atomes et la durée d’excitation
virtuelle de chaque atome est trés courte devant le temps de propagation des
photons d’un atome a Pautre.

courtes distances permet de prévoir sans calcul supplémentaire la
dépendance de AE vis a vis de D. Considérons en effet les défauts
d’énergie des divers états intermédiaires, qui figurent au dénominateur
de V'expression de AE. Pendant les processus d’excitation virtuelle de
chaque atome, au cours desquels la paire de photons est émise ou
absorbée, le défaut d’énergie est de l'ordre de E, — E, ou E, — E,,
puisque fw et hw' sont négligeables devant ces énergies d’excitation
atomiques. Pendant la propagation des photons, il est égal a
hw + hew'. Dans les processus considérés au paragraphe a), les défauts
d’énergie étaient successivement fiw, E, + E,. — E, — E,..,hiw’ puisque,
dans les premiers et troisiemes états intermédiaires, on pouvait alors
négliger les énergies d’excitation atomiques devant fiw et iw'. L’énergie
des photons figurait donc deux fois au dénominateur au licu d’une seule
dans le cas décrit par la figure 37. Dans le calcul des intégrales de
Fourier sur k et k’, la multiplication par & ou &’ de la fonction a intégrer
se traduit dans le résultat par un facteur 1/D supplémentaire, pour une
simple raison d’homogénéité. On en déduit qu'a grande distance
1
AE o — (F.13)
D7

L’interaction de Van der Waals décroit donc plus rapidement qu’a
courte distance (*). Rappelons que le passage d’un régime a 'autre se
fait pour D de l'ordre de A, longueur d’onde des rayonnements
propres des atomes.

(*) Il sagit de 'effet Casimir et Polder, Phys. Rev. 73, 360 (1948).
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REFERENCES GENERALES

Une présentation générale de divers processus a 'ordre le plus bas ot
ils apparaissent peut étre trouvée dans Heitler, chapitre V et dans
Power, chapitre VII. Voir aussi les ouvrages cités en référence au
cours du chapitre. Iis contiennent en général des revues sur les
phénomenes étudiés.
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COMPLEMENT 4,,

SIGNAUX DE PHOTODETECTION
ET FONCTIONS DE CORRELATION

A la fin de la partie B, nous avons vu que la dynamique du processus
d’absorption d’un photon entre deux états atomiques discrets dépendait
de I’état du champ incident. Cette dynamique dépend aussi de la nature
de la transition atomique envisagée puisque, partant d’un état atomique
inférieur discret, I'évolution ultérieure de I’atome n’est pas la méme
suivant que le niveau supérieur atteint aprés absorption du photon
incident est discret ou appartient a un continuum.

Dans ce complément, nous présentons un traitement synthétique de
ces problémes en termes de fonctions de corrélation des deux systémes
en interaction, 'atome et le champ. Bien que limité a Iordre le plus bas
de la théorie des perturbations, un tel traitement permet de classer les
diverses situations qui peuvent apparaitre en comparant les divers
temps caractéristiques du probléme : la durée de I'interaction, les temps
de corrélation caractérisant la dynamique des fluctuations du dipole
atomique et du champ électrique incident, le temps de relaxation
atomique... Il est clair également que I'analyse quantitative des
processus d’excitation d’un atome placé dans un champ incident est
essentielle si I'on veut extraire des probabilités d’excitation mesurées
sur I’atome, c’est-a-dire des signaux de photodétection, des informations
sur ’état du champ incident. Nous montrons ainsi dans ce complément
comment il est possible de relier les signaux de photodétection aux
fonctions de corrélation du champ de rayonnement incident. Les
expressions ainsi obtenues sont a la base de P'interprétation des diverses
expériences d’optique quantique moderne.

Nous commengons (§ 1) par présenter quelques modéles simples de
photodétecteurs atomiques et par préciser le type de mesures qui
peuvent étre effectuées sur eux. Nous établissons ensuite (§ 2), a partir
d’un caicul perturbatif des amplitudes d’excitation, une expression
générale reliant la probabilité d’excitation de I’atome & des fonctions de
corrélation du dipole atomique et du champ incident. Les résultats
obtenus sont alors appliqués successivement au cas d’un photodétecteur
a bande large (§ 3) puis étroite (§ 4). Ils permettent de montrer qu’il est
possible de mesurer ainsi, soit Pintensité instantanée du champ
incident, soit sa densité spectrale. Nous analysons enfin (§5) les
corrélations entre les signaux de deux photodétecteurs & bande large et
montrons qu’ils permettent d’accéder a des fonctions de corrélation
d’ordre supérieur du champ.
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1. Modéles simples de photodétecteurs atomiques

a) PHOTODETECTEUR A BANDE LARGE

La plupart des photodétecteurs a bande large utilisent I'effet photoé-
lectrique. Considérons par exemple un atome A, d’état fondamental
|a) et dont le continuum d’ionisation commence a une distance
E, (E; est Iénergie d’ionisation) au-dessus de I'énergie de |a)
(Figure 1).

0
EI I‘
\

Figure 1. Niveau fondamental et continuum d’ionisation
d’un atome utilisé comme photodétecteur a bande large.

Supposons que cet atome, dans 1’état |[a), interagisse pendant un
temps At avec un champ de rayonnement évoluant a des fréquences
toutes supérieures a E;/#. On mesure la probabilité pour que I'atome
ait été photoionisé au bout du temps Ar en détectant par exemple le
photoélectron produit par ionisation (avec une efficacité qui, pour
simplifier, sera supposée étre égale a 100 %). L’étendue de la réponse
spectrale d’un tel détecteur est mesurée par la largeur de la distribution
des niveaux du continuum auxquels I'état fondamental est couplé
efficacement par I'hamiltonien d’interaction. Le détecteur est dit a
bande large si cette étendue est grande devant la largeur spectrale du
rayonnement incident.

b) PHOTODETECTEUR A BANDE ETROITE

Supposons maintenant que I’atome A ait un niveau excité discret
|b) situé a une distance #%w, au dessus du niveau fondamental
la) (Figure 2). Partant de ’état |a), cet atome est irradié pendant un
temps At par un rayonnement incident dont le spectre de fréquences est
suffisamment centiré autour de w, pour qu’aucune transition atomique
autre que a — b ne puisse étre excitée de mani¢re appréciable. On
mesure au bout du temps Ar la probabilité pour que l'atome ait été
porté dans I'état excité b, par exemple en I’éclairant a cet instant avec
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un rayonnement intense capable de l'ioniser & coup sir a partir de

Ib), mais certainement pas a partir de |a), et en détectant le
photoélectron produit par I'ionisation.

I
‘ hwo
A a

Figure 2. Niveau fondamental, niveau excité discret et continuum
d’ionisation d’un atome utilisé comme photodétecteur a bande étroite.

Nous verrons plus loin que la probabilité d’excitation de I'atome en
|b) est reliée a la densité spectrale du rayonnement incident a la
fréquence w, Un tel photodétecteur est donc a bande étroite. Nous
préciserons également linfluence de la largeur naturelle I' du niveau
excité |b) (due au processus d’émission spontanée) et les divers
régimes qui peuvent apparaitre suivant les valeurs relatives de
I, Awpg (largeur spectrale du rayonnement incident), Al 0, (fré-
quence de Rabi caractérisant 'interaction entre ’atome et le champ
incident).

Remarque

Le photodétecteur de la figure 1 peut également étre utilis€é comme un
photodétecteur a bande étroite si un dispositif de filtrage en énergie du
photoélectron est incorporé au dispositif de mesure. Par suite de la
conservation de I'énergie, un photoélectron, d’énergie cinétique E ., ne
peut en effet &tre produit que par les composantes du champ incident de
fréquence o telle que fiw = E; + E,.

2. Probabilité d’excitation et fonctions de corrélation

a) HAMILTONIEN - OPERATEUR D’EVOLUTION

L’hamiltonien H du systéme global atome photodétecteur + rayonne-
ment s’écrit :

H=HA+HR+V (1)
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H, est 'hamiltonien de 'atome (dont le centre de masse est supposé
fixe en 0), Hy celui du rayonnement

Hg = Z ho(a’a; + % ) (2)

et V T'hamiltonien d’interaction qui, dans le point de vue dipolaire
électrique (voir appendice, § 5), est égal a

V = —d.E,(0) 3)

ou d est le moment dipolaire électrique de I'atome et E, (0) P'opérateur
champ (*), donné par le développement (89) de I'appendice et évalué
au centre de masse de I'atome. Pour simplifier les calculs, nous
ignorerons le caractére vectoriel de d et E (on peut supposer par
exemple que d et E sont tous deux paralleles a 0z), ce qui permet de
remplacer (3) par :

V = —d E(0) 4)

En représentation d’interaction par rapport & H, + Hp, l'opérateur

d’évolution U(At,0) entre les instants 0 et Ar s'écrit, 2 Pordre 1 en
V (voir I'expression (14) du complément A ;)

~ A‘ —~
0410y =1+ L+ f dt Vo) (5)
it J,
ou

V(1) = "t IO/ hy o AT HR _ gy E(0.0) ©6)

avec
(i(t) - eiHAt/ﬁde—iHAt/h (7.a)
E©,0) = #/* o) o HR/? (7.b)

b) CALCUL DE LA PROBABILITE POUR QUE L’ATOME AIT QUITTE
L'ETAT FONDAMENTAL AU BOUT D'UN TEMPS Az

A linstant initial ¢ = 0, Patome est dans I'état fondamental {a) de

H,, et le champ de rayonnement incident dans I’état | ¢} , de sorte que
I’état initial du systéme global est, en représentation d’interaction

[9(0)) = |a) @ l¢r) = |a,0r) ®)

(*) Pour simplifier les notations, nous omettons désormais I'indice L dans E, (0).
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On laisse I'atome interagir avec le rayonnement pendant un temps
4t. Nous nous proposons, dans ce paragraphe, de calculer la probabilité
P, (At) pour que, a I'issue de cet intervalle de temps, 'atome ait été
porté dans n’importe quel état excité |c¢) (du spectre discret ou continu
de H,).

Soit { | ) } une base orthonormée d’états du rayonnement (par
exemple les états propres de Hy). La probabilité pour que le syst¢me
global soit passé de I'état initial (8) a I'état |c,u ) au bout d’un temps
At est égale, d’aprés (5), (6) et (7), a

| (e, | U(A1,0)|a,0p) | =

! Atd' md" E~0 ' E~0 "
=p£) t fo t" (@Rl EOt) | ) (m|E@,:")]pg) x
x Cald(t)le) (eld(n)]a) ©)

Nous avons utilisé ’hermicité de d et E(0) et le fait que ¢ # a (de sorte
que le premier terme de (5) ne contribue pas). Comme on n’observe pas
I’état final du rayonnement, la probabilité d’excitation P (Ar) définie
plus haut s’obtient en sommant (9) sur u et sur ¢ % a

Puld) =¥ T | <o |0(410) |a,0p) |2 (10)

Par ailleurs, comme l'opérateur d est impair, on a
(ald|a) =0 (11)

La probabilité de transition (9) est donc nulle pour ¢ =a et la
restriction ¢ # a n’est plus nécessaire dans (10). La sommation sur
u et ¢ de Vexpression (9) fait alors apparaitre deux relations de
fermeture et conduit a

1 A ’ a " Kfgt 4 # Y
P, (At) = o L dt L dt" GR(t't") Gg(t' ") (12)
ol
Gx(t' ") = (a|d(t)d(:")|a) (13.a)
Ga(t':t") = (ol E@©,t) E©1") | og) (13.b)

Les fonctions G4 ou Gy sont les valeurs moyennes dans 1’état initial
de l'atome ou du rayonnement d’un produit de deux opérateurs
atomiques ou de rayonnement pris, en représentation d’interaction, a
des instants différents ¢’ et t”. Ces « moyennes a 2 temps » sont appelées
également des fonctions de corrélation. La probabilité d’excitation
P, (Af) de 'atome peut donc étre exprimée, a 'ordre le plus bas en
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V, comme une double intégrale d’un produit de deux fonctions de
corrélation relatives aux deux systtmes en interaction, la fonction de
corrélation du dipdle 4 et la fonction de corrélation du champ
E(0). Notons que ces fonctions de corrélation correspondent & une

évolution libre, puisque les évolutions de d et E(0) sont, d’aprés (7),
régies respectivement par H, et Hp.

Remarques

(i) Les moyennes a 2 temps (13) ne sont pas nécessairement réelles. Leurs
parties réelle et imaginaire sont reliées & des quantités ayant un sens
physique précis: la fonction de corrélation symétrique décrivant la
dynamique des fluctuations, la susceptibilité linéaire décrivant la réponse
linéaire du systéme & une perturbation (voir £galement complément A ;).

(ii) Dans le point de vue dipolaire électrique que nous adoptons ici,
Popérateur champ E(0), qui apparait dans I'hamiltonien d’interaction (4),
représente physiquement, non pas le champ électrique transverse en
0, mais linduction électrique, divisée par g, (voir par exemple le
paragraphe 5-c de I'appendice, ou « Photons et Atomes - Introduction a
PElectrodynamique Quantique », complément A ,y). La probabilité d’exci-
tation (12) est donc reliée en fait a la fonction de corrélation de I'induction
électrique en 0. Mais cette induction évolue librement (I’évolution de

E dans (13.b) n’est due qu’a I’hamiltonien Hy) et la valeur moyenne du

produit des deux £ est prise dans I'état | @) qui décrit le champ libre
incident en I’absence de photodétecteur. La fonction de corrélation libre
de I'induction électrique en 0 dans I'état | @) est donc la méme que celle
du champ électrique libre incident en 0 en 'absence de photodétecteur.
C’est la raison pour laquelle nous pouvons comsidérer également la
fonction de corrélation Gg(t',t”) écrite en (13.b) comme une fonction de
corrélation du champ électrique incident.

(iii) Au cours de la transition |a,¢z) — |c,u ), énergie de I'atome varie
de E, — E,. La variation moyenne {AH,) de I'énergie atomique au cours
du temps At est donc égale a

(AH,y = ¥ ¥ (E.— E)| <c.n | U(AL0) a,0p) | (14)

» céka
Par ailleurs, le report de (9) dans (14) fait apparaitre la quantité
(E, - E,) {c|d(t"y|a) qui peut s'écrire
(E.— E)c|d(") |a) = (E, - E,) "5 5" ¢c|d|a)

- héj— (elde”) fa (15)

Finalement, en utilisant (15), on peut, en suivant une démarche analogue a
celle conduisant de (10) a (12), transformer (14) en

ife (e d
(AH,y = -5 | dr' | at" Gplt' 1) <5 G2 1) (16)
)y @), dr
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D’autres grandeurs physiques que la probabilité d’excitation, comme la
variation moyenne d’énergie atomique, peuvent donc étre reli€es égale-
ment 4 des fonctions de corrélation des deux systémes en interaction (voir
complément A ;).

¢) FONCTION DE CORRELATION DU DIPOLE ATOMIQUE

Revenons a Pexpression (13.a) de GZ. En utilisant (7.a) et en insérant
la relation de fermeture sur les états propres (c) de H, entre
d(t') et d(t"), nous obtenons

GA(I ") = Z < lHAt /ﬁ -IHAI/ |C>< l e’HA’ /hde—iHAt"/h‘a>

=3 [<ald|c) |2 e o= "1 (17)

Gf(t',t") apparait ainsi comme une somme d’exponentielles évoluant
aux diverses fréquences de Bohr w,, = (E,~ E,)/# des transitions
¢ - a partant de a, pondérées par les carrés des modules des éléments
de matrice de d entre les deux niveaux de ces transitions.

Il est possible de réécrire (17) sous la forme

+
G:(t',t")=G:(t'—t">=J e - g (w)do  (18)
-

Ga(w) =Y [Cald]c) |2 8(w ~ 0) (19)

La transformée de Fourier %, (w) de Gjf(t' —t") est donc une
superposition de fonctions delta centrées aux diverses fréquences de
Bohr des transitions partant de a, pondérées par les poids [ (ald|c) |2
11 est clair sur (17) que G(¢',t") ne dépend que de t' — ¢”. Ceci est dii
au fait que I'état |a), dans lequel est calculée la foncnon de corrélation,
est un état propre de H,, donc un état stationnaire (de I'atome libre),
dont les propriétés sont invariantes par translation dans le temps.

d) FONCTION DE CORRELATION DU CHAMP

L’opérateur E(0) est, d’aprés la formule (89) de 'appendice, une
superposition linéaire des opérateurs d’annihilation et de création

a; et af des divers modes j du champ. Comme, d’aprés (7.b),

Pévolution de E(0,f) est due uniquement A Hp, chaque a; se retrouve
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multiplié par e”‘“’ dans E(0,), chaque aj par e’ od w j est la
fréquence du mode j. Introduisons alors Popérateur £(*)(0,¢) qui est la
partie de E(0,t) ne contenant que des exponentielles en exp( — i w ;t), et
I'opérateur adjoint £(~)(0,r) qui ne contient que des exponentielles en

exp(iw}t).
ED@On =iy / h“’"3aje“’"'f‘ (20.a)
i 2€0L
EDO0) = -i ¥ / hoj - a;t et (20.b)
7 2g4L

E*)(0,1) est appelée « composante de fréquence positive ». En rempla-
cant E par E(*) 4+ E(-) dans (13.b), on obtient alors

Gg(t'st") = (ol EC(0,4)EH(0,07) | o) +
+ (@RI EC(04)E 0,6 | @g) +
+ (@Rl ECH0,6)EC 0,67 | o) +
+ (@l EC(0,6)E (0,67 | o) (21)

Supposons que le champ soit dans un état stationnaire, c’est-a-dire
dans un mélange statistique d’états propres |ny,n,.n;...) de Hg
(n; étant le nombre de photons dans le mode j), de poids
p(ny;ny...n;...). I est facile alors de voir que les deux derniers termes de
(21) sont nuls, car ils font intervenir des moyennes du type {a;a;) ou
{aja/") qui sont nulles dans chaque état |n,,n;...n;...) du mélange.
Par contre, les deux premiers termes de (21) sont non nuls et ne
dépendent que de ¢’ — ¢t". Par exemple, le premier terme de (21) vaut,
compte tenu de (20)

(ECIONESX0,") = GR(t' — 1) =

1 iwft' — ")
= hw;(n;) e’ (22)
2£0L3; I
ol
(nj) = (aja;) = Y npny,ny-ng) (23)
nppn

est le nombre moyen de photons dans le mode j. L’indice N dans
GP rappelle que les opérateurs sont rangés dans I’ordre normal dans la

fonction de corrélation (22) (opérateurs d’annihilation a droite des
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opérateurs de création). On peut également écrire (22) sous la forme

+®
GR(' — ") = J‘ GR(w) e - do (24.a)
- 0

N, 1 e Npgr wy ,— it —t") ' ”
-®

1 +®

= i; <E~(-)(0’tl) E~(+)(0,tn)> e'iw(f'—l") d(t' _ t”)

(24.b)

qui est la transformée de Fourier de G¥(¢' — "), peut encore s’écrire
d’aprés (22) sous la forme

GR(w) = Zhw, (n) (0 — w)) (24.c)

2e L3
Il est clair sur (24.c) que ¥} (w) caractérise la répartition en fréquence
de I’énergiec moyenne du champ, c’est-a-dire encore, sa densité
spectrale. Un calcul analogue donne pour le second terme de (21), que
nous noterons G#(¢' — t") car les opérateurs y sont rangés dans I’ordre
antinormal

Ga(t' —1") = J?}}‘(m) ot =1 4 (25.2)

(o) ~ 5 ILSZ hao,((n) +1)8(w,+®)  (25.b)
Eol”

Supposons enfin que le rayonnement incident ait une densité spectrale
% N(w), centrée autour d’une fréquence centrale @, et s’étendant sur un
intervaile de largeur Awg. A partir de I'équation (24.a) il est possible de
montrer que

GY@' =ty =@ -y - 1) (26.2)
ol CJ(t' —t") est une fonction enveloppe donnée par

CRe' —1t") = fg{{(w + @) et -"de (26.b)

CN(@t' —t") est la transformée de Fourier d’'une fonction de largeur
Awp, centrée en w = 0, et tend donc vers zéro quand |t — ¢"| devient
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grand devant le temps 1/Aw, qui peut étre considéré comme le temps
de corrélation du champ incident.

Pour conclure ce paragraphe, montrons que, seule, la fonction
GR(¢’ — t") contribue de maniére significative a la probabilité d’excita-
tion (12). Considérons pour cela 'autre fonction de corrélation du
champ G#(¢' —t"), donnée en (25), et comparons la & la fonction de
corrélation atomique Gf(¢t' —¢”) donnée en (17). Ces deux fonctions de
corrélation apparaissent toutes deux comme une somme d’exponentiel-
les de fréquences positives, variant respectivement comme
exp[ —iw;(t' —1")] et exp[ —iw,(t'—1")] (o, est toujours positif
puisque a est ’état fondamental). Le produit de Gj(¢' —t") par
G#(t' — t") est donc une fonction de ¢’ —t” évoluant trés vite, a des
fréquences optiques, et dont l'intégrale sur ¢’ et ¢” dans (12) donnera un
résultat négligeable si At est grand devant une période optique. Par
contre, GR(t' — ") est, d’apreés (24.a) et (24.c), une somme d’exponen-
tielles de fréquences négatives, en expliw;(t' —t")]. Le produit de
GR(t' —t") par G}(t'—t") pourra donc contenir des composantes
variant trés peu avec ¢’ — " (si les deux densités spectrales (19) et (24.¢)
se recouvrent) qui contribueront de maniére importante i lintégrale
(12). Nous pouvons donc, dans (12), négliger la contribution de
G#(t' —t") devant celle de GJ(t' —t") et écrire

A ar
P, (Af) = L f dr’ J A" Gt — 1) Gl =t (@7)
7 Jo 0

Un tel résultat exprime que, pour un atome partant de 1’état fondamen-
tal, les seuls processus susceptibles d’étre résonnants sont les processus
d’absorption d’'un photon, au cours desquels I’énergie gagnée par
'atome est perdue par le champ. La fonction de corrélation GY, définie
en (22), ol les opérateurs champs sont rangés dans Fordre normal,
caractérise 'aptitude du champ & induire des processus d’absorption,
alors que l'autre fonction de corrélation (antinormale) G7 intervient
pour les processus d’émissions induite et spontanée (associés respective-
ment aux termes (n;) et 1 de la parenthése de (25.b)).

3. Photodétection a bande large

a) CONDITION SUR LES FONCTIONS DE CORRELATION

Supposons que toutes les fréquences du rayonnement incident soient
supérieures a la fréquence d’ionisation E;/# de I'atome utilis¢é comme
photodétecteur. L’excitation des niveaux discrets situés en dessous du
seuil d’ionisation peut alors étre négligée, car elle ne sera jamais
résonnante, et on pourra ne conserver dans l’expression (19) de
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% ,(w) que la contribution des états du continuum d’ionisation. La
fonction ¥ ,(w) caractérise la sensibilité spectrale du photodétecteur,
c’est-a-dire la maniére dont il réagit aux diverses fréquences incidentes.
Pour que le photodétecteur puisse étre considéré comme étant & bande
large, il faut que la largeur Aw, de ¥ ,(w) soit trés grande devant la
largeur Awg de 95 (w)

ACUA > AwR (28)

La réponse du photodétecteur varie alors trés peu sur I’étendue du
spectre du rayonnement incident.

La condition (28) entraine que la largeur temporelle de G§(t' ~ "),
de 'ordre de 1/4w 4 autour de ¢’ — ¢” = 0, est beaucoup plus petite que
celle de la fonction C}(t' — ¢") définie en (26) et qui est de I'ordre de
1/Awp.

b) PROBABILITE DE PHOTOIONISATION PAR UNITE DE TEMPS

Reportons (26.a) dans (27). Comme CJ(t’ — t") varie beaucoup plus
lentement que Gf(t' —t") autour de ¢’ —¢" = 0, on peut remplacer
' —t” par 0 dans CR(¢t' —t"), ce qui donne

CRO) = GR(O) = (E'(0,)E (0,01 = CECXAOEC X)) (29)

Comme le champ est dans un état stationnaire, la valeur moyenne a un
temps (E(7)(0,:")E(+)(0,t')} ne dépend pas en effet du temps. Il vient
alors

At At . .
Pm(At)=;115<E“’(0)E<”(0)>J dt’f di" GX(t' — 17) 3¢ =19
¢} 0

(30)

Le domaine d’intégration de Pintégrale sur t' et t” de (30) est
représenté sur la figure 3. Par suite de la décroissance de GF(¢' —t")
avec t’ —t”, Tintégrand de (30) n’est différent de zéro que dans un
ruban de largeur 1/Aw, autour de la diagonale principale (partie
hachurée de la figure).

Supposons que

At > Aw ;! (31)

Le ruban hachuré de la figure 3 est alors trés étroit. Prenons pour
nouvelles variables t' et = =t —¢". La condition (31) permet de
prendre, pour limites d’intégration sur 7, — oo et + oo et il vient

Padan) = 2 (ECO)E ) J P GHm A (32)
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tll

At

-1
Awjy

At

Figure 3. Domaine d’intégration intervenant dans le calcul de la probabilité
d’excitation. La fonction a intégrer n’est importante que dans la zone hachurée.

Comme P,.(At) est proportionnel & At, il est possible de définir une
probabilité d’excitation par unité de temps

P .(4t)

Were = ——— =5 (ECAOE(0)) (33)

ou le facteur s est, d’apres (32) et (18), égal a
2w _

Nous avons ainsi démontré que la probabilité d’ionisation par unité de
temps était proportionnelle a la quantité (E‘-X0)E(*X0)). Cette
quantité peut &tre considérée comme caractérisant intensité totale du
champ en 0, puisque d’aprés (24.a),

(ECAQEQ)) = GHO) = f #(w) do (35)

ce qui montre que (E("X0)E(+X0)) est Iintégrale sur toutes les
fréquences de la densité spectrale du champ. La probabilité d’excitation
par unité de temps w,, est également proportionnelle & un facteur
s qui, d’aprés (34), est relié a la sensibilité du photodétecteur a la
fréquence moyenne @ du rayonnement incident.

Remarques

(i) Les conditions de validité du résultat (33) sont données en (28), (31),
conditions auxquelles il faut ajouter

w,, At <1 (36)

qui exprime que le traitement perturbatif de V est valable.
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(ii) II est possible de généraliser le calcul de ce paragraphe au cas ol le
rayonnement n’est pas dans un état stationnaire. Le méme raisonnement
que celui fait a la fin du paragraphe 2-d permet de montrer que les deux
derniers termes de (21), qui sont maintenant non nuls, ne contribuent pas
de maniére significative & 1'intégrale de (12), car ils varient trop rapidement
(en exp[+i@(t’' +t")]). Lexpression (27) demeure donc valable. Par
contre, la valeur moyenne (29) dépend maintenant de ¢’, et 'on obtient
alors pour P, (At) le résultat

P, (At) =5 JW dt' (EC0,NEH0,)) 37
)

ol § est toujours donné par (34). Nous trouvons ainsi que la probabilité de
photoioniser 'atome entre ¢’ et ¢’ + dt’ est égale a w;(0,¢")dt’, ot le « taux
de comptage simple »

wi0.6) = 5 (B0, B0, (38)

est proportionnel a Vintensité instantanée (E(=)(0,t")VE(*)(0,")).

4. Photodétection a bande étroite

a) CONDITIONS SUR LE RAYONNEMENT INCIDENT ET LE DETECTEUR

Supposons maintenant que le rayonnement incident ait un spectre de
fréquences tel qu’il ne peut exciter de mani¢re résonnante qu’un seul
état excité discret |b) situé a une distance #w, au-dessus de
a, avec E, — E, = hw,. Il est possible alors de ne conserver dans
Pexpression (19) de 4 ,(w) que la contribution de cet état et d’obtenir

ainsi
Gu(w) = |dgp|* 8(0 — ) (39.a)
ce qui donne pour G (' —t")
GR(t' —t") = |dg|te e ™" (39.b)

Un tel détecteur, qui correspond au schéma de niveaux de la figure 2
et qui ne répond, d’aprés (39.a), qu'a une seule fréquence, est dit a
bande étroite. Nous verrons plus loin (§ ¢) comment il est possible
d’affiner le modele, en incluant dans (39.b) l'effet de la largeur
naturelle du niveau excité b.

b) EXCITATION PAR UN SPECTRE DE FREQUENCES LARGE

Supposons que la densité spectrale 4} du rayonnement incident ait
une largeur Awpy non nulle. Dans le domaine d’intégration sur
t' et t" (voir figure 3), le produit des deux fonctions G}(¢' — ") et
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GH(t' - t") n’est non nul que dans un ruban de largeur Awy ' (qui est
déterminé maintenant par GJ, et non plus par G} comme c’était le cas
dans le paragraphe 3). Si At > Awg!, ce ruban est trés étroit, et un

calcul analogue a celui du paragraphe 3-b permet, compte tenu de
(39.b), de transformer (27) en

At
Pexc(At) = ‘gz' |dab'2 X

+ 00 - et — "

g j ECOQ@NEDQ)y e d( 1) @0)
— a0

11 est donc possible de définir une probabilité d’excitation par unité de

temps égale d’aprés (24.b) a

Pexc(At) -2 Idab|2

Un photodétecteur a bande étroite, irradié par un rayonnement a
bande large, mesure donc la densité spectrale du rayonnement incident
(ou encore la transformée de Fourier de la fonction de corrélation,
rangée dans I'ordre normal, du champ) & la fréquence propre
w, du détecteur.

Notons enfin que le traitement perturbatif précédent n’est valable que
si wy At <1. Comme par ailleurs A¢ doit étre trés grand devant
Awgi!, ces deux conditions sur At ne sont compatibles que si
Awg » w,,, Cest-a-dire si le rayonnement incident n’est pas trop
intense.

9 R(wo) (41)

Remarque

Lorsque le rayonnement incident tombant sur le détecteur est lui aussi
monochromatique, 'expression (40) n’est plus valable. Supposons par
exemple que dans Pexpression (24.c) de %X (w), (n;) ne soit différent de
zéro que pour un seul mode j. Supposons de plus que la fréquence
w; de ce mode coincide avec la fréquence w, du détecteur. Il vient alors

9 f(w) = CECEN) 8(w - wp) (42)

Le coefficient de proportionnalité de la fonction delta n’est autre que
lintensité (EE™*)y. Pour le voir, il suffit d’intégrer (42) sur w et
d’utiliser (35). De (42), on déduit, compte tenu de (24.a)

GII:'(t: _ t”) - <E(_)E(+)> eimo(t’—l") (43)

Portons alors (39.b) et (43) dans I'expression (27) de P, (At). Comme les
deux exponenticlles de (39) et (43) se compensent, Dlintégrale sur
t' et t” est immédiate et donne

’ 2,4
Ponta) = B 1, [ EE) - (5= ) (44)



Ap.4 Signaux de photodétection 139
ou nous avons posé

(45)

2\ |dp|(EEY)Y  (yyy
(7> - 7 W
Il n’y a plus alors de probabilité de transition par unité de temps. En fait,
I’expression (44) n’est autre que le premier terme du développement en
puissances de V de la sinusoide {sin({2,4t/2))* = {1 -~ cos{2,At]/2 qui
décrit I'échange réversible d’énergie entre l'atome et le champ a la
fréquence de Rabi (2, définie par (45).

¢) EFFET DE LA LARGEUR NATURELLE DU NIVEAU ATOMIQUE EXCITE

Considérons un atome isolé, sans rayonnement incident, dans une
superposition linéaire des états |a) et |b). La valeur moyenne de
d est alors non nulle et oscille 4 la fréquence w,. Une telle oscillation ne
peut cependant se poursuivre indéfiniment. Comme l'amplitude de
probabilité de trouver I’atome dans I’état excité décroit exponentielle-
ment avec une constante de temps (I'/2)"!, a cause de I’émission
spontanée (I" est la largeur naturelle du niveau excité b), le dipole
moyen est amorti avec la méme constante de temps. On peut montrer
qu’il en est de méme pour la fonction de corrélation du dipdle
atomique, de sorte qu’une expression plus précise que (39.b) pour
Gx(t' —t") est donnée par :

G:(t’ _ t”) — ldablze_i‘”o(f'_t")e -Trfe-e|y2 (46)

11 s’ensuit que la transformée de Fourier ¥ ,(») de Gf(t' — t") n’est pas
une fonction delta infiniment étroite mais une lorentzienne de largeur
I'. Nous admettons ici le résultat (46) (*) et étudions maintenant
comment un tel photodétecteur, de largeur I', répond a une excitation
en raie large (Awg > I') ou étroite (Awg < I).

(i) Excitation en raie large : Awg> I

La situation est en fait la méme que dans le paragraphe 4-b
précédent. Dans Pexpression (27), la fonction GR(¢t' —t") décroit
beaucoup plus vite avec t' — " que GX(¢t' —t") de sorte que, dans les
régions ol GR(¢t' —t") n’est pas nulle, 'exponentielle décroissante de
(46) peut étre remplacée par 1. L’introduction de I" n’a donc aucun
effet sur la probabilité d’excitation par unité de temps qui est toujours
donnée par (41).

(ii) Excitation en raie étroite : Awg < I’

C’est maintenant au contraire Gf(¢t' — ") qui décroit plus vite avec
t' —t" que GR(#' —t"). Dans les régions ot GJ(t' — t”) est non nulle,

(*) Ce résultat peut étre établi 2 partir du théoréme de régression quantique (voir
compléments C ;, et Ay).
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on peut considérer que GR(¢' — ") est purement monochromatique, de
fréquence @ = w, (si 'on suppose que le spectre du rayonnement

incident est toujours centré sur wg), et utiliser donc (43). Si I’'on reporte
(46) et (43) dans (27), il vient alors, si At > '™}

Pexc(At) ldab|2<E(_)E(+)> +® 'gi"l
= = e dr
-

4|dy|(EE)  0F
- #T T

compte tenu de la définition (45) de £2,.

Il est donc possible, méme avec une excitation monochromatique,
d’avoir une probabilité d’excitation de I'atome croissant linéairement
avec le temps, et non plus quadratiquement, comme c’était le cas avec
I' =0 (voir (44)). Nous justifions ainsi de maniére quantitative la
discussion du paragraphe B-4 du chapitre (voir également le paragra-
phe 3-b du complément C;, et notamment la formule (32) de ce
complément qui coincide avec (47)).

Pour que le calcul perturbatif précédent soit valable, il faut bien sir
que w, At <1, c’est-a-dire d’aprés (47)

(47)

r
At < — (48)
af

Par ailleurs, pour établir (47), nous avons supposé
r'l<a (49)

(pour que le ruban de la figure 3 puisse étre considéré comme trés
étroit). Ces deux équations ne sont compatibles que si

2,<Tl (50)

c’est-a-dire si 'intensité incidente est assez faible. Dans le cas contraire,
c’est-a-dire si 2, > I', At doit étre pris beaucoup plus petit pour que le
traitement perturbatif soit valable (At < 27'). La derniére exponen-
tielle de (46) reste alors pratiquement égale a 1 et on retrouve le résultat
(44) établi avec I' = 0.

5. Signaux de photodétection double

@) CORRELATION ENTRE LES SIGNAUX DE DEUX PHOTODETECTEURS

Considérons deux atomes 1 et 2, dont les centres de masses sont
suppos€s fixes en r; et r,, et qui sont soumis a un rayonnement incident
de densité spectrale telle que les deux atomes puissent étre considérés
comme des photodétecteurs a bande large.
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Sous I’effet de ce rayonnement incident, les deux atomes peuvent étre
ionisés. Nous nous proposons, dans ce dernier paragraphe, de calculer
la probabilité wy;(r;,t;;r,,15)dt,dt, pour que 'atome 1 soit ionisé entre
t, et t, +dt; et 'atome 2 entre ¢, et ¢, + dt,. En général, une telle
probabilité n’est pas simplement égale au produit de w;(r;,t,)dt; par
wi(ry,t,)dt, ol w; est le taux d’ionisation d’un atome seul. La fonction
w; permet donc de caractériser les corrélations entre les ionisations
produites par le méme champ en deux points et & deux instants
différents.

b) PRINCIPALES ETAPES DU CALCUL DE wy;

La démarche suivie est trés analogue a celle des paragraphes 2 et 3
précédents.
L’hamiltonien H du probléme est maintenant

H= HA] =+ HAZ -+ HR - dlE(rl) - dzE(rz) (51)

od H,; et d; sont 'hamiltonien et le dipdle de 'atome i (i = 1,2).
Considérons I'amplitude {c;,c,,i | U(At,0) |ay,a,,¢) pour qu’entre
les instants 0 et A¢, chaque atome i soit passé¢ de I’état fondamental
a; a l'état excité c;, le champ passant de I’état |@z) 2a I'état
| ). Comme il y a nécessairement deux interactions avec le champ, il
faut prendre le terme d’ordre 2 du développement perturbatif de

U(At,0) (voir formule (14) du complément A ).

1 4 & ' X7 (+ "\ 17
_},—ZJ d‘"J dt' {ci,c,n |[V(E)V (') |a1,82,05) (52)
0 0
t" >t
On ne s’intéresse pas aux processus ou le champ interagit deux fois avec
le méme atome. Comme V =V, + V,, on peut donc, dans (52),

remplacer V(t")V(¢') par V,(t")V,(t) + V,(t")V,(t'), ce qui donne

- ;‘13 LA’ dr” J;M dt' (|t |ay) (er|dy(r') |ar) x
t" >t'
x (| EC N (ry,t"y ECH)(r ,t') | @g) + termes analogues 1 2 2
(53)
Les opérateurs E ont été remplacés par E(*)| car la contribution des
E{X=), qui sont associés 4 des processus d'émission, est négligeable

devant celle des E£(*) pour des amplitudes od I’atome part de 1’état
fondamental (voir discussion 2 la fin du paragraphe 2-d plus haut).
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Comme les deux opérateurs £(*) de (53) commutent (ils ne contiennent
que des opérateurs d’annihilation qui commutent entre eux), ils
peuvent étre permutés (*). Intervertissons alors ¢’ et ¢” dans le
deuxieme terme de (53). Le regroupement des deux termes donne un
résultat équivalent au premier sans aucune restriction d’ordre sur
t' et t”

Pour obtenir la probabilité pour que les deux atomes soient excités
entre 0 et 4¢, il faut élever au carré le module du premier terme de (53)
(sans restriction d’ordre sur ¢’ et t”), puis sommer sur @ et sur
¢, # a; et ¢; # a,. Comme les termes ¢; = a, et ¢, = a, sont nuls par
suite du caractére impair de d; et d,, on peut les rajouter et faire
apparaitre ainsi des relations de fermeture conduisant a I’expression
suivante pour P, (A7)

1 At At At At
P,.(4) = pri J dt'; j dt", J dr’, J dt”, x
0

0 0 0
X (‘11|JL("2)51("1)|01> (a2|52(t"2)52(t”1)|a2) X
(er|E- eyt DEC gt "D E gt " E ) (xy L) Ry

(54)

Il convient la encore de noter I'ordre normal des opérateurs champs qui
figurent dans la fonction de corrélation d’ordre supérieur du champ
apparaissant dans (54).

Le fait que les deux photodétecteurs soient a bande large entraine que
les deux fonctions de corrélation de d; et d, décroissent beaucoup plus
vite avec t'y —¢'; et t"; — t", que la fonction de corrélation du champ.
Un calcul analogue a celui du paragraphe 3 plus haut permet alors de
transformer (54) en

A At
P [(4t) = 55, f dt’ J dr” x
0 0

X (EC etV EC Xyt VE eyt VE iy 1)) (55)

oll s, et s, sont des facteurs de sensibilité donnés par des expressions
analogues a (34).

Imaginons enfin qu’un obturateur masque le champ pour ’atome 1 a
partir de ¢; et un autre pour latome 2 & partir de £, ¢; et
t, étant tous deux inférieurs a Ar. Le calcul précédent demeure valable a
condition de remplacer V, et V, par V,6(t; — 1) et V,8(t; — 1) on
8 est la fonction de Heaviside. La probabilité d’avoir I’atome 1 ionisé

(*) Voir cependant la remarque a la fin du paragraphe ou I'on envisage un calcul plus
précis tenant compte des atomes sources, a I'origine du rayonnement incident.
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entre 0 et ¢, et 'atome 2 ionisé entre 0 et ¢, est donnée par une formule
a a 4 6

analogue a (55) ou J dt’J dt" est remplacé par dt’ J. dt”. 1l
0 0 0 0

suffit alors de dériver cette probabilité d’excitation par rapport a

1, et a t, pour obtenir la probabilité élémentaire w;; définie dans le

paragraphe 5-a plus haut et qui vaut donc

wi(ry,tEp,t,) = $15) <E( - )(rl’tl)E( Ao 1) (1) E¢ )(rl’t1)>
(56)

Notons enfin que, les opérateurs £~ et E(*) ne commutant pas
entre eux, wy; ne peut pas étre écrit sous la forme d’une valeur moyenne
d’un produit de deux intensités en r;,t; et ry.t,

wir(ry,t150,t0) # 518, I(rt)(rp.t5)) (57)

I(rit) = EC@ e )EC ) (=1,2)

Cette non commutation de E(-) et E(*) est a Porigine d’un certain
nombre d’effets quantiques observables sur les signaux de photodétec-
tion double (*).

Remarque

Dans tout ce qui précéde, nous avons supposé le rayonnement incident
libre. Plus précisément, en I'absence d’atomes photodétecteurs, les
hamiltoniens (1) et (51) se réduisent & Hy. Dans certains cas, il peut étre
intéressant d’inclure les sources du rayonnement incident, si 'on veut par
exemple relier les signaux de détection fournis par les photodétecteurs a
des fonctions de corrélation du dipole de I'atome émetteur (c’est ce que
nous faisons par exemple dans le paragraphe D-1 du chapitre V). Dans ce
cas, Hy doit étre remplacé dans (1) et (51) par

ol Hj est I'hamiltonien de l'atome source et Vg linteraction entre le
rayonnement et ’atome source. Le calcul des probabilités d’excitation des
atomes photodétecteurs est trés analogue a celui fait dans ce complément.
Toutefois, il faut maintenant passer en représentation d’interaction par
rapport a H, + H, + Hg + V ¢ et non plus par rapport & H, + Hy. Les
opérateurs de champ libre E{*)(r,1) de ce complément doivent étre alors
remplacés par les composantes de fréquence positive et négative
E! *)(r,t) de I'opérateur champ E(r,t), couplé a I'atome source, et pris dans
le point de vue de Heisenberg vis-a-vis de I'hamiltonien (58).

(*) Voir par exemple « Photons et Atomes — Introduction a PElectrodynamique
Quantique », complément A ;.



144

Description de quelques processus AgS

Les signaux de photodétection simple étudiés dans les paragraphes 3 et 4
ci-dessus gardent la méme forme, 3 condition de remplacer £*)(r,r) par
E*Xr,0). Ainsi, le taux de comptage simple fourni par un photodétecteur
a bande large est proportionnel 3 { E(=Xr,t)E‘*Xr,t)) . Un photodétecteur
a bande étroite mesure la densité spectrale du champ a sa fréquence
wg, cest-d-dire la transformée de Fourier de (E)Xxt)E)Ar,t")),
évaluée en w,.

Le calcul du taux de comptage double exige un peu plus de précautions.
Ainsi, dans I'expression (53), les opérateurs E(*Xr;,t") et E(*)(r,,t"), qui
remplacent £ *)(r;,2") et E(*)(r,,t"), ne commutent plus entre eux et il
n’est plus possible de regrouper les deux termes de (53) en une seule
intégrale double. Il faut é&valuer séparément les deux termes et bien
respecter l'ordre temporel ">t dans les deux produits
E )yt EC (xy,t") et ECH)(ry,t") ECH(r,,t'). Cependant, dans la suite du
calcul, un seul de ces deux produits contribue au taux de comptage double
wi(ry,ty ; y,t,), le premier si ¢, >¢;, le second si ¢; >t,. Finalement, si
t, >t,, la formule (56) reste valable, 4 condition de remplacer les
E&)(r,t) par E‘*Xr,t). Si par contre t, >1¢,, il faut intervertir r,,¢, et
r,,t5. En présence de sources, les fonctions de corrélation d’ordre supérieur
du champ qui apparaissent dans les signaux de photodétection doivent
donc étre rangées, non seulement avec les composantes de fréquence
positive & droite des composantes de fréquence négative, mais également
avec les temps croissant de I'extérieur vers l'intérieur.

REFERENCES GENERALES

Glauber, Nussenzweig.
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COMPLEMENT By,

CORRECTIONS RADIATIVES
DANS LE POINT DE VUE DE PAULI-FIERZ

Dans la partie E, nous avons étudié des processus au cours desquels
des photons sont émis de fagon transitoire, puis réabsorbés. Ces
processus se traduisent par des modifications des propriétés effectives
des systémes émetteurs, atomes ou particules : ce sont les corrections
radiatives. Une particule, un atome, sont ainsi accompagnés en
permanence d’un nuage de photons virtuels. Ces photons décrivent
I'état du champ transverse en présence de la particule ou de I’atome. En
effet, en présence de charges, le champ électromagnétique est la somme
du champ coulombien des charges et du champ transverse (voir
appendice, §1). Le champ coulombien n’est donc qu’une premiére
approximation du champ réel. Classiquement, le champ électromagnéti-
que qui accompagne une particule en mouvement uniforme comporte,
en plus du champ coulombien, un champ magnétique linéaire en
v/c, et une correction au champ électrique coulombien en v2/c% Ces
deux derniers champs dérivent du potentiel vecteur transverse. Quanti-
quement, le champ transverse ne décrit donc pas uniquement le
rayonnement produit par les particules (qui d’ailleurs est nul pour une
particule en mouvement uniforme), le rayonnement incident, ou les
fluctuations du vide. Il décrit également la partie du champ dépendant
de la vitesse des particules et qui leur est en quelque sorte liée, tant que
cette vitesse ne change pas. C'est ce champ que décrit le nuage de
photons virtuels.

Il est alors tentant d’essayer de prendre comme états non perturbés
du systéme champ + particules de nouveaux états qui incluent la partie
du champ transverse qui est liée aux particules. Plus précisément, il
s’agit de trouver une transformation unitaire telle que, dans les
nouveaux €tats non perturbés représentant les particules en présence du
« nouveau vide », chaque particule soit accompagnée du champ trans-
verse associé a sa vitesse. La transformation que Pauli et Fierz (*) ont
introduite pour étudier I'émission de rayonnement de basse fréquence
au cours d'une collision électronique (probléme dit de la « divergence
infrarouge ») réalise cet objectif sur une partie du spectre des modes du
champ. Elle n’est en effet simple que dans la mesure ol elle est limitée
aux modes de grandes longueurs d’onde.

Dans le paragraphe 1, nous déterminons le champ transverse li€ a une

(*) W. Pauli and M. Fierz, Nuovo Cimento 15, 167 (1938).
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particule classique et établissons 'expression de la transformation de
Pauli-Fierz pour une particule quantique localisée. L’effet de cette
transformation sur les observables du champ et de la particule, et en
particulier sur I’hamiltonien, est analysé dans le paragraphe 2. Nous
montrons ensuite (§ 3) que le nouvel hamiltonien contient explicitement
la correction de masse 8m, rencontrée dans la partie E de ce chapitre,
et une correction a l’énergie potentielle permettant de comprendre
physiquement le déplacement de Lamb. Un autre résultat important est
que les particules ne sont couplées au nouveau champ transverse qu’a
Pordre 2 en g, et seulement si elles sont accélérées. Si elle est
intéressante pour discuter des corrections radiatives a I'approximation
des grandes longueurs d’onde, la transformation de Pauli-Fierz n’est
pas simplement généralisable. Ses limitations sont discutées 4 la fin du
complément.

1. La transformation de Pauli-Fierz

@) HYPOTHESES SIMPLIFICATRICES - POSITION DU PROBLEME

Pour simplifier au maximum les calculs et mettre I'accent sur les idées
physiques, nous considérons une seule particule «, localisée au
voisinage de 'origine par un potentiel extérieur U,(r). De plus, nous ne
tiendrons compte que des modes dont le vecteur d’onde a un module
inférieur 4 une borne k), telle que les variations spatiales des champs
correspondants soient négligeables sur V'extension a, des fonctions
d’'onde de la particule dans le potentiel U,(r). L’approximation des
grandes longueurs d’onde est alors applicable & tous les modes
considérés, de sorte que l'interaction de la particule avec le champ
transverse sera caractérisée par A(0) (le développement de A est limité
aux modes |k| < k). L’hamiltonien en jauge de Coulomb s’écrit :

H= 2;1“ [Pe — 9. A0 P + 8o + g, U.(ry) +
+ J &% Y ho [a:(k)ae(k) + % ] W

ol le symbole < signifie que Vintégrale est limitée a |k} <k,. Les
opérateurs a.(K) et a} (k) caractérisent le champ transverse fozal.
Notre objectif est de trouver une transformation unitaire 7, permet-
tant de séparer le champ transverse li€ & la particule du champ total, et
conduisant 4 une nouvelle formulation de I'électrodynamique dans
laquelle les états libres de la particule incluent ce champ transverse.
Dans la nouvelle représentation, les opérateurs a (k) et a} (k) doivent
caractériser le champ transverse qui n’est pas lié a la particule. La
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premiere étape d'un tel programme consiste donc & déterminer le
champ transverse li€ & une particule.

b) CHAMP TRANSVERSE LIE A UNE PARTICULE CLASSIQUE

Considérons la particule @ en mouvement uniforme, avec une vitesse
v,. Le champ qui I'accompagne est bien connu en électrodynamique
classique. Il dérive par exemple des potentiels retardés (*) :

,,(rf,t-l_r_—_r’_l)

_ 3. c
DPp(r,t) = J dr Fre P (2.a)
ey
Ap(r,t) = | d¥ 2.b
r(r?) J dmeec?|r —r'| 2)

p(r',t") et j(r’',t') étant les densités de charge et de courant associées a
la particule «. Pour une particule arrétée (v, = 0), @p(r) se réduit au
potentiel coulombien et Ap est nul. Pour une particule en mouvement,
les équations (2) donnent les potentiels de Liénard-Wiechert, dont le
développement a 'ordre 1 en v, s’écrit :

9a
¢>P(r,t) = m + ... (33)
Ap(rt) = —de¥e (3.b)

drrenc?r —r,|

ou r, est la position de la particule & Pinstant t. Le premier terme de
(3.b) n’est autre que le potentiel vecteur utilisé habituellement en
électrocinétique pour décrire, a la limite quasi-statique, les effets
magnétiques. La transformation de Pauli-Fierz néglige les termes
d’ordre supérieur en v, et ne prend en considération que ces premiéres
corrections au champ coulombien, en assimilant de plus v, a
p./m,. Cette derniére approximation revient a négliger le deuxieme
terme de l'expression [p, — q,A(r,)]/m, de v,, qui donnerait une
contribution en 2. Nous calculons donc le champ lié  la particule au
premier ordre en p, et g,. Les potentiels (3.2) et (3.b) ne satisfont pas
la jauge de Coulomb, puisque ¢, difféere du potentiel coulombien par
des termes d’ordre 2 en v, /c ne figurant pas explicitement dans (3.a) et
que Ap a une divergence non nulle. Les potentiels qui décrivent le
méme champ en jauge de Coulomb sont, d’'une part le potentiel

(*) Jackson, chapitre 6, Landau et Lifchitz, Théorie du Champ, §§ 62 et 63 ; voir aussi
« Photons et Atomes - Introduction & I'Electrodynamique Quantique », exercice 4 du
complément C,.
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coulombien, et d’autre part, la partie transverse de Ap (puisqu’un
changement de jauge ne modifie pas la partie transverse du potentiel
vecteur et que le potentiel vecteur est purement transverse en jauge de
Coulomb -voir appendice, §§ 1-b et 1-c). Pour obtenir la partie
transverse du potentiel vecteur (3.b), il suffit de I'écrire sous forme
d’une transformée de Fourier et de ne garder, pour chaque valeur de
k, que la projection du champ sur le plan perpendiculaire 2
k. On obtient ainsi :

AL 9e  e(ePa) ike-r,)
Apu) - [ Sy S Sl @
ou encore
Arae) = [ % (Y s @ et ice]l
avec
B (k) = S ©)

Mo \/25 ho(2m)?

La quantité B.(k) est donc la valeur de la variable normale décrivant
comment le mode (k,e) est excité par le mouvement de la particule. Il
faut noter que I'état du systteme champ + particule caractérisé par
p. et les B (k) est stationnaire : en Pabsence de perturbation extérieure,
le mouvement de translation uniforme de la particule et du champ
associé persiste indéfiniment.

Remarque

Au lieu de partir des potentiels retardés, puis de revenir en jauge de
Coulomb, nous aurions pu déterminer directement Pexpression de
Ap , en intégrant les équations du mouvement des variables normales du
champ (équation (18.b) de Pappendice) en présence du courant associé  la
particule en mouvement uniforme. C’est ce qui est fait dans I’exercice 9. A
I'ordre le plus bas en g, et p,, on retrouve alors (6).

Dans le probleme considéré ici, la particule se déplace dans le
potentiel Uy (r) et son mouvement n’est pas uniforme. Le potentiel
Ap | (r) ne décrit donc pas le champ transverse exact autour de la
particule, méme a lapproximation considérée. C’est le champ qui
devrait accompagner le mouvement de la particule s’il était uniforme. Il
correspond donc a I’état stationnaire du systéme champ + particule
« tangent », & cet instant, a son mouvement réel. Si 'on ne connait que
les valeurs des variables dynamiques r, et p, de la particule a l'instant
t, la somme du champ coulombien et de celui qui dérive de
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Ap | (r) représente la meilleure approximation du champ réel que l'on
puisse construire a partir de ces deux données.

Comme nous ne considérons ici que les modes pour lesquels
I'approximation des grandes longueurs est valable, il convient de faire
k.r, =0 dans (4) et (6). Il vient donc finalement

1

Ma® | [2ehwr(2m)’

Q)

B (k) =

et (%)

dk q. €(e.py) pikr

Ap(r) = .Cn ) & Z (®)

2
maec? Kk

¢) DETERMINATION DE LA TRANSFORMATION DE PAULI-FIERZ

Maintenant que nous avons identifié le champ transverse lié a la
particule, nous pouvons revenir a la théorie quantique. Nous utilisons le
point de vue de Schrodinger ol les opérateurs sont indépendants du
temps. En théorie quantique, l'’équation (7) définit un opérateur
B (k) relatif a2 la particule (B.k) ne dépend que de la variable
dynamique p, de la particule qui est représentée par 'opérateur
— iV, ).

Nous cherchons une transformation unitaire T qui soustrait du champ
transverse total le champ transverse lié 4 la particule. Pour cela, il suffit
qu’elle translate chaque opérateur 4 (k) de la quantité B (k) déterminée
précédemment :

Tas(k) T = ae(k) + ﬁ e(k) (9)

Nous verrons dans le paragraphe suivant qu’une telle transformation
permet bien de soustraire le champ transverse Lié a la particule du
champ transverse total. Auparavant, donnons la forme explicite de
T.

Comme fB,(k) ne dépend que d’un seul opérateur de particule,
P. » et que B.(k) commute avec tous les opérateurs de rayonnement,
I'équation (9) peut étre considérée comme définissant une simple
translation pour les a et a*. Or, un tel opérateur de translation est bien
connu (voir formules (66) et (67) de I'appendice). 1l s’écrit

T = exp U %y (B (k) a k) - B (k) al(K)] (10)

(*) Pour simplifier les notations, I'indice 1 scra désormais omis dans A, | .
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Ayant ainsi déterminé la transformation, nous allons maintenant
déterminer la correspondance entre grandeurs physiques et opérateurs
mathématiques dans le nouveau point de vue, ainsi que le nouvel
hamiltonien.

2. Les observables dans le nouveau point de vue

a) TRANSFORMATION DES CHAMPS TRANSVERSES
Dans le point de vue de Coulomb, noté (1), les opérateurs mathémati-
ques

A(r) = J' d*k Y A, la k) e e®" rar(k)ee *]  (11.a)

B = |

<

PkYi€la&)ee™ ~alf(k)ee ™ ] (11.b)

représentent respectivement le potentiel vecteur transverse (total) et le
champ électrique transverse (voir appendice, § 1-f)
A(r) = AYr) (12.a)
E, (r) = E{(r) (12.b)
L’opérateur représentant le potentiel vecteur transverse total dans le
nouveau point de vue, noté (2), est le transformé de AW(r) par
T et sécrit :
AP =TAY) T = TAX) T* (13)
En utilisant 'expression (11.a) de A(r) et les formules (9) et (7), on
obtient alors :
A%(r) = A(r) + Ap(r) (14)

ol A(r) est, de nouveau, l'opérateur mathématique (11.a), et ol
Ap(r) est donné par (8), p, étant considéré maintenant comme un
opérateur. Comme Ap(r) ne dépend que de p,, et que p, commute avec
T, Ap(r) est invariant par T et représente donc, dans les deux points de
vue, la méme grandeur physique, a savoir le champ transverse lié¢ a la
particule :

Ap(r) = AR(r) = AP(r) (15)
La combinaison de (14) et (15) donne alors :
A(r) = A®(r) — AP(r) = 5 AD(r) (16)

L’opérateur A(r) décrit donc, dans le nouveau point de vue, la
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différence entre le champ transverse total A®(r) et le champ transverse
lié a la particule ARX(r), différence que nous avons notée 5§ A®(r). Le
résultat obtenu est donc conforme au but que nous nous étions fixés en
introduisant la transformation T.

De fagon analogue, le champ électrique transverse est représenté
dans le nouveau point de vue par:

EPr)y =TEQ@) T* =TE, (r) T* (17)
d’aprés (12.b). En utilisant 'expression (11.b) de E, (r) et I'équation
(9), on peut vérifier que

TE, (r)T* =E, (r) (18)

de sorte que l'opérateur E| représente toujours le champ électrique
transverse dans le nouveau point de vue :

E, (r) = EP(r) (19)

Un tel résultat n’est pas surprenant. L’écart du champ électrique par
rapport au champ coulombien est en V5 /c2 et notre calcul de
B .(k) ne prend en compte que les termes linéaires en v,.

b) TRANSFORMATION DES VARIABLES DYNAMIQUES DES PARTICULES

Revenons & 'expression (10) de T. Compte tenu de (7), il est possible
d’écrire (10) sous la forme :

T = exp { %%— pa.z(O)] (20)

ot Z(r) est un champ quantique (*) défini par :
Ak k) .
Z(l’) - J' 3k z ‘:S ( ) ,a_.(_ze"k'r:' (21)
24w (277)3 lw lw

Etudions maintenant comment se transforme la position de Ia
particule qui, dans le point de vue de Coulomb, est représentée par
Popérateur r,, multiplication par r,

Y =r, (22)

Comme I'opérateur de particule p, commute avec I’opérateur de champ

(*) Une transformation analogue peut étre introduite pour une particule interagissant
avec un champ extérieur classique. Voir W.C. Henneberger, Phys. Rev. Lett. 21, 838
(1968), ou encore « Photons et Atomes — Introduction a I'Electrodynamique Quanti-
que », § B-4 du chapitre IV.
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Z(0), (20) est également un opérateur de translation pour r,, et il
vient :

=171 =r_ + g«.i Z(0) (23)

Le dernier terme de (23), que nous noterons €,, a la méme forme dans
les deux points de vue puisque Z(0) commute avec lui-méme :

£ = 2 7(0) = £ = £2 @4

La signification physique de £, s’obtient en calculant, & I'ordre 1 en
q., sa dérivée seconde par rapport au temps a l’aide de I’équation de
Heisenberg. A I'ordre le plus bas en g, on peut remplacer ’hamiltonien
total par Hy pour évaluer (dans le point de vue (1)) la vitesse de
variation de Z(0). Chaque dérivation temporelle de a.(k) revient alors a

multiplier a,(k) par — iw. On en déduit que Z = E, et par suite que
my &€, = g, E, (0) + termes d’ordres supérieurs en q , (25)

La variable §, représente donc le mouvement qu’aurait la particule si
elle était soumise au seul champ transverse (& 'ordre 1 en gq,) : C’est la
réponse linéaire de la particule libre & E, (0). Le report de (24) dans
(23) donne alors :

r, =r? g0 (26)

et montre que, dans le point de vue (2), Popérateur r, représente la
« position moyenne » de la particule autour de laquelle cette particule
effectue le mouvement de vibration £2. Nous noterons cette position
moyenne r'? :

r, =r'y (27)

Considérons maintenant I'autre variable dynamique p,. Comme il
commute avec T, 'opérateur p, représente la méme grandeur physique
dans les deux points de vue :

p=pY=p (28)
Nous verrons plus loin, une fois que nous aurons établi 'expression de
Phamiltonien H®, que p@ est simplement relié a la « vitesse moyenne »
[e"@HP) /i
Il est intéressant & ce stade de rapprocher 'une de lautre les
équations (16) et (26) donnant le sens physique des opérateurs
A(r) et r, dans le nouveau point de vue. Il apparait alors que la
transformation T revient & tenir compte a I'avance de la « réponse
linéaire » de chacun des deux systémes couplés (la particule ou le champ
transverse) & I'autre. L’équation (16) exprime en effet que le champ



By.2 Point de vue de Pauli-Fierz 153

transverse, produit 4 I'ordre 1 en g, par la particule, est soustrait du
champ total, alors que (26) exprime que le déplacement de la particule,
produit & Pordre 1 en g, par le champ, est soustrait de la position
instantanée. Comme, dans le nouveau point de vue, chaque opérateur
d’un systéme décrit I’écart de la grandeur physique correspondante par
rapport a sa réponse lin€aire & I'autre systtme, on devine aisément que
le nouvel hamiltonien ne doit plus contenir de termes d’interaction
linéaire en g, entre la particule et le champ transverse. C’est ce que
nous allons vérifier maintenant en calculant H®.

¢) EXPRESSION DU NOUVEL HAMILTONIEN

L’hamiltonien H® en jauge de Coulomb est I'opérateur H écrit en
(1). On obtient donc, en utilisant (13), (14), (28), (23) et (9) :

HO = THOT* =THT* =
1

a qa
= Q_"Z [Pa - qu(O) - quP(O)]Z + Ecow + ane (ra + —r;z_a Z(0))

v | ergho [@m+srEm B +1] @

Dans le premier terme de (29), apparait Ap(0), qui s’écrit, compte
tenu de (8):

4. €(e.p.)
Ar0) = f (277')3zm gc? k2 30)

La sommation sur les polarisations transverses € (voir formule (54) du
complément A;), puis lintégrale sur la direction et le module de
k ne présentent pas de difficulté et donnent :

A0 i 31
9.Ap(0) = p, P~ @31
ou la masse ém,, qui est d’ordre 2 en q,, vaut:
2
Qa kM
ém, = —— 32
3601726‘2 ( )

Le premier terme de (29) est donc, compte tenu de (31), égal a

5m, 2
2”]'.1 |:pa (1“ n:n )_qu(o)] =

P’ 1 dm, \? 4a 1 ém,
" 2m, ( T m, ) m,\  m, Pa-

(33.a)
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Comme, d’aprés (32), ém, est d’ordre 2 en gq,, les termes en
q.8m, et 8m? de (33.a) sont respectivement d’ordre 3 et 4 en
q., de sorte qu’il est possible, a I'ordre 2 inclus en q,, de les négliger et

d’écrire le premier terme de (29) sous la forme (*) :

2 2 2
Pe P, 26m, q, da
e ams e " m, PeA@ o

(A(@)*  (33.b)

Considérons maintenant la derni¢re intégrale de (29). Elle donne
naissance a trois types de termes. Le premier, en a*a, a la forme d’un
hamiltonien de champ libre. Le second, linéaire en a et a*, de méme
qu'en B et en B 7, nest autre, compte tenu de (7) et de (11.a) que
QP -A(0)/m,. Enfin, le troisitme, qui fait intervenir 8*8, est
quadratique en p, et vaut (p%/2m,) (8m,/m,). Le troisiéme terme de
(29) est donc égal a:

2
3 , 142 P
Ld kY o 070000 +3 | + 75 p0rh0) + 5

(33.¢)

Lorsqu’on ajoute (33.b) et (33.¢), les termes en p,.A(0) se compensent
exactement ; le deuxiéme terme de (33.b) et le troisiéme terme de
(33.c) se combinent pour donner — (p2 /2m,)(8m,/m,). Finalement, a
Yordre 2 en g, pour le terme d’énergie cinétique, H® se met sous la
forme :

H® = H', + Hyg (34.2)
ol
2 8
H,a — pﬂ (1 _ ma ) +
2m, m,
q q;
+ 0,0, (10 4 52O ) 4 e+ g (AOY G41)
et ou
Hp = f &k ho Y <a:(k) a,(K) +% ) (34.0)

(*) Il est possible bien siir de conserver tous les termes de (33.a). Si Pon modifie en
plus légérement la masse m, qui apparait dans 'expression (20) de 7, on peut alors
obtenir pour H @ yne expression qui, tout en restant compacte, est exacte a tous les ordres
en q, (voir remarque (i) a la fin du paragraphe suivant g).
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3. Discussion physique

a) CORRECTION DE MASSE

Pour interpréter le premier terme de (34.b), commengons par
analyser le sens physique de p,. Dans le point de vue de Heisenberg,
I’équation du mouvement de r, s’écrit :

r

o

1 @29 _ Pe _dma )\ Pa
—i—h[r“’H ]—E 1 m., —m;" (35)

m: = ma -+ ama (36)

(1a derniére égalité de (35) est valable a I'ordre 2 en ¢q,). Compte tenu
de (27) et (28), I'équation (35) donne alors ;

pY =m} v'? (37

et exprime que p? est la quantité de mouvement associée 2 la position
moyenne de la particule, la masse m, €tant remplacée par m¥. Le
premier terme de (34.b), qui peut s'écrire p/2mX, représente donc
I'énergie cinétique associée au mouvement moyen de la particule.

La correction de masse 8m,, donnée en (32), représente la contribu-
tion des modes de grande longueur d’onde a la masse électromagnétique
de la particule. En revenant aux termes de I’hamiltonien de Coulomb
qui sont a l'origine de la correction — (p2/2m,) (8m,/m,) apparaissant
dans le premier terme de (34.b), on constate que cette correction,
globalement négative, est la somme de deux contributions : ’énergie du
champ transverse lié a la particule (terme en B*B de la derniére
intégrale de (29)), qui est positive, et I'énergie d’interaction de la
particule avec son propre champ transverse, qui est négative et deux
fois plus grande en module que la précédente (terme en — 2p,.Ap(0) du
premier terme de (29)). La correction d’énergie cinétique en &mr,
représente donc I’énergie propre et 'énergie d’interaction du champ
transverse lié a la particule. C’est également cette correction d’énergie
qui a été étudiée directement dans le point de vue (1) dans le chapitre
(formule (E.4)).

Remarque

Revenons sur le calcul de H® présenté au paragraphe 1-f plus haut et
supposons que 'on change m, en m* = m, + 6m, dans I'expression (20)
de T

1 ] q" ’
T' = exp [lﬁﬁ pa.Z(0)] (20"
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Pour obtenir la transformée du terme d’énergie cinétique de H™ par
T', il suffit alors de remplacer dans le crochet de la premiére ligne de (33.a)
édm,/m, par 8m,/mF, ce qui conduit & remplacer (33.a) par

1 om, 1 m, 2
2ma [pa (1_ m: ) ~qa A(o)} 2m [pa _qu(o)] =

P, M, qu
= ImFmE " mE P A(0)

(33'.2)

De méme, pour obtenir la transformée du terme Hy de HY, il suffit de
remplacer m, par m¥ dans (33.c), ce qui donne

9. P, om, ,
HR + Z‘;paA(O) + i—)‘n—-:?:- (33 .C)

Lorsqu’on ajoute (33’.a) et (33'.c), les termes en p,.A(0) se compensent
toujours exactement et les termes en p?/2m* se combinent pour donner
exactement p2/2m¥*. Finalement, on obtient pour H® = T"HY 7+
expression compacte qui généralise (34) et qui reste valable a tous les
ordres en g,

H® = T HOT™
2
Pa
= Zmg T 49U (

+ :1“* ¥Z() )

a

(34

L’expression (34') de H® est particuliérement intéressante pour I'étude de
certains problémes comme celui de la « catastrophe infrarouge » (voir
exercice 9). En effet, si les éléments de matrice du second terme de
{34") sont calculables exactement, on peut étudier des processus physiques,
comme la diffusion d’une particule chargée par un potentiel, au premier
ordre vis-a-vis du potentiel extérieur, mais a tous les ordres vis-a-vis du
couplage avec le champ transverse.

NOUVEL HAMILTONIEN D’INTERACTION ENTRE PARTICULE ET
CHAMP TRANSVERSE

C’est uniquement dans le second terme de (34.b), qui peut s’écrire

9a

Ufr, +&,) compte tenu de (24), qu’apparaissent a la fois des

variables des particules (r,) et du champ transverse (Z(0)). Comme
nous l'avions deviné a la fin du paragraphe 2b, il n’y a plus de terme
d’interaction linéaire en g, entre particule et champ transverse. Le
terme d’ordre le plus bas s’obtient en développant g, Ufr, + €,) en
puissances de &, et s’écrit, d’apres (24) :

980V UE,) = 40 Z0). ~= V U(r,) (38)
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Il est bien d’ordre 2 en q,, mais c’est un terme a un photon car
Z(0) est, d’apres (21), une superposition linéaire des a; et a;". Le terme
q,V U,r,)/m,, qui apparait dans (38), est, au signe prés, le quotient
par m, de la force électrique extérieure agissant sur la particule, et
évaluée en r, qui est la position moyenne de cette particule. L’hamilto-
nien d’interaction (38) décrit donc le couplage du champ transverse
Z(0) avec I'accélération du mouvement moyen de la particule dans le
champ extérieur. Un tel résultat rappelle le fait que, classiquement, le
champ rayonné par une particule chargée est proportionnel & son
accélération. Comme le nouveau champ transverse est essentiellement
le rayonnement, il est naturel que ce soit 'accélération de la particule
qui soit couplée a ce champ.

Le terme suivant dans le développement en puissances de Z du
second terme de (34.b) s’écrit

2
39a—s T Z0) Z(0) (VVULr.) (39)

C’est un terme & deux photons car il est quadratique en Z. Il est d’ordre
3 en q,.

Le nouveau point de vue est particulierement commode pour étudier
Ieffet des fluctuations du vide sur les niveaux d’énergie atomiques.
Etudions la valeur moyenne dans le vide de photons des hamiltoniens
d’interaction (38) et (39). Celle de (38) est nulle. Par contre, la
moyenne de Z,Z; est non nulle pour i =j et représente I'écart
quadratique moyen du mouvement de vibration de la particule sous
I'action des fluctuations du vide. La correction au potentiel U,(r,)
résultant de la moyenne dans le vide de (39) représente donc 'effet du
« moyennage » du potentiel U, par la particule au cours de son
mouvement de vibration. Par exemple, pour 'atome d’hydrogéne,
U, est un potentiel coulombien, de sorte que :

zﬁmm=—§an (40)

ol g est la charge du proton. L’effet de moyennage se traduit alors par
un potentiel effectif :

g§#<#xmaa (41)

qui relévera légérement les énergies des états s(/ = 0). Telle est
I'origine physique (*) de la levée de dégénérescence observée expéri-

(*) T.A. Welton, Phys. Rev. 74, 1157 (1948).
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mentalement entre 'état 25y et I'état 2p; (déplacement de Lamb) et
discutée dans le paragraphe E-1-b du chapitre. En fait, il faut également
tenir compte de I’effet du couplage (38) avec le champ transverse au
deuxiéme ordre : il en résulte une correction de (41), qui concerne
essentiellement la contribution des modes dont les fréquences sont les
plus basses (voir exercice 7). Il faut également remarquer que nous
n’avons évalué ainsi que la contribution des modes pour lesquels
lapproximation des grandes longueurs d’onde est justifiée.

Remarques

(i) Examinons enfin les deux derniers termes de (34.b). £, est énergie
du champ de Coulomb de la particule. D’apres le raisonnement qui permet
de passer de (24) a (25), A(0) est, au premier ordre en g, et au signe preés,
la vitesse de Z(0). Le dernier terme de (34.b) peut donc s’écrire :

1 [ 9. Z(0) T 1
mu =

3 =3 m, & (42)

a

It représente donc 'énergie cinétique du mouvement de vibration de la
particule dans le champ transverse. Enfin, le dernier terme de (34.a) est
I’énergie du champ transverse dans le nouveau point de vue, c’est-a-dire
Pénergie du champ transverse non li€¢ a la particule.

(ii) La disparition des termes linéaires en q, dans le nouvel hamiltonien
d’interaction est une propriété intéressante qui peut &tre utilisée pour
caractériser des transformations unitaires plus générales que la transforma-
tion de Pauli-Fierz. Supposons par exemple que 'on effectue sur '’hamilto-
nien en jauge de Coulomb d’un systtme de deux particules couplées au
champ transverse une transformation unitaire qui élimine les termes
d’interaction linéaires en g, et g,. Les effets en q,g,, qui étaient décrits
dans le point de vue de Coulomb par un échange de photons transverses
entre les deux particules (interaction courant-courant étudiée dans le
paragraphe F du chapitre II), doivent alors apparaitre explicitement dans
le nouvel hamiltonien des particules. En effet, dans le nouveau point de
vue, tout échange de photons conduirait a des effets d’ordre supérieur 4
q.95- La méme démarche peut €tre suivie pour établir des hamiltoniens
d’interaction magnétique entre deux particules possédant des spins (voir
par exemple I'exercice 11).

¢) AVANTAGES DU NOUVEAU POINT DE VUE

Finalement, si on se limite & I'ordre le plus bas en g, et a U'effet des
modes de grande longueur d’onde, le point de vue de Pauli-Fierz
présente de nombreux avantages.

Tout d’abord, les corrections radiatives se traduisent par des modifica-
tions simples des termes d’énergies cinétique et potentielle de la
particule, dont le sens physique est trés clair.

Ensuite, Pinteraction entre la particule et le nouveau champ trans-
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verse, qui est associé aux photons « réels », est beaucoup plus physique
dans la mesure ol elle fait intervenir directement I'accélération de la
particule. L’étude de I’émission de rayonnement de basse fréquence au
cours d’une collision s’en trouve considérablement simplifiée (voir
exercices 8 et 9).

Enfin, les états asymptotiques d’un processus de collision ont une
forme beaucoup plus simple dans le nouveau point de vue. En effet, en
dehors de la zone d’action du potentiel U,, I'hamiltonien (34) (ou
(34")) se réduit a la somme d’un hamiltonien de particule libre et d’un
hamiltonien de rayonnement. Les états asymptotiques de diffusion se
présentent alors comme des simples produits d’une onde plane de
particule par un état de rayonnement. Par contre, dans le point de vue
de Coulomb, l'interaction entre la particule et le champ transverse
subsiste dans I’état initial et dans I’état final, puisque cette interaction
fait intervenir la vitesse de la particule qui, & la différence de
Paccélération, ne s’annule pas avant la collision et apres la collision. La
particule incidente ou diffusée est donc, dans le point de vue de
Coulomb, « habillée » d’un nuage de photons « virtuels », et la construc-
tion d’états asymptotiques corrects est alors plus complexe (voir
complément B, § 2).

Tous les avantages précédents ne doivent pas cependant faire oublier
les limitations du point de vue de Pauli-Fierz. 11 y a tout d’abord
lapproximation des grandes longueurs d’onde. On pourrait s’en
affranchir, au prix de calculs plus complexes utilisant des transforma-
tions unitaires qui éliminent les termes d’interaction linéaires en
g (voir remarque (ii) du paragraphe 3-b), ou qui consistent a remplacer
dans (20) Z(0) par Z(r,)(*. Il y a aussi des limitations plus
fondamentales que nous abordons maintenant.

d) CRITIQUE DE LA NOTION DE CHAMP LIE A UNE PARTICULE

L’idée de séparer le champ li€ a I’électron du champ libre représente
une premiére version de I'idée de « renormalisation » envisagée par
H.A. Kramers dés 1938 (**). Ce dernier a essayé de construire une
théorie classique, puis quantique, dans laquelle le champ lié a I’électron
et le reste du champ électromagnétique sont constamment distingués.
La contribution du champ électromagnétique a la masse de la particule
proviendrait alors uniquement du champ lié. C’est effectivement ce qui
se passe a lordre le plus bas: la correction a I’énergie cinétique
apparaissant dans le premier terme de (34.b) provient du champ
transverse li€ a la particule et peut étre interprétée comme étant
associée a4 une correction de masse.

(*) Voir par exemple E.A. Power and T. Thirunamachandran, Am. J. Phys. 46, 370

(1978).
(**) H.A. Kramers, Nuovo Cimento 15, 108 (1938).
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En fait, on ne peut pas avancer trés loin dans cette direction. La
notion méme de champ lié 4 une particule doit étre critiquée. Elle n’a
de sens que pour une particule classique en mouvement uniforme. Des
que la particule accélére ou ralentit, les champs A, et Ep, fonctions de
r, et p,, changent instantanément dans tout ’espace. De tels champs ne
peuvent donc étre considérés, dans une théorie relativiste, comme des
champs physiques. Dans le cadre quantique, une autre difficulté
apparait: on ne peut pas imposer a la particule un mouvement
rectiligne uniforme. On peut seulement résoudre les équations de
Heisenberg couplées des observables du champ et des observables de la
particule, pour une particule initialement en mouvement de translation
uniforme en présence du vide. Au premier ordre en q,, on retrouve
bien I'idée classique, puisque le champ calculé résulte du mouvement
non perturbé de la particule. Mais, aux ordres supérieurs, le mouvement
de la particule est perturbé par le champ initial qui, quantiquement,
n’est jamais identiquement nul, et son mouvement n’est plus uniforme.
Trouver une transformation unitaire qui réalise exactement la sépara-
tion du champ lié est en fait impossible.

Pour devenir réellement efficace, I'idée de « renormalisation » devra
s’inscrire dans une perspective théorique complétement différente.
D’une part, les particules doivent étre décrites de fagon relativiste, et
les calculs menés de fagon & faire apparaitre constamment des
grandeurs covariantes. D’autre part, 'idée méme de décomposer le
champ €électromagnétique en deux parties est abandonnée. C’est dans le
calcul de 'amplitude de probabilité d’un processus que ’on distingue
des contributions différentes. Partant d’une particule dans le vide et
branchant le couplage avec le champ, on identifie, sur une amplitude de
probabilité, I'ensemble des processus d’interaction qui se produisent
alors, comme étant ceux qui décrivent « I’habillage » de la particule par
des photons virtuels, et qui résultent de I'interaction de la particule avec
le champ qu’elle produit et les fluctuations du vide, La variation de
I’énergie du systéme produite par ce couplage peut s’interpréter comme
un changement de la masse de la particule. En présence d’autres
particules ou d’un champ extérieur, on distingue alors dans ’amplitude
de probabilit¢, d’'une part les processus qui sont identiques aux
précédents et qui s’exprimeront par une renormalisation de la masse,
d’autre part les processus qui correspondent a une interaction avec une
autre particule ou avec le champ extérieur.

C’est donc finalement, comme nous 'avons fait dans le chapitre, sur
les amplitudes de probabilité des processus qu’il faut effectuer la
séparation entre contributions a la masse électromagnétique, et contri-
butions a la production réelle de rayonnement, et non pas sur le champ
Iui-méme.



CHAPITRE III

Etude non perturbative
des amplitudes de transition

Dans le chapitre I, nous avons introduit la notion d’amplitude de
transition qui est a la base de la description quantique des processus
d’interaction entre particules chargées et photons. Nous nous sommes
cependant limités & une étude perturbative de ces amplitudes, basée sur
une décomposition de ’hamiltonien total H du systéme en une partie
non perturbée Hy et un couplage V. Ainsi, le calcul des amplitudes de
transition, présenté dans le complément A, a été limité a 'ordre 2 en
V.

C’est également en termes perturbatifs que nous avons analysé, dans
le chapitre II, un certain nombre d’effets physiques qui peuvent étre
observés sur des atomes interagissant avec des photons, chaque
processus étant représenté diagrammatiquement a I’ordre le plus bas en
V ou il se manifeste. Il est cependant apparu a plusieurs reprises, au
cours de ce chapitre II, qu'une compréhension plus approfondie de
certains phénomeénes physiques nécessite d’aller au dela de la théorie
des perturbations et de tenir compte de certains effets de V a tous les
ordres. C’est le cas par exemple de la désintégration radiative d’un état
atomique excité, due & Vémission spontanée d’un photon, ou encore
celui de la diffusion résonnante. Pour analyser ces phénoménes, nous
avons utilisé dans le chapitre II des arguments qualitatifs basés sur un
modele trés simplifié d’état discret couplé a un continuum parfaitement
plat, décrit dans le complément C ;. Le but du présent chapitre est de
reprendre ces problémes de maniére plus générale et de présenter des
méthodes de calcul de 'opérateur d’évolution plus puissantes que celles
du complément A ;, dans la mesure ou elles conduisent & des expressions
non perturbatives pour les amplitudes de transition.

Nous commengons dans la partie A par montrer tout I'intérét qu’il y a
a introduire, pour I'étude de ce genre de probléme, la résolvante
G(z) = 1/(z — H) de I'hamiltonien H, z étant une variable complexe.



162 Etude non perturbative des amplitudes 1.

La relation qui existe entre la résolvante G(z) et la résolvante « non
perturbée » Gy(z) = 1/(z — Hy), relative & 'hamiltonien non perturbé
H,, est en effet une équation algébrigue, beaucoup plus simple & manier
que léquation intégrale reliant les opérateurs d’évolution U(r) et
Uy(7) associés respectivement & H et Hy. Une fois que les éléments de
matrice de G(z) ont été calculés, les éléments de matrice correspondants
de U(7) s’en déduisent par une intégrale de contour. Les propriétés
analytiques de G(z), qui interviennent dans cette intégrale de contour,
sont analysées dans le complément A4 ;.

Nous montrons ensuite dans la partie B comment "équation algébri-
que reliant G(z) et Gy(z) peut étre utilisée pour obtenir des expressions
compactes et exactes resommant formellement la série des perturbations
et privilégiant de maniére explicite certains états non perturbés qui
jouent un réle important dans le processus physique étudié. Deux
approches différentes sont utilisées pour introduire ces méthodes de
resommation. L’une, trés simple, repose sur une représenta-
tion diagrammatique de la série des perturbations ; 'autre, plus rigou-
reuse, fait appel a des opérateurs de projection. L’intérét essentiel des
expressions exactes ainsi obtenues est qu’elles se prétent particuliére-
ment bien A des approximations. On peut ainsi tenir compte & tous les
ordres en V des transitions intermédiaires faisant intervenir certains
états non perturbés, tout en traitant perturbativement Peffet des
transitions intermédiaires vers les autres états propres de H,.

Ces méthodes de resommation partielle de la série des perturbations
sont enfin appliquées dans la partie C a un certain nombre de
probleémes d’électrodynamique quantique. Nous présentons ainsi un
traitement non perturbatif de divers phénomenes associés a I’émission
spontanée (décroissance exponentielle et déplacement radiatif d’un
niveau atomique excité, distribution spectrale du rayonnement émis,
cascades radiatives, effet d’un couplage entre deux niveaux de durées
de vie différentes). Nous analysons également le probléme des résonan-
ces a plusieurs photons et introduisons la notion de fréquence de Rabi
généralisée.

Mentionnons pour finir deux autres applications qui sont étudiées
dans des compléments. Le complément Bj;; montre comment il est
possible d’utiliser la résolvante G(z) pour étudier la diffusion réson-
nante et pour établir une expression exacte de I'amplitude de diffusion
d’un photon par un atome. Enfin, le complément C ;;, étudie, sur un
modele simple, les corrections a la décroissance exponentielle pour un
état discret couplé 4 un continuum de largeur finie. On montre
notamment par des constructions graphiques simples comment
Paugmentation du couplage entre I’état discret et le continuum fait
passer continiment d’un régime de décroissance exponentielle & un
régime d’oscillation de Rabi.
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A - OPERATEUR D’EVOLUTION ET RESOLVANTE

1. Equation intégrale satisfaite par ’opérateur d’évolution

Comme nous Pavons déja indiqué dans le paragraphe 2-a du
complément A ;, I'opérateur d’évolution U(z,t') associé a I’hamiltonien
H = Hy+V est la solution de I’équation différentielle

ih% Uty = (Ho + V) Utt') (A.1.2)

obéissant a la condition initiale
Ui't) =1 (A.1.b)

11 est facile de vérifier que la solution des équations (A.1) peut s’écrire

t
Ut,t') = Uylt,t") + :lhj dt, Uy(e,t)) V UGt ,t") (A.2)
p

ou
Up(t,1") = expl— iHo(t — t') /h] (A3)

est lopérateur d’évolution associé a I’hamiltonien non perturbé
H,. L’équation intégrale (A.2) satisfaite par I'opérateur d’évolution
peut étre itérée pour donner le développement perturbatif de
U(t,t') en puissances de V. On obtient ainsi I'équation (13) du
complément A; et le développement des amplitudes de transition
donné par 1’équation (C.8) du chapitre 1.

La contrainte imposée a ¢, de varier entre ¢’ et ¢ empéche que
I'intégrale figurant en (A.2) soit un produit de convolution. C’est pour
éliminer cette contrainte et faire apparaitre un vrai produit de
convolution, se transformant en produit simple par transformation de
Fourier, que nous introduisons maintenant de nouveaux opérateurs,
trés étroitement reliés a U(z,t').

2. Fonctions de Green - Propagateurs
Considérons les opérateurs K, et K;, définis par

K, (1t
K0+(t’t,)

I

U(gt 0@t -t (A4)
Up(t,t’) 6@t —t) (A.5)

ol 8(x) est la fonction de Heaviside, égale 21 pour x =0, et a
0 pour x <0. En multipliant les deux membres de (A.2) par

t + ®©
6(t —t'), et en remplacant J dt, par j de, 0(t —1t,) 6(t;—1'), on

! - ®
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vérifie aisément que

' ! 1 o !

Ko 0) =Ko )+ 5 |7 dn Ko () V K, Gt) (49
~®

L’équation (A.6), trés analogue a (A.2), fait intervenir maintenant un

vrai produit de convolution.

Avant de prendre la transformée de Fourier de (A.6), notons que,
compte tenu de (A.1.a) et du fait que d 6(x)/dx = 8(x), K, (¢,¢') obéit
a I'équation

(m (% - H) K, (t4") = ih 8(t - ') (A7)
La forme de I’équation (A.7), avec une fonction 8(¢r —t') au second
membre, explique pourquoi lopérateur K, (z,t') est appelé parfois
« fonction de Green ». En fait, il s’agit d’'une fonction de Green

retardée puisque K_ (¢,t') n’est non nul que pour 7 >t'. Il est possible
également d’introduire des fonctions de Green avancées

K (st = —~U(t,t) 8(t' —1) (A.8)
Ky _(tt) = = Uyt t)y 0@’ —1t) (A9)

K_ obéit a la méme équation d’évolution que K,
(ih%—H) K_(t4) = ih 8(c — 17 (A.10)

mais satisfait & des conditions aux limites différentes.
Introduisons maintenant la transformée de Fourier de X, (z,t'), qui
ne dépend en fait que de 7 =7 —¢'. Posons pour cela
1 + @ 3
K. (1) = — — dE e~ 'E"/* G, (E) (A.11)
2mi J_ 4

le coefficient — 1/2#i étant introduit pour avoir la forme la plus simple
possible pour G, . En inversant (A.11), nous obtenons

+ o0 A
G.(E) = lih J dr B /AK (1) (A.12)
-®

Comme K, () = e~ "#"/% §(7r), Péquation (A.12) devient

@ .
G, (E) %j dr ¢/ E~H7 /A
0

1 (>, ;
Lim — dr ez(E—H+m)-r/h
70, ih J,

. 1
Lim ———— A.13
nw0, E-H+in ( )

I
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oli 7 est un nombre réel que l'on fait tendre vers zéro par valeurs
positives. Des calculs analogues peuvent étre faits pour K_ et sa
transformée de Fourier G_(E) définie par

+ .
K()=—< | dEeE/"G_(E) (A.14)
2w )_ o
Ils conduisent a :
G_(E) = Lim —— (A.15)

,,_’0+E~H—i‘n

Les opérateurs G, (E) et G_(E), introduits en (A.13) et (A.15) sont
appelés propagateurs retardé et avancé.

Par transformation de Fourier, I'intégrale de (A.6) devient un simple
produit, et I'équation intégrale (A.6) devient une équation algébrique

G, (E) = Go4(E) + Gy, (E)V G, (E) (A.16)

ol Gy, (E) est le propagateur retardé associé & H,. Notons d’ailleurs
que ’équation (A.16) peut étre établie directement a partir de I'identité

1 _ 1, 1lp_al (A.17)

écrite avec A=E-H+in, B=FE—-H,+in et donc
B-A=H-H;,=V.

3. Résolvante de 1’hamiltonien

La forme trés simple de G,(E) suggere d’introduire I'opérateur
G(z), fonction de la variable complexe z, défini par

1
z—-H

G(z) est appelé résolvante de I'’hamiltonien H. Les propagateurs
G, (E) et G_(E) sont simplement les limites de G(z) quand z tend vers
le point E de 'axe réel, par valeurs positives ou négatives de la partie
imaginaire

G(z) = (A.18)

G, (E) = Lim G(E £ in) (A.19)

n—-0,

L’opérateur d’évolution U(7) s’exprime par une intégrale de contour
simple de G(z). Comme 6(x) + 6( —x) = 1, les équations (A.4) et
(A.8), entrainent en effet que

U(r) =K, (7) - K_(7) (A.20)
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ce qui donne, compte tenu de (A.11) et (A.14)
1 + i
U(r) = ——-J dE e '"E"/*[G_(E) - G,(E)] (A.21)
2mwi J_ o

11 suffit alors d’utiliser (A.19) pour obtenir

1

U(7) = T e

dz e~ #"/*G(z) (A.22)

ol C, +C_ est le contour représenté sur la figurel. C, et
C_ sont des droites situées respectivement immédiatement au dessus et
au dessous de laxe réel et parcourues de droite & gauche pour
C. , de gauche a droite pour C_. Pour 7 >0 (7 <0), la contribution de

C_(C.) est nulle.

Axe réel

Figure 1. Contour d’intégration figurant dans I’intégrale
donnant U(7) en fonction de G(z).

Comme U(7) se déduit de G(z) par une intégrale de contour, il est
clair que les propriétés analytiques de la résolvante G(z) jouent un réle
important dans la détermination des propriétés de U(r). On peut
montrer (voir complément A;;;) que les éléments de matrice de
G(z) sont des fonctions analytiques de z dans tout le plan complexe
privé de l'axe réel. Les singularités, qui sont toutes sur I'axe réel,
consistent en des pdles situés aux valeurs propres discrétes de I’hamilto-
nien H, et en des coupures s’étendant sur les intervalles correspondant
au spectre continu de H. Une coupure est caractérisée par le fait que les
éléments de matrice de G(z) ne tendent pas vers la méme valeur, quand
z tend vers un point de I'axe réel situé sur la coupure, par dessus ou par
dessous. La différence entre ces deux valeurs représente I'écart entre
les deux « lévres » de la coupure. Notons d’ailleurs qu’il est possible, en
partant par exemple du demi plan supérieur, de prolonger analytique-
ment, A travers la coupure, la détermination de G(z) du demi plan
supérieur vers le demi plan inférieur. On explore ainsi le « deuxiéme
feuillet de Riemann ». La fonction prolongée n’est plus nécessairement
analytique en dehors de I’axe réel et peut avoir des poles complexes, qui
se trouvent décrire des états instables du systtme (états ayant une
énergie complexe et caractérisés par un amortissement exponentiel).
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Nous aurons ’occasion de revenir plus loin sur ce point.
Donnons enfin le développement perturbatif de G(z) en puissances
de V. L’identité (A.17), appliquée &8 A =z~ H, B =z — Hy, donne

G(2) = Go(z) + G4(2) V G(2) (A.23)

ot Gy(z) est la résolvante de H,. Cette équation algébrique peut &tre
itérée aisément pour donner

G(Z) = Go(Z) + Go(Z) | 4 Go(Z) + Go(Z) Vv Go(Z) Vv Go(Z) + ...
(A.29)
Prenons l'élément de matrice de (A.24) entre les états propres
(eil| et |¢;) de Hy, d’énergies non perturbées E, et E;. En utilisant la

relation de fermeture sur les états propres |¢;) de Hy, et en posant
Gu(z) = (er|G@) | @), Vij= {®;|V|®;), on obtient

1 1 1
G"’(z)=z—Ek8k’+z—EkV”z—E,+

1 1 1
+2'.:z—Eka"z—E,vV”z—E,

+ .. (A.25)

La structure de (A.25) est trés simple et fait intervenir des produits
d’éléments de matrice de V et de dénominateurs d’énergie (non
perturbée).
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B - RESOMMATION FORMELLE
DE LA SERIE DE PERTURBATION

1. Etude d’un exemple simple - Méthode diagrammatique

La forme simple du développement (A.24) ou (A.25) permet de
regrouper les termes oit un dénominateur d’énergie 1/(z — E,) relatif a
un état non perturbé particulier |¢,) apparait n fois, puis de resommer
formellement la série de perturbations. On aboutit ainsi & des expres-
sions compactes et exactes sur lesquelles des approximations intéressan-
tes peuvent ensuite étre effectuées.

Supposons par exemple que | ¢,) soit un état discret de Hy, d’énergie
E,, bien isolé de tous les autres états discrets (par contre, E, peut
tomber a lintérieur du spectre continu de H,). L’élément de matrice
Go(2) = {o,|Go(2)| @) =1/(z — E,) de la résolvante non perturbée
a un pdle en z = E, et varie par suite trés rapidement sur le contour
C, + C_ de la figure 1 au voisinage de z = E,. On s’attend donc a ce
qu’il en soit de méme pour I’élément de matrice de la résolvante
perturbée Gy(z) = (@, G(2)] @), qui tend vers Gy, (z) quand V tend
vers z€ro. Il est clair qu’au voisinage de z = E,, les dénominateurs
d’énergie en 1/(z — E,) du développement (A.25) de G,(z) jouent un
réle essentiel. Essayons donc de regrouper les termes de ce développe-
ment qui contiennent tous le méme nombre de dénominateurs en
1/(z — Ep).

Avec k=1 = b, le terme d’ordre zéro en V de (A.25) se réduit a
1/(z — E,) et contient donc une fois ce dénominateur d’énergie.
Comme k = [ = b, les termes suivants du développement contiennent
au moins deux fois 1/(z — E,). Pour qu’ils ne contiennent que deux fois
1/(z — Ep), il faut que tous les autres dénominateurs d’énergie soient
relatifs & des états |¢;) autres que |¢,). L'ensemble de ces termes
peut donc se représenter diagrammatiquement sous la forme

b
b
b . Li#b
+ :i¢b+(|5 + . (B.1)
b :i;eb
b b

ol un trait plein représente un terme 1/(z — E,), un trait pointillé un
terme 1/(z — E;) avec i b, un rond un élément de matrice de
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V entre les deux états associés aux traits situés de part et d’autre du
rond (la sommation sur les états intermédiaires i, j ... est sous-enten-
due). La somme (B.1) peut étre réécrite formellement

b
(B.2)
b
ou le carré symbolise la somme
o 9
1
O = 0 + ! + CP + .. (B.3)
>4
et dont 'expression explicite, notée R,(z), est égale a
1
Ry(z2) = Vi + Vi ——=Vi +
b bb i;} by, i
1 1
+ Vi Vi Vi + ... (B.4)
ngigb z-E Yz-E; '/

Le raisonnement précédent se généralise aisément aux termes qui
contiennent n dénominateurs en 1/(z — E,). Par exemple, I’ensemble
des termes n = 3 est représenté par

(B.5)

et contribue a G,(z) par

ﬁ [Ry(2)]? (B.6)
Z— Ly

11 suffit ensuite de sommer les contributions correspondant aux diverses
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valeurs de n pour obtenir

2 [Ry(2)]" ! 1 & [ R2) "
WLy rRL T @7
c’est-a-dire encore
1
Gy(z) = }—_-m (B.8)

Il convient de bien noter que l'expression (B.8), qui resomme
formellement la série de perturbation en faisant jouer un réle privilégié
a I'état |¢@,), est une expression exacte. Nous en avons donné ici une
« démonstration diagrammatique ». Nous allons maintenant présenter
une autre démonstration de (B.8), qui utilise des opérateurs de
projection et qui a 'avantage de pouvoir s’appliquer 2 des situations ol
il est intéressant de privilégier, non pas un seul, mais plusieurs états
propres discrets de H,.

2. Méthode algébrique utilisant des opérateurs de projection

a) PROJECTEUR SUR UN SOUS-ESPACE & o DE L’ESPACE DES ETATS

Soit &, un sous-espace de Pespace des états sous-tendu par un
ensemble de vecteurs propres de Hy, { |e.>,les)....l@> }, qui
jouent un réle important dans le processus physique étudié et que 'on
désire privilégier dans le développement de G(z) en puissances de
V. Si les états |¢,),| ®5),...| ;) sont orthonormés, le projecteur sur
le sous-espace & s’écrit :

P = o)<l + [0s) (op| + ... + |0 (o] (B.9)

et satisfait aux relations
P =pP* (B.10.a)
PI=P (B.10.b)

caractéristiques d’un projecteur orthogonal.
Nous désignerons par &, le sous-espace supplémentaire de &, et par
Q le projecteur sur &, qui s’écrit

og=1-P (B.11)
et satisfait 4 des relations analogues a (B.10)
0 =07 (B.12.a)

e*=0 (B.12.b)
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Comme les sous-espaces &, et &, sont orthogonaux, on a de plus

PQ=0QP =0 (B.13)
Par ailleurs, le fait que les états |@,),| ¢,),...| ¢;) soient états propres
de H, entraine que

et par suite, d’aprés (B.13), que

Nous nous proposons de calculer ici la restriction P G(z) P de
G(z) dans le sous-espace &, Nous calculerons également les autres
restrictions de G(z): a Dlintérieur de &, Q@ G(z) O, et entre
&y et Ly, PG(z) Q et QG(2)P.

b) CALCUL DE LA RESTRICTION DE LA RESOLVANTE DANS LE SOUS-
ESPACE &

Partons de 'équation de définition de G(z)

(z—-Hy-V)G(z) =1 (B.16)
que nous multiplions a droite par P, & gauche par P ou Q. Si I’on insere
P+ Q=1 (voir (B.11)) entre (z — Hy— V) et G(z) et qu’on utilise
(B.15), on obtient les deux équations suivantes

P(z-HYP[PGEZPI-PVQ[QG(z)P] =P (B.17)
-QVPIPGE)PI+Q(z-H)Q[2G()P] =0 (B.13)
qui sont deux équations opératorielles reliant les deux opérateurs

P G(z) P et Q G(z) P. Pour éliminer Q G(z) P entre ces deux équa-
tions, il suffit de réécrire (B.18) sous la forme

- Q
QG(Z)P—Z_QHOQ_QVQVPG(Z)P (B.19)

et de reporter ensuite (B.19) dans (B.17) pour obtenir

o -
P[z—HO—V—VZ_QHOQ_QVQV]PG(z)P_P (B.20)

Introduisons alors lopérateur R(z) défini par

- Q
RO=V+V —r-—5vo" (B.21)

L’opérateur R(z) est appelé « opérateur déplacement » pour des raisons
qui apparaitront plus loin. Son développement perturbatif en puissances
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de V s’écrit

- Q Q Q
R(Z)_V+Vz—H0V+Vz~H0Vz—HOV+'” (B.22)

(Nous avons utilisé (B.12.b) et (B.14) pour écrire Q[z - Q H, Q]! =
Q [z - Hy]"1). La présence des opérateurs de projection Q dans le
développement (B.22) entraine que les dénominateurs d’énergie appa-
raissant dans (B.22) sont tous relatifs & des états propres de
Hj autres que ceux qui sous-tendent &, En reportant (B.21) dans
(B.20), nous obtenons pour la restriction de G(z) dans &, 'expression

P

PODP = —5 g5 PROP

(B.23)

qui généralise I’équation (B.8).

Montrons tout d’abord que I'’équation (B.23) redonne bien (B.8)
quand le sous-espace &, ne contient qu'un état propre |¢,) de
Hj,, auquel cas

P
1

sy (@5l (B.24)
1= les) (sl = Y o) {oil (B.25)

isbh

Les restrictions dans &, de G(z), R(z), H,, qui apparaissent dans
(B.23), se réduisent alors 4 des matrices 1 x 1, c’est-a-dire a des
nombres  égaux  respectivement & Gu(z) = (¢p|G(2) ]| ¢s),
Rb(Z) = <(PbIR(Z)|(Pb> et <¢b|HO|‘Pb> = Eb' L’équation (B23) a
donc bien la méme forme que (B.8). De plus, en prenant I’éiément de
matrice des deux membres de (B.22) entre (¢,| et | ¢,) et en utilisant
la forme (B.25) de Q, nous vérifions que la quantité R,(z) apparaissant
dans (B.23) coincide bien avec le développement (B.4) trouvé plus haut
de maniére diagrammatique.

Dans la partie C, nous envisagerons également des situations oil le
sous-espace & contient deux états propres discrets |¢,) et [¢.) de
H,, de valeurs propres E, et E_, auquel cas

P o= lep es] + |0 <ol (B.26)
Q = Z te:) <@l (B.27)

La matrice représentant P G(z) P dans la base { |@,).|¢.) } de
&, est alors une matrice 2 x 2

(be(z) Gbc(z)) (B.28)
Gcb(z) Gca(z)
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L’équation (B.23) exprime que la matrice 2 x 2 écrite en (B.28) est
I'inverse de la matrice.

(Z — Ep — Ryy(2) - Rbc(z)> (B.29)
- Rcb(z) z— Ec - Rcc(z)
¢) CALCUL DES AUTRES RESTRICTIONS DE G(z)

Le report de (B.23) dans (B.19) donne

QG P = Q v P (B.30)

7I-Q0H,0-Q0VQ z-PH,P-PR(P

Pour obtenir P G(z) Q, il suffit de prendre les adjoints des deux
membres de (B.30) et d’utiliser I'hermiticité de P, Q,H,, V. En
changeant z* en z dans ’équation ainsi obtenue, nous trouvons

_ P 0
POAC= 5 p-Fre P 7-0H,0-0vo &3

Calculons enfin Q G(z) Q. Multiplions pour cela (B.16) a droite et a
gauche par Q. 1l vient

Qz-H)Q[QG@)QI-QVPIPG)Ql=Q2 (B.32)
On en déduit, compte tenu de (B.31)

0

eoe2 = —omo—ovo*

+ Q v P v Q
z_QH,0 —OVO ' z—PH,P —PR®P ' z-0QH,0-0VQ

(B.33)

d) INTERPRETATION DE L’OPERATEUR DEPLACEMENT

L’opérateur P R(z) P apparait au dénominateur des expressions
(B.23), (B.30), (B.31) et (B.33) donnant les diverses restrictions de
G(z). «Oublions » momentanément que P R(z) P dépend de :z.
L’examen de (B.23) suggére alors de considérer P R P comme un
« hamiltonien » dans le sous-espace &, s’ajoutant & P H, P et permet-
tant de déterminer les déplacements des niveaux perturbés par rapport
aux niveaux non perturbés, d’ou le nom d’opérateur déplacement
donné & R(z). Cette interprétation de P R P permet également de
comprendre simplement la structure des autres expressions obtenues
plus haut. Par exemple, la lecture de I’expression (B.30) (de la droite
vers la gauche) suggére que le systéme, partant de &, évolue sous
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I'effet de «I’hamiltonien» P HyP + P R P, passe sous leffet du
couplage V dans le sous-espace &, ol il évolue sous leffet de
I'hamiltonien Q H, Q+QV Q.

Essayons maintenant de préciser un peu plus la dépendance en
z de P R(z) P. En fait, dans l'intégrale de contour (A.22) qui permet de
calculer les éléments de matrice de U{s) a partir de ceux de
G(z), ce sont les valeurs de G(z) au voisinage immédiat de 'axe réel qui
interviennent. Ii est donc important de calculer les éléments de matrice
de PR(z) P pour z=E=xin, ou E est un point de I'axe réel et
7 un infiniment petit positif. Soient |¢,) et | ¢ ) deux états propres de
H, appartenant & &,. D’aprés (B.21), nous avons

. 1
Rbc(Eiln)=Vbc+<‘Pb|VQE_QHQtinQV|(PC> (B.34)
Comme
1 __x __in :9(1):1'#3();) (B.35)
xxin x24n? xlyq? x
il vient
. _ . Iyw(E)
RiExin) =Vt (8(E) 7i 5 (B.36)
ou
AdE) =22 (0] V —2 V[0 (B.37)
be h b E__QHQ 4 .

Fu(B) = 2T ()| VQS(E-QHQQV |0  (B3)

Comme les opérateurs V, H, P, Q sont hermitiques, il est clair sur
(B.37) et (B.38) que les matrices d’éléments A,(E) et I'y.(E) sont
hermitiques

Abc(E) = AC’E(E)
ry(E) = I'3(E) (B-39)

Par contre, la présence du facteur i dans (B.36) montre que, si
'y (E) est non nul, 'opérateur P R(E +in) P est représenté dans
&, par une matrice non hermitique. Méme s’il est légitime, comme nous
le verrons par la suite dans de nombreux cas, de négliger la variation
avec E de A, (E) et I')(E) autour de I’énergie non perturbée des
niveaux de &, P R(E +in) P n’est pas un vrai hamiltonien. La partie
antihermitique de cet opérateur (provenant des termes ¥ ifi I'y;) décrit
des phénomenes dissipatifs, c’est-a-dire exprime le fait que le systéme
peut quitter &, de maniére irréversible.
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Remarque

Lorsque I',(E) est non nul, il apparait également sur (B.36) que
R, (E +im) ne tend pas vers la méme valeur quand z tend vers le point
E de 'axe réel par dessus ou par dessous, ce qui est caractéristique d’une
coupure. En fait, on peut montrer par des calculs analogues a ceux du
complément A ;;; que P R(z) P admet des coupures sur tous les intervalles
de l'axe réel correspondant au spectre continu de Q H Q. Par coutre,
P R(z) P diverge quand z tend une valeur propre discréte E, de
Q H Q, auquel cas A, (E) et I'; (E) ne sont pas définis en E = E,.

3. Introduction de quelques approximations

Toutes les expressions établies dans le paragraphe précédent sont
exactes. Nous allons montrer maintenant qu’elles se prétent particulie-
rement bien a des approximations de type non perturbatif prenant en
compte certaines contributions de V' a tous les ordres et privilégiant un
ou plusieurs états non perturbés.

a) CALCUL PERTURBATIF DE L’'OPERATEUR DEPLACEMENT. RESOM-
MATION PARTIELLE DE LA SERIE DE PERTURBATION.

Considérons tout d’abord la situation envisagée au paragraphe B-1
ci—dessus ol H, posséde un état propre discret | ¢,) bien éloigné de
tous les autres états propres discrets de Hy. Comme nous 'avons déja
indiqué, c’est au voisinage de z = E, sur le contour C, + C_ de la
figure 1 que G,(z) prend les valeurs les plus importantes. Etudions alors
I'expression (B.4) au voisinage de z = E,. Tous les dénominateurs
d’énergie intervenant dans le développement de R,(z) sont grands
puisque les autres énergies discrétes de H; sont, par hypothése,
¢loignées de E,. Par ailleurs, méme si E, tombe dans le spectre continu
de H,, les sommes sur les états intermédiaires associés a ce spectre
continu font intervenir des fonctions delta et des parties principales qui
ne conduisent a aucune divergence (voir les calculs du paragraphe C-1-a
ci-dessous). Si V est suffisamment petit devant H), la série (B.4) est
rapidement convergente et il semble tout 4 fait légitime d’approximer
R,(z) en ne gardant qu'un nombre fini de termes dans le développement
(B.4), ou (B.3). Par exemple, on peut ne garder que les deux premiers
termes de ces développements, ce qui revient a remplacer (B.4) par

5 1
Ryz) =V + ) Vi 7 E. Vi (B.40)
ied i

ou encore (B.3) par

@
A = 0O+ (B.41)
e
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L’intérét essentiel de I'expression (B.8) est qu’une approximation
perturbative sur R;(z) ne correspond pas 4 une approximation perturba-
tive sur G,(z). En effet, le remplacement dans (B.8) de R,(z) par
I’expression approchée (B.40) revient & approximer G,(z) par

1z R
Z—Eb—Rb(Z) n=0(z-Eb)"+l

Gyl2) ~ (B.42)

Il est clair sur (B.42) que ’expression approchée de Gy(z), obtenue
aprés Papproximation (B.40), contient des puissances arbitrairement
élevées de V et ne correspond donc pas & une troncature du
développement (A.24). En d’autres termes, I'approximation (B.40)
revient 2 faire une resommation partielle de la série de perturbation : la
somme infinie

+ + + + . (B.43)

est remplacé par une autre somme infinie

+ + + + ... (B.44)

ol I'on garde tous les dénominateurs en 1/(z — E,) mais ou l'on ne
conserve au plus quun seul dénominateur en 1/(z - E;) avec
i # b entre deux dénominateurs en 1/(z — E,).

Les considérations précédentes se généralisent aisément au cas ou
Hy posséde plusicurs états propres discrets formant un ensemble bien
isolé des autres états propres discrets de H,. Si P est le projecteur sur le
sous-espace &, correspondant, ’approximation équivalente 2 (B.40)
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~

consiste & ne garder que les deux premiers termes du développement
(B.22) et a remplacer donc, dans (B.23), P R(z) P par

PR:)P=PVP+PV -2 _vp (B.45)
Z'—Ho

b) APPROXIMATION CONSISTANT A NEGLIGER LA DEPENDANCE EN
ENERGIE DE L'OPERATEUR DEPLACEMENT

Comme dans le paragraphe précédent, supposons tout d’abord que le
sous-espace &, ne contienne qu’'un seul état |¢,) et considérons
Pexpression (B.8) écrite pour z = Exin

1

Gy (Exin) = (B.46)

II arrive tras fréquemment que les variations avec E de Ry(E xin)
soient beaucoup plus lentes que celles de G,(E + in), en particulier au
voisinage de E = E;, ol le «souvenir » du pdle apparaissant sur la
résolvante non perturbée Gy(z) = 1/(z — E,) se manifeste par un
comportement résonnant de Gy(E = in). Une approximation couram-
ment effectuée consiste alors a négliger la variation avec E de
Ry(E xin) et a poser dans (B.46)

Ry(E +in) = Ry(E, = in) (B.47)

Nous reviendrons plus loin (8 C-1-¢) sur les conditions de validité d’une
telle approximation. Comme R,(E, = i7n) est une quantité complexe
indépendante de E, il apparait sur (B.46) qu’une telle approximation
revient a corriger I'énergie non perturbée E, d’'une quantité complexe,
la partie réelle de la correction représentant un déplacement d’énergie
et la partie imaginaire un élargissement.

Dans le cas général, &, a une dimension supérieure a 1. Supposons
que les états |@,), |¢3) ... | @) quisous—tendent &, aient des énergies
E,, E;,... E; groupées autour de E; L’approximation équivalente &
(B.47) consiste alors & poser

PR(E+in)P =P R(E;+in) P (B.48)

Remarques

(i) 1l est bien sOr possible d’effectuer a la fois les deux approximations
précédentes, c’est-a-dire de remplacer R,(z) par une expression perturba-
tive R,(z), puis de négliger les variations avec E de Ry(E +in).

(ii) En remplagant R,(E = in) par R,(E, + in) dans (B.46), on obtient

une expression approchée de G,(E xin) qui ne peut plus présenter de
plles au voisinage des autres valeurs propres discrétes de H,. Or,
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I'expression exacte de Gy(z), Gy(z) = (@;|(z — H)™'| ¢;), montre que
G,(2) posséde des pdles aux valeurs propres discrétes £, de H, les résidus
correspondant a ces poles étant égaux a | (@, ¥,) |% ou |¥,) est Pétat
propre de H de valeur propre E,. Le résidu | {@;|¥,) | est trés petit si
V est trés petit et si |¢,) tend, quand V tend vers zéro, vers un état
propre discret de H, orthogonal & | ¢,). Ce sont ces pdles, de résidu trés
petit, que I'approximation (B.47) fait disparaitre de G,(z).
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C - ETUDE DE QUELQUES EXEMPLES D’APPLICATION

Nous appliquons maintenant les méthodes non perturbatives précé-
dentes a I’étude de quelques problémes d’électrodynamique quantique,
Un exemple important de situation ou le sous-espace &, ne contient
qu’un seul état discret est celui de I’émission spontanée de rayonnement
a partir d’un état atomique excité discret. Nous montrons dans le
paragraphe 1 comment 'étude de la restriction P G(z) P de G(z) dans
&, permet d’étudier I'évolution de I'état excité et de retrouver la
décroissance exponentielle de cet état ainsi que son déplacement
radiatif. Toujours sur cet exemple simple, nous montrons ensuite dans
le paragraphe 2 comment 'étude de Q G(z) P permet de calculer la
répartition spectrale des photons émis spontanément et d’analyser
d’autres phénomenes physiques intéressants comme les cascades radiati-
ves. Les deux derniers paragraphes sont consacrés a ['étude de
situations physiques ou deux états discrets | ¢,) et |¢.) jouent un 16le
important (sous-espace &, de dimension 2). Nous commengons (§ 3)
par étudier P'effet d’un couplage entre deux niveaux atomiques excités
de durées de vie différentes, un exemple important d’une telle situation
étant la disparition de la métastabilité de 1'état 2 s de I’'Hydrogéne par
couplage Stark avec I'état 2 p. Nous étudions enfin (§ 4) les déplace-
ments lumineux et la fréquence de Rabi généralisée associés a une
résonance a plusieurs photons entre deux niveaux atomiques
discrets (*).

1. Evolution d’un état atomique excité

a) CALCUL NON PERTURBATIF DE L'AMPLITUDE DE PROBABILITE
POUR QUE L’ATOME RESTE EXCITE

Considérons un atome dans un état excité discret |b) non dégénéré.
Pour simplifier, nous ignorons les degrés de liberté externes de
translation. Soit

[ #s) = 15;0) (C.1)

I’état du systéme global atome + rayonnement représentant l’atome
dans I'état excité b dans le vide de photons. L’état |¢,) est un état
propre de ’hamiltonien non perturbé H, dont I’énergie E, est supposée

(*) Les exemples physiques considérés dans les paragraphes 3 et 4 correspondent i la
situation générale ou les deux niveaux | ¢,) et | ¢.) ont des Jargeurs différentes. Le cas
ol les deux niveaux | ¢, et | ¢ > sont, soit stables, soit de méme largeur, se rencontre
dans les expériences de résonance magnétique dans les niveaux fondamentaux ou excités.
Cette situation conduit a des calculs plus simples (voir complément A ;).
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trées éloignée de toutes les autres valeurs propres discrétes de
H,. Nous allons calculer

G(z) = (b;0]G(2)|b;0) (C2)

s

pour en déduire ensuite, grice a I'intégrale de contour (A.22),
I’amplitude de probabilité

Up(7) = (b;0|U(7)|b;0) (C.3)

pour que 'atome, initialement dans I’état b, reste dans cet état pendant
un temps 7.
D’apres la formule (B.8), G,(2) est égal a

1

D) = TF, - R

(C.4)

olt R,(z) est donné par une expression analogue a (B.4). En électrody-
namique quantique (voir § C-1 du chapitre I), V = H; + H;, ot
H,, et Hy, sont d’ordre 1 et 2 vis-a-vis des charges q, (nous négligeons
ici les effets liés aux spins, décrits par Hj,). Comme dans le paragra-

phe B-3-a, remplagons R,(z) par son expression a l'ordre2 en
q, qui s’écrit
5 , , (b;0|Hpy|aske) (a;ke | Hy | b;0)
Ry(z) = (B;0[Hp|5:0) + 3 Y 7 E

g ke

s, — ho

(C.5)

ol |a;ke) représente I'atome dans 1'état interne a en présence d’un
photon ke. A I’approximation des grandes longueurs d’onde, le premier
terme de (C.5) se réduit a une constante indépendante de b, donnée par
I’expression (E.5) du chapitre I et que nous supposerons réintégrée
dans H;. L’expression (C.5) se réduit alors au dernier terme, dont la
représentation diagrammatique (analogue a (B.41)) est

a ke (C-6)

le trait pointillé de (B.41) étant remplacé ici par 'ensemble d’une ligne
droite représentant l'atome dans 1’état a et d’une ligne ondulée

représentant le photon ke. Le remplacement de R,(z) par R,(z) dans
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(C.4) revient donc a resommer dans G,(z) 'ensemble des termes

b

b al/?kﬂgﬂ

b + a ke + b + a’ Ke + .. (C_7)
b aI;}ke b
b a ke
b

Sont ainsi négligés tous les processus ol plusieurs états intermédiaires
(au lieu d’un seul) apparaissent entre deux états |b;0) (représentés par
une simple ligne atomique b sans ligne ondulée de photons), par
exemple

b b b

a” a” e a”j&} k'e/

a’ ou a’ ou a'#b (C.8)
a ke’ a ke a :} ke

b b b

Calculons maintenant la valeur de R,(z) au voisinage de I'axe réel. Le
dernier terme de I’équation (C.5) donne

[ {aske | Hj |;0) |2

Rb(E:ln)=;§Erin—Ea—f!w (C.9)
Compte tenu de (B.35), il vient alors
5 . < Ty(E)
Ry(E +xin) =hA(E)Fih 3 (C.10)
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avec
ke | Hp {1530 2
AyE) = 22 ZZ|<aE 'E’i‘hwﬂ (C.11)
IyE) = &7 T L | ake | Hnlb0) [P6(E ~ B, ~ #w) (.12

de sorte que I'expression approchée de Gy(E = in) s’écrit

Gy(E = in) = 1 (C.13)

Avant d’aller plus loin, soulignons quelque propriétés importantes
des fonctions I',(E) et A,(E). Tout d’abord, il découle des équations
(C.11) et (C.12) que

I'y(E")

— (C.14)

A E) = =— 9’ J‘ dE’
La relation (C.14) est une relation de dispersion entre les deux fonctions
A,(E) et I',(E) qui sont transformées de Hilbert 'une de I'autre. Par
ailleurs, il apparait clairement sur (C.12) que I',(E) est positif et n’est
différent de zéro que pour E = E, (puisque E, + #iw varie entre
E, et + ). En fait, I',(E) dE caractérise I'intensité du couplage entre

Pétat initial [b;0) et I'ensemble des états finals |e;ke) ayant une
énergie comprise entre E et £ + dE. Comme les densités d’états et les
éléments de matrice de H;; varient en général lentement avec 1’énergie

E, il s’ensuit que I',(E), et par suite 4,(E), sont des fonctions lentement
variables de E. Enfin, pour E = E,, A,(E) et I',(E) prennent des
valeurs, que nous noterons 4, et I',, qui sont données par

|<a ke |H;, |6:0) |?

8= 4B =32 YT ~p—F

a ke

Iy=IyE) =22y % | Caske | Hiy[b30) [*(E, ~ E, — o)

(C.15)

(C.16)

et dont l'interprétation physique est trés claire : fid, est le déplacement
(au second ordre en ¢) de I'état b, dii au couplage avec le rayonnement.
I'y est la probabilité par unité de temps d’émission spontanée d’un
photon de I'état b vers un état @ d’énergie inférieure.
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b) DUREE DE VIE ET DEPLACEMENT RADIATIFS

Revenons maintenant a 'expression (C.13) de G,(E + in) et introduj-
sons Yapproximation supplémentaire consistant & remplacer les fonc-

tions I',(E) et A,(E), qui sont des fonctions lentement variables de

E, par les valeurs qu’elles prennent au voisinage de E = E,. On obtient
ainsi

GyE+in) = 1 - (C.17)
E—E,—hdy =i T,
L’intégrale de contour (A.22) de (C.17) donne alors

Uy(r) _ o {Eprhag/h =Tyl /2 (C.18)

L’expression (C.17) peut encore s’écrire
GyE = in) = —1——1,- (C.19.a)

E-E,+ih _2_"
ol

E,=E,+ha4, (C.19.b)

est I'énergie de I'état b corrigée du déplacement radiatif # A,. Les
résultats annoncés dans le paragraphe A-1-c du chapitre II sont ainsi
démontrés : I'état excité b est déplacé et la probabilité de présence de
I'atome dans I'état excité décroit exponentiellement avec une durée de
vie 7, = 1/I',. En fait, les divers termes de la somme partielle infinie
(C.7) correspondent par transformée de Fourier aux divers termes du
développement de I'exponentielle (C.18) en puissances de 4, et
I'y. Si 'on avait arrété le développement de perturbation a un certain
ordre n, on aurait obtenu un polynome en ¢, et non une décroissance
exponentielle. Il apparait ainsi clairement qu’un traitement non pertur-
batif est indispensable pour rendre compte de la décroissance exponen-
tielle des états excités.

¢) CONDITIONS DE VALIDITE DU TRAITEMENT PRECEDENT

Dans les deux paragraphes précédents, nous avons introduit deux
approximations pour parvenir a Pexpression (C.18) de U,(7). Tout
d’abord, nous avons remplacé dans l'expression exacte (C.4) de

G,(z), Ry(z) par Iexpression approchée R,(z) donnée en (C.5). Puis,
nous avons négligé les variations avec E de R,(E +in) et remplacé
R,(E xin) par Ry(E, = in) = hA, wih I, /2.
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Commengons par étudier la deuxiéme approximation. Examinons le
résultat que I'on obtiendrait pour U,(7) si 'on ne négligeait pas la

dépendance en E de R,(E + in). Au lieu de (C.17), nous utilisons donc

maintenant (C.13). D’aprés (A.21), Uy(7) est, & un coefficient prés, la
transformée de Fourier de G,_(E) — G,,(E). De maniére plus
précise, les relations (A.21), (A.19) et (C.13) permettent d’écrire

Uy(r) = J " 4E W (E) e~ ET/ (C.20.2)

ol
UYE) = 5 (Gy_(E) - Gy , (E)]
1

= z— Lim [G,(E ~in) — Go(E +in)]
270, o,
kI y(E)
1 7 7
- Lim — _ (C.20.b)
10+ 7 . ) hl(E) 2
- [E— Ey, - hA(E)) + 7+

Pour que la décroissance exponentielle de Uy(7) décrite par (C.18) soit
valable, il faudrait que les variations de #,(E) avec E soient celles
d’une lorentzienne. Or, il est clair sur (C.20.b) que % ,(E) ne coincide
pas en général avec une lorentzienne (*). Pour que I'approximation
lorentzienne soit valable dans (C.20.b), il faut que I',(E) et A,(E)
varient trés peu quand E varie autour de E, + # A, sur un intervalle de
quelques #I',. % ,(E) est alors trés proche de la lorentzienne conduisant
a (C.18), sur un intervalle de valeurs de E égal a plusieurs fois la largeur
de cette lorentzienne. Pour exprimer de maniére précise la condition
précédente, appelons #w, lintervalle d’énergie au bout duquel
I'y(E) et A,(E) varient de maniére appréciable. Par exemple, si I’état
b est le premier €tat excité et a I'état fondamental, # w est de I'ordre de
E, — E,. 1l faut alors que

Wy > Fb 5 Ab (CZI)

Lorsque |E — E,| n’est plus négligeable devant fiw,, il n’est plus
possible de négliger dans (C.20.b) les variations avec E de [',(E) et

(*) Pour qu'il en soit ainsi, il faudrait que I",(E) soit indépendant de E, A,(E) étant

alors nul d’aprés (C.14). Une telle situation correspond en fait & celle du modéle simpie
de continuum choisi dans le¢ Complément C,.
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A, (E) qui font que les ailes de %,(E) ne sont plus celles d’une

lorentzienne. Les corrections correspondantes 2 la décroissance expo-
nentielle sont étudiées dans le complément C ;;;, ou 'on prend pour
I',(E) une courbe en forme de cloche, de largeur # w,.

Il nous reste & examiner 1'autre approximation utilisée plus haut et
consistant 4 remplacer Ry(z) par P'expression perturbative écrite en
(C.5). L’infiniment petit qui caractérise le développement perturbatif
(B.4) de Ry(z) est Hy, /HO, c’est-a-dire encore en ordre de grandeur
(r /wo] puisque I' ~ H%/w,. L’inégalité (C.21) entraine que, si les
premiers termes (C.5) du développement perturbatif de R,(z) sont non
nuls, les termes suivants peuvent €tre négligés.

Notons enfin que la structure (C.20.b) de #,(E) demeure valable
méme si R,(E + in) n’est pas approximé par R,(E *+ in) (voir remarque
ii du paragraphe 3 du complément A;;;).

2. Distribution spectrale des photons émis spontanément par un atome
excité

a) ELEMENT DE MATRICE DE LA RESOLVANTE ASSOCIE AU PROCESSUS
ETUDIE

Nous nous proposons ici de calculer I'élément de matrice de
G(2)

(aske | G(z) |b;0) (C.22)

entre I’état initial |b;0) (atome dans I'état excité b dans le vide de
photons) et I’état final |a;ke) (atome dans I’état @ en présence d’un
photon ke). Nous supposerons que a est I'état fondamental et
b le premier niveau excité, la transition b —. a étant permise. Une fois
que (C.22) est calculé, I'amplitude de probabilité pour que I’atome ait
émis un photon ke au bout d’un temps 7 en passant de b 2
a est obtenue par l'intégrale de contour (A.22). Si 7 est positif, seul le
contour C_ intervient et
- 0
5o | dE e B /N ake | G(E +im)|b:0)

+

(ake | U(r)|b;0) =

(C.23)

Le premier terme non nul du développement (A.24) permettant de
relier |5;0) a |ake) est le terme Gy Hyy Gy, ce qui donne :

1

(a:ke|G(2) |0) = ——F—

1
" <a;k€ | H“ |b;0> "Z———E—b'

(C.24)
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qui peut étre représenté par le diagramme

a (C.25)

déja introduit dans le chapitre II (voir figure 1).

Soit &, le sous-espace sous-tendu par |b;0). Comme |a;ke) appar-
tient au sous-espace supplémentaire &, I'élément de matrice (C.22)
est un élément de matrice de Q G(z) P. L’utilisation de (B.30) permet
alors d’obtenir pour (C.22) I'expression exacte.

1

(a;ke | G(z)|b;0) = {a;ke]| oYl V |b;0) (b;0|G(2)|b;0)

(C.26)

Le dernier élément de matrice de (C.26) a déja été étudié dans le
paragraphe précédent et nous avons obtenu pour ce terme une
expression approchée (C.17), qui est non perturbative puisqu’elle
resomme tous les diagrammes représentés en (C.7). Pour z = E + in,
I'expression (C.26) s’écrit compte tenu de (C.19.a)

(a;ke |G(E +in) |b;0) =

1 1
—— V(60— (C27)
E+in - OHQ E—E,,+ih£2’1

= {a;ke|

Considérons maintenant le premier élément de matrice de (C.27).
Pour P’évaluer, nous nous contenterons ici (comme dans le paragra-
phe B-1 ci-dessus) de considérer des sous-ensembles de diagrammes
issus du développement de G(E +im) en puissances de H;;. Nous
pouvons ainsi essayer de resommer tous les diagrammes ou I'état final
|a;ke) apparait un nombre arbitraire de fois, ce qui fait apparaitre un
nombre arbitraire de dénominateurs en 1/(z — E, — fiw) analogues a
celui figurant dans (C.24). Par contre, entre deux tels états ja;ke),
nous ne gardons au plus qu’un état « non résomnant », c’est-a-dire
différent de |b5;0) ou |a;ke). Plus précisément, nous nous limitons a la
somme infinie de diagrammes du type (C.28)
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ke

(C.28)

ol le double trait b représente le propagateur perturbé de P’état initial
correspondant au dernier terme de (C.27) et représentant symbolique-
ment la somme infinie (C.7). Les diagrammes représentés en (C.28)
suggérent I'image suivante : une fois que le photon ke a été émis,
l’atome dans I’état a émet et réabsorbe virtuellement des photons en
permanence. De tels processus sont responsables du déplacement
radiatif de I’état fondamental a. Notons qu’il n’y a pas d’instabilité pour
I’état a car il n’y a pas d’état d’énergie inférieure vers lequel ’atome
puisse se désintégrer radiativement 2 partir de a. Comme le photon
ke est « spectateur » dans (C.28), on peut se convaincre aisément que la
sommation de tous les diagrammes (C.28) conduit, avec les mémes
approximations que celles utilisées pour établir (C.17), & remplacer le
premier dénominateur de (C.24) (écrit pour z = E +in) par
1/(E +in — E, — hw), ot E, est I'énergie E, corrigée du déplacement
radiatif #A, de I’état a. Une approximation de I’expression exacte
(C.26), meilleure que (C.24), est donc finalement

;ke | Hyp | b;0
(ake |G(E +in) b;0) = (a:;ke |Hp |5;0)

N N T
(E+in—Ea—hm)(E_E,,+ih7”)

(C.29)

et est représentée par le diagramme
ke
a

(C.30)
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oi les deux doubles traits représentent les propagateurs perturbés de
Pétat initial et de I’état final. Une approche plus directe que celle suivie
ici, définissant de maniére rigoureuse I'état final perturbé, est présentée
dans le complément B ;.

Avant d’étudier la répartition spectrale du rayonnement émis, nous
allons auparavant généraliser I'expression (C.29) au cas ou la désinté-
gration radiative de P’état excité initial fait apparaitre plusieurs photons
dans I’état final.

b) GENERALISATION A UNE CASCADE RADIATIVE

Nous considérons maintenant le cas ol l'atome part d’un niveau
¢ plus excité que b et retourne 3 ’état fondamental a en émettant deux
photons ke, et ke, (voir les figures 2o et 2B représentant les deux
ordres temporels possibles d’émission des deux photons).

o

k; €,

1~

(@) (8

Figure 2. Passage de D'état excité ¢ a I'état fondamental ¢ par émission
spontanée de deux photons k&, et kye,  Les deux processus (a) et
(B) different par Pordre d’émission des deux photons.

La présence d’un niveau b situé entre ¢ et g entraine que I'amplitude
des processus (2a) et (28) peut prendre des valeurs importantes a
cause d’une résonance dans I’état intermédiaire. C’est ce qui se passe
quand la fréquence w, du photon k,e, pour le processus (2a), ou la
fréquence w, du photon k,&, pour le processus (28), sont trés voisines
de la fréquence w de la transition ¢ — b, atome passant intermédiai-
rement dans 1’état b. Une telle situation correspond a une cascade
radiative ¢ —« b — a.

Nous supposerons dans ce qui suit que les fréquences atomiques
w et w,, sont trés nettement différentes (I'écart | w,, — w,,| étant trés
grand devant les largeurs naturelles I', et I’y de ¢ et b). Les deux
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amplitudes associées aux processus (2a) et (28) ne peuvent pas alors
étre simultanément importantes (*). Nous supposerons w; voisin de
w, et négligerons le processus (28). Le photon k&, est alors celui qui
est émis en premier dans la transition ¢ — b.

L’élément de matrice

(ask,€,k 87| G(2) | ¢;0) (C.31)
permet de calculer I'amplitude de transition
(a:k e ko8, | U(7) | c;0) =
—w© ‘
= Lim % J‘ dE e E/* (a;k e, k.85 | G(E +im) |c;0)

(C.32)

A lordre le plus bas en Hp,, le troisitme terme du développement
(A.25) donne, pour la contribution du processus (2a) a Iamplitude
(C.31), le résultat

(ak &y ko8, | Hpy | bk €1y (bikiey | Hyp|cs0)

.33
(z-tw,-hw, - E)z—-tw, - E)z-E,) (€33)
représenté par le diagramme
k&,
a HJ_r'J! Kk, &
of
C.34
) (C.34)

Comme dans le paragraphe précédent, nous pouvons resommer les
autres diagrammes d’ordre plus élevé, du type de (C.35), contenant un
nombre arbitraire de fois les états « résonnants» |c;0), |b;k;€;),
|aski€,,k€,) comme états intermédiaires et ne contenant au plus qu’un
état non résonnant entre deux tels états résonnants.

(*) Voir cependant la remarque & la fin de ce paragraphe et I'exercice 15 qui
considérent la situation ol les trois niveaux a, b, c sont a peu prés équidistants.
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a ke, ke

b (C.35)

c

Comme plus haut, on peut montrer qu’une telle resommation revient a
remplacer dans le dénominateur de (C.33) (écrit pour z = E + i),

E; par K, —ih(I';/2) avec i = a, b, c. On obtient ainsi
(a:k e, Ko€; | Hp | b3y, e1) (biky €| Hyp|€50) x

x( 1 ) 1 X
‘ . T
E+in—ho,—ho,-E, E+i'n~f1w1—Eb+”‘—2',3

1

- r FC
E+in—-E +ih—
2 (C.36)

correspondant au diagramme obtenu en remplagant dans (C.34) les
trois simples traits ab ¢ par trois doubles traits symbolisant des
propagateurs perturbés (voir le premier diagramme de (C.46)).

Des méthodes plus algébriques, utilisant des opérateurs de projection
sur plusieurs sous-espaces orthogonaux peuvent &tre mises en oeuvre
pour étudier le probléme des cascades radiatives. Elles confirment les
résultats établis ici par des méthodes diagrammatiques (*).

(*) Voir par exemple L. Mower Phys. Rev. 142, 799 (1966). A.S. Goldhaber and
K.M. Watson, Phys. Rev. 160, 1151 (1967). L. Mower, Phys. Rev. 165, 145 (1968).
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¢) LARGEUR NATURELLE ET DEPLACEMENT DES RAIES EMISES

o) Raie émise a partir du premier niveau excité

Revenons a I’émission spontanée d’un seul photon & partir du premier
niveau excité b.

Pour obtenir la distribution spectrale du photon émis, il faut calculer
I’amplitude d’émission (C.23) pour un temps 7 suffisamment long pour
que I'atome soit certainement retombé dans I’état a (7 > I';''), puis
étudier la dépendance en @ du carré du module de cette amplitude.

Reportons (C.29) dans (C.23) et calculons l'intégrale sur E par la
méthode des résidus. Pour 7 > I'; !, seul le pole en E, + fiw de (C.29)
contribue, et on obtient

1 Saske [Hn|b0)
h ——
W — Wy, + 1=

2

(ake|U(7)|b;0) = B RAAN (oK 7))

By, = (Eb - Eﬂ‘a)/'i (C38)

représente la fréquence (angulaire) de la transition reliant 1'état
b déplacé de h A, a I'état a déplacé de h A,. Elevons au carré le module
de (C.37). La dépendance en w du numérateur est beaucoup plus lente
que celle du dénominateur et peut étre négligée. La répartition en
fréquence I(w) des photons émis est donc proportionnelle 2

1
(@ — @pa)* + (T/2)
Elle est donnée par une courbe de Lorentz de largeur & mi-hauteur

I',, appelée largeur naturelle, centrée en @,,, qui différe de w,, par le
déplacement A, — A,.

(C.39)

B) Raies émises dans une cascade radiative

Pour obtenir la répartition spectrale des deux photons émis dans la
cascade radiative ¢ -~ b — a (voir Fig. 2a), il faut maintenant reporter
(C.36) dans (C.32). Pour 7 » 'L, I'; !, seul le pdle en E, + hw; + hiw,
contribue a Pintégrale et on obtient

(a;klel,k2€2| U(r) |c;0) e i(E, + hoy + hw))T /B %

9 (a;kq€1, Ko, | Hpy | bk €1) {bik €| Hpy|c50)

. T . T
(hwl+hw2+Ea—Ec+ih7c)(hw2+Ea—E,,+iﬁ—2—b)

(C.40)
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Comme plus haut, il est légitime de négliger la variation avec
w; et w, du numérateur devant celle du dénominateur, de sorte que la
distribution combinée I(w,,w,) des fréquences des deux photons émis
est donnée par

1
2

(01 + wy — @)" + L. (wy — Byl + E (C.41)
| : ]

1(‘01’“’2) ~

ol @, est déja donnée en (C.38) et ou
Boy = (Ec - Ea)/h (C42)

Supposons que I'on n’observe que le premier photon w,. Sa distribu-
tion spectrale s’obtient en intégrant I(w,,w;) sur o,

I({w,) = J dw, [(w,,0,;) (C.43)

L’intégrale sur o, de (C.41) peut étre calculée aisément par la méthode
des résidus. Il vient

I(w;) ~ L

(C.44)

. N2 Fb+rc 2
(0 - @g) + (———2—>

Doy = (Ec - Eb)/h (C'45)

La répartition spectrale des photons émis sur la transition ¢ — b est
donnée par une lorentzienne centrée en &, et dont la largeur & mi-
hauteur est la somme des largeurs naturelles I', et I', associées aux
deux niveaux supérieur et inférieur de la transition.

Si par contre on n’observe que le photon w,, il faut intégrer (C.41) sur
w;. On retrouve alors le méme résultat que celui donné en (C.39).

Remarque
En toute rigueur, 'amplitude d’émission des deux photons est représentée
par une somme de deux diagrammes différant par I'ordre d’émission des
deux photons
ke, kg kg ke

v

Vo

b ' b (C.46)




IIL.C.3 Quelques exemples d’application 193

Ces deux diagrammes correspondent aux deux processus de la figure 2 et
décrivent deux chemins différents faisant passer du méme état initial au
méme état final. Les amplitudes correspondantes doivent donc interférer.
En fait, si |@, — &,,| > I',,I';, les deux amplitudes ne peuvent jamais
étre simultanément importantes, de sorte que les effets d’interférence sont
négligeables. Le calcul précédent est alors valable. Par contre, si les trois
niveaux a, b, ¢, sont équidistants, les deux amplitudes associées a (C.46)
peuvent étre comparables et leur interférence ne peut plus étre ignorée.
Un exemple d’une telle situation est analysé dans I'exercice 15 qui étudie
I’émission spontanée en cascade a partir du niveau n = 2 d’un oscillateur
harmonique.

3. Couplage indirect entre un niveau discret et un continuum. Exemple
de la transition de Lamb

a) PRESENTATION DU PROBLEME

Nous considérons maintenant le cas ol un niveau discret | ) de
H, est couplé & un continuum, non pas directement (comme dans les
paragraphes précédents) mais indirectement, via un autre niveau
discret |¢,) de H,, d’énergie voisine. Cette situation se rencontre par
exemple dans I’atome d’hydrogene, le niveau métastable 2 53 étant trés
proche en énergie du niveau instable 2 p; (voir figure 3). Nous allons
montrer dans ce paragraphe qu’un faible couplage entre ces deux
niveaux peut conduire 2 une réduction importante de la métastabilité
du niveau 2 sy (*).

25
< w
2P

15

Figure 3. Schéma des niveaux d’énergie de I'atome d’hydrogéne considérés
dans ce paragraphe. Les niveaux 2 s; et 2 p; sont quasi-dégénérés. Le niveau
2 p; peut se désexciter vers le niveau 1s; en émettant un photon. Le niveau
2 5, est métastable en absence de couplage W.

(*) En fait, Pétat 2 5, peut se désintégrer radiativement vers I’état 1 s3 par un processus
d’émission spontanée & deux photons (voir chapitre II, § D-1). Nous négligerons ici un tel
processus car 'instabilité introduite par le couplage avec I'état instable 2 p, est beaucoup
plus importante.
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Le probléme que nous considérons est donc celui d’un niveau discret
le.) = |c;0) de Hy = Hp + Hpy (atome dans I'état excité ¢ en présence
de 0 photon), couplé par un hamiltonien W & un autre niveau discret
d’¢énergie voisine |¢,) = |b;0) (atome dans I’état excité b en présence
de 0 photon), lui-méme couplé par H,; a& un continuum d’états
|a;ke) (atome dans I'état fondamental a en présence d’un photon
ke). Nous supposons par contre que |¢.) n’est pas couplé directement
4 |a;ke) par H; et est donc métastable vis a vis de I’émission
spontanée. Un systéme préparé initialement dans I'état |¢,) doit donc
passer intermédiairement par I'état | ¢, avant de pouvoir émettre un
photon. Il apparait ainsi clairement que 'évolution de P'état |¢,.) ne
peut étre étudiée indépendamment de celle de Pétat |¢,). Nous
sommes donc dans une situation ol le sous-espace &, privilégié est
engendré par |¢,) et |@.) et a donc une dimension égale a 2.

Pour l'exemple de I'’hydrogéne, nous supposerons que le couplage
W entre les états |@ ) et |@,) est dii & un champ électrique statique
E, extérieur, de sorte que

W= —d.E, (C.47)

ol d est le moment dipolaire électrique de ’atome.

Remarques

(i) La théorie développée ci-dessous peut &tre aisément adaptée au cas ou
le couplage entre |¢,) et |@.)> est dit & un champ électromagnétique
hyperfréquence dont la fréquence est voisine de (E, — E,)/#k. Si nous
supposons qu’il y a initialement N photons dans ce mode k,&, du champ et
que latome est dans l'état ¢, le couplage entre |c;Nke,) et
| b;(N + 1)k,&;) peut induire une transition entre ces niveaux. Comme le
niveau |b;(N + 1)k;&,) est instable, puisque couplé au continuum d’états
|a;(N + 1)k;e;,ke), Pévolution du systeéme est décrite par des équations
analogues a celles que ’on obtient dans le cas du couplage Stark (C.47). Le
sous-espace &, particularisé est alors engendré par |c;Nke,) et
[6;(N + ke, .

(ii) Nous mettons ici I'accent sur I'instabilité¢ de I'état | ) induite par le
couplage W. Une autre approche possible consisterait 2 déterminer
d’abord les états propres |x;) et |x,) de la restriction de H, + W dans le
sous-espace &, engendré par [¢,) et |¢.), puis 3 étudier leffet du
couplage radiatif entre les états |x,) et |x,) ainsi obtenus et le
continuum { |a;ke) }. 1l serait cependant incorrect de penser que
Uévolution de |x;) et | x,) puisse se déduire exclusivement des éléments
de matrice diagonaux {x,|R(E +in)|x;) et {x2|R(E +in)|x;). Les
états |x;) et |x,) étant proches en énergie et couplés au méme
continuum {a;ke), il faut également tenir compte des éléments non
diagonaux (x| R(E +in) | x2) et {x2|R(E +i1)|x,). Un autre exem-
ple physique ol deux niveaux dégénérés sont couplés de maniere
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résonnante 3 un méme continuum est étudié dans I'exercice 14 qui aborde
le probléeme de la superradiance et de la subradiance d’un syst¢me de deux
atomes.

b) CALCUL NON PERTURBATIF DE L’AMPLITUDE DE TRANSITION

Le systtme étant a linstant initial dans 1'état |¢.), nous nous
proposons de calculer I’amplitude de probabilit¢ (¢ |U(,0)|¢.) =
U,(?) de le trouver dans le méme état 4 un instant ¢ ultérieur. Pour cela,
nous considérons au préalable {¢.|G(2)]¢.) = G.(2).

Comme les évolutions des états |¢,) et |¢.) sont couplées, il faut
étudier la restriction de G(z) dans le sous-espace &, sous-tendu par
|®p) et |@.). Il découle alors du paragraphe B-2-b ci-dessus que la
matrice (B.28) représentant P G(z) P est I'inverse de la matrice (B.29).
Elle est donc égale a

(bem Gbc<z)> 1 (z—Ec—Rccw Rbc(z)>
Ga(2) Gu(2)) 2 \Ry(2) 2 = Ey— Ry(z)
(C.48)

2 = [z - E, — Ry(2)] [z — E. — R.(2)] — Ry (2) Ry(2)
(C.49)

est le déterminant de la matrice (B.29).

Dans le probléme physique étudié ici, 'hamiltonien H est la somme
de Hy=Hp + Hyetde V = Hy; + H;y + W. Comme dans le paragra-
phe C-1, nous allons effectuer des approximations sur les expressions
exactes (C.48) et (C.49). Nous remplagons les éléments de matrice
R;; de R (avec i,j=bh ou c) par des expressions perturbatives

R,-j, calculées a l'ordre 2 inclus vis-2-vis des charges g. Le long du
contour C_ de la figure 1 (qui intervient pour 7 > 0), nous négligeons

également la variation avec E de RU—(E +imn), en remplagant
R{E+in) par RyE,+in) ob Ey=(E,+E)/2 est Iénergie
moyenne des états |¢@,) et | ).

Commengons par calculer I'élément non diagonal R,(E;+in).
L’hamiltonien Hj,, qui n’agit pas sur les particules & ’approximation
des grandes longueurs d’onde, ne peut pas coupler {¢;) 2 | ¢.). Quant
a Hyy, il ne peut coupler |¢,) et | ¢.) au deuxieme ordre, car les états
atomiques |b) et |c) ont des parités opposées. Enfin, les termes de
couplage «croisés » en Hy et W sont nuls entre les états |¢,) et
|@.» qui sont tous les deux vides de photons. On en déduit que, a
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I'ordre 2 inclus en g

Ry(Ey+in) = Wy, (C.50.)
Ry(Eg+in) = W, (C.50.b)

En ce qui concerne les éléments diagonaux R,, et R, nous négligerons

Peffet Stark quadratique df aux éléments de matrice de W entre I'état
|b) (ou |c)) et les autres niveaux éloignés. Comme les termes
diagonaux croisés en H; et W sont nuls, €t que Fj=~ E, ~E_, on
obtient

. | {a;ke | Hyy | b;0) |2
§Eb+in "E, — hw

I

Ry(Ey +im) = (b;0|Hp|b;0)

BA i ar,
=t
(C.50.c)
et de méme
R (Ey+in)=hA, (C.50.d)

L’absence de terme imaginaire dans R,.(E, + in) est due au fait que
I'état |c) est métastable.

Finalement, les approximations faites plus haut sur P R(E + in)P
reviennent a considérer que P G(z) P est la résolvante de '« hamilto-
nien» P HyP + P R(Ey+in) P qui est représenté par la matrice

~ I
Eb - lh -7 Wbc
(C.51)
ch Ec
(ol nous avons posé comme plus haut E; = E; + 4 A, pouri = b,c). La

matrice (C.51) apparait ainsi comme un hamiltonien effectif non
hermitique permettant d’étudier ’évolution a P'intérieur du sous-espace
&,

Le report de (C.50) dans (C.48) et (C.49) donne

- T
E - By +if—
G (E+in) = (C.52)

T, )
(E—Eb+:ﬁ-2—) (E - E,) - |W,|?

Pour obtenir U (7), il suffit alors d’effectuer I'intégrale de contour
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(A.22) par la méthode des résidus. On obtient ainsi

~ r —izoT ~ r —-izT
(zz—Eb+ih-2—b)e r/h (zl—Eb+ih7bi)e n/h

U =
cc(T) Z;— 2,

(C.53)

oll z; et z, sont les valeurs propres de la matrice (C.51).

¢) CAS D'UN COUPLAGE FAIBLE. FORMULE DE BETHE

Considérons d’abord le cas ol |W,,| est trés petit devant &I,
(|Wy| < #I'}). Les valeurs propres de (C.51) sont alors respectivement
égales a :

. r Wi |2
z) ~ E, — ih_2‘1+ ’ ;' (C.54.a)
~ . b ~
(E,-ih5) - E,
. Wi |2
7 ~E, - ' ;‘;" : (C.54.b)
(B, - ik =) - E,

Séparons les parties réelles et imaginaires de ces valeurs propres. Nous
voyons apparaitre ainsi les quantités

|7 % 2
R l ”‘IFZ (C.55)
~ b
ﬁz("-’zzyc""j'—)
W 2
r=r, W . (C.56)

~ rb
ﬁz(w%c'*"““—)

dont la signification sera donnée plus tard (rappelons que
h &, = E, — E.), et nous obtenons

~ R r’
leEb—ﬁA —lh_z_(l—ﬁ
i r,
~Ey-ha ik (C.57.a)
Zy = E~c+h4'~ih% (C.57.b)

Dans le cas d’'un couplage faible, I'' et A’ sont trés petits devant
Iy et les valeurs propres z; et z, différent peu des termes diagonaux de
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I’hamiltonien effectif (C.51), méme lorsque la différence d’énergie
ha,, entre les niveaux b et ¢ est nulle. En portant les valeurs de
z; et z, dans lexpression (C.53) donnant U (), on trouve que la
contribution essentielle provient du pdle z,, de sorte que :

E
—i(Eray -1t
e

Uy (1) = e 2 (C.58)

11 ressort de (C.58) que le couplage W a deux conséquences pour le
niveau c¢ : d’une part, ce niveau est déplacé de la quantité #4’, d’autre
part, il acquiert une durée de vie finie 1/I"". Par suite de son couplage
avec b, le niveau c¢ est « contaminé » par b et devient donc instable.
Nous voyons sur la formule (C.56), encore appelée formule de Bethe,
que la probabilité de désintégration radiative par unité de temps
I''" varie avec &, comme une courbe lorentzienne centrée en
@y = 0. Cette probabilité est maximum lorsqu’il y a égalité entre les
énergies des niveaux b et ¢ (déplacements radiatifs inclus). En
revanche, la variation de A’ en fonction de &, est celle d’une courbe de
dispersion (voir (C.55)). Bien que couplés entre eux, les niveaux
d’énergie continuent 4 se croiser en @, =0 quand on balaie les
énergies E, et E. au moyen d’un paramétre extérieur (*). La perturba-
tion W ne leve donc pas la dégénérescence des niveaux d’énergie
lorsqu’elle est petite devant # I'y,. De méme, on trouve que les états

propres |¢;) et |¢,) de la matrice (C.51) different pen de |¢;) et
[®.> (les corrections étant au maximum de I'ordre de |W,.|/fl,):

w
[#1) = |ep) +“—~——‘i—r—b°— o) (C.59.a)
h(w”bc—i 7)
1%
le2) = |9) = —————— | oy) (C.59.b)

Fb
Wl &, —i —
(wbc 12)

Notons que ces deux états ne sont pas orthogonaux car la matrice
(C.51) n’est pas hermitique.

(*) Dans le cas de 'hydrogéne, un tel balayage est réalisé par déplacement Zeeman
des niveaux dans un champ magnétique statique. Voir W.E. Lamb and R.C. Retherford,
Phys. Rev. 79, 549 (1950) ; 81, 222 (1951) ; 86, 1014 (1952).
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d) CAS D’UN COUPLAGE FORT. OSCILLATION DE RABI

Considérons & présent I'autre situation limite ot |W,.| » #I',. Dans
ce cas, les valeurs propres z; et z, de (C.51) sont égales a

> o I
2= By +h o —ih (C.60.2)
3 r
zy = Eo—h%—m{ (C.60.b)
avec
E,+E,
E, = b 5 (C.61)
1 »
Q = —’;\/4|W,,c|2+h2w§c (C.62)
Fb ‘r)bc
ro- 2 (1 o ) (C.63.2)
r )
r= = (1 - ) (C.63.b)

Le report de ces valeurs de z; et z, dans (C.53) donne amplitude de
transition U.(f). A résonance (&,, = 0), on trouve que

U 1) = e B0 /H g T/ o '—w—lf?—l—t (C.64)
L’évolution du systéme & partir de 1’état | ¢_) se présente donc comme
une oscillation de Rabi amortie. La fréquence de loscillation est
proportionnelle 4 ’élément de matrice de couplage |W,| et le temps
d’amortissement de l'oscillation est le double de la durée de vie du
niveau b. Sous l'effet du couplage intense entre les deux états,
I'instabilit¢é du niveau b se trouve répartie également entre b et
¢. Les états propres de la matrice (C.51) sont dans ce cas des
combinaisons linéaires symétrique et antisymétrique de |¢;) et
|¢c) (si W, est réel). Leurs énergies sont E, = | W, |. Contrairement
au cas précédent (couplage faible), la dégénérescence entre les deux
niveaux b et ¢ est donc levée par W.

Si I’'on s’écarte de résonance, le mélange des fonctions d’onde devient
moins important et les états propres de (C.51) tendent vers |¢,) et
jo.) quand i | &, | > |W,,|. Les largeurs naturelles I'; et I', de ces
niveaux (reliées aux parties imaginaires de (C.60.a) et (C.60.b)) passent
alors progressivement de I'y/2 et I'y/2 4 I'y et I', = 0 (voir (C.63.a) et
(C.63.b)). Les énergies (parties réelles de (C.60.a) et (C.60.b)), quant a

elles, valent (E, = #£2)/2 et forment un « anticroisement de niveaux »
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quand &, varie (voir figure 4). L’oscillation de Rabi s’effectue 2 la
fréquence {2 donnée en (C.62) et son amplitude diminue.

b Energic
~N
~
~
~
~ - -
~ -
- TN
== ~
N
~
N
N @y

—-

Figure 4, Anticroisement de niveaux. Les niveaux d’énergie non perturbés
par W sont tracés en traits tiretés et les niveaux d’énergie perturbés en traits
pleins.

Remarque

Dans tout le paragraphe, nous avons considéré que |¢.) €tait stable en
absence de couplage W. Les résultats obtenus peuvent étre aisément
étendus au cas od |¢,) a une durée de vie égale a I'; . Il faut dans ce cas
ajouter une partie imaginaire — it I’ /2 au terme diagonal E, de 'hamilto-
nien effectif (C.51). La situation d’anticroisement de niveaux correspond
alors a Pinégalit¢ |W,. | » #|I, — I'.|. En particulier, lorsque les deux
niveaux ont méme durée de vie, le couplage entre | ¢,) et | ¢.> conduit
toujours a un anticroisement de niveaux.

4. Couplage indirect entre deux niveaux discrets. Les transitions
multiphotoniques

a) PHENOMENE PHYSIQUE ETUDIE ET SOUS-ESPACE &) DES ETATS
PRIVILEGIES

Le but de ce dernier paragraphe est de montrer comment le
formalisme de la résolvante peut étre appliqué a I'étude des transitions
multiphotoniques. Considérons par exemple le cas d’une absorption
résonnante a deux photons entre deux niveaux excités discrets
c et b (voir figure 5). La différence d’énergie E, — E, = ## w,_ entre ces
niveaux est voisine de 2Aw ol w est la fréquence des N photons
incidents ke, Nous supposons que le niveau inférieur de la transition
¢ est métastable alors que le niveau supérieur b peut se désexciter par
une cascade radiative, via des niveaux d, vers le niveau fondamental
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a. Un tel schéma correspond par exemple au cas de la transition
25 -3 s de 'atome d’hydrogene, la désexcitation radiative du niveau
3 s se faisant presque totalement via le niveau 2 p.

fiw,

hw,

Figure 5. Schéma des niveaux correspondant au processus
d’absorption & deux photons considéré dans ce paragraphe.

Soit |y (1)) le vecteur d’état du systtme global atome + champ,
correspondant & I’état initial |¢(0)) = |c;N ke) (atome dans I’état
¢ en présence de N photons du mode ke, tous les autres modes étant
vides). Parmi les états propres de Hy = Hp + Hy qui vont apparaitre
avec une amplitude importante dans le développement de | ¢(2)), I'état
|b;(N ~ 2)ke) joue un r1dle prépondérant puisque la condition
w,, = 2w entraine que cet état est quasi-dégénéré avec |c;Nke).
D’autres états vont également jouer un rble important aux temps
longs : ce sont ceux qui résultent de I’émission spontanée d’'un photon &
partir du niveau excité b (|d;(N — 2)ke .k €,)) ou de deux photons
(la;(N ~ 2)ke k&K 65) ).

Notons que ces deux derniers états du systtme global ne font pas
intervenir les états atomiques b et ¢. De maniére plus générale, s’il est
possible de négliger tous les processus d’émission spontanée susceptibles
de ramener ’atome dans les niveaux b et ¢, ces deux niveaux atomiques
n’apparaissent dans le développement de |y(f)) que via les états
Jep) = |b5(N —~2)ke) et [¢.) = |¢c;Nke). La probabilité de trouver
Patome dans le niveau b ou ¢ (quel que soit I'état du champ) est donc
égale a celle de trouver le systéme total dans Pétat |¢,) ou
|#.y. Le calcul de I'opérateur d’évolution, et donc de la résolvante,
peut étre alors limité au sous-espace &, sous-tendu par |, et
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|e.>. Une telle simplification ne serait pas possible si le niveau
atomique ¢ était I'état fondamental car il serait repeuplé par émission
spontanée. Il faudrait alors faire intervenir beaucoup d’autres états du
systtme global pour décrire 'évolution atomique (voir § C-4-f).

b) CALCUL NON PERTURBATIF DES AMPLITUDES DE TRANSITION

Nous choisissons ici le point de vue dipolaire électrique pour décrire
le couplage entre I'atome et le champ (*). L’hamiltonien H est alors
décomposé en Hy=Hp + Hp et H; = -d.E .

Pour déterminer I'évolution du systéme, il faut, comme dans le
paragraphe C-3-b, calculer au préalable les valeurs propres de I’hamilto-
nien effectif P Hy P + P R(E, + im) P ou E; est 'énergie moyenne des
niveaux |¢;) et |¢.>. Les éléments de matrice de P R(E; +in) P,
sont calculés ici a Pordre le plus bas en g, ou ils sont non nuls, c’est-a-
dire 4 Vordre 2 dans le probleme présent.

Pour les termes diagonaux, nous avons ainsi

Ryp(Eg +im) =
| {b3(N — 2)ke |H';|is(N — 2)ke,k'e’) |
LLr E,—E,—ho +in i
ke
| {b5(N ~2)ke |H';|i5(N — ke ) |?
) E,—E, —#w +i7 *
| {b3(N —2)ke |H'[|i3(N — 3)ke) |?
E,—E, +how +in

(C.65)
Dans la somme sur k’e’ du premier terme de (C.65), les photons
ke sont spectateurs. A l’exception de la contribution du seul mode
ke (qui peut étre négligée) nous trouvons ainsi une somme analogue a
(C.9) et qui décrit donc les effets radiatifs spontanés (**) (durée de vie,
déplacement radiatif) déja étudiés dans le paragraphe C-1.

Dans les deux derniéres sommes de (C.65), il est possible de
supprimer le terme in au dénominateur. En effet, dans 'exemple

(*) On peut en effet montrer (voir par exemple « Photons et Atomes - Introduction 2
I'Electrodynamique Quantique », exercice 2 du complément E) que Uhamiltonien
~ d.E; est souvent plus commode que H;, pour I'étude des transitions multiphotoniques
entre niveaux discrets.

(**) En toute rigueur, la premiére somme de (C.65) ne coincide pas avec (C.9). Pour
obtenir 4 partir de Phamiltonien dipolaire ¢lectrique le déplacement radiatif correct
k4,, il faut ajouter a cette somme la contribution provenant du terme d’énergie propre
dipolaire de I'hamiltonien dipolaire électrique (voir la formule (76) de I'appendice et
I'exercice 7).
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étudié ici, nous excluons toute résonance a un photon ke & partir de
b de sorte qu’aucun dénominateur d’énergie ne peut s’annuler (*). Les
deux derniers termes de (C.65) sont donc réels. Appelons #A’, leur
somme. La quantité hA', décrit en fait le déplacement lumineux du
niveau | ¢,) di a l'interaction avec les photons incidents. En supposant
que le nombre de photons dans ce mode ke est trés grand (N > 1) et en
utilisant ’expression (89) de 'appendice donnant I'opérateur champ
E, , nous pouvons réexprimer les deux derniers termes de (C.65) sous la
forme :

Nhw 2 1 1
2£0L3; | bld-eli] (E,,—E,.-ﬁw Y E,—E, % hw )

(C.66)

soit encore en utilisant I’opérateur intensité / = E{~2.E{*) introduit
dans le complément A4, :

' . 1 1
hA', = b|d. 2
b= D T 10D ( =55 * 5pra )

A, =

(C.67)

Le déplacement lumineux #4’', de l'autre niveau est donné par une
expression analogue obtenue en remplagant b par c.

En définitive, les termes diagonaux de [I’hamiltonien -effectif
PHyP + P R(Ey+in) P s’écrivent (avec la notation £, = E; + #4,
pour i = b,c):

r,

(N-2)ho + E, +h4A', — ih - (C.68)

pour le niveau b et
Nho + E, + h4’, (C.69)

pour le niveau ¢ qui a été supposé métastable (I', = 0).
Considérons a présent le terme non diagonal R, (E, +in), qui est
égal a
Rbc(EO + l"l) =
(by(N = 2)ke |H';|i5(N — 1)ke ) (i;(N — 1)ke |H';|c;Nke)
=,Z E +ho —E, +in

(C.70)

(*) Dans le cas o il y aurait un nivean i du continuum d’ionisation de I'atome tel que
E;, = E, + hw, il faudrait conserver le terme en i 7. La partie imaginaire de la derni¢re
somme de (C.65) est alors associée a la durée de vie du niveau b due au processus de
photoionisation.
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Nous avons remplacé au dénominateur d’énergie E, par Nhw + E_ (on
aurait pu aussi prendre Ey =~ (N ~ 2)hiw + E, qui est trés peu différent).
Notons que le terme en in des dénominateurs peut étre supprimé
puisqu’aucun niveau i{ n’est situé a égale distance des niveaux
b et ¢ (pas de résonance a un photon). Contrairement a la situation du
paragraphe C-3, il n’y a pas ici de couplage direct entre les niveaux
lesy et |@.), mais un couplage indirect d’ordre2 via les états
|i;(N — 1)ke). Dans I'hypothése ot N > 1, nous pouvons réécrire
R, (E,) sous la forme :

Nhw o (b|d.€|i) (i|d.e|c)

Ry (Ep) =
bc( 0) 280L3zi: Ec+hw _E"

=y p Llpelligelo )

Finalement, ’hamiltonien effectif qui décrit I’évolution & lintérieur
de &, s’écrit

Ty

- BAT. _ i
Eb+ Ab 1'12

Rbc(EO)

(N = 2)ho + (C.72)

R.(Ep) 2ho + E, + ha',

et présente beaucoup d’analogies avec I'hamiltonien (C.51) étudié au
paragraphe précédent. Nous pouvons donc utiliser les résultats de ce
paragraphe pour déterminer I’évolution temporelle des amplitudes de
transition U_(t) et U,(t). Comme plus haut, nous envisagerons

successivement le cas d'un couplage faible (|R,(E,)| < #I';) et celui
d’un couplage fort (|R,(Eg)| > #T,).

¢) CAS D'UN COUPLAGE FAIBLE. PROBABILITE D’EXCITATION A DEUX
PHOTONS PAR UNITE DE TEMPS

L’expression (C.58) montre que la population de 'état ¢ décroit
exponentiellement avec un taux relié a la partie imaginaire de la valeur
propre de ’hamiltonien effectif (C.72) relative a I'état | ¢.) perturbé.
Notons ici ~ i#I'" /2 la partie imaginaire de la valeur propre de (C.72)
la plus proche de Nhw + E, + #4’,. I'" vaut

r-r, (C.73)

lec(E()”2
2
#? [(a,,c + Ay~ A - 2w) + —43 ]

et représente la probabilité de transition par unité de temps due a
I'excitation a deux photons. Notons que cette probabilité est maximum
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lorsque
f (sbc + h (A'b - A’c) = Zh(!) (C.74)

c’est-a-dire lorsque I’énergie des deux photons est résonnante avec la
différence d’énergie entre les niveaux b et ¢, corrigée des déplacements
radiatifs spontanés (inclus dans #&,. = E, — E,) et des déplacements
lumineux A4’ et h4’'.

La condition de résonance dépend donc des déplacements lumineux :
il s’ensuit que le centre de la résonance & deux photons se déplace
lorsque I'intensité lumineuse incidente change. La largeur 2 mi-hauteur
de la résonance est #I',. Quant & la variation de I'” avec I'intensité
lumineuse, elle est quadratique puisque R, (E,) varie comme (I} (voir
(C.71)). La probabilité de transition 3 deux photons est donc propor-
tionnelle au carré de l'intensité incidente.

Remarque

Dans le cas d’un couplage faible (| R,.(E,)| < #T,), c’est-a-dire lorsque la

transition A deux photons n’est pas « saturée », les déplacements lumineux
sont souvent petits devant la largeur naturelle #I", des niveaux étudiés, ce
qui permet d’utiliser les transitions & deux photons comme méthode de
spectroscopie de haute résolution (voir chapitre II, § D-2). Une telle
propriété résulte du fait que les déplacements lumineux AA’, et AA’, varient
comme R, (E;), proportionneliement 2 {I. Il existe alors de nombreuses

situations ol 'on peut avoir [4', — 4'.| < I', tout en ayant une probabilité
de transition I'” non négligeable (*).

d) CAS D’'UN COUPLAGE FORT. OSCILLATION DE RABI A DEUX PHO-
TONS

Dans le cas odt |R,(Ey)| > #T,, les valeurs propres de I’hamiltonien
effectif (C.72) sont données par des expressions analogues a (C.60.a) et
(C.60.b) mais ou W, et &, sont remplacés par R,(E;) et
(B, + 4’y — A', — 2w). Par analogie avec les résultats obtenus dans le
paragraphe C-3-d, on peut ainsi prévoir que I’évolution du syst¢me va
se présenter comme une oscillation amortie entre les niveaux b et
¢. Par exemple, & résonance (&, + 4’y — A’, = 2w), la probabilité de
trouver le syst¢me dans I'état | ) est égale 2

_ R,(E
¢ F”'/Zcoszl se(Eo) | ;

- (C.75)

(*) Voir par exemple Grynberg, Cagnac et Biraben.
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Le phénomene d’oscillation de Rabi apparait donc également pour une
résonance 4 deux photons. Cette oscillation s’effectue a la fréquence de

Rabi généralisée 2|R,(Ep)| /A qui est, d’aprés (C.71), proportionnelle
a l'intensité incidente.

e) TRANSITION MULTIPHOTONIQUE D’ORDRE PLUS ELEVE

L’approche précédente peut étre aisément généralisée & une transition
multiphotonique impliquant plus de deux photons.

Considérons par exemple la transition résonnante a trois photons
entre les états ¢ = 25 et b = 4f de 'atome d’hydrogéne. Au voisinage
de la résonance, les états |o.) = |c;Nke) et |@,) = |b;(N - 3)ke)
jouent un réle prépondérant. Comme plus haut, les €léments diagonaux
R (E;+im) et Ry(Eg+in) (o E; est la moyenne des énergies de
|ep) et |e.)) apparaissent au second ordre en H'; et représentent les
largeurs naturelles et déplacements radiatifs spontanés de b et
¢, ainsi que les déplacements lumineux de ces niveaux. Par contre,
R, (E,) n’apparait maintenant qu’a Yordre 3 en H'; et vaut

5 _ [ Naw \3/2 < (bld.e|j) (jld.e|i) (i|d.e|c)
RoelEo) = (zeolﬁ) 2 (E, + 2ho - E)E, + ho — E))

(C.76)

Suivant les valeurs relatives de |R,.(E)| et #T,, on peut définir une
probabilité¢ de transition a trois photons par unité de temps (si
| Rpc(Eo) | < hI",) égale a

F" = I"b

5 2
lec(EO) I . (C77)

r
# [(abc + A, ~ A, - 3w) + -4—" ]

ou une oscillation de Rabi a trois photons (si |R,(Eg)| > #I';)

s’effectuant & la fréquence de Rabi généralisée 2|R,,C(E0)| /h.
Notons que, lorsque la transition n’est pas saturée, la probabilité de

transition I'" est porportionnelle & | R,.(Eg)|? qui varie comme le cube

de l'intensité lumineuse. Les déplacements lumineux jouent alors un
r6le plus important que dans le cas des résonances & deux photons

puisque I’élément de matrice de couplage |R,(E;)| induisant la

transition apparait & un ordre de perturbation plus élevé que
Ay et A',.
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f) LIMITES DU TRAITEMENT PRECEDENT

Dans tous les exemples envisagés dans les paragraphes C-3 et C-4,
nous avons pu étudier I’évolution du systéme en nous limitant a un petit
nombre de niveaux privilégiés. Une telle situation est cependant loin
d’étre générale. Considérons a titre d’exemple une absorption réson-
nante a4 un photon & partir du niveau fondamental a. Appelons
b le premier niveau excité et supposons qu’un seul mode du champ est
peuplé, ce mode contenant N photons de fréquence o voisine de
(E, — E,;)/h. Pour trouver I'évolution du systéme, on pourrait étre
tenté de généraliser le traitement précédent en étudiant la restriction de
la résolvante au sous—espace engendré par |a;Nke) et |b;(N — 1)ke ).
11 est clair cependant qu’une telle approche ne permet pas de prédire
quelle est la probabilité de trouver l'atome dans l'un des niveaux
a ou b. En effet, le processus d’émission spontanée a partir du niveau
b couple I’état |b;(N — 1)ke) a I'état {a;(N — 1)ke,k,g;). Une nou-
velle absorption a partir de ce mniveau conduirait a I'état
[b3(N - 2)ke k&) etc... Il n’est donc pas possible de se limiter aux
seuls états |a;Nke) et |[b;(N — 1)ke) (sauf & n’envisager que des
temps suffisamment courts pour que la probabilité de retour par
émission spontanée dans le niveau a soit négligeable). Pour ce type de
problémes, l'utilisation de la résolvante n’est pas commode car le
sous—espace d’états privilégiés &, a une dimension trop grande et il faut
avoir recours a d’autres méthodes (équation pilote, équations de Bloch
optiques, atome habillé) qui seront exposées dans les chapitres suivants.

REFERENCES GENERALES

Messiah (§§ XVI-15, XXI-13, 14, 15), Goldberger and Watson
(chapitre VIII), Roman (§ 4-5).



208 Etude non perturbative des amplitudes Ap.l

COMPLEMENT A,

PROPRIETES ANALYTIQUES DE LA RESOLVANTE

Dans la partie A de ce chapitre, nous avons introduit la résolvante

1

G(z) = 7 H 1
de Phamiltonien H du systéme étudi¢, z étant une variable complexe.
Nous avons montré que cet opérateur posséde plusieurs propriétés
intéressantes. En particulier, ses éléments de matrice entre états
propres de ’hamiltonien non perturbé H, sont souvent plus simples a
calculer que ceux de l'opérateur d’évolution U(7), ce qui permet
notamment de resommer formellement la série de perturbations en
puissances de V = H — H,. Une fois que I’élément de matrice intéres-
sant de G(z) (entre les états initial et final du processus étudié) a été
calculé, 'élément de matrice correspondant de U(7) s’en déduit par une
intégrale de contour. Il est donc important de préciser les propriétés
analytiques des éléments de matrice de G(z) considérés comme des
fonctions de la variable complexe z. C'est 1a le but de ce complément.
Nous commengons (§ 1) par montrer que les éléments de matrice de
G(z) sont analytiques dans tout le plan complexe privé de I’axe réel.
Nous analysons ensuite (§ 2) les singularités de ces éléments de matrice
sur 'axe réel et montrons qu’elles sont liées a la nature discréte ou
continue des valeurs propres de H. Nous reprenons enfin le probléme
dun état discret de H, couplé 2 un continuum. Nous montrons tout
d’abord que de tels états instables correspondent & des poles du
prolongement analytique de la résolvante dans le deuxi¢me feuillet de
Riemann (§ 3). Des décroissances exponentielles sont associes a ces
pbles. Nous montrons ensuite (§ 4) que Pintégrale de contour donne

aussi naissance a d’autres contributions, non exponentielles.

1. Analyticité de la résolvante en dehors de Paxe réel
Soit |u) un état quelconque normé
(uluy =1 @)
et

Gulz) = (u|G()|uy = (u] 2 |u) ()

I’élément de matrice de G(z) dans cet état.
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Pour étudier les propriétés analytiques de G,(z), il est commode
d’introduire les états propres de H, dont certains, |¢;), sont des états
propres discrets, de valeurs propres E;, et d’autres, | ¢, ), appartiennent
au spectre continu. Si les états |¢;> et |¢,) ont la normalisation
habituelle, la relation de fermeture sur les états propres de H s’écrit

T 1o Gl + [ @ v (ol =1 (4.)

Il est souvent commode de faire apparaitre explicitement ’énergie
E comme nombre quantique repérant les €tats du spectre continu,
auquel il faut adjoindre d’autres nombres quantiques notés y. Le
changement de variables k — E,y fait apparaitre alors la densité d’états
dans d°%k = p(E,v)dEdy (voir § 3-c du complément A ;) et (4.a) devient

Y (v ol + [ [ dBay &) [wEn)) B =1

(4.b)
L’introduction de (4.b) entre 1/(z — H) et |u) dans (3) donne
| ulyi) |?
Gu2) = Z _Z——aE_,-_ +

' o(E' 7y LLYE YD) |?
+JJdEdv p(E'sy") py ©)

Supposons alors que z soit un point du plan complexe situé 4 une
distance & non nulle de I'axe réel. Dans (5), tous les dénominateurs
z — FE;, z— E'... sont minorés en module par 8. Tous les numérateurs
de (5) étant positifs, on peut donc majorer le module de G, (z)

(G| =5 [ L1 Culu) |2 +
+J JdE’dy'p(E',Y')|<u|'1’(E',’Y')>12 (6)

Le terme entre crochets de (6) n’est autre que le carré de la norme de
jud, qui vaut 1 d’aprés (2), de sorte que

1G.@) <5 ™

Une démonstration analogue permettrait de montrer que la dérivée de
G,(2), G' (2), est elle aussi bornée.

Finalement, G,(z) qui est, d’aprés (5), une somme infinie de termes
qui sont tous des fonctions analytiques de z en dehors de 'axe réel, est
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bornée en dehors de cet axe de méme que sa dérivée. G,(z) est donc
analytique en dehors de I'axe réel.

Remarque

La démonstration précédente peut se généraliser pour les éléments de
matrice de G(z) entre deux états normés différents |u) et |v) . L'inégalité
(6) est alors remplacée par

| @IC@ 10y | =5 | T 1 wlv) Cwiloy | +
+ [ [awave@ )i wivm ) @] ©

En utilisant pour chacun des produits | {u|y) (¢ |v) | le fait que
[ Culw) < loy | <[l <ulw) >+ 1 <v]¥) |’]/2, on obtient

[ u|G@)|v) | <1/8 7

et la conclusion précédente reste valable.

2. Etude des singularités sur I’axe réel

Tout d’abord, en tout point E de I'axe réel qui n’est pas une valeur
propre de H, G, (z) est analytique. Il suffit de remplacer, dans la
démonstration précédente, 8 par la distance entre E et la valeur propre
de H la plus proche de E.

Lorsque z tend vers une valeur propre discréte E; de H, le terme
| ¢u|¥;) |?/(z — E;) de la somme (5) tend vers linfini. Les valeurs
propres discrétes de H sont donc des pdles pour G (z) (sauf si
(u|¢;) =0), admettant | {u|y;)|? pour résidus.

Figure 1 : Valeurs propres discrétes (E;,E;,...)
et spectre continu de H (partant de E).

Supposons maintenant que z tende vers une valeur propre E du
spectre continu, qui n’est pas confondue avec une valeur propre
discréte. Deux situations sont possibles, suivant que la partie imaginaire
de z est positive ou négative (figure 1). Pour le voir, calculons
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Lim G,(E xin) qui, d’apres (5), vaut

-0,

Lim G,(E +in) = Lim

710, n—0,

[Z | Cul ) |2 +JdE, fAE)

Exin-E, Exin—-FE

(8)

ol

FuE) = J dy' p(E'y") | | W(E ) |2 ©)

Le premier terme du second membre de (8) tend simplement, lorsque
n—0,, vers Y |{uly;) |*/(E - E;), qui est une grandeur réelle.

Quant au deuxiéme terme, ['utilisation de

Lim 1
np, X% in

=9’%1i7r8(x) (10)

ol & désigne partie principale, montre qu’il vaut

P J dE’ é“( E) im f(E) (11)
Les limites de G,(E + in), lorsque 710, , existent donc bien, mais ne
sont pas les mémes suivant que z tend vers £ par valeurs positives ou
négatives de la partie imaginaire (a condition que f,(E) soit non nul).
On dit que la fonction G,(z) présente une coupure le long du spectre
continu. L’écart, — 2iw f,(E), entre les valeurs de G (E +in) et
G, (E - im), représente ’écart entre les deux lévres de la coupure. Le
point ou commence la coupure, E,, s’appelle le point de branchement.
Comme la densité d’états p(E’,y) tend en général vers zéro quand
E' tend vers E,, il en est de méme pour f,(E') d’apres (9). L’écart entre
les deux lévres de la coupure tend donc vers zéro quand E s’approche
du point de branchement.

Notons également que les valeurs prises par la fonction G,(z) de part
et d’autre de la coupure sont complexes conjuguées 'une de l'autre,
d’aprés (11). De maniére plus générale, 'hermiticité de H entraine
que :

Gu(z*) = (Gul2))* (12)

La fonction G,(z) est analytique dans le demi-plan supérieur. On peut
la prolonger analytiquement au dela de la coupure dans le demi-plan
inférieur. La valeur prise par la fonction prolongée par continuité est
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différente de la valeur prise au méme point par la détermination initiale
de la fonction, puisque la coupure introduit justement une discontinuité
dans cette détermination. On dit que G,(z) a été prolongée dans le
deuxiéme feuillet de Riemann, le plan complexe initial constituant le
premier feuillet de Riemann. Un prolongement analogue peut étre fait
du demi-plan inférieur vers le demi-plan supérieur.

En résumé, I'étude précédente a montré que la fonction G,(z) est
analytique dans le plan complexe privé des valeurs propres discrétes de
H, qui constituent des poéles, et du spectre continu de H qui constitue
une coupure. Il est possible de prolonger analytiquement G,(z) au dela
de la coupure dans le deuxieme feuillet de Riemann. La deuxieme
détermination G!/(z) ainsi obtenue pour G,(z) peut posséder des poles.
Nous allons voir maintenant que ces pdles caractérisent les états
instables résultant par exemple du couplage d’un état discret avec un
continuum.

3. Etats instables et pdles du prolongement analytique

Revenons pour fixer les idées au probléme de 'émission spontanée,
étudié dans le paragraphe C-1. L’état discret | ¢,) = |b;0), qui est €tat
propre de I'hamiltonien non perturbé H, de valeur propre E,,
représente ’atome dans I'état excité discret |b) dans le vide de photons
[0). 11 est couplé par Hj, aux états |a;ke) qui représentent Patome
dans P'état a en présence d’un photon ke. Les états |aske ), d’énergie
non perturbée E, + hw, forment un continuum partant de E, (pour
simplifier, nous supposons qu’il n’y a pas d’autre état atomique que
|a) d’énergie inférieure a E,).

L’élément de matrice de la résolvante non perturbée dans I’état
| @57

1 1
Gop(z) = < os| m) les? = ﬁ; (13)

a un pdle en z = E,. Quant & P'élément de matrice de G(z) dans
| #5) , nous avons montré qu’il peut étre mis sous la forme

1

Gy(2) = ;TE_—R‘;@ (14)

et nous avons calculé, comme Hj; est trés petit, une valeur approchée,
Ry(2), de R,(z) donnée par (C.5), de sorte que
1
Gy(z) =~ —m———— (15)
z = Ep — Ry(2)
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Au voisinage de I'axe réel, G),(z)peut s’écrire
1
Exin —Eb—hﬁb(E)tigfb(E)

Gy(Exin)= (16)

ot I'y(E) est une fonction positive, nulle pour E < E,, décrivant
I'intensité du couplage de I'état discret |¢,) avec la «couche »
d’énergie E dans le continuum { |a;ke) } (voir (C.12)), et ou
A, (E) est reliée simplement a I',(E) par la relation de dispersion
(C.14). Pour E = E,, I',(E,) =T, et h A,(E,) = h A, représentent
respectivement la probabilité de désintégration radiative par unité de
temps de |¢,) vers le continuum et le déplacement radiatif de I’état
[@p)

11 apparait clairement sur (16) que G, (E + in) et G,(E — in) tendent
vers des limites bien définies quand n—0,, mais que ces limites sont

différentes si I",(E) est non nul, puisque
—i b TW(E)
[E - E, - # A(E)]® + [h [,(E) /2]
(17)

Gy(z) admet donc une coupure sur I'axe réel, partant du point de
branchement E, (puisque I',(E) =0 pour E <E,) et allant jusqu’a
I'infini.

Le fait que la singularité soit passée d’un pdle pour Gg,(z) & une
coupure pour G(z) montre que H n’a plus, comme Hj, d’état discret
d’énergie voisine de E,. Le couplage V a en quelque sorte « dissous »
I’état discret | ¢,) dans le continuum. Il reste cependant un souvenir de
I’état discret, qui se manifeste par les variations importantes de
G,(E +im) et G(E —in) quand E varie autour de E, + # 4,. Nous
allons montrer maintenant que ces variations importantes de
G,(E +in) sont en fait dues a I'existence d’un pdle dans le prolonge-
ment analytique de G,(z) au voisinage de z = E;.

Gb(E'I"lTI) - Gb(E—l‘Y)) =

Remarques

(i) L’écart (17) entre les deux lévres de la coupure varie de maniére
importante avec E au voisinage de E = E,. Ces variations, qui sont
voisines de celles d’une lorentzienne centrée en E, + # A, et de largeur
# I',, ne sont autres que celles de la densité d’état discret | ¢,) dans le
nouveau continuum. En effet, si |¢(E,y)) désigne I'état propre de
I'hamiltonien total H de valeur propre E, les expressions générales (8), (9)
et (11) démontrées ci-dessus montrent que, pour {u) = |@,)

GUE +im) - Go(E = im) = = 2im | dv p(EN) | CwlWED [ (19)
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L’intégrale du second membre de (18) n’est autre que la densité d’état
| 5> dans le nouveau continuum. La comparaison de (17) et (18) montre
bien alors que cette densité est importante au voisinage de E, + # 4, et
varie trés rapidement avec E sur un intervalle de largeur # I',. Un tel
résultat généralise celui obtenu dans le complément C, sur un modele trés
simple.

(i) Il est possible de calculer exactement R,(z) et donc d’obtenir pour
A (E) et I',(E) des expressions plus générales que les expressions
perturbatives 4,(E) et I",(E) données en (C.11) et (C.12). 1l suffit pour
cela d’utiliser les expressions générales (B.37) et (B.38) écrites dans le cas
ou le sous-espace &, n’a qu’une dimension (on a alors A,(E) = A,,(E) et
I'(E) = I',(E)). Si I'on insére entre les deux opérateurs V de (B.37) et
(B.38) la relation de fermeture sur les états propres de lopérateur
Q H Q, on obtient des expressions exactes ayant la méme structure que
(C.11) et (C.12), |ake) ¢étant remplacé par un état propre de
Q H Q et E, + hw par la valeur propre correspondante. I est possible ainsi
de montrer que I',(E) est positif ¢t non nul pour E= E,, ot E, est
I'énergie de I'état fondamental de @ H Q, c’est-a-dire I'énergie E, de I'état
fondamental de H,, corrigée du déplacement radiatif de cet état. La
coupure de G,(z) part donc de E, et non de E,. De méme, on peut montrer

que la relation de dispersion (C.14) demeure valable entre les fonctions
exactes A,(E) et [y(E).

Revenons maintenant a (15). Au voisinage de z = E,, on peut,
d’aprés (16), approximer R,(z) par #[A, —i(I",/2)] pour Imz >0, et
par A[A, +i(I",/2)] pour Imz <0

1

Voisinage de E;, Gy(z) = - (19.a)
- —h hr
Imz =0 2= E 4y +i(hI,/2)
.. 1
Voisinage de E;, Gy(z) =~ T E, A, —iT,/2) (19.b)

Imz <0

11 est clair sur (19) que G,(z) n’a pas de pdle dans le voisinage de
E, puisque la partie imaginaire du dénominateur n’est jamais nulle
(Im z et = © ", /2 ont toujours le méme signe). Prolongeons maintenant
analytiquement G(z), donné _par (19.a), du demi-plan supérieur au
demi-plan inférieur a travers la coupure. Au voisinage de E;, la
fonction prolongée dans le deuxi¢me feuillet de Riemann, G{/(z), a par
continuité une forme trés voisine de (19.a), mais le domaine de
définition est maintenant étendu 4 Imz <0

1
P4 ~Eb ‘-hAb+l(th/2)

Voisinage de E, G}!(z) =
Imz <0

(20)



Ap 4 Propriétés analytiques de la résolvante 215

Ii est clair alors que G{/(z) a un pole dont la position est approximative-
ment donnée par

On pourrait de méme prolonger analytiquement (19.b) du demi-plan
inférieur vers le demi-plan supérieur, et montrer que la fonction
prolongée G}!(z) a un péle en z¢".

Nous voyons ainsi que le pole de Gy, (z), qui était en z = E, sur 'axe
réel (voir (13)), n’a pas réellement disparu lors du passage de
H, a H. L’effet du couplage V a été simplement de déplacer légérement
ce pole dans le deuxiéme feuillet de Riemann. De fagon générale, les
états instables, c’est-a-dire les souvenirs des états discrets de H, couplés
a des continuums, correspondent 4 des poles du prolongement analyti-
que de la résolvante (de tels états sont désignés également sous le nom
de « résonances »).

4. Intégrale de contour et corrections a la décroissance exponentielle

Revenons & lintégrale de contour qui permet de relier Uy(7) a
Gy(z) (voir la figure 1 et I’expression (A.22) du chapitre). Si nous
supposons 7 = 0, la contribution de C_ est nulle dans (A.22) (on peut
refermer le contour vers z = — { o0 etil n’y a pas de pdles dans le demi-
plan inférieur). Le contour se réduit donc & C , droite légérement au
dessus de l’axe réel et parcourue de droite & gauche, de sorte que si
7=>0

1 ~ 0 +in .
Uy(r) = Gylz) e/ dz (22)
2mi +o+in

Pour évaluer l'intégrale par la méthode des résidus, il faut fermer le
contour vers le bas ((Im z)7 doit étre négatif). Le contour passe alors
nécessairement dans le deuxieme feuillet de Riemann dans sa partie
droite, puisque G,(z) a une coupure s’étendant de E, a I'infini, alors
que, dans sa partie gauche, il reste dans le premier feuillet de Riemann.
Pour fermer le contour, il faut donc nécessairement revenir tourner
autour du point de branchement de la coupure en E = E, (voir la
figure 2).

Le contour enferme donc le pdle situé en z, dans le deuxiéme feuillet
de Riemann et dont nous avons montré plus haut l'existence (nous
supposerons que G/(z) n’a pas d’autre péle a Iintérieur du contour).
La contribution de ce pdle & l'intégrale de contour est une exponentielle
amortie. La contribution du demi-cercle est nulle si son rayon est
suffisamment grand. Enfin, la contribution du « lacet » L formé par le
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Figure 2. Fermeture vers le bas du contour d’intégration C, .
Les parties en traits tiretés sont dans le deuxiéme feuillet de Riemann.

contour tournant autour du point de branchement s’écrit

1 JEH ;
5= [Gu(2) - G e/ Pz (23)
E,~i

2

Elle représente les corrections a la décroissance exponentielle associée
au pole en z;, L’expression (23) permet notamment de comprendre
pourquoi la décroissance aux temps trés longs (7 > I'; ') de Uy(r) est
moins rapide qu'une exponentielle. En effet, pour + trés grand,
I'exponentielle exp( — iz7 /#) amortit beaucoup plus la contribution du
pdle que celle du lacet L, puisque le lacet comporte des régions ol
Im z est aussi petit que I'on veut, alors que pour le pole, Im z reste égal
a Im z,. En fait, si G,(z) — G{!(z) varie en (z — E,)" au voisinage de
z = E,, I'intégrale de (23) qui, pour 7 I'; ', ne fait intervenir que ce
voisinage, varie en 1/7"*! (pour des raisons d’homogénéité).

REFERENCE GENERALE

Goldberger and Watson (chapitre VIII).
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COMPLEMENT B,

EXPRESSIONS NON PERTURBATIVES
POUR LES AMPLITUDES DE DIFFUSION
D’UN PHOTON PAR UN ATOME

Dans le chapitre II, nous avons passé en revue plusieurs processus de
diffusion de photons par des particules chargées ou des atomes. Pour
décrire ces processus, nous avons utilisé des amplitudes de diffusion
calculées a l'ordre le plus bas de la théorie de perturbations. Comme
nous l'avons déja vu a propos de la diffusion résonnante, une telle
approche n’est pas toujours suffisante, dans la mesure ou les diagram-
mes faisant intervenir I'état intermédiaire résonnant peuvent conduire &
des divergences. La resommation de tous ces diagrammes est alors
nécessaire pour obtenir une expression finie.

Une approche allant au deld de 'ordre le plus bas est également
nécessaire pour tenir compte correctement de l'interaction de I’atome
avec le champ électromagnétique quantique dans les états initial et final
du processus de diffusion. En effet, méme si le photon incident est loin
de Vatome, ce dernier interagit avec le champ électromagnétique en
émettant et réabsorbant virtuellement des photons. L’interaction
atome-champ est donc toujours présente et doit étre prise en compte
dans la définition méme des états asymptotiques de la diffusion.

Ces problemes peuvent étre abordés de différentes fagons, en
particulier & partir des états stationnaires de collision. Nous allons
utiliser ici une autre présentation qui est davantage basée sur I’étude de
Pévolution temporelle du systéme et qui utilise les propriétés de
l'opérateur G(z). Dans le paragraphe 1, nous reprenons dans cet esprit
le calcul des amplitudes de diffusion et de la matrice § fait dans le
complément A; & I'ordre 2 pour le compléter par I’établissement du
développement de Born de la matrice G. Nous obtenons également une
expression compacte de ce développement utilisant la résolvante et
permettant de traiter le cas de la diffusion résonnante. 11 apparait
toutefois qu’une telle approche est insuffisante pour traiter le probléme
de la diffusion d’un champ quantique, et que des états asymptotiques
stationnaires doivent étre correctement définis. Ce probléme est abordé
dans le paragraphe 2. Nous établissons enfin au paragraphe 3 une
expression exacte de la matrice S pour la diffusion d’un photon par un
atome, tenant compte de tous les processus radiatifs, aussi bien dans
I’état intermédiaire que dans les états initial et final.
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1. Amplitude de transition entre €états non perturbés

Dans tout ce paragraphe, nous considérons comme états initial et
final de la diffusion des états propres de 'hamiltonien non perturbé
H,. Pour la diffusion d’'un photon, ces états sont

le:) = |ake) (1.)
les) = la'k'e") (1.b)
et il faut évaluer 'amplitude de transition entre Vétat |¢,) et I’état

fos-

Af la limite olt le temps d’interaction tend vers 'infini, et si 'on
élimine les facteurs de phase évidents provenant de I’évolution non
perturbée des états |¢;) et |pg), cette amplitude est I'élément
Sy de la « matrice S» :

Spi = {eslS|ei) =

= Lim [exp(iET/2#) (¢ ;| U(T/2, — T/2)| ¢;)exp(iE;T/2%)]
T ©

@

Dans (2), U(t,t’) représente I'opérateur d’évolution sous l'action de
I’hamiltonien total

H=Hy+V 3)

incluant l'interaction V.

a) UTILISATION DE LA RESOLVANTE

Nous allons calculer explicitement (2) en utilisant des propriétés de la
résolvante G(z). D’aprés 1’équation (A.22) prise pour ¢ =0,

—izT,

S; = Lim

Tet+®

exp S (E; + E) (L 7 (616 0 )]

4)

Nous n’allons pas ici remplacer directement G(z) par 1/(z — H). En
effet, afin d’obtenir une expression ayant une limite bien définie
lorsque T tend vers linfini, il est intéressant de faire apparaitre
Gy(z) & gauche et a droite de G(z). Les pdles correspondants situés en
E, etE f donneront alors naissance a des termes oscillants compensant
ceux qui sont a Vextérieur de Yintégrale. Pour ce faire, nous utilisons
Véquation (A.23) reliant G 4 Gy sous la forme

G(2) = Gy(z) + Go(2) V G(2) , (5.a)
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puis sous la forme

G(z) = G(2) + G(2) V G (2). (5.b)

Le remplacement de G(z) par I'expression (5.b) au second membre de
(5.a) donne alors ;

G(2) = Gol(2) + Go(2) V Gol2) + GD) V G(2) V Go(z)  (6)

et par suite

(0,1G@ o) = —H+
(Pf ‘Pl _Z—Ei
1

"GC-E)G_E) (Vi + (osIlVG@ Vo)) ™)

Nous supposons pour le moment que I’élément de matrice
(¢¢]V G(2) V|¢;) n’a pas de pdle réel dans la région z = E; ou
E;. Par contre, nous n’excluons pas I'existence d’une coupure corres-
pondant & la partie continue du spectre de H. Des pdles complexes
peuvent bien siir exister dans le second feuillet de Riemann.

Il faut maintenant porter I’expression (7) dans (4) et calculer
I'intégrale par la méthode des résidus en fermant le contour vers
z = — i o0 suivant le trajet indiqué sur la figure 2 du complément 4 ;.
Considérons d’abord la  contribution des singularités de
(eslV G(z) V|¢p;). Les pdles complexes du deuxieme feuillet de
Riemann donneront des termes du type

iT({Ef+E,; Iy
expTl—f-i-—l— (Eb+hAb—lh 7)} (8)
qui tendent vers zéro rapidement lorsque T tend vers I'infini. De méme,
comme nous l'avons vu dans le complément A ;,;, la contribution du
lacet tend également vers zéro quand T — oo . Enfin, d’éventuels pdles
discrets E,,, €loignés de E; et E; donneraient des contributions du type :

1
(E, — E)E, - Ef

i E:+ E;
xexpig(_%_;—zz,,) ©)

)Res{<<pf|VG(E,,)V|<Pi>} X

D’apres les hypothéses faites sur les pdles E,, les dénominateurs sont
grands, et le coefficient de I'exponentiel est donc petit. De plus, lorsque
T tend vers l'infini, ’exponentielle devient une fonction de E; et
E; oscillant trés rapidement. Au sens des distributions, une telle
fonction est nulle, car intégrée sur E; ou E;, aprés multiplication par
une fonction lentement variable de ces parametres, elle donnera une
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intégrale d’autant plus petite que 7 est grand. En définitive, les
singularités de (¢¢|V G(z)V |¢;) ne contribuent pas & 'intégrale de
4).

b) MATRICE DE TRANSITION

Le calcul de §j; se réduit donc a celui de la contribution des péles de
(7) situés z=E; et z=E; Notons Tg4(E) le coefficient de
1/(z - E;)(z — Ej) dans (7), pris pour z = E +in:

TH(E) = (of|lV+VGE+in) V |e;) (10)

La contribution a (4) des pdles en E; et E; de (7) peut alors s’écrire :

§f = Lim {explz—:;(Ef+Ei) X
Te®

er ET ET
BT S o
x[s,.,e Y 7r,,(E) -+ Tf,(Ef)E £ ]}
. Tﬁ(Ei) - Tﬁ(Ef) T
=84+ Lim cos(Ef — E;) 5z —
! T~ ® { E; —Ef f 2k
sin(E; E,.)gﬁ
—inr,-(E~)+7ri(E)1———————} an
fi\=i f f Ef —E,

Le coefficient du cosinus est fini pour E; = E,. Lorsque T tend vers
Finfini, le cosinus est une fonction rapidement oscillante de E; — Ey,
d’amplitude finie. Nous avons déja vu qu’une telle fonction est nulle au
sens des distributions. Dans le dernier terme, on reconnait la fonction
m 8D(E; — E), de sorte qu’a la limite T — o0 , E; = E et Sj; se réduit
a I’expression :

ol la matrice de transition G est donnée par I'expression (10) prise
pour E = E;:

Gpi = (eslV+V G(E+imV]e) (13)

Nous avons établi ainsi de fagon générale les formules (B.13) et
(B.15) du chapitre I, sous réserve des hypothéses de régularité faites a
propos de {(¢;|V G(z)V |¢;). Si I'on remplace dans (13), G(E; +in)
par son développement (A.24) en puissances de V, on obtient le
développement de Born de Gy;, dont les premiers termes sont bien ceux
que nous avons déja rencontrés (formule (29) du complément 4 ).
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¢) APPLICATION A LA DIFFUSION RESONNANTE

Pour cette application, I'hamiltonien H, est Hy = Hp + Hp et le
couplage V est 'hamiltonien d’interaction H; = Hy, + H;, + Hj, (voir
§ 3-b de l'appendice). Nous avons vu dans le chapitre II (§ C-3) que
trois états jouent un rdle privilégié dans la diffusion résonnante : I’état
initial |a;ke) couplé par l'interaction H,; a D'état excité résonnant
|5;0), ce dernier étant lui-méme couplé au continuum des états finals
|a";k’e") (voir figure 20 du chapitre IT). Négligeant les processus non
résonnants concernant les états |a) et |a’), nous essayons ici de tenir
compte de toutes les transitions intermédiaires vers 1’état résonnant
|£;0> entre 'absorption du photon initial et 'émission du photon final.
Pour une transition dipolaire €lectrique, ces deux derniers processus ne
peuvent étre réalisés de fagon résonnante que par Hj, et la matrice
G s’écrit & cette approximation

‘B'C.S -
fi
(a';k'e"|Hp | b;0) (b;0|G(E, + hw +in) |b;0) (b;0|H}y|ake) (14)

Nous avons vu au chapitre II que I’approximation consistant a rempla-
cer G par G, dans I'état intermédiaire revient a ne tenir compte que du
processus (15),

k'e’

b (15)

ke

et conduit 3 une divergence de BF'. Une approximation meilleure
consiste a remplacer dans (14) (b;0|G(E, + hw +in)|b;0) par
I'expression (C.17). Ceci revient & resommer tous les processus d’ordre
supérieur représentés en (16) :
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a k's'
a' klel
e i b
al
b
b b
+ b + +
b b
a b
ke b
a
ke a
ke
(16)
L’expression de Gf devient alors
a'kK'e'|Hy|b;0) (b;0|Hylake
g SOK HaI50) (01 Hlke) a
Ea—{-hw —-(Eb+ftAb)+i§I"b

et coincide, au déplacement radiatif de I’état b pres, avec I'expression
(C.5) du chapitre I1. L'utilisation de la résolvante nous a ainsi permis
d’établir une expression non perturbative de Yamplitude de diffusion a
résonance.

d) INSUFFISANCES DE L’APPROCHE PRECEDENTE

Dans le calcul exposé ci-dessus, seuls les processus radiatifs d’ordre
supérieur affectant 1’état intermédiaire ont ét€ pris en compte. Les
processus analogues affectant 1’état initial ou I’état final ont été ignorés.
Une conséquence de cette approximation est visible sur (17) : Pénergie
de I’état a n’est pas corrigée de fi A,. Partant de I'expression exacte de
(¢5|V G(z)V | ¢;), on pourrait considérer le développement complet
de G(z) et resommer également les contributions des processus dans
lesquels le premier et le dernier événement ne sont pas 'absorption du
photon initial et I'émission du photon final. Un tel processus est décrit
par exemple en (18).
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K¢

b (18)

ke

Ce faisant, on prendrait en compte dans I'expression de Ty les
processus qui corrigent I’énergie des états initial et final, mais la
démarche qui conduit de Yexpression (7) & expression (13) n’est alors
plus justifiée. Il apparait en effet dans (¢ |V G(2)V |¢;) des poles
réels aux énergies E, +h A, + iw et E, + 1 A, + how’, voisines de
E; et E; 1l faut donc reprendre entierement I'établissement de
I'expression de Sg;.

La difficulté que nous rencontrons ici trouve son origine dans le fait
que les états |p;) et |p;) considérés ne sont pas asymptotiquement
stationnaires. Dans les collisions habituelles, 'interaction V entre les
particules peut &tre négligée dans I’état initial et dans I’état final. Les
états propres de H, sont alors adéquats pour décrire ces états, dans la
mesure ol il est possible de bétir avec ces €tats des paquets d’ondes
quasi-monochromatiques, mais d’extension finie, tels que les particules
soient €loignées les unes des autres, et que V soit effectivement
négligeable. Dans le cas présent, H; ne décrit pas seulement I'interac-
tion de I'atome avec les photons initial et final, mais aussi I'interaction
de l'atome avec le champ transverse dans son ensemble. Or le champ
transverse interagit en permanence avec les particules constituant
l’atome. Cette interaction est responsable de nombreux effets physiques
(interaction magnétique entre particules, effet de retard dans I'interac-
tion électromagnétique, corrections radiatives) et il n’est pas justifié de
négliger H; dans I'état initial ou final. On peut dire en d’autres termes
que les états asymptotiques corrects du processus de diffusion contien-
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nent non seulement les photons libres ke ou k’e’, mais aussi le « nuage
de photons virtuels » qui décrivent le champ transverse au voisinage de
I'atome. Nous allons donc reprendre la théorie de la diffusion en
introduisant de tels états.

2, Introduction d’états asymptotiques exacts

@) L’ATOME EN L’ABSENCE DE PHOTONS LIBRES

Les états atomiques |a), |a'), |b),... sont des états propres de
I'« hamiltonien des particules » Hp donné au chapitre I (formule
(C.7.b)). Ils ne sont stationnaires qu’en I"absence de couplage avec le
champ transverse. Le vrai hamiltonien du systtme des particules
constituant I'atome, interagissant via le champ électromagnétique, est
I’hamiltonien total

H=HP+HR+H[

19
=H0+HI ( )

Le seul état stationnaire stable de I'atome est alors I'état fondamental
de H, que nous appellerons |¢,), d’énergie E,

HI ‘/’a) = Eal ‘!’a) (20)

L’état |¢,) représente I'atome dans son état fondamental en I'absence
de photon libre, mais accompagné du champ transverse qui lui est
associé, ainsi que des fluctuations du vide du champ dans tout I’espace.

L'écart entre E, et E, représente le déplacement radiatif de I'état
fondamental. Nous supposerons que I'état | ¢,) est normé. Le reste du
spectre de H est un continuum s’étendant de £, 2 + oo .

Remarques

(i) L état fondamental de H peut étre dégénéré, et comprendre plusieurs
sous-niveaux |¢,), | ¥, ... Certains niveaux proches de I’état fondamen-
tal peuvent avoir une durée de vie radiative assez longue pour pouvoir étre
considérés comme stables 4 une certaine approximation. Le spectre de
H est alors constitué de plusieurs continuums commengant aux é€nergies

(ii) L’expression de |¢,) peut étre obtenue sous forme d’un développe-
ment de type Wigner-Brillouin. Appelons P le projecteur sur le sous-
espace propre de H, dans lequel est choisie approximation d’ordre zéro
|¢d = |a;0> de |¢,) (et éventuellement celle des autres sous-niveaux
[¢,) de Pétat fondamental). Les vecteurs d’état | ¢,) et |¢)) étant
supposés normés, on note \fZ la constante représentant la composante de
|, sur |¢2). Décomposons alors | ¢,) sur les deux sous-espaces définis
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par P et Q=1]—P.'
[0 =VZ |4 + Qv (21)

L’expression de Q| ¢,) est obtenue de la fagon suivante : multiplions (20)
par Q a gauche et introduisons 1= P + QO entre H et |¢,>. Comme
Pjy,> est égal par définition a VZ ¢y, et que PH,Q =0, il vient :

Qlea) =

~

.= Q (12 (22)
= — QH, P |y VZ
E,-QH,Q-QH,Q

Le développement de la fraction de (22) en puissances de H; et son report
dans (21) donne le développement de Wigner-Brillouin de |¢,). La
constante Z est déterminée par la normalisation de |y,).

—1—HQH1PI¢3>x/5

L’état |¢,) n’est pas un état a zéro photon. Pour le voir, il suffit de
vérifier que lopérateur a,.(k) ne donne pas zéro lorsqu’il agit sur
|¢,> (voir le calcul ci-dessous). Les photons présents dans 1'état
¢, sont en fait les photons « virtuels » qui accompagnent I’atome
dans son état fondamental et qui décrivent quantiquement le champ
transverse qui lui est associé.

Calculons de fagon plus précise a.(k)|¢,). La relation

Hae(k) - ae(k) H=-to ae(k) + [Hlaas(k)] (23)
établie & partir de [Hj,a.(k)] = — fiw a (k), conduit a
(H- E, + hw) a (k) |¢,) = [Hpa k)] |¢,) (24)
Notons
+ _ _ a
Vs (k) = [ae(k)J{I] = aa:(k) H] (253)

h
————— €.
200 (27)° Z (P

- 4.AR,)) 2= expl ~ ikr,] (25.)

11 vient finalement

alk) |¢,) = - —————— Vi(K) |¥o) (26)

o + H-E,

Le spectre de H est borné inférieurement par E,, de sorte que le

dénominateur vaut au moins hw, tandis que le numérateur est du
premier ordre en H;. Ainsi, a,(k) |¢,) est dordre 1l vis a vis du
couplage entre les particules et le champ transverse.
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b) L’ATOME EN PRESENCE D'UN PHOTON LIBRE

Considérons |’état obtenu en créant un photon ke en présence de
I’état fondamental de I’atome.

|¥ake) =aZ(k)|y,) (27)

Ces états | ¢ ;ke) ne sont pas exactement états propres de H comme
était I'état |y,). En effet, on a:

H“”a;ke) = Ha:(k)"l’a)
= [Hal(®)] |¢,) +al(KH|,)

Le fait que |y ,) soit état propre de H permet d’écrire, compte tenu de
la relation de commutation [Hj,a} (k)] = hw a7 (k) et de (25)

HIl[la;kG) = (Ea + ﬁw) l l/’a;k8> + [Hl’a:(k)] l ¢‘a>

= (Ea + hw) I Yke) + Vs(k)l ‘ll’a>

Si 'on pouvait négliger le second terme du deuxiéme membre de (29),
| ¢, ke) serait état propre de H de valeur propre E, + hw. Nous allons
montrer qu’il est possible de faire une telle approximation pour des
paquets d’ondes construits a partir des |y,ke) et pour lesquels le
photon est localisé loin de Patome. De fagon plus précise, considérons
le vecteur d’état | #(¢)) formé en combinant des états |y, ;Kke) avec
une amplitude g, (k) et un facteur d’évolution temporelle
exp[ — i(E, + ho)t /H] :

(28)

(29)

160) = [ Y 8 (0 Iy,ik, Jexp [~ (E, 4 0) 18] (30)
L’utilisation de (29) conduit alors sans difficulté a

(in2-H) 190) =

=— f &k ¥ g.(K) e V (k)| ¢,)exp( — i E, t/h) (31)

Appelons g(r,t) le paquet d’ondes planes transverses construit a partir
de g.(k)/ Vo

3
g(r,p) = J (_2_77—)?/1;7—; ggs(k) e expi(k.r — wf) (32)

L’équation (31) s’écrit alors, compte tenu de (25) :

ih o~ H) | $()) = ) /2% « VBT o) | ¥,) exp( — i E, t/h)
(33)
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ol v, = [p, — q,A(r,)}/m, est Popérateur vitesse de la particule
a. Supposons pour fixer les idées que la fonction g.(k) soit réelle,
piquée autour du mode kgg, et de largeur Ak. La fonction g(r,t = 0) est
alors centrée au voisinage de l'origine, la dimension du paquet d’ondes
étant 1/Ak. L’évolution temporelle du paquet d’ondes est une propaga-
tion a la vitesse ¢ dans la direction k;. Au bout d'un temps
|t] > 1/cAk, le paquet d’ondes a donc quitté I'origine et g(0,z) ~0.
Ainsi, lorsque |¢| — 00, et dans la mesure ol dans I'état |¢,) les
coordonnées r, des particules sont voisines de 0, on a :

g(ru ’t) l ¢a> =0 (34)

et par suite

(tﬁ——H)l¢(t)) =0 (35)

Le vecteur d’état (30) est donc solution de I'équation de Schrédinger
pour |t| — oo . La limite |¢] — oo signifie simplement que le paquet
d’ondes (32) est sorti de la région ou se situe l’atome. Passons
maintenant a la limite oi Ak tend vers zéro. | ¢(r)) comprend alors
essentiellement P’état | ¢, kggy) évoluant avec I'énergie E, + hwg et le
paquet d’ondes (32) a une extension spatiale L; qui tend vers I'infini.
Cependant, pour des temps supérieurs & ¢/L,, Pétat | (z)) est
solution de V'équation de Schrddinger. Ainsi, en donnant a cette
expression le sens que nous venons de définir par le double passage a la
limite Ak — 0 et t > 1 /cAk, on peut considérer I'état | ¢ ;koe,) comme
asymptotiquement stationnaire, avec I'énergie E, + hw,. Un tel état
décrit pour  — - oo , un photon quasi-monochromatique kg€, incident
sur I'atome, et pour t — + 00 , ce méme photon s’éloignant a I'infini.
Les états |y, :ke) sont donc tout a fait adaptés pour décrire I'état
initial, ou I’état final d’un processus de diffusion d’un photon par un
atome.

3. Amplitude de transition entre états asymptotiques exacts

@) NOUVELLE DEFINITION DE LA MATRICE §

Nous venons de voir, qu’a la limite |¢] — oo , I'évolution temporelle
des états asymptotiques est donnée par de simples exponentielles
oscillantes correspondant aux énergies

Epe = E, + ho0 (36)

dans lesquelles figure Pénergie exacte E, de I'état | ¢,). La généralisa-
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tion de la définition (2) de la matrice S aux états asymptotiques exacts
introduits plus haut est donc :

Sy = }im [exp(i ET/2k) (§ | U(T/2, — T/2)| &:) exp(i E;T/2H)]

(37)
ou
E, =E,.=E +ho (38.a)
E; =Fpe=E,+ho' (38.b)
| @) = |ake) (38.¢)
| @5 = |¥aik'e’) (38.d)

Comme dans le paragraphe 1, le calcul de 'élément de matrice de
U se rameéne a celui de G(z) entre | ;) et |$,). Compte tenu de
(38.c), (38.d) et (27), cet élément de matrice s’écrit :

($71G(2)|8:) = (Walak) G2) al(K)|¥,) , (39
La formule (4) doit donc étre remplacée par

~

84 = Lim {explz—z;(éf+ E) x
T—®

—izT/h
x U dz S (Y2 (K)G(Da? (W) ¥) ” (40)
. i
Pour calculer I'élément de matrice figurant dans (40), il est commode
de faire passer G(z) 4 gauche de a.(k’) ou a droite de a} (k), puisque les
états |,) et |y, sont états propres de I'opérateur H figurant dans
G(z). Partons pour cela du commutateur

(a2 (k),z - H] = Ao a (k) — [a7(k),H|] (41)
qui donne, compte tenu de (25)
a; (k) (z —hw — H) = (z -~ H)a (k) + V (k) (42)

Il suffit alors de multiplier (42), & gauche par G(z), a droite par
G(z — hw), pour obtenir

G(z)al(k) =al(k) G(z — o) + G(2) V (k) G(z -~ hw) (43)

Multiplions enfin (43) a gauche par a.(k’). 1l apparait au second
membre a,(k’) G(z) que ’on peut 4 nouveau transformer en utilisant la
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relation adjointe de (43) (z étant remplacé par z* et ke par
k’e I)
a,. (k") G(z) = G(z - ho')a (k') + Gz — ho ) V (k') G(2)
(44)
Nous obtenons finalement
a.(k’) G(z) a/ (k) = a.(k)a/ (K)G(z — ho) +
+ G(z — tw")a (KD (K)G(z — fiw)
+ G(z - Ao )V (KNG (2)V (k)G(z — hw)
(45)

et par suite, puisque |,) et |, ) sont états propres de H de valeurs
propres E, et E,

(B11G@18:) = (Yulanat ®)| ) ———— +
z—-FE, - ho
1 , 1
e W la k)Y )|y ——— ¢
z—-E, -ho' z—E,-ho
e W IVIHEYGEV ()| ) ———  (46)
z—~E, - ho' z—-E,~ho

Dans le premier terme de (46), a.(k’) peut étre amené a droite du
produit d’opérateurs par une relation de commutation :

~ - B 8aa’
(671G(2)|&;) = 8..8(k —k') +

z— E;
L e e ) ) +
(z - Ey)
e (U lau®)V ) + VDGRV (K) | 62

(e~ Ez - Ep)
“7)

Au deuxieme terme prés, dont nous montrerons plus loin que sa
contribution a (40) est négligeable, expression (47) ressemble beau-
coup a (7). Nous pouvons utiliser cette analogie pour appliquer a (47) la
démarche des paragraphes 1-a, 1-b et 1l-c, aprés avoir montré que
I’hypothése initiale faite aprés I'expression (7) est bien vérifiée ici, a
savoir que (¥, |V (k")G(2)V (k)| ¢,) n’a pas de plles réels dans la
région z = E; ou E~f.
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Pour cela, rappelons (voir le complément A ;) que si |u) est un
vecteur d’état normé, (u|G(z)|u) admet des pdles pour les valeurs
propres discrétes de H et une coupure sur 'axe réel correspondant au
spectre continu. Cette propriété se généralise aisément aux éléments de
matrice de G(z) entre deux états différents de norme finie (voir la
remarque du paragraphe 1 du complément A ;;;). Vérifions d’abord que
V.(k)|¥,) est bien de norme finie. En utilisant (25.b) et I'expression de
la vitesse v, de la particule a, on obtient :

(Wal VIV (B) |0 =
S Y Gufu (Wale e T e, 0 (49)

- 2eq0(2m)} & &

Le second membre est la moyenne, dans I'état fondamental du systéme,
d’observables qui sont a I'évidence finies (la vitesse des particules est
bornée), de sorte que le carré de la norme de V (k)| ¢,) est fini. Il en
est de méme pour V. .(Kk')|y,>. I en résulte que
(W |V (&NG()V (k)| ¥, n’a pas d’autres pdles discrets que E, et
E,, qui sont éloignés de E; = E, + how et E; = E, + ho'.

Ainsi, le méme raisonnement que celui fait 4 la fin du paragraphe 1-a
permet de négliger les contributions des singularités de G(z) a
Pintégrale de contour (40), a la limite T — oo . Les seules contributions

non nulles proviennent des pdles en E; et Ef de (47). Un calcul

analogue 2 celui du paragraphe 1-b permet alors de généraliser (pour
les premier et troisi¢me termes de (47)) les résultats (12) et (13) sous la
forme

Sp= 8,6k —K)8, —2im 8 ™E - Ep) By (49.a)
avec
Bpi = (Yola k) V(&) + VEK) GE; +in) V ()| ¢,)
(49.b)

Calculons enfin la contribution ¢, du second terme de (47) a (40). Une
intégration par la méthode des résidus donne immédiatement :

. T = =~

e2= Lim (exp iz (B = £)) x (bolaz ®ag)| ) (50)
T— o

Lorsque T tend vers linfini, ¢, devient une fonction rapidement

oscillante de E; et E;. Son amplitude est finie, et méme petite dans la

mesure out a.(k’)|y,) est d’ordre 1 en H, (voir fin du paragraphe 2-a).
Au sens des distributions, ¢, tend donc vers zéro.
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Remarque

Revenons sur la comparaison entre (7) et (47). La démonstration faite plus
haut ne peut pas sappliquer 2 (¢/|V G}V |¢;) car |y et
l¢ ;) sont des états du spectre continu, qui ne sont pas de norme finie. En
fait nous avons montré de fagon perturbative au paragraphe 1-d que

(p;|V G(z) V| @;) a des poles en E +heo et E, +fo'.

b) NOUVELLE EXPRESSION DE LA MATRICE DE TRANSITION. DIsCUSs-
SION PHYSIQUE

L’expression (49.b) de Gy; peut étre encore transformée et mise sous
une forme trés voisine de celle de I'expression perturbative décrivant,
au second ordre en g, le méme processus de diffusion entre états
découplés |a;ke) et |ask’e’) (formule (C.1) du chapitre II).

Pour cela, nous allons faire passer a,.(k") a droite de V (k) dans le
premier terme de (49.b) et utiliser le résultat (26) obtenu plus haut pour
a.(k’)|¢,>. Nous noterons W, (k'k) le commutateur de a.(k") et
V.(K), qui vaut d’apres (25) :

We'e(k'7k) = [as'(k')’Ve(k)]

= [a, '(k'),[Hz,a*(k)]] (51)
72
€ — exp[z(k k’).r,]

o vl
11 est possible alors d’écrire le premier terme de (49.b) sous la forme
(W |a KW (K) | ¢h,) = (g |Wo(K'K) + V (K)ao(K) | dhg)
= (Yo |[We (k' k) + V (K)G(E, - ho)V 1(K') | ¢,)
(52)

oll nous avons utilisé (26) pour passer de la premiere a la seconde ligne.
Finalement, la nouvelle matrice de transition Gj; peut s’écrire sous la
forme

Bpi = (Y| Wk k) +V (k) G(E, — ho) V 5(K") +
+ Vi) G(E, + ho +in) V (K)| ¥,)

(53)

Pour faciliter la comparaison entre les expressions exacte et perturba-
tive de By, il est commode de réécrire la formule (C.1) du chapitre II
en y faisant apparaitre les opérateurs V (k) et V7 (k’) utilisés ici. Il
suffit pour cela de noter que

(b;0|Hylaske) = (b;0|Hy|ake)
(b:0|[H}.a7 (k)] |a;0) (54)
(B:01V (k)] a;0)
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et

(a'sk'e’|Hplake) = (a':0]a (k')Ha? (k)|a:0) =

= (a'0|[ac(k"),[Hp,a? (K)]] + [Hp,a: (K)]a (k") +
+a.(k"a}(k)H;|a;0)

= (a";0|W. (k' K)|a;0) + 6,8k —K')(a';0|H/|a;0) (55)

Pour ke # k'e’, le second membre de (55) se réduit au premier terme et
la formule (C.1) du chapitre II s’écrit sous une forme

Gy =B+ TP+l =
= (@' 0|W, (k' K) + V (k)G (E, — hiw) V H(K') +
+ VIEK)G(E, + ho +in)V (k)|a;0) (56)

qui rappelle beaucoup celle de I'expression exacte (53).

La comparaison de (53) et (56) montre clairement que, pour passer de
I’expression approchée a l’expression exacte, il faut remplacer {a;0)
par |¥,), E, par E, et Gy par G. Ainsi, les quantités relatives a I'état
fondamental «nu» sont remplacées par celles relatives a I'état
« habillé » par le nuage de photons transverses et le propagateur libre
G, est remplacé par le propagateur perturbé G.

Une analyse plus compléte de 'expression (53) dépasse le cadre de ce
complément. On peut néanmoins suggérer les idées suivantes: une
premiere approximation du propagateur complet de 'atome est celui
d’un atome « nu » dans lequel les électrons ont des masses renormali-
sées, et I'interaction avec le noyau est modifiée a courte distance. Ainsi,
I'utilisation de la formule du second ordre (56), avec des paramétres
renormalisés et des énergies complexes pour les états excités, constitue
en fait une excellente approximation de (53). Ce résultat, en fait trés
général, peut étre établi dans le cadre de la théorie de la renormalisa-
tion. Il justifie la pratique courante dans tous les problémes d’optique
quantique et d’électrodynamique & basse €énergie consistant a ignorer
les corrections radiatives, et a utiliser d’emblée dans les formules des
parameétres physiques renormalisés.
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COMPLEMENT C;;

ETAT DISCRET COUPLE
A UN CONTINUUM DE LARGEUR FINIE

TRANSITION ENTRE LA DECROISSANCE EXPONENTIELLE
DE WEISSKOPF-WIGNER ET L’OSCILLATION DE RABI

1. Introduction - Idée générale

Les méthodes de resommation de la série de perturbation, exposées
dans la partie B de ce chapitre, permettent de rendre compte de la
décroissance exponentielle d’'un niveau discret couplé a un continuum.
Nous avons également discuté dans le paragraphe C-1-c les conditions
de validité d’un tel résultat. Il faut en particulier que la probabilité de
transition par unité de temps I',, de I'état discret |¢,)> vers le
continuum, soit trés petite devant un paramétre w, caractérisant
I’échelle de variation avec E d’une fonction I'y(E) qui décrit comment
I’état discret |¢,) est couplé aux états du continuum d’énergie
E (voir (C.12)). Dans certains cas, lorsque I'y(E) a la forme d’une
courbe en cloche, # wy, est de 'ordre de la largeur a mi-hauteur de cette
courbe et peut donc étre considéré comme la « largeur du continuum ».

Imaginons maintenant que nous puissions augmenter progressivement
le couplage V, et donc I'y(E), sans modifier la largeur #w; de
I'y(E). Quand I', devient de Pordre de wy, les déviations par rapport a
la décroissance exponentielle deviennent de plus en plus importantes.
A la limite ou I', devient grand devant wj, il semble méme que la
largeur du continuum puisse étre négligée en premiére approximation.
Le continuum est alors assimilable a un état discret. On s’attend donc,
pour I'y» wy, & ce que le comportement temporel du systéme se
rapproche d’une oscillation de Rabi entre deux niveaux discrets.

Le but de ce complément est de présenter un modele suffisamment
simple d’état discret couplé a un continuum de largeur finie pour qu’on
puisse, par des constructions graphiques, comprendre comment
P’augmentation du couplage V change progressivement le comporte-
ment temporel du systeme (*). Nous commengons (§ 2) par présenter
le modéle qui permet d’obtenir une expression exacte pour la transfor-
mée de Fourier #,(E) de l'amplitude U,(7) pour que le systeme,

(*) C. Cohen-Tannoudji et P. Avan dans « Etats atomiques et moléculaires couplés a
un continuum. Atomes et molécules hautement excités », p. 93, éditions du C.N.R.S.
(Paris 1977).
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préparé a l'instant 0 dans I'état discret | ;) , soit resté dans cet état un
instant = aprés. Par rapport aux calculs présentés dans le paragraphe C-
1 de ce chapitre, nous ne faisons plus I’approximation consistant a
remplacer I'expression R,(z) figurant au dénominateur de (C.4) par une
expression approchée R,(z). Le modele est suffisamment simple pour
permettre un calcul exact de R,(z), et donc de R (E = in). Aprés avoir
discuté les paramétres physiques importants du probleme (§ 3), nous
indiquons ensuite (§ 4) comment il est possible, pour chaque valeur de
E, de construire graphiquement %;(E). Nous pouvons alors étudier la
forme de %,(E) dans divers régimes, couplage faible (8 5), intermé-
diaire (§6), et fort (§ 7), et comprendre ainsi comme %,(E) passe
progressivement d’une forme lorentzienne (dont la transformée de
Fourier est une exponentielle amortie) 4 un ensemble de deux fonctions
delta (dont la transformée de Fourier est une sinusoide).

2. Présentation du modeéle

a) ETATS NON PERTURBES

L’hamiltonien non perturbé H, est supposé avoir un seul état propre
discret |¢,), d’énergie E,, et un seul continuum |E,B), d’énergie
E variant continiiment de 0 & + o0 (B est 'ensemble des nombres
quantiques autres que E nécessaires pour caractériser les états du
continuum).

Hy|ley) = Eplep) (1.a)
Hy|E,B) = E|EBY 0<E <o (1.b)

b) HYPOTHESES SUR LE COUPLAGE

Le couplage est not€ AV ou A est un paramétre sans dimensions. Si
A <1, le couplage est faible; si A1, le couplage est fort.
V est supposé n’avoir d’éléments de matrice non nuls quentre I'état
discret et le continuum. Ces éléments de matrice sont notés v(E,B)

(eplVIep) =0 ; (EB|VI|E.B'Y=0 (2.2)
(EB|V]es) = W(E,B) (2.b)

Il

¢) CALCUL DE LA RESOLVANTE ET DES PROPAGATEURS
L’équation (B.8) du chapitre devient ici

1 1
Gb(z) = ((p,,l z——HO-—_AV "Pb} = ;—m 3)



Cyy-2 Etat discret et continuum de largeur finie 235

ol R,(z) est donné par une expression analogue a (B.4)
(@sl AV @) {e:i| AV | ¢p) N

Ry(2) = (@p| AV |@p) + Z 3
(@sl AV 1@ (eI AV @) (e:ilAV |¢5)
+ ‘,_jz‘:b : ](z - }E]) (z—-E) *o 4)

|®:), |¢;)... étant des états propres de H,, autres que |¢@,), et
d’énergie E;, E;...

Les hypotheéses faites plus haut sur Hy et V permettent alors de
simplifier considérablement I'expression (4). Tout d’abord, le premier
terme est nul d’aprés (2.a). Considérons alors le troisieme. Comme tous
les états |@;) et |p;) autres que |¢,) sont nécessairement les états
|E,8) et |E',B') du continuum (voir § a ci-dessus), I'élément de
matrice central du troisi®me terme de (4) se réduit & (E'B'|AV |E,B)
qui est nul d’apres (2.a). Un raisonnement analogue permet de montrer
que tous les termes d’ordre supérieur en V du développement (4) sont
nuls. Il ne reste plus finalement que le terme d’ordre 2 ol |¢;) est
remplacé par |E’,B'). Ry(z) s’écrit donc, compte tenu de (2.b):

Ry(z) = /\ZJ J dE'd'B’' p(E',B") l"(zi_f%'z (5)

ot p(E',B') est la densité d’états dans le continuum. Ainsi, les
hypotheses simplificatrices sur H, et V nous ont permis d’obtenir une
expression exacte pour R,(z). De plus, R,(z) varie simplement en
AZ

Les propagateurs retardé et avancé s’écrivent, compte tenu de (A.19)
et (3):
1

Gy (E) = Lim G,(E = in) = Li
p+(E) = Lim G,(E = in) N Exin—E,—RyE=in)

10, n—0,

Or, d’apres (5)

(6)

’ 2
RiE=im) =22 [ [ a5 ap o) UEBL @)

Comme

. 1
Lim -
2.0, XEi7

=.9°%$i7r8(x) )

I’équation (6) donne

I'(E
Lim Ry(E +in) = hAZ[A,,(E) Fi —bé—)] 9)

-0,
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o
@ =21 | [ apas oeen BELIE qo)
re = 2[4 pEp) ESP 1)

et finalement
G,.(E) = Lim 1 (12)

T'(E
=0 E_E,~hA2A(E) % i [ﬁ /\2-#+ n]

d) TRANSFORMEE DE FOURIER DE L’AMPLITUDE Uy(7)

D’aprés (A.21), la transformée de Fourier #,(E) de U(7) est
proportionnelle 3 G, _(E) - G, (E). De maniére plus précise, les
équations (A.21) et (12) donnent

Uy(r) = f " dE U y(E) e E/P (13.2)

w0

Uy(E) = 5 [Gy_(E) - Gy . (B)] =
ry(E)

) Ar? +7
= Lim — 13.b)
70, T 2 2 2 To(E) 2 (
[E — Ey — hA“A(E)]" + A 7t

Finalement, nous avons obtenu pour U,(7) et %,(E) des équations
tout a fait analogues a (C.20.a) et (C.20.b). Il ne faut pas perdre de vue
toutefois que les expressions (10) et (11) de A,(E) et I',(E) sont ici
exactes, dans le cadre du modéele simplifi€ que nous avons choisi, alors
que les expressions (C.11) et (C.12) résultent d’un calcul perturbatif de
R,(E +in), limité 4 Vordre 2 en V (voir (C.5)). Quand V augmente au
dela d’une certaine valeur, les expressions (C.11) et (C.12), et donc
(C.20), ne sont plus valables, alors que (13.b) demeure toujours exact.
Dans le modele simple que nous avons choisi, I'augmentation du
couplage se traduit simplement par une augmentation du facteur
A? multipliant I',(E) et A,(E) dans (13.b), les fonctions I'y(E) et
A,(E) gardant toujours la méme forme.

Remarque

Nous avons établi les formules (13), qui serviront de base a toute la suite
du complément, & partir du formalisme général mis en place dans la
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partie A de ce chapitre. Le modele choisi pour H; et V dans ce
complément est cependant si simple qu’on peut arriver aux équations (13)
de maniére plus directe. Développons en effet le vecteur d’état | y(¢)) sur
les états |@,) et |E,B)

L)) = e Mo,y +

(14)
+ f f dEdB p(E,B)c(E.B t)e ""E/* E,B)

L’équation de Schrodinger s’écrit alors

ificy(r) = f f dEdB AL *(E,B)p(E,B)(E,B )e ™ P/ (15.2)
it ¢(E,B 1) = A0(E,B) c,(t) e C " (15.b)

En intégrant (15.b), avec la condition initiale ¢(E,B8,0) =0, et en
reportant la solution ainsi obtenue dans (15.a), on obtient

2 + @ t ; .
&) = — 2"? j dE j d'T(E) e P D0y (16.a)
— @ 0

ot I',(E) est défini en (11), c’est-a-dire encore
t
&) =—A ZJ‘ dr v(r) et — 1) (16.b)
o
ol
1 ro (Ep - E)7 /A
7(r) = 5 J—w dET(E)e (16.c)

L’équation intégrodifférentielle exacte (16.b) peut servir de point de
départ pour plusieurs traitements : traitement perturbatif (on ¢,(t — 7) est
remplacé par c,(0) = 1), traitement de Weisskopf-Wigner (oi1 ¢,(t — 7) est
remplacé par ¢,(r) et sorti de I'intégrale). On peut également, sans faire
aucune approximation, introduire les transformées de Fourier-Laplace de
c(t) et v,(¢) et transformer (16.b) en une équation algébrique, a partir de
laquelle il est possible de dériver (13.b).

3. Les paramétres physiques importants

Avant d’indiquer la construction graphique de %,(E), nous précisons
I'allure et les propriétés essenticlles des fonctions I'y(E) et A(E)
apparaissant dans (13.b).

a) FONCTION I'y(E)

D’aprés sa définition (11), I',(E) caractérise le couplage induit par
V entre Pétat discret |¢,) et la «couche» d’énergic E dans le
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continuum. Il apparait également clairement sur (11) que
TW(E)=0 17)

Comme le continuum part de E = 0 (voir (1.b)), la densité d’états
p(E,B) est nulle pour £ <0, de sorte que

I'y(E)y=0 pour E<0 (18)

Quand E augmente, p(E,B) est en général une fonction croissante de
E ,alors que |v(E,B)|* tend vers 0 quand E — oo . Nous supposerons ici
que |v(E,B)|? tend vers 0 suffisamment vite, pour que

TE)~0 si E—o (19)

Finalement, compte tenu de tous ces résultats, nous prenons pour
I',(E) une fonction dont les variations avec E ont la forme représentée
sur la figure 1. La largeur & mi-hauteur de cette fonction, oiw,, peut étre
considérée comme la largeur du continuum

Ar,(E)

Figure 1. Allure de la fonction I'y(E).

b) PARAMETRE {2; CARACTERISANT LE COUPLAGE DE L’ETAT DISCRET
AVEC TOUT LE CONTINUUM

Supposons un instant que tous les états |E,B) soient dégénérés en
énergie avec | ¢@,) . L’état discret serait alors couplé uniquement & 1’état
V |,y , c’est-a-dire a la combinaison linéaire normée suivante

j f dEdB p(E.B) |E.B) (E.B|V | s
J@lV VI ey

I'élément de matrice de couplage entre |¢,) et |¢) étant

W1V1os) = /orlV VTeny =
_ \/ J j dEdB p(E,B) [0(E,B) |’ 1)

) = (20)
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La fréquence de Rabi (2, de Poscillation du systéme entre Iétat
|ppy et Pétat [y ) serait alors égale au module de (21) (divisé par
h).

En réalité, les états [E,B8 ) ne sont pas dégénérés avec |¢,) et ont
une dispersion en énergie de Iordre de Aw,. On s’attend cependant, si
le couplage AV est suffisamment fort, a ce que le systéme ait le temps
d’osciller plusieurs fois entre |¢,) et le continuum avant que I'effet de
la dispersion fiw sur les énergies des états | E,B ) n’ait pu se faire sentir.
Nous sommes donc conduits a introduire le paramétre

1

2 _
nl_ﬁ

7 1 + ®©
f dEdB p(E.B) |v(E.8)|* = 5— L dE T'(E)

(22)

(ol nous avons utilisé (11) pour la deuxi¢éme égalité). Nous verrons
effectivement plus loin que A §2, est bien la fréquence de 'oscillation de
Rabi apparaissant pour A » 1.

Notons finalement que I',(E) doit décroitre suffisamment vite avec
E pour que l'intégrale (22) soit convergente.

¢) FONCTION 4,(E)
Les relations (10) et (11) entrainent que

T'y(E")

E-E 23)

A(E) = 2—17; P j dE’

La relation de dispersion (23) permet de prévoir l'allure de A,(E) &
partir de celle de I'y(E). Si I',(E) ressemble & une courbe en cloche
(Fig. 1), A,(F) ressemble a4 une courbe de dispersion (Fig. 2)

}a,(E)

~ WY E
/\1
0 -
N\/
~00i/E

Figure 2. Allure de la fonction A,(E).

t

Lorsque | E|»fw,, le dénominateur de (23) est équivalent a E
puisque E’ ne peut, A cause du numérateur I', (E’), étre trés supérieur
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a iwy. On en déduit que

. 1 , . hQ?
si |E} » fw, A(E) = 37E dE' T'\(E') = o (24)

(nous avons utilisé (22) pour la deuxiéme égalité). Les ailes de la
fonction A,(E) décroissent donc en 1/E.

4. Principe de la construction graphique

a) CONSTRUCTION POINT PAR POINT DE % ,(E)

Sur la figure 3, sont représentées trois fonctions de E : #ix 2 (E),
#r?A(E), E—E, (droite de pente1, coupant l'axe des E en
E,). Considérons alors une verticale d’abscisse E, et appelons
A, B, C, D les intersections de cette verticale avec respectivement 'axe
des abscisses, les courbes #A°TI",(E), #A?A,(E), E — E,. Nous avons

AB = hAT'\(E) CD =E - E,~#\?A(E) (25)
de sorte que I'expression (13.b) de #,(E) peut s’écrire
AB
1 2 7
¥%,(E) = Lim = 5 (26)
=0, T(CD) + (ézﬁ“L ")
Verticale d’abscisse £ Droite E - E
4 . - ’
AT, (E)
/
hr2 A(E)
B /
0

“i@

o];
ty

Figure 3. Construction graphique de #,(E).



Cyy4 Etat discret et continuum de largeur finie 241

Pour chaque valeur de E, nous pouvons ainsi mesurer AB et
CD, et déterminer %,(E) par (26).

Comme toutes les quantités figurant au dénominateur de (26) sont
positives, nous nous attendons a trouver un maximum de % ,(E) pour
les valeurs de E telles que CD s’annule. Les abscisses E,, des maxima
de %,(E) sont donc données, d’aprés (25), par

Em - Eb bl fl/\z Ab(Em = 0 (27)

b) DETERMINATION GRAPHIQUE DES ABSCISSES DES MAXIMA DE
U,(E) . CLASSIFICATION DES DIVERS REGIMES

D’apres (27), ces abscisses sont obtenues en recherchant les intersec-
tions de la courbe #4,(E) avec la droite (E — E,)/A? passant par
E, et de pente 1/A? (Figure 4).

A<l

Al
/
E® 0 ;

: E, /S'[EM EY E

Figure 4. Détermination graphique des abscisses
des maxima de % ,(E).

Pour un couplage faible (A < 1), (E — E;)/A? est pratiquement une
droite verticale, et il n’y a qu’un seul point d’intersection, dont
I’abscisse est trés proche de E, : E,, = E,. Une meilleure approximation
s’obtient en remplagant dans le dernier terme de (27), qui est trés petit,
E,, par E,, ce qui donne

Em = Eb + h/\ zAb(Eb) (28)

Lorsque le couplage A augmente, il apparait sur la figure 4 que
I'abscisse du point d’intersection de # A,(E) avec (E — E,)/A? se
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déplace vers la gauche, jusqu’a ce que A atteigne une valeur critique
A, au deld de laquelle E,, devient négatif, c’est-a-dire inférieur au
début du continuum qui part de E = 0. (Des intersections nouvelles des
deux courbes peuvent d’ailleurs apparaitre). La valeur de A, est
obtenue en faisant E,, = ( dans (27)

9 Eb 2 Eb

A‘:—h%@)shj+ *)

[>]
dET'(E)/E

]
(Nous avons utilisé (23) pour la deuxiéme égalité). Nous reviendrons
plus loin (§ 6-b) sur la signification physique du couplage critique.

Pour les couplages trés forts (A > 1), la pente de la droite
(E — E,)/A* devient trés faible, et il apparait sur la figure 4 que cette
droite coupe en général la courbe # A,(E) en trois points, d’abscisses
ED, EQ, E®. EWY est trés proche de I'abscisse du zéro de Ay(E). Quant
aux abscisses E et ES, elles correspondent 4 des points situés dans les
ailes de # A,(E), pour lesquelles ’expression asymptotique (24) de
Ay (E) peut étre utilisée. En reportant (24) dans (27), on obtient alors

A0}

E,-Ey -
m

=0 (30)

Comme E, peut étre négligé devant E,,, ’équation (30) donne

E%2 = \20* 0? (31)

c’est-a-dire encore
E®D = —rh 0, (32.a)
EQ = + A0, (32.b)

5. Couplage faible

a) DECROISSANCE EXPONENTIELLE DE WEISSKOPF-WIGNER

Quand A <1, le terme [E — E, — #x 24,(E)]* du dénominateur de
(13.b) est trés grand devant tous les autres, sauf au voisinage de
E = E, ou il s’annule. Il est donc légitime de remplacer, dans les termes
tres petits %A 2T, (E) et A 2A,(E), E par E, puisque c’est seulement au
voisinage de cette valeur de E que ces termes ne sont pas négligeables
devant [E — E, — #A 24,(E)]%. 11 vient ainsi

BA, /2
[E - E, — 1A A + [AA 2T, /2]

UyE) =~ (33)



Cur-S Etat discret et continuum de largeur finie 243

Iy =TyEy) , 4= 4AyE}) (34)
La transformée de Fourier de (33) est

. 2 2
Ub(T) — e—l(Eb+hA Ab)‘r/he—A Tylr|/2 (35)

ce qui n’est autre que le résultat bien connu établi par Weisskopf et
Wigner. I'y est la probabilité de transition par unité de temps de I'état
discret |¢,) vers le continuum, calculée par la régle d’or de Fermi,
h A, le déplacement de cet état discret di au couplage avec le
continuum.

b) CORRECTIONS A LA DECROISSANCE EXPONENTIELLE

Une meilleure approximation que celle conduisant & (33) consiste a
continuer a remplacer I',(E) et A,(E) par I', et A, au dénominateur de
(13.b), ol la dépendance en E est essentiellement déterminée par le
terme [E — E, — #A *A,(E))?, mais 4 garder I'y(E) au numérateur. Il
vient ainsi

m [E — E, — hA2A,J° + [AA 2T, /2)

UWE) = (36)

Le fait que I',(E) soit nul pour E <0 et tende vers zéro quand
E — oo (voir Fig. 1) montre alors que les ailes de %,(E) tendent vers
zéro plus vite que celles d’une lorentzienne. Ceci entraine des correc-
tions & la décroissance exponentielle (35) que nous discutons mainte-
nant.

Tout d’abord, on peut considérer que I'expression (36) est le produit
de la lorentzienne (33) par la fonction I'\(E)/I'y, qui vaut1l pour
E = E,, et sannule en dehors d’un intervalle dont la largeur est de
I'ordre de quelques fiwg. Il s’ensuit que la transformée de Fourier de
(36) va étre le produit de convolution de I'exponentielle (35) par la
transformée de Fourier de I'y(E)/I',. La fonction I',(E) ayant une
largeur hw;,, sa transformée de Fourier vy,(r) a une largeur en
7 finie, qui est de I'ordre de 1/wy. Par ailleurs, I',(E) est strictement
nul pour £ <0 et n’est pas infiniment dérivable en E = 0. 1l en résulte
que sa transformée de Fourier y,(7) se comporte a I'infini comme une
puissance de (1/7). De fagon plus précise, si I'y(E) démarre comme
E", v,(7) varie comme 1/7"*! 4 I'infini. Le produit de convolution de
v,(7) avec lexponentielle (35) modifie donc le comportement de
Uy(r) aux temps courts et aux temps longs.

Aux temps courts, I’exponentielle (35) va se trouver « arrondie » et
ne plus avoir de dérivée discontinue en 7 = 0. On peut d’ailleurs
déterminer directement le comportement aux temps courts & partir de
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(15). Si t < 1/wy, les exponentielles exp| = i(E — E )t /#] peuvent é&tre
remplacés par 1 (puisque E — E, est au plus de 'ordre de quelques
hwy). L’intégration de (15.b) entre 0 et ¢ donne alors

c(E,B t) = tAv(E,B) /it 37)

La conservation de la norme, et (22) entrainent

les(®)]? = 1 — f f dEdB p(E,B) |c(E.B 1) |?

_ 1_12A2h-2deEdB p(E,B) |0(E,B)|?
—1-A20%2 (38)

11 apparait ainsi qu’aux temps trés courts (¢ < 1/w;), |c,(£) | ne décroit
pas linéairement avec !, comme le laisserait supposer (35), mais
quadratiquement.

Aux temps longs (7 > I'; !), le produit de convolution de 1’exponen-
tielle (35) avec v,(7), se comporte comme celle des deux fonctions qui
décroit le plus lentement, donc comme 1/7"*1,

6. Couplage intermédiaire - Couplage critique

Lorsque A augmente, les déviations de % ,(E) par rapport 4 une
lorentzienne deviennent de plus en plus importantes. Des structures
larges peuvent apparaitre dans les ailes de %, (E), ainsi que des
nouveaux maxima. Avant d’aller plus loin, il est important de préciser
la forme de % ,(E) au voisinage d’un de ces maxima.

a) DEVELOPPEMENT DE % ,(E) AU VOISINAGE D’'UN MAXIMUM
Au voisinage d’un zéro E,, de Véquation (27), nous pouvons écrire
E — E, — hA2A(E) =
= Em - Eb — hA 2Ab(Em) +E - Em ~ kA Z[Ab(E') - Ab(Em)]
= (E - E,)[1 ~ hA%A"(E,,)] (39

Nous avons utilisé (27) et développé A,(E) — A(E,,) a Tordre 1 en
(E - E,,). Posons

I'(E,) =T, (40.a)
A'WE,) = A, (40.b)

et reportons (39) dans le dénominateur de (13.b). Nous obtenons pour
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4,(E) au voisinage de E,,

iy,
1 ! 2
Uy(E) = ———5—— Lim — (41)
- ' T /] 2
LTI T gy (5 )
avec
2n + AT,
Yy = ———— 42
YT Tm A" “2)

Il apparait ainsi qu’au voisinage d’un maximum d’abscisse E,,
U,(E) a la forme d’une lorentzienne, centrée en E = E,, de largeur
#7,, A mi—hauteur donnée par (42), et de poids 1/(1 — #A24’,,). Bien

slr, ces résultats ne sont valables que si I',(E) et A,(E) varient peu sur
la largeur #v,, de cette lorentzienne, c’est-a-dire si

Ym <€ Wy (43)

b) SENS PHYSIQUE DU COUPLAGE CRITIQUE

Dés que A dépasse A, on voit sur la figure 4 que la droite
(E — E;)/A? coupe la courbe #A,(E) en un point d’abscisse E,
négative. Utilisons alors les résultats du paragraphe précédent pour
préciser la forme de #,(E) au voisinage de cette valeur E,,.

Comme I'(E) est nul pour £ négatif et que E, est négatif,
I'y(E,) =T, est nul et par suite d’aprés (42)

27
Yy = —— — =2n' .0 44
T 1-ha, K ()

L’approximation (41) de % ,(E) est alors certainement valable puisque,
¥ étant nul d’apres (44), la condition (43) est remplie. 1l vient alors, au
voisinage de E = E,,

1 .1 n'

YE) = ——Lim = —m
o(E) 1-#A2A", 1, T(E~E,)* + 1"
1
=——_ §(E-E, 45
T hna ( ) (45)

Nous trouvons ainsi que, pour A > A, une fonction delta apparait dans
4,(E), centrée en E = E,, dans la région E < 0. Cette fonction deita
donne naissance, d’aprés (13.a), a une oscillation non amortie dans
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Uy(r) de la forme
1 —iE 7 /h

_ 46
1—#r24A, (46)

Physiquement, le couplage a déplacé I’état discret initial | ¢,) vers les
énergies négatives d’une quantité si importante que cet état discret est
passé en dessous du continuum et est devenu stable puisqu’il n’y a plus
d’états du continuum de méme énergie que lui vers lesquels il puisse se
désintégrer.

7. Couplage fort

Pour A » 1, la figure 4 montre qu’il y a trois points d’intersection
entre la droite (E — E;)/A? et la courbe h A(E), d’abscisses E{,
EQ, EQ.

Celui qui est le plus a gauche a une abscisse E(? négative.
U ,(E) est donc au voisinage de ce point une fonction delta donnée par
(45). Comme A > 1, on peut utiliser la valeur asymptotique (32.a) pour
E®, E@ = _ A0, ainsi que l'expression asymptotique (24) de
A,(E) pour calculer A’,, = A’y(E,,). Il vient ainsi A',(E) =~ — #023/E et
par suite

AW(E,) = A'y( — AR, ke 1 47
(Bn) = Al = AR = = T T
de sorte que
1 1
- = 48
1—hr2a, 2 “8)
Ainsi, V'expression de %,(E) contient, en E = — AR, une fonction

delta de poids 1/2.

Considérons maintenant l'autre intersection d’abscisse E = + A#f2,
(voir (32.b)). Au voisinage de cette valeur de E, %,(E) se comporte
comme une lorentzienne donnée par (41). Un calcul, identique & celui
qui précéde, montre que le poids, 1/(1 — #A 24’,,), de cette lorentzienne
est lui aussi égal a 1/2. Quant a sa largeur v,,, elle vaut d’aprés (42)

A (ARQ)

m=

1
e =3 A D) (49)
Sy m

Si I',(E) décroit plus vite que 1/E? quand E tend vers Iinfini, cette
largeur vy, tend vers 0 quand A . oo . Elle tend vers une constante si
I',(E) varie en.1/E% Enfin, elle diverge si I',(E) tend vers zéro moins
vite que 1/E>
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Il reste & examiner la contribution du troisi¢me point d’intersection en
E'Y, au voisinage du zéro de A,(E). Revenons 4 I'expression (13.b) de
4, (E). Nous voyons que, sur un intervalle de quelques fiw; & droite de
E =0, E — E, peut étre négligé devant #A 2I',(E) et #A 24,(E), puisque
A > 1, de sorte que %,(E) est proportionnel 4 1/A 2 dans cet intervalle.
Il apparait ainsi que dans ce méme intervalle, %,(E) se comporte
comme une courbe de largeur de I'ordre de #w, et dont le peids, en
1/A2 tend vers zéro quand A— oo . L’approximation lorentzienne (41)
n’est d’ailleurs plus valable dans ce cas car I'y(E) et A,(E) varient
beaucoup dans l'intervalle fiw,.

Finalement, les variations de % ,(E) avec E, pour A > 1, ont I'allure
représentée sur la figure 5.

{ #,(E)

hy,,

¥

k.

EQ~ - a0, 0 ED  hw E® =\,

Figure 5. Allure de variations de %,(E) pour A » 1.

Comme le poids de la structure centrale tend vers zéro quand
A — o0, le comportement de Uy(7) est essentiellement une oscillation
de la forme

le‘.)‘nlnlrle_i'\a‘T = COSAL2y7T (50)
2 2
due au battement entre les transformées de Fourier des deux courbes
étroites de la figure 5, qui ont chacune un poids 1/2 (nous négligeons .
pour l'instant la largeur vy,, de la courbe de droite). Nous retrouvons
bien ainsi I'oscillation de Rabi a la fréquence A 2, quand A devient trés
grand. 11 y a cependant des corrections & cette oscillation.

(i) Aux temps trés courts (v < wg!), des petites corrections, en
1/A%, dues a la structure large centrale de la figure 5, apparaissent.
Elles s’amortissent en un temps de I'ordre de 1/w;.

(ii) La contribution de la courbe de droite de la figure est amortie
avec un temps de l'ordre de 1/y,,, ou y,, est la largeur de cette courbe.
L’osciliation de Rabi est donc amortie avec une constante de temps de
l'ordre de 1/7v,,.
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(iii) Aux temps trés longs (7 > 1/v,,) seule subsiste la contribution de
. . . iA T .
la fonction delta centrée en - A#f);, qui vaut e /2 et qui ne
s’amortit pas.

Le point (ii) montre clairement qu’il est impossible d’obtenir une
oscillation de Rabi non amortie, comme c’est le cas pour deux vrais
états discrets couplés. Le couplage avec un continuum introduit une
irréversibilité fondamentale dans le probleme, qui ne disparait jamais,
méme aux couplages trés forts.

Finalement, nous avons pu montrer sur un modele trés simple
I'existence d’une transition continue entre deux régimes extrémes, la
décroissance exponentielle de Weisskopf-Wigner et l'oscillation de
Rabi, tout en précisant les corrections qui doivent étre apportées a ces
deux régimes extrémes.



CHAPITRE IV

Le rayonnement considéré
comme un réservoir :
équation pilote pour les particules

A - INTRODUCTION - IDEE GENERALE

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l'évolurion des seules
particules et nous nous proposons d’établir des équations décrivant une
telle évolution. Un exemple célebre d’une telle démarche est celle
d’Einstein, introduisant en 1917 les équations décrivant Peffet des
processus d’absorption, d’émission induite et d’émission spontanée
entre les niveaux a et b d’un atome plongé dans le rayonnement du
corps noir (*) :

dN,

7: —Ab_.aNb +u(ﬁ)) (Ba_,bNa_Bb-.aNb)

@ (A.1)
dt" =Ay N, +u(w)(By Ny~ B, ,N,)

Dans (A.1), N, et N, sont les nombres d’atomes dans les états
aetd (E, > E,), A;_, la probabilité d’émission spontanée par unité de
temps de b vers a, B,_, (et B,_,) les probabilités d’absorption (et
d’émission induite) de a vers b (et de b vers a), u(w) la densité d’énergie
du rayonnement a la fréquence w = (E, — E,)/h. Le but de ce chapitre
est de justifier et de généraliser des équations de ce type a partir des
équations de base de I'électrodynamique quantique décrivant I'évolu-
tion couplée des particules et du champ.

Notons tout d’abord que les particules, formant un sous-systéme d’un
systtme plus vaste, ne peuvent étre décrites que par un opéra-

(*) A. Einstein, Physik. Zeitschr. 18, 121 (1917).



250 Equation pilote pour les particules Iv,

teur densité. En effet, méme si le systeme global est dans un état pur,
décrit par un vecteur d’état, I'état des particules est en général un
mélange suatistique d’états. L'opérateur densité o décrivant un tel
mélange est obtenu par trace partielle sur les variables du rayonnement
de 'opérateur demnsité p du systéme global :

o= Trgp (A.2.a)

c’est-a-dire encore, en termes d’éléments de matrice,
(a{cr|b) = Oy = Z <a,ﬂ-|P|b,IJ«> =Zpaubu (Az'b)
® »

les indices (latins) a et b repérant les états des particules, les indices
(grecs) u ceux du rayonnement (*). Ainsi, 'état de 'atome & deux
niveaux a et b introduit plus haut est décrit par la matrice densité

("bb ‘Tba) (A.3)

Tab Taa

En plus des « populations » o, et o ,, des deux niveaux, proportionnel-
les aux quantités N, et N, apparaissant dans (A.1), on voit apparaitre
des éléments non-diagonaux ou « cohérences » entre a et b, reliés a
certaines grandeurs physiques, évoluant a la fréquence (E, — E,)/h ,
comme le moment dipolaire électrique de I'atome.

Avant d’essayer d’établir une équation d’évolution pour o, il peut
étre utile de s’inspirer d’autres exemples de physique classique ou I'on
s’intéresse & ’évolution d’une partie seulement d’un syst¢éme global.

Considérons par exemple le mouvement brownien d’une particule
lourde plongée dans un gaz ou dans un liquide de particules légeres avec
lesquelles elle subit des collisions incessantes. Par suite de la différence
de masse, il faut un trés grand nombre de collisions pour faire varier de
maniére appréciable la vitesse de la particule lourde. Comment décrit-
on alors le mouvement de la particule lourde ? Une premiére possibilité
est d’introduire une « équation de Langevin », ou Peffet du fluide sur la
particule est décrit par deux types de force : une « force de friction »,
qui décrit effet cumulatif des collisions et qui amortit la vitesse de la
particule au bout d’un temps caractéristique Ty ; une « force de
Langevin », qui décrit les fluctuations de la force instantanée autour de
sa valeur moyenne, et qui varie avec un temps caractéristique de ’ordre
du temps de collision 7., beaucoup plus court que T;. Une autre
possibilité consiste & essayer d’établir une équation d’évolution pour la
fonction de distribution f(r,p) de la position et de I'impulsion de la

(*) 1l est clair que Pinformation contenue dans o est moins riche que celle contenue
dans p. En particulier, 'opérateur densité réduit o ne décrit ni le rayonnement, ni les
corrélations qui existent entre particules et rayonnement.
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particule lourde. On étudie en général la variation Af de f sur un
intervalle de temps Ar trés court devant Ty (pour que la vitesse
moyenne de la particule ait peu vari€), mais trés long devant
7. (pour que plusicurs collisions élémentaires aient eu le temps de se
dérouler entitrement). L’équation donnant Af/Atr est alors simple.
C’est une équation de Fokker-Planck, décrivant comment la fonction
de distribution se déplace et s’élargit sous I'effet des collisions.

Nous retiendrons de I'exemple précédent les idées générales suivan-
tes. Tout d’abord, la particule étudiée &/ interagit avec un systéme
& possédant un trés grand nombre de degrés de liberté (’ensemble des
autres particules du gaz ou du liquide). La « capacité calorifique » de
2 est donc trés grande, et il n’y a pas de modification macroscopique de
I'état de R sous leffet du couplage avec &/. & peut étre considéré
comme un « réservoir». Ensuite, 'équation d’évolution de o est
simple, §’il y a deux échelles de temps bien distinctes dans le probléeme,
un temps trés court 7, caractérisant les fluctuations de la perturbation
excrcée par & sur &/, et un temps beaucoup plus long Ty caractérisant
la vitesse de variation de &. Si l'on se contente d’une vitesse de
variation 4 « gros grains », moyennée sur un temps 4t tel que
7. < At < Ty, alors, des équations cinétiques simples peuvent étre
obtenues pour les fonctions de distribution de /.

Est-il possible d’étendre les idées précédentes au cas ol &/ est un
ensemble de particules (que nous supposons ici former un atome ou une
molécule), et # le rayonnement ? Tout d’abord, # posséde bien une
infinité de degrés de liberté, correspondant au nombre infini de modes
du champ électromagnétique. Si &/ est un atome (ou un petit nombre
d’atomes), il est légitime de considérer que I’état de & change trés peu
au cours du temps par suite du couplage avec &f. Quelles sont ensuite
les conditions d’apparition de deux échelles de temps bien distinctes ?
La dynamique des fluctuations des champs (électrique et magnétique)
agissant sur les particules chargées est décrite par les fonctions de
corrélation de ces champs. Or, on peut montrer (*) que, si I’état du
champ est le vide (ce qui correspond au probléme de I’émission
spontanée de photons par &), ces fonctions de corrélations
(E()E(t — 7) + E(t — 7)E(t) ) décroissent trés vite avec 7. Le temps
de corrélation 7. des « fluctuations du vide » est trés court, plus court
qQue la période 27 /w, de la transition b—a étudiée, elle-méme
beaucoup plus courte que la durée de vie 1/I' du niveau b, qui
caractérise ’évolution de I'atome. Il en est de méme pour le probléme
d’'un atome interagissant avec une onde incidente dont la largeur

(*) Voir par exemple « Photons et Atomes — Introduction a [I’Electrodynamique
Quantique », § III-C-3 et complément C ;.
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spectrale Aw est suffisamment grande (*) et I'intensité suffisamment
faible. En effet, le temps de corrélation du champ incident est de ’ordre
de 7,= Aw~?, et le temps moyen Ty au bout duquel un processus
d’absorption ou d’émission induite se produit (temps d’évolution de
P’atome) est inversement proportionnel a Iintensité lumineuse I, de
sorte que pour des valeurs convenables de Aw et I, la condition
r. < Ty est réalisée. C’est en particulier le cas pour le rayonnement du
corps noir, ou pour le rayonnement émis par des sources ordinaires
(comme des lampes a décharge), qui ne sont ni trés monochromatiques,
ni trés intenses.

Nous voyons ainsi qu’il existe un grand nombre de situations ou le
rayonnement peut &tre considéré comme un réservoir exergant sur
'atome une perturbation qui varie tr¢s vite a I'échelle du temps
d’évolution de ’'atome. Nous montrons, dans ce chapitre IV, comment
« P'équation pilote » donnant la vitesse de variation a gros grains de
l'opérateur densité de & peut étre établie simplement et de maniére
perturbative lorsque le couplage V entre & et # a un effet faible
pendant le temps de corrélation 7, des fluctuations de #. Il s’agit 1a
d’une situation rappelant celle des collisions faibles du mouvement
brownien, la condition sur la faiblesse de 'effet du couplage pendant
7. portant le nom de condition de « rétrécissement par le mouvement »
pour des raisons qui apparaitront plus loin. Nous commengons (par-
tie B) par établir ’équation pilote. Nous donnons ensuite une interpré-
tation physique des coefficients qui apparaissent dans cette équation
(partie C) et nous discutons les conditions de validité des approxima-
tions utilisées pour établir I'équation pilote (partic D). Les résultats
établis dans ces trois parties sont valables de fagon générale pour tout
petit systéme & couplé a un réservoir &, pourvu que la condition de
rétrécissement par le mouvement soit satisfaite.

Nous revenons dans la partic E au probléme d’un atome a deux
niveaux couplé au rayonnement et nous utilisons les résultats précédents
pour établir les équations d’évolution de la matrice densité atomique
sous linfluence des processus d’émission spontanée, d’absorption et
d’émission induite. Nous nous intéressons non seulement aux degrés de
liberté internes (populations des deux niveaux a et p et cohérence entre
a et b), mais aussi a '’évolution des degrés de liberté externes (vitesse du
centre de masse) sous Peffet des échanges d’impulsions entre atome ¢t
photons.

Trois compléments prolongent la discussion de ce chapitre. Le
complément A ;, montre que les moyennes & deux temps apparaissant
dans I'équation pilote peuvent étre reliées & deux catégories de

(*) Nous excluons ici le cas ou l'atome interagit de mani¢re résonnante avec un
rayonnement monochromatique (voir chapitres V et VI).
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fonctions statistiques, les fonctions de corrélation symétriques qui
décrivent la dynamique des fluctuations des observables de &/ et
%, et les susceptibilités linéaires qui décrivent la réponse linéaire de
chaque systéme a une perturbation extérieure. L’utilisation de ces
fonctions permet de montrer alors que les divers effets physiques décrits
par T'équation pilote peuvent étre interprétés trés simplement en
considérant que chacun des deux systémes en interaction, &/ et
AR, fluctue et polarise 'autre. Les compléments By et Cy illustrent les
diverses notions introduites dans le chapitre sur 'exemple simple d’un
oscillateur harmonique couplé a un réservoir d’oscillateurs harmoni-
ques. L’évolution de I'oscillateur est étudiée, aussi bien dans le point de
vue de Schrédinger (complément B,) que dans celui de Heisenberg
(complément C,;,). On montre notamment que les équations de
Heisenberg relatives a P'oscillateur matériel peuvent €tre transformées
et mises sous une forme qui rappelle I'équation de Langevin du
mouvement brownien. Un tel point de vue permet d’illustrer le lien
étroit qui existe de fagon générale entre fluctuations et dissipation.
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B - ETABLISSEMENT DE L’EQUATION PILOTE
D’UN PETIT SYSTEME f
COUPLE A UN RESERVOIR %

1. Equation d’évolution du petit systéme en représentation d’interaction
Soit
H=H,+Hp+V (B.1)

Phamiltonien du syst¢éme global & + #: H, est I'hamiltonien de
&, Hy celui de &, V linteraction entre &/ et #. L’opérateur densité
p du systéme giobal &/ + & obéit a ’équation d’évolution

d 1

7 P =5 [H,p()] (B.2)
qui devient, en représentation d’interaction par rapport & H, + Hy:

d . 1.5 "
p() = 5 V() , 5] (B.3)

avec

ﬁ(t) =ei(HA+HR)t/flp(t)e—i(HA+HR)t/ﬁ (B.4.a)
V(t) —e x(HA+HR)t/ﬁVe—:(HA+HR)t/ﬁ (B.4.b)

L’avantage de la représentation d’interaction est que, si V' est suffisam-
ment petit, 5(z) évolue lentement et ne contient plus en particulier les
exponentielles d’évolution libre non perturbée.

Intégrons I'équation (B.3) entre ¢ et £ + Ar. Il vient

1 t+ At -
ple+ ay = 50 + & j 4TV (),5] (B.5)

t

équation qui peut étre itérée pour donner
1
0 =5 " a0 -
1 \2 + 4 v ~ -
+ () J dr’ j '[PV ("),5(M]] (B.6)
t
ol l'on a posé

Ap(t) = p(t + &) — 5(1) (B.7)

Nous nous intéressons ici a 'évolution du petit systéme . L’équation
(A.2.a) qui définit I'opérateur densité réduit o de of a partir de
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I'opérateur densité p de & + & devient en représentation d’interaction

() = Trp (1) (B.8)

En prenant la trace par rapport 3 # des deux membres de 'équation
(B.6), nous obtenons donc

1 [r+a -
A5() = j de' Trg[V(2).5()] +

t

F(L) J T j " TP (B9)

Jusqu’ici, aucune approximation n’a été introduite et I’équation (B.9)
est exacte. Avant d’aller plus loin et d’introduire des approximations, il
nous faut maintenant préciser les hypothéses faites sur le réservoir.

2. Hypothéses sur le réservoir

a) ETAT DU RESERVOIR
Soit

Fr(r) = Try §(2) (B.10)

lopérateur densité de # obtenu par trace partielle sur of de
A#(t). Comme & est un réservoir, la variation de &z(¢) due au couplage
avec & est faible. Dans une premiére approximation, &g(?) peut étre
considéré comme constant en représentation d’interaction (*) :

Gr(t) = Gp(0) = op (B.11)

Nous supposerons de plus que le réservoir est dans un état station-
naire, c’est-a-dire que op commute avec Hp

[og,Hg] =0 (B.12)

En d’autres termes, oz n’a pas d’éléments non diagonaux entre états
propres de Hy de valeurs propres différentes et peut donc étre
considéré comme un mélange statistique des états propres |p) de
Hy

Hi|p) = E |p) (B.13)

(*) Le couplage V fait bien sir apparaitre des corrélations entre & et & qui sont
faibles, mais essentielles pour I'évolution de & (voir § D 4).
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avec des poids p,

op=Y Pulm){p| (B.14)
"
C’est en particulier le cas lorsque # est en équilibre thermodynamique
a la température 7T, les p, valant alors
P.=2Z"e EnsksT (B.15.a)

Z=Ye /7 (B.15.b)
m

b) VALEURS MOYENNES A UN ET DEUX TEMPS DES OBSERVABLES DE
A COUPLEES A /.

L’interaction V entre & et & sera prise sous la forme d’un produit
d’'une observable A de &/ par une observable R de .

V-——AR (B.16)

ce qui donne, en représentation d’interaction

V() = — A(0) R(r) (B.17)

avec
AQr) = e fa/h g o= HA/R (B.18.a)
R(t) = e'"W/* R e HR/ (B.18.b)

puisque les observables de & commutent avec celles de #.

Remarque

Les calculs qui snivent peuvent étre aisément adaptés au cas plus général
ol V est une somme de produits d’opérateurs A, de &/ par des opérateurs
R, de &, de la forme — ZAPRP.

24

Nous supposerons que la valeur moyenne de R dans I'état o, de
R est nulle
Tr{og R] = Tr[og R(2)] =0 (B.19)

la premiére €galité découlant de (B.18.b), (B.12) et de I'invariance de
la trace d’un produit dans une permutation circulaire. 1l s’ensuit que,
pour tout ¢

Trelog V(2)] = A(Y) Tr[oz R(1)] = 0 (B.20)

La valeur moyenne dans o du couplage V(¢) est donc nulle. Si ce
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nm’était pas le cas, il suffirait d’ailleurs de réinclure Trg[og V] dans
H, et de prendre V — (Trg[ogz V]) ® 1z comme nouvel hamiltonien
d’interaction, 1 étant 'opérateur unité dans I’espace des états de
x.

La valeur moyenne de R(¢) dans o est une moyenne a un temps

\

t. Considérons maintenant la « valeur moyenne & deux temps»
t'ett”

g(t't") = Trlo g R(t") R(e™) (B.21)

égale a la valeur moyenne dams I'état o, d’un produit de deux
observables R(t") et R(t") prises & deux instants différents ¢’ et
t". Nous analysons dans le complément A, la signification physique
des fonctions g(z',t"). Nous montrons en particulier que la partie réelle
de g(r',t") est une fonction de corrélation symétrique décrivant la
dynamique des fluctuations de R dans 'état o, alors que la partie
imaginaire de g(¢',t") est reliée & une susceptibilité linéaire. En utilisant
(B.12), (B.18.b) et linvariance de la trace d’un produit dans une
permutation circulaire, on démontre aisément que g(t',t") ne dépend
que de 7 =t' —¢", puisque

Tra[ozR()R (1")] = Trp[oge' ¥ /"R ¢ ~HRI=1I/% g o= He'/Y
= Trg[oxR(T)R(0)] = g(7) (B.22)

Pour évaluer de maniére plus précise g(r), reportons I’expression
(B.14) de oy dans (B.22). 11 vient

g(r) = Tr Y {pulu) (u| R(7) R(O) }

= 3 Py (|R(T) RO)| 1)

=Y Y PulR,.|Pe (B.23)
sV
ol nous avons posé
Ry, = (#|R|v) (B.24)
w,, =0, —w, (B.25.a)
w, =E,/h (B.25.b)

Comme p, et |R,,|*sont réels, il est clair sur (B.23) que

g(— 1) =g(r)* (B.26)

L’expression (B.23) montre que g(7) est une superposition d’exponen-
tielles oscillant aux diverses fréquences de Bohr w,, de #. Comme
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& est un réservoir, il posséde un ensemble trés dense de niveaux
d’énergie et par suite un spectre quasicontinu de fréquences de Bohr,
de sorte que les exponentielles de (B.23) vont trés vite se brouiller. Plus
précisément, nous supposerons ici que la fonction g(r) tend rapidement
vers zéro quand 7 tend vers linfini, et nous désignerons par
7, l'ordre de grandeur de la largeur en 7 de g(7).

Finalement, les hypoth¢ses faites sur # reviennent a supposer que
A est dans un état stationnaire et exerce sur & une « force » fluctuant
autour d’une valeur moyenne nulle, avec un temps de mémoire, ou
encorc un temps de corrélation 7, court.

3. Calcul perturbatif de la vitesse de variation a gros grains du petit
systéme

Revenons maintenant 4 I’équation exacte (B.9). Nous allons en
déduire une équation pilote pour & en introduisant un certain nombre
d’approximations dont les conditions de validité seront précisées et
discutées plus loin (partie D).

Si V est suffisamment petit, et si At est suffisamment court devant le
temps d’évolution Ty de &, il semble légitime, dans le dernier terme de
(B.9) qui est déja d’ordre deux en V, de négliger I’évolution de
g entre r et 1", et de remplacer §(¢") par §(z). Une telle approximation
revient & arréter l'itération de (B.5) a I'ordre 2 inclus en V.

Aprés une telle approximation, le second membre de (B.9) ne
contient plus que F(¢), qui peut toujours étre écrit sous la forme

(D) =Trgp() ® Try A1) + ﬁcorrel(t) (B.27)

ol §,e(f), qui est égal & Pécart entre 5(¢) et le produit des opérateurs
densités réduits de of et &, décrit les corrélations qui existent entre
S et & a I'instant ¢. Nous négligerons dans la suite la contribution de
Peomel @ AG(1). Nous reviendrons plus loin (partie D) sur les conditions
de validité d’une telle approximation, qui reposent en particulier sur
I'inégalité 7, < Ar. L’idée générale est que les corrélations initiales

a

entre & et # a linstant ¢ s’évanouissent au bout d'un temps
7. €t contribuent peu a P'évolution de & sur Pintervalle [r,r + Ar],
beaucoup plus long que 7. (*). Une telle approximation revient donc a

écrire, compte tenu de (B.8), (B.10) et (B.11)
F(t)= (1) ® og (B.28)
Nous avons ainsi introduit deux approximations, I'une reposant sur la

condition Ar < Ty, l'autre sur la condition Ar > 7., ce qui implique

(*) De nouvelles corrélations entre &f ¢t & apparaissent entre zet ¢ + A, et ce sont
elles qui font évoluer &.
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I'existence de deux échelles de temps trés différentes T > 7,

T, <At < Ty (B.29)

Ces deux approximations nous permettent d’écrire I'équation (B.9),
sous une forme reliant P'accroissement A de & entre t et ¢t + Ar &
&(1). En effet, si 'on remplace dans (B.9) 5(¢:") et 5(t) par (B.28) ct
qu’on divise les deux membres de I'équation par At, on obtient, comme
le premier terme de (B.9) est nul, d’aprés (B.20):

~ t+ At t

Z-- %Alt J dr’ J: A Tr[V e[V (7),5(1) ® o5)] (B.30)
La vitesse de variation A& /At est appelée « vitesse de variation & gros
grains », car ¢lle peut étre considérée comme la moyenne temporelle de
la vitesse instantanée d& /dt sur un intervalle Ar. En effet, AG /At peut
s’écrire

Aé¢ _ &+ At) — &(1) _1 d Zcr (B.31)
Toutes les variations rapides de la vitesse instantanée se produisant &
une échelle de temps inférieure & Ar sont lissées dans une telle
moyenne. Le fait que Ad /At ne dépende que de I'état &(z) du systéme
& a linstant ¢ signifie que, examinée avec une résolution temporelle
pas trop grande, I’évolution de &/ ne dépend que du présent et non du
passé (processus de Markov).

Comme, d’aprés (B.17) et (B.18), V(¢') et V(:") sont, comme
(1) ® o, des produits d’observables de & et de # commutant entre
elles, la trace sur # de (B.30) ne porte que sur des produits de la forme
orR(t") R(t") ou oxR(t") R(¢"). 1l apparait ainsi que I'intégrale de
(B.30) ne dépend du réservoir que par l'intermédiaire des moyennes a
deux temps g(7) ou g( — 7) introduites plus haut, avec 7 = ¢' — ¢t". Pour
exploiter le fait que g(7) décroit trés vite avec 7, il est commode de
changer de variables d’intégration dans (B.30) et de passer des variables
t' et t" aux variables 7 et ¢'. La figure 1 montre le domaine d’intégration
en ¢’ et t” de (B.30). C'est le triangle 0AB. Les lignes d’égales valeurs
de T sont des parali¢les a la premiére bissectrice 0B, qui correspond a
7 =0. Pour 7 fixé, on peut intégrer sur ¢’ de ¢t + 7 a ¢ + At, puis
intégrer sur = de 0 & Ar, ce qui donne

t+ At ' At t+ A
j dr’ j dt" = J dr J dr' (B.32)
t t 0 t+T

Comme les moyennes a deux temps du réservoir g(7) et g( — ) sont
négligeables pour = > 7, la seule région du domaine d’intégration ou
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4}‘"
t+Atp—————————— - B
TC
t A_
0 L4+ 7 t + At

Figure 1. Domaine d’intégration en ¢’ et t”. La présence des moyennes a
deux temps g(+) et g( — 7) du réservoir entraine que, seule, une bande de
largeur 7. au voisinage de 0B contribue (zone hachurée).

I'intégrand est non nul est une bande étroite, de largeur de l'ordre de
7., au voisinage de OB (zone hachurée de la figure 1). Comme
At » 7, on commet une erreur négligeable si 'on étend a + oo la borne
supérieure de l'intégrale en 7 de (B.32) et 4 ¢ la borne inférieure de
Pintégrale sur ¢'. Finalement, aprés développement du double commu-
tateur de (B.30), et utilisation de (B.17) et (B.22), il vient

AG 1+Ar
@ *L ""J
x { (TA(HA(' — 1)(r) - A(t' — T)F(DA()] +

+g(— DFWMAQE - DAW) - AQ)F@AF - 7))} (B.33)
Pour aller plus loin et effectuer lintégration sur t¢’, il convient
maintenant de projeter 'équation opératorielle (B.33) sur une base
d’états.
4. Equation pilote dans la base des états d’énergie du petit systéme

Soient |a) les états propres de H,, de valeurs propres E,

Hyla) = E, |a) (B.34)
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L’équation (B.33) devient dans la base orthonormée {|a)}

Aa'ab

Z Y abed(t) & calt) (B.35)

avee

Yabed(t) = — lz J;) dr — j

x {8(7)[8 54 Z/ian(")f‘im;(t' =) = At = ) Ay(t)] +
+8(— )8 ue ¥ Agnlt' = M)A = A 1DAg( — 7]} (B.36)

La dépendance en ¢’ de I'intégrand de (B.36) ne peut provenir que
des éléments de matrice A,(t"), A, (' —7)... qui varient en
expiw,t’, expiw,(t' — 7)... ou les w,,, w,... sont les fréquences de
Bohr de &

Wy = W, — @, (B.37.a)
w,=E/h, w,=E,/h (B.37.b)
11 est facile alors de vérifier que tous les termes de I'accolade de (B.36)
varient en exp i(w,, — w)t'. Par exemple, la dépendance en ¢’ du
premier terme est, (compte tenu du &,; qui entraine que w, = w,)
expi(w,— 0, + w, — o Jt’' =expi(w, — w)t' =
= expi(w,— @0, + 0~ w)t' =expi(wgy — wyt’ (B.38)

Celle du second terme est

expilw,—w,+w;— o)t =expi(w,y, — o )’ (B.39)

des démonstrations analogues pouvant étre faites pour les troisitme et
quatri¢tme termes. Il s’ensuit que I'intégrale sur ¢’ de (B.36) peut étre
faite aisément et donne

1 [P g —wt iagy — gt
AL di'e =¢€ flwg — 0 A (B.40)
t

ou

_ pixy2 Sin(x /2)
fx)y=e /2 (B.41)
Si |wgp — woy| €1/42, la valeur de f dans (B.40) est pratiquement
égale a 1. Par contre, si |w, — wy| > 1/4¢, elle est pratiquement
nulle. Il est donc tout a fait légitime de négliger les couplages entre



262 Equation pilote pour les particules IV.B.4

AG /At et Gy 8l |y ~ woy| > 1/Ar. Enfin, si |w, — w4 ~1/4¢,
nous verrons plus loin que la condition T3> At entraine que le
couplage entre A&,/4t et &, a des effets trés faibles. Nous les
négligerons et ne garderons donc que les termes couplant A&, /At a
.4 avec | o,y — woy| <€ 1/At, termes dits « séculaires » et pour lesquels
f = 1. Finalement, avec cette « approximation séculaire », 'équation
pilote (B.35) devient

Ad 4

R raiad) (100 (00 ™ 0 G o F D) (B.42)
cd

ol Z (=) signific que la somme est restreinte aux états c,d tels que
cd

|@g — Wl €1/41, et ot les R4 soNt des coefficients indépendants

de t et Az et qui sont donnés par 'intégrale sur v de (B.36)

1 [+ ]
'@abcd": —-h'ZJO dr %
X {g(T)Iabd Z"larrAncemmT - AacAdbemmT] +
+8(— )8 Y AwAme ™ ~ AsAye ™1} (B.43)

Avant de calculer les coefficients &,,., de ’équation pilote et de les
interpréter physiquement, il nous faut encore repasser de la représenta-
tion d’interaction au point de vue de Schrodinger, ot Yopérateur
densité de o est o(t). La relation

—i .
Uab(t) =€ e aab(t) (B44)
entre les éléments de matrice de o(¢) et &(¢) entraine la relation

0a®) o oy s emivat 8
dt - ab v ab ar

entre les vitesses instantanées de o,, et &,. Approximons la vitesse
instantanée d&,,/dt apparaissant en (B.45) par la vitesse de variation a
gros grains A&, /At calculée en (B.42). Nous obtenons alors, compte
tenu de (B.44)

4
di

(B.45)

o-ab(t) = iwabaab(t) + Z {ser) Qabcd acd(t) (B46)
cd

L’exponentielle figurant dans (B.42) a disparu. Dans le point de vue de
Schrodinger, I'équation pilote, développée dans la base des états
propres de H,, a la structure d’un systéme différentiel linéaire a
coefficients constanis.
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Le premier terme du second membre de (B.46) décrit I'évolution libre
de o,, le second leffet du couplage avec #. Les coefficients
R apea Sont donc de lordre de 1/Ty, ou Tg est le temps d’évolution de
. Si les éléments de matrice o, et o, ont des fréquences propres
w, et w4 suffisamment différentes, c’est-a-dire si |w,, — 4| 2 1/ Tk,
le couplage %, entre eux aura des effets tres faibles (de la méme
maniére qu’en mécanique quantique, un couplage V_ entre deux
niveaux d’énergic E, et E, a des cffets trés faibles, au second ordre en
V, si |E,~ Ey} » V). Comme T3> At (voir (B.29)), la condition
|wg — @ 4| ~1/At correspond bien & |w,, — wy| > 1/Tg. 11 était
donc légitime de négliger dans (B.42) les couplages entre o, et
o quand |w,, — w | n'est pas trés petit devant 1/A:.
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C - CONTENU PHYSIQUE DE L’EQUATION PILOTE

1. Evolution des populations

Les populations o, des niveaux d’énergic |a) de &/ ont toutes la
méme fréquence d’évolution libre (w,, = 0). Les termes de couplage
qui existent entre elles sont donc tous des termes séculaires. Nous
supposerons de plus qu’il n’existe pas de cohérence o de fréquence
d’évolution libre trés basse (|w.y| <1/A4t). Les populations ne sont
donc couplées qu’entre elles, 'équation (B.46) s’écrivant

= Z 'Qaacc T e (Cl)

Pour calculer R, , nous faisons b =a et d =c dans (B.43).
Supposons tout d’abord ¢ # 4. Les deux symboles de Kronecker
8,4 €t 8, sont alors nuls. Les deux termes restant dans 'accolade de
(B.43) sont complexes conjugués l'un de l'autre (voir (B.26)) et se
regroupent pour donner

1 +® w1
R = P f dr g(7) |Ag |2 e (C.2)
a#c -®

Remplagons alors g(7) par son expression (B.23). II vient

1 +®© i(wy, + )T
am=—22pﬂzj dr @r D4 2R, 12 (C3)
a#c L v v-®

L’intégrale sur 7 est immédiate et donne 278(w ,, + w,) qui s’écrit
encore, compte tenu de (B.25) et (B.37), 2whé(E, + E. - E, — E,).
Par ailleurs, |A,|2|R,, |* est égal, d’aprés (B.16), & | {v,a|V |n.c)|%
Finalement, en posant

gaacc = Fc_.-a (C4)
asc

nous obtenons pour I',_,
2m
Few =T L2x L1 (valVIne) [8(E,+ E,~E,~E) (C3)

L’interprétation physique de I'._, est trés claire. I'_, est la probabi-
lit¢ par unité de temps pour que le systéme & effectue, sous I'effet du
couplage avec 4, unc transition du niveau ¢ vers le niveau a
(Figure 2). En effet, une telle transition correspond, pour le systéme
global A +%R, 4 une transition |i,c)—|v,a). L’équation (C.5)
donne la probabilité par unité de temps de cette transition (en accord
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r,_, M c o v, @
r/.t,c-o yv,a
a S
() ®)

Figure 2. Probabilité de transition par unité de temps entre les états
c et a de & (Fig. o) et les états p,c et v,a de of + & (Fig. B). I',_, s’obtient a
partir de I', . ,, par une moyenne sur p et une somme sur v.

avec la régle d’or de Fermi), moyennée sur tous les états initiaux
w possibles du réservoir (pondérés par p,) et sommée sur tous les états
finals v du réservoir, la fonction delta exprimant la conservation de
I’énergie globale de & + &.

11 reste & évaluer #%,,,, . Ce sont maintenant les second et quatriéme
termes de Paccolade de (B.43) qui s’annulent avec les termes
n = a des premiére et troisi¢tme sommes. Les termes restant n # a font
apparaitre I',_, et 'on obtient

'%aaaa = - Z Ta_n (C6)

ny¥aq

Finalement, I’équation pilote pour les populations (C.1) s’écrit

do,,
a T aa Z Foon+ Z o Lo (C.7.2)
nea cea
ou encore
do
d:a = z (a'cc Fc_.a —Oa ra_.c) (C7b)

c#a

L’équation (C.7.a) exprime que la population o, de & diminue par
suite des transitions effectuées de a vers les autres niveaux n, et croit
par suite des transitions effectuées des autres niveaux ¢ vers le niveau
a. L'écriture sous la forme (C.7.b) montre le bilan des transferts qui
s'effectuent entre une paire de niveaux ¢ et a et permet d’établir
simplement que

d
z ‘_1; T = 0 (CS)

(conservation de la normalisation de o au cours du temps)
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Remarques

(i) Le plus souvent, la solution stationnaire des équations (C.7.b)
correspond a

Uas; Fa_.c = a.cs: Fc_.a (C.9)

La condition (C.9), dite de «bilan détaillé », exprime qu’en régime
stationnaire et pour toute paire de niveaux a et ¢, le nombre de transitions
de a vers ¢ compense celui de ¢ vers a.

(ii) Si le réservoir & est en équilibre thermodynamique & la température
T, c’est-a-dire si les populations p, des niveaux p de # sont données par
(B.15), on peut montrer a partir de (C.5) (voir exercice 16) que

Rl VRl I (C.10)

La comparaison de (C.9) et (C.10) montre alors que les populations
o, de & tendent, sous l'effet du couplage avec #, vers un état
stationnaire ol elles sont proportionnelles a exp( — E,/kzT). En interagis-
sant avec un réservoir en équilibre thermodynamique, le systéme
&/ parvient donc lui aussi & un équilibre thermodynamique 2 la méme
température 7.

2. Evolution des cohérences

Nous nous intéressons maintenant a I'évolution des éléments non
diagonaux o, de o, et nous considérons d’abord le cas ou la fréquence
de Bohr w,, associée a la cohérence o, est non dégénérée, c’est-a-dire
le cas ol il n’y a pas d’autres fréquences de Bohr w , différant de
@, d’une quantité inférieure & 1/Az. Le seul terme séculaire est donc
celui couplant la cohérence o, & clle-méme, et I'équation (B.46) s’écrit

d

Eaab="iwab Oap + Rabab Tab (C.11)

Pour calculer #,,,,, faisons ¢ =a,d = b dans (B.43). 1 vient
1 @ 2 iw,,T
‘@abab = - ;1_2' dr g(T) Z lAanl ¢ '—AaaAbb +
0 n

+g(= )| T 1Al ~AMAM,]] (C.12)

n

11 faut ensuite remplacer g(7) par (B.23), g( — =) par g(v) *, évaluer les
intégrales de r = 0 & * = o0 des exponentielles, ce qui fait apparaitre
des parties principales et des fonctions delta. On obtient ainsi

lgabab = - Fab - iAab (C13)
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ou A, et I',, sont des grandeurs réelles données par

Aab = Aa bt Ab (C.14)
avec
A ly | (v |V ]y |2 5
=3 ; ;ZE#+E,,—E,,—E,, (€15
et une expression analogue pour 4,, et oll
L= T3+ I (C.16)
avec
roonad. _ 1 ( Y lpnt T r,,»,,) (C.17)
2 nsa ngbd
ct

rs _hiz » Y 8E, - E,) x
13 v

<L 3 1CvalV may P43 [ (b |V wb) |2 -
— Re (p,a|lV|v,a) <v,b|V|p.,b>} (C.18)

La quantité h4,, représente un déplacement, au second ordre en
V, de la fréquence w,,, dii au couplage entre & et . Il apparait en
effet sur (C.15) que %A, est le déplacement de I'état | u,a) du systeme
global & + #, pondéré par la probabilité d’occupation p, du niveau
p du réservoir et sommé sur p. hA, pent donc étre considéré comme le
déplacement énergétique moyen de I’état |a) de .

La quantité I',, représente un taux d’amortissement de la cohérence
o, di au couplage entre & et #. La premiére contribution a
I, écrite en (C.17), représente des effets « non adiabatiques » puisque
I'expression (C.17) est la demi-somme des probabilités par unité de
temps qu’a le systtme de quitter I’état @ ou I’état b. Un processus
arrachant le systtme de l'état @ ou de Pétat b perturbe en effet
Poscillation de toute grandeur physique sensible & o,,. La deuxi¢me
contribution, écrite en (C.18), est dite « adiabatique » car elle est due 2
des processus ol & ne change pas d’état tout en interagissant avec
# qui passe d'un état p 2 un état » de méme énergie que
M.

Il nous reste enfin a considérer le cas ou la fréquence w,, est
dégénérée. 1l faut alors, comme dans I'équation (B.46), tenir compte
des couplages entre la cohérence o, et les autres cohérences
o telles que |w 4 — w,,| <1/41. Le calcul de &, a partir de (B.43)
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(avec c#a,b #d, |w, — w 4| <1/At) donne alors

2
Rared = G- L P Y, (¥:a|V | .0) (wd|Vv.b)
" 4

1
x 8(E, +E,~E,~E,) (C.19)

Les couplages entre cohérences différentes de méme fréquence de Bohr
sont importants pour comprendre le déplacement et I’élargissement des
transitions de systémes ayant des niveaux équidistants comme ['oscilla-
teur harmonique ou Fatome habillé.

Remarque

Toutes les expressions établies dans cette partie et reliant les parameétres
physiques comme I',_,, 4,, I'%, %" & .4 2 des éléments de matrice
de V demeurant valables quand V', au lieu d’étre de la forme V = — AR,

sécerit V = — ZA,, R,
4
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D - DISCUSSION DES APPROXIMATIONS

Pour préciser les conditions de validité du traitement présenté dans la
partic B ci-dessus, il nous faut tout d’abord évaluer un ordre de
grandeur du temps d’évolution Ty du systéme /.

1. Ordre de grandeur du temps d’évolution de &/

Revenons a I'équation (B.30) et essayons d’évaluer un ordre de
grandeur du second membre. Nous avons vu plus haut (fin du
paragraphe B-3) que la seule partic du domaine d’intégration de la
figure 1 qui contribue de maniére significative & Pintégrale est une
bande de largeur 7, au voisinage de la premi€re bissectrice 0B. Sur cette
bissectrice, t' = t”, et I'intégrand de (B.30) est de I'ordre de (V%) 40
ou

(VY =Trgdg V(¢ = Trrpog V? (D.1)

L’ordre de grandeur du second membre de (B.30) est donc obtenu en
multipliant (D.1) par 1/#*At fois la surface de la zone hachurée de la
figure 1 qui est de I'ordre de 7.At

A6

T, .
xR (V2>Ra' (D.2)

Désignons par v? lordre de grandeur de (V%) g Le parameétre

v caractérise l'intensité du couplage entre & entre #. Comme le
coefficient multipliant & au second membre de (D.2) est de I'ordre de
linverse du temps d’évolution T, de &, nous obtenons pour
1/T l'ordre de grandeur

1 vir,
T, #

(D.3)

2. Condition d’existence de deux échelles de temps

La condition =, < Ty, sur laquelle repose tout le traitement de la
partie B ci-dessus, s’écrit, compte tenu de (D.3)
v,
—=<1 (D.4)
h
L’équation (D.4) exprime que I’évolution due au couplage V entre
o et R, caractérisée par la fréquence v /#, a un effet trés faible pendant
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le temps de corrélation 7. (analogie avec les collisions faibles du
mouvement brownien qui changent trés peu la vitesse de la particule
lourde pendant le temps de collision 7).

Le paramétre v introduit plus haut caractérise également la dispersion
des valeurs de V. Si I'élargissement des raies de &/ produit par le
couplage avec & était inhomogene, la largeur des raies serait de 'ordre
de v/h. Or, d’aprés (D.2), cette largeur est de 'ordre de 1/ Ty, c’est-a-
dire encore d’aprés (D.3) et (D.4), de 'ordre de

2 v, < v
hh A
Le fait que I'interaction entre & et & fluctue rapidement réduit donc la

largeur inhomogéne v/# par un facteur v7 /<1, d’ou le nom de
condition de « rétrécissement par le mouvement » donné a (D.4).

(D.5)

3. Condition de validité du développement perturbatif

Si l'on itérait I'équation (B.5) au-dela du second ordre (tout en
remplacant partout 5(z) par (B.28)), on obtiendrait au second membre
de (B.30), en plus du double commutateur gui y figure déja, un triple
commutateur, un quadruple commutateur...

La méme démarche que celle suivie dans le paragraphe D-1 plus haut
peut étre utilisée pour évaluer 'ordre de grandeur des contributions de
ces termes d’ordre supérieur en V. Par exemple, le triple commutateur
fait intervenir I'intégrale sur ¢,.t,,¢; d’'un produit de trois opérateurs
V(1) V(1) V(1) et de 0. Comme les trois temps 1,, ¢,, ¢; doivent étre
trés proches les uns des autres (a 7, prés), le volume utile du domaine
d’intégration est de I'ordre de 724z, de sorte que l'ordre de grandeur du
terme d’ordre 3 en V est

_____ , (D.6)

soit v1 ./ fois le terme d’ordre 2. Il apparait ainsi que I'infiniment petit
vr./h caractérise aussi le développement de perturbation. Si la
condition (D.4) est remplie, il est 1égitime d’arréter un tel développe-
ment a Pordre 2 en V.

4. Factorisation de ’opérateur densité global a I’instant ¢

Examinons enfin approximation consistant a négliger f.,..(f) dans
(B.27). Supposons que les corrélations (décrites par PG, (t)) qui
existent entre &/ et # a l'instant ¢ résultent des interactions qui se sont
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produites entre & ¢t # dans le passé de ¢. Ceci revient & supposer qu’a
un instant initial donné ¢,, dans le passé de ¢, &/ et # ne sont pas
corrélés (o et & sont par exemple mis en contact I'un avec I'autre &

). A Tordre le plus bas en V, il faut au moins une interaction
V dans le passé de t pour avoir f..(f) #0. Si nous considérons
maintenant que . (?) est non nul, la contribution & A&(f) du terme
d’ordre 1 en V de (B.9) n’est plus nulle. En effet, si 'on ne néglige pas
Poomel(t) dans ce terme, il n'est plus possible d’utiliser (B.20) et
d’obtenir un résultat nul pour ce terme. Ainsi, & Pordre 2 en
V, une nouvelle contribution & A&(¢t) apparait, provenant d’une
interaction dans le passé de ¢ (qui créé des corrélations entre
& et &), et d'une autre interaction dans lintervalle [¢, ¢ + Ar] (qui

produit une variation A& de & a partir de ces corrélations).
L’ordre de grandeur de cette contribution que nous avons négligée est

AG 11 [ o (5% L e ey A
T~—PEJ_wdt J.r ar' (v v)y e (D7)

t” variant dans le passé de ¢ et ¢’ dans l'intervalle [z , ¢ + 47]. Comme
(V@) V(1"))  est nul dés que 1’ — " 1, le domaine d’intégration se

~

réduit & deux intervalles de largeur 7, de part et d’autre de
t, et I'ordre de grandeur du taux de variation associé a (D.7) est

VTe _PTefe 17T (D.8)

Il apparait ainsi, comme nous I'avons annoncé plus haut (voir discussion
avant (B.28)), que la contribution du dernier terme de (B.27) est plus
petite que celle du premier par un facteur v./Ar. Comme nous avons
pris 4t > 7, il est tout a fait Iégitime de négliger une telle contribution.

Ainsi, les corrélations initiales entre & et & a 'instant ¢ n’influent sur
le futur de & que dans l'intervalle [z, ¢t + 7], alors que des nouvelles
corrélations s'établissent en permanence dans Pintervalle [z, r + Ar] et
font évoluer & proportionneliement a At.

Remarque

Il est possible d’imaginer des corrélations entre & et % a linstant
¢t dont leffet sur I'évolution ultéricure de & peut étre spectaculaire.
Considérons par exemple, 4 l'instant £, = 0, un atome initialement excité
dans I'état |b), sans aucun photon incident. Laissons la désintégration
radiative se dérouler entre 0 et r. Puis, imaginons qu’a [linstant
t, on applique sur I'état | ¢(r)) du systéme global atome + rayonnement
l'opérateur de renversement du sens du temps K. Comme I’équation de
Schrodinger posséde la symétrie de renversement du sens du temps, nous
savons qu’a linstant 2¢, P'atome sera revenu dans DI'état excité (plus
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exactement dans I'état K|b)), dans le vide de rayonnement. Il est clair
ainsi que Iétat K|y¢(r)) présente des corrélations trés particuliéres
puisque I'évolution & partir de cet état n’a pas du tout le comportement
irréversible prédit par I'équation pilote. Une telle équation ne peut donc
étre toujours valable, méme si & est un réservoir. 1l ne faut pas perdre de
vue cependant que les corrélations du type de celles contenues dans 1’état
K|y(t)) sont trés particulicres et extrémement difficiles a réaliser
concrétement, dans une expérience. Nous excluons donc de notre traite-
ment foute situation de ce type.

5. Récapitulation

Finalement, la condition de validité du traitement présenté dans la
partie B est la condition de rétrécissement par le mouvement (D.4).
Une telle condition permet de définir deux échelles de temps bien
distinctes Ty et 7, et de faire un calcul perturbatif de la variation
A& de & dans lintervalle [, + At] avec 7, < At < T Il n’est pas
nécessaire alors de tenir compte des corrélations initiales entre
& et & a l'instant ¢, résultant des interactions entre &/ et % dans le
pass¢ de t. Le fait que la vitesse de variation & gros grains
Ao /Ar soit donnée (dans le point de vue de Schrodinger) par un
syst¢me différentiel linéaire a cocfficients constants entraine que la
démarche précédente est valable pour tout . L’équation pilote peut
donc étre utilisée pour comprendre I'évolution de & sur des temps
beaucoup plus longs, de I'ordre de quelques Tg. Le résultat remarquable
d’une telle approche est qu'une étude perturbative de I'évolution du
systéme sur un intervalle de temps court (Ar < Ty), mais pas trop court
( At » 7,), permet de prédire son comportement sur des temps beau-
coup plus longs. En ce sens, une telle approche est non perturbative et
rappelle la démarche du chapitre III ou un calcul perturbatif de
I'opérateur déplacement permet d’obtenir des expressions non pertur-
batives pour les amplitudes de transition.
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E - APPLICATION A UN ATOME A DEUX NIVEAUX
COUPLE AU RAYONNEMENT

Dans cette derni¢re partie, les notions précédentes sont illustrées sur
un exemple simple. Nous établissons et discutons I’équation pilote
décrivant I'évolution de la matrice densité d’un atome & deux niveaux
a et b sous I'effet des processus d’émission spontanée, d’absorption et
d’émission induite. L’atome est supposé tout d’abord infiniment lourd
et immobile, ce qui permet d’étudier I'évolution des seuls degrés de
liberté internes (§ 1). Les degrés de liberté de translation du centre de
masse sont ensuite pris en compte, et nous étudions I'évolution des
vitesses atomiques sous ['effet des échanges d’impulsion entre 'atome
et un rayonnement incident (§ 2).

1. Evolution des degrés de liberté internes

Les électrons atomiques sont supposés évoluer autour d’un point
fixe 0. Dans le point de vue dipolaire électrique, '’hamiltonien d’interac-
tion entre P'atome et le rayonnement s’écrit (voir formule (91) de
Pappendice)

V=-dE (0=-idy /2";"1:'3 €@, —at)  (E1D)

ou d est le moment dipolaire électrique et ou I'opérateur champ est
évalué au point 0.

a) EQUATION PILOTE DECRIVANT L"EMISSION SPONTANEE D’UN ATOME
A DEUX NIVEAUX

Commengons par supposer le rayonnement dans 1’état vide
og = 10) (0| (E.2)

Nous avons déja expliqué plus haut (partie A) pourquoi il était 1égitime
de considérer le rayonnement dans un tel état comme un réservoir. Par
ailleurs, I'état (E.2) satisfait bien aux conditions (B.12) et (B.20),
compte tenu de 'expression (E.1) de V.

L’émission spontanée d’un photon a partir de [état inférieur
a ne peut conserver ’énergie globale non perturbée. L’équation (C.5)
entraine donc que

Fa_.b == O (E.3)
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Par contre, la méme équation donne un résultat mon nul pour
r ba

Too=2T3 | (aske|V|6:0) | 6(ho ~hwp)  (E4.a)
ke

qui n’est autre que la probabilité par unité de temps d’émission
spontanée d’un photon I', déja introduite dans le chapitre II et égale a
I'inverse de la durée de vie radiative 7 du niveau b

r,,-r=1 (E.4.b)

.
Les équations (C.7) pour les populations s’écrivent donc ici
d

a op=—1 oy,
d r (E.5)
aaaa =+ T pp

et ont bien la forme des équations (A.1) d’Einstein (avec u(w) = 0).
Considérons maintenant I'évolution de I'élément non diagonal
0, Les résultats généraux du paragraphe C-2 ci-dessus donnent
d ; r
77 Tta =~ 1 (0pq + Bpp) 0y — 5 O (E.6)
ol #A,, est la différence des déplacements radiatifs des niveaux
beta

Aba = Ab — Aa (E.7.a)
_1 | {a;ke |V |b;0) |?

4=32 LG (E.7.b)
_1 | (bske|V|a;0) |2

4, = B P g‘ e (E.7.c)

et o I'/2, qui est la demi-somme de (E.3) et (E.4.b), est la
contribution non adiabatique & Pamortissement de o, (voir (C.17)). La
contribution adiabatique (C.18) est nulle car V n’a pas d’éléments
diagonaux dans P’état |a@) ou I'état |b) (@ est impair et |a) et
|b) sont supposés avoir une parité bien définie).

Remarque

Il ne faut pas perdre de vue que I'approximation consistant & ne considérer
que deux niveaux a et b de l'atome fait perdre de nombreux effets. Tout
d’abord, méme si a est le niveau fondamental et b le premier niveau excité,
d’autres niveaux plus excités que b peuvent se désintégrer radiativement
vers @ ou b. Par ailleurs, la contribution des autres niveaux ¢ de I’atome ne
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peut certainement pas étre négligée dans les processus non résonnants
(émission virtuelle et réabsorption d’un photon) qui sont & 'origine des
déplacements radiatifs de a et b.

b) TERMES SUPPLEMENTAIRES DECRIVANT L'ABSORPTION ET L’EMIS-
SION INDUITE D'UN RAYONNEMENT A LARGE BANDE SPECTRALE ET
FAIBLE INTENSITE

Nous supposons maintenant que des photons sont présents initiale-
ment, P'opérateur densité du rayonnement étant, d’aprés (B.14), un
mélange statistique des états propres |n,,-n;) de Hp, représentant
n, photons dans le mode 1, - n; photons dans le mode i--, avec des

poids p(nl B T )

ar =Y p(ny-np-) |npene) (npeng-| (E.8)
{m}

Les conditions (B.12) et (B.20) sont toujours vérifiées. Nous avons
expliqué plus haut (partie A), que si la largeur spectrale du rayonne-
ment décrit par (E.8) est suffisamment grande et si son intensité est
suffisamment faible, la condition 7, < Ty est satisfaite, ce que nous
supposons ici.

La probabilité de transition par unité de temps du niveau inférieur
a au niveau supérieur b, calculée a partir de (C.5), n’est plus nulle
lorsque (E.2) est remplacé par (E.8). Nous la noterons I''. Elle
représente la probabilité par unité de temps d’absorption d’un photon a
partir de a et vaut

, 27
'=r, ;= 5 Z P(nl"'ni"' ) x
{ni}

x ¥ | bn'yen'e|V]angeong-) |*6(Egpa — Eiig)  (E.9)
{n'}

Comme V est proportionnel au champ E,, et que E, est une
combinaison linéaire des a; et a;f (voir (E.1)), tous les n’ doivent étre
€gaux aux 7, sauf un, n’; qui doit étre égal 4 n, + 1. En fait, comme
E, > E,, la conservation de I’énergie entraine que seul n’; = n; — 1 est
possible, de sorte que (E.9) se réécrit

, 2w
r =T Z p(nl...nl,.‘.)x

Ry

X Y | {bsny-n; — 1, |V |asnyng-y |2 8(hw; — hw,,) (E.10)
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Par ailleurs, comme {n; — 1|a;|n;) = \/rz—, {0;]a;|1;>, I'* peut encore
s’écrire

r-2ry ( 5 nl-p(nl,nzn-ni---)) x

J {m}
X [ (BOIV (a1, |2 8(ha, — hoy,) (E.11)

ce qui fait apparaitre le nombre moyen {»;) de photons dans le mode
i

(n) = Y np(nny-n;-) (E.12)
{m}

L’état du rayonnement n’intervient donc dans I'' que par I'intermé-
diaire des nombres moyens de photons dans chaque mode. Enfin, la
fonction 8(hw; — hw,,) exprimant la conservation de I'énergie dans
(E.11) entraine que seuls, les nombres moyens de photons des modes
résonnants interviennent. I’ est donc proportionnel & lintensité
moyenne I(w,,) du rayonnement incident & la fréquence atomique
Wp,

Une démarche analogue peut étre suivie pour le calcul de I'y_,. Ce
sont maintenant les éléments de matrice de a; entre |b;n;-n;-) et

{asny-n; + 1| qui interviennent et (E.11) doit étre remplacé par
Ty =223 ((n) + D@LV [5:0) %8(ho, ~ hwy) (E.13)

On a utilisé la relation de normalisation des p(n,---n;~). La contribution
du terme 1 de la parenthese ({#;) + 1) de (E.13) redonne la probabilité
de transition par unité de temps I" déja calculée plus haut et associée a
I’émission spontanée de b vers a. Quant a l'autre terme {n;), il redonne
la probabilité de transition I'' donnée en (E.11) de sorte que

r,,=r+r: (E.14)

Finalement, les équations d’évolution (C.7) des populations devien-
nent, en présence de rayonnement incident

d .
Eabbz—rabb‘FT(Uaa"‘fbb)

d , (E.15)
‘d7°'aa=+rabb+r(0bb—"aa)

Elles ont bien la forme générale des équations (A.1) d’Einstein puisque
I'’ est proportionnel & 'intensité lumineuse a la fréquence w,, et que,
pour un atome & deux niveaux non dégénérés a et b, on peut montrer
que B, , = B, , dans (A.1).
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Remarques

(i) Jusqu’ici nous n’avons fait aucune hypothése sur la répartition angulaire
et la polarisation du rayonnement incident. Si le rayonnement incident est
isotrope et non polarisé, le nombre moyen de photons {»;} dans un mode
i (c’est-a-dire un mode k;g;) ne dépend que de la fréquence w; de ce mode
et non de x; = k; /k; et €;. La somme sur i de (E.11) est en fait une somme
sur €; L k;, suivie d’'une intégrale angulaire sur «; et enfin d’une intégrale
sur k; = |k;|. Si {n;) ne dépend que de w;, la somme sur ¢; et 'intégrale
sur k; sont les mémes dans les expressions (E.4.a) et (E.11) donnant
I' et I''. La différence entre I' et I'' n’apparait que dans l'intégrale sur
w;. Par suite de la fonction 8(fiw; — Aiw,,) apparaissant dans (E.4.a) et
(E.11), elle se réduit & un facteur multiplicatif (n(w;))> supplémentaire
pour I''. Pour un rayonnement incident isotrope et non polarisé, on a donc

I' =T {(n(w,)) (E.16)

I'’ est donc égal 4 I" que multiplie le nombre moyen de photons par mode
résonnant.

(ii) Supposons maintenant que le rayonnement soit en équilibre thermody-
namique a la température 7. Un tel rayonnement est isotrope et non
polarisé de sorte que (E.16) s’applique. De plus, on connait dans ce cas la
valeur de la probabilité p(n,n,-n;) (voir (B.15)) et par suite, d’aprés
(E.12), celle de (n(w,)) qui vaut (*)

1
(n(@p)) = m (E.17)

Reportons alors (E.16) dans la premiére équation (E.15), qui donne en
régime stationnaire (do,,/dt = 0)

o’ ’
Tob _ r - (M @p4)) (E.18)
0w T+T" 1+ {n(wy))
11 suffit alors de reporter (E.17) dans (E.18) pour obtenir
ﬁ _ e_nm,,,/kgrz e—(Eb—E,,)/kBT (E.19)

T

Nous avons ainsi établi les équations d’Einstein a partir des premiers
principes et montré qu’elles entrainent la mise en équilibre thermodynami-
que de l'atome.

(iii) Le nombre moyen de photons par mode pour un rayonnement
isotrope, {n(w)), est directement relié a la densité d’énergie du rayonne-
ment de fréquence w, u(w). Exprimons en effet de deux fagons différentes
la densité d’énergie dont la fréquence est comprise entre @ et w + dw.
C’est d’une part u{w)dw, et c’est d’autre part I'énergic moyenne par mode

(*) Voir par exemple «Photons et Atomes - Introduction & I'Electrodynamique
Quantique », exercice 4 du complément D ;.
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(n(w)) hew divisée par le volume L3 multipliée par le nombre de modes
dans la bande de fréquence comprise entre w et w + dw, qui, compte tenu
des deux polarisations possibles, vaut 8wk’dk/(2= /L)’. 1l vient finale-
ment :

w(w) = B (n(@)) (E.20)

w23

Il nous reste & examiner la nouvelle équation d’évolution pour
e, qui s’écrit

ad—taba = — (@, + Ap + A'p) T, —%(I‘ +2I'yo,, (E21)
Les termes nouveaux, affectés d’un indice prime, représentent, tout
d’abord, un amortissement supplémentaire (en I'') de o,,, associé au
raccourcissement de la durée de vie des niveaux a et b par suite des
processus d’absorption et d’émission stimulée ; ensuite, un déplacement
supplémentaire A’,, de la raie bwa

A’ba = Alb - A'a (E.22)

associé aux déplacements lumineux des niveaux a et b produits par
I'irradiation lumineuse. Par exemple, A', est donné par

WA = P T plan) x
ny-me

| (bsny..n—1..| V]an...n..) |2
Xz fo, - fw,,

(E.23.a)

Un calcul analogue a celui effectué sur (E.10) permet de montrer que
A', est proportionnel a

A~ P J- Hw)do (E.23.b)

W — Wp,

et peut étre appréciable si le profil excitateur /(w) est quasirésonnant,
tout en restant dissymétrique par rapport a w,,. Nous avons ainsi
justifi¢ de maniére précise les considérations qualitatives du paragra-
phe E-2 du chapitre II sur le déplacement et I’élargissement des niveaux
d’un atome produits par une irradiation lumineuse.

Remarques

(i) Le traitement précédent peut étre généralisé au cas ol les niveaux
a et b contiennent chacun plusieurs sous niveaux Zeeman. L’équation
pilote permet alors de décrire quantitativement les transferts de popula-
tions entre sous niveaux Zeeman de a par des cycles absorption-émission
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spontanée ou absorption-émission induite (méthode du « pompage opti-
que ») ainsi que D’évolution des diverses « cohérences hertziennes ou
optiques » entre paires de sous niveaux Zeeman appartenant au méme
niveau a ou b, ou aux deux (*).

(ii) Nous n’avons tenu compte dans (E.23) que des processus ol un photon
est virtuellement absorbé & partir de a puis réémis. En fait, un photon peut
étre également €mis virtuellement 4 partir de a puis réabsorbé, ce qui
conduit 2 une expression analogue a (E.23.a) ou la quantité figurant dans
Z est remplacée par

| {bsnym; + 1|V |@snpng) |2

Yoy (E.24)

Le terme indépendant de n; dans (E.24) donne le déplacement radiatif
4, de I'état a [voir (E.7.c)]. Quant au terme proportionnel 2 n;, il donne
une contribution analogue 2 (E.23), au remplacement prés de o ~ w,, par
— w — w,, au dénominateur (ce qui montre que cette derniére correction a
A’, est trés faible lorsque Pexcitation est quasi résonnante). Une expression
plus correcte de 4’, est donc

~.7’jdw1(w)[ 1,1 g,fl(w)dw

W — W, —w—w,,a

- wbn

(E.25)

Pour un atome réel, il faudrait tenir compte également de 1'excitation
virtuelle de toutes les autres transitions ¢ — ¢ partant de a.

2. Evolution des vitesses atomiques

Le but de ce dernier paragraphe est d’obtenir une équation pilote
décrivant comment la fonction de distribution des vitesses atomiques
évolue sous 'effet des échanges d’impulsion entre atome et rayonne-
ment.

L’atome est toujours schématisé par un systéme a deux niveaux
a et b. Mais nous tenons compte maintenant du mouvement de son
centre de masse, dont la position est notée R et I'impulsion P. Les
fonctions propres de I’hamiltonien P2/2M du centre de masse (ou
M est la masse de I'atome) sont des ondes planes auxquelles on impose
des conditions aux limites périodiques dans une boite cubique de coté
L (comme pour les modes du champ de rayonnement). Elles s’écrivent

1 .
¢p(R) = \/zgexp(zp.R/h) (E.26)

(™ Voir par exemple Cohen-Tannoudji.
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L’atome interagit avec un champ de rayonnement homogene, isotrope
et non polarisé, dont la largeur spectrale est suffisamment grande et
I'intensité suffisamment faible pour qu’il soit possible d’écrire une
équation pilote pour 'atome.

Nous commengons (§ a) par généraliser les équations (E.15) et par
établir des équations décrivant I’évolution couplée des degrés de liberté
internes et de translation. Nous montrons ensuite qu’il est possible dans
certaines conditions d’éliminer les variables internes et d’obtenir une
équation de Fokker-Planck pour la fonction de distribution des vitesses
atomiques (§ b). Nous discutons enfin le contenu physique de cette
équation (§§ c et d).

a) PRISE EN COMPTE DES DEGRES DE LIBERTE DE TRANSLATION DANS
L’EQUATION PILOTE

Les éléments de la matrice densité atomique sont maintenant repérés
par des nombres quantiques internes (a ou b) et externes (p). Nous
nous intéresserons ici aux populations m, , = oy, p €t T, = O, QUi
représentent la probabilité d’avoir I'atome dans I'état b ou a avec
I'impulsion globale p.

Dans le point de vue dipolaire électrique (voir § 5 de I’appendice),
I’hamiltonien Vg de couplage entre latome, supposé globalement
neutre, et le rayonnement est égal a:

hwi ik. - ik
it [eia,»e'k“k _ eiai*e xk,.R] (E27)

Va=-dE R =-id T [——;
i 0

i

ot d est le moment dipolaire €lectrique de I'atome et ol I'opérateur
champ E, (R) est évalué au centre de masse. Les équations généralisant
(E.15) s’écrivent alors

‘ﬁ-b,p = Z Fap'_.bp Tep — Z Fbp_.ap' Thp (E28a)
P p’

Tap = 3 Lopcap Top — Y, Lapobp Tap (E.28.b)
?' P

ol les coefficients I'pp_pp €t Iy 4y se déduisent de (C.5) et (E.10).
Ainsi, en posant w;, = w,, NOUS avons

2w
Fap‘_.bp=T Y p({n})x
{m}
X Z | {b.psnysny — Lo | V| apsngng) | x

p2 prZ
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A partir de (E.27), il est possible de décomposer 'élément de matrice
de Vi en une partie dépendant des variables du centre de masse et une
partie dépendant des variables internes et des variables du rayonne-
ment. Nous obtenons ainsi, avec des notations identiques a celle du
paragraphe E-1 :

(b,pinyyn; — 1, | Vgl @D iny,ny ey =
= Jn; (ple™F |’y (b:0|V |asL,) (E.30)

Par ailleurs, I’équation (E.26) entraine que

(plexp(ik;.R)[P") = 8y, p (E.31)

ce qui permet de réécrire Iy _,, sous la forme

2
Ty = 5 T {m) [<B301V @31} |?
X ap—hk,«,p’ a(hwo - flw,- + th - th) (E.32)

ol £, et £z sont les déplacements de fréquence dfis respectivement a
I'effet Doppler et a I'effet de recul

ép = k.p/M (E.33)
£ = HK2/2M (E.34)

Un calcul analogue donne

2
Lopap= S ¥ (m) + 1] (B0[V]a, 1) |* x
X ap_’_ﬁk‘.,l" 8("(!)0 - hwi + th + th) (E.35)
ol &p et &g sont toujours donnés par (E.33) et (E.34).

Remarques

(i) En écrivant les équations (E.28), nous avons implicitement supposé que
le terme diagonal o,,,, n'est couplé a aucun terme non diagonal
o apr - L'absence de tels couplages ne résulte pas d’une approximation
séculaire analogue a celle du paragraphe B.4. En effet, p' et p” peuvent
avoir méme module et des directions différentes, de sorte que la fréquence
d’évolution propre de la cohérence o, - peut étre aussi petite que I'on
veut. En fait, le terme couplant oy, ,, & 0, - est, d’aprés (C.19), égal &
Y P({m}) ¥ Kbpsnyon; — 1| Vglapinpens-) x

{n) [ 2 P

x {a,p"ny-ng- | Ve | b,psny-n; — 1) 8 ["wo ~ho; + ( z—pﬂ - 2%;1‘ ) ]

(E.36)

27
h
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Séparons alors, dans les éléments de matrice de Vy, la partie dépendant
des variables du centre de masse comme nous Pavons déja fait en (E.30).
Le premier élément de matrice est proportionnel a 8p—mp €t le second, a
8, _ap 11 apparait ainsi que Yon doit avoir p’ = p”: pour I’équation
pilote considérée ici, il n’y a donc pas de couplage entre termes diagonaux
et non diagonaux de la matrice densité o.

(ii) Une étude plus précise incluant Peffet Doppler du second ordre est
parfois nécessaire. Il faut alors remplacer (E.33) par

kp o, p
o= -7 s (E.37)

Reportons maintenant (E.32) et (E.35) dans les équations (E.28). Les
sommes sur p’ se réduisent & un seul terme, compte tenu des fonctions
delta de conservation de I'impulsion :

. 2
Top = Z—;ﬂ | (b:0|V |as1;) |* 8(hwy — hew; + hiép — hER) X

i

x { {n;) Tap— bk, — ((mi) +1) mpp } (E.38.a)

Tap = ZZT# | <B;01V |a;1;) |* 8(hwy — hw; + hiEp + hER) x

3

x{({n) +1) Top+hk; — (M) map} (E.38.b)

Pour simplifier les calculs, nous ignorons la dépendance de
Y 1{b:0{V {a;1;) |* vis-a-vis de la direction ; = k;/k; de k;, ce qui
revient 4 prendre un diagramme de rayonnement isotrope (voir
remarque plus loin). Cette quantité ne dépend donc plus que de
w; (elle varie d’ailleurs linéairement avec w; = ck; d’aprés (E.1)) et
peut s’exprimer en fonction de I’

r =205 50|V IaL) |? 8(ho; — hoy)

L 5 < 1B0ViaL)|?

i

En passant 2 la limite L — o0 et en appelant 7 (p) (avec j = a,b) la
densité de population du niveau j dans I’espace des impulsions, nous
obtenons finalement pour (E.38) :
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+

#p(p) = Ff

® w3 dafn
adl &2 s — _
. wgdwj4” (wg— @ + &€p — &) X

x { {n(@)) mi(p — k) — [(n(@)) +1] mp(p)}  (E.40.2)

+ 3
a@=T | “do|2Lsw-w+ &+ &) x

x {[{n(w)) +1]my(p + #K) — (n(w)) 7(p)}  (E.40.b)

ol df2 est I'angle solide élémentaire autour de x = k/k et ou, pour
chaque direction k, le module de k est déterminé par I'argument de la
fonction delta, c’est-a-dire, par les décalages Doppler et de recul.

La comparaison des équations (E.15) et (E.40) fait apparaitre
clairement les effets nouveaux qui sont liés au mouvement de 'atome.
Tout d’abord, quand I'atome passe d’un niveau a |’autre par absorption
ou émission d’un photon, son impulsion augmente ou diminue d’une
quantité Ak égale & I'impulsion du photon absorbé ou émis. D autre
part, les taux d’absorption et d’émission induite font intervenmir les
nombres moyens de photons ayant une fréquence qui n’est plus
wg, mais qui est corrigée des déplacements Doppler et de recul.

Remarque

Si le diagramme de rayonnement n’est pas isotrope, il suffit de remplacer
dans (E.40) d2 /47 par I(x)df2 /4w, od I(k) est le diagramme de

rayonnement normalisé ( A2 I(wv) /47 = 1) , qui posséde la propriété

importante d’étre pair (I(x) = I( — «)). Les coefficients de friction
v et de diffusion D introduits plus loin sont alors des tenseurs et non plus
des scalaires.

b) EQUATION DE FOKKER-PLANCK POUR LA FONCTION DE DISTRIBU-
TION DES VITESSES ATOMIQUES

La densité de probabilité pour que 'impulsion de I'atome soit égale a
p, quel que soit son état interne, est donnée par

m(p) = 7,(p) + 7x(P) (E.41)

Dans le point de vue dipolaire électrique, 'impulsion p coincide avec la
quantité de mouvement Mv (voir § 5 de I'appendice), de sorte que la
fonction w=(p) peut étre aussi considérée comme la fonction de
distribution des vitesses v. Nous essayons maintenant de déduire des
équations (E.40) une équation d’évolution pour =(p).
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a) Les infiniment petits du probléme

Dans tout ce qui suit, nous supposons que #k est petit devant la
largeur Ap des fonctions 7 ,(p) et 7,(p) et que £, et £y sont petits
devant la largeur Aw de la distribution spectrale de »>{n(w)). Nous
introduisons ainsi deux infiniment petits

Mo E.42
o= 2 (E.42.2)
§€p  kodp
12 = 26~ Mie (E.42.0)
a partir desquels il est possible d’exprimer £,/Aw
£ kg
A0 " 3Mae -~ M2 (E.42.c)

La vitesse de variation #(p) de w(p) est obtenue par addition des
deux équations (E.40). Il apparait alors que #(p) s’annule si 'on fait
ép =€z =0 dans l'argument de la fonction delta et #k = 0 dans
m(p—tk) et m,(p+#k). A lordre0 en 7, et 7, on a donc

#(p) = 0.
Remarque

La comparaison de leffet Doppler du second ordre ¢, introduit en
(E.37), et de Aw montre que

g ( kodp )Zéﬁ » Aw

- ~Ny— E.43
dw MAw wq n w, ( )

Dans les situations ol Aw = w,, l'effet Doppler du deuxi€éme ordre
apparait comme un infiniment petit d’ordre au plus égal & 713.

B) Développement perturbatif de I'équation d’évolution de m(p)

Comme 7(p) s’annule & Pordre 0 en 7, et 7m,, il convient de
développer, d’une part 7(p + #k) (avec j = a,b) en puissances de
n, = hk/Ap, et d’autre part la fonction delta en puissances de
&p et éx (ce qui reviendra aprés intégration sur « & développer le
facteur multipliant la fonction delta en puissances de £p/Aw et

£r/Aw)
m(px k) = 7m(p) £ IRV 7, + 5 Y ik, DT (B
2 & Sk,
avec [,m = Xx,y,z.
8(wo—w +&pxfp)=8(wg— w) +(€p= £g) 8'(wg— @) +
+5(6p % EP8" (g — w) + - (E.45)
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Le développement (E.45) peut étre ordonné en fonction des infiniment

petits introduits au paragraphe précédent de fagon a faire apparaitre

successivement les termes d’ordre 0, d’ordre n,, d’ordre n7m,, d’ordre
2

N3...

S(wo— w + épx &p) = 8wy — w) +
+ Ep8'(wg— w) = £x5'(wp— @) + % £26"(wp — @)+ (E.46)

Dans I’équation donnant 7(p) obtenue en sommant les deux équations
(E.40), la contribution des termes d’ordre 1 en n; ou 7, est nulle a
cause de lintégrale angulaire

do
Sk = E.47
[42.4 =0 (E.47)
(ou ! = x,y,z). Les termes en 71,7, proviennent, soit des produits des
seconds termes des développements (E.44) et (E.46), soit du troisi¢me
terme de (E.46). En utilisant

an k?
J vy klkm = 3 8im (E48)

on trouve que la contribution des termes en mym, a 7 s’écrit :

d{n(wy)) hk?
r <Z(w:)> 3_1‘% V. {pl7p) — 74(P)] } +

+ I
3 Mc?

V- A{p[({n(w0)) + D) — (n(wo)) m(p)]} (E.49)

Les termes en 77 proviennent des termes d’ordre 2 du développement
(E.44) des ;. Leur contribution & 7 est égale a:

272

h
I —= [(n(wg)y & m(@) + A 7 o(p)] (E.50)

Enfin, les termes en n? se compensent entre (E.40.a) et (E.40.b) et
disparaissent de I'équation de .

Ainsi, a I'ordre 2 inclus en n; et n,, 7(p) se réduit & la somme de
(E.49) et (E.50). 1l apparait alors clairement que +(p) ne dépend pas
sculement de w(p) (et des dérivées de m(p) par rapport &4 p). La
présence de 7 ,(p) et 7,(p) dans (E.49) et (E.50) traduit le couplage qui
existe entre variables internes et externes.

Remarque

A lordre de perturbation considéré ici, 7 reste égal & la somme de (E.49)
et (E.50) méme lorsque Peffet Doppler du deuxiéme ordre est inclus dans
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£ p. Ceci résulte du fait que le terme linéaire en £, obtenu en développant
la fonction delta, disparait dans la somme de (E.40.a) et (E.40.b) quand on
fait k = 0 dans m(p = #k).

v) Elimination adiabatique des variables internes

Le fait que #(p) soit plus petit que 7 (p) ou 7,(p) par un facteur de
Pordre de m;m, ou n? signifie que le temps caractéristique d’évolution
des variables externes est beaucoup plus long que celui des variables
internes. Nous allons utiliser cette différence entre les deux échelles de
temps pour €liminer les variables internes de I’équation donnant
#(p).

Comme les termes (E.49) et (E.50), dont la somme donne
7(p), sont déja d’ordre 2 en 7, et n,, on peut se contenter de 'ordre 0
en n; et 7m, pour étudier Iévolution des populations = (p) et
mo(Pp) qui figurent dans ces termes. Or, & cet ordre 0 en 7, et
14, les équations (E.40) deviennent

Ty(P) = I'" w(p) —~ (I + ') 7 (p) (E.51.a)
Tdp) = — I 7 (p) + (I + I'") m,(p) (E.51.b)

ou
I' =T {(n(wg)) (E.51.¢c)

puisque le rayonnement est isotrope (voir (E.16)). Il s’ensuit que, a
lordre 0 en 7, et n,, 7,(p) et m,(p) tendent avec une constante de
temps trés courte, égale & 1/(I" + 2I'"), vers les valeurs

r+r’ 1+ (n(wo))
TAp) = T+21 m(p) = m m(p) (E.52.a)
r n{(wo))
my(p) = T3 7(p) = 52 (lag)y w(p) (E.52.b)

On peut donc considérer que 7, (p) et 7,(p) s’adaptent quasi-instanta-
nément aux variations beaucoup plus lentes de =(p) et prennent a
chaque instant les valeurs données en (E.52). Le report de ces
équations dans (E.49) et (E.50) permet ainsi « d’¢liminer adiabatique-
ment » 7, et w, au profit de #. La contribution de la deuxi¢me ligne de
(E.49) s’annule et on obtient pour 7 I’équation

d D
5 @) =y V.[p 7(@0] + 3 A 7(p2) (E.53)
ou les coefficients y et D sont donnés par

ks r d (n(wg))

T T3M T+2I" T duw, (E-54)
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, [(I'+ T
O T+2r’
L’équation aux dérivées partielles (E.53) est une équation de Fokker-

Planck trés analogue a celle que l'on rencontre dans I’étude du
mouvement Brownien.

D = #% (E.55)

¢) EVOLUTION DE L'IMPULSION MOYENNE ET DE LA DISPERSION SUR
LES IMPULSIONS

Pour interpréter physiquement le coefficient y de (E.53), calculons la
vitesse de variation de l'impulsion moyenne

(p) = J- d’p p (pt) (E.56)

11 suffit pour cela de multiplier les deux membres de (E.53) par
p et d’intégrer sur p. En intégrant par parties les deux termes du second
membre et en supposant que w(p) tend suffisamment vite vers zéro
quand |p| — o0 , nous obtenons

2 (o) =~ (0 (E.57)

Nous supposons dans tout ce qui suit que d {(n(wgy)) /dw, est négatif,

c’est-a-dire que le nombre moyen de photons par mode décroit avec la

fréquence du mode au voisinage de w, Le coefficient y défini en

(E.54) est alors positif et I’équation (E.57) le fait apparaitre comme un

taux d’amortissement de I'impulsion moyenne (coefficient de friction).
Le méme type de calculs conduit a

% (0 =2y (p¥ +2D (E.58)

ce qui montre que la variance o2 de p

o) = (p") - (p)’ (E.59)
obéit, compte tenu de (E.57) et (E.58) a
d
Ea,%:-zya;-up (E.60)

Le coefficient 2 D caractérise donc la vitesse d’accroissement de la
variance de p qui est par ailleurs amortic avec un taux 2 vy. Le
coefficient D est donc un coefficient de diffusion de I'impulsion (voir
§ 1-b du complément C ;).

Essayons maintenant de comprendre qualitativement pourquoi la
vitesse atomique est amortie si d (n{w,)) /dw, est négatif. Considérons
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pour cela un modéle simplifié & une dimension ol les impulsions de
I’atome et des photons sont paralléles ou antiparalléles a Ox. SiI’atome
se dirige vers la droite (v >0), les photons qui se propagent en sens
inverse doivent avoir une fréquence plus faible que w,, wy— wgv/c,
pour interagir de maniére résonnante avec l'atome, alors que les
photons se propageant dans le méme sens doivent avoir une fréquence
plus élevée, wy + wyv /c (effet Doppler). Si d{n(wg)) /dw, est négatif,
Patome « verra» donc plus de photons résonnants arriver en sens
inverse de son mouvement que dans le méme sens. L’impulsion qu’il
absorbera sera donc préférenticllement dirigée en sens inverse de son
mouvement et I'atome sera ralenti.

Le raisonnement précédent peut €tre rendu quantitatif. Calculons
tout d’abord Pimpulsion moyenne gagnée par un atome d’impulsion
p sous I'effet des processus d’absorption et d’émission induite. L’atome
a une probabilité relative #,(p)= 7 (p)/w(p) détre dans I'état
a, de sorte que pendant le temps dt, il absorbe
I'in(wg + k.v)) #(p)dtdQ /47 photons dont le vecteur d’onde
k pointe dans I’angle solide d02. Le nombre de photons émis de maniére
stimulée est donné par une expression analogue ol 7, est remplacé par
iry. La vitesse de variation de 1'impulsion atomique due i ces processus
est donc, a lordre 1 inclus en k.v/Aw

d{(n(w
% —cr [ atwg) + ERET o) - )] 92 (1)

L’intégration angulaire sur k = k/k donne alors, compte tenu de
(E.47) et (E.48)

dp _ WkGd{mw))) ‘
3 "3M da, L [7dP) = TP (E.62)

Quant & ’émission spontanée, elle ne contribue pas a dp/dr car, dans le
référentiel au repos de I'atome, elle se produit avec des probabilités
égales dans deux directions opposées et ne fait donc pas varier en
moyenne la vitesse de Patome. Finalement, en reportant dans (E.62) les
expressions adiabatiques (E.52) de m, et 7, et en moyennant sur
I'impulsion initiale p de 'atome, nous retrouvons 'équation (E.57) avec
I'expression (E.54) de y.

Pour comprendre l'expression (E.55) du coefficient de diffusion
D, il suffit de noter qu'a chaque processus élémentaire d’absorption,
d’émission induite ou spontanée, Pimpulsion de I'atome varie d'une
quantité dont le module vaut 4k, et dont la direction varie aléatoirement
d’'un processus a l'autre. Dans 'espace des impulsions, 'impulsion de
Patome effectue donc une marche au hasard de pas hk, Soit
dn le nombre total moyen de processus élémentaires pendant
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dt pour un atome d’impulsion p
dn = [I'" #p) + (I + I'") #y(p)] dt (E.63)

D’aprés les propriétés bien connues d’une marche au hasard, I’accroisse-
ment de p? pendant dt vaut

dp? = Widn = WHF[T'#,0) + ([ + T) # (@) dr (E-64)

Il suffit alors de reporter dans (E.64) les expressions adiabatiques
(E.52) de m, et 1, puis de moyenner sur limpulsion initiale
p de latome, pour trouver que p? croit en 2Dt ou D est donné par
(E.55).

d) DISTRIBUTION STATIONNAIRE. EQUILIBRE THERMODYNAMIQUE

L’équation de Fokker-Planck (E.53) peut étre écrite sous une forme
d’équation de continuité

a% m(pyt) + V.J(p,t) = 0 (E.65)
ol le « courant » J(p,t) est donné par

Ip0) = - 70 7(@) ~ 3V m(p) (E.66)

On vérifie alors aisément que 'équation de Fokker-Planck admet une
solution stationnaire (3 /3¢ = 0), donnée par la solution de I’équation
J =0 qui s’écrit

mo(®) = A oxp |- 32 ] (E.67)

ou A est une constante de normalisation. Dans |’état stationnaire, la
fonction de distribution des impulsions ou des vitesses est donc une
gaussienne.

Considérons enfin le cas particulier ol le rayonnement interagissant
avec latome est en équilibre thermodynamique. Il faut alors utiliser
'expression (E.17) de (n(w,)). Compte tenu de (E.16), nous obtenons
pour les coefficients y et D donnés en (E.54) et (E.55)

F hwo hwo
Y = e T (E.68.)
6 sh ( )
kB
hZ 2
p=-—2=L 0 (E.68.b)

h(l)o c2
"Sh(m)
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Le report de (E.68) dans (E.67) montre alors que

2

Ty(p) = A exp [— M;"‘E;T] (E.69)
qui n’est autre qu’une distribution d’équilibre thermodynamique 2 la
température T. Nous généralisons ainsi les résultats du paragraphe E-1
précédent et montrons que les degrés de liberté externcs, comme les
degrés de liberté internes, atteignent I’équilibre thermodynamique
lorsque Patome interagit avec un rayonnement lui-méme en équilibre
thermodynamique.

REFERENCES GENERALES

Abragam (chapitre VIII), Louisell (chapitre 6), Cohen-Tannoudji
(§ 4), Agarwal (chapitre 6). Voir aussi Particle original de R.K. Wangs-
ness and F. Bloch, Phys. Rev. 89, 728 (1953).

L’étude de I'évolution des vitesses atomiques faite au paragraphe E-2
est tirée pour Pessentiel de la thése de J. Dalibard, Université Pierre et
Marie Curie, Paris (1986).
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COMPLEMENT A4,y

FLUCTUATIONS ET REPONSE LINEAIRE
APPLICATION AUX PROCESSUS RADIATIFS

Lorsque le rayonnement peut étre considéré comme un réservoir,
nous avons montré dans le chapitre que P'évolution de l'opérateur
densité des particules est décrite par une équation pilote. Dans cette
équation, le réservoir n’intervient que par une seule fonction g(t),
moyenne a deux temps d’une observable R du réservoir.

Le but de ce complément est tout d’abord de relier les parties réelle et
imaginaire de g(7) a deux fonctions statistiques du réservoir, une
fonction de corrélation symétrique et une susceptibilité linéaire. Nous
montrons dans le paragraphe 1 comment ces fonctions statistiques
peuvent étre utilisées pour caractériser les effets sur le petit systéme de
son couplage avec le réservoir. 1l est possible de dégager des expressions
ainsi obtenues une interprétation physique trés générale conduisant a
considérer que chacun des systémes couplés fluctue et polarise 1'autre.
De maniere plus précise, on distingue d’une part des processus ol c’est
le petit systéme qui évolue selon sa dynamique propre, polarise le
réservoir qui réagit ensuite sur le mouvement du systéme ; d’autre part
des phénoménes ol ce sont les fluctuations du réservoir qui polarisent
le petit systtme et modifient ses propriétés.

Nous appliquons ensuite (§2) ces résultats généraux au cas d’un
atome interagissant avec un rayonnement homogene et isotrope. Le
rayonnement du corps noir et le vide sont deux exemples d’une telle
situation. Nous calculons les fonctions statistiques associées a I'atome et
au rayonnement, et nous interprétons les déplacements des niveaux
atomiques, ainsi que les échanges d’énergie entre atome et rayonnement
en termes d’effets des fluctuations du rayonnement, et d’effets de la
réaction de rayonnement.

1. Fonctions statistiques et interprétation de V’équation pilote

Partons de I’expression (B.22) de la fonction g(7), a partir de laquelle
sont définis les coefficients (B.43) de I’équation pilote :

g(1) = Trg[og R(r) R(0)] (1)

La fonction g(7) n’est pas réelle, bien que R soit hermitique, car en
général R(7) et R(0) ne commutent pas. Pour séparer les parties réelle
et imaginaire de g(r), écrivons :

8(r) = 3 (R(7) RO) + RO) R() 5 + 5 (RDLROViY @)
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ou ( ), signifie la moyenne sur le réservoir dans P’état défini par

o z. Le premier terme de (2) est une fonction de corrélation symétrique,
le second est relié 4 une susceptibilité linéaire du réservoir. Nous allons
analyser les propri€tés de ces deux fonctions avant de revenir &
I'interprétation de I’équation pilote.

a) FONCTION DE CORRELATION SYMETRIQUE
Soit Cg(r) la fonction de corrélation symétrique de Pobservable
R
1 x = L
Cr(7) = 5 (R(7) R(0) + R(0) R(7)) 3)

Cette fonction est réelle et tend vers la fonction de corrélation
habituelle a la limite classique. Elle décrit physiquement la dynamique
des fluctuations de I'observable R dans I’état o g. Si R était une fonction
aléatoire classique de fréquence wg,

R(t) = Ryexp[ —i(wyt + ¢)] + c.c. 4)

et si amplitude R, et la phase ¢ étaient des variables aléatoires
indépendantes, ¢ étant équipartie entre 0 et 2m, la fonction de
corrélation de R vaudrait :

Cr(r) = (R} e ' +c.c. (5)

L’expression explicite de la fonction de corrélation quantique définie
par (3) est donnée par la partie réelle de I'expression (B.23) de

8(7)
CR(T) = pr. Z 'Ruvlz COS(w“,,T) (6)

Elle se présente sous la forme d’une somme d’expressions du type (5)
correspondant aux différentes fréquences de Bohr intervenant dans le
mouvement de R. La fonction Cg(7) est paire en 7.

Nous utiliserons également la transformée de Fourier Cgp(w) de
Cgr(r) définie par

1 A —-iwT
Cr(t) = o J do Cp(w)e @)
et qui vaut

Cr(®@) = TP T 7[Ry |8(0 + @,,) + 8(w —w,,)] ()

La fonction Cg(w) est, elle aussi, réelle et paire.
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Remarque

La fonction Cg(7) est la fonction d’autocorrélation de la grandeur
R. La fonction de corrélation de deux grandeurs différentes (réelles)
R, et R, est définie par

1, ~ ~
Cogl7) = 5 (R,(0) R(7) + R(7) R(0)) &)
Les propriétés énoncées précédemment se généralisent comme suit :

Cp(7) = Ci(7) Co{m) =Cp(—17) (10.a)
Cp";(w) = Cpq( - ) ; C‘Pq(w) = qu( - ) (10.b)

b) SUSCEPTIBILITE LINEAIRE

La fonction de corrélation symétrique (3) décrit les fluctuations
propres de I'observable R du réservoir. Une autre fonction statistique,
la susceptibilité linéaire, permet de caractériser sa réponse linéaire a
une perturbation extérieure.

Rappelons tout d’abord quelques résultats simples pour un oscillateur
harmonique classique amorti. Lorsqu’un tel oscillateur est soumis 2 une
force périodique

f@)=Fe ' ycc., (11)

il effectue un mouvement d'oscillation forcée d’amplitude complexe
X

() =Xe " +cc. (12)
I’amplitude X est proportionnelle a F
X=x(w)F (13)

Le coefficient de proportionnalité ¥(w) est la susceptibilité linéaire de
loscillateur a la fréquence w. C’est une fonction des parameétres
caractérisant P'oscillateur. En séparant les parties réelles et imaginaire
de ¥(w)

X(@) = X'(w) +ix"(w) (14)

on fait apparaitre les composantes ¥'F et x"F du mouvement de
x respectivement en phase et en quadrature avec la force f(¢). De fagon
plus générale, si f(t) est une somme d’exponentielles oscillantes

f0= 7 4 pw) e (15)

la réponse de l'oscillateur est la somme des réponses relatives a chaque
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fréquence w.

0= [ 2 gw) R et (16)

o

En inversant la transformée de Fourier (15) et en introduisant celle de
la fonction ¥(w)

te dw - -iwT
x0) = |7 2 4wy )
on met I'expression (16) sous la forme
+
x(t) = J x(@—1) f@')dr’ (18)

Revenons maintenant au réservoir &, qui est un systéme quantique.
q
S’il est soumis a une perturbation

V(@) =~-RA@) 19)

ol A(r) est une fonction classique, son état va s’écarter de D'état
stationnaire initial o,. Par la théorie des perturbations, on peut
déterminer le mouvement induit par cette perturbation sur la valeur
moyenne d’une observable, par exemple R, dont la moyenne dans I’état
stationnaire initial est supposée nulle pour simplifier. A Pordre 1 en
A (*), on obtient, pour la valeur moyenne de R a linstant 7z, une
expression analogue a (18):

®y,= [ xatmya =y as @0)

ol la susceptibilité linéaire yz(7) du réservoir est donnée par :
X&(r) = 3 6(r) CIROJR(~ 7)) @)
La moyenne est prise comme précédemment dans l'état oy et
6(r) vaut 1 pour v >0 et 0 pour 1 <0. La comparaison de (2) et (21)

fait apparaitre le lien entre xz(7) et la partie imaginaire de g(+)

Xa(r) = 7 6(r) 3m g( ~ 7) @

(*) Voir «Photons et Atomes - Introduction & PElectrodynamique Quantique »,
exercice 6 du complément E .
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L’expression explicite de x g(7) se déduit ainsi directement de (B.23) :
2 .
XR(T) = _ﬁzpp.z |Rp.v|29(7) Sin @ ,,,7, (23)
" v

ainsi que sa transformée de Fourier, définie comme en (7) :

! + 2 1 -
y + @ Wy, —@

iR(w) = :h_lzpu Z ’Ry.vlz [? P
—im B(w“,+w)+i778(w“——w)} (24)

Contrairement 3 Cg(w), la fonction ¥z(w) n'est pas réelle, et il est

intéressant de séparer ses parties réelle et imaginaire qui caractérisent
la réponse en phase et en quadrature a la fréquence w :

xr(@) = X'g(w) +i x"r(®) (25)

Loy 1 ) 1 1
Cw) =T T IR Gt + 2 g | (69)

ur t @

28(@) = LT Pu T |Rw P [8(w,, + ) — 8(w,, — @)]  (26.D)

Notons que ¥ 'g(w) est paire en w, et x "g(w) impaire.
Remarque

La généralisation au cas d’un couplage V = — Z R, A, des formules (20)
q
et (21) s’écrit

R, =T [ xu A - ar @)
Xra(7) = 5 0(7) RO, Ro( - D) 5 (28)

Si X'y, €t X"y, sont les parties réactives et dissipatives définies en séparant
les parties principales et les fonctions delta comme dans (26.a et b) (ce ne
sont plus les parties réelles et imaginaires de X,,(w)), leurs propriétés de
symétrie sont alors :

Xp@) = X7(— ) (29)
X/'pq(w) = [X/’qp(“))] * 5 /\‘;”pq(w) = [i/”qp(w)]* (30)

¢) ENERGIE DE POLARISATION ET DISSIPATION

La susceptibilité linéaire intervient également dans les échanges
d’énergie entre le systéme et le milieu extérieur au voisinage de
I'équilibre. Pour le voir, revenons sur l’exemple de loscillateur
classique amorti introduit au début du paragraphe précédent. Nous
allons montrer que x "(w) et x'(w) apparaissent respectivement dans
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les équations donnant I’énergie dissipée par les processus d’amortisse-
ment de loscillateur et I'énergie de polarisation de 'oscillateur. Les
résultats ainsi obtenus nous permettront ensuite d’interpréter physique-
ment les expressions quantiques donnant les déplacements des niveaux
d’énergie du petit systeme & (§ 1-d) et les échanges d’énergie entre
A et A (§ 1-e), une fois que ces expressions auront été réécrites sous
une forme faisant apparaitre explicitement les fonctions statistiques de
o et A.

En régime permanent, le travail effectué par la force extérieure (11)
vaut par unité de temps, et en moyenne sur une période T :

) T
6= @500

0

T . s
%J dt[~iw Xe ' +cc]lFe ' +cc)
0

(—~iw XF* +cc)
w %"(w)(2 FF*) (31)

Il

Cette puissance est dissipée par le processus d’amortissement de
l'oscillateur. C’est la raison pour laquelle y”(w) est appelée partie
dissipative de la susceptibilité. Il apparait clairement sur la premitre
ligne de (31) que seule la partie f, de la force f(z) en phase avec la
vitesse ¥ contribue & ce processus.

L’autre partie de la force, f,, en phase avec x, ne travaille pas en
régime stationnaire, mais uniquement lorsque 'amplitude de 'oscilla-
tion varie. Si cette variation est lente, le travail correspondant est
stocké sous forme réversible dans 'oscillateur. Il est égal a

W= Jr F(Nx(@y dr’ (32.a)
La partie quasi statique de W vaut:
W= f ar' [Fx X +c.c] (32.b)
ol X est la variation lente de I'amplitude de I'oscillation et oi
Fo= X)) x (33)
|%(@)|?

est la partie de la force en phase avec X. En présence de la force
excitatrice, une variation de I'amplitude d’oscillation se traduit égale-
ment par une variation de I'énergie d’interaction

W, =— f(t) x (34)
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qui vaut en moyenne sur une période (seul f, y contribue)
W;=~-(F¥X+c.c) (35)

Ainsi, en présence de la force excitatrice, et pour des variations lentes
des paramétres, la quantité U = W + W, joue le role d’énergie poten-
tielle. Elle vaut, aprés une intégration par partic de (32.b) qui fait
disparaitre W, :

t
= - f dt' [F*X +c.c]

- %' () Jﬁ at' [X*X + c.c.l/| x(w)]? (36)

= x'(0) | X1/ | %(@)|* = ——x (@) 2 FF¥)

It

U représente la variation réversible de ’énergie de l'oscillateur du fait
de sa « polarisation » en présence de la force f(r). Cest la partie
réactive x¥'(w) de la polarisabilité qui est associée a cet effet physique.
Nous appellerons plus briévement U, énergie de polarisation, par
analogie avec I'effet d’'un champ électrique statique sur un diélectrique.

d) INTERPRETATION PHYSIQUE DU DEPLACEMENT DES NIVEAUX
D’ENERGIE

L’interaction du petit systéme .o avec le réservoir & se traduit, entre
autres effets, par un déplacement des niveaux d’énergie de &/ donné
par la formule (C.15) du chapitre. Dans cette expression, ’élément de
matrice {p,alV|v,n) peut étre factorisé en une partie relative a
& et une autre relative a4 & :

8= 5T pu T IwIRIV) [P

(Z|<a|A|n>|29—T) (37)

Pour faire apparaitre dans cette expression les fonctions statistiques
étudiées plus haut, il faut exprimer la fraction 1/(w,, + @,,) comme
un produit de fonctions relatives a chacun des deux systémes, fonctions
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ayant chacune une parité déterminée. Ainsi on peut écrire :

Wyy t+ @y, 4
1 1
X {(?—————w” = +?-—————-—w”_w ) (8(w + w,,) + 8(w —wa,,))+
1 1
e el | LG TR CRT) | CD

Lorsqu'on porte (38) dans (37), apparaissent x'z(w), X 4.(®),
Cr(w) et C 4 (w), ott C 4,(w) et % 4,(w) sont la fonction de corrélation
symétrique et la susceptibilité linéaire de I'observable A du syst¢me
& dans I’état |a), données par des expressions analogues a (8) et (24),
ol seul p, = 1estnon nul. Le déplacement A, se présente sous la forme
d’une somme de deux termes :

b= A+ 4 ()
ol
y 1 {*® do _, R
f'Aaf = *EJ_OO 2—:X 4a(@) Cp(w) (40)
ro__ __1 +e dw ot A 7
nar = -1 [ 42 po)Cao) o)

L’interprétation de ces expressions est simple si on les rapproche de la
formule (36) : Cg(w) dw /27 représente la puissance spectrale définie
en (8) des fluctuations de 'observable R du réservoir dans la bande de
fréquence dw. La quantité — (1/2) %' 4.(@)C (@) dw /27 est I'énergie
de polarisation du syst¢me &f dans I’état @, par ces fluctuations. Ainsi
nAJl™ représente 1'énergie de polarisation du petit systéme dans I'état
a par les fluctuations de la grandeur R du réservoir (indice supérieur
fr est mis pour « fluctuations du réservoir »).

Dans (41), les réles de o et & sont inversés. A représente I’énergie
de polarisation du réservoir par le petit syst¢tme. Le mouvement de
lobservable A dans I'état |a), caractérisé par C 4,, perturbe I'équilibre
du réservoir, et 'interaction de A avec la polarisation ainsi créée dans
AR, proportionnelle & ¥ 'z, donne naissance au déplacement d’énergie
h4a;. Ce déplacement représente donc l'effet de la « réaction du
réservoir » sur le petit syst¢tme (d’ol I'indice supérieur rr). Comme
précédemment, seule la partie réactive x'p de la polarisabilité du
réservoir contribue a I’énergie -de polarisation.
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e) INTERPRETATION PHYSIQUE DES ECHANGES D’ENERGIE

Considérons maintenant les échanges d’énergie entre le systéme
& et le réservoir #. Nous partirons pour cela du taux de variation de
I'énergie atomique moyenne, 'atome étant initialement dans 1’état
a:

d

G Haa= T (E-E) oy (42)
ou I', , est le taux de transition de a vers b, produit par I'interaction
avec le réservoir et donné par (C.5).

Le remplacement de I', , par son expression (C.5) donne une
expression explicite générale pour d (H,) /dt:

d 2w
& iy, = 5 b {z 2

x Y | {m|R| vy *|{a]A|b) |* 3(he,, +hwab)} -
= 2500 £ 1< IRIVY 1P (L ul (@IAIBY 128(0 + 0 )
(43)

Procédons comme au paragraphe 1.d et écrivons

wp, 8w, + wy) = }1 J dw w X

x {[8(‘0/.&11 + w) + B(wyv - w)][a(w + wab) - 6((‘) - wab)] +
+ [8((0‘“, - (0) - a(w;u/ + w)][S(w + wab) + 8((0 - wab)]} (44)

Lorsqu’on porte (44) dans (43), apparaissent les fonctions statistiques
de of et &, et d (H,) /dt se présente sous la forme d’une somme de

deux termes

d \fr rr
2 (Hpy,=d"+d (45)

3 d A 4
6 = [ 2 0 Colo) 2"ue) (46.2)

67 = - [ 220 2 Culw) (#6.0)
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Les deux termes (46.a) et (46.b) ont une interprétation physique
particulierement claire lorsqu’on les rapproche de I’expression (31)
décrivant 'absorption d’énergie par un systéme. Le premier fait
intervenir la fonction de corrélation symétrique du réservoir et la
susceptibilité linéaire de I’atome. Il décrit donc I’absorption d’énergie
par le petit systeéme, lorsque ce systéme est perturbé par les fluctuations
du réservoir. Le deuxiéme terme s’exprime a l’aide de la fonction de
corrélation symétrique du petit systéme et de la susceptibilité linéaire
du réservoir. Il décrit 'amortissement par le réservoir des mouvements
atomiques. Comme Q" est I’énergie gagnée par I'atome, ( — Q") est
bien I’énergie absorbée par le réservoir conformément a I'interprétation
de I'expression (31).

2. Application aux processus radiatifs

Nous supposons maintenant que & est un atome fixé a lorigine
0 des coordonnées et que & est un rayonnement homogeéne et isotrope
de spectre large, défini par les probabilités p(n,,n,,...n;...) comme dans
la partie E du chapitre. Le nombre moyen de photons dans le mode
i, {n;), est défini par (E.12). Il ne dépend que de w; et sera noté
{n(®;)). Ce nombre moyen de photons par mode a la fréquence
w; est reli¢ a la densité d’énergie du rayonnement par (E.20). Pour
simplifier, nous modéliserons I'atome par un seul électron se déplagant
dans un potentiel a4 symétrie sphérique autour de l'origine, & 'intérieur
d’un volume de dimensions petites par rapport aux longueurs d’onde du
rayonnement présent. Ainsi, nous ferons 'approximation des grandes
longueurs d’onde pour tous les modes pris en compte, dont la fréquence
est inférieure & une fréquence de coupure w .

Soit r et p les opérateurs position et impulsion de P'électron,
g et m sa charge et sa masse, A(0) le potentiel vecteur en 0. Avec les
approximations mentionnées précédemment, le couplage entre ’atome
et le rayonnement se réduit a (*)

V= V,+V,+V, (47.a)
Vo= - (1p) A0 (47.5)
Le couplage n’a pas la forme simple V = — A R, mais est plutot une

somme de tels couplages. Toutefois, le systéme étant isotrope, on peut
montrer facilement que la vitesse de variation de la matrice densité
o 4 est la somme des vitesses correspondant a V., V., V.. Ainsi, il suffit
de calculer les fonctions statistiques relatives 3 R = A,(0) pour le
champ, et A = gp,/m pour 'atome, puis de sommer sur x, y, z.

(*) A Pl'approximation des grandes longueurs d’ondes, 'hamiltonien Hj, n’agit pas sur
les variables de I'électron.
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a) CALCUL DES FONCTIONS STATISTIQUES

Commengons par celles du champ. Les expressions (8) de C(w) et
(24) de xg(w) ont la méme forme :

St (w) = Zpu Z |Rp.v|2 ft(w'”,,w) (48)

ou f*(w,,,w) est une fonction de parité déterminée + vis-a-vis de
w,,: + pour C, et — pour %. En explicitant (48), on obtient :

S.(@) = ¥ plngsmi) x

{ni}
X LA oy LA oy + 1) P2 (= 0,0) +
i

+ | <...’nj,...IAx(0)|...,n]. —_ 1’...> szi(wl-,w) } (49)

Nous avons utilisé le fait que A,(0) est linéaire en g; et a;, et change
n; de + 1. Les éléments de matrice de (49) valent :

N =

| (o | A(0) | ymj = 1,00 |2 = _h gl (nj + 1 +

50
280(0,‘L3 I 2 ) ( )

La somme sur les distributions de photons {n;} pondérées par
p(--,n;,) fait apparaitre (n;), de sorte que

S (w) = Z:2 ! I3 eZl(nj+ 1) f*( - 0p0)+ (n)) f*(w)0)]
g )
= Zz 3 ]’C[+ <n + 1> + <n]>]f (wpw) (51)
Egw ]

Remplagons la somme discréte sur les modes par une somme sur les
polarisations, calculée a Paide de la formule (54) du complément A4 ;, et
une intégrale sur k (dont la partie angulaire se calcule explicitement
puisque (n;) est supposé ne dépendre que de w;). Nous obtenons :

1

Sa(0) = 6 2e4c

J:" do' ho[£ (") +1) + (n(w"))]f*(o",0)
(52)

Ce résultat appliqué successivement a3 C¥, ¥'%, x" % donne :

CE(w) = j 20 b (aw) + B8+ ) + 50"~ )
0 ‘TTE()C

= csh|w[<n(|w|)+%) (53)
‘rrso



302 Equation pilote pour les particules A2

2 (@) -—L—r" do'o' [P vp 1] 69
677280C3 0 CO’+O) 0 - w
2 Ew) = - — J " do’ o' [5(w’ + ©) - 80" - )]
6meyc’ Jo
1
= 55
67'reoc3w (53)

Avant de commenter ces expressions au paragraphe suivant, donnons
les expressions C¥.(w) et ¥5(o) de la fonction de corrélation de la
variable atomique gp,/m, et de la susceptibilité correspondante,

lorsque I’atome se trouve dans I’état stationnaire |a). Les équations
équivalentes a (8), (26.a) et (26.b) sont :

2
B(w) = zi—z 1<a|p,|b) |2 7[8(wap + @) + 8(w 4 — @)]  (56)

b

O L Galpalo) [ 2 5t + 2 | o

wab+w W,y — W

X" (@) = Zf;{z | <alp,|b) |* 7 [8(w g + @) = 8(w 4~ )] (58)

b

b) DISCUSSION PHYSIQUE

La puissance spectrale des fluctuations du champ apparait comme la
somme de deux termes :

CRw) = s [#lo] (o)) +30l0]| (9

e

Le premier fait intervenir le nombre moyen de photons par mode. Avec
I'aide de (E.20), il peut &tre mis sous la forme mu(w) /3¢y ?, montrant
ainsi qu’il est proportionnel a la densité d’énergie du rayonnement a la
fréquence w, quantité tout a fait classique. Le deuxi¢me terme ajoute
} a (n(w)) pour tous les modes. Il correspond a la contribution des
fluctuations du vide, dont I’énergie de point zéro vaut w /2. Ainsi, la
puissance spectrale des fluctuations du vide est identique a celle d’'un
champ électromagnétique aléatoire isotrope classique dont la réparti-
tion en fréquence correspond a un demi-quantum par mode.

La situation est complétement différente pour la susceptibilité du
champ, qui est indépendante de (n{w)). Cette propriété est reliée a la
linéarité des équations de Maxwell : le champ créé par une source
déterminée est indépendant du champ existant. Ceci entraine en
particulier que la susceptibilité du champ est la méme pour une source
microscopique et pour une source macroscopique classique. De fait,
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(54) et (55) ne font pas intervenir #. La susceptibilité du champ est une
grandeur classique.
Notons enfin que, pour @ > 0,

CR(w) =24 (n(w) + 1) X" §(@) (60)
A Péquilibre thermodynamique, on a, d’aprés (E.17):

2¢{n(w) + ) = coth ~— (61)

2kT

et

C¥(w) = hcoth = (62)

‘ " xx
2k TX r(«)
Cette relation est I'expression dans ce cas particulier du théoréme
fluctuation-dissipation, reliant la densité spectrale des fluctuations 4 la
partie dissipative de la susceptibilité.

¢) DEPLACEMENT DES NIVEAUX D’ENERGIE DU AUX FLUCTUATIONS
DU CHAMP DE RAYONNEMENT

Pour calculer l'effet sur le niveau d’énergie atomique |a) des
fluctuations du rayonnement, explicitons P’expression (40) dans le cas
du couplage de I'atome avec la composante A,(0) du potentiel vecteur.

En utilisant les expressions (57) et (53) de x", et C¥, on obtient :

. 1| do
flAl{x=——2- E;X

g A N
x{ TS L alpidt) [ﬂwabwmwab_w]}x

1 “M e , , ,
8 {37rsoc3J‘0 do' ho' (n(w') +1) [3(0’ + ©) + 8w —w)]}

(63)

Dans 'intégrale sur w, les contributions de 8(w' + ®) et 8(w’ — w) se
doublent, car le reste de I'intégrand est pair en w. Il faut ensuite ajouter
a (63) les contributions analogues de A4,(0) et A,(0), ce qui donne

2
nafr = —L 5 [ alpl) [ x
= s LI alpl®)|

xr”dw'w'<n(w')+%> [gP 1 _ L p 1 ] (64)

0 wab+£l) Wy — W
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Le déplacement du niveau d’énergie di aux fluctuations du champ
apparait comme la somme de leffet A’J’ des photons présents,
proportionnel 4 (n(w)), et de celui des fluctuations du vide A
correspondant au «* par mode » dans (64).

Explicitons tout d’abord A/’. En utilisant les résultats suivants :

@y , , 1 _ [OFY] 0 (O]
. wdw ?m=wM+woL0gw—0+ 2—0; (65.a)
JMw’dw'[g’ Ll _ o 1 ,]=—2w0Logﬂ (65.b)
0 Wy + w wy— w w
on obtient :
2 w
V.Y LN A— a|p[b)|? (- wp) Log —— (66
Im g I GalpIB) 1P (- ww) Log i (6)

Apres quelques transformations qui sont détaillées dans 'exercice 7,
cette expression peut étre mise sous la forme :

oo @ 1)2
ha, 37 (mc Log

(e« = constante de structure fine, #c K, = énergie d’excitation
atomique moyenne). Ce déplacement n’affecte que les états s : C’est le
déplacement de Lamb dont il a déja été¢ question dans I'étude des
corrections radiatives (chapitre 11, § E.1.b, complément B, et exercice
7). Le calcul précédent indique clairement son origine physique : les
fluctuations du vide font subir a I’électron un mouvement de vibration
au cours duquel il moyenne le potentiel coulombien sur une distance de
lordre de «/ & fi/mc. Le potentiel moyen n’est différent de la valeur du
potentiel & la position moyenne qu’a I'intérieur de la source du potentiel
de Coulomb, d’ou la fonction 8(r). Notons que le coefficient
a(h/mc)? est proportionnel a # : le déplacement de Lamb est un effet
quantique, tout comme les fluctuations du vide qui Iui donnent
naissance. Toutefois, une fois ces derni¢res admises, I'effet qu’elles
créent n’est pas différent de celui que produirait un champ classique
caractéris€ par une densité spectrale correspondant & une énergie
hew /2 par mode.

Revenons a la partie A'f" de A[", proportionnelle & (n(w’)) (voir
(64)). Elle correspond aux corrections radiatives stimulées que nous
avons décrites au paragraphe E.2 du chapitre II. Supposons pour
simplifier que (n(w)) ne soit important qu’autour d’une fréquence
| assez proche de w,, pour que seul un niveau particulier contribue a
la somme sur tous les niveaux b de (64). Le déplacement correspondant

) (al %zsa)m 67)

@y
ck,
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du niveau a vaut :

PE
A e [ alpl) P22 [ o’ (n()) (@9
6 2 2 3 w3~ @
Cest le déplacement lumineux di au champ de rayonnement. Notons
que cette quantité peut étre aussi exprimée en fonction de la valeur
quadratique moyenne du champ électrique du rayonnement. En effet
(n(w)>dw est reli€ a la densité d’énergie dans la méme bande de
fréquence u(w)dw par la formule (E.20), et 'intégrale sur la fréquence
de cette derniére n’est rien d’autre que la densité d’énergie du
rayonnement

€
de' u(w’) = 3" (E? +c*B% = g(E2) (69)
(Pour un rayonnement libre et stationnaire (E?) = ¢? (B?)). Compte

tenu de la relation (a|p|b) =im w,{a|r|b), et de I'approximation
|wg| = wy, il vient alors

@ab |<alriby|® /g2
Al = . 2 E (70)
a h(wfb _ 0)%) q 3 < 4 >
Cette expression, qui fait apparaitre I'énergie de polarisation de 'atome

par le champ électrique, justifie le nom d’effet Stark dynamique donné
aussi & A",

d) DEPLACEMENT DES NIVEAUX D’ENERGIE DU A LA REACTION DE
RAYONNEMENT
L’expression (41) de A fait intervenir la « susceptibilité » x'z du
champ, qui d’aprés (54) ne dépend pas de (n(w)). Le phénomene de
réaction de rayonnement est donc indépendant du champ incident sur
I’'atome.
En utilisant les expressions (54) de y '} relative a A,(0) et (56) de

Aa relative & p,, puis en sommant sur des expressions analogues avec
y et z, on obtient

P S T N PRSI |
277 677'280C3 0 @ + @ w - w

x {zggualplbwvtaww w) + 8(wg - w)l}

b

™ do'w'| (alp|b) |2
e | e alelt)

x[? L + P 1 }

W'+ Wy @' — Wy

i

(1)
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L’intégrale sur w’ jusqu’a la borne w, donne alors, compte tenu de
(65.a):

_ 2
hA;'=g—2"—2——32(<a!plb>12wM

327 (a |—— |a (72)

ol 8m est la correction de ’énergie de masse de la particule associée au
champ coulombien et donnée par 8mc? = &,,. Nous retrouvons donc
la correction & I’énergie cinétique de la particule associée a ce
changement de masse. Le facteur 4/3 est di a la procédure non
covariante de coupure que nous avons utilisée pour éliminer 'effet des
modes de haute fréquence. Le méme facteur apparait aussi en théorie
classique.

Notons que ec,y décrit I'énergie associ€ée a linteraction de la
particule avec son propre champ coulombien, de la méme fagon que
A] décrit I'effet sur la particule de son interaction avec son propre
champ transverse. Ces deux effets sont les mémes qu’en électromagnéti-
que classique, comme le montre 1'absence de # dans I’expression de
ém. lls sont indépendants du potentiel atomique et sont donc les
mémes pour une particule libre. Une autre conséquence de 'augmenta-
tion de masse de la particule est la diminution de sa fréquence cyclotron
dans un champ magnétique. On peut expliquer ainsi qualitativement
pourquot le facteur de Landé apparent de I’électron est supérieur a 2
(voir exercices 10 et 12).

€) LES ECHANGES D’ENERGIE ENTRE L'ATOME ET LE RAYONNEMENT

Considérons successivement les taux /7 et @7 associés respectivement
aux fluctuations du rayonnement et a la réaction de rayonnement.
Avec les expressions (46.a), (59) et (58), et aprés sommation des

effets relatifs aux trois composantes x, 5,2, @' se met sous la forme :

Q' = P 23Z|<alplb>l2

3meg
X @ glft| 0| {n(| @)D +—h | @al] (73)

Il est intéressant d’exprimer (73) en fonction du taux d’émission
spontanée ' sur la transition ab, (qui se produit évidemment du
niveau le plus élevé vers le niveau le plus bas). En explicitant (E.4.a),
on trouve

_*l<alpIb) |*] wgl

74
3meghm %3 (74)

ra3
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de sorte que:
= ¥ (B~ E) T [{n([ww]) + 5] (75)

Comme une perturbation aléatoire classique, les fluctuations du
rayonnement transférent la population de I'état g vers les autres
niveaux b supérieurs ou inférieurs. Comme au paragraphe 2-b le
rayonnement présent contribue a4 ce processus proportionnellement. &
(n(|w.|)) par mode, et les fluctuations du vide proportionnellement a
1. On peut dailleurs noter que ces derniéres donnent un taux de
transition égal a la moitié seulement de I'J.

La quantité @" se calcule de la méme fagon a partir de (46.b), (55) et
(56). On trouve :

: 2

Q" = = [ (alpib) [P w) (76)
) Yook 1 Galpib) o]

Cette expression peut étre mise sous une forme particuliérement

simple, car {a|p|b) w,, est directement relié¢ a 'élément de matrice de

I'accélération  de I’électron dans le potentiel atomique :

L (alpIby 0w = = (al[H ] |b)

il

- L Calplb)

—i {alE|b) (77)

On peut alors utiliser la relation de fermeture sur b et obtenir

T 2 2
Q" =-%

37— el ®’la) (78)

L’énergie perdue par atome par unité de temps, du fait de la réaction
de rayonnement, est égale 4 la moyenne dans I’état |a@) de la puissance
rayonnée classiquement par la particule, proportionnelle au carré de

son accélération. 9 est d’ailleurs toujours négatif et correspond a une
perte d’énergie, méme pour I'état fondamental de I'atome. On retrouve
donc ici des résultats bien connus en électrodynamique classique : force
de freinage de Lorentz, et chute de I'électron sur le noyau. Bien s0r, il
n’est pas possible de considérer seulement l'effet de la réaction de
rayonnement, car méme en Pabsence de rayonnement, les fluctuations
du vide existent et jouent un réle comme nous ’avons vu au paragraphe
précédent. Pour comparer leur rdle respectif, il est intéressant de
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mettre (76) sous la méme forme que (75). On obtient

\r F;g
Q =Z—|Eb"Ea|"2— (79)

b
alors que
1"5

ai

(80)

6" = Y (B, - E,)

Si |a) est I'état fondamental, |E, — E,| = (E, — E,) et @" + @ = 0.
L’état atomique fondamental est stable, parce que les fluctuations du
vide compensent exactement I'effet de la réaction de rayonnement. Le
caractére quantique du champ, dont les fluctuations du vide sont une
manifestation, est donc essentiel pour préserver la stabilité de 1’état
fondamental de I’atome. Ce résultat est trés général (*) : le couplage
d’un syst¢me quantique & un syst¢me dynamique classique conduirait a
des incohérences liées ici au fait que les relations d’incertitude seraient
violées pour Pélectron s’il perdait de 1’énergie a partir de I'état
fondamental. Si |a) est un niveau excité, les deux taux de variation de
I’énergie se retranchent vers les niveaux b au-dessus de a ('atome ne
peut pas gagner d’énergie) et se doublent vers les niveaux b inférieurs.
Ainsi, on peut dire que les fluctuations du vide et la réaction de
rayonnement contribuent a parts égales au taux de transition total
d’émission spontanée I'3.

REFERENCES

Un exposé général sur les fonctions de corrélations et les susceptibili-
tés peut étre trouvé dans Martin, Les Houches 1967. Voir aussi Landau
et Lifchitz, Physique Statistique, chapitre XII.

Pour l’application particuli¢re considérée dans ce complément, on
trouvera des discussions plus détaillées dans J. Dalibard, J. Dupont-
Roc et C. Cohen-Tannoudji, J. Physique 43, 1617 (1982); 45, 637
(1984), et dans les références qui y sont citées.

(*) Senitzky, I.R., Phys. Rev. Lett. 20, 1062 (1968).
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COMPLEMENT B,y

EQUATION PILOTE POUR UN OSCILLATEUR
HARMONIQUE AMORTI

1. Systéme physique considéré

Dans la partie E du chapitre, nous avons explicité 1’équation pilote
pour un atome a deux niveaux interagissant avec le rayonnement. Nous
considérons dans ce complément le cas ol le petit syst¢tme &/ est un
oscillateur harmonique a une dimension de fréquence w, et d’hamilto-
nien

Hy = hoo(b™b + ) )

ol b* et b sont les opérateurs de création et d’annihilation de cet
oscillateur. Comme dans l'exemple de la partie E, le réservoir
4 est constitué par une infinité d’oscillateurs harmoniques i & une
dimension, de fréquence w; et d’opérateurs de création et d’annihilation
a} et a;, de sorte que I’hamiltonien Hy de # s’écrit

Hy= 3 ho,(a7 6, +5) @

Enfin, nous prenons un hamiltonien de couplage trés simple entre
& et R, de la forme

V=Y (&b a+g*baj) 3)

ol g; est la constante de couplage entre &f et loscillateur i de
4. Chacun des termes de (3) décrit des processus ol &/ gagne (ou perd)
un quantum d’énergie hw, tandis qu'un oscillateur i de # perd (ou
gagne) un quantum fiw;. Pour simplifier, nous n’avons pas pris dans
V des termes du type b a; ou b*a;t car les processus antirésonnants
auxquels ils donnent naissance ne peuvent pas contribuer a I’amortisse-
ment de .

Un tel modele peut décrire plusieurs situations physiques différentes.
Par exemple, & peut étre un oscillateur harmonique matériel, c’est-a-
dire une charge élastiquement liée a I'origine (et assujettie a se déplacer
sur un seul axe, de mani€re a étre assimilable & un oscillateur a une
dimension), et les oscillateurs { de % peuvent étre les divers modes du
rayonnement. L’équation pilote de »f décrit alors comment le mouve-
ment de la charge élastiquement liée est amorti par P'émission sponta-
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née, I'absorption et I’émission induite de rayonnement. On peut, aussi
considérer que &/ est un mode d’une cavité électromagnétique, les
oscillateurs i étant des oscillateurs matériels contenus dans les parois de
la cavité. L’équation pilote de &/ décrit alors 'amortissement du mode
propre de la cavité di aux pertes dans les parois.

Outre son intérét intrinseque pour I'étude des deux situations
physiques précédentes, 'exemple €tudié dans ce complément présente
le grand avantage de conduire 4 des équations de Heisenberg couplées
pour les opérateurs b et a; qui sont linéaires vis-a-vis de ces opérateurs.
1l est alors trés facile de déduire de ces équations une équation
d’évolution pour b qui ressemble beaucoup a I’équation de Langevin de
la théorie classique du mouvement Brownien. C’est ce que nous faisons
dans le complément C;;,, oul nous montrons également le lien qui existe
entre les fluctuations et la dissipation, aussi bien en théorie classique
qu’en théorie quantique.

Pour déterminer la forme de I’équation pilote de ’oscillateur harmoni-
que, on pourrait évidemment utiliser les résultats de la partie C du
chapitre, et calculer explicitement les coefficients de I'équation pilote
dans ce cas particulier. Nous allons suivre ici une démarche différente,
et établir directement, a partir de (B.30), une équation opératorielle
pour le mouvement de o, ne faisant pas référence a une base
particuliere (§ 2). Nous utiliserons ensuite cette équation pour détermi-
ner P'équation d’évolution des populations des niveaux d’énergie de
H,, et celle des valeurs moyennes de certaines observables (8 3). Enfin,
en projetant cette équation sur une base d’états cohérents, nous en
déduirons I'équation d’évolution de la distribution de quasi-probabilité
Py(B,B*), qui a la forme d’une équation de Fokker-Planck (§ 4).

2. Forme opératorielle de 1’équation pilote

Effectuons sur I’équation (B.30) le changement de variables (B.32) et
utilisons le fait que 7, < At pour étendre a + ¢ la borne supérieure de
Iintégrale sur = =¢' —¢” et a ¢t la borne inférieure de Vintégrale sur
t' (voir discussion de la fin du paragraphe B-3). Il vient

2 i - [ @ 70,00 @ o
At # At J, .
4
Ecrivons V sous la forme :
V=—[b*R*I+ bR )

R(+)="‘Zgiai ; R(_)=_Zgi*ai+ (6)
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Supposons o, diagonal dans la base { {n;,ny-n;-) } des états propres
de Hgi (og est toujours donné par la formule (E.8)). Les deux
opérateurs V(t') et V(¢") de (4) doivent nécessairement contenir I'un
des q;, lautre des g;', pour que la trace sur R de leur produit par
oy donne un résultat non nul dans (4). Une telle restriction conduit a
deux seules possibilités, la premiére consistant a prendre
V() = - b* ("R et V(") = — b(t")R((t"), la seconde se
déduisant de la premiére par échange de ¢' et ¢”. De plus, on peut
vérifier que les deux termes de (4) correspondant a ces deux possibilités
sont hermitiques conjugués I'un de I'autre. Par ailleurs, les opérateurs
b(¢),d(z)... ont, en représentation d’interaction, une dépendance

~iwgt —iwy

temporelle trés simple, b5(1) = b e , 3,(t) = a;e”'"... par suite de la

simplicité des commutateurs [b,H 4], {a;,Hg]...

Finalement, en utilisant I'invariance d’une trace dans une permutation
circulaire et le fait que Iintégrand de (4) ne dépend que de
t' —t”, on obtient
ac_ 1
At "

x {(b*b& —b6b*) J (REEHREI(emY " V(e ~ 1) +
0

® 5 5 Pawg(t’ ~ 1"
+(&bb+—b+&b)J (ROER 1)y g e — 17y} +
0

+ h.c. (M
Calculons maintenant les deux moyennes a deux temps qui apparais-
sent dans (7). En utilisant (6) et (E.8), on obtient

(ROER)Y = T igi'2<aial~+>Re—i"’i("~t")
= Y&l (ny = e @)

ol (n;) est le nombre moyen de quanta d’excitation de I'oscillateur
i, toujours donné par (E.12). Un calcul analogue donne

RERD)) g = T &l (my 770 ©
La premiére intégrale de (7) vaut donc :

1 @ 2 —i{w; — wg)T
7 . dry g |%({m) + e =
1

Wy — w;

- lalmy + 1) |i 2

I+
2

+ m 8(wp - ‘”i)]

+i(a+4) (10)
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ou les quantités I', I'’, A, A’, qui seront interprétées physiquement plus
loin, sont données par

2
I =205 182 8(hwg — ho)) (11.a)

, 2
re= —;1 Z &% (n) 8(hwg — hw)) (11.b)
hA = P z—'—g"—i- (12.2)

: hwo — ﬁw, )
, 'gtlz <ni>
hA' = P ‘Zhwo Ty (12.b)
Un calcul analogue donne pour la deuxiéme intégrale de (7)
1 «© —i(w; — wp)T rr . oAt

rA ELNCTERCO RS S E N (O

Finalement, en reportant (10) et (13) dans (7), en utilisant
[b,b*] =1, et en repassant dans le point de vue de Schrodinger, on
obtient la forme opératorielle suivante pour I’équation pilote

do' _ F + _ r + — L4

= = ~zlob*bl, ~Ieb*e], ~T'o
—i(wg+4)[b*b,0]
+Tbob* + I'(b*ob + bab*) (14)

Dans (14), {A,B], représente 'anticommutateur AB + BA. On notera
également I'absence de termes en A'.

Remarque

Comme dans la partie E, des simplifications apparaissent si le nombre
moyen de quanta {n;) de Poscillateur i ne dépend que de 'énergie de cet
oscillateur, et non des paramétres autres que I'énergie servant a caractéri-
ser les oscillateurs. La méme démonstration que celle conduisant a (E.16)
donne alors

I =T (n(wg)) (15)

ol (n(wy)) est le nombre moyen de quanta dans les oscillateurs du
réservoir ayant méme fréquence w, que loscillateur &/. Si de plus
R est en ¢équilibre thermodynamique, (n(w,)) est égal a
[exp(hw,/kyT) — 1171
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3. Equation pilote dans la base des états propres de H,

a) EVOLUTION DES POPULATIONS

Soit &, la population du niveau d’énergie |n) de &. L'équation (14)
prise en valeur moyenne dans I’état |{n) donne

%arm:_nronn+(n+1)ran+ln+l

+(n+1)r'(0n+1n+l—O'nn)+nr’(a'n—ln—l_ann) (16)

L’interprétation de I" et I"’ en découle immédiatement. Si I’on suppose
que & est un oscillateur atomique et & le rayonnement, I' est associé
au processus d’émission spontanée, I'' aux processus d’absorption et
démission induite. Plus précisément, nl” est la probabilité d’émission
spontanée par unité de temps du niveau |xz) vers le niveau inférieur
|n —1) : le niveau |n) se vide par émission spontanée vers le niveau
|n — 1) avec un taux nI” et se remplit & partir du niveau |z + 1) avecle
taux (n + 1)I" (fleches ondulées de la figure 1). Les facteurs n et
n + 1 sont simplement liés aux carrés des modules des éléments de
matrice de b et b* apparaissant dans V (voir (3)) entre |n) et
|[n —1) ouentre |n + 1) et |n). De méme, les processus d’absorption
vident le niveau |n) vers le niveau |n + 1) avecun taux (n + 1)I"" etle
remplissent a partir du niveau |{n — 1) avec un taux nI"’ (fleches droites
montantes de la figure 3), les processus d’émission induite s’effectuant
en sens inverse avec le méme taux (fleches droites descendantes).

(n+1)I é } (rn+1)IT
y

A
nIl nl’
H ‘»

Figure 1. Taux de transfert entre les niveaux d’énergie de I’oscillateur
harmonique associés aux processus d’émission spontanée (fléches ondulées) et
aux processus d’absorption et d’émission induite (fleches droites).

L’autre parameétre A apparaissant dans (14) est lié aux déplacements
radiatifs « spontanés » se produisant en ’absence de toute excitation de
A (hA ne dépend pas des {n;) — voir (12.a)). A cause de la structure
de V, l'oscillateur dans I’état fondamental |0) en présence du réservoir
dans ’état |0,0,---0;--) ne peut effectuer aucune transition. Le déplace-
ment radiatif spontané #4, de |0) est donc nul. Par contre, si
l'oscillateur est dans I'état |1), le couplage V donné en (3) autorise des
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transitions ou &/ descend de |[1) a |0) tandis qu'un oscillateur
i de # passe de |0;) a |1,>. Le déplacement A4 n’est autre que le
déplacement radiatif associé a un tel processus (sommé sur tous les
oscillateurs /). Le méme raisonnement é’;applique 4 un oscillateur
initialement dans I'état |n) et qui passe de |ln) & [n — 1), tandis qu’un
oscillateur i passe de [0;) a |1,) Comme [{n—1|b|n)]|*=
n|(0|b|1)|% on en déduit que le déplacement radiatif spontané de
I’état |n) vaut nhA. Finalement, la différence entre les déplacements
hA, et kA, | de deux niveaux consécutifs est indépendante de
n et vaut k4, ce qui montre que les niveaux perturbés de I'oscillateur
restent équidistants avec une fréquence apparente wy+ A. Clest ce
qu’exprime le quatriéme terme de (14).

Considérons enfin le dernier parametre A’. Comme il dépend des
(n;> (voir (12.b)), il représente un déplacement radiatif di au
rayonnement présent. Calculons un tel déplacement pour le niveau
{1%. Un processus d’émission stimulée faisant descendre I'oscillateur
&/ de |1) & |0) et faisant apparaitre un quantum supplémentaire
hw; dans loscillateur i déplace le niveau |1) de la quantité
hA' donnée en (12.b). Il ne faut pas oublier cependant les processus
d’absorption qui font monter &/ de 1) a {2} en faisant disparaitre un
gquantum #ew;. Un tel processus déplace le niveau |1) de — 2hA’, le
signe — provenant du fait que le défaut d’énergie dans I’état intermé-
diaire vaut maintenant A(w; — w,), au lieu de #(w, — w;) et le facteur 2
de |{2|b*|1)|* Finalement, le déplacement global du niveau
|1y vaut +hA' -2hA" = —hA'. 11 en est de méme du niveau
{n) qui est déplacé de nhA’' — (n + 1)hA’' = — hA'. 1l apparait ainsi que
les processus d’absorption et d’émission stimulée déplacent en bloc tous
les niveaux de &/ et ne changent donc pas la fréquence de I'oscillateur.
Cest ce qui explique pourquoi A’ n’apparait pas dans (14).

b) EVOLUTION DE QUELQUES VALEURS MOYENNES

Calculons tout d’abord d({b) /dt, ce qui permet d’étudier comment
s’amortissent la position moyenne et la vitesse moyenne de . Comme
(b =Tr(o b)

d d do
a_t<b>=d—tTr(ab)=Tr(—d—tb> amn

Reportons alors (14) dans le dernier terme de (17). En utilisant
I'invariance d’une trace dans une permutation circulaire et le commuta-
teur [b,b*] = 1, on obtient aprés un calcul sans difficulté

Lty == [itar 9+ 7] (18)
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Sous P'effet du couplage de & avec &, l'oscillation de {(b) subit donc
un déplacement de fréquence A et un amortissement de taux
rs2.

Le résultat (18) appelle deux commentaires. Tout d’abord, le taux
d’amortissement de l'oscillateur ne dépend pas de son excitation
initiale, contrairement & ce que pourrait laisser croire la figure 1,
montrant que les taux de transition entre niveaux de ./ croissent avec
I'énergie de ces niveaux. Ensuite, 'amortissement ne dépend que de
I’ et non de I'"’. Pour essayer de comprendre ces deux points, écrivons
Iéquation d’évolution de la cohérence o,.;, qui intervient dans

(b) =Yy vn+1lo,,,,. Par projection de (14) sur (n+1{ et

{n), il vient

d 1
Ean+1n = _§(2n+1)ran+1n_

—2(n+1) F’o.n+1n_i(w0+A) Opnitnt
+Vr+1)n+2) T+ o, pp v+ ) T oy, (19

Les deux premiers termes de (19) décrivent effectivement une destruc-
tion de la cohérence entre |n + 1) et |n) due & des processus qui
vident les niveaux n et n + 1. Le coefficient global de o, ,, est bien,
conformément 2 (C.17), la demi—somme de tous les taux de transition
qui partent de |r) et |n + 1) et qui croissent tous avec n. Par contre,
les deux derniers termes de (19) décrivent des transferts de cohérence,
alimentant o, ;, & partir de o, ,,,; par émission spontanée et
induite, et & partir de o,,_, par absorption. Ces termes de transfert
n'existent que parce que les niveaux de &/ sont équidistants: les
cohérences o,,,,, 0,,2,,1 €t o,,_; évoluent alors & la méme
fréquence (voir fin du paragraphe C-2). Ce sont ces transferts de
cohérence qui sont a 'origine du fait que (b) s’amortit avec un taux
indépendant de I'' et beaucoup plus faible que le coefficient de
o, .1, dans (19) (*).
Calculons enfin I’évolution de (b*b)

do

d ain (

b*b ) (20)

(*) Un tel résultat établi a partir de ’équation pilote rappelle celui de 'exercice 15.
L’équidistance entre les niveaux d’énergiec de loscillateur harmonique est & l'origine
d’interférences entre les diverses amplitudes associées a une cascade radiative et entraine
que la distribution spectrale du rayonnement émis est indépendante de I’excitation initiale
de loscillateur.
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La méme méthode de calcul que celle conduisant & (18) donne
diit_ (b*by = —-T (b*b) + I 21)

Les processus d’émission spontanée amortissent donc P’énergie
moyenne fhwy(b*b) de & avec un taux I alors que les processus
d’absorption et d’émission stimulée ’alimentent en énergie avec un
taux I'’. En régime stationnaire

I
T

Si le réservoir & est en équilibre thermodynamique, I'utilisation de (15)
montre alors que

(b*b), = (22)

1
<b+b>st = <n(w0)> = e—ﬁ;:)—/ka—f—:—z (23)
qui est bien la valeur correspondant & un oscillateur & lui aussi en
équilibre thermodynamique.

4. Equation pilote dans une base d’états cohérents

En mécanique statistique classique, I'état de l'oscillateur &f serait
défini par la donnée d’une distribution de probabilité dans I'espace des
phases. Quantiquement, les relations d’incertitude entre x et p empé-
chent de définir un état qui correspondrait & un point de I’espace des
phases. On peut cependant remplacer ces points par des états d’incerti-
tude minimum, comme les états cohérents, et développer o sous forme
d’une somme de projecteurs sur de tels états. L’équation d’évolution de
la quasi-probabilité décrivant o sur une telle base a une forme simple
d’équation de Fokker-Planck. On peut Pintégrer exactement et détermi-
ner ainsi de nombreuses propriétés de 'oscillateur harmonique amorti.

a) BREFS RAPPELS SUR LES ETATS COHERENTS ET SUR LA REPRESENTA-
TION Py DE L'OPERATEUR DENSITE (¥)

Les états cohérents de loscillateur & sont les états propres de
lopérateur d’annihilation b, de valeur propre 8

biB) = B|B) (24.2)
(Blb* = B*(B]| (24.b)

(*) Pour plus de détails, voir par exemple « Photons et Atomes - Introduction a
I'Electrodynamique Quantique », §C-4 du chapitre Il et exercices3 et6 du
complément D ;.



B4 Equation pilote pour un oscillateur 317

IIs peuvent étre également écrits sous la forme

|B> - e~ BB */ZeBb*|0> (25)

puisque le développement de la seconde exponentielle redonne pour
|8) lexpression bien connue

1By = e PB"/ i% |n 26)

L’opérateur densité o admet une représentation Py (dite également
« représentation de Glauber »), s’il peut étre écrit sous la forme :

o= j 48 Py(B.B*) [B) (B| 27)

ol d’B = dReB dImpB. L’intérét de la fonction P (8,8 *) est qu’elle
ressemble beaucoup, par certains ctés, a une distribution de probabi-
lité classique. L’hermiticité de o(o = o*) et sa normalisation
(Tr o = 1) entrainent en effet que P y(B,B *) est une fonction réelle et
normée. Par ailleurs, on peut montrer aisément que la valeur moyenne
dans I’état o de toute fonction de b et b* rangée dans 'ordre normal
(c’est-a-dire avec tous les b* a gauche des D) s’exprime tres simplement
en fonction de Py(B,B8 *) (c’est 1a l'origine de I'indice N pour normal
de Py):

Tr o(b*Y(b)" = deﬁ (B*(B)" Px(B.B %) @8)

La fonction Py(B,8 *) peut cependant prendre des valeurs négatives et
des relations aussi simples que (28) ne restent pas valables pour des
ordres autres que Pordre normal. C’est la raison pour laquelle
P n(B,B *) est en fait une distribution de « quasi-probabilité » et non de
probabilité.

Remarque

D’autres distributions de quasi-probabilité sont également utilis€ées. Par
exemple, la distribution P ,(B,B *) donne des expressions aussi simples
que (28) pour les valeurs moyennes de produits d’opérateurs b™(b*)
rangés dans ['ordre antinormal. De méme, la distribution de Wigner
W(B,.8,) est adaptée au calcul des valeurs moyennes de produits
symétrisés des opérateurs hermitiques b, =(b+b")/ NI
b, =i(b* —b)/ V2. On peut montrer (*) que P, et W s’expriment en

(*) Voir par exemple H. Haken, Rev. Mod. Phys. 47, 67 (1975), en particulier la
page 116, et les références citées.
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fonction de Py
1
P88 = L[y Par v enp - 18- 1D 9

WE LB = 2 [ &y Puvr ep(~ 21y - 8- 182D G0)

b) EQUATION D’EVOLUTION POUR Py(B,B8 *,1)

Lorsque le développement (27) est reporté dans I'équation pilote
(14), on voit apparaitre des termes de la forme &[B) (B et
|B) (B|b* qui, d’apres (24), valent B |B) (B | et B*|B) (B | respecti-
vement. D’autres termes, de la forme b*|B) (B| et |B){B|b,
apparaissent également et nous expliquons maintenant comment les
calculer. Considérons 8 et 8 * comme des variables indépendantes (au
lieu de ReB et ImPB) et dérivons par rapport & B ou B * 'expression

|BY (B| = e #P7e"|0) (0] £P™ (1)
déduite de (25). Il vient

2 18)(B1 = —B°18)<B1+b*18) (51
(32)
555 1B (Bl = —BIBY(BI+1B)(BIb
d’ou I'on déduit
b*|BY(B| = ([3*+—) |B)<(B]
(33)
I1BY(Blb = <B+ ) 18)<B|

Montrons maintenant comment il est possible de transformer chacun
des termes obtenus apres le report de (27) dans (14). Considérons par
exemple les termes en b*b o de (14). Ils s’écrivent, compte tenu de
(24) et (33)

btb o = f(ﬁp Py(B,B*) b*b |B) (B
- fdzﬁ Py(B.B*)Bb* |B) (B (34)
= depBPN(B,ﬁ*) (6 +——) I1B) (B

En intégrant par parties le terme en 3/98 et en supposant que
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Py(B,B*) s’annule a Pinfini, on obtient alors

bbo = | a8 {878 Pu(8.8") o (8 Pu(B.8¥N) 18) (B (9

Des calculs analogues peuvent étre faits pour tous les autres termes de
(14). En égalant & zéro le coefficient de |B8) (8| dans I'intégrale sur
d*B8, on obtient :
3 . r .. a .
a_r PN(ﬁ ’B 7t) = '2_' + Wy | =% [BPN(B ’3 ’t)] +
r . * *
+(§—t)aBABPMBﬁtH+

+F’8ﬁ8B*PN(BB 1) (36)

ou l'on a posé Gy = wy + A.

¢) DISCUSSION PHYSIQUE

Les deux premiers termes de (36), en 8/88 et 8/98 *, sont des termes
de dérive décrivant comment la distribution de quasi-probabilité se
déplace au cours du temps. Le dernier terme, en 82/ 9B 9B *, est un
terme de diffusion décrivant I’élargissement de la distribution.

Les équations du type (36) sont appelées équations de Fokker-Planck
et sont utilisées de fagon trés générale pour décrire de fagon approchée
I’évolution de certaines distributions de probabilité (voir par exemple
I’équation (E.53)). 1l faut noter que, pour le modele simple étudié ici,
I’équation de Fokker-Planck a été établie sans approximation & partir
de I’équation pilote.

On peut vérifier par substitution que la fonction

—(Liiagn (£ _iagx

1 p_ [PBe * NB*-Bse P 7]
7 (n(wg)) (1 - e~ ) (n(we)y (1 —e~ T

(37)

qui se réduit & 8(B — By) 8(B* — B§) pour ¢t = 0, est solution de (36)
et est donc la fonction de Green de cette équation. C’est une gaussienne
centrée en un point du plan complexe qui décrit, & la vitesse angulaire
— @y, une spirale de rayon décroissant exponentiellement avec le
temps, la largeur de la gaussienne croissant avec le temps, de la valeur 0
pour ¢ = 0 & la valeur \/ {(n(wg)) poutt = co . Pour f — o0, I'expres-
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sion (37) donne la représentation Py de 1’état d’équilibre

687 = s exp |- EE | (38)
7 (n(@g)) (n(wo))
(n{w,)) étant donné par (E.17) §’il s’agit d’un équilibre thermodynami-
que.

Remarque

Notons une propriété remarquable de Py(8,8 *) : si {(n(wy)) = 0, c’est-a-
dire si le réservoir est dans I’état fondamental |0), la fonction de Green
(37) reste une fonction delta de largeur nulle quel que soit 7. Un tel résultat
exprime que, si un oscillateur matériel est initialement dans un état
cohérent (dont la représentation Py est une fonction delta), sans aucun
photon incident, il continue a rester dans un état cohérent lorsqu’il se
désexcite par émission spontanée.

REFERENCES

W.H. Louisell and J.H. Marburger, 1. E.E.E. J. Quant. Elec. QE3,
348 (1967) et les références qui y sont citées. Louisell, chapitre VI.
Glauber, §§8 et 9.
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COMPLEMENT C,,

EQUATIONS DE LANGEVIN QUANTIQUES
POUR UN SYSTEME PHYSIQUE SIMPLE

L’équation pilote établie dans ce chapitre décrit, dans le point de vue
de Schrédinger, comment un petit systéme & évolue sous I'effet de son
couplage avec un grand réservoir #£. Le but de ce complément est de
reprendre le méme probléme dans le point de vue de Heisenberg. Pour
simplifier au maximum les calculs, nous nous limiterons au modéle
simple, introduit dans le complément B, d’un oscillateur harmonique
& couplé a un réservoir & d’oscillateurs harmoniques. Notre objectif
est double : tout d’abord, montrer que les équations de Heisenberg des
observables de & peuvent &tre mises sous une forme qui rappelle les
équations de Langevin du mouvement Brownien classique ; utiliser
ensuite ces équations de Heisenberg-Langevin pour analyser les relations
qui existent entre fluctuations et dissipation et calculer les fonctions de
corrélation des observables de /.

Nous commengons (§ 1) par rappeler les grandes lignes de la théorie
classique du mouvement Brownien et par analyser I'équation de
Langevin utilisée pour décrire un tel mouvement. Nous établissons
ensuite (§ 2) les équations de Heisenberg-Langevin quantiques relatives
au modele simple du complément By et discutons sur ces équations le
théoréme fluctuation-dissipation ainsi que le théoréme de régression
quantique relatif aux fonctions de corrélation de 7.

1. Rappels sur la théorie classique du mouvement Brownien

a) EQUATION DE LANGEVIN

Une grosse particule, de masse M, d’impulsion p, est plongée dans un
fluide homogene de particules plus Iégeres avec lesquelles elle subit des
collisions incessantes qui conférent a son mouvement un caractére
erratique. L'équation introduite par Langevin pour décrire phénoméno-
logiquement un tel mouvement s’écrit (pour une composante p de
p):

d
PO = =¥ p(®) + F() M
La force totale agissant sur la particule est séparée en deux parties. La

premit¢re, - y p(t), décrit l'effet cumulatif des collisions qui est
d’amortir Iimpulsion de la particule avec un coefficient de friction
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v. La seconde est une force fluctuante F(z), appelée force de Langevin,
qui décrit les fluctuations de la force instantanée autour de sa valeur
moyenne. Dans P'équation (1), F(¢) est considérée comme une force
extérieure, indépendante de p(r), décrite par une fonction aléatoire
stationnaire de ¢, satisfaisant aux propriétés suivantes :

(i) La valeur moyenne de F(t) est nulle :

FH)=0 (2.2)

(ii) La fonction de corrélation de la force de Langevin, qui décrit la
dynamique des fluctuations de F(¢), est de la forme :

F(OF(t) =2Dg(t —t" (2.b)

ol D est un coefficient (qui sera interprété plus loin) et g(r —¢') une
fonction paire de ¢—t', de largeur 7, et dont lintégrale sur
t—1t' est égale 4 1. Les propriétés de parité et d’invariance par
translation dans le temps de g résultent du fait que F(H)F(¢") est une
fonction d’autocorrélation classique stationnaire. Le temps de corréla-
tion 7, de F(t) est de 'ordre du temps de collision entre la particule
Brownienne et une particule du fluide. Il est beaucoup plus court que le
temps d’amortissement Tp = ¥ ! de p(f), car il faut de nombreuses
collisions pour changer appréciablement l'impulsion de la particule
lourde.

TC<TR=7_1 (3)

Vis-a-vis des fonctions de ¢ —#’ variant lentement & I'échelle de
+., g(t —t') apparait donc comme une fonction delta, de sorte que la
fonction de corrélation (2.b) peut étre approximée par

FOF(t) ~2D 8(t—1t') )

b) INTERPRETATION DU COEFFICIENT D. LIEN ENTRE FLUCTUATIONS
ET DISSIPATION

Etudions I'évolution de p(t) a partir d’'une valeur initiale bien définie
p(ty) = py. L'intégration de (1) donne :

t
p0) = poe” T4 J dt' F(t) e 70" 5)
!

0

Compte tenu de (2.a), nous obtenons alors pour p{f)

PO =poe TV 6)

L’impulsion moyenne s’amortit donc avec un taux <. Calculons
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maintenant I’évolution de la variance ag(t) de p(¢) :

a;() = [pOY - [POF = [p(r) - POF ™)
D’apres (5) et (6),

t
p(t) ~ p0) = f di' F(1') e~ "=1 ()
fo
de sorte que:
t t
0'3([) = J‘ dt' J. " F ([’T(F t"jn e~ 7(!—!')e— Yt -1t (9)
I t

Les deux exponentielles de (9) varient lentement a I1’échelle de
.. L'utilisation de (4) donne alors (pour ¢t — ;> 7.):

t
oXt) = 2D J dt' e 20-0) = Z (1 _em 1) (10)
o

D
Y

L’équation (10) montre que aﬁ(z), c’est-a-dire la dispersion sur
P, commence par croitre linéairement avec ¢ — ¢, :

oH 1) ~2D(t —t)) pour T <i—fg<y! (11)

Un tel résultat fait apparaitre D comme un coefficient de diffusion de
Pimpulsion.

Aux temps longs (¢ —to> v~ "), oX(t) tend d’apres (10) vers une
valeur d’équilibre, D/, indépendante de ¢, alors que p(f) tend d’apreés
(6) vers zéro. On en déduit d’apres (7) que la valeur d’équilibre de
p? est

p=

T

(12)

Si le fluide est en équilibre thermodynamique, cette valeur d’équilibre
doit satisfaire

3

P % kyT (13)

L’identification de (12) et (13) donne alors la relation d’Einstein
D=MkgTvy (14)

établissant un lien entre le coefficient de diffusion D caractérisant les
fluctuations de la force de Langevin agissant sur p et le coefficient de
friction y caractérisant la force de dissipation agissant sur cettc méme
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variable p. Rappelons que, d’aprés (11), D apparait également comme
le coefficient de diffusion de p.

Remarque
Soit
8p(t) = p(t, + 8t) — p(ty) = p(ty + 81) — pg (15)

laccroissement de p(z) entre f, et #,+ 8¢ avec 7.<8r< vy~ L Les
équations (6) et (11) donnent

8p(t) = pye” "™ —py=—p, v 8t (16)
[3p() — 5P0F = (81 - [BHOF =2D 8 ¢ (17)

Comme [3p(r)]* varie en ply?6t® d’aprés (16) et est donc négligeable
devant D 8¢, on peut écrire (17) sous la forme
[3p(] = 2 D 1 (18)

Les équations (16) et (18) donnent les moments d’ordre 1 et 2 de
Yaccroissement 8p de p sur un temps court.

¢) ETUDE DE QUELQUES FONCTIONS DE CORRELATION

Faisons tendre ¢, vers moins I'infini dans (5). La fonction aléatoire
p(t) a alors perdu tout souvenir des conditions initiales et s’écrit & un
instant ¢’ :

-
p(t) = f dt" F(t"y e~ "¢~ (19)
-

a) Fonction de corrélation impulsion - force de Langevin

Multiplions les deux membres de (19) par F(f) et prenons la valeur
moyenne. Il vient :

;
PUNF(@) =J dat" FGOF(@) e- "1 (20)
-

Si ¢ est dans le futur de ¢’ et si t—t'> 1, on a dans (20)
t —t">» 7, (puisque 1" <t'), de sorte que F(¢")F(f) est nul

PEYFH =0 si t-t'>T, 21)

L’équation (21) exprime que p(t’), qui dépend de la force de Langevin
dans le passé de t', ne peut &tre corrélé avec la force de Langevin
F(z) a un instant ¢ dans le futur de ¢’ sit —t' > 7.

Si ¢ est dans le passé de ¢’ et si ¢' —¢ > 7., on peut utiliser (4) et
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Péquation (20) donne alors :

pNFQ@) =2De " si t'—t» T, (22)

Enfin, pour ¢ voisin de ¢’ (Jt —t'| = 7.), p(t)F(¢) varie trés rapide-
ment entre 2 D et 0 sur un intervalle de largeur 7., en prenant une
valeur égale 3 D pour ¢ = t', compte tenu de I'équation (20) écrite pour
t' =t et du caractere pair de F(t")F(7).

Tous ces résultats sont regroupés sur la figure 1 qui représente les
variations avec ¢ de p(f )F(f). Le point important, qui nous servira pour
Ia suite, est que p(¢’) est décorrélé de F() sit = t’, sauf dans un petit
intervalle de largeur 7, au voisinage de t = ¢’, ou p(t')F(¢) reste fini et
de 'ordre de D.

APUNFQ)

Figure 1. Variations avec ¢t de p({ )F (7).

B) Fonction d’autocorrélation de l'impulsion

Multiplions les deux membres de (1) par p(¢') et prenons la valeur
moyenne. Il vient

%p(tip(t’) =— vy p(Op®) + FO)p(t’ (23)

Le deuxiéme terme du second membre de (23) peut étre négligé pour

t=t. En effet, a partir de linstant initial ¢ =¢' pour lequel

p@Op{t’) vaut p? ce terme décroit d’une valeur D a zéro sur un

intervalle de 'ordre de 7, (voir figure 1). Lors de I'intégration de (23)
t

pour ¢ =¢’, il contribuera de la quantité | dr” F(t")p(t") qui, d’apres
¢

les considérations précédentes, vaut au maximum D7, D’aprés (3),

cette quantité est petite devant D y~! qui n’est autre que p?, d’apres

(12). En définitive, le dernier terme de (23) n’apporte, pour ¢ =1,
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qu'une petite correction a p(f)p(t") ; p(H)p(t’) est donc solution de
I'équation

=t ‘% Op) = — vy p(Hp() 24)

On trouve ainsi que p(f)p(t’) décroit exponentiellement avec ¢ — ¢’ a
partir d’une valeur initiale donnée par (12). Comme p(f)p(z’) est une
fonction d’autocorrélation et est donc paire ent — ¢, il vient finalement

PPy =pe~rli-vl (25)

L’équation (25) exprime que les corrélations entre p(¢z) et p(t')
décroissent, c’est-a-dire encore « régressent », de la méme maniére que
la valeur moyenne p(f), qui obéit a 'équation

456 <~ 5O 26)

analogue a (24).

On aurait pu aboutir directement & ’expression (25) a partir de (19) et
de (4). La dérivation présentée ici a 'avantage de se généraliser en
théorie quantique et de conduire au théoréme de « régression quanti-
que » (voir § 2-g ci—dessous).

Remarque

L’effet de la correction introduite par le dernier terme de (23) est
« d’arrondir » le point auguleux de (25) en ¢ =1t' et de faire partir
p(©O)p(f’) avec une tangente horizontale en ce point. Pour établir aisément
un tel résultat, considérons les transformées de Fourier p(w) et
F(o) de p(t) et F(t). L'équation (1) entraine que

By |2 = LE@ @)

vt @?
Or, d’apres le théoréme de Wiener-Khinchine, les transformées de Fourier

de |P(w)]? et |F(w)|* sont (2 un coefficient multiplicatif prés) les
fonctions d’autocorrélation p()p(t") et F(O)F(1"). D’aprés (27), p(H)p(t")
est donc le produit de convolution de la transformée de Fourier de
(v + wd7 !, cest-a-dire e" Y1 -l par la transformée de Fourier de
| F(w)|?, cest-a-dire g(t —t'). Comme la largeur =, de g(t —¢') est
beaucoup plus petite que celle, v, de exp( — ¥ |f —¢']), on retrouve
bien que p(f)p(t’) est pratiquement égal & exp(— y|t —¢']), a des
corrections en +./Tp prés qui arrondissent le point anguleux en
t =t¢' sur un intervalle de largeur 7..
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2. Equations de Heisenberg-Langevin pour un oscillateur harmonique
amorti

Nous reprenons maintenant le modele, introduit dans le
complément B;,, d’un oscillateur harmonique & (de fréquence
wgy, d’opérateurs de création et d’annihilation b* et b) couplé a un
réservoir d’oscillateurs i (de fréquence w; et d’opérateurs de création et
d’annihilation g4 et @;). L’hamiltonien total H a pour expression :

H=H,+Hzg+V
1 1
= ha)o(b+b + 5) + ’Zhwi(a,'+ai + E) + iz(gib+ai +g,~*ba,~+) (28)

ol g; est une constante de couplage.

a) EQUATIONS DE HEISENBERG COUPLEES

L’équation de Heisenberg pour b(t) s’écrit :
., d
ih— b(t) = [b(1),H] = ho ob(1) + } & (1) (29)

Elle dépend des opérateurs g;(t) du réservoir dont ’équation d’évolu-
tion a une forme analogue

it % 6(0) = [a,(O.H] = h 0, 4,0) + g b(0) (30)

Les évolutions des opérateurs d’annihilation b(¢) et 4;(f) sont donc
couplées entre elles par les équations linéaires (29) et (30). 1l convient
de noter que la simplicité de ces équations provient de la forme
bilinéaire en b ou b* et q; ou a4 que nous avons choisie pour
Pinteraction V et du fait que les commutateurs [b,b*] et [a;,a;"] sont
simplement égaux & 1. Nous étudierons dans le complément A le cas
ou l'oscillateur &/ est remplacé par un systtme a deux niveaux. Le
dernier terme de I’équation analogue a (29) est alors non linéaire car il
dépend dans ce cas, non seulement des a;(t), mais aussi des opérateurs
de .

Il sera commode pour la suite de poser :

b(t) = b(r) e ' (31.a)
a(t) = a(t)e”"" (31.b)

de maniére que b et 4; n’évoluent que sous I'effet de V. Les équations
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(29) et (30) deviennent alors
., d s . i(wg— wit
lhab(t) = ;gi at) e™™ (32)
i 4 = g by e (33)

b) EQUATION DE LANGEVIN ET FORCE DE LANGEVIN QUANTIQUES

Intégrons formellement I'équation (33) sous la forme

- t . s
a,(6) = 4,(t)) - 7 &* J de’ B(r') €'~ (34)

fo

et reportons le résultat obtenu dans (32). Il vient

%5(:) - LH dr k(7) b(t — 1) + F() (35)

ol
K() = 5 ¥ laP e (36)
F@) = — 5T 8 dultg) e 37

Considérons tout d’abord la fonction x(7) donnée en (36). Comme
A est un réservoir, les fréquences w; des oscillateurs couvrent une plage
trés étendue. Par ailleurs, |g;|?> varie en général lentement avec
w;. Il s’ensuit que 'ensemble des exponentielles de (36) se brouille trés
rapidement quand 7 croit & partir de 0, de sorte que () devient
négligeable dés que 7» 7, ot 7, est le temps de corrélation du
réservoir. Par ailleurs, b(r — v) varie beaucoup plus lentement avec
T, sur une échelle de temps Ty > 7, o Ty est le temps d’amortissement
de /. On peut donc négliger la variation avec = de b(r — 7) devant
celle de «(r) dans I'intégrale de (35), c’est-a-dire remplacer b(z — 7)
par b(f) qui peut étre alors sorti de I'intégrale, ce qui fait apparaitre
(nous supposons ¢ ~ fp, > 7.)

@ dr = 1 Li 2 © i(wo—wi-#i'r])rd
k(1) 'r--;l3 im Y |g;] e T

0 n-0, i 0

1 2 .
=P'Z|gi| {w&(mo—wi)+19”w0_wi]

w3~y

+iad (38)
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ot I' et %A sont les paramétres introduits dans les expressions (11.a) et
(12.a) du complément By et décrivant respectivement le taux d’émis-
sion spontanée et le déplacement radiatif spontané de I'oscillateur.
L’équation (35) peut donc étre réécrite :

d ; r . ~ -

4 by = - ( LI A) b(t) + E(r) (39)

dt 2

Pour montrer que I'équation (39) peut étre considérée comme une

équation de Langevin, il nous faut maintenant étudier les propriétés de
Popérateur F(t). D’aprés (37), F(t) est un opérateur de réservoir. A
Pinstant initial ¢, ol les deux points de vue de Schrédinger et de
Heisenberg coincident, nous supposons que l'opérateur densité du
systéme global est factorisé sous la forme o, ® o ol o est donné par
le mélange statistique des états |nny--n;) avec des poids p(n,ny--n;-)

(voir formule (E.8)). Comme 4;(¢;) n’a pas d’éléments diagonaux dans
I’état |n;), il s’ensuit que : '

(F()) =Tro ox F(1) =0 (40)

L’équation (39) donne donc en valeur moyenne

g; b)Yy = - ( §+i A) 110) (41)

ce qui coincide bien avec I'équation (18) du complément By (quand on
revient de b(¢) a b(z) par (31.a)). Calculons maintenant les fonctions de
corrélation de F(¢) et F*(¢). Comme seuls les produits du type
ait (o) a;(2y) ou a;(ty) ai (¢5) ont des valeurs moyennes non nulles dans
’état (E.8) du réservoir, égales respectivement a (n;) et {(n;) +1, il
vient

V@) = (F*@)F @) =0 (42)
(Fr () E@)) = Z,,% 1812 (n;) €'t =" (43)

i

(FOF* (1)) = Z% 8, [y + 1) 0D

Comme plus haut, les sommes d’exponentielles apparaissant dans
(43) et (44) se brouillent trés vite dés que |t —¢'| > .. Les moyennes a
deux temps (43) et (44) sont donc des fonctions trés étroites de
T =1t—1t'. Appelons 2 Dy et 2 D, les intégrales sur 7 de ces fonctions
entre — o0 et +

2Dy = J T dr (F*(t - 7)F(@)) (45)

©



330 Equation pilote pour les particules Cp.2

2D, = J YT dr (POF (- 7)) (46)

[+ 9]

(les indices N et A sont relatifs 4 I'ordre normal ou antinormal de
F* et F). D'apres (43), (44) et les formules (11.a) et (11.b) du
complément By, ces intégrales valent

2Dy =5 | dr ¥ gl Hm) = T @)
N = hz . Z 8i i =

20, =L |74 12y + 1) ™ =T (48)
A= 3 . “'Zlgi i7 +1)e = +

On peut donc réécrire (43) et (44) sous la forme

(F*(F(t)) = 2Dygn(t—1) (49)
(FOF*(£')) = 2Ds8alt = 1) (50)

ol gy(7) et g,(7) sont deux fonctions de 7, de largeur 7. et d’intégrale
égale a 1(*).

Si nous supposons enfin que {(n;) ne dépend que de w;, on peut
utiliser la relation (15) du complément B;y,, I'' = I" {(n(wy)), (ou
{(n{w,)) est le nombre moyen de quanta du réservoir de méme
fréquence w, que &), pour réécrire {47) et (48) sous la forme

2Dy = T (n(wg)) (51)
2D, = I'(1+ (n(w))) (52)

Les opérateurs F et F* peuvent donc bien étre considérés comme des
forces de Langevin fluctuant trés rapidement autour d’une valeur
moyenne nulle. Il faut bien noter cependant que ce sont ici des
opérateurs ne commutant pas entre eux, comme le montre la différence
entre (51) et (52).

C) LIEN ENTRE FLUCTUATIONS ET DISSIPATION

Les équations (51) et (52) établissent un lien quantitatif entre les
fluctuations de F et F*, caractérisées par Dy et D, et 'amortissement

I' caractérisant la dissipation associée aux mouvements de b et
b*. Si le réservoir est en équilibre thermodynamique, (n{wy)) est égal

(*) Les fonctions gy et g, n’ont pas une parité bien définie en 7. Vis-a-vis des fonctions
de = variant sur des échelles de temps Ty > 7, elles peuvent étre considérées comme une
somme de fonctions 8, §', 8”... A P'ordre le plus bas en 7_/ T, on peut les remplacer par
une fonction 8(7).
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a [exp(hw/kgT) — 1] ! et Pexpression (51) par exemple devient

r

2Dy = RV

(33)

équation qui peut étre considérée comme I'expression d’un théoréme
fluctuation-dissipation quantique. Contrairement a ce que nous avons
fait dans le paragraphe 1-b plus haut, la relation (53) n’est pas déduite
d’une équation phénoménologique, mais des équations de Heisenberg
du mouvement. Elle est valable également quelles que soient les valeurs
relatives de hiw, et kgT. En particulier, si iw, < k3T, I'équation (53)
devient
I kgT

2DN = h(!)o

(54)

et fait bien apparaitre, comme en (14), une proportionnalité entre
D et I' kgT.

La relation (53) entre Dy et I' a été déduite de (51), c’est-a-dire
encore du calcul explicite de la moyenne & deux temps (F* (t — 7)F(z))
des forces de Langevin apparaissant dans [I'expression (45) de
2 Dy. 1l est possible également de relier le coefficient Dy a la vitesse
d’augmentation de la variance « croisée » de b* et b définie comme

V() = 6T b@) - (B* (1) b)) . (35)
le coefficient D, étant reli€ a la vitesse d’augmentation de la variance
YV ar) = (b(0)b* (1) — <b(D)) (b (1)) (56)

correspondant & 'ordre antinormal de b et b*. Un tel résultat, qui sera
établi dans le paragraphe 2-e ci-dessous, généralise en quelque sorte la
relation (11) démontrée plus haut & propos de '’équation de Langevin
classique, et exprimant que la vitesse d’augmentation de la variance de
p est proportionnelle & D.

Avant de calculer d¥ "y /dt et d¥ 4/dt, nous allons commencer par
établir quelques résultats relatifs aux moyennes & deux temps
(F*()b(t")) ou (b*(t")F(2)), résultats qui nous seront utiles pour la
suite.

d) MOYENNES A DEUX TEMPS MIXTES FAISANT INTERVENIR LES FOR-
CES DE LANGEVIN ET LES OPERATEURS b ET b* DE &

Intégrons I’équation (39) entre #, et ¢’

A Eiin) - & ~(f+via)w-m
b(t') = b(ty) e (3+ia) oy f dt" F(t") e (5eia) - (57)
1,

]
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Pour ¢; — — 0 , le premier terme de (57) est négligeable et on obtient
alors, en multipliant les deux membres de (57) par F* (¢) :

" (r N e

» (¢! " > ToU B 5+1A)(2 —1"

(Fr(0b(t)y = | dt" (FT()F(")) e (58)
o

Le méme raisonnement que celui fait dans le paragraphe 1-c-a plus

haut donne alors, pour les variations avec ¢ de (F*(£)b(t")), des

résuitats analogues a ceux représentés sur la figure 1. Pour ¢ =1¢’,

F*(t) n'est pas corrélé avec b(t'), sauf dans un intervalle de largeur
7. au voisinage de ¢t = t' ; quand ¢ est balayé autour de ¢' par valeurs

croissantes, (F*(£)b(t')) passe d’une valeur 2 Dy 2 O sur un intervalle
de largeur 7.. En particulier, la valeur pour ¢ = ¢’ est donnée par

L . ! L. - (£+x‘4)(1—r”)
F 060y = [ @ (FOFeny & 2

fo

' Y -

- j di" (B (OEa) (59)

fo
puisque (F*(r)F(t")) varie beaucoup plus vite avec ¢ — t” que I'expo-
nentielle. De la méme fagon, on trouve

t
T (OF(t)) = J dr” (F*(t")F(t)) (60)
t .

Le changement de variable v =t — t” et la stationnarité des moyennes
a deux temps de F* et F permettent alors de regrouper (59) et (60) sous
la forme

+(t—t

. . . . o) . .
BT OF@)) + (FT(0)b(2)) = J dr (F*(t = 7)F()) =2 Dy

-t ~t0)

(61)

Nous avons utilisé (45) et supposé ¢ — ¢, > 7.

€) VITESSES DE VARIATION DES VARIANCES ¥ y ET ¥ 4

L’évolution de la valeur moyenne (b(¢)) est déterminée par 'équa-
tion de relaxation (41). L’équation d’évolution (39) de I'opérateur lui-
méme fait apparaitre le méme taux de variation, que nous appelerons
terme de « dérive », et que nous noterons P(h(1)) :

2(b@)) = - ( g-+ iA) b(t) (62)
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La vitesse de variation de b(¢) est alors simplement la somme du terme
de dérive et de la force de Langevin

%5(:) = D(b()) + F(7) (63)
De la méme fagon
4 b @)= a6 )+ F*) (64)
avee
26+ @) = (- Z+id) B (65)

Considérons maintenant la vitesse d’évolution des opérateurs b* b et
bb* apparaissant dans les variances ¥ y et ¥, définies en (55) et (56).
Pour b* b, on obtient tout d’abord
ﬂ__ A+ (1A _ _fi_ h+ ) 5 ht ( d ; —
= (6" (05() = ( Shm)bn+ b0 (7 b(t)) -

= (b (0)b(t) + b* (VD (b(1)) + F* (0)b(t) + b* O F@) (66)

Prenons la valeur moyenne des deux membres de (66) et utilisons
(61) (*). 11 vient

% B (0b()y = (DB (NBM)) + b* ()D(5()y +2Dy (67
Cest-a-dire encore, compte tenu de (62) et (65) :
% 6 (b(1)y = - T (b* (b)) +2 Dy (68)
Par ailleurs, on a d’aprés (63) et (64)

d ,r, .
= <67 @)

(DB (1)) (b)) + (B@)) (D(B* ()
— T (b* (1)) <B(1)) (69)

de sorte que, par soustraction, les équations (68) et (69) donnent,
compte tenu de (55)

% V¥ () = = T ¥ (1) +2 Dy, (70)

(*) Le fait que les deux derniers termes de (66) aient, d’aprés (61), une valeur
moyenne non nulle empéche de considérer leur somme comme la force de Langevin dans
I'équation du mouvement de Popérateur b+ (£)b(r).
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Des calculs analogues aux précédents permettent d’établir
4 BB 0y =~ T (bb* ®)) +2D, @
et par suite
%VA(t):—FVA(t)+2DA (72)

Les variances ont donc tendance & croitre lin€airement avec
t sous I'action des forces de Langevin, dont I’effet est représenté par les
termes constants 2 Dy et 2 D, de (70) et (72). Ces termes peuvent donc
bien étre considérés comme des coefficients de diffusion. L’amortisse-
ment I' limite ce mouvement de diffusion et les valeurs d’équilibre de
(70) et (72) redonnent les relations entre les coefficients D, I et la
température (voir (53)).

Remarque

Le fait que Dy et D, soient différents résulte de la nature quantique de
F(t) et F*(#) et est essentiel pour préserver la relation de commutation
entre b et b*. En retranchant (68) de (71), on trouve en effet qu'une
condition nécessaire pour que ([b(¢),5* (r)]) reste égal a 1 est que

r

Dy~Dy=7%, (73)

condition qui est bien satisfaite par (47) et (48).

f) GENERALISATION DE LA RELATION D'EINSTEIN

Revenons a I'équation (67). Comme I'opérateur b* (¢)b(¢) est un
opérateur du petit systéme &/, on peut lui associer une vitesse de dérive
Z(b* b) dont la valeur moyenne est par définition la vitesse de variation
de (b*b).

%(5*0)5(1)) = (2(6* ()b(1))) (74)

L’équation pilote de &/ permet en principe de calculer d(B*E) /dt et
donc d’en déduire Z(b* b). Ainsi, ’équation (21) du complément B,y
donne :

b)) = - T b+ (@)b(t) + I (75)
L’équation (74) permet de réécrire (67) sous la forme

2Dy = (2(b*b) - D(b*) b - b* 2(b)) (76)
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tous les opérateurs du second membre de (76) étant pris au méme
instant ¢, L’équation (76) peut étre considérée comme une généralisa-
tion de la relation d’Einstein (14) entre D et I'. Elle exprime le

coefficient de diffusion Dy relatif 2 5*b en fonction des vitesses de

dérive qui décrivent Pamortissement de b* b, b* et b et qui peuvent étre
toutes calculées a partir de I’équation pilote.

Il apparait aussi clairement sur (76) que le coefficient de diffusion
Dy, est associé uniquement a la partie non hamiltonienne des vitesses de
dérive. Si I'on avait en effet, pour tout opérateur G, de &

2(Gy) = 3 [HGa] (77)
2 Dy serait nul puisque

(H,6*b] - [H,b*]16—-b"[Hb]=0 (78)

C’est la raison pour laquelle les déplacements radiatifs des niveaux de
&/, qui peuvent étre décrits par un hamiltonien effectif, n’apparaissent
pas dans I’expression des coefficients de diffusion.

Dans le cas particulier qui nous intéresse ici, il suffit de reporter (75),
(62) et (65) dans (76) pour obtenir immédiatement I’expression (47) de
Dy.

g) CALCUL DES MOYENNES A DEUX TEMPS DES OPERATEURS DE
&f. THEOREME DE REGRESSION QUANTIQUE

Prenons l'adjoint de I'équation (39), multiplions les deux membres
par b(¢') a droite et prenons la valeur moyenne. 1l vient
r

&b Wby = - (5 -14) BT b)) + (FT@bE)  (79)

Supposons ¢ =t'. D’aprés ce que nous avons vu dans le paragraphe 2-d
plus haut sur les moyennes 4 deux temps (F* (1)b(¢')), le dernier terme
de (79) est nul sauf dans un petit intervalle de largeur 7, au voisinage de
t=1t', ou il est de 'ordre de Dy. Il est donc tout a fait légitime de
négliger un tel terme pour ¢ =¢', I'erreur commise sur (b* (1)b(t"))
étant de lordre de Dy 7., C’est-a-dire d’apreés (51) de l'ordre de
I'' 7.<1. Les moyennes & deux temps (b*(£)b(t')) peuvent donc,
avec une trés bonne approximation, étre considérées comme obéissant
a équation :
r

t=r S BB = - (3 -i4) BTOBEY)  (80)
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tout a fait analogue a I’adjoint de I’équation (41)

t=t %<B+(t)> - (g-m) 5+ () 81)

donnant I’évolution des moyennes & un temps.

Le résultat précédent constitue le théoréme de régression quantique
qui permet de calculer 'évolution des moyennes & deux temps a partir
d’équations ayant la méme structure que celles donnant 1’évolution des
moyennes a un temps, c¢’est-a-dire encore a partir de I’équation pilote.

Finalement, nous avons pu, sur ce modele simple d’un oscillateur
couplé & un réservoir d’oscillateurs, étendre a un systéme quantique la
plupart des résultats obtenus a partir de I’équation de Langevin du
mouvement Brownien. Nous verrons dans le complément Ay, qu’il est
possible aussi de généraliser ces résultats au cas d’un atome a deux
niveaux couplé a un réservoir d’oscillateurs (en PPoccurrence, les modes
du rayonnement), et d’obtenir ainsi les équations de Bloch-Langevin.
Une telle généralisation est non triviale car un atome a deux niveaux est
non linéaire, ce qui fait apparaitre dans les équations d’évolution
couplées des termes non linéaires rendant le maniement de ces
équations plus délicat que dans le cas linéaire étudi€ ici.
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Sur le probleme spécifique de [l'oscillateur harmonique, voir
L.R. Senitzky, Phys. Rev. 119, 670 (1960); Louisell, chapitre 7 ;
Sargent, Scully and Lamb, chapitre 19.



CHAPITRE V

Equations de Bloch optiques

Apres avoir étudié, dans le chapitre précédent, P'évolution d’un
systtme atomique placé dans le vide de rayonnement ou en présence
d’un rayonnement a large bande spectrale, nous abordons maintenant
I’étude de situations ol 'atome interagit avec un rayonnement incident
monochromatique, dont la fréquence est trés proche d’une fréquence
propre atomique. Notre objectif est de comprendre, d’une part
I’évolution temporelle du systéme atomique, d’autre part les caractéris-
tiques essentielles de la lumiere que Yatome réémet en présence du
rayonnement qui I'excite (« lumiére de fluorescence »).

Le traitement que nous allons présenter n’est pas perturbatif vis-a-vis
du champ incident. En effet, nous désirons pouvoir étudier le cas ol
I'intensité lumineuse incidente est suffisamment élevée pour « saturer »
la transition atomique (fréquence de Rabi associée grande devant la
largeur naturelle des niveaux). Une telle situation est courante dans les
expériences utilisant des sources laser. Il n’est plus possible alors de se
contenter de calculer la réponse linéaire de I'atome ou d’étudier des
processus de diffusion & un seul photon incident, comme nous P'avons
fait dans la partie C du chapitre Il ou dans le complément By;;.

Le probleme physique étudié dans ce chapitre ne peut pas non plus
&tre abordé simplement a partir des méthodes non perturbatives du
chapitre ITI, qui sont basées sur le calcul de la résolvante G(z) de
I’hamiltonien dans un sous-espace &, d’états privilégiés. En effet,
lorsque le rayonnement incident contient plusieurs photons et qu’il
excite une transition atomique partant de ’état fondamental a, un trés
grand nombre d’états du systtme global atome + champ doivent étre
pris en compte (voir § C-4-f du chapitre III). Ces états correspondent
aux nombreux « cycles de fluorescence » que 'atome peut effectuer &
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partir de I’état fondamental a (en passant de a 4 b par absorption d’un
photon incident ke, puis en retournant de b & a par émission spontanée
d’'un photon dans un autre mode k'e’). Le sous-espace &, d’états
privilégiés a alors une dimension trop élevée pour que l'on puisse
effectuer des calculs simples sur la restriction de G(z) dans ce
sous-espace.

Plutdt que d’étudier I’évolution du systeme global atome + champ,
on peut alors songer plus modestement & établir une équation d’évolu-
tion pour le systéme atomique seul. Il est clair cependant que les
méthodes du chapitre IV ne sont pas directement applicables au
probleme étudié ici, car le rayonnement ne peut plus étre considéré
comme un réservoir. Le temps de corrélation du rayonnement incident
monochromatique est en effet infiniment long. Il est donc impossible
d’établir des équations analogues aux équations (E.15) et (E.21) du
chapitre IV permettant de décrire les phénomeénes physiques en termes
de taux de transition entre niveaux, associés aux processus d’absorption,
d’émission induite et d’émission spontanée.

Par ailleurs, s’il était possible de ne tenir compte que du couplage de
latome avec le rayonnement incident, considéré comme un champ
extérieur monochromatique, on pourrait bien siir écrire 1'équation de
Schrédinger décrivant Pévolution du vecteur d’état atomique sous
I'effet de cette perturbation sinusoidale. Mais il est indispensable ici de
tenir compte également du couplage de I’atome avec les modes vides du
champ. Ce sont en effet ces couplages et les processus de relaxation
correspondants qui permettent 2 I’atome d’atteindre un régime station-
naire, résultant de la compétition entre ’excitation par 'onde incidente
et 'amortissement par émission spontanée. De plus, la lumiére que
I’atome réémet et que nous désirons analyser n’est autre que la lumiére
apparaissant dans ces modes initialement vides.

Les équations de Bloch optiques, que nous étudions dans ce chapitre,
expriment précisément que la vitesse de variation de la matrice densité
atomique est une somme de deux termes décrivant respectivement la
contribution du couplage avec I'onde incidente et celle du couplage
avec les modes vides. Nous commencons dans la partie A par établir ces
équations de Bloch optiques pour un atome a deux niveaux et par
préciser les diverses écritures possibles de ces équations. Nous analysons
ensuite, dans la partie B, le contenu physique des équations de Bloch
optiques en insistant sur ce qui les différencie d’autres types d’équations
d’évolution. Nous passons enfin en revue un certain nombre de
problémes physiques que ces équations permettent d’aborder. La
partie C est consacrée a une étude de I’évolution temporelle des divers
degrés de liberté internes et externes de I'atome. La partie D précise
enfin diverses propriétés (intensité totale, répartition spectrale, ...) de
la lumiére de fluorescence émise par I'atome. Une telle analyse repose



V. Equations de Bloch optiques 339

sur I’étude des fonctions de corrélation du dip6le atomique et utilise le
théoréme de régression quantique qui est établi dans le complément A
a partir des équations de Heisenberg couplées de I’atome et du champ.
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A - EQUATIONS DE BLOCH OPTIQUES
POUR UN ATOME A DEUX NIVEAUX

Pour simplifier au maximum les calculs, nous considérons un seul
atome, immobile & 'origine 0 des coordonnées, avec seulement deux
niveaux discrets non dégénérés, I’état fondamental a et le premier état
excité b, situé a une distance hw, au-dessus de a et de largeur naturelle
r.

1. Description du rayonnement incident

Le rayonnement incident sera traité comme un champ extérieur, et
donc décrit par une fonction classique donnée du temps. Les particules
interagissent, d’une part avec ce champ extérieur, d’autre part avec le
champ de rayonnement quantique que nous supposons initialement
dans I'état vide |0). L’hamiltonien du systéme atome + champ s’écrit
donc (a I'approximation des grandes longueurs d’onde et dans le point
de vue dipolaire électrique)

H=H, + Hg — d.[E(0,1) + E_ (0)] (A.1)

ol H, est 'hamiltonien de I'atome, Hj celui du champ, d le moment
dipolaire électrique de l'atome, E, le champ extérieur associé au
rayonnement incident, E, (0) le champ de rayonnement quantique.

Nous supposerons de plus le champ incident monochromatique, de
fréquence w; et d’amplitude §,.

E(0,) = §ycos ot (A.2)

Remarques

(i) La description du rayonnement incident par un champ extérieur n’est
pas une approximation si le champ quantique est initialement dans un état
cohérent. Ce résultat est démontré dans Pexercice 17.

(i) Nous négligeons également ici toute modification du rayonnement
incident due a son interaction avec l'atome. Plus précisément, nous
considérons un seul atome soumis & un rayonnement incident « macrosco-
pique » tel que celui issu d’une source laser. Nous pouvons alors
valablement négliger I'absorption ou I'amplification d’un tel rayonnement
par Fatome. Notre traitement exclut donc des situations oll un ensemble
d’atomes interagit avec un champ dont ils sont eux-mé&mes la source. Une
telle situation se rencontre par exemple pour des atomes dans une cavité,
ou pour des milieux optiquement épais. Dans ce cas, il faut résoudre des
équations d’évolution couplées pour les atomes et le champ appelées
parfois « équations de Bloch-Maxwell» ( *).

(*) Voir par exemple Sargent, Scully and Lamb, chapitre VIII ; Allen and Eberly,
chapitre IV.
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2. Approximation des vitesses de variation indépendantes

Si le champ extérieur (A.2) était nul, nous saurions écrire ’équation
d’évolution de la matrice densité atomique o. En effet, lorsque I’état
initial du champ total est le vide, le rayonnement peut étre traité
comme un réservoir. L’équation d’évolution de o est alors I’équation
pilote décrivant I'effet de 'émission spontanée sur un atome & deux
niveaux (voir équations (E.5) et (E.6) du chapitre IV).

Par ailleurs, si nous pouvions négliger I'effet du couplage avec le
champ quantique E, (0) dans (A.1), I'évolution de ¢ serait simplement
donnée par ’équation de Schrédinger

iho’ = [HA — d.go cos th , 0'] (A.3)

L’approximation des vitesses de variation indépendantes consiste a
ajouter indépendamment les vitesses de variation de o associées aux
deux couplages précédents, — d.§ycos w ;¢ et —d.E, (0), et calculées
comme si chaque couplage agissait fout seul. En explicitant I'équation
(A.3) dans la base { |a),|b) } et en ajoutant les termes d’amortisse-
ment des équations (E.5) et (E.6) du chapitre IV décrivant I'effet de
I’émission spontanée, nous obtenons

d'bb = i.QlCOS (OLt (Uba—a'ab)—rcrbb (A.4.a)
d'aa = —-i.QICOS th (O'ba—a'ab)+ra'bb (A4.b)
. . , r

Oap =ty O'ab—lnlcos ﬂ)Lt (a'bb— a'aa)-——2-0'ab (A-4.C)
Opa = —iwg oy, +if2;cos “’L‘(“bb—"aa)—gaba (A.4.d)

Nous avons supposé que les déplacements radiatifs de a et b étaient
réintégrés dans la fréquence atomique wg, et nous avons posé

ﬁﬂl = - dab.ao (A.S)

dgp = (ald|b) = (bld|a) (A.6)

est 'élément de matrice de d, supposé réel. La fréquence {2, est
appelée « fréquence de Rabi ». Elle caractérise I'intensité du couplage
entre I'atome et 'onde incidente. Chacune des deux vitesses que nous
avons ajoutées en (A.4) conserve la normalisation de o, c’est-a-dire
satisfait & d,, + g = 0.

En utilisant pour décrire 'effet de I’émission spontanée les mémes
termes qu’en l’absence de rayonnement, nous négligeons les modifica-
tions de I’émission spontanée liées 4 la présence du rayonnement
incident. Une telle approximation est valable si P'effet du couplage avec



342 Equations de Bloch optiques V.A3

ce rayonnement peut étre négligé pendant le temps de corrélation
7. des fluctuations du vide, responsables de I’émission spontanée. On
peut montrer (nous reviendrons plus loin sur ce point dans le
complément Ay et dans le chapitre VI) que tel est bien le cas si la
fréquence de Rabi (2, est treés petite devant la fréquence w, de la
transition a <~ b

2y < w (A7)

Une telle condition est d’ailleurs sous-jacente a ’approximation consis-
tant & ne tenir compte que de deux niveaux atomiques. Si elle n’était
pas satisfaite, il faudrait en plus tenir compte du couplage entre 'onde
incidente et toutes les autres transitions atomiques. Pour pouvoir nous
limiter & deux niveaux, nous devons d’ailleurs, en plus de (A.7),
supposer que

condition exprimant que le rayonnement incident, de fréquence
w,, est quasirésonnant avec la transition a - b.

Remarque

Le seul processus de relaxation considéré ici est I'émission spontanée dont
le temps de corrélation est plus court que la période optique w; . Ii serait
possible d’inclure dans les équations (A.4) des termes décrivant I'effet
d’autres processus de relaxation, comme par exemple des collisions (voir
par exemple I'exercice 18). L’approximation consistant a ajouter indépen-
damment les vitesses de variation n’est alors valable que si

0,< 7! (A7)
@, — wy| < 77! (A.8)

ou 7, est le temps de corrélation de ces processus de relaxation
supplémentaires. Dans le cas de la relaxation collisionnelle, 7, est de
I'ordre du temps de collision et les conditions (A.7') et (A.8') définissent la
« limite d’impact » (voir complément By;).

3. Approximation du champ tournant

a) ELIMINATION DES TERMES ANTIRESONNANTS

Le dipdle d, qui est purement non diagonal dans la base { |a),|b) },
peut étre écrit, d’aprés (A.6)

d =d,(|b)<a| + |a)<b]) =d, +d_ (A.9)
avec
d, =d, &, (A.10.a)
&L, = |b)al (A.10.b)
&_ = la)y{b]| (A.10.c)
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Les opérateurs &, et & _ font respectivement « monter » et « descen-
dre » Patome de a 4 b et de b & a. Réexprimons [I'hamiltonien
d’interaction, — d.§, cos w;¢, en fonction de &, , & _ et des exponen-
tielles exp( — iw ;1) et exp( + [ w ;¢) qui proviennent de cos w ;¢ et qui

sont respectivement associées & l'absorption et & l’émission d’un
photon. 1l vient, compte tenu de (A.5)

— d.SOCOSth = %h()l[ere—ith T y_eith+ y_e—ith_'_ 5”+e"“’L']

(A.11)

Les deux premiers termes du crochet décrivent des processus ou
l'atome monte de a a b en absorbant un photon ou descend de
b a4 a en émettant un photon. Ces processus sont résonnants au
voisinage de w = w, et sont beaucoup plus importants que les
processus non résonnants associés aux deux derniers termes de (A.11)
(atome descend de b & a en absorbant un photon ou monte de
a 2 b en émettant un photon). Nous négligerons (*) donc dans la suite
de ce chapitre les deux derniers termes de (A.11). L’approximation
correspondante est appelée approximation du « champ tournant » pour
des raisons qui apparaitront plus loin (§ A.4).

b) FORME INDEPENDANTE DU TEMPS DES EQUATIONS DE BLOCH
OPTIQUES

Si Pon ne conserve que les deux premiers termes de (A.11), les
équations (A.4) sont modifiées: o, cos w;t et o, cos wpt sont
respectivement remplacés par oplexpliw 1)]/2 et
oplexp( —iw;t)]/2 au second membre de (A.4.a) et (A.4.b);
cos w,;t est remplacé par (expiw;t)/2 dans (A.4.c) et par
(exp — iwt)/2 dans (A.4.d). 1l est possible alors de faire disparaitre
toute dépendance temporelle dans les coefficients des équations au
moyen du changement de variables

N _ iwpt

Opg = Tpg €

- —iawjt

Gop= Tge % (A.12)
‘aa = Og (j-bb = Opp

qui conduit aux équations suivantes

d . 2y N .
g Fob =i (8o = ) =T Gy (A.13.2)

(*) Nous perdons ainsi certains effets physiques, comme le déplacement de Bloch-
Siegert de la résonance wy, = w, sur lesquels nous reviendrons dans le complément A y,.
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4o - M _sysre (A.13.b)

ar - ) ba ab bb

d . . . Ay . r.,

Eiad: —laLO'ab—l-z—(O'bb—a'm)—iaab (A13.C)

d . ; . 02 . r .

Ea'ba=16L0'ba+17(0'bb—0’“)—70ba (A.13.d)
ou

est le désaccord entre la fréquence w; de 'onde incidente et la
fréquence atomique w, Notons que nous avons toujours
d(&w + &bb)/dt = 0.

¢) AUTRES FORMES DES EQUATIONS DE BLOCH OPTIQUES

11 sera utile pour la suite de réécrire les équations (A.13) en termes de
valeurs moyennes d’opérateurs. Introduisons pour cela les trois opéra-
teurs

S, =e "t F, =e Y b)Y (a] (A.15.2)
=My =Y |a) (b| (A.15.b)
1
Sz = 5(|b) <b| — |a) (al) (A.15.c)
dont les valeurs moyennes valent
(S, =Tr(c &, e Y =aye "Y'= 6, (A.16.2)

(S.) =Tre F_ &) =0y = &y, (A.16.b)
S2> = Te[o 3UBY Bl — 1a) @D)] =3 (Gw—¢u)  (A16:0

Jointes a la condition de normalisation
O+ Opp =G+ OFpp=1 (A.17)

ces équations permettent de réécrire (A.13) sous la forme
; . r .
Gy == (id+7) G -i2 (S  (ABa)
5y = - (—i 6L+§) (5.5 +i 02,(S;) (A.18.b)

. i, 1
) =S = (SHI-T (¢S +3 ) (A189)
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Introduisons enfin d’autres variables

1., .

U = E (O'ab + U'ba) (A.19.a)
1,. .

v = E (a-ab — Uba) (A.lg.b)
1,. .

W = i (o-bb - O'M) (A.19.c)

qui sont trés souvent utilisées dans ce type de problémes (u, v, w sont
les trois composantes du « vecteur de Bloch »). Réexprimées en
fonction de u, v, w, les équations (A.13) deviennent

u = SLu—gu (A.20.a)
v o= —SLu—.Qlw——ZI:v (A.20.b)
W=.le—1“w——21: (A.20.c)

w représente la moitié de la différence entre les populations des deux
niveaux b et a. Pour interpréter u et v, calculons la valeur moyenne de
d

<d> = TI'(O' d) = dab(a-ab + a-ba)

o iogt o —iwgt
= dab(aab € + O € )

= 2d,, (ucos w;t —vsin w,t) (A.21])
La comparaison de (A.21) et (A.2) montre que u et v sont respective-

ment proportionnels aux composantes de {(d) en phase et en quadrature
avance avec le champ incident (puisque — sin w ¢t = cos{w ;t + 7 /2)).

4. Représentation géométrique en termes de spin 3 fictif

Tout systéme a deux niveaux est formellement équivalent & un spin
% fictif. Associons ainsi aux états |a) et |b) les états | — ) et
| + > d'un tel spin

la) 1> 1b) —~|+) (A.22)
et introduisons les opérateurs de spin (sans dimensions) &,, &,
& ,, représentés dans la base { | + ),| — ) } par les matrices

[N T

1 01
(yx)=§<l 0> (yy)=

0—i L[l 0
< >(«9’2)=§< ) (A.23)
i 0 0-1

qui ne sont autres, 4 un facteur ¥ prés, que les matrices de Pauli.
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Chaque opérateur du systéme a deux niveaux est représenté dans la
base { |b).|a) } par une matrice 2x2 qui peut toujours étre
développée sur les trois matrices (A.23) et la matrice unité (1). Ainst

how
(HA) = flw0<é (0)> = —E—O(ﬂ) +th(yz) (A24.a)

(— d.§ycosw ;1) = A2 cosw ! (0 1 ) = 2h2 cosw 1(S,) (A.24.b)
10

Les hamiltoniens H, et — d.§; cos w ¢ peuvent donc étre considérés
comme des hamiltoniens décrivant l'interaction du spin fictif avec des
champs magnétiques B, et 2B, cos w,t, respectivement paralleles a
0z et Ox, et d’amplitudes telles que les fréquences de précession de
Larmor du spin autour de ces deux champs soient w, et 2 {2 cos w !
(figure 1.a).

42 z4Z

AB,

| ]

2B,cos wy t
x 20,c08 wpt

(@) ®)

Figure 1. Champs magnétiques agissant sur le spin fictif
a - Dans le référentiel du laboratoire Oxyz
b-Dans le référentiel 0XYZ tournant autour de 0z a la fréquence
@, (la composante du champ tournani en sens inverse étant négligée).

Le champ 2B, cos w;¢ parallele a Ox peut étre décomposé en deux
champs, de méme amplitude B,, tournant dans le plan x0y a la
fréquence ; dans le sens direct et dans le sens inverse. Si
w; = w, la composante tournant dans le sens direct accompagne le
spin dans sa précession de Larmor autour de B, et peut donc agir
efficacement sur lui, alors que l'autre composante tourne beaucoup
trop vite par rapport au spin (a la fréquence — 2w ;) pour avoir un effet



V.A4 Equations de Bloch optiques 347

appréciable. L’approximation du champ tournant consiste précisément
a ne conserver que la composante tournant dans le méme sens que le
spin, d’oll le nom donné a cette approximation.

Plagons-nous alors dans le référentiel 0XYZ tournant autour de
0z a la fréquence w;. Dans ce référentiel, la composante tournante que
nous conservons du champ 2B, cos w;t devient un champ fixe
B, paralitcle 4 0X et le champ le long de 0Z est réduit de By a
by puisque la précession de Larmor du spin autour de 0Z est réduite de
wg & wg — w; (figure 1.b). Dans le référentiel tournant, le spin « voit »
donc la résultante B, de b, et B,, appelée champ efficace, autour de
laquelle il précesse a la fréquence

0=./0}+8 (A.25)

A résonance (8, = w; — wy = 0), by est nul et le spin précesse autour
de B, & la fréquence de Rabi {2,. Nous retrouvons bien I'oscillation de
Rabi du systéme entre les deux niveaux a et b.

Montrons d’ailleurs que les variables u, v, w introduites en (A.19)
sont en fait les valeurs moyennes des composantes du spin dans le
référentiel tournant. Notons pour cela que la correspondance (A.22) et
les formules (A.23) entrainent les relations habituelles
. =& xiF, Ainsi, la définition (A.19.a) de u et les relations
(A.16) permettent d’écrire u sous la forme

u= ST {ol(F, +iF) e+ (P, - i) €]}
= (&) cos wt + (F,) sinwyt (A.26)
(&) ex

oll ey est le vecteur unitaire de 'axe 0X du référentiel tournant. Des
relations semblables peuvent étre établies pour v et w, de sorte que

u=(Fy) v=(F» w=(L (A.27)

Le fait que v soit en quadrature avance par rapport a u est alors évident
géométriquement. Avec ces nouvelles notations, les équations (A.20)
deviennent

G Fry = 8.(Fvy ~ LS (A28.2)
LI =~ (I — 0 (I - Sy (ABD)
L2y =0 (S -T (I~ 7 (A.28.)

et ressemblent tout a fait aux équations de Bloch de la résonance
magnétique (avec des temps de relaxation 7, et T, qui valent ici, pour
I’émission spontanée, 1/I" et 2/T).
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B - DISCUSSION PHYSIQUE -
DIFFERENCES AVEC D’AUTRES
EQUATIONS ID’EVOLUTION

1. Différences avec des équations de relaxation. Couplages entre popula-
tions et cohérences

Contrairement aux équations de relaxation étudiées dans le chapi-
tre IV, les équations de Bloch (A.13) ne se séparent pas en deux
groupes distincts ol n’apparaissent que les populations &, et
&, des deux niveaux, ou que les « cohérences » &, et &,, (éléments
non diagonaux de la matrice densité). Il n’est donc pas possible de les
interpréter directement en termes de taux de tramsition entre les
niveaux a et b.

Le fait que les termes en {2, des équations (A.13) couplent entre elles
populations et cohérences est lié au caractére cohérent du champ
extérieur. La différence de phase entre l'oscillation du moment
dipolaire €électrique moyen (@) et I'onde incidente §;cos wf est en
effet cruciale pour déterminer si I'atome va absorber de I'énergie
(G 4y — 0,4, augmente) ou en perdre (&, — ¢, diminue). La vitesse de
variation de &, — &, dépend donc nécessairement de (d), c’est-a-
dire, d’apres (A.21), de &, et &, (plus précisément de la composante
en quadrature v = (&, — ¢,,)/2i qui intervient dans le travail effectué
par le champ sur le dipble).

Remarque

Il existe des situations ol les équations de Bloch peuvent étre transformées
en équations de relaxation pour les seules populations. Si les cohérences
évoluent beaucoup plus vite que les populations (par suite d’un processus
de relaxation supplémentaire qui les amortit beaucoup plus efficacement
que les différences de population), elles peuvent « suivre adiabatique-
ment » 'évolution des populations, c’est-a-dire atteindre & chaque instant
le régime stationnaire correspondant a la valeur des populations supposées
« figées » & cet instant. I est alors possible de réexprimer a4 chaque instant
les cohérences en fonction des populations au méme instant et d’obtenir
ainsi des équations d’évolution pour les seules populations. Un exemple de
probléme physique oii les cohérences peuvent étre éliminées adiabatique-
ment est analysé dans I'exercice 18 qui étudie le cas d’un atome 4 deux
niveaux subissant des collisions qui introduisent un élargissement collision-
nel bien supérieur a I'.

2. Différences avec des équations d’évolution hamiltoniennes

Nous avons vu dans le chapitre III que P'instabilité de I'état excité

b, due a I'émission spontanée, pouvait souvent é&tre décrite par



V.B.3 Discussion physique 349

I'adjonction d’une partie imaginaire, — i#I" /2, & 'énergie E, = Ahwy de
cet état (nous prenons E, = 0). On peut donc se demander s’il ne serait
pas possible d’écrire les équations (A.4) sous forme hamiltonienne, en
remplacant dans 1’équation (A.3) 'hamiltonien atomique H, par
« ’hamiltonien non hermitique »
(H'p) = h (B.1)
0 0

et en remplagant de plus le commutateur H o — o H, par
H', o0 — o H'}, de maniére a préserver I’hermiticité de do /dt, et donc
de o. Il se trouve effectivement qu’une telle procédure redonne bien les
« bonnes » équations d’évolution (A.4.a), (A.4.c) et (A.4.d) pour
Oy Ogpy Op,. Par contre, équation d’évolution obtenue de cette
maniére pour J,, ne contient pas le terme de transfert de b vers
a, I oy, figurant au second membre de ’équation correcte (A.4.b).

Il n’est donc pas possible de trouver un hamiltonien atomique, méme
généralisé de maniere a inclure des énergies complexes, qui permette
d’écrire les équations de Bloch optiques comme une équation de
Schrédinger. Ceci montre en particulier qu’il est indispensable de
décrire le systéme atomique par un opérateur densité, et que toute
description de l'effet de I'’émission spontanée en termes de vitesse de
variation d’un vecteur d’état atomique est impossible. Ceci est bien sir
lié au fait que les équations de Bloch optiques décrivent I’évolution d’un
sous-systéeme (I’atome) qui fait partie d’un ensemble plus vaste
(atome + le rayonnement quantique).

3. Différences avec des équations de Heisenberg-Langevin

Ecrites sous la forme (A.18), les équations de Bloch optiques
apparaissent comme des équations d’évolution de valeurs moyennes
d’opérateurs atomiques S,,S_,S,. On peut se¢ demander s’il serait
correct d’écrire les mémes €quations pour les opérateurs eux-mémes au
lieu des valeurs moyennes.

Un contre-exemple simple permet de montrer qu’une telle démarche
serait incorrecte. Réécrites dans le cas particulier 2, = 0, et sans valeur
moyenne, les équations (A.18.a) et (A.18.b) entraineraient en effet que
S, et S_ décroissent tous deux exponentiellement vers zéro, ce qui est
incompatible  avec  l'identité  opératorielle S,S_ +S_S, =
|b) ¢b| + |a) {a]| = 1, qui découle de (A.15) et qui doit étre vérifiée
quel que soit ¢.

En fait, les équations de Heisenberg pour S, , S_, S, peuvent étre
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mises sous une forme voisine de (A.18), mais oli apparaissent en plus au
second membre des « forces de Langevin» F, , F_, F,, qui représentent
en quelque sorte la partie fluctuante de la « force » exercée sur l'atome
par le rayonnement quantique, 'effet cumulatif de cette force étant
représenté par les termes de « friction » en I' (voir complément A /).
De maniére plus précise, si les équations de Bloch (A.18) pour les

valeurs moyennes (S;) (avec g =+, —,z) s’écrivent sous forme
condensée
Sy = Y Bp(Sy) + Ay, (B.2)
Q' =4,-7

les équations de Heisenberg-Langevin pour les opérateurs S,

Sg= Y By SytAr t+F, (B.3)
g =+,-.z

en different par le terme F,, qui est un opérateur agissant a la fois sur
les degrés de liberté de I'atome et du rayonnement. La valeur moyenne
de F, est nulle, de sorte que les équations de Heisenberg-Langevin
(B.3) redonnent bien en valeur moyenne les équations de Bloch (B.2).
La présence de F, est cependant indispensable dans I'équation opérato-
rielle (B.3) pour assurer que les diverses relations de commutation
entre S, , S_, S, soient préservées au cours du temps. Notons enfin que
F, fluctue trés vite, dans la mesure ol les moyennes a deux temps
(F()F ;¢ + 7)) décroissent treés vite avec 7, sur une échelle de temps
7, (temps de corrélation des fluctuations du vide) beaucoup plus courte
que le temps de relaxation I'~! associé & 'émission spontanée ou la
période de Rabi 2.
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C - PREMIERE APPLICATION - EVOLUTION DES
VALEURS MOYENNES ATOMIQUES

L’étude des solutions des équations de Bloch optiques permet tout
d’abord d’analyser I’évolution temporelle des quantités u, v, w qui sont
des valeurs moyennes d’observables atomiques « internes », comme le
dipole moyen ou la différence de population entre les états b et
a. C’est ce que nous faisons dans le paragraphe 1 de cette partie. 1l est
possible également d’exprimer en fonction de u et v la force moyenne
exercée par le rayonnement incident sur le dip6le atomique oscillant.
Les équations de Bloch optiques permettent donc aussi d’analyser les
« forces radiatives » moyennes exercées par un faisceau lumineux sur un
atome. Ces forces, qui agissent sur les degrés de liberté « externes » ou
de translation de I'atome, sont étudiées dans le paragraphe 2.

1. Degrés de liberté internes

a) ALLURE DU REGIME TRANSITOIRE

Les équations de Bloch optiques (A.20) ou (B.2) sont des équations
différenticlles linéaires a coefficients constants. Les solutions de ces
équations sont donc des superpositions d’exponentielles exp( — 7,t).
Nous ne donnerons pas ici I’expression générale des racines caractéristi-
ques — r, associées a la matrice de Bloch (4,,). Nous nous contente-
rons plutdét d’étudier quelques cas limites.

A la limite 2, — 0 et pour w; = wy (8, = 0), il apparait sur (A.18)
que deux racines 7, sont égales a I' /2, la troisieme & I'. Aux intensités
trés faibles, et a résonance, le régime transitoire est donc purement
amorti (sans oscillations).

Par contre, pour {2, > I" et §,; toujours nul, le régime transitoire doit
refléter l'oscillation de Rabi a la fréquence 2,. On peut le voir trés
simplement sur la représentation du probléme en termes de spin fictif
} (voir figure 1.b). Dans le référentiel tournant 0XYZ, le champ
b, est nul et le spin précesse a la fréquence {2, autour de B, qui est
aligné sur 0X. La composante du spin dans le plan Y0Z tourne donc trés
vite & la fréquence (2, en passant successivement sur les axes
0Y et 0Z ou les taux d’amortissement sont respectivement égaux a
I'/2 et I'. On s’attend donc a ce que le taux d’amortissement moyen (au
cours d’une période 27 /2,) soit la demi-somme de I'/2 et T, c’est-a-
dire 3I" /4. Deux des exponentielles du régime transitoire doivent donc
étre exp( i) exp( — 3I't /4). La troisiéme correspond au mouve-
ment du spin le long de 0X, qui est purement amorti avec un taux
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I'/2. Un calcul de ry, ry, ry confirme effectivement que

Siﬂ]>ret8L=0

. r . r r
r1=l.(21+—4— "Z—_----l-!)1‘|“4'~ r3 —2—
Considérons enfin le cas |8,|» |2,],I". Le champ efficace
B, de la figure 1.b est alors pratiquement aligné sur 0Z. Le mouvement
du spin dans le plan X0Y est dans ce cas une précession 2 la fréquence
8,, amortie avec un taux I'/2, alors que le mouvement sur 0Z est

purement amorti avec un taux I'. On trouve effectivement que

si|6,|> 0, T

]

(C.1)

r1=i3L+§ r2=—i6L+g r3=.r (C.Z)

b) ETUDE DU REGIME STATIONNAIRE

La solution stationnaire des équations de Bloch {A.20) vaut

ﬂl SL
Ug = — (C.3.a)
, rr f
8L+—4—+7
r
2, 2
Vg = — Y (C.3.b)
A )
1 0f 1
Wa+35 = a,‘,},_T FERY (C.3.0)
82 4 — + —*
4 2

Nous avons donné la valeur de w,, + ¥ plutdt que celle de w,,, car elle
représente la population stationnaire de 1'état supérieur b (voir (A.17)
et (A.19.¢)).

11 apparait sur les équations (C.3) que la composante en quadrature
du dipole (v;) et la population de I'état supérieur varient avec le
désaccord 8; = w; — w, comme une courbe d’absorption, centrée en
8, = 0 et de demi-largeur [I" ¥/4 + (2 12/2)]*, alors que la composante
en phase (u,) varie comme une courbe de dispersion. Quand,
§; étant fixé, 2, augmente, u, et v, commencent par croitre
linéairement en (2,, puis passent par un maximum et tendent vers zéro
pour {2, trés grand. Aux tres fortes intensités, le dipdle moyen est donc
nul. Quant 2 la population o §j,, elle commence par croitre quadratique-
ment en {2;, puis tend vers une valeur limite égale & %+ quand
{2, tend vers I'infini. Une excitation intense égalise donc les populations
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des deux niveaux. On dit que la transition est alors « saturée ». Il est

d’ailleurs courant d’exprimer la solution (C.3) en fonction du « paramé-
tre de saturation »

0%/2

1/ (C.4)

qui représente le degré de saturation de la transition. Il vient alors

8, s r s

s
- L s C5
= o T+s "TI0,1+s €5

st
T =371

[\

Notons enfin que la présence de 27 au dénominateur des équations
(C.3) entraine que ces expressions ne sont pas perturbatives vis-a-vis du
champ incident puisque le développement en série des fractions fait
apparaitre des puissances arbitrairement élevées de {2;.

¢) BILAN D’ENERGIE. NOMBRE MOYEN DE PHOTONS INCIDENTS ABSOR-
BES PAR UNITE DE TEMPS

Entre t et t + dt, I'électron atomique se déplace de dr et le champ
incident &, cos w ¢ effectue sur lui un travail

dW = g §; cos w t.dr (C.6)

La puissance moyenne absorbée par I'atome vaut donc, compte tenu du
fait que g(r) = (d) :

(&

dt

Reportons alors dans (C.7) l'expression (A.21) donnant {(d) en

fonction de u et v, et moyennons (C.7) sur une période optique. Il
vient ;

> = §ycos wt.(d) (C.7)

<£d-—ui> = '—Zdab.80 wy [COSZ(J)LIU + sin th COs a)Lt u]

t
=flﬂleU (C.8)

ol nous avons utilisé la définition (A.5) de {2,. Il apparait ainsi
clairement que la puissance moyenne absorbée n’est reliée qu’a la
composante en quadrature v du dipdle moyen de I'atome. Il suffit enfin
de diviser (C.8) par l'énergie # w; de chaque photon incident pour
obtenir le nombre moyen de photons absorbés par unité de temps par
’atome.

<dN

d_t> - 0,0 (C.9)
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L’équation (C.9) permet alors d’interpréter trés simplement la
troisitme équation de Bloch (A.20.c). En remplagant w par
(0w — 0)/2 = oy, — (1/2) dans cette équation, on obtient en effet :

. dN
Ubb=<E‘>-F0'bb (C.10)

Toute disparition d’un photon incident correspond & un passage de
I'atome de a 4 b. C’est ce qu’exprime le premier terme de (C.10). Toute
émission spontanée d’un photon correspond & un départ de I’atome de
I'état b. C’est ce quexprime le second terme de (C.10). En régime
stationnaire, d, est nul. Le nombre de photons absorbés par unité de
temps est alors égal au nombre de photons émis spontanément par unité
de temps

<_>“ - T}, (C.11)

2. Degrés de liberté externes. Forces radiatives moyennes

Jusqu’ici, nous avons considéré un atome infiniment lourd, immobile
a Porigine des coordonnées. Si I'on veut tenir compte de ses degrés de
liberté de translation, il faut remplacer I'hamiltonien (A.1) par

H P’ H,+ Hg—-d.|E E, (R C.12

=5y THatT AR [E.(R)) +E  (R)] (C.12)
ou P et R sont 'impulsion et la position du centre de masse de I’atome,
M la masse totale. Le premier terme de (C.12) représente I’énergie
cinétique de translation de I'atome. Le champ extérieur et le champ de
rayonnement sont maintenant évalués au centre de masse R de atome.

a) EQUATION DU MOUVEMENT DU CENTRE DU PAQUET D’ONDES
ATOMIQUE

Les équations de Heisenberg pour R et P s’écrivent :

s OH P

R=2=3 (C.13.a)
. . aH

P = MR = - _ﬁ = Z d] VR[Eej(R7t) + EL](R)] (C.13b)

j=xyz

L’équation (C.13.b) prise en valeur moyenne dans la fonction d’onde
atornique donne (équation d’Ehrenfest) :

M(R) = 2 (dVRlE,;(R.0) + E, (R)]) (C.14)

7
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Soit r; = (R) le centre du paquet d’ondes atomique. Le membre de
gauche de (C.14) n’est autre que Mi.. Pour évaluer le membre de
droite, nous allons introduire deux approximations.

(i) Limite des petits paquets d’ondes atomiques

Compte tenu de la valeur élevée de M, la longueur d’onde de
de Broglie de l'atome, Apg = h/Mv, est en général beaucoup plus
petite que la longueur d’onde lumineuse A, qui caractérise 1’échelle des
variations spatiales du rayonnement incident. Il est donc possible de
construire des paquets d’onde atomiques dont les dimensions sont tres
petites devant la longueur d’onde lumineuse. Pour de tels paquets
d’ondes, il est tout & fait légitime de remplacer au second membre de
(C.14) lropérateur R par sa valeur moyenne (R) =rgs. On peut
montrer que le dernier terme de (C.14), qui représente la contribution
du gradient du champ de rayonnement quantique en rg, est nul (*).
L’équation (C.14) s’écrit alors:

Mig= Y (d) VE,rc1) (C.15)

J=xyz

Le second membre peut étre interprété comme la force qui régit le
mouvement du centre du paquet d’ondes atomique. Cette force
s’exprime en fonction du rayonnement incident évalué en ce méme
point rg.

(ii) Existence de deux échelles de temps distinctes pour I'évolu-
tion des degrés de liberté internes et externes

Comme nous I'avons vu plus haut, les degrés de liberté internes de
I’atome évoluent appréciablement sur des échelles de temps de ’ordre
de T, = I'"! (ou 27'si 2, I'). Nous ne considérons ici que des
atomes de vitesse v trés lente, dont le déplacement v T, = v I'~ ! est
supposé trés petit devant Péchelle de variation de 'onde lumineuse (de
Pordre de A). Par ailleurs, nous verrons plus loin que, sous I'effet des
forces radiatives, la vitesse elle-méme évolue sur des échelles de temps
de lordre de T,y = #i/E,. ou E,,. = h?k*/2M est I'énergie de recul de
I'atome lors de P'absorption d’un photon ke. Pour la plupart des
transitions permises, i I’ > E ., ce qui entraine que T, < T, (par
exemple, pour les raies jaunes du sodium, i I' = 400 E ).

La grande différence entre T, et T, entraine que, si rg est
initialement immmobile en r = 0, le dipdle moyen (d) a le temps
d’atteindre le régime stationnaire calculé dans le paragraphe C-1-b
avant que r; n’ait eu le temps de se déplacer appréciablement sous
I'effet de la force radiative moyenne écrite au second membre de
(C.15). Dans la suite de cette partie, nous nous intéresserons 2 la force

(*) Voir la remarque 4 la fin du paragraphe 2 du complément A .
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radiative moyenne s’exergant sur un atome initialement immobile en
0. Nous pourrons donc, pour calculer une telle force, remplacer dans
(C.15) (d;) par sa valeur stationnaire calculée plus haut.

Remarques

(i) On peut bien siir s’intéresser aussi a la force radiative moyenne agissant
sur un atome de vitesse v. La encore, la condition T;, < T, permet de
négliger la variation de v pendant le temps nécessaire pour que
{d; atteigne un régime forcé. Les équations de Bloch utilisées pour le
calcul de {d;) doivent alors tenir compte du fait que le rayonnement
incident « vu » par un atome en mouvement n’est pas le méme que pour un
atome immobile. L’intérét des forces radiatives dépendant de la vitesse de
Patome est qu’elles permettent dans certains cas d’amortir la vitesse de
I'atome et constituent donc un moyen efficace de refroidissement.

(ii) Dans toute cette partie, nous nous intéressons uniquement a la force
radiative moyenne s’exercant sur ’atome. Les fluctuations de cette force
autour de sa valeur moyenne sont responsables d’une diffusion de
I'impulsion atomique et d’un échauffement des degrés de liberté de
transiation. Ces phénomeénes physiques peuvent étre analysés a partir
d’équations de Bloch-Langevin analogues a celles introduites dans le
complément A,

b) LES DEUX TYPES DE FORCES POUR UN ATOME INITIALEMENT IMMO-
BILE

Au voisinage de l'origine 8 ou se trouve I’atome, le champ incident
s’écrit
E (r,t) = e &(r) cos[w ;1 + ¢(r)] (C.16)

11 a une amplitude &(r) et une phase ¢(r) qui varient dans I'espace.
Par contre, nous supposons que le vecteur polarisation e ne dépend pas
de r. L’origine des temps peut toujours étre choisie de facon que la
phase #(r) soit nulle en r = 0.

$(0) =0 (C.17)

Nous retrouvons ainsi le champ (A.2) introduit plus haut.
Compte tenu de (C.16) et (C.17), le gradient de champ apparaissant
dans (C.15) s’écrit :

VE,,-:ej [COSa),_tVfo—Sinth €0V¢] (C.18)

ou VE,, V&, V ¢, & sont évalués en r = 0. Par ailleurs, nous avons
vu dans le paragraphe précédent qu’il est possible de prendre, pour le

(*) Voir par exemple J. P. Gordon and A. Ashkin, Phys. Rev. A21, 1606 (1980).
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dipéle moyen (d), l'expression (A.21) obtenue plus haut ol u et
v sont remplacés par leur valeurs stationnaires.

(d;) = 2(d); [uy cos @t — vy, sin w,¢] (C.19)

Reportons alors (C.18) et (C.19) dans (C.15) et prenons la moyenne sur
une période optique. Nous obtenons pour la force radiative moyenne
& s’exercant sur I'atome I'expression

F = Z :d}§ v Ee]' = (e'dab) [usz v JO + Vg gov d’] (CZO)
j

qui fait apparaitre deux types de force : une force proportionnelle au
gradient d’amplitude et & la composante en phase du dipdle, force que
nous appellerons « réactive »

yreact = (e'dab) Ug v 60 (C21)

et une force proportionnelle au gradient de phase et a la composante en
quadrature du dipble, force que nous appellerons « dissipative »

F gissip = (€.dp) v, &V & (C.22)

Il sera commode pour la suite de réexprimer ces deux forces en
fonction de la fréquence de Rabi £, qui s’écrit, d’aprés (A.5) et
(C.16) :

2,=—-d,.e&/h (C.23)
On obtient alors :
yreact = - h‘ol Ug o (C-24~a)
avec
v,
Q = —— (C.24.b)
1
et
ydissip == hnl v, B (C.25.a)
avec
B=Ve¢ (C.25.b)

c) FORCE DISSIPATIVE - PRESSION DE RADIATION

L’exemple Ie plus simple d’onde lumineuse possédant un gradient de
phase est I'onde plane de vecteur d’onde k;

E.(r,t) = e &;cos(w t — k;.r) (C.26)
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qui a une amplitude constante et une phase ¢(r) = — k,.r de sorte que
B=Ve¢=—k, (c.2n

Pour une telle onde, la force réactive est nulle (puisque V&, = 0) et la
force dissipative s’écrit, compte tenu de (C.25) et (C.27):

'@'dissip = ‘Ql Vg h kL (C28)
L’égalité (C.9) permet alors de transformer (C.28) en

dN
F sissip = < s >ﬂ Ak, (C.29)

o (dN/dt) , est le nombre moyen de photons incidents disparaissant

par unité de temps en régime stationnaire. L’interprétation physique de
I’équation (C.29) est trés claire. Chaque photon incident transporte une
impulsion # k; qui est gagnée par I’atome lors de I’absorption d’un tel
photon. Si 'atome retourne a I’état fondamental par émission stimulée
d’un photon, il perd cette impulsion au profit du faisceau incident qui
récupére ainsi l'impulsion correspondante. Par contre, si l’atome
retourne a I’état fondamental par émission spontanée, la perte d’impul-
sion est nulle en moyenne, car I’émission spontanée peut avoir lieu avec
des probabilités égales dans deux directions opposées. De plus, un cycle
de fluorescence, c’est-a-dire un cycle absorption-émission spontanée,
fait disparaitre définitivement un photon du faisceau incident. On
comprend ainsi pourquoi I'impulsion moyenne gagnée par unité de
temps par 'atome, c’est-a-dire encore la force moyenne qu’il subit, est
f k; fois le nombre moyen de photons incidents qui disparaissent par
unité de temps. La force (C.29) est souvent appelée pour cette raison
« force de pression de radiation » ou « force de diffusion résonnante ».

L’équation (C.11) permet également d’écrire (C.29) sous la forme

ydissip =TI Ulﬁ) hkp (C.30)

et montre que la force dissipative est aussi égale a & k; fois le nombre de
photons émis spontanément par unité de temps. Le remplacement de
aj}, par sa valeur (C.3.c) donne

r 027/2
ydissip =Hh kL 7

C.31
(0 — @g) +° -+ ==
R )
La force dissipative varie avec le désaccord 6, = w; — w; comme une
lorentzienne centrée en w; = w,, de largeur totale & mi-hauteur

[I'?+ 207 A faible intensité, la force est proportionnelle a 27, donc
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a lintensité. A haute intensité, elle tend vers une limite

Fo =k, g (C.32)
indépendante de l'intensité.
Remarques
(i) Donnons un ordre de grandeur de &, ou plutdt de I'accélération
F

qu’une telle force est susceptible de communiquer. Pour I'atome de
sodium excité sur les raies jaunes, on trouve |y| = 10°m/s? soit environ
10° fois accélération de la pesanteur.

(ii) Les résultats précédents permettent d’évaluer un ordre de grandeur du
temps T, caractérisant les variations temporelles des degrés de liberté
externes. Considérons un atome initialement immobile, éclairé par une
onde lumineuse plane résonnante. Sous I'effet de la pression de radiation
correspondante, sa vitesse va croitre a partir de 0 en yz, oll y est donné par
le module de (C.33). Le temps T,,, est le temps au bout duquel la vitesse a
atteint une valeur v,, telle que P'atome «sort de résonance » par effet
Doppler vis-a-vis de 'onde incidente et ne subit donc plus l'effet de cette
onde. Le temps T,,, et la vitesse v, sont donnés par les équations
hk,
Y T = W rT,=mv, (C.34.a)
kiv,=1T (C.34.b)

L’élimination de v,, entre ces deux équations donne

M h
T o~ C.35
ext h k% Ercc ( )

ce qui justifie la valeur i/ E,_ prise plus haut comme ordre de grandeur de

TCX‘ N

e

d) FORCE REACTIVE - FORCE DIPOLAIRE

Une onde plane n'a pas de gradient d’amplitude. Pour avoir
V &y, et par suite & ., non nuls, il faut donc nécessairement
superposer plusieurs ondes planes de vecteurs d’onde différents.

Considérons pour fixer les idées le cas simple d’une onde stationnaire
résultant de la superposition de deux ondes planes de vecteurs d’onde
opposés +k; et —k;. Si k; est parallele & 0z et e parallele a
0Ox, I'onde incidente (C.16) s’écrit

E(r,t) = e, &ycos k;z cos w;t (C.36)
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et a une amplitude variant sinusoidalement dans ’espace avec une
période A =2 /k;. Par contre, la phase de I'onde est constante.

La force réactive, qui dépend d’apres (C.21) de la composante
u du dipdle en phase avec la champ incident, ne fait pas intervenir
d’échange d’énergie entre 'atome et le champ incident. Ces échanges
ne dépendent en effet, d’apres (C.8), que de la composante en
quadrature v, L’absence d’échange global d’énergie entre ’atome et le
champ n’implique pas cependant I'absence de redistribution d’énergie
entre les différentes ondes planes constituant Ponde incidente. Par
exemple, un atome dans une onde stationnaire peut trés bien absorber
un photon dans P'onde + k;, puis émettre de maniére stimulée un
photon dans lautre onde — k;. A Yissue de ce cycle, absorption dans
une onde puis émission stimulée dans une autre onde, '’énergie globale
du champ n’a pas changé. Mais un photon est passé de l'onde
+k; a l'onde —k;, ce qui fait varier I'impulsion du champ de
—2hk;, et donc celle de 'atome de + 2 i k;.

Pour préciser le raisonnement précédent, représentons dans le plan
complexe (voir Fig.2) les champs E; et E, de deux ondes planes
k; et — k; en un point ol nous supposons par exemple que ces champs
sont en quadrature (pour plus de généralité, nous prenons E; et
E, d’amplitudes différentes). Considérons la réponse réactive u du
dip6le au champ total E. Cette réponse u est en phase (ou en opposition
de phase suivant le signe du désaccord w; — wy) avec E.

u2‘ u

ol >
P >

U, El

Figure 2. Représentation dans le plan complexe d’'un champ E résnitant de
la superposition de deux champs E, et E, en quadrature. u, u,, 4, sont les
dipdles en phase respectivement avec E, Ej, E,.

Soient u; et u, les projections de u sur E; et E,. La composante
u; en phase avec £, n’absorbe pas d’énergie sur E,. Il en est de méme
pour u, et E,. Par contre, u, est en quadrature avance sur E,, alors que
u; est en quadrature retard sur E,. Si Yonde E; perd de I'énergie en
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interagissant avec u,, P'onde E, en gagne en interagissant avec
u;. De plus, comme |E,||u,| = |E,||u,|, Yénergie perdue par une
onde est gagnée par lautre. Le schéma précédent permet ainsi de
comprendre, d’une part I’existence d’une redistribution d’énergie entre
les deux ondes, d’autre part le caractére cohérent de cette redistribution
puisque son sens (1 — 2 ou 2 — 1) dépend des phases relatives des deux
ondes au point ou se trouve I'atome. Notons enfin que, suivant que
u est en phase ou en opposition de phase avec E, le sens de la
distribution est différent. Le méme schéma permet donc de prévoir
également que le sens de la redistribution, et donc le signe de la force
réactive, dépendent du signe du désaccord w; — wy.

Pour obtenir 'expression générale de la force réactive, reportons
Pexpression (C.3.a) de u, dans (C.24.a). Il vient :

iw — wg) V(2 12)
4 Ir? {212

(wL_w0)2+T+T

F st = — (C.37)

On retrouve bien que & ., , qui varie avec le désaccord w; — wg
comme une courbe de dispersion, change de signe avec w; — wq. Pour
w; < w, (désaccord vers le rouge), la force attire 'atome vers les
régions d’intensité élevée. Pour w; > w, (désaccord vers le bleu), elle
le repousse hors de ces régions.

Pour chaque valeur de 'intensité, donc de 07, 1a valeur du désaccord
8; = w; — wy qui maximise |F .| est différente. On trouve que
cette valeur de |5;| est de l'ordre de | 2|, de sorte que la valeur
maximale de |F .| est de 'ordre de

1|V 02

Iymactl ~ 'Ql

~h VO, (C.38)

A la différence de la force dissipative, la force réactive croit indéfini-
ment quand l'intensité de 'onde croit. Comme |V 2,] est au maximum
de l'ordre de k;£2,, ou k; = 2% /A, on voit que la valeur maximale de
| & cac| €st de Pordre de A k; £2,, ce qui correspond & des échanges
d’impulsion de # k; se produisant avec un taux {2;, comme il se doit
pour une force faisant intervenir des cycles absorption-émission induite.
Un tel résultat est & comparer avec la valeur maximale (C.32) de la
force dissipative qui est de 'ordre de %k, fois le taux d’émission
spontanée I'.
Notons enfin que la force réactive (C.37) dérive d’un potentiel

F e =—-VU (C.39)
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Ww, — n?%/2
U= ("’L wO)Log 14 1/

5 (C.40)

2
(0 — @) + r
4
Pour un désaccord vers le rouge, les régions d’intensité maximale,
comme la zone focale d’un faisceau laser, apparaissent donc comme des
puits de potentiel pour 'atome. De tels puits peuvent &tre utilisés pour
piéger des atomes neutres.

La force réactive & ., est encore appelée force dipolaire. Nous
verrons dans le chapitre VI qu’on peut en donner une autre interpréta-
tion physique, en termes de niveaux d’énergie de ’atome habillé par les
photons incidents. Cette image nous permettra également de compren-
dre le mécanisme des fluctuations de cette force autour de sa valeur
moyenne, fluctuations qui limitent considérablement la stabilité des
pieges optiques que cette force permet de réaliser.
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D - PROPRIETES DE LA LUMIERE
EMISE PAR L’ATOME

Dans cette derniére partie, nous montrons que les équations de Bloch
optiques, qui sont des équations d’évolution atomiques, permettent
aussi d’analyser les propriétés de la lumiére de fluorescence émise par
I’atome. Nous utilisons pour cela le fait que le champ rayonné par
I'atome au niveau du photodétecteur observant Ia lumi¢re émise est
proportionnel au dipdle atomique. Les signaux de photodétection qui,
d’aprés les résultats du complément A;;, sont proportionnels & des
fonctions de corrélation du champ arrivant sur le détecteur, peuvent
donc étre réexprimés en termes de moyennes a un ou deux temps du
dipdle émetteur (§1). Un exemple important de signal lumineux
proportionnel & une moyenne a4 un temps est 'intensité totale émise.
Nous montrons sur cet exemple simple comment il est possible de
distinguer, dans la lumiére émise, la contribution du dipdle moyen et
celle des fluctuations du dipdle autour de sa valeur moyenne (§ 2). La
plupart des autres signaux sont proportionnels a8 des moyennes a deux
temps. Le théoréme de régression quantique, établi dans le
complément A, permet d’étudier I'évolution des moyennes a deux
temps du dipdle atomique a partir des équations de Bloch optiques.
Nous I'appliquons ici & I’étude de la répartition spectrale de la lumiére
émise (§ 3).

1. Signaux de photodétection et moyennes a un ou deux temps du dipéle
émetteur

a) LIEN ENTRE LE CHAMP RAYONNE ET LE DIPOLE EMETTEUR

Considérons le champ rayonné a 'emplacement rp du détecteur et a
I'instant ¢ par I’atome placé en 0. Ce champ est proportionnel au dipdle
d de I'atome (*) a Pinstant t — (rp/c) :

E(rpit)=nd <z -r—c'i ) (D.1)

ol 7 est un coefficient de proportionnalité. Pour simplifier les
notations, nous avons ignoré le caractére vectoriel de E et d. L’équation
(D.1) est valable entre opérateurs dans le point de vue de Heisenberg.
Nous nous intéressons aux mouvements des opérateurs dont les
fréquences sont voisines de + w; (ou + w,). Notons E(*) et E{7) les

(*) En toute rigueur, E est proportionnel 4 4 (voir « Photons et Atomes - Introduction
a PElectrodynamique Quantique », exercice 6 du complément E,,). Mais nous nous
intéressons ici aux mouvements de d dont la fréquence est proche de w,; de sorte que
d=—wld
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composantes de fréquence positive et négative de Popérateur E(rp,t).
De méme, d’aprés (A.9), (A.10) et (A.15), le dipdle d peut étre
décomposé en deux termes de fréquences opposées, S_ exp( — iw t) et
S, exp( +iw;t). A partir de (D.1) il est donc possible d’écrire :

o

Fiw - —
ES)(rpt)=mne L( c ) S. (t—%) (D.2)

Remarque

En toute rigueur, Pexpression (D.1) ne représente pas le champ total au
niveau du détecteur méme si, comme nous le supposons ici, ce détecteur
est situé hors du faisceau laser incident, de sorte que E,(rp,) =0.
L’intégration des équations du mouvement des opérateurs a et a* du
champ en présence des sources fait en effet apparaitre deux contributions
(voir par exemple les équations (23) a (26) du complément A ) : I'une qui
dépend du dipble émetteur et qui donne naissance au champ rayonné ou
« champ des sources », l'autre qui est indépendante du dipdle et qui
représente le « champ quantique du vide ». On peut cependant montrer
que ce dernier ne contribue pas aux signaux de photodétection (voir
remarques (ii) et (iii) a la fin du paragraphe b suivant). Nous I'ignorons
donc ici.

b) EXPRESSION DES SIGNAUX DE PHOTODETECTION

Dans le complément A;;, nous avons introduit deux fonctions de
corrélation du champ E arrivant sur le détecteur

Cy(t,7) = (EC ) p,t + T)E N p,)) (D.3)
Cyt,7) = (EXap,)EC N epst + 7)EH ) xp,t + D)EG Xrp,t))  (D.4)

a partir desquelles il est possible d’exprimer un certain nombre de
signaux de photodétection. Ainsi,

Cy(1,0) = (EXrp,t) EC Arp)) = (1)) (D.5)

qui est une moyenne a un temps, donne [intensité totale moyenne A
I'instant ¢, telle qu’elle est mesurée par un photodétecteur a bande
large. La transformée de Fourier de C,(¢,7) par rapport a4
1 +© .
F() = 5= f dr et (B Xrp,t + 1) ECXrpt)) (D-6)
-

donne la densité spectrale du rayonnement, telle qu’elle est mesurée par
un photodétecteur & bande étroite. Enfin, C,(¢,7) représente un signal
de corrélation de photons, proportionnel a la densité de probabilité de
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détecter un photoélectron A linstant 7 et un autre a linstant
t+ T

Dans les deux paragraphes qui suivent, nous étudions successivement
I'intensité totale (D.5) et la répartition spectrale (D.6) de la lumitre
émise, la discussion du signal de corrélation de photons (D.4) étant
reportée au paragraphe E-3 du chapitre VI.L'utilisation de (D.2) dans
(D.5) et (D.6) donne alors ;

IO) = n*S,(t~ (rp/) S_(t = (rp/O))) ®.7)
SFlo) = 2”—; e dr &L
X (Si(t+7~(rp/c)HS_(t-(p/c)))  (D.B)
Remarques

(i) Comme nous tenons compte ici des sources du champ E, ce dernier
n'est pas libre et les deux opérateurs E¢*) de (D.4) ne commutent pas entre
eux, de méme que les deux E¢~). Rappelons alors que I'interprétation de
(D.4) comme un signal de corrélation de photons n’est valable que si
7 est positif (voir remarque a la fin du compiément A4 ;).

(ii) Revenons sur la contribution du champ du vide aux signaux de
photodétection. L’équation (D.2) doit étre remplacée par :

E Xrp,0) = E§Xrp.t) +
e L 5.t - (rp/)) (D.9)

ol E, est le champ quantique du vide. De nombreux termes dépendant de
E§*) apparaissent alors dans les expressions de C, et C, lors du report de
(D.9) dans (D.3) et (D.4). 1l est possible cependant de montrer que tous
ces nouveaux termes sont nuls. Considérons par exemple la fonction
C,. Comme l'état du champ quantique est le vide,

I

E{*Xrp)[0) =0 (D.10.2)
(O] E{ Axpt) = 0 (D.10.b)
Or les E{*) apparaissent dans 'ordre normal dans (D.3). L’utilisation de

(D.10) montre alors que tous les termes nouveaux apparaissant dans
C, sont nuls.

(iii) La démonstration précédente ne s’applique pas a C,. Il reste en effet
des termes de la forme
0[S, (t = (rp/c)) S, (¢t + 7 — (rp/c)) x
x E§*Xrp,t + 7)S_(t = (rp/c))|0) (D.11)
pour lesquels la présence de S_ 2 droite de E{*’ empéche de faire agir

E§*)sur |0). Le fait que = soit positif dans C, (voir remarque (i)) permet
cependant de montrer que E§ *X(rp,t + 7) commute avec S_(f — (rp/c)) et
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peut donc agir sur [0) pour donner un résultat nul. Nous nous
contenterons ici d’un argument physique simple pour faire comprendre ce
résultat'”. Le champ quantique E§*Xrp,t + 7) ne commute pas avec le
champ quantique E§™Xr’,t') si r'yt’ est sur le cone de lumiére de
Ty, t +7. Un tel céne de lumitre coupe I'axe des temps de 'atome
émetteur situé en 0 au temps ¢ + T — (rp/c) qui est dans le futur du temps
t — (rp/c) apparaissant dans Popérateur S_ de (D.11), puisque 7 est positif.
Or, le dipdle S_(+ —(rp/c)) ne dépend que du champ quantique
E{*) en son emplacement qui a agi sur lui dans le passé de ¢t — (r,/c). Il
commute donc avec E{*Xrp, ¢ + 7) pour 7 >0,

2. Intensité totale de la lumiére émise
a) PROPORTIONNALITE A LA POPULATION DU NIVEAU ATOMIQUE
EXCITE

Comme les deux opérateurs S. et S_ apparaissant dans I’expression
(D.7) de (I(r)) sont pris au méme instant, on peut utiliser la relation
S,.5_ = |b)(b]| qui donne

1)) = n? 0wt ~ (rp/c)) (D.12)

Un tel résultat exprime physiquement que I’énergie lumineuse arrivant

sur le détecteur a linstant ¢ est proportionnelle a la population
oy, de Iétat atomique excité a 'instant ¢ — (rp/c). Il est a la base des
méthodes de détection optique qui consistent & suivre sur le signal
donné par le photodétecteur & bande large ’évolution des populations
atomiques o, et o, =1 — o, aussi bien en régime transitoire que
stationnaire. Dans ce dernier cas, I’étude des variations de o, avec
w; — w, permet de détecter le phénoméne de résonance optique.

b) DIFFUSION COHERENTE ET DIFFUSION INCOHERENTE

Réécrivons les opérateurs §, de (D.7) sous la forme

S.(t = (rp/e)) = (8. (t = (rp/c))) + 8 8. (t - (rp/c)) (D.13)
o (§,) est la valeur moyenne de S, et o

88, (1 = (rp/c)) = 5.(t = (rp/c)) — (8. (t = (rp/c))) (D.14)

est ’écart de §, par rapport a sa valeur moyenne, satisfaisant

(88.(t = (rp/c))) =0 (D.15)

(*) Pour une démonstration plus détaillée, voir par exemple B.R. Mollow, J. Phys. A8,
L130 (1975).
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Une telle séparation permet de distinguer dans la lumiere rayonnée
par le dipdle «instantané » §, deux composantes. Tout d’abord, le
rayonnement du diple moyen (5.) qui est le rayonnement d’un
dipole classique oscillant avec une phase bien définie par rapport al
champ laser incident. La lumitre rayonnée par (S,) peut donc
interférer avec le champ incident. C’est pourquoi le rayonnement de
{§. ) est souvent associé a un processus de diffusion cohérente. L’autre
composante 85, de S, rayonne un champ qui n’a pas de phase bien
définie par rapport au champ incident puisque ce rayonnement provient
de la partie fluctuante du dip6le atomique. La diffusion correspondante
est appelée incohérente.

¢) CONTRIBUTIONS RESPECTIVES DE LA DIFFUSION COHERENTE ET
INCOHERENTE A L'INTENSITE TOTALE EMISE EN REGIME STATION-
NAIRE

En régime stationnaire, (S, (¢)) et (S, (¢) S_(¢)) ne dépendent pas
de . En reportant (D.13) dans (D.7) on obtient

Iy =n2(S,) (5> +n2 (85, 65 ) (D.16)

Le premier terme de (D.16) représente la contribution a {I(¢)) du
dip6le moyen, le second celle des fluctuations du dipdle. Nous
appellerons (I.n) et {lipony ces deux contributions.

Pour calculer {I_,) et {(Iiony, il suffit d’utiliser la solution station-
naire des équations de Bloch optiques donnée dans le paragraphe C-1-b
plus haut. On obtient ainsi, compte tenu de (A.15), (A.16), (A.19) et
(C.5):

s

1 - 2_. . 2_1
;’_§<Icoh> - |<S+>| - Iust+l Ustl _Em (D17)

ol s est le parameétre de saturation défini en (C.4)

L ey = (S,.5.) — 148,y 2
T

= a'li;:_' |ust+i vstlz
_1_¢
2(1+5s)?

La figure 3 représente les variations de {(I.;) et {Lipony avec
s (qui est proportionnel a I'intensité laser incidente ;). Pour des faibles
valeurs de I;(s < 1), (I,) est proportionnel a s, donc a [, alors que
(Iincon) €St proportionnel a s?, donc a I?. La diffusion est alors
essentiellement cohérente et on peut lui associer une section efficace de
diffusion, puisque lintensité totale rayonnée est proportionnelle a

(D.18)
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A
0,5
= Tincon) /
-
N (Icoh>/772
1 1 1 I S| -
0 5 )

Figure 3. Variations de (/> et {Jicony
avec le paramétre de saturation s défini en (C.4).

I;, donc au flux incident. A haute intensité (s > 1), (/) tend vers
zéro. En effet, par suite de la saturation de la transition atomique, le
dip6le moyen (S. ) tend vers zéro. Par contre, {1 ) est important et
devient pratiquement indépendant de ;. Un tel résultat exprime que
I’atome passe alors la moitié de son temps dans I'état supérieur
b. 1l ne peut donc émettre plus de I'/2 photons par unité de temps,
quelle que soit I'intensité incidente. Il apparait ainsi finalement qu’a
haute intensité la diffusion est essentiellement incohérente.

3. Répartition spectrale de la lumiére émise en régime stationnaire

a) CONTRIBUTIONS RESPECTIVES DE LA DIFFUSION COHERENTE ET
INCOHERENTE - SPECTRES ELASTIQUE ET INELASTIQUE

En régime stationnaire, (S, ) ne dépend pas du temps. Le report de
(D.13) dans (D.8) donne :

F(0) = I on(@) + F jpeon(@) (D.19)
ou
Fan(@) = |77 ar om0 5,y 2 (D.20)
coh 2 w + .
2

Fiveon(@) = 2 J " e L= (88, (t + 1) 8S_(1)) (D.21)

L’intégration de (D.20) donne, compte tenu de (D.17):
Jcoh(w) = {leon) 8(w ~ wL) (D.22)
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La lumiére émise en régime stationnaire par le dipole moyen est donc
monochromatique, de fréquence w;. Un tel résultat est bien conforme
a I'image physique d’un dipbéle moyen oscillant en régime forcé a la
fréquence w, sous l'effet de I'excitation laser, et rayonnant donc un
champ de méme fréquence. A la limite des faibles intensités, le
processus de diffusion correspondant est bien décrit par le diagramme
de diffusion élastique d’ordre le plus bas, représenté sur la figure 29«
du chapitre II. Le spectre (D.22) est donc un spectre de diffusion
élastique.

La contribution (D.21) de la diffusion incohérente a S (w) n’est autre
que la densité spectrale des fluctuations du dipdle. Nous montrons plus
loin qu’une telle densité n’est pas monochromatique. C’est pourquoi
Fincon(®) est un spectre de diffusion inélastique.

b) PRINCIPE DU CALCUL DU SPECTRE INELASTIQUE

En régime stationnaire, la moyenne a deux temps qui figure dans
(D.21) ne dépend pas de ¢ et est égale a {85, (7) 65_(0)). Le fait que
S, = (S_)* et I'invariance par translation dans le temps entrainent que

(85,(7)85_(0)) = (85,(0)85_(7))* = (85, (- 7)85_(0)) %,

(D.23)
ce qui permet de réécrire (D.21) sous une forme

2 + .
Fincon(@) = %7; 2 Re f dr " “t™ (85, (7)85_(0)) (D.24)
0

qui ne fait plus intervenir que les valeurs positives de .

Ecrivons alors les équations de Bloch-Langevin satisfaites par les trois
opérateurs 85,(7) (avec ¢ = +, —, z). Retranchons pour cela de (B.3)
I'équation (B.2) satisfaite par les valeurs moyennes (S,). Les termes
sources A, disparaissent et il vient

88,(7) = Z B g 88,(1) + F (1) (D.25)

ol 4, est la matrice de Bloch et F () la force de Langevin agissant
sur S,(7). Comme 7 est positif dans (D.24), on peut alors utiliser e
théoréme de régression quantique, établi dans le complément Ay, et
qui indique que, pour 7 >0, les trois moyennes a deux temps
(88,(r) 85_(0)) obéissent aux mémes équations que les trois moyen-
nes a un temps (8S,(7)), c’est-d-dire encore

si 720 diT (3S,(1)8S_(0)) = T By (35,(1)8S_(©)  (D:26)

Il apparait ainsi que (85,(7)35_(0)) est une superposition de trois
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exponentielles exp( — r,7) ot les — r, (A = 1,2,3) sont les trois racines
caractéristiques de la matrice de Bloch #,..

Dans le paragraphe ¢ suivant, nous nous limitons a I'étude de
quelques cas limites déja considérés dans le paragraphe C-1-a plus haut
a propos de I’évolution transitoire des moyennes a un temps. Un calcul
plus complet peut étre fait, utilisant par exemple une transformation de
Fourier-Laplace des équations (D.26) (voir références a la fin du
chapitre).

¢) ALLURE DU SPECTRE INELASTIQUE DANS QUELQUES CAS LIMITES

Supposons tout d’abord w; = w, et 2, < I' (excitation résonnante
de faible intensité). Nous avons vu plus haut (voir § C-1-a) que deux
racines r, sont égales a I' /2, la troisi€éme a I". Le spectre inélastique est
formé alors, d’aprés (D.24), de deux raies de largeur totale a mi-
hauteur 2 I" et I', centrées toutes deux en wj.

Considérons maintenant la limite (@, — wy| > 2,, I' qui est celle
d’une excitation non résonnante. D’aprés la formule (C.2) donnée plus
haut, le spectre # (@) est formé de trois raies : une raie centrale en
w;, de largeur 2 I (racine r;) et deux raies latérales centrées en
w;+(w;, —wy)=2w; —w, et w; —(w; — wy) = w,, de largeur
I' (associées respectivement aux racines r; et r;). Il est possible de
comprendre perturbativement un tel spectre. Les deux raies latérales
sont associées au processus de diffusion non linéaire d’ordre 2 de la
figure 298 du chapitre II (voir aussi la figure 30 de ce chapitre). Quant a
la raie centrale de largeur 2 I', elle peut étre interprétée comme €tant
associée a un processus de diffusion inverse a partir de I'état excité
b (émission spontanée d’un photon w & partir de b puis absorption d’un
photon laser w; et retour dans l’état b), I'atome étant préparé
initialement dans I’état b par le processus a trois photons représenté sur
la figure 28 du chapitre II.

Enfin, a forte intensité et pour une excitation résonnante
(2,» ', w; = w,), nous pouvons utiliser le résultat (C.1) qui entraine
que le spectre inélastique est formé d’une raie centrale en w, de largeur
I' (racine r;), et de deux raies latérales centrées en w; + £2; et
w; — 2, de largeur 3I'/2 (racines r, et )7, Il s’agit 1a du triplet de
fluorescence pour lequel il n’est pas possible de donner une interpréta-
tion perturbative en termes de processus de diffusion impliquant
plusieurs photons. Nous reprendrons ce probléeme au chapitre VI a

(*) Pour les observations expérimentales de ce spectre, voir F. Schuda, C.R. Stroud
and M. Hercher, J. Phys. B7, L 198 (1974) ; R.E. Grove, F.Y. Wu and S. Ezekiel,
Phys. Rev. Al5, 227 (1977); J.D. Cresser, J. Hager, G. Leuchs, M. Rateike and
H. Walther, in « Dissipative Systems in Quantum Optics », Topics in Current Physics 27,
p. 21, ed. R. Bonifacio (Springer Verlag, 1982).
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partir de 'approche atome habillé et nous étudierons également I'autre
signal de détection optique :

CZ(t»T) = 174<S+ (t - (rD/C))S+ (t + 7= (I'D/C)) X
XS _(t+7—(rp/c)S_(t — (rp/c)))

qui, pour 7 >0, représente un signal de corrélation de photons.

(D.27)
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COMPLEMENT A4,

EQUATIONS DE BLOCH-LANGEVIN
THEOREME DE REGRESSION QUANTIQUE

Dans la partie D du chapitre, nous avons montré que les caractéristi-
ques de la lumit¢re émise par un atome excité par un faisceau laser
étaient reliées & des « moyennes 4 deux temps » du dipdle atomique
émetteur. Le but de ce complément est de montrer que la dynamique
de ces moyennes a deux temps est déterminée par des équations tout a
fait analogues aux équations de Bloch optiques. Il s’agit en fait de
généraliser a un atome a deux niveaux les résultats obtenus dans le
complément C ;;, pour un oscillateur harmonique. Notons tout de suite
qu’'une telle généralisation n’est pas immédiate par suite des non-
linéarités associées a4 un systéme a deux niveaux.

Pour parvenir au résultat cherché, nous commengons (§ 1) par écrire
les équations de Heisenberg, pour le dipble atomique et pour le champ
de rayonnement quantique en présence du champ incident supposé
monochromatique et de fréquence proche de la fréquence propre
atomique. Puis, en résolvant formellement les équations du mouvement
des champs, nous décomposons le champ quantique total en deux
parties, le champ libre et le champ produit par le dipole (§ 2). Lorsque
cette expression du champ total est reportée dans Iéquation de
Heisenberg du dip6le atomique, cette derni¢re prend la forme d’une
équation de Langevin. La vitesse de variation des observables atomi-
ques apparait en effet comme la somme d’une vitesse moyenne
analogue 2 celle des équations de Bloch, et d’une force de Langevin,
dont nous montrons qu’elle est nulle en moyenne et fluctue rapidement
(8 3). A partir de ces « équations de Bloch-Langevin », nous établissons
enfin le théoréme de régression quantique, qui exprime que les
corrélations quantiques « régressent » comme les valeurs moyennes.

1. Equations de Heisenberg couplées de I’atome et du champ

Nous considérons exactement le méme systeme que dans le chapitre.
Un atome, représenté par un systeme a deux niveaux, est immobile a
Porigine 0 des coordonnées. 1l interagit avec le rayonnement incident
E,(0,) de fréquence ; donné en (A.2) et avec le champ de
rayonnement quantique E(0), supposé initialement dans I'état vide

0.
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a) HAMILTONIEN ET BASE D’OPERATEURS DU SYSTEME

A Tapproximation des grandes longueurs d’onde, et dans le point de
vue dipolaire électrique, 'hamiltonien du systéme est celui déja utilisé
dans le chapitre et donné en (A.1). Ecrivons-le sous la forme :

H=H,+Hp+H, +H (1)
H, est I’hamiltonien atomique dans lequel nous supposons que

I'énergie propre dipolaire ey, (voir formule (76) de I'appendice) a été
réintégrée. L’atome est assimilé a un syst¢éme a deux niveaux, et

~

I'origine des énergies est prise égale & celle de I'état fondamental
}a), de sorte que H, s’écrit simplement :
Hy = tiwo|b) (b| @)

Hp est 'hamiltonien du rayonnement quantique

Hp = j d% Y ho af (0a k) + 1) 3)

elk

Dans I'approximation des grandes longueurs d’onde, la somme sur les
modes ke est limitée & |k| < ky, k) vérifiant la condition de grande
longueur d’onde.

L’opérateur moment dipolaire électrique d est supposé avoir un
éiément de matrice réel entre [a) et |b), dirigé le long de
0z et noté d e, :

d = (|b)<a| + [a)<b|)due, 4)

L’hamiltonien d’interaction avec le rayonnement incident H,, s’écrit :
H;,, = —dE/0,)

= #0,(]b) (a] + |a) (b]) cos w ¢ (5)

ol {2, est la fréquence de Rabi définie par (A.5). Enfin, H; est
I’hamiltonien d’interaction avec le champ quantique :

H, = —d.E_(0)
—dg EL,(0) (1b) (al + |a) (b]) (6)

Rappelons que le champ E, (r) est défini par I'expression (89) de
I’appendice

E (r)=i J d*k Y &, ke e’®" — at (k) € e~ *T) (7

€Lk

dans laquelle la somme sur k est limitée a |k| < ky.
L’équivalence du systéme & deux niveaux avec un spin %, décrite au
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paragraphe A-4 du chapitre, permet d’exprimer toute observable
atomique comme combinaison linéaire des quatre opérateurs

(.. S L 1) (8)
avec
&, = |b) (a] (9.a)
& = |a) (b] (9.b)
F. =5 [16Y Cb] - |a) (al] 9-0)
1 étant I'opérateur unité. Ainsi,
H, = hoy[¥, + ] (10.2)

er + HI = [fl.()ICOS th i dabE_Lz(O)](y+ + <90_) (IO.b)

De la méme fagon, les observables du champ s’expriment en fonction
des opérateurs

(oo (k) , ar(K),...} (11)

de sorte que la connaissance de Pévolution des opérateurs (8) et (11)
suffit 4 déterminer I’évolution du systéme total.

b) EQUATIONS D’EVOLUTION DES OBSERVABLES DE L’ATOME ET DU
CHAMP

Dans le point de vue de Heisenberg, les opérateurs atomiques
dépendent du temps, et leurs relations de commutation & un instant
t donné,

¥, . _®)]
(0.7 . ()]

permettent d’expliciter I'équation de Heisenberg

2 (12.a)
+&L.(1) (12.b)

I

; 1
A1) = = [A(1).H(1)] (13)
pour chacun des trois opérateurs &, & _, &,. 1l vient ainsi
d 1
L. = 212, 0 ha .0 + D1+
+E S 07,0+ F_O)] (2 coswt — duE, 0.0))

d
. (1) -2 £.(0) (nlcosth _ o E“((),t)>

7 (14)
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L’adjoint de (14) donne I’équation pour & _(2) :

d
%.V» N)=—iw_()+2iF () (Qlcosth - —%'1}5“(0,:)) (15)

De la méme fagon, on obtient pour & ,(¢):

d

LS =1 (#,0-F ©) (Qwosort -2 E,00) 16)
Nous avons utilisé, pour établir ces équations, le fait que 'opérateur
champ E, (0,/) commute avec les opérateurs atomiques au méme
instant.

L’évolution du champ est entiérement déterminée par celle des
opérateurs a,(k) et de leurs adjoints. L’opérateur a4,(k) commute avec
les opérateurs atomiques pris au méme instant, et vérifie les relations de
commutations habituelles des opérateurs création et annihilation. Son
équation de Heisenberg s’écrit :

a (k)

I

5 000 HE)

& 8.0k Hy0) — 4 E, 0]

- —iwaks) + % & e.d(t) (17)

¢) APPROXIMATION DU CHAMP TOURNANT. CHANGEMENT DE VARIA-
BLES

Comme dans le chapitre, nous nous intéressons uniquement aux
processus radiatifs quasi résonnants et faisons donc ’approximation du
champ tournant. Dans le point de vue de Heisenberg, une telle
approximation consiste a négliger au second membre des équations du
mouvement (14), (15), (16), (17) les termes de couplage entre 'atome
et le champ dont les fréquences propres sont trés différentes de celles de
I'opérateur figurant au premier membre. Par exemple, dans I’équation
(14), nous ne gardons que la composante (expi w,?)/2 de cos w ;¢ et que
les termes en a} (k) de E | ,(0,t). 1l est également commode d’introduire
des opérateurs dont les vitesses de variation sont lentes par rapport aux
fréquences optiques. Pour I'atome, nous utilisons ainsi les opérateurs
S,, S, §_, définis par (A.15). Pour le champ, nous utilisons les
opérateurs :

a(k,t) = d(k,t)e '



376 Equations de Bloch optigues Ay.d
Les équations (14), (15), (16), (17) deviennent ainsi
A d —iw
S, (t)=—1i6,S,(t) —i0,S,(t) +2i %”E,@(o,x)e US() (18.a)
4 . . . dab iwgt
S_(1) =i8.5.(t) +i2:5,() - 2 — E®X0,0)e" Vs (1) (18.b)
: . "Ql . dab iwgpt
$,(6) =i — (S_()) = S, () + i 5~ EN0,0)e™S, (1) —
d jw
—i —;—bE,(‘)(O,t)e" “S ® (18.c)

b(0) = 1 8, e,y S_ () €0 (19)

ol &§; a été défini en (A.14)
8L =Wy — Wy (20)

et ol E{ et E{9 sont les parties de E, , comprenant respectivement les
opérateurs annihilation et création des différents modes. En utilisant les
opérateurs & et 4%, elles s’écrivent :

EN0,) = j kY ie,d (k) e (1)

EQ0,1) = (E0,0))* (22)

Notons qu’en I'absence d’interaction entre ’atome et les modes vides
du rayonnement, les équations (18) forment un systéme d’équations
linéaires a coefficients constants dont les fréquences propres sont celles
du spin dans le référentiel tournant, c’est-a-dire + /27 + 82 et0,
tandis que 4. k) est constant. D’aprés les hypothéses faites, ces
fréquences sont petites par rapport & «; et wg.

d) COMPARAISON AVEC LE CAS DE L’OSCILLATEUR HARMONIQUE

Pour établir I’équation de Heisenberg-Langevin relative & P'atome,
nous suivrons dans le paragraphe suivant une démarche tout a fait
semblable a celle du complément C ;y, ol 'atome était représenté par
un oscillateur harmonique. Comparons auparavant les équations de
Heisenberg des deux systémes.

L’équation (19) est tout a fait semblable a 1’équation (33) de
C,v qui donnait I'évolution de 4;. Elle s’intégre formellement de la
méme fagon :

Ez‘odab
h

t—t .
8.0k0) = d.(kty) + J‘ 0 drS_(t— 1) PUCREY Gt (23)
9
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Multipliés par exp( — iwt) et portés dans I'expression quantique des
champs, les deux termes de (23) donnent respectivement le champ
initial ayant évolué librement de ¢, a ¢, et le champ créé par le dipdle
atomique entre ces deux instants. Les deux termes de (23) représentent
donc ce qu’on nomme habituellement le « champ libre » et le « champ
des sources » (voir références i la fin du chapitre).

Les trois équations (18) sont 'équivalent de I'équation du mouvement

(32) de b dans C,y, et de celle de b*. On peut noter une premiére
différence entre ces équations: le champ extérieur introduit des
couplages entre les évolutions de S,, S,, S_, alors que b et

b* évoluent indépendamment en Iabsence de couplage avec le
réservoir. Toutefois cette différence n’est pas essentielle, car on
pourrait combiner linéairement les trois équations (18) et faire apparai-
tre les modes propres d’évolution des observables atomiques en
présence du champ extérieur. Une deuxiéme différence plus importante
tient a la forme des termes de couplage avec le réservoir, représenté ici
par le champ quantique dans 1'état vide. Alors que ces termes de
couplage ne dépendaient que d’opérateurs du réservoir, jouant ainsi le
role de termes sources dans I'équation du mouvement de b, ils
apparaissent ici comme des produits d’un opérateur atomique par un
opérateur du champ. Cette propriété est reliée au fait que la réponse du
systtme a deux niveaux A un champ est non linéaire (la réponse a la
somme de deux champs n’est pas la somme des réponses a chacun
d’eux). Elle rend plus délicat le passage a I’équation de Heisenberg-
Langevin, car il faut faire attention a ['ordre dans lequel sont écrits les
deux opérateurs du produit. Les opérateurs atomiques
S48 (@ = + ,2, - ) et ceux du champ, ESX0,1) et E€X0,1), commutent
lorsqu’ils sont pris au méme instant. Il n’en est pas de méme pour le
champ libre et le champ des sources séparément. En effet, le champ
libre dépend de a.(k,t;) alors que le champ des sources dépend de
S, (t — ) (premier et deuxieéme termes de (23)). Ces deux opérateurs
ne commutent pas nécessairement avec S,(f). Ainsi, les termes de
couplage avec le champ libre et le champ des sources se présenteront de
facon différente suivant l'ordre choisi pour écrire le produit de
8,(¢) par E (0,t). Nous utiliserons cette possibilité dans le paragraphe
suivant pour simplifier au maximum les calculs.

2. Etablissement des équations de Heisenberg-Langevin

Dans les équations (18), les champs E®(0,6) et E!{X0,) sont
maintenant décomposés en une partie « champ libre » et une partie
« champ des sources ».

E&0,0) = EN0,) + ES0,0) (24.a)
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EX0.1) = EGX0,1) + ENO.) (24.b)
ol
EQO,) = jd%zi*’zé’w a,(k,to) e (25)
ES0 - f‘”" Y L eleld, e x
=1 )
XJ od'r S_(t_f)e-l(w—m,_)f 26)
0
et
EQ = (EQ) 5 EQ= (EPY @

a) CHOIX DE L'ORDRE NORMAL

Nous aurons plus tard a prendre la moyenne dans le vide des
équations (18), ou d’équations analogues donnant V'évolution de
produits d’opérateurs atomiques, qui s’en déduisent aisément. Il est
alors commode de faire figurer, dans les produits d’opérateurs, les
opérateurs 4,(k,t;) a droite et les opérateurs 4} (k,z;) 4 gauche, dans la
mesure ou les relations

ds(k!tO) ]0>
(0}4z (k1)

peuvent étre utilisées pour tous les modes k,e. Ainsi, dans les seconds
membres des équations (18), plagons les opérateurs EX)(0,¢) a droite
des opérateurs S,(¢), et les opérateurs E{X(0,r) a gauche (ce qui est
possible puisque ces opérateurs commutent). Les contributions de
E{ et E{Y a ces termes seront alors nulles en moyenne. Seuls les
champs des sources E¥ et E contribueront aux moyennes. Cette
fagon d’ordonner les opérateurs correspond a ce qu’on appelle 'ordre
normal. Avec ce choix, explicitons par exemple P'équation (18.a) a
l'aide de (24.b), (27) et (26) :

0 (28.a)
0 (28.b)

2i

d iw
2 EEX0.00e ~IUUS (1) +

S, ()= —i8,5,(t) —i,S,(t) + y

dfb t=to ilw ~wp)r
+2-3 | dh g ekl f dr '@ Us (1~ 1)S,1)  (29)
€ 0

L’avant dernier terme provient de E{. Il est nul en moyenne dans le
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vide et nous verrons plus loin que ce terme peut étre considéré comme
la force de Langevin F_ (¢) agissant sur S, . Le dernier terme représente
la contribution du champ des sources que nous allons maintenant
évaluer. Auparavant notons que P'équation pour S_(f) s’obtient en
prenant Phermitique conjugué de (29), tandis que I’équation pour
S,(t) sécrit

idy

7 [e"“XS, (NE@0,) — h.c.] -

. in,
S0) = - (S () = 5,.(1) +

2 1=t

day 3 2 @2
—-P—J‘dkg Ezgw .

dr [0S (S (1 — ) + huc. ]
(30)

b) CONTRIBUTION DU CHAMP DES SOURCES

Les derniers termes de (29) et (30) se présentent sous la forme d’une
intégrale sur 7 du produit de S,(t — ) par la fonction

f(7) = J AU Y el (31)

ou par f*(r). Les opérateurs S (t — 7) sont des fonctions lentement
variables de 7 a DIéchelle des fréquences w, et w;. Au contraire,
l'intégrale sur k dans (31) conduit & sommer sur un spectre de
fréquences trés large (entre 0 et ck,), de sorte que la fonction
f(7) est trés étroite en 7 autour de 7 = 0, de largeur l/ck,. Sur un
intervalle de temps aussi court, il est raisonnable d’approximer I'évolu-
tion de S (t — 7) par son évolution non perturbée. On peut choisir pour
une telle évolution, soit celle en présence du champ extérieur qui se fait
aux fréquences x /27 + 87 et 0, soit 'évolution en absence de tout

couplage avec le champ qui se fait aux fréquences + 8, et 0. Ces deux
choix conduisent a des résultats identiques 3 des termes en §2;/w; ou
5, /wy preés, qui sont du méme ordre que ceux négligés dans I’approxi-
mation du champ tournant. Nous prendrons ici la deuxiéme option, qui
donne des expressions comparables directement a celles utilisées dans
le chapitre pour les équations de Bloch. Nous remplagons donc dans
(29) et (30) S.(t - 7) par

S.(t—71) =S (e (32)

Apparaissent ainsi dans le dernier terme de (29), d’une part 'opérateur
S,(2)8,(1) qui, d’aprés l'algeébre des matrices de Pauli, est égal a
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— S.(1)/2, dautre part lintégrale
2

dab 3 222 t=to i(w ~ wo)r
Z?JdeSZJWJ‘D dre Y=

= Jd%z @ 26’2[ '9(—0)01703+w8(w—wo)]

2 [_ PA+ g ] (33)
ou I' est le taux d’émission spontanée a partir du niveau b (formule
(E.4.a) du chapitre IV) et hA le déplacement radiatif du niveau
b (formule (E.7.b) du méme chapitre ; & 'approximation du champ
tournant, le déplacement radiatif du niveau a est nul). La contribution
du champ des sources au deuxiéme membre de (29) s’écrit donc

finalement

(—g+iA) 5, (1) (34)
En procédant de la méme fagon, on trouve pour la contribution du
champ des sources a (30) :
d
d3k Z 2 @&2

x j' drfe @S, (1S (1) + €S, (DS_(1)] =
0

- TS.()S.()=—T ( S,(1) +% ) (35)

¢) RECAPITULATION. DISCUSSION PHYSIQUE

Compte tenu de (34) et (35), les équations du mouvement de
S, (1), S,(t), S_(2) s’écrivent :

$.0) = - (15L+ L )s (1) - i02,8,(t) + F &) (36.2)
. _ . 01 . nl r
S = i FSO-TSM+i 'S -5 +F0)  (36D)
S_(1) = i0,8,00) — (_13L+_2. )s 0+ F_() (36.¢)
ol
§,=w,—wy—-4 (36.d)

est le désaccord entre la fréquence du laser w; et la fréquence atomique
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corrigée du déplacement radiatif A, et ol les forces de Langevin sont
données par

FL(0) = 22 ER0.) V5,0 (37.2)
F() = iffflf [ S, (DEO0,6) — h.c.] (37.b)
2id,,

F_() e VS (HEM0,1) (37.¢)

h

Dans la suite, nous prendrons les valeurs moyennes des opérateurs du
point de vue de Heisenberg dans un état du systéme global de la forme
¥ 4;0) représentant 'atome dans I'état |¢4) en présence du champ
quantique dans 1'état vide. Les valeurs moyennes des forces de
Langevin (37) dans un tel état sont nulles grice aux relations (28). Il
reste & montrer que leur temps de corrélation est court, ce que nous
ferons au paragraphe suivant.

Les équations (36) sont les équations de Bloch-Langevin. Elles ne
different des équations de Bloch (A.18) que par les forces de Langevin.
En valeur moyenne dans le vide, elles redonnent exactement les
équations de Bloch, de sorte que la dérivation des équations (36)
donnée dans ce complément constitue une justification de 'approxima-
tion des vitesses de variation indépendantes, moyennant les hypothéses
|8.],82; < wp,m.

Revenons pour terminer sur l'interprétation physique des calculs
présentés dans ce paragraphe. Iis pourraient laisser croire que 'amortis-
sement et le déplacement radiatifs sont diis uniquement & I'interaction
de I’atome avec son propre champ (réaction de rayonnement) alors que
les fluctuations du champ libre n’interviennent que dans les forces de
Langevin. II faut cependant préciser qu'un autre choix que l'ordre
normal aurait conduit & des conclusions différentes, I'effet global sur
I’évolution de (S,) restant bien sir le méme.

En fait, pour pouvoir donner une interprétation physique a chacune
des vitesses de variation, celle due a la réaction de rayonnement, et
celle due aux fluctuations du vide, il faut veiller a ne considérer que des
grandeurs hermitiques du systéme, et a imposer que leurs diverses
vitesses de variations soient séparément hermitiques. On peut montrer
alors (*) que ces conditions ne sont satisfaites que si les produits
S,(8) E_ ,(0,r) avec (g = x,y,z) sont symétrisés. Les conclusions qui en
découlent concernant le réle de la réaction de rayonnement et celui des
fluctuations du vide sont alors en plein accord avec celles exposées dans
le complément A .

(*) J. Dalibard, J. Dupont-Roc et C. Cohen-Tannoudji, J. Physique, 43 (1982) 1617 ;
45, (1984) 637.
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Remarque

On peut noter que dans (23) le terme relatif au champ des sources ne
dépend que de » et ¢,. Il est donc pair en k. Il en résulte que le champ des
sources est pair en r. En particulier, son gradient & I'origine est nul. La
force exercée sur 'atome par son champ propre est ainsi nulle, comme
nous Pavons admis dans le paragraphe (C-2-a) du chapitre. Il en est
d’ailleurs de méme de la force moyenne due au champ du vide (25). Pour
le voir, il suffit par exemple de choisir 'ordre normal dans P'expression
(C.14).

3. Propriétés des forces de Langevin

Nous avons montré dans le paragraphe 2 précédent que les trois
opérateurs S (¢) (¢ = + ,z, — ) obéissent aux équations de Bloch-Lan-
gevin (36) qui peuvent étre écrites sous la forme

%Sq(t) - ; By Sp(t) + Xy + F(0) (38)

ou les #,, et A, sont des coefficients constants identiques a ceux qui
figurent dans les équations de Bloch optiques (A.18), et ou les
F (1) sont des forces, données en (37), et de valeur moyenne nulle

(Fg(1)) =0 (39)

Pour pouvoir considérer ces forces comme des forces de Langevin, il
nous faut maintenant calculer leurs fonctions de corrélation et montrer
qu’elles sont caractérisées par un temps de corrélation r, trés court
devant I'"1. Nous allons pour cela établir que

Gogt') = (FFOF (1)) =2 Dogr 8¢ — 1') (40)

o D, est un « coefficient de diffusion », de P'ordre de I', et ol
g(t —t') est une fonction de 7 — ¢’ de largeur v, = l/ck, et d’intégrale
égale a 1 (qui n’est pas forcément paire en t — ¢’ par suite du caractére
quantique des forces F,).

Dans le cas de Vloscillateur harmonique étudié dans le
complément C;y, les forces de Langevin ne dépendent que des
opérateurs du champ, et le calcul de leurs fonctions de corrélation est
tres facile. Les expressions (37) montrent que les forces de Langevin du
systéme a deux niveaux sont des produits d’opérateurs du champ libre
et d’opérateurs atomiques. Le calcul de leurs fonctions de corrélation
nécessite donc la connaissance préalable des relations de commutation
entre opérateurs atomiques et opérateurs du champ libre (*).

(*) Voir aussi B.R. Mollow, J. Phys. A8, L130 (1975).
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a) RELATIONS DE COMMUTATION ENTRE DIPOLE ATOMIQUE ET
CHAMP LIBRE

Explicitons le commutateur [Sy(£,),E{(0,¢;)] a I'aide de (25) :
[S4(12),E§0,t1)] = J %k Y i £.8,[S,(t).a. k1)l (41)

Grace a (23), on peut réexprimer 4,(k,t;) en fonction de d.(k,t,), qui
commute avec S,(f,) puisqu’il est pris au méme instant, et du champ des
sources. Il vient

15,6 E0)] = - [ 4k 3 % eléidu x

-t i i
XJZ Vdr [S(t),S_(t, — ) ]e T g
0

La somme sur k et & fait apparaitre a nouveau la fonction f introduite
en (31), mais avec I'argument = — (t; — ;). La fonction f est trés
étroite, de largeur 1/ck,, autour de 0, et lintégrale sur 7 s’étend
uniquement aux valeurs de 7 positives puisque f, — ¢, est positif.
Supposons tout d’abord #, < ¢, plus précisément ¢, — t; < — 1/cky.
L’intégrale de f(r — (1, —t,)) est alors nulle puisque Iintervalle
d’intégration [0,z, — t5] ne contient pas lintervalle de largeur 1/cky
autour de ¢, — ¢; dans lequel f est appréciable. Il s’ensuit que :

[Sq(tz)’EB?)(O,fl)] =0 sity<t;~(1/cky) (43)

Un tel résultat est satisfaisant physiquement. L’opérateur S,(f;) ne
dépend en effet que du champ du vide E{*’(0,t') qui a agi sur le dipole
atomique a des instants ¢’ situés dans le passé de ¢, (¢’ <t;). Cet
opérateur commute donc avec le champ du vide ES" )(O,tl) dans le futur
de 1, (t; > 13) (%)

Supposons maintenant |¢, —t;| = 1/cky. L'intégrale sur = de (42)
n’est plus nulle et peut &tre calculée au moyen de ’approximation (32)
qui s’écrit ici

S_(ty— Ty = S_(1y) TR )
et il vient
[S (62 EX0,0)] = — [S,(12),5_ (1)l ™"
d {w— @ —
X Jd%Z—}?stﬁ[?w_lwo.,,i,,-a(w_wo)]e( Db -4) (45)

(*) Rappelons en effet que le commutateur [E{* Xr,,t,),Ef7 Xr,,t,)] west différent de
z€10 que si les deux événements (ry ) et (r,,¢,) sont situés sur un méme cone de lumiére.
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C’est une fonction de ¢, et ¢,, dont I'ordre de grandeur est celui de
I' h/d,,. En prenant I'’hermitique conjuguée de (43) et (45), on obtient
des relations analogues pour E§X(0,t).

b) CALCUL DES FONCTIONS DE CORRELATION DES FORCES DE LANGE-
VIN

Calculons par exemple la fonction de corrélation ¥,, =

(FI(t)F,(¢")) ou F_ est défini en (37.a)
4d3b fwyf(t 1)
9., (00) = —2 SOEPO™ TV EROL) 1)) (40)
Inversons 'ordre des deux champs. L’équation (25) donne

' LER0.0,E£X0.1)] =

- j K Y c262e 0N g g )

On retrouve la fonction f définie par I'expression (31). La fonction

f(t —¢') est centrée en t —t' =0 et a une largeur de Pordre de
1/cky,. L’expression (46) s’écrit donc :

4

d2
G o) = =2 (SO f0—1) +

2
+ 4 %%b' <Sz(t)E(S§)(0 ,t ')Eég)(o 9t)Sz(t ,) > ei wL(g -t (48)

Dans le premier terme, S5,(t') est lentement variable a I'échelle de la
largeur 1/ck, de la fonction f(z—t’). On peut donc remplacer
t' par ¢. Il apparait ainsi SX¢) qui vaut 1/4. On peut noter que I'intégrale
sur ¢ de ce premier terme de — o0 a4 + oo n’est autre, compte tenu de
(31), que la somme sur tous les modes de (d2,/#%)e2 62 27 8(w — w}).
D’aprés (33), cette somme est égale & I'. Ainsi, ce premier terme peut
s’écrire simplement I' g(r — t') ol g(r), proportionnel a f(7), est une
fonction de + de largeur 1/cky et d’intégrale 1. Le deuxiéme terme de
(48) est négligeable : en effet, si |t — ¢'| > 1/cky, on peut utiliser (43)
et son analogue pour E{9, pour faire commuter, soit S,(f) avec
E§(0,t), soit E{X0,t) avec S,(¢') suivant le signe de ¢ —¢'. L'un ou
lautre de ces champs agit alors directement sur I'état |y 4;0) qui
intervient dans la valeur moyenne de (46) et donne un résultat nul ; si
|t —t'] = 1/cky, les commutateurs précédents restent finis, de 'ordre
I't/d,, d’aprés (45), de sorte que le second terme est de ’ordre de
(d%/#*)(T'h/d,)* = I'% Dans le méme intervalle de largeur 1/ck,,, le
premier terme vaut I'(ck,) > I'2. 11 est ainsi justifié de négliger le
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second terme de (48) par rapport au premier et il reste finalement :
G, ., @t)Y=Tgt-1) (49.a)

ce qui donne
2D, =T (49.v)

Des calculs analogues donnent pour les autres coefficients de
diffusion

D _=D ,=D, =D, =D _,=0 (50.a)
2D, =T((S5) +} (50.b)
2D,, =T (5,) (50.¢)
2D,, =T {(5_) (50.d)

¢) THEOREME DE REGRESSION QUANTIQUE

Ce théoréme est une conséquence des propriétés (39) et (40) des
forces de Langevin, et de I'existence de deux échelles de temps trés
distinctes, I'"! et v, =1/cky, avec 7,<I'~! Pour Iétablir, nous
suivons une démarche trés analogue a celle du complément C ;. Nous
nous contentons d’en donner ici les grandes lignes.

Comme dans le paragraphe 2-d du complément C;y, nous commen-
gons par établir que

(F) Sp(8)) =0 si t—t'>7, (51)

Il suffit pour cela d’intégrer formellement le syst¢éme d’équations
linéaires (38) pour montrer que S,.(¢") dépend linéairement des forces
de Langevin F_{t") dans le passé de ¢’ et ne peut étre donc corrélé,
compte tenu de (40), avec la force de Langevin F (f) pour ¢ suffisam-
ment loin dans le futur de ¢'.

Multiplions alors les deux membres de (38) par S,.(t') (apres avoir
remplacé l'indice de sommation g’ par ¢"”) et prenons la valeur
moyenne. Il vient

2SO S,1D) = T By (S0 5,0)) +
+Ag (Sp(t)) + (Fyt) Sg(1)) (52)

Pour ¢t —¢t'» 7, le dernier terme de (52) est négligeable compte tenu
de (51). Pourt — t' = 7, on peut montrer qu’il reste fini et de ’ordre de
Dg,, c’est-a-dire de l'ordre de I', de sorte que sa contribution a la
solution de (52) pour ¢ = ¢’ est de ordre de I" 7, < 1. Finalement, on
peut ignorer le dernier terme de (52) pour ¢ =¢'. Ceci montre que les
moyennes & deux temps (S,(t) S (t)) obéissent, pour ¢ =1t', & des
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équations
sit=t' g? (S,(0)S,(t)) = ;gqq”<sq”(t)sq’(")> + /\q(Sq,(t')) (53)

ayant la méme structure que celle des équations décrivant 1’évolution
des moyennes a un temps (S,(?))

£ (S0 = T Bayr (Sg0) + 2, (54)

C’est un tel résultat qui nous a permis, dans la partie D du chapitre,
d’étudier a partir des équations de Bloch optiques la dynamique des
fluctuations du dipdle atomique.

d) RELATIONS D’EINSTEIN GENERALISEES

Pour terminer ce complément, nous allons montrer que les coeffi-
cients de diffusion D, introduits dans (40) peuvent étre calculés
directement a partir des équations de Bloch optiques, sans qu’il soit
nécessaire de passer par les expressions (37) des forces de Langevin,
comme nous I’avons fait dans le paragraphe 3-b plus haut. Nous suivons
pour cela une démarche tout a fait analogue a celle des paragraphes 2-e
et 2-f du complément C ;y.

Revenons & (38) et appelons « vitesse de dérive de S,» la quantité

D(S) =Y By S + A, (55)
2

de sorte que la vitesse de variation de S, donnée par (38) est simplement
la somme de la vitesse de dérive et de la force de Langevin.

ditsq(z) = D(S,) + F (o) (56)

Notons que F,(¢) étant nul en moyenne, seule la vitesse de dérive
subsiste pour (S,(¢))

(5,03 = (D) (57)

Considérons maintenant 'opérateur S; (¢)S,(r), qui est un opérateur
atomique a Pinstant r. L’algébre des matrices de Pauli permet de
lexprimer en fonction des S,.(t) et de calculer la vitesse de dérive
moyenne

4 (5; 05,0 = (B(5; S, (58)
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en fonction des coefficients & et A apparaissant dans les équations de
Bloch optiques (54).
Par ailleurs, on peut écrire directement, compte tenu de (56) :

% (S708,0)) = (87 (S0 + (57 ()Sg())

= {D(S;M)S () + (S (VD(S,(D)) +
+ (FF (S, (1) + S7(OF () (59)

Pour calculer le dernier terme de (59), il suffit de noter que, d’aprés
(51), les forces F,(t) ne sont pas corrélées avec les opérateurs
St — At) si At>1/cky. Intégrons donc Iéquation (56) entre
t — At et t, de fagon a exprimer S,.(f) en fonction de S,.(t — A7) dans le
produit (Fj (1)S,(¢)). Nous choisissons At assez petit devant I'~!pour
qu’une approximation linéaire de la variation de S,(r) entre ¢ — At et
t soit justifiée.

Sg(t) = Sp(t — At) + At B(S (1 — 4Ar)) + J' Fo(¢)dt”  (60)
[

Lorsqu’on porte cette expression dans le dernier terme de (59), il
apparait, compte tenu de la définition (54) de 2(S,), des valeurs
moyennes du type (F;(£)S,.(t — At)) et A, {F7(f)), qui sont nulles. Il
ne reste alors que la contribution du dernier terme de (60).

(F7 (0S4(1) + S;OF (1)) =

= J t dt' (FI(OF (1) + F 7 (t)F (1))
- At r (61)
=2Dy £-m dr' [ge—t)+g( —0)]

+ A
=2Dg, J . dr g(t) = 2Dy

Pour établir (61), nous avons utilisé (40) et le fait que I'intégrale de la
fonction g sur un intervalle grand devant sa largeur vaut 1.

Le rapprochement de (58), (59) et (61) donne la relation d’Einstein
généralisée

2D, = (D(S;Sy) - D(S)Sy — ST D(S,)) (62)

ou il est entendu que toutes les quantités sont prises a l’instant
L.

Comme la relation semblable (76) établie dans le complément C ;y,
I'équation (62) est Pexpression d’un lien entre fluctuations (caractérisées
par le coefficient de diffusion D,,) et dissipation (caractérisée par les
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coefficients d’amortissement apparaissant dans les vitesses de dérive). Il
apparait aussi clairement sur (62) que le coefficient de diffusion est
associé i la partie non hamiltonienne des vitesses de dérive.

On peut enfin vérifier sur I'exemple de D, , que le résultat donné par
(62) coincide avec ctlui trouvé plus haut. Il faut pour cela utiliser les
relations

I

STS, (63.a)

[\

S8, =-S5, +

SS. = +35 (63.b)

1
3
+ 1 2 r
DS18,) = (=S, +2) =TS, +i 55, ~S)+ 5 (639
2(5,) = - (ia"L+£2: ) S, —i Q,8, (63.d)

On obtient ainsi 2D, = I', en accord avec (49.b).
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CHAPITRE VI

La méthode de 1’atome habillé

A - INTRODUCTION : L’ATOME HABILLE

Ce dernier chapitre est, comme le précédent, consacré a I’étude des
manifestations de l’interaction entre un syst¢me atomique et un champ
laser monochromatique, résonnant ou quasi résonnant. Cependant, au
lieu de traiter le champ laser comme un champ extérieur classique, nous
le considérons maintenant comme un champ quantique associé a un
mode particulier du champ. La motivation d’un tel traitement quantique
est double. Tout d’abord, comme I’hamiltonien du systéme global
atome + champ est indépendant du temps, il est possible d’introduire
des vrais niveaux d’énergie et d’étudier les manifestations de I'interac-
tion atome-laser sur les positions et les fonctions d’onde de ces niveaux.
Ensuite, comme le champ laser est quantifié, il est possible d’identifier
clairement les processus élémentaires d’absorption et d’émission induite
de photons laser et les processus d’émission spontanée de photons de
fluorescence. Nous pourrons ainsi apporter un éclairage nouveau sur
plusieurs phénomeénes physiques importants comme la répartition
spectrale de la lumiére émise ou absorbée par I'atome, les corrélations
de photons ou les fluctuations des forces dipolaires.

La figure 1 schématise les divers sous-systémes considérés dans ce
chapitre, leurs hamiltoniens respectifs et les divers couplages. Un
atome A, d’hamiltonien H,, est couplé tout d’abord par ’hamiltonien
V 4. @ un mode particulier du champ, qui contient initialement des
photons et que nous appellerons le « mode laser » L, d’hamiltonien
H;. L’'atome A est également couplé par V,; au «réservoir»
R des modes initialement vides du champ, d’hamiltonien Hg. L’hamilto-
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Réservoir R

ModeLLaser At;me - des
Va AR modes vides

H, H, Hy

Figure 1. Divers sous-systemes considérés dans ce chapitre, d’hamiltoniens
respectifs H,, H;, Hy. Les hamiltoniens V ,; et V ,, décrivent les interactions
entre A et L d’'une part, A et R de l'autre.

nien global du syst¢tme A + L + R est donc
H=HA+HL+HR+VAL+VAR (Al)

Dans la partie B ci-dessous, nous commengons par négliger V 4z et
par considérer le syst¢tme A + L formé€ par I'atome et le mode laser en
interaction. L’hamiltonien de A + L est:

HAL=HA+HL+VAL (A2)

Un tel systéme, que nous appelons « atome habillé par les photons
laser », posséde une échelle infinie de niveaux d’énergie discrets. Nous
étudions en détail les positions et les fonctions d’onde de ces niveaux et
montrons comment les processus d’absorption et d’émission stimulée de
photons laser se manifestent dans la base des niveaux non couplés (états
propres de H, + H;) et dans la base des niveaux habillés (états propres
de H AL)'

Nous introduisons ensuite dans la partie C le couplage V 4. Le fait de
considérer que c’est le systtme A + L qui émet spontanément des
photons dans le réservoir R des modes vides permet d’introduire
I'image de la cascade radiative de I’atome habillé. Dans cette image, la
séquence de photons émis par I'atome sous 'effet de Pexcitation laser
apparait comme une séquence de photons émis en cascade par I'atome
habillé descendant le long de son échelle de niveaux d’énergie.
Plusieurs phénoménes physiques sont passés en revue et interprétés
dans ce point de vue.

Pour donner un support quantitatif aux images de la partie C, nous
étudions dans la partie D I'équation pilote qui décrit ’émission
spontanée de I'atome habillé. Utilisant les résultats du chapitre IV,
nous €tablissons ’équation d’évolution de 'opérateur densité o, de
I'atome habillé sous l'effet de son couplage avec le réservoir R. La
projection de cette équation dans la base des niveaux habillés est
analysée en détail a la limite séculaire ot il est possible de négliger les
couplages entre populations des niveaux habillés et cohérences entre
niveaux habillés. Nous montrons également que les équations de Bloch
optiques sont contenues dans ces équations plus générales.
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Les résultats précédents sont enfin appliqués dans la partic E &4 un
certain nombre de probiémes physiques concrets : étude des largeurs et
des poids des diverses composantes du triplet de fluorescence ; étude du
spectre d’absorption enregistré sur un second faisceau laser qui sonde,
soit la transition excitée par le premier faisceau laser, soit une autre
transition partageant un niveau commun avec la premiére ; étude des
signaux de correlations de photons ; étude de la valeur moyenne et des
fluctuations des forces dipolaires.

Mentionnons pour finir que deux compléments prolongent les discus-
sions de ce chapitre dans d’autres directions. Le complément Ay, passe
en revue un certain nombre d’applications de la méthode de I’atome
habillé dans le domaine des radiofréquences. L’émission spontanée est
alors négligeable, mais 'intensité du champ peut étre assez importante
pour que la fréquence de Rabi soit comparable a la fréquence propre de
la transition. Le complément By, montre comment il est possible
d’aborder, dans le point de vue de 'atome habillé, le probléme de la
redistribution collisionnelle du rayonnement.
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B - NIVEAUX D’ENERGIE DE L’ATOME HABILLE

1. Modélisation du faisceau laser

Pour simplifier au maximum la description quantique du champ laser,
nous considérons une cavité sans perfes, dont un seul mode, de
fréquence w;, est excité et contient des photons. Nous associons ainsi
au faisceau laser un mode libre d’une cavité, le « mode laser »
L. D’atome est supposé placé dans la cavité (Fig. 2.b). Le fait qu’il
puisse absorber et émettre de maniére stimulée des photons laser
représente la seule cause possible de variation du nombre des photons
laser.

(a)

N
AN

Atome

\ A
Yy

La

wn

AN

Figure 2 : a - Expérience réelle. L’atome interagit avec une onde laser
incidente.

b - Modélisation utilisée ici. L’atome interagit avec un champ
monomode d’une cavité sans pertes.

Dans I’expérience réelle, ’atome n’est pas en général dans une cavité,
mais interagit dans l'espace libre avec une onde laser incidente
(Fig. 2.a). Pour que la schématisation de la figure 2.b puisque s’appli-
quer a Uexpérience réelle, un certain nombre de conditions doivent étre
satisfaites.

(i) Le champ « vu» par I'atome dans la cavité doit avoir la méme
valeur et les mémes variations spatiales locales que dans 'expérience
réelle.

(ii) La cavité doit &tre suffisamment grande pour ne pas modifier
I’émission spontanée de I'atome.

La condition (i) montre que la valeur exacte du nombre moyen
(N) de photons dans le mode laser n’a pas d’importance. Seul le
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rapport {N)/V (ou V est le volume de la cavité) est significatif,
puisqu’il est relié & la densité d’énergie. Par ailleurs, la condition (ii)
impose de prendre V trés grand. En &ait, nous ferons tendre
(N) et V vers l'infini en gardant (N)/V constant.

Nous supposons également que la largeur AN de la distribution du
nombre de photons laser est trés grande (par exemple, si le mode laser
est dans un état cohérent, AN = «/ (N)). Par ailleurs, le nombre de
photons émis spontanément par I’atome au cours du temps d’interaction
T (correspondant a I'expérience envisagée) est au maximum de l'ordre
de I'T/2, et est égal aussi au nombre de photons qui disparaissent du
mode laser puisque chaque cycle de fluorescence (absorption-émission
spontanée) transfére un photon du mode laser vers les modes intitiale-
ment vides. Dans la limite (N} — o0, V — 0, on peut prendre aussi
AN -~ o et donc AN » I'T, ce qui permet de négliger le nombre de
photons laser absorbés devant AN et de considérer que, pendant toute
la durée T de I’expérience, I'atome est soumis a la méme intensité laser.

Remarque

11 est bien siir possible de considérer aussi des expériences portant sur des
atomes situés effectivement dans une cavité de dimensions suffisamment
petites pour modifier I'émission spontanée de ces atomes. Il faut alors
considérer explicitement les modes de cette cavité réelle. Nous n’aborde-
rons pas ici ces « problemes d’électrodynamique quantique dans une
cavité » (voir les références données a la fin du paragraphe A-1-¢ du
chapitre II).

Dans tout ce qui suit, nous supposerons donc

(NY ,AN »1,TT (B.1)

Nous supposerons aussi que AN, tout en étant trés grand devant 1, est
trés petit devant (N)

(N) > AN » 1 (B.2)

ce qui revient a prendre pour le nombre de photons dans le mode laser
une dispersion, trés grande en valeur absolue, mais trés faible en valeur
relative.

2. Etats non couplés du systéme atome + photons laser

Commengons par négliger I'interaction entre 'atome et les photons
laser. L’hamiltonien du systéme global est alors H; + H, ou

H, = ho, (a+a +% ) (B.3)
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est Phamiltonien du mode laser, d’opérateurs de création et d’annihila-
tion at et a, et

H, = hwy|bY (b (B.4)

est 'hamiltonien atomique, ayant pour états propres les états |b) et
|a) d’énergies hwg et O.

Les états propres de H, + H; sont donc repérés par deux nombres
quantiques : le nombre N de photons laser, le nombre quantique
atomique b ou a. Les états [a,N + 1) et |b,N) sont proches I'un de
I'autre au voisinage de la résonance, c’est-a-dire lorsque

‘BL‘ <<w0 (B'S)
ou
8L=wL_‘wO (B6)

est le désaccord entre la fréquence du laser o, et la fréquence atomique
w. L’écart entre ces deux niveaux vaut 28, le niveau |a,N + 1) étant
au-dessus de |b,N) si 6, est positif. Nous noterons

EN)={|a,N+1) ; |bN)} (B.7)

la multiplicité formée par ces deux niveaux. La figure 3 montre une
telle multiplicité, située & une distance fiw; au-dessous de (N + 1),
formée de |a,N +2) et |b,N + 1) et & une distance hw; au-dessus de
&(N - 1), formée de |a,N) et |b,N - 1)

s la, N +2)
Ty My 16,N+1y W+D
i
:flw,_
y
1o y T e N+
X- Wey 15,3 E(N)
|
:th
|
. haL‘- |a. N &N -1)

Ve |5N-1)

Figure 3. Multiplicités &(N + 1), &(N), £(N — 1) d’états non couplés du
systéme atome + photons laser. L'écart #8, entre les deux niveaux d’'une méme
multiplicité est trés petit devant I'écart fw; entre deux multiplicités adjacentes.
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3. Le couplage atome-photons laser

a) HAMILTONIEN D’INTERACTION

Dans le point de vue dipolaire électrique (voir appendice, §35),
Phamiltonien d’interaction V ,; entre I'atome et le mode laser s’écrit
—d.E, (R) ot d est le dipdle atomique et E, (R) I'opérateur champ
laser, évalué a la position R de I'atome. Avec un choix convenable de
P'origine des coordonnées, le champ E, (R) est égal a:

E.(R)= 2L e (ata®) (B.8)
ST 2V Tt '

ou €; est la polarisation du mode laser. Comme

d=d (¥, +&.) (B.9)
ou d, = (a|d|b) = (b|d|a) est supposé réel et ou
. =1b)al F_=la)<b] (B.10)
V 4 S’écrit finalement
Var=-dE R) =g(&, +F_Xa+a") (B.11)

ol g est une constante de couplage égale a

th
N (B.12)

b) COUPLAGES RESONNANTS ET NON RESONNANTS

L’hamiltonien d’interaction V 4; couple entre eux les deux états de
chaque multiplicité &(N). Nous noterons

vy = {bN|VylaN+1)=g/N+1 (B.13)

I'élément de matrice correspondant. Physiquement, un tel couplage
exprime que 'atome dans I’état |a) peut absorber un photon laser et
passer dans I’état |b).

L’état fa,N + 1) est couplé également par V 4; al’état |b,N +2) qui
appartient 3 £(N + 2). De méme, I'état |b,N) est couplé & |a,N — 1)
qui appartient a &(N —2). En plus des couplages résonnants &
I'intérieur d’'une méme multiplicité, V 4, introduit donc également des
couplages non résonnants entre états appartenant & des multiplicités
différentes, séparées de + 2hw ;. Nous négligerons ici ces couplages non
résonnants. Nous verrons dans le complément A ; (§ 4-b) qu’ils sont &
Porigine du déplacement de Bloch-Siegert en résonance magnétique.
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¢) PERIODICITE LOCALE DU DIAGRAMME D’ENERGIE

La variation relative du couplage vy sur Iétendue AN de la
distribution du nombre de photons laser s’écrit, d’aprés (B.13)

Avy AN +1 1 AN

oy JN<+1 Z<N)

Compte tenu de (B.2), une telle variation peut étre négligée, ce qui
revient a prendre

(B.14)

vy =g V(N) (B.15)

Le fait de prendre un couplage vy indépendant de N entraine que le
diagramme des niveaux d’énergie résultant de la diagonalisation de
H, + H; +V 4 pourra étre considéré comme périodique sur une plage
AN de valeurs de N autour de (N).

d) INTRODUCTION DE LA FREQUENCE DE RABI

Supposons que le mode laser soit dans un état cohérent
| exp( —iwt)y (avec a réel). L'équation (B.8) donne alors en
valeur moyenne, et compte tenu du fait que (N) = a?

(a e "HIE, (R)|a e ¥y = 8 cosw (B.16.2)

ho
G=2¢, /ﬁ VINY (B.16.b)

On sait qu’il est alors correct (voir exercice 17) de traiter le champ laser
comme un champ extérieur classique donné par (B.16.a). C’est ce que
nous avons fait dans le chapitre V. Nous avions alors posé :

n0, = —d,,.8 (B.17)

ol (2, est la fréquence de Rabi que nous supposerons positive. En
reportant (B.16.b) dans (B.17) et en utilisant (B.12), nous pouvons
alors écrire (B.15) sous la forme

vy = h2,/2 (B.18)

ce qui permet d’exprimer le couplage résonnant associé 4 V4, en
fonction de la fréquence de Rabi {2, introduite au chapitre V.

4, Les états propres de ’atome habillé

a) NIVEAUX D’ENERGIE ET FONCTIONS D'ONDE

Lorsqu’on tient compte du couplage vy entre les deux états
|a,N + 1) et |b,N) de &(N) on obtient deux états perturbés que nous
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appellerons états habillés et noterons [L(N)) et |2(N)). Pour
N variant dans Pintervalle AN autour de (N), on peut négliger la
variation de vy avec N et utiliser (B.18). On trouve alors que les deux
niveaux sont séparés par un intervalle

W0 =h /8% + 0} (B.19)

et sont symétriquement disposés par rapport aux niveaux non perturbés
(Fig. 4).

11N ))
genen /S
no, A '
Lv }hﬂ
t
|b, N> ¥
[2(N)>

Figure 4. Niveaux non couplés (partie de gauche)
et niveaux perturbés (partie de droite) de la multiplicité &(N).

Par convention, I’état |1(N)) sera celui de plus grande énergie, de
sorte que les états propres |1(N)) et |2(N)) s’écrivent :

[I(N)) =siné [aN +1) +cos 8 [b,N) (B.20.3)
|2(N)) = cos 8 |a,N +1) —sin 8 |b,N) (B.20.b)
ou I'angle 0 est défini par
3
cotg 26 = — R 0<20 <m (B.21)
1

b) DIAGRAMME D’ENERGIE EN FONCTION DE #w

La figure 5 représente les variations avec hw, des énergies des
niveaux habillés |1(N)) et |2(N)). Les énergies sont repérées par
rapport & I’énergie de 1'état non couplé |a,N). Les droites en traits
tiretés représentent les énergies des états non couplés |a,N +1)
(droite de pente 1 passant par l'origine) et |b,N ) (horizontale d’ordon-
née hw,). Elles se coupent pour #w,; = hiw,. Les énergies des niveaux
habillés {1(N)) et |2(N)) forment les deux branches d’une hyperbole
admettant les droites précédentes comme asymptotes. L’écart minimum
entre les deux branches de I'hyperbole est réalisé pour hw; = fiw; et
vaut alors #f2,.
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} Energie

[1(N))

S la,N +1)

15, N

12(N))

hw |

ﬁwo
Figure 5. Variations avec fiw, des énergies des niveaux habillés |1(N)) et
]2(N)) (en traits pleins). Les droites en traits tiretés représentent les énergies
des états non couplés |a,N + 1) et [bN).

A la différence des états non couplés qui se croisent pour fiw; = fiw,,
les niveaux habillés |1(N)) et |2(N)) se repoussent et forment un
«anticroisement» (*). L’avantage d’une telle représentation graphique,
et d’autres qui seront données dans la suite de ce chapitre, est de
donner une vision globale de plusieurs phénoménes physiques. Ainsi,
quand on fait varier le désaccord 8; = w; — @, de valeurs positives a
des valeurs négatives, on voit sur la figure 5 que I'état |1(N)) passe
continlment de I'état non couplé |a,N +1) & l'état non couplé
|b,N), en passant pour 8; = 0 par une superposition linéaire de ces
deux états avec des poids égaux. Les écarts entre les niveaux perturbés
et leurs asymptotes pour |8,] > {2, représentent les déplacements
lumineux des états atomiques a et b dus au couplage avec le laser. On
voit par exemple sur la figure 5 que le déplacement lumineux de I’état
a est positif pour 8; >0, et négatif pour 8; <0, les conclusions pour
I’état b étant inversées.

5. Manifestations physiques des processus d’absorption et d’émission
induite

Comme nous Pavons déja indiqué plus haut, les couplages décrits par
vy correspondent aux processus d’absorption (|a,N +1) — |b,N))
ou d’émission stimulée (|6,N) — |a,N + 1)). Les manifestations de

(*) Rappelons que nous n'avons pas encore tenu compte de 'émission spontanée.
Lorsqu’on tient compte de ce phénomene, les niveaux perturbés continuent a se croiser si
2, rest pas suffisamment grand devant I' (voir § C-3-c du chapitre III).
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ces processus peuvent étre envisagées d’un point de vue dynamique ou
statique.

Commengons par le point de vue dynamique. Supposons le systéme
dans I'état |a,N +1) a Ulinstant ¢ = 0. Quelle est la probabilité
&P(t) de le trouver dans I’état |b,N) a linstant ¢ 7 Il s’agit 14 d’un
probléme bien connu en mécanique quantique. La probabilité 2(¢) est
une fonction sinusoidale du temps, oscillant & la fréquence de Bohr
2 associée aux deux niveaux perturbés |1(N)) et |2(N)). L’oscillation
est compléete quand les deux niveaux perturbés contiennent tous deux
des proportions égales des états non couplés |a,N + 1) et |[b,N). On
retrouve ainsi le phénomene de « nutation de Rabi » qui, & résonance
(6, =0), s’effectue a la fréquence de Rabi 2,.

D’un point de vue statique, Peffet du couplage se traduit par le fait
que les nouveaux états stationnaires du systeme global ont des énergies
et des fonctions d’onde qui différent de celles des états non couplés.
Nous verrons dans la suite que ces différences sont 4 Porigine de
plusieurs phénoménes importants comme par exemple la modification
des spectres d’émission ou d’absorption de I’atome lorsqu’il interagit
avec le faisceau laser.
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C - LA FLUORESCENCE DE RESONANCE
INTERPRETEE COMME UNE
CASCADE RADIATIVE DE L’ATOME HABILLE

Apres avoir étudié les niveaux d’énergie de I'’hamiltonien H,; de
Patome habillé, nous introduisons maintenant le couplage de ce
systéme avec les modes vides du champ (partie de droite de la figure 1).
Un tel couplage fait apparaitre des photons dans les modes qui étaient
initialement vides. Ce sont les photons de fluorescence quun atome
émet dans tout Pespace lorsqu’il est excit¢é par une onde laser
résonnante, et qui apparaissent ici comme des photons émis spontané-
ment par 'atome habillé. Le but de cette partie est de préciser cette
image physique et de montrer que la fluorescence de résonance peut
étre effectivement décrite en termes de cascade radiative de I’atome
habillé descendant le long de son échelle de niveaux d’énergie par une
suite de processus d’émission spontanée. Nous nous contenterons ici
d’arguments physiques simples. Une é&tude plus quantitative sera
présentée dans les parties D et E suivantes & partir de I’équation pilote
décrivant 'émission spontanée de 'atome habillé, Aprés un bref rappel
des divers temps caractéristiques du probléme (§ 1), nous décrivons la
cascade radiative de ’atome habill¢ et les divers phénoménes physiques
qui lui sont associés. Deux bases différentes sont utilisées : la base non
couplée (§2) adaptée a I'aspect temporel des processus, la base des
niveaux habillés (§ 3) adaptée a I'aspect énergétique.

1. Les divers temps caractéristiques du probléme

Dans le chapitre IV, nous avons introduit deux temps caractéristiques
pour un processus de relaxation comme ’émission spontanée : le temps
de corrélation 7, qui est trés court {7, est inférieur & une période
optique 1/w, car son inverse caractérise I’échelle de variation de la
densité spectrale des fluctuations du vide qui varie en w?) ; la durée de
vie radiative 7 = I'~! qui est beaucoup plus longue et qui est le temps
moyen au bout duquel un atome initialement excité émet un photon.
Quand un atome est excité, on ne peut pas prédire avec certitude
I'instant d’émission du photon (seule la probabilité d’émission par unité
de temps 1/74 est connue). Quand I’émission se produit, le processus
lui-méme dure un temps de 'ordre de 7.

Considérons maintenant les processus d’absorption et d’¢mission
stimulée. D’apres le paragraphe B.S plus haut, le temps caractéristique
qui leur est associé¢ est la période de nutation de Rabi qui vaut
07 !4 résonance et £2 ! dans le cas général (voir (B.19)). Dans tout ce

chapitre (comme d’ailleurs dans le précédent), nous nous limitons au
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cas
r <! (C.1)

La condition (C.1), qui est équivalente & wy > £2,, |8, |, exprime que
la durée 7, d’'un processus élémentaire d’émission spontanée est trop
courte pour que I'interaction avec les photons laser puisse se manifester
pendant ce temps 7.: les photons laser restent « spectateurs». Par
contre, entre deux processus spontanés (échelle de temps I' ), latome
et les photons laser ont le temps de se coupler.

Les images physiques que nous allons donner ci-dessous de la
fluorescence de résonance dépendent bien sir de I'expérience envisa-
gée. Si nous sommes intéressés par I'aspect temporel des phénoménes,
en mesurant par exemple au moyen d’un photodétecteur a bande tres
large les instants d’émission des divers photons émis par I’atome, il est
clair que la description de I'évolution du systéme sera plus simple dans
la base non couplée puisque, pour chaque processus élémentaire
d’émission spontanée, les photons laser restent spectateurs. Si par
contre nous essayons de mesurer I’énergie des photons €mis au moyen
d’un photodétecteur a bande étroite v, le temps de mesure (de I'ordre
de 8v ™) est suffisamment long pour que I’on accéde aux fréquences de
Bohr du systéme couplé atome + photons laser. La base des niveaux de
I'atome habillé est alors plus intéressante.

2. La cascade radiative dans la base non couplée

a) EVOLUTION TEMPORELLE DU SYSTEME

Sur la figure 6, nous avons représenté trois multiplicités &(N),
(N ~-1), &N -2) de niveaux non couplés du systéme
atome + photons laser (les niveaux contenant b €tant & droite des
niveaux contenant a). Les couplages induits par V ,; entre niveaux
d’une méme multiplicité décrivent les processus d’absorption et d’émis-
sion stimulée (fleches horizontales dirigées respectivement vers la
droite et vers la gauche). Comme les photons laser restent spectateurs
au cours d’'un processus élémentaire d’émission spontanée faisant
passer Patome de b a a, les transitions correspondantes relient des états
b et a avec la méme valeur de N (fleches ondulées).

L’évolution temporelle peut alors étre décrite de la mani¢re suivante.
Supposons que le systéme soit initialement dans £(N) ou il effectue une
oscillation de Rabi entre |a,N + 1) et |b,N). A un certain instant, un
« saut quantique » (de durée 7,) se produit de |b,N) vers |a,N) avec
émission spontanée d’un photon. Une nouvelle oscillation de Rabi
commence alors entre |a,N) et |b,N — 1), jusqu’au prochain saut
quantique |b,N — 1% —~ |a,N — 1), et ainsi de suite...
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|a,N+1)——£-H-J£:?—— |6, N>
la, N _E;ﬁ;?_‘ o——1bN-1)
la, N —1) ,"\f 16, N - 2)

Figure 6. Cascade radiative dans la base non couplée. Les fleches horizonta-
les correspondent aux processus d’absorption et d’émission stimulée, les fleches
ondulées obliques aux processus d’émission spontanée.

b) DEGROUPEMENT DE PHOTONS

La discussion précédente montre que, immédiatement aprés I'émis-
sion spontanée d’un photon, 'atome se trouve dans 1’état inférieur
a, le systtme global étant par exemple dans Pétat |a,N) de
&(N —1). Aucune transition spontanée ne part de {a,N) (voir Fig. 6)
et il faut donc attendre un certain temps pour que I’atome passe dans
Iétat |b,N — 1) (par absorption d’un photon laser) et soit de nouveau
capable d’émettre spontanément un autre photon.

Deux émissions spontanées de photons par le méme atome sont donc
nécessairement séparées par un intervalle de temps + dont la distribu-~
tion de probabilité tend vers 0 quand = — 0. Il s’agit 1a d’un effet de
dégroupement de photons qui est typiquement quantique et qui a été
observé expérimentalement (*).

¢) DELAIS ENTRE DEUX EMISSIONS SPONTANEES SUCCESSIVES

Supposons qu’un photon soit émis & I'instant z = 0, par exemple au
cours d’une transition |b,N) — |a,N). A t =0, le systéme est donc
dans I'état {a,N). Comme le photon suivant est nécessairement €mis a
partir de |5,N — 1), la probabilité pour que émission suivante ait lieu
entre 7 et 7 + dr est égale a K(7)dr ol K(7) est I fois la probabilité

(*) H.J. Kimble, M. Dagenais and L. Mandei, Phys. Rev. Lett. 39, 691 (1977) ; M.
Dagenais and L. Mandel, Phys. Rev. Al8, 2217 (1978); I1.D. Cresser, J. Hager,
G. Leuchs, M. Rateike and H. Walther in « Dissipative Systems in Quantum Optics »,
Topics in Current Physics 27, p. 21, ed. R. Bonifacio (Springer Verlag, 1982).
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d’étre dans |b,N —1) a linstant 7 sachant qu'on est parti de
a,N) a ¢t = 0. Pour calculer K(7), on peut donc se limiter aux deux
seuls états de la multiplicité &(N — 1). Le probléme se réduit a celui de
Pévolution de deux états couplés, I'un étant stable (|a,N)), Pautre
instable ({#,N — 1)). Nous avons déja étudié un tel probléme dans le
paragraphe C.3 du chapitre I1I et montré que l'évolution dans la
multiplicité¢ des deux états était décrite par un hamiltonien effectif non
hermitique. Il nous faut donc ici résoudre le syst¢me d’équations :
- 2,
¢ =—>6
0
Péy= —bi—ite,+2c, C2)
2 2
avec la condition initiale ¢ (0) =1 c,(0) =0, et en déduire
K(7) = I'|cy(7)|% On trouve ainsi, pour une excitation résonnante

(6, =0):

.02
K(r) = 1"-)‘-—;- (sin’-"_; ) e~ T7/2 (C.3.2)
2
avec A2= 0} - FT (C.3.b)

(Nous supposons A2 =0, c’est-a-dire 2, = I'/2. Sinon, il faut changer
le signe de A% et remplacer sin par sh).

La fonction K(r) caractérise la répartition des délais = entre deux
émissions successives. Considérons maintenant la succession des ins-
tants aléatoires t,,t,...t,... ou I'atome a émis spontanément des photons
au cours de sa cascade radiative. L’instant ¢, d’émission du n*™ photon
est corrélé avec l'instant t, _; d’émission du photon précédent. C’est
I'effet de dégroupement mentionné plus haut. Par contre, les intervalles
T,=t,—t,_, e 7,_;=t,_;—1t,_, sont des variables aléatoires
indépendantes puisque, aprés DPémission d’un photon a linstant
t,_1, le systtme repart d’un état de type |a,N) indépendamment de
tout ce qui s’est passé avant ¢, _;. La connaissance de la répartition
K(7) des délais entre deux émissions successives est donc suffisante
pour caractériser les propriétés statistiques du processus aléatoire
formé par la succession des instants d’émission. Si les photons émis sont
observés avec un photodétecteur et si l'efficacité n du détecteur est
connue, on congoit aisément qu’il soit possible de calculer, a partir de
1 et de K(7), toutes les caractéristiques du nombre de photons détectés
pendant un temps T (signaux de comptage de photons) (¥).

Dans le paragraphe E.3, nous calculerons le signal de corrélation de

(*) Voir par exemple, S. Reynaud, Ann. Phys. Fr, 8, 315 (1983).
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photons a partir de I’équation pilote de I'atome habillé. Nous justifie-
rons ainsi de manieére précise l'introduction de la fonction K(7) et
toutes les images physiques que nous venons de donner.

3. La cascade radiative dans la base des niveaux habillés

a) TRANSITIONS PERMISES ENTRE NIVEAUX HABILLES

Pour trouver les transitions spontanées permises entre niveaux
habillés, il faut déterminer les paires de niveaux habillés entre lesquels
le dipdle atomique d a un élément de matrice non nul. Nous avons vu
dans le paragraphe C.2 précédent que, dans la base non couplée,
d ne peut relier que les deux niveaux |b,N) et |q,N) appartenant a
deux multiplicités adjacentes §(N) et &(N — 1) (fleche en traits tiretés
de la figure 7). Or, les deux niveaux |{1(N)) et |2(N)) de &(N) sont
tous les deux « contaminés » par |b,N) (voir (B.20)). De méme, les
deux niveaux [1(N - 1)) et |2(N — 1)) de &(N — 1) sont tous deux
contaminés par |a,N). On en conclut que les quatre transitions reliant
les deux niveaux habillés de deux multiplicités adjacentes sont toutes
permises (fleches ondulées de la figure 7). Par contre, comme les deux
états |1(N)) et [2(N)) ne sont pas contaminés a la fois par
|a,N) et |b,N), il n'y a pas de transition permise entre les deux
niveaux habillés |1(N)) et |2(N)) d’'une méme multiplicité. On
montrerait de méme qu’il n’y a pas de transitions permises entre
E(N)et &(N—-p)sip=>1.

11(N))
la, N +1) ?
- hﬁLt Em E(N)
! |6, N 1 [2(N))
| |
| |
:th :
!
| ! [TV - 1))
| |
| [a.N) 4
-1 _ns,} a0 (N -1)
b, N —1) ;
12(N - 1))

Figure 7. Transitions spontanées permises entre niveaux non couplés
(partie de gauche) et niveaux habillés (partie de droite).
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Quantitativement, les quatre éléments de matrice de transition entre
Ji(N)) et |j(N —1)) sont proportionnels aux éléments de matrice
((N)| &, |j(N —1)). Pour N variant dans I'intervalle AN autour de
(N, on peut utiliser Pexpression (B.20) des états |i(N)). Les
éléments de matrice entre (i((N)| et |j(N —1)) de P'opérateur
&, défini en (B.10) sont alors indépendants de N, et sont notés
(#+);- s valent :

AN SN =-1)) = (L ,)y =sinbcos 0 (C.4.3)
N | L, |12(N-1)) =(&F,)y = —sinbcos 6 (C4.b)
A ZL 2N = 1)) = (&) = cos’ 6 (C4.0)
CMNNFL NN -1)) = (&, )y = ~sin® 8 (C.4.9)

b) TRIPLET DE FLUORESCENCE

Les fréquences centrales des raies émises spontanément dans les
transitions permises de la figure 7 valent :

Transition |1(N)) — |2(N — 1)) :Fréquence w, + {2

Transition [2(N)) — [I(N — 1)) :Fréquence w — {2

Transition [i(N)}) — |i(N - 1)) :Fréquence w (C.5)
i=12)

Le point de vue de l'atome habillé permet ainsi de comprendre trés
simplement la structure en triplet du spectre de la lumitre de
fluorescence, formé d’une raie centrale en w; et de deux bandes
latérales en w; * {2.

Pour déterminer les largeurs de ces trois raies, il ne suffit pas de
calculer la largeur naturelle de chaque niveau habillé, qui est égale a la
probabilité par unité de temps d’émission spontanée d’un photon a
partir de ce niveau (donnée par la régle d’or de Fermi). En effet,
comme le diagramme des niveaux de ’atome habillé est périodique, des
transferts de cohérence peuvent se produire (comme pour 'oscillateur
harmonique ; voir complément B;;;, §3.b) entre paires de niveaux
correspondant a4 la méme fréquence de Bohr. Nous verrons plus loin
comment la résolution de ’équation pilote de ’atome habillé permet de
résoudre ce probléme. Nous obtiendrons également pour les poids des
raies des expressions simples en termes de populations des niveaux de
départ et de taux de transition.

c) CORRELATIONS TEMPORELLES ENTRE PHOTONS DE FLUORESCENCE
FILTRES EN FREQUENCE

Supposons {2 > I'. Les trois raies du triplet, dont nous verrons plus
loin qu’elles ont une largeur de l'ordre de I', sont alors bien séparées.
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En interposant devant le détecteur a bande large qui observe la lumiére
de fluorescence un filtre en fréquence de largeur 8w telle que

F'<éw<N (C.6)

et dont la fréquence centrale coincide avec w;, w; + 2 ou w; — 2, on
peut déterminer dans quelle raie du triplet le photon détecté a €té émis
tout en conservant une résolution temporelle meilleure que I' ™',
Pour interpréter les signaux observés dans de telles conditions,
I'image de la cascade radiative entre niveaux habillés est particuliére-
ment commode. Par exemple, dans la cascade représentée sur la
figure 8, le systéme partant de |1(N)) émet un photon w; + 2, ce qui
Paméne en |2(N — 1)), puis un photon w; — {2, ce qui 'améne en
|1(N - 2)}, puis un photon w;, ce qui 'ameéne en |1(N —3))...

JL(ND))
W) 12(¥))
w,_+.Q
[2(N - 1))
w; — 0
12(N -2))
wr
1N ~3))
s =3 2V - 3))

Figure 8. Cascade radiative dans la base des niveaux habillés.

L’'image précédente permet de comprendre simplement les corréla-
tions temporelles entre photons émis dans les diverses raies du triplet.
Alinsi, aprés émission d’un « grand » photon (w; + §2), 'atome habillé
est dans un niveau de type 2 a partir duquel il ne peut émettre qu'un
« petit » photon (w; — 2) ou un « moyen » (w,). Entre deux émissions
de grands photons (w; + {2), il doit donc y avoir nécessairement
émission d’un petit (w; — £2), ce qui raméne l'atome habillé d’un
niveau de type 2 a un niveau de type 1. Les corrélations entre photons
w; + 2 et w; — {2 ont pu étre observées expérimentalement ( *).

(*) A. Aspect, G. Roger, S. Reynaud, J. Dalibard and C. Cohen-Tannoudji, Phys.
Rev. Lett. 45, 617 (1980).
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Remarque

Revenons a P'effet de dégroupement de photons observable avec un
détecteur a bande large (voir § C.2.b plus haut). Comment apparait-il dans
la base des niveaux habillés 7 Immédiatement aprés la détection d’un
photon par un détecteur a bande large, on sait que le systéme est dans un
état ne contenant que a, par exemple [a,N). Or, P'état |4,N) est une
superposition linéaire des deux niveaux habillés |I(N —1)) et
[2(N — 1)) qui ne rayonne pas. L’évolution ultérieure fait varier la
différence de phase entre |[L(N —1)) et j2(N—-1)) a la vitesse
2 et rend possible & nouveau ’émission de lumiére. En d’autres termes,
les oscillations de Rabi observées sur la population de |b,N ), et donc sur
le taux d’émission, apparaissent dans la base habillée comme un signal de
battements quantiques, la cohérence initiale entre les deux niveaux de
&(N — 1) étant préparée percusionnellement par la détection du premier
photon. En mettant devant le détecteur des filtres du type de ceux
envisagés dans ce paragraphe, on supprime ces battements de la méme
maniére que, dans une expérience de battements quantiques, toute
tentative de déterminer a partir de quel niveau le photon est émis supprime
Veffet d’interférence qui est & l'origine du battement.
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D - EQUATION PILOTE DE L’ATOME HABILLE

Dans le paragraphe E-1-a du chapitre [V, nous avons établi I’équation
pilote qui décrit I'émission spontanée d’un atome a deux niveaux
a et b. Pour la discussion de cette partie D, il est utile de rappeler cette
équation et de I'écrire sous forme opératorielle

d ] r
4= =3 Ha0, -5 (F.F 0,40, S V+T S 0, &,

(D.1)

Dans (D.1), o, est I'opérateur densité atomique, H, I’hamiltonien
atomique (B.4), &, et & _ les opérateurs donnés plus haut en (B.10).
La projection de (D.1) sur la base { [a¢),|b) } donne

Opy = — I oy
Oap = [ Ogp — = Tgp

2

qui sont bien les équations (E.5) et (E.6) du chapitre IV (nous
supposons les déplacements radiatifs réinclus dans wg).

Dans cette partie D, nous généralisons V'équation (D.1) pour le
systetme atome + mode laser, c’est-a-dire pour I’atome habillé d’hamil-
tonien H,; = H, + H; +V ,;. Nous commengons (§ 1) par établir la
forme générale de I’équation pilote dans le cadre de I'approximation
des vitesses de variation indépendantes. Nous projetons ensuite cette
équation sur la base des niveaux habillés et interprétons physiquement
les résultats obtenus a la limite séculaire 2 > I" (§ 2). Nous montrons
enfin qu’un état quasi stationnaire peut étre défini pour la cascade
radiative de |’atome habillé (§ 3).

1. Forme générale de I’équation pilote

a) APPROXIMATION DES VITESSES DE VARIATION INDEPENDANTES

La discussion physique du paragraphe C-1 ci-dessus montre que, si la
condition 7, < 2 ~ ! est vérifiée, les photons laser restent « spectateurs »
au cours d’un processus élémentaire d’émission spontanée, car l'oscilla-
tion de Rabi de fréquence 2 n’a pas le temps de s’effectuer pendant le
temps de corrélation 7, d’un tel processus. Par contre, entre deux
processus d’émission spontanée, le couplage V 4, entre 'atome et les
photons laser a le temps de se manifester. L’approximation des vitesses
de variation indépendantes consiste a ajouter indépendamment les
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vitesses de variation de I'opérateur densité o4, de I’atome habillé, dues
respectivement aux processus d’absorption et d’émission induite d’une
part, d’émission spontanée d’autre part, et calculées comme si chaque
type de processus agissait seul. Nous généralisons ainsi I'équation (D.1)
sous la forme

a TarL = — 'l,; (Hpp,04) —
- -ZF- (P S oy + o P FNV+TF oy, (D3)

Il convient de noter la présence de H,; (qui contient V ,;) dans le
premier terme, au lieu de HY’. Nous reviendrons plus loin (voir
remarque du paragraphe D-2-b et complément By;) sur les corrections
qui peuvent étre apportées & 'approximation des vitesses de variation
indépendantes.

Les deux derniers termes de (D.3) décrivent P'effet de I’émission
spontanée. Par projection sur la base non couplée des états propres de
H, + H, ils donnent

(b,N |0 4.|6,N")
(a,N |04 la.N")
(b,N|d4la,N")

~ I (b,N|oy|b,N")
I (bN|o|b,N") D.4)

r ;
~ 2 (BN [oar]aN')

On retrouve bien les mémes équations que pour o4 tout seul (voir
(D.2)), les nombres quantiques N et N’ des photons laser n’étant pas
changés lors du processus.

A partir de maintenant, et pour simplifier les notations, nous écrirons
o l'opérateur densité de I’atome habillé au lieu de o ;.

b) COMPARAISON AVEC LES EQUATIONS DE BLOCH OPTIQUES

Posons
(8, =Y (aN|o|bN)

(S_) = Z {b,N|o|a,N) (D.5)
(S =3 L NIG[BN) — (@N|o|aN)]

Les équation du mouvement de (S,), (S_), (S,) peuvent étre
obtenues a partir de (D.3). On peut vérifier aisément que ces équations

(*) Les opérateurs &, de (D.3) doivent étre aussi compris comme les produits
tensoriels des opérateurs (B.10) par Popérateur unité du mode laser.
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coincident exactement avec les équations de Bloch optiques (A.18) du
chapitre V. Pour les termes d’émission spontanée, un tel résultat n’est
pas surprenant, compte tenu de la similarité entre (D.2) et (D.4). Pour
les termes d’absorption et d'émission induite (contribution du premier
terme de (D.3)), il suffit de noter que la restriction de H,; dans une
multiplicité &(N) de l'atome habillé est représentée, & un terme
constant prés, dans la base { |b,N), |a,N +1) } par la matrice

g( %L ”1> (D.6)
2, 8§,

Or, nous avons introduit dans le chapitre V une représentation
géométrique de l'oscillation de Rabi (associée aux processus d’absorp-
tion et d’émission induite) en termes de spin fictif couplé a des champs
magnétiques (voir paragraphe A-4 du chapitre V). 11 est facile de voir
que la matrice (D.6) coincide avec celle qui représente, dans le
référentiel tournant 0XYZ, I’hamiltonien d’interaction du spin fictif
avec le champ efficace B, (voir figure 1 du chapitre V). Il existe donc
une analogie étroite entre les niveaux habillés |1(N)) et |2(N)) d’une
multiplicité &(N) de 'atome habillé et les états propres du spin fictif le
long de la direction du champ efficace B,. L’angle 2 6 introduit en
(B.21) correspond d’ailleurs & I'angle entre les deux champs B, et
b, de la figure 1 du chapitre V.

Nous avons ainsi montré que les équations de Bloch optiques du
chapitre V sont contenues dans les équations plus générales (D.3). Il ne
faut pas perdre de vue cependant que I'opération de « réduction »
associée a (D.5) (sommation sur N) « condense » toutes les multiplicités
&(N) en une seule, et fait donc perdre 'image de la cascade radiative
E(N) - E(N —1) . (N —2)... et toutes les interprétations physi-
ques simples qui en découlent (voir partie précédente C).

2, Equation pilote dans la base des niveaux habillés a la limite séculaire

a) AVANTAGES DE LA BASE COUPLEE A LA LIMITE SECULAIRE

L’équation opératorielle (D.3) peut étre projetée sur n’importe
quelle base. La base des niveaux habillés est particulitrement commode
pour le premier terme de (D.3) puiqu’elle diagonalise H 4;. Par contre,
les deux derniers termes de (D.3) donnent dans cette base des
équations moins simples que (D.4). Apparaissent en particulier des
couplages entre les populations des niveaux habillés et les cohérences
entre deux niveaux.

La situation se simplifie cependant si I’écart A2 entre les deux
niveaux d’une multiplicité est grand devant #I'. On peut en effet
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négliger alors les couplages « non séculaires » entre populations et
cohérences et retrouver des images physiques simples en termes de taux
de transfert par émission spontanée entre niveaux habillés. Dans toute
la suite de cette partie nous supposerons donc

27T (D.7)

b) EVOLUTION DES POPULATIONS

Projetons I'équation (D.3) sur |i(N)) a droite, (i(N)| & gauche
(avec i =1 ou 2). En négligeant les couplages non-séculaires entre
populations et cohérences, nous obtenons pour la population

Tiwy = (W) o |i(N)) (D.8)
du niveau habillé |i(N)) I’équation d’évolution

Z Fi_.j> TyN) + Z Iy myw ey (D.9)

TNy = (
j=12 =12

ot les taux de transition
Fi =T [GWN)|ZL NN -1))P=T|(L,);1* (D.10)
valent, compte tenu de (C.4)

I, =T, ,=TIcos?dsin?0
I sin*0 (D.11)
Fl_.z = FCOS40

L’interprétation de 1’équation (D.9), écrite pour i = 1

iy = — Ty + Tl + oy epl 2 + Tyw e nliny (D.12)

est trés claire (voir Fig. 9.a). Le niveau |1(N)) se désexcite par
émission spontanée vers les niveaux [1(N —1)) (avec un taux
I ;) et |2(N -1)) (avec un taux I'y_,) et est alimenté a partir des
niveaux |1(N + 1)) (avec un taux I'; ;) et |2(N + 1)) (avec un taux

F2_.1)'

Remarque

Au lieu de déduire (D.9) de (D.3), on pourrait utiliser les équations
générales (C.7) et (C.5) du chapitre IV. Les expressions (D.11) des taux
de transition ne seraient alors retrouvées que si la densité spectrale des
fluctuations du vide (qui varic en w°) peut étre considérée comme
constante d’une composante a l'autre du triplet de fluorescence, c’est-a-
dire si

wl=(w, - 2 =(0;+02)=w; (D.13)
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1N + 1)) =
[2(N +1)) e EN+D)
Y )
1V)) e
12(N)) = ¢(N)
hR Qq
o T
120V - 1))

(b)

Figure 9 : a- Transferts de populations responsables de la variation de la
population du niveau [I1{N))
b - Transfert de cohérence de &(N + 1) vers &(N).

La condition (D.13) n’est autre que la condition de validit¢ (C.1) de
l’approximation des vitesses de variation indépendantes (puisque
7.= 0§ "). On voit ainsi qu’en utilisant directement les résultats généraux
du chapitre IV, on pourrait corriger I’approximation précédente et obtenir
une équation pilote pour 'émission spontanée de I'atome habillé, plus
générale que celle déduite de (D.1) et (D.3).

¢) EVOLUTION DES COHERENCES - TRANSFERTS DE COHERENCE
La projection de (DD.3) a droite sur |2(N)), & gauche sur (1(N)]|
donne
d ,
g (Ao |2(N)) = — i (AWN)| o [2(N)) -
= (AN [ |2(N)) + Kip{UN + 1) |0 |2(N +1)) (D.14)
ou

r

Fp=xT +T 2+, 1+, )= 5 (D.15)

B =

est la demi-somme de I'ensemble des taux de transition hors des
niveaux [1(N)) et [2(N)) et ou

Kip =T (QN)|F_JUN + 1)) 2N + D&, [2(N))
I'(F )5, )y = —I'sin? 8 cos” 8 (D.16)

Le premier terme du second membre de (D.14) décrit ’évolution
propre de la cohérence {1(N)|o |2(N)) a la fréquence f2. Le second
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décrit 'amortissement di aux transitions radiatives des deux niveaux
concernés vers les niveaux inférieurs de (N — 1). Le dernier terme
décrit enfin un transfert radiatif de cohérence de &(N + 1) vers
&(N) (voir Fig.9.b). Comme pour l'oscillateur harmonique (voir
complément B;y, §3-b), il est dd a la périodicité du diagramme
d’énergie qui donne naissance & des cohérences de méme fréquence.

Remarque

Il est possible également de considérer des cohérences entre niveaux
appartenant a4 des multiplicités différentes (avec |N — N’| < AN). Par
exemple, on obtient pour l'équation d’évolution de (1(N)|o|2(N"))
I'expression

2 AMIT 2N = =il + (¥ = No AN | [2AN)) -
=T (AWN) |0 [2(N")) + K'p (LN + 1) [0 |2(N' + 1)) (D.17)
ou I''|,, qui est la demi somme des taux de transition de [1(N)) vers

[N —1)) et [2AN-1)) et de [2(N)) vers |I(N'~—1)) et
[2(N" = 1)), est égal a 'y, et ob

Kp=T (UN)|FL_|UN + 1)) QN+ 1)| &, J2AN’))
=I(&LI)HF)n =Ky (D.18)

On en déduit que, au terme d’évolution propre prés, les cohérences
{(I(N)|o|2(N)) et (1(N)]|o|2(N)) obéissent aux mémes €quations
d’évolution. Une démarche analogue permettrait de montrer que les
cohérences {i(N)|o Ji(N")) aveci = 1,2 obéissent, au terme d’évolution
propre  prés, aux mémes équations que les populations

GN) o [i(N)) = mywy.-

d) POPULATIONS REDUITES ET COHERENCES REDUITES
Les équations d’évolution des grandeurs « réduites »
=Y T (D.19.a)

N
O = Z (AWN) | o |2(N)) (D.19.b)

N
se déduisent aisément des équations (D.9) et (D.14).
Pour les populations réduites 7, et 7,, on obtient

= —m D+ 7m0,

(D.20)
= —am Yy y+m I,
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La solution stationnaire de ces équations

r 3 40
7 = 21 - S D.21.a
YU T 5+ T, cos'0 +sin'e ( )
r, cos*o
= — = D.21.b
2T T ,+T,,  sin®0 +cos'e ¢ )
obéit a I’équation

dite de « bilan détaillé » et bien sir 2 la condition de normalisation
| ey =1 (D.23)
Quant au régime transitoire, il s’écrit
mi(r) = wf+ [m(0) = mi e T o (D.24)
ol la constante de temps T, est U'inverse de

Toop =T+ Ty = I'(cos*d +sin*6) (D.25)

po
La cohérence réduite o, obéit a I'équation d’évolution

Op==~0FR+Ty)op (D.26)
ou le taux d’amortissement I', vaut
Fyy=Tp—Kp=T ( % + cos? § sin? e) (D.27)

{on a utilisé¢ (D.15) et (D.16)). Il convient de noter I'importance du
terme de transfert ( — K|;) qui entraine que I, ne se réduit pas
simplement & I'y, = I' /2.

Remarque

Nous avons vu plus haut (§ D-1-b) que 'opération de réduction (D.5) dans
la base non couplée redonnait les équations de Bloch optiques habituelles.
Nous faisons ici en (D.19) une réduction dans la base des niveaux habillés.
On peut montrer que les équations obtenues (D.20) et (D.26) coincident
exactement avec les équations de Bloch optiques, moyennant les deux
transformations suivantes.

Les équations de Bloch doivent étre écrites, nondanslabase { | = ) } des
états propres de S,, mais dans la base des états propres du spin fictif le long
du champ efficace B, (Fig. 1 du chapitre V). Un tel changement de base
revient & diagonaliser la partie hamiltonienne des équations de Bloch
optiques.

Dans cette nouvelle base, les termes de relaxation dus & I’émission
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spontanée sont moins simples que dans la base { | = ) }. Pour retrouver
(D.20) et (D.26), il faut ne garder que les termes de relaxation séculaires
(dans la nouvelle base).

Comme plus haut, il ne faut pas perdre de vue que la réduction (D.19) fait
perdre I'image de la cascade radiative dans la base des niveaux habiliés
(voir Fig. 8).

Plus généralement, on peut considérer les cohérences réduites

off) = Z(l(N 9o |jiv)) (D.28)

faisant intervenir des cohérences entre niveaux appartenant a des
multiplicités différentes, séparées de ghw;. Les équations (D.17),
(D.18) et (D.27) entrainent alors que

0"5‘9 = [i(qu - ‘Q) - coh] o Z) (D29)

Au terme d’évolution propre prés, les cohérences réduites 0-1(3) et
o, définie en (D.19.b) obéissent aux mémes équations d’évolution. On
montrerait de méme que 0§1) obéit a I’équation d’évolution

off = [l(qwl_ + Q) ~Ty] o (D.30)
et que les deux cohérences réduites o{® avec i = 1,2 obéissent aux
équations couplées

":’ﬂ; = 1:‘1“’1, UHZ - 01(7; ry,+ U%g; r,, (D.31)
0% =iqu o — oIy  +0{P T,

tout a fait analogues aux équations d’évolution (D.20) des populations
réduites.

]

3. Etat quasi stationnaire pour la cascade radiative

a) MATRICE DENSITE INITIALE

A Tinstant initial # = 0, ’'atome dans I'état |a) est mis en présence du
mode laser dans P'état o;, de sorte que 'opérateur densité du systéme
global est

o(0) = |a) (a| ® o, (D.32)

Supposons que I’état o; soit un état cohérent [a) (a| avec

@) = Tl = TSNy 0

N=0 N=
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(nous avons supposé a réel). La distribution initiale po(N) du nombre

de photons laser

_p2aN
NT

est alors centrée en (N) = a? et a pour largeur AN = v/ (N)

satisfaisant a (B.2). A partir de (D.32), (D.34) et (B.20), on peut

calculer toutes les valeurs initiales des éléments de matrice de
o. Par exemple

(UN) o0} [2(N"))

PoN) = (NloL|Ny =cf =e (D.34)

sin 6 cos 8 Cy ,1CN 41

sin 8 cos 8 \/po(N + )pg(N’ + 1) (D.35)
Si l'on considére des cohérences entre multiplicités voisines

(]JN — N'| <« AN), le radical de (D.35) peut étre approximé par

Po(N), de sorte que <(1(N)|o(Q)|2(N')) est voisin de
(I(N)|o(0)|2(N)). Plus généralement, pour |N — N'| petit, on a

(N o) ]j(N")) = (i(N)|o(0)|j(N)) (D.36)

il

b) REGIME TRANSITOIRE ET ETAT QUASI STATIONNAIRE

Soit o y(2) la restriction de o(?) dans la multiplicité &(N) des deux
états |1(N)) et |2(N)). D’aprés ce qui préceéde, I’évolution de
o (1) doit refléter Pexistence de deux phénomenes. Tout d’abord, on
doit retrouver I’évolution transitoire de la matrice densité réduite
introduite au paragraphe D-2-d : les populations et cohérences réduites
doivent tendre vers leurs valeurs stationnaires «{, w3 (données en
(D.21)) et o, = 0 avec des constantes de temps I',} et I'op de 'ordre
de I'"'. Ensuite, comme des photons laser sont absorbés en perma-
nence, la distribution p(N) du nombre de photons laser doit se déplacer
vers le bas. Pendant un temps T, I'ordre de grandeur de ce déplacement
est I'T.

Dés que I'T'> 1, la matrice densité réduite a atteint son état
stationnaire. Comme (N ) et AN sont trés grands devant I'T (condition
(B.1)), on peut négliger le déplacement vers le bas de la distribution
po(N) et considérer un état quasi stationnaire pour la cascade dans
lequel

7 Po(N) (D.37)
o Pe(N) =0 (D.38)

0

Ti(N)
(I(N) | o |2(N))

i

Remarques

(i) Un tel état quasi stationnaire peut étre considéré comme résultant d’un
équilibre dynamique. Revenons a la figure 9.a. Quand N varie de
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* 1, py(N) varie trés peu et (D.37) entraine que m;y , 1) = 7, L’annula-
tion de 7y, dans I'état quasi stationnaire résulte tout d’abord du fait que
ce qui arrive de |1(N +1)) est compensé par ce qui part vers
|1(N - 1)). Ensuite, la condition de bilan détailié (D.22) pour =y et
w3 entraine, compte tenu de (D.37), que ce qui arrive de |2(N + 1)) est
compensé par ce qui part vers |2(N —1)). Le niveau |1(N)}) est donc
traversé par des flux de populations qui s’équilibrent & zéro.

(ii) Nous n’avons considéré ici que I'état quasi stationnaire de
(i(N)| o |j(N)). Pour obtenir celui de {(i(N)|o|j(N")), il suffit de
noter que les deux éléments de matrice obéissent aux mémes équations
d’évolution, au terme d’évolution propre prés (voir remarque, § D-2-c), et
que leurs valeurs initiales sont identiques (voir (D.36)). Dans le régime
quasi stationnaire leurs valeurs ne different donc que par I'exponentielle
d’évolution libre. En particulier

GN) o iN)y = e "MV Eatip(N) (D.39)
AW o |2N)y = e VTV Eap(N) =0 (D.40)
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E - ETUDE DE QUELQUES APPLICATIONS

1. Largeurs et poids des diverses composantes du triplet de fluorescence

Comme premiere application de la méthode de I'atome habillé, nous
déterminons les largeurs et les poids des trois composantes du triplet de
fluorescence émis par I’'atome. Nous repartons pour cela de ’expression
du spectre en régime stationnaire (voir formules (D.8) et (A.15) du
chapitre V)

F(w) = 2% jno (FL (1) _(0)) e"i“"dr

3™

w .
Re J (L. (DL_0)) e " dr (E.1)
0
La moyenne est prise ici dans I'état quasistationnaire défini plus haut
(8 D-3). La normalisation de f (w) a été choisie de fagon que 'intensité
totale

I = J do F(0) = T(FL.0F_(0)) =TI o (E.2)

corresponde au nombre de photons €émis par seconde.

Pour évaluer la moyenne & deux temps qui figure dans la deuxiéme
ligne de (E.1), nous utilisons le théoréme de régression quantique qui
dit que, pour 7 =0, (& _(7)& _(0)) évolue comme (& (7)) . Il nous
faut donc commencer par étudier I’évolution de (&, (7)), c’est-a-dire
encore celle du dipdle moyen.

a) EVOLUTION DU DIPOLE MOYEN

Dans la base des niveaux habillés, Popérateur &, s’écrit, avec les
notations introduites en (C.4)

FLo= 3 (Ly i) GV -1 (E.3)

LN

c’est-a-dire encore

Lo =L+ SU+ ¥ &L (E.4)
avec
FL=(FL )y Y i) GIN - 1) (E.5)

L’intérét de la décomposition (E.4) est que les trois termes du second
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membre contribuent au dip6le moyen avec des fréquences propres
différentes.

Commengons par exemple par calculer la valeur moyenne de
12 11 vient

(P = (LY QN -D|o|IN) = (L) ol (E6)

ot o§) est une cohérence réduite du type de celles introduites plus haut
en (D.28) et dont I’équation d’évolution est, d’aprés (D.30), donné par

d'gll) = [i(wL + 'Q) - Fcoh] Uﬁ) (E7)

L'utilisation de (E.7) dans (E.6) montre alors que
d .
p (FLAT) = [i(wy + D) = T ] (L)) (E-8)

La composante (% !¥7)) du dipdle moyen évolue donc 2 la fréquence
w; + £ et est amortie avec un taux égal & I'.,,. Un calcul analogue
donne pour (&(1))

LU = l(wr - 0) - Tep] (FUDY (B

Considérons maintenant la valeur moyenne des opérateurs &
apparaissant dans le dernier terme de (E.4)

(FEH = (L LGN =D]alilN)) = (&) o (E10)

En utilisant les équations d’évolution (D.31) des cohérences réduites
oD et le fait que, d’apres (C.4.a) et (C.4.b) (£, )y = — (&, ), 00
obtient pour les valeurs moyennes (& 1(7)) et (¥ (7)) les équations
d’évolution couplées

4PV = (oL~ TL)(F D) - To kP
L (PR = =TS TD) +Gop - T (S (B

La matrice 2 x 2 associée a un tel systéme linéaire a pour valeurs
propres iwy et iw; — 'y, 00 Iy, est donné en (D.25). On en déduit
que, apres un régime transitoire, amort1 avec un taux I'y,,, les valeurs
moyennes (& ¥(7)) tendent vers un régime statlonnalre (ou plus

exactement d’oscillation forcée) donné, d’aprés (E.10) et (D.39) par

<y:(7)> "(y )u 1:" it (Elz)
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b) LARGEURS ET INTENSITES DES RAIES LATERALES

Considérons maintenant la contribution de chacun des termes de
(E.4) au spectre (E.1). Le premier, & !4(7), donne naissance 2 la
moyenne a deux temps (& (1) ¥_(0)). Le théoréme de régression
quantique indique que, pour 7 > 0, cette moyenne & deux temps obéit &
une équation d’évolution identique a celle de la moyenne a un temps
(ZX(7)). Lutilisation de (E.8) donne alors pour 7 >0:

% (FANL_(0) = [i(w, + 2) - Ty ] (LTS _(0)) (E.13)
équation dont la solution est
(FHNFL_0) = (FPF_) expli(wy + Q) = Te] 7 (E.14)
Le report de (E.14) dans (E.1) donne

l Fooh
’"'(w—mL—ﬂ)2+F§°h

r{LLy_) (E.15)

c’est-a-dire une raie lorentzienne centrée en w; + {2, de largeur totale
a mi-hauteur 2 I, et de poids (*) I' (¥ 2% _) égal d’aprés (E.5) a

F(FPL ) =N ITr Yy (JUN) N -1)|L_0)

= I(F ) T (& )u ((N)| o [1N)) (E.16)
iN

Or, d’apreés (D.38), (2(N)|o|1(N)) est nul dans le régime quasi

stationnaire. On en déduit, compte tenu de (D.37) et (D.10)

r{es ) = r|('9°+)12|2‘"'f'ZPo(N) =wil_, (E17)
N

L’interprétation physique d’un tel résultat est trés claire. La raie
w; + {2 est émise dans une transition |1(N)) — |2(N —1)) (voir
(C.5)). Le poids de la raie est le produit de la population des niveaux de
départ |1(N)) par le taux I'|_, des transitions |1(N)) — |2(N - 1)).

Un calcul tout 2 fait analogue donnerait pour 'autre raie latérale en
w; — {2 une lorentzienne centrée en w; — {2, de largeur totale 4 mi-
hauteur 2 I' ,;, et de poids

F(SFRS Y =ndT, , (E.18)

(*) Compte tenu de (E.2) et (E.15), le poids d’une raie du triplet est le nombre de
photons émis par seconde dans cette raie.
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Ce poids est égal A celui de Pautre raie latérale donné par (E.17),
d’aprés la condition de bilan détaillé (D.22). Comme les deux raies
latérales ont méme poids et méme largeur, le spectre de fluorescence
est symétrique par rapport a wj.

¢) STRUCTURE DE LA RAIE CENTRALE
Le dernier terme de (E.4) donne naissance a4 la somme des deux
moyennes 3 deux temps (S () ¥ _(0)), avec i = 1,2. Pour 7 >0,

ces deux moyennes & deux temps obéissent, d’apres le théoréme de
régression quantique, a4 des équations d’évolution couplées

L(FUNL_O) =Y By (FIN L @) (E19)

faisant intervenir les mémes coefficients que les équations d’évolution
(E.11) relatives aux moyennes a un temps (¥ Y(7)). Comme les
valeurs propres de la matrice B;; sont égales A iw, et iw; — I'py,, ON €N
déduit que la contribution du dernier terme de (E.4) est de la forme

générale
(LN7) + AL _(0)) = Aexpliw, - Tl + Bexpio 7

(E.20)

Le dernier terme de (E.20), reporté dans (E.1), donne naissance a la
composante cohérente (ou élastique) du spectre de fluorescence

Feon(w) =T'B8(w ~wy) (E.21)

de poids I"B. Quant au premier terme, il fait apparaitre la composante
centrale inélastique du triplet de fluorescence, centrée en w;, de poids
T'A et de largeur totale & mi-hauteur 2 I'y,.

Pour calculer A et B, faisons tout d’abord 7 = 0 dans (E.20). Il vient

A+B=(FNP S+ (F2F ) (E.22)

Un calcul analogue a celui conduisant de (E.16) a (E.17) donne alors
pour le poids total I'(A + B) des deux raies centrées en w; le résultat

L’interprétation de (E.23) est analogue a celle donnée plus haut pour
(E.16). Faisons enfin v I' ;011, dans (E.20). Le premier terme du
second membre de (E.20) est alors nul et les deux opérateurs du
premier sont décorrélés de sorte que

Bexp (iw,7) = (LH(r) + L)), (L O F
= (& Dumd + (L Ipm$ (L (0)) F (E.24)
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d’aprés (E.12). Or, d’'aprés (E.8) et (E.9), seul le dernier terme de
(E.4) contribue a (&, (0)) * qui est donc égal au complexe conjugué
du terme entre crochets de (E.24). On en déduit, en utilisant le fait que
(&) =—(&,), le poids I'B de la raie cohérente

Iy =I'B=1T |(y+)11l2(7"ft“ "75')2 =TI (7] - 7"'2“)2 (E.25)

Finalement, la méthode de I’atome habillé nous a permis d’obtenir
des expressions analytiques pour toutes les caractéristiques (largeurs et
poids) des raies du spectre de fluorescence, dans la limite séculaire
2> T ou ces raies sont bien séparées. En utilisant les expressions
(D.25) et (D.27) de I'y,, et I'yy, ainsi que la définition (B.21) de
6, on peut retrouver tous les résultats obtenus dans le paragraphe D-3-c
du chapitre V pour les largeurs des raies du spectre dans les deux limites
Q,»T, w; = wy d’une part, |8, | > 2,,I d’autre part. Nous obte-
nons ici en plus des expressions treés physiques pour les poids des raies
(voir (E.17), (E.18) et (E.23)) en termes de populations de niveaux
habillés et de taux d’émission spontanée.

2. Spectre d’absorption d’un second faisceau laser sonde

a) PROBLEME PHYSIQUE CONSIDERE

En plus du faisceau laser a w;, en général intense, qui perturbe
Patome sur la transition @ -~ b de fréquence w,, nous considérons
maintenant un second faisceau laser, d’intensité trés faible, et dont la
fréquence @ est voisine, soit de w, (Fig. 10.a), soit de la fréquence

’

w’'y d’une autre transition b .- c partageant un niveau commun
(b) avec la précédente (Fig. 10.B).

e S [
wél wy "\N\:“,-‘Jv‘-

e T
(I)o: wOl
AR €~ rrrns ‘
W : w Wy .y
]

a— Y @ —

(o) (5]

Figure 10. Le second faisceau laser, de fréquence w, sonde, soit la transition
a - b déja perturbée par le premier laser de fréquence ; (Fig. a), soit la
transition b -~ ¢ (Fig. B).
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L’absorption du faisceau laser sonde est mesurée au moyen d’un
détecteur. Nous nous proposons d’étudier ci-dessous la modification du
spectre d’absorption du faisceau sonde due a la présence du faisceau de
fréquence w;.

b) CAS OU LES DEUX LASERS EXCITENT LA MEME TRANSITION

Comme le second faisceau laser est trés peu intense, nous négligeons
toute perturbation introduite par ce faisceau sur les positions, largeurs
et populations quasi stationnaires des niveaux de I’atome « habillé par
les photons w;». La figure 11 représente les multiplicités &(N) et
&(N — 1) de cet atome habillé. Les ronds schématisent les populations
w{ po(N) et 7§ py(N) des niveaux de type 1 et 2 dans le régime quasi
stationnaire. Nous avons supposé 8; <0 (o; < wg), de sorte que le
niveau |1(N)), qui est plus contaminé par |b,N) que |2(N)), est plus
instable et donc moins peuplé (7§ < 7).

15N T [L(N))
? fa, N +1) ™
: @ |2(N))
|
!

- — o —l

&(N)

~+——e TV -1))

.i_ﬁsLt 180

|
la, ¥ P- PN -1) t  ew-1)
Figure 11. Niveaux habillés et populations quasi stationnaires du syst¢me
atome + photons ;. Les fleches ondulées indiquent les transitions qui sont
sondées par le second faisceau laser.

Les transitions qui sont «sondées» par le second faisceau laser
correspondent aux paires de niveaux habillés entre lesquels le dipéle
atomique d a un élément de matrice non nul. Ce sont donc les mémes
que celles qui interviennent dans le triplet de fluorescence, et elles sont
représentées par des fleches ondulées sur la figure 11. Sans entrer dans
le détail des calculs (trés analogues en fait & ceux du paragraphe E-1
précédent), on comprend alors tout de suite que la transition
JI(N)Y - [2(N = 1)) (de fréquence w, + {2) est absorbante puisque,
le niveau inférieur étant plus peuplé que le niveau supérieur, les
processus d’absorption |2(N — 1)) —|1(N)) 'emportent sur les proces-
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sus d’émission induite |1(N))—[2(N —1)). Ces conclusions sont
inversées pour la transition |[2(N))-|1(N -1)) (de fréquence
w; — £2) qui est amplifiante puisque le niveau supérieur est plus peuplé
que le niveau inférieur. Enfin, les deux transitions
|i(N)Y — |i(N — 1)) avec i = 1,2 (de fréquence w;) ne conduisent a
aucune amplification ni aucune absorption puisqu’elles relient des
niveaux également peuplés (*).

La méthode de I’atome habillé permet ainsi de prévoir treés simple-
ment que pour w; < w, et a la limite séculaire (2 > I'), le spectre
d’absorption du faisceau sonde sur la transition @ - b se compose d’une
raie d’absorption, centrée en w; + (2, de largeur 2I"; (taux d’amortis-
sement des cohérences réduites o,), et de poids I'j_ (7§ — 7{), et
d’une raie amplifiante, centrée en w; — 2, de largeur 2I' , et de poids

Iy y(mf —7) (*%).

Remarques

(i) Les résultats précédents peuvent étre interprétés perturbativement a la
limite wy— w; > $2,, I'. Les niveaux |1(N)) et |2(N - 1)) different
alors tres peu de |b,N) et |a,N), de sorte que la raie d’absorption
J2(N = 1)) — |1(N)), dont la fréquence est trés proche de w,, corres-
pond & l'absorption ordinaire 4 — b (a V'ordre 0 en 2,/(wy — w,)). Par
contre, la transition |2(N)) — |1(N — 1)), dont la fréquence est trés
voisine de 2w, — wy, fait intervenir la contamination de {2(N)) par
|6,N) et celle de |1(N — 1)) par |a,N). Cette transition est donc au
moins d’ordre 2 en £2,/(w, — ;). Le mécanisme d’amplification est li€ a
un processus a trois photons : passage de I'atome de a & b par absorption
de deux photons laser w, et émission stimulée d’un photon 2w; — w (voir
figure 28 du chapitre II).

(ii) Les résultats mentionnés ci-dessus ne sont évidemment valables que
pour un ensemble d’atomes immobiles. Lorsque I'on tient compte de la
distribution des vitesses, de nouveaux effets apparaissent puisque, pour
chaque classe de vitesse, les faisceaux habillant et sonde voient leur
fréquence déplacée par effet Doppler. La situation ol ces deux faisceaux
ont méme fréquence et se propagent en sens opposés (géométrie de la
spectroscopie d’absorption saturée) est étudiée dans Yexercice 20 a la
limite ku> 2,> I' (ku étant la largeur Doppler de la transition). On
montre notamment dans cet exercice que, méme lorsque w = w; = w,, le
milieu n’est pas totalement transparent pour le faisceau sonde.

(*) Ces résultats ne sont valables que dans le cadre de I"approximation séculaire. Les
termes non séculaires donnent naissance a des processus d’amplification ou d’atténuation
pour |w; —w| ~T. Leur importance est toutefois plus faible, par un facteur
I'/Q,. Pour plus de détails, voir: B.R. Mollow, Phys. Rev. A5, 2217 (1972);
G. Grynberg, E. Le Bihan et M. Pinard, J. Physique, 47, 1321 (1986) ; M.T. Gruneisen,
K.R. MacDonald and R.W. Boyd, J.O.S.A. B 5, 123 (1988).

(**) Ces effets ont été observés expérimentalement. Voir par exemple F.Y. Wu,
S. Ezekiel, M. Ducloy and B.R. Mollow, Phys. Rev. Lett. 38, 1077 (1977).



VI.E.2 Etude de quelques applications 425

¢) CAS OU LES DEUX LASERS EXCITENT DEUX TRANSITIONS PARTA-
GEANT UN NIVEAU COMMUN - EFFET AUTLER-TOWNES

Nous considérons maintenant la situation de la figure 10.p et suppo-
sons w, et o'y suffisamment différents pour qu’on puisse négliger toute
perturbation produite par le laser intense de fréquence w; ~ w, sur le
niveau ¢ (le laser w; est trop loin de résonance pour la transition
b« ¢).

Sur la partie gauche de la figure 12, nous avons représenté les niveaux
non couplés [a,N +1), |b,N) et [c,N). Comme w, est proche de
wg, les niveaux |a,N +1) et |b,N) sont proches et séparés de
7|8, | (nous supposons w; < w, de sorte que |b,N) est au-dessus de
|a,N + 1)). La distance entre |b,N) et |c,N) est iw'y. Sous I'effet du
couplage V4, les niveaux |a,N +1) et |b,N) donnent naissance aux
deux niveaux habillés |1(N)) et |2(N)) séparés par #42 : par contre,
|c,N) qui n’est pas proche des niveaux |b,N +1) auxquels il est
couplé reste inchangé (*) (partie de droite de la figure 12).

e, N)

A % [es N

|

}

{
hm(;:

|

i 16, N o~ [1N ) '
haL¢ Eh.(z

&N +10 120y ¥

Figure 12. Niveaux non couplés (partie de gauche) et niveaux habillés
(partie de droite) permettant d’interpréter le doublet Autler-Townes (fleches
ondulées).

Les transitions, de fréquences voisines de w 'y, qui sont sondées par le
second faisceau laser, sont celles qui se réduisent & la transition
|e,N) < |b,N 2 la limite 2, = 0. Comme les deux niveaux habillés
|1(N)) et |2(N)) sont tous deux contaminés par |{b,N), on voit
apparaitre, pour 2, # 0, deux transitions : |¢,N) «- [1(N)) de fré-
quence w'o— (2 +8;)/2 et |c,N) — |2(N)) de fréquence
w'g+ (2 — 8,)/2 représentées par les fleches ondulées de la figure 12,

Ainsi, la méthode de I’atome habillé permet de prévoir simplement
que l'excitation par un laser intense d’une transition a -~ b dédouble la

(*) Ces couplages non résonnants introduisent en fait un léger déplacement lumineux
de Pétat |c,N) que nous négligerons ici.
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raie d’absorption d’un second faisceau laser sonde sur une autre
transition b -« ¢ partageant un niveau commun avec 4 -- b. Le doublet
correspondant est appelé « doublet Autler-Townes» (*). Si, {2, étant
fixé, on fait varier w; — wg, I’écart entre les deux composantes du
doublet varie et passe par une valeur minimale égale & (2, pour
w; = w,. Si le niveau |¢,N) est non peuplé en I'absence du faisceau
sonde, le poids de chaque composante |i(N)) -~ |¢,N) du doublet
Autler-Townes est proportionnel au produit de la population station-
naire = du niveau |i(N)) (donnée en (D.21)) par le taux de transition
de |i(N)) vers |c,N) proportionnel & | (i(N)|b,N) |2 La largeur de
la raie [i{(N)) -~ |c,N) est la somme de la largeur du niveau

¢ et de celle du niveau [i(N)) égale a Y TI'; ;.
i

Remarque

Comme dans le paragraphe E-2-b précédent, il est possible de donner une
interprétation perturbative des deux raies a la limite w, — @; > 2,,I". Le
niveau |1(N)) differe alors trés peu de |bN) et la raie
|1(N)> — |c,N}, de fréquence trés proche de vy, correspond a ’absorp-
tion ordinaire (d’ordre 0 en 2,/(w, — w,)) entre le niveau b et le niveau
¢ (Fig. 13.a). La transition |2(N)) — |¢,N), de fréquence voisine de
@'y + 0y — w,, fait intervenir la contamination de |2(N)) par |b,N).
Elle est donc au moins d’ordre 1 en 2,/(w, — ;). Elle correspond au
processus d’absorption & deux photons de la figure 13.8 ol ’atome passe
de @ & ¢ en absorbant un photon laser w, et un photon du laser sonde.

c c
w5 Wo+ wy—wp
b b
@y
a a
(a) 8)

Figure 13 : Interprétation perturbative du doublet Autler-Townes a la limite
wo—w; > 0,,8,.
a - Processus direct a un photon sonde entre b et ¢
B - Processus 4 deux photons (un photon laser et un photon sonde) entre
aetec.

(*) S.H. Autler and C.H. Townes, Phys. Rev. 100, 703 (1955). Voir aussi
C.H. Townes and A.L. Schawlow, Microwave Spectroscopy, Dover, 1975 § 10-9.
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3. Corrélations de photons

Dans la partie D du chapitre V, nous avons introduit la moyenne a
deux temps

(FL.OL,(t+7)F_(t + 1L _() (E.26)

qui intervient dans la densité de probabilité de détecter, sur la lumiére
émise par I'atome, deux photons séparés par l'intervalle 7 (voir la
formule (D.27) du chapitre V qui, en régime stationnaire, ne dépend
que de 7). Nous allons calculer ici un tel signal de corrélation de
photons et montrer que le résultat obtenu confirme l'image de la
cascade radiative de l'atome habillé donnée plus haut (§ C-2).

a) CALCUL DU SIGNAL DE CORRELATION DE PHOTONS

Dans (E.26), les opérateurs sont considérés dans le point de vue de
Heisenberg. Par exemple

y+ (t + ‘r) - e"H('+T—'o)/"y+ e—iH(x+ T—to)/h (E.27)

ou H est I'hamiltonien (A.l) du systtme global « atome + mode
laser + modes vides » et £, un instant initial. Les états du systéme global
seront décrits en utilisant la base non couplée |s,N;{n;}), ob
s =a ou b, et ol les n; représentent les nombres de photons dans les
modes autres que celui du laser. En particulier | {0} ) représente le
vide pour tous ces modes.

Soit o 4, x(t;) lopérateur densité du systéme global (pour plus de
clarté, nous revenons dans ce paragraphe a des notations plus détaillées,
du type o,z pour le systtme global, o,, pour le systtme
atome + mode laser...). Compte tenu de I'invariance d’une trace par
permutation circulaire, (E.26) s’écrit

%,(7) = Te[e ™ Vg P (NS _(1)F e 0 k(t0) ]
=TI, S e P _ 0, ()F H /M (E.28)
Nous avons utilisé la relation
A aLr(to) € He-/h _ o ALr(®) (E.29)

Par ailleurs, compte tenu de (B.10) et du fait que tous les opérateurs de
(E.28) agissent dans ’espace des états du systéme global, I'opérateur
&L, FL_ séerit

L= Z [6,N;{n;}) 6N {n}| (E.30)

N.{(n;}
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ce qui donne finalement pour la trace figurant dans (E.28)
E7) =
= Y BNi{m}| e TS oS T MBN {0} )

N.{a}

(E31)

Jusqu’ici, nous n’avons fait aucune approximation. Nous allons
maintenant négliger les corrélations entre I’atome habillé (systéme
A + L) et le réservoir R des modes vides, et approximer la matrice
densité du systéme global par

Tar(t) =0,4,) @ | {0})({0}]| =
=Y [S,N; {0} ) (s,N[oy ()]s \N'){s',N'; {0} | (E.32)

s N’

ol o 4,(2) est la matrice densité de I’atome habill€. Une telle approxima-
tion a déja été discutée en détail dans le paragraphe D-4 du chapitre IV.
Elle est justifiée par le fait que les corrélations entre A + L et le
réservoir R a 'instant ¢ s’évanouissent au bout d’un temps de I'ordre du
temps de corrélation 7, de R et ne sont donc pas importantes si on se
limite dans (E.26) 4 des temps 7 7. C'est d’ailleurs le méme type
d’approximation qui est utilisé pour établir le théoreme de régression
quantique. .

L’approximation précédente et 'expression (B.10) de &, permettent
d’écrire lopérateur & _ o 4;p(1)&, apparaissant dans (E.31) sous la
forme :

F_ourf)S, =
= Y [aN5{0})b.N'|o()|b,N") (a,N"; {0} | (E.33)

Lorsqu’on porte cette expression dans (E.31), on voit apparaitre le
produit des amplitudes de probabilité

(b,N;{n;} |exp(—iH7 /A)|a,N'; {0} )
et
(b,N;{n;} |exp(—iH7/B)|a,N"; {0} ) *

Or, la premi¢re amplitude n’est non négligeable que siN' — 1 - N =
Y n;. En effet I'état |a,N") appartient a la multiplicité &(N'—-1) de

I'atome habillé tandis que I'état |b,N) appartient a la multiplicité
&(N) et ’écart entre les numéros des deux multiplicités doit correspon-
dre au nombre de photons émis spontanément. De méme, I'autre
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amplitude n’est non négligeable que si N" -1 - N = Zni. On en

déduit que les seuls termes non négligeables provenant de la double
somme sur N’ et N" de (E.33) sont les termes N’ = N". Nous obtenons
finalement

ZOED) (z | (b,N {n;} |e-*'”f/"1a,N';{0}>|2) x

NN’ {n;}

x (b,N'|o () 1b,N"S (E.34)

b) DISCUSSION PHYSIQUE

Interprétons le terme général de la somme figurant au second
membre de (E.34). Le second facteur n’est autre que la population
m,nt) de I'état |b,N') a linstant ¢. Pour t — to > I'™!, cette popula-
tion tend vers la population quasi stationnaire 7, y.. Quant au premier
facteur, il représente physiquement la probabilité #(b,N;7[a,N';0)
pour que I'atome habillé soit dans I’état |b,N) a I'instant 7 sachant que
le systéme est parti & I'instant 0 de I’état |a,N'). Comme I’évolution
pendant ce temps T est due, soit aux processus d’absorption et
d’émission induite qui font osciller le systéme entre les états |a,N') et
|b,N'— 1), soit aux processus d’émission spontanée qui le font
descendre vers les multiplicités inférieures (voir  Fig. 6),
#b,N;r|a,N';0) nestnonnulque siN =N' -1, N' -2, N'—3...
Finalement, nous avons montré que le signal de corrélation de photons
(E.26) s’écrit

D PObN' —p;t|a,N50) myp (E.35)
£

p=123.

L’interprétation physique de (E.35) est trés claire. Pour émettre le
premier photon qui est détecté a I’instant ¢, ’atome doit étre dans I’état
excité b. C’est la raison pour laquelle la probabilité , . de trouver
l'atome dans 1’état b,N' apparait dans (E.35). Immédiatement aprés
cette émission, 'atome se retrouve dans 1’état a, les photons laser
demeurant spectateurs : c’est le saut quantique b,N' — a,N' considéré
dans le paragraphe C-2-a. Pour émettre le second photon qui va étre
détecté un instant 7 aprés le premier, 'atome doit repasser de
a a b pendant ce temps 7. Le second terme de (E.35) donne la
probabilité d’un tel passage, qui est elle-méme décomposée en plusieurs
contributions |a,N') — |b,N' —p) avec p=1,2... Pour p=1, le
second photon détecté est émis & partir de |6,N’ — 1) qui appartient a
la méme multiplicité que ja,N'). Le terme p = 1 de (E.35) correspond
donc au cas ol le second photon détecté & ¢t + T est le premier photon

a

de fluorescence émis apres le premier photon détecté a ¢t. Le terme
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p =2, qui correspond & une émission & partir de |b,N’' — 2}, corres-
pond au cas ol le second photon détecté a ¢ + 7 est le second photon de
fluorescence émis aprés le premier photon détecté a linstant ¢, le
premier photon de fluorescence (€mis a partir de |b,N' — 1)) n’ayant
pas été détecté, et ainsi de suite... Nous voyons ainsi que le signal de
corrélation de photons est parfaitement interprétable au moyen de
Pimage de la cascade radiative introduite plus haut.

Montrons enfin qu’il est possible de transformer I'expression (E.35).
Le second terme de (E.35) ne dépend que de p et non de
N' (pour N’ variant i Vintérieur de la largeur AN de la distribution du
nombre des photons laser). La somme sur p de ce terme représente la
probabilité P(b;7|a;0) d’étre dans b & linstant 7 si 'on part de
a & I'instant 0. La somme sur N' du premier terme de (E.35) représente
quant a elle la probabilité , d’étre dans I’état b. 1l est donc possible
d’écrire (E.35) sous la forme

P(b;7|a;0) m, (E.36)

Le résultat (E.36) aurait pu étre obtenu 2 partir des équations de
Bloch optiques et du théoréme de régression quantique (*). L’avantage
du point de vue de I'atome habillé est de conduire 4 des expressions
comme (E.35) ol apparaissent explicitement les contributions des
diverses étapes de la cascade radiative. En particulier, le terme
p = 1 fait apparaitre la fonction #(b,N' — 1;7 |a,N';0) qui est directe-
ment reliée a la fonction () introduite plus haut (§ C-2-c) et donnant
la répartition des délais entre deux émissions successives. On a en effet

K(r) =T 2b,N' ~1;7 |a,N";0) (E.37)

Une telle fonction n’est pas aisément calculable a partir des équations
de Bloch optiques qui conduisent plutét a la fonction

J(t) = I Z(b;7 |a;0) (E.38)

donnant la répartition des délais entre deux émissions quelconques (non
nécessairement successives).

Remarque

Comparons les deux fonctions J(7) et K(7) pour une excitation résonnante
(8, = 0) et saturante ({2, » I'). On trouve a partir des équations de Bloch
optiques

It

J(r) = [1 —e’ 7 cos nlf] (E.39.2)

|~y

(*) Voir par exemple Cohen-Tannoudji, p. 98.
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alors que l'expression (C.3) de K(7) donne

T

r -
K(r) =3 [1 —cos ;7] e (E.39.b)

Pour < ', I'émission spontanée peut étre négligée. Les deux fonctions
sont alors égales et refletent l'oscillation de Rabi résonnante entre
|a,N'> et |b,N' —1). Par contre, pour 7 » I" "}, K(7) tend vers zéro (la
premiére émission aprés la premiére détection a siirement eu lieu) alors
que J(7) tend vers I' /2 qui n’est autre que I' 7}’ En effet, (b;7|a;0) a
alors perdu tout souvenir des conditions initiales & = = 0 et tend vers la
population stationnaire de b.

¢) GENERALISATION A UN SYSTEME A TROIS NIVEAUX: FLUORES-
CENCE INTERMITTENTE

Un autre avantage de la méthode de I'atome habillé, pour I’étude des
corrélations de photons, est de pouvoir &tre aisément généralisée & des
situations plus complexes que celles étudiées ici. Considérons par
exemple le cas ol deux transitions atomiques @ -~ b et @ - b’ partant
toutes deux de P'état fondamental a, et de fréquences propres
wy et w'y, sont simultanément excitées par deux faisceaux laser
L et L' de fréquences w; et w’; respectivement voisines de
wo et o’y (Fig. 14). Les largeurs naturelles des niveaux excités
b et b’ sont notées I' et I''.

Figure 14. Configuration de niveaux permettant d’observer
la fluorescence intermittente.

La fonction K(7) donnant la répartition des délais 7 entre deux
émissions successives (que ces émissions aient lieu sur la transition
b — a ou sur la transition b’ — a) peut étre calculée par une méthode
tout a fait analogue a celle du paragraphe C-2-c. Considérons pour cela
I'atome habillé par les deux modes laser L et L'. Les niveaux non
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couplés du systtme A + L + L', repérés par les nombres quantiques
atomiques a, b ou b’ et les nombres N et N’ de photons laser
w; et w';, se groupent maintenant en multiplicités &(N,N') de
dimension 3 :

EWN,N) ={|aN+1,N +1%,|b,N,N' +1),]6',N + ,LN') }
(E.40)

Immédiatement aprés I’émission d’un photon, ’atome est projeté dans
Pétat |a) et le systtme global se trouve par exemple dans 1'état
la,N + 1,N' + 1) de &(N,N’). Les interactions entre A et L et entre
A et L', caractérisées par les fréquences de Rabi £, et Q',, couplent
un tel état aux deux autres états | b, N, N + l)et | b, N'+1,N') de
€ (N, N’) & partir desquels I'atome peut émettre spontanément un
photon avec des taux I' et I”. Tant que l'atome n’a pas émis
spontanément de photon, le systéme reste dans la multiplicité
€ (N, N’) et son évolution peut donc étre décrite par un hamiltonien
effectif non hermitique (voir chapitre III, § C-3). De maniére plus
précise, si

[()) =ct)|a,N +1,N' +1) +¢(0)|B,N.N' +1) +
+cp()|B' N +1,N") (E.41)

est la projection dans &(N,N’) du vecteur d’état du systeme, les

coefficients ¢, ¢,, ¢, obéissent & des équations couplées analogues a
(C.2)

ic, = (12¢/2) ¢y + (2'/2) ¢
iey= =8¢, —i(I'/2)c,, +(2,/2) c,
iC.bA = — SVLCb' —l(FI/Z) Cbr + (0’1/2) C, (E.42)

ol 8; =w;—wyetd'; = w'y — w'ysont les désaccords de fréquence
des deux excitations laser.

La fonction K(7) donnant la répartition des délais r entre deux
émissions successives est égale & la probabilité d’émission a l'instant
7 d’un photon par I'atome habillé dans I'état (E.41), avec la condition

initiale |¢(0)) = |a,N + 1,N’ +1). Elle est donc égale a
K(7) = T|cp(7) |2+ I |cpT) | (E.43)

ou ¢,(1) et ¢,(7) sont les solutions des équations (E.42) satisfaisant aux
conditions initiales ¢,(0) = 1, ¢,(0) = ¢;.(0) = 0.

Les solutions ¢,(7) et ¢, () des équations (E.42) sont des superposi-
tions d’exponentielles exp( — A ,7) ol les — A, sont les racines caracté-
ristiques du systeme (E.42). Une situation particulitrement intéressante
est celle ou I'>TI' (le niveau b’ étant par exemple un niveau
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métastable de durée de vie beaucoup plus longue que celle de
b). Pour des valeurs suffisamment faibles de {2';, on trouve alors que
Pune des racines — A, fait apparaitre un temps d’amortissement (de
ordre de (I"')~!) beaucoup plus long que les deux autres. Il s’ensuit
que K(7) a alors une composante qui décroit trés lentement avec
7. Un tel résultat signifie qu’il y a une probabilité non nulle pour que
deux émissions successives soient séparées par un temps trés long,
beaucoup plus long que le temps moyen (de I'ordre de I~ ') séparant
deux émissions successives lorsque, seule, la transition b -. g est excitée
par un laser résonnant et intense. Le fait de rajouter I’excitation laser a
w'; sur la transition a -~ b’ peut donc arréter la fluorescence de I'atome
pendant un long intervalle de temps et faire apparaitre des « périodes
noires » dans cette fluorescence.

La méthode de I’atome habillé permet ainsi d’étudier simplement (*)
ce phénomene de «fluorescence intermittente » dont l'interprétation
qualitative est la suivante. Toute absorption d’un photon laser
w’'y par 'atome met ce dernier dans le niveau b’ ol il peut rester
pendant un temps de I'ordre de (I'")~! et se trouve ainsi soustrait a
Paction du laser a4 w;. L’intérét d’une telle méthode, dite « méthode
del’étagere » (**) est de permettre de détecter I'absorption d’un seul
photon w’; (qui met I'atome sur « ’étagére » b') par I'absence d’un trés
grand nombre de photons de fluorescence sur la transition a -~ b. Un
autre intérét est de permettre de détecter par I’arrét ou le rétablissement
de la fluorescence les « sauts quantiques » que 'atome effectue entre
a et b' sous leffet de lexcitation laser a o', (***). Plusieurs
expériences ont permis d’observer de tels sauts quantiques sur un ion
unique piégé (****).

Remarque

Une autre situation intéressante est celle d’'un atome ayant deux niveaux
inférieurs a et a’ couplés tous deux & un méme niveau excité b (voir
Fig.15).

(*) Voir par exemple C. Cohen-Tannoudji et J. Dalibard, Europhysics Letters 1, 441
(1986).

(**) Une telle méthode a été proposée par H.G. Dehmelt, Bull. Amer. Phys. Soc. 20,
60 (1975).

(***) Le lien entre les sauts quantiques et la fluorescence intermittente a été souligné
par R.J. Cook and H.J. Kimble, Phys. Rev. Lett. 54, 1023 (1985).

(****) W. Nagourney, J. Sandberg and H. Dehmelt, Phys. Rev. Lett. 56, 2797
(1986) ; Th. Sauter, W. Neuhauser, R. Blatt and P.E. Toschek, Phys. Rev. Lett. §7, 1696
(1986) ; J.C. Bergquist, R.G. Hulet, W.M. Itano and D.J. Wineland, Phys. Rev. Lett.
57, 1699 (1986).
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Wy

a

Figure 15. Configuration de niveaux permettant
d’observer les résonances noires.

Lorsque les deux transitions a «~ b et a’ - b sont simultanément excitées
par deux faisceaux laser de fréquences w; et w’; telles que la condition de
résonance Raman fi(w,; — w';) = E', — E, est satisfaite, on observe une
disparition compiéte de toute fluorescence (« résonances noires») (*).
Dans le point de vue de 'atome habillé, un tel phénomene est da a
I'existence, dans chaque multiplicité &(N,N '), d’un niveau habillé (c’est la
combinaison linéaire de |a',N,N’+1) et |a,N +1,N') non couplée a
|b,N,N") par Yinteraction atome-laser) qui est stable vis-a-vis de I'émis-
sion spontanée, et dans lequel les atomes viennent se piéger (**).

4. Forces dipolaires

Pour terminer cette partie E, nous considérons maintenant le pro-
bléme des forces dipolaires liées aux gradients d’amplitude du champ
laser (voir § C-2-d du chapitre V). Nous introduisons tout d’abord des
diagrammes d’énergie donnant les énergies des niveaux habillés en
fonction de la position de I’atome dans le champ laser (§ a). Nous
montrons ensuite comment ces diagrammes d’énergic permettent de
comprendre simplement la valeur moyenne (§ b) et les fluctuations
(8 ¢) des forces dipolaires.

(*) La premiére observation de ce phénoméne est rapportée dans G. Alzetta,
A. Gozzini, L. Moi and G. Orriols, Il Nuovo Cimento 36B, 5 (1976).

(**) Voir par exemple P.M. Radmore and P.L. Knight, J. Phys. B15, 561 (1982) ; J.
Dalibard, S. Reynaud et C. Cohen-Tannoudji, dans « Interaction of Radiation with
Matter, A Volume in honour of Adriano Gozzini », Scuola Normale Superiore, Pisa
1987, p. 29.
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a) NIVEAUX D’ENERGIE DE L’ATOME HABILLE DANS UNE ONDE LASER
INHOMOGENE SPATIALEMENT

Si 'amplitude de 'onde associée au mode laser varie dans 'espace, il
en est de méme de la fréquence de Rabi 2; qui dépend du point
r ou se trouve 'atome et que nous noterons donc £2,(r) (*).

La figure 16 représente les variations, en fonction de la position
r de Patome, des énergies des niveaux habillés des multiplicités
&(N) et £(N - 1). Hors du faisceau laser, £2,(r) tend vers zéro et ces
niveaux se raccordent aux états non couplés |a,N + 1) et |b,N) pour
&(N), |a,N) et |b,N — 1) pour &(N — 1), séparés par 45, (la figure
est faite pour 8; > 0). A Tintérieur du faisceau laser, £2,(r) est non nul

et I'écart
a0(r) =4 /) + 62 (E.44)

entre les deux niveaux habillés d’'une méme multiplicité est d’autant
plus grand que 2r) est plus grand.

[1(N) ;1)
/
|a,wN+l)
i A
haw 1RO () +fursL
&N
' A
; 12(N) ;6>
Hors du H Dans le Hors du
laser 1 laser laser
——ipe -t S ol ]
Er Position
§ [1(N =1);1)
la, N " la, N>
A
(L | A2 (r) fﬁa
L
Y Tewv-1)
16N - 1) |6,N -1)
[2(N —-1);r1)

Figure 16. Variations, en fonction de la position r de I'atome,
des énergies de quelques niveaux de P'atome habillé.

(*) Les modes propres utilisés pour quantifier le champ ne sont pas ici des ondes
planes, mais des modes reproduisant la dépendance spatiale du champ laser.
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Commengons par négliger I'émission spontanée. Supposons que le
systéme soit dans I'état |1(N)) ou |2(N)) et que I'état externe de
l’atome soit décrit par un paquet d’ondes de dimensions trés petites
(devant la longueur d’onde du champ laser) et se déplagant suffisam-
ment lentement pour qu’on puisse négliger toute transition non
adiabatique d’un niveau a 'autre. Le systéme va alors suivre adiabati-
quement le niveau |1(N)) ou |[2(N)) dans lequel il se trouve
initialement, et les courbes d’énergie de la figure 16 apparaissent dans
ce cas comme des courbes d’énergie potentielle V,y(r) et V,u(r).
L’atome habillé subit donc une force

F = -V V() = - gv () (E.45.2)
s’il est sur un niveau de type 1 et une force
F, = —V V() = + g v O(r) = - F, (E.45.b)

s’il est sur un niveau de type 2. Nous aboutissons ainsi 4 I'image d’une
force agissant sur I’atome habillé et qui dépend du type d’état interne 1
ou 2 dans lequel il se trouve. 11 s’agit en quelque sorte d’un « effet Stern
et Gerlach optique » tout a fait analogue a l'effet Stern et Gerlach
habituel se produisant pour un spin 3 dans un champ magnétique
inhomogene.

L’émission spontanée fait cascader Patome habillé le long de son
diagramme d’énergie. Les transitions radiatives qu’il subit peuvent
changer le type d’état (1 ou 2) dans lequel il se trouve (par exemple, la
transition |1(N)) — |2(N — 1)) le fait passer d’un état 1 4 un état 2),
ce qui fait changer brusquement le signe de la force qui agit sur lui.
Nous aboutissons ainsi & I'image physique d’'une force lumineuse
agissant sur ’atome et dont le signe change aléatoirement au cours du
temps.

b) INTERPRETATION DE LA FORCE DIPOLAIRE MOYENNE

En régime stationnaire, la force dipolaire moyenne apparait comme
la moyenne des forces F, et F, = — F, données en (E.45), pondérées
par les proportions de temps passées dans les niveaux de type 1 et 2, qui
ne sont autres que les populations réduites stationnaires =i et
ar$’ introduites dans le paragraphe D-2-d plus haut.

Fap) =Fy i 4 Fymf =~ SV Q@) [nf~ 78] (E46)

Compte tenu, des valeurs données plus haut a la limite séculaire pour
(), =wf et 7§ (voir (E.44), (D.21) et la définition (B.21) de
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6), on peut montrer que expression (E.46) coincide bien avec la valeur
trouvée au paragraphe C-2-d du chapitre V 4 partir des équations de
Bloch optiques (voir référence a la fin du chapitre).

Nous nous contenterons ici d’interpréter le signe de (Fgp) (voir
Fig. 17). Pour w; > wqy (8, > 0) (Fig. 17.e), c’est le niveau |1(N)) qui
se raccorde a |a,N + 1) hors du faisceau laser. Ce niveau est donc
moins contaminé par [b,N) que l'autre niveau habillé [2(N)). Il est
par suite plus stable et donc plus peuplé : 7{' > 7§. L’atome habillé
passe donc plus de temps sur les niveaux de type 1 ou il est poussé hors
du faisceau laser. La force dipolaire moyenne est donc expulsante hors
des régions de haute intensité. Ces conclusions sont inversées pour
w; <wy(8;, <0), ou c’est le niveau |2(N)) qui se raccorde &
|a,N +1) et qui est donc le plus peuplé : w5 = = (voir Fig. 17.8).
Pour w; < wy, la force dipolaire moyenne attire donc I’atome vers les
régions de haute intensité. Enfin, pour w; = wy (8, = 0), les deux
st

niveaux habillés sont également contaminés par |a,N + 1), w{ = n}
et <Fdip> =0.

LN ) [1(N))
/ /

la,N+1‘>—/r\ lb’_A,>/'//—\

/

lb,N>V v
\ Ia,N+1> \

|12, N) 2(N)

(a) 8) 1289

Figure 17. Niveaux habillés et populations réduites stationnaires pour
un désaccord 8, >0 (Fig. «) et pour un désaccord 8, <0 (Fig. B).

¢) FLUCTUATIONS DE LA FORCE DIPOLAIRE

La figure 18 représente I’évolution au cours de temps de la force
instantanée agissant sur I’atome. Cette force bascule a des instants
aléatoires entre ses deux valeurs possibles F, et F, = — F; (voir (E.45)).
Les intervalles de temps 7, et 7, passés dans chaque niveau habillé de
type 1 ou 2 entre deux sauts successifs sont des variables aléatoires,
dont les valeurs moyennes sont de Pordre de I'~! pour une excitation
quasi résonnante.

La force fluctuante de la figure 18 produit une diffusion de I'impulsion
atomique caractérisée par le coefficient de diffusion

Dy = j: dr [(Fapt) Faglt + 7)) = (Fapd?]  (EA7)
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Force dipolaire

instantanée
A
} )
F el
Y A Y
Temps
I S
F2 = - F] . - | -
-~ ——
T2

Figure 18, Variations au cours du temps
de la force dipolaire instantan€e agissant sur I'atome.

L’ordre de grandeur de ce coefficient est donné par le produit de la
valeur du crochet de (E.47) en 7 = 0, qui est égale & F7, par le temps de
corrélation de la force fluctuante de la figure 18 qui est de I'ordre de
(1) ~ {73) ~I'"'. A résonance, F; ~ —h V2, de sorte que :

7V 0,)?

dip ™ ’_F_ (E48)
Nous voyons sur (E.48) que le coefficient de diffusion associé aux forces
dipolaires croit trés vite avec l'intensité laser, comme 22, alors que la
profondeur maximale des puits du potentiel associés a une telle force ne
croit que comme {2, (voir paragraphe C-2-d du chapitre V). On
comprend ainsi pourquoi I'échauffement associé a Dg;, rend difficile le
piégeage d’atomes neutres par des forces dipolaires (*) .

REFERENCES GENERALES

C. Cohen-Tannoudji et S. Reynaud in « Multiphoton Processes » eds
J. Eberly and P. Lambropoulos, Wiley 1978, p. 103 ; S. Reynaud,
Thése Paris 1981, Ann. Phys. Fr. 8, 315 (1983) et 8, 371 (1983).

Application aux spectres de fluorescence et d’absorption
C. Cohen-Tannoudji et S. Reynaud, J. Phys. B10, 345 (1977). Pour

(*) Un calcul plus précis de I'intégrale (E.47) et une discussion plus quantitative des
fluctuations des forces radiatives sont présentés dans la référence donnée & la fin du
chapitre.
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les systtmes a4 trois niveaux, voir aussi C. Cohen-Tannoudji et
S. Reynaud, J. Phys. B10, 365 (1977) et J. Phys. B10, 2311 (1977).

Application aux corrélations de photons
C. Cohen-Tannoudji et S. Reynaud, Phil. Trans. Roy. Soc. London
A293, 233 (1979).

Application aux forces dipolaires
J. Dalibard et C. Cohen-Tannoudji, J.O.S.A. B2, 1707 (1985).

Autres applications

La méthode de I'atome habillé a été appliquée €galement a d’autres
problémes comme le mélange a quatre ondes : G. Grynberg, M. Pinard
et P. Verkerk, Opt. Commun. 50, 261 (1984) et J. Physique 47, 617
(1986).

Pour les applications dans le domaine des radiofréquences et celui des
collisions, voir les références des compléments Ay; et By,.

Autres approches théoriques apparentées a la méthode de I'atome habillé
Atome a deux niveaux dans une cavit€é monomode réelle :
E.T. Jaynes and F.W. Cummings, Proc. L.E.E.E. 51, 89 (1963).
Utilisation du théoréme de Floquet et d’états quasi périodiques dans
une approche semi classique : J.H. Shirley, Phys. Rev. 138, B979
(1965) ; Ya.B. Zel'dovich, Sov. Phys. J.E.T.P. 24, 1006 (1967) ; Shih-I
Chu, Adv. At. Mol. Phys. 21, 197 (1985) et références in.
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COMPLEMENT Ay,

L’ATOME HABILLE )
DANS LE DOMAINE DES RADIOFREQUENCES

Dans le chapitre, nous avons introduit le point de vue de I’atome
habillé pour décrire un atome en interaction résomnante ou quasi
résonnante avec un faisceau laser. Le méme point de vue peut étre
utilisé pour décrire 'effet des transitions (réelles ou virtuelles) induites
par un champ de radiofréquence entre des niveaux de structure fine,
hyperfine ou entre des sous-niveaux Zeeman de I'atome.

Par rapport au domaine optique, deux différences apparaissent.
D’une part, I’émission spontanée sur la transition étudiée est négligea-
ble, ce qui simplifie les équations d’évolution. D’autre part, le nombre
fini de niveaux & prendre en compte permet d’aborder simplement des
situations de champs intenses ol la fréquence de Rabi est du méme
ordre ou plus grande que la fréquence de la transition (*).

Le but de ce complément est de présenter le cas particulierement
simple d’un syst¢me a deux niveaux interagissant avec un champ de
radiofréquence, I'écart hw,, entre les deux niveaux atomiques non
perturbés pouvant étre varié au moyen d’un paramétre extérieur (par
exemple un champ magnétique statique). Le diagramme d’énergie de
Patome habillé présente alors une infinité de niveaux d’énergie dont les
variations avec fiw,, font apparaitre des « croisements » ou des « anti-
croisements » de niveaux. Aussi, nous commengons (§ 1) par rappeler
dans quelles conditions des résonances peuvent étre associées a des
croisements ou des anticroisements de niveaux d’énergie. Nous présen-
tons ensuite (§ 2) le systéme étudié, un spin 3 placé dans un champ
magnétique et interagissant avec un champ de radiofréquence. Deux
polarisations du champ sont plus particuli¢rement considérées. Pour
une polarisation circulaire (§ 3), les calculs peuvent étre menés
exactement. Cet exemple permet de dégager les propriétés de la
résonance magnétique (fréquence de Larmor des spins w, égale a la
fréquence du rayonnement ), ainsi que celles de résonances de
cohérence observables au voisinage de wy =0 ou wy = 2w, pour des
intensités arbitrairement élevées du champ de radiofréquence. L’étude

(*) Bien sir, de telles situations peuvent aussi étre envisagées dans le domaine
optique. Mais a de telles intensités, les niveaux d’une transition optique sont en général
couplés dc fagon importante a plusieurs autres niveaux excités, en particulier a des
continuums d’ionisation. Le calcul des phénoménes non linéaires correspondants est alors
bcaucoup plus complexe. Dans le domaine des radiofréquences au contraire, les
structurcs 4 Pintéricur d'un niveau sont considérablement plus petites que les écarts
optiques entre niveaux.
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de la polarisation linéaire (§ 4) permet par ailleurs de traiter plusieurs
exemples d’effets d’ordre supérieur calculables (transitions a plusieurs
quanta, déplacement radiatif des résonances, modification des proprié-
tés magnétiques de I'atome).

Tous ces effets pourraient évidemment étre étudiés a partir d’une
description classique du systéme utilisant les équations de Bloch. La
méthode de l'atome habillé permet une analyse plus globale : elle
présente l’avantage de relier tous les phénoménes de résonance
observables aux propriétés du diagramme d’énergic d’un hamiltonien
indépendant du temps.

1. Généralités sur les résonances de croisement et d’anticroisement

Considérons un syst¢me d’hamiltonien non perturbé Hj et deux de ses
états propres |¢,) et |¢,), d’énergies E, et E;, proches I'une de I'autre.
Lorsqu’on ajoute une perturbation V, les énergies et les fonctions
d’onde de ces états sont perturbées, d’'une fagon qui dépend essentielle-
ment de lécart d’¢nergie entre les niveaux et des propriétés de
V. Dans ce paragraphe, nous introduisons les notions d’anticroisement
et de croisement de niveaux d’énergie et nous montrons que des
résonances de nature différente peuvent leur étre associées.

a) ANTICROISEMENT SIMPLE SUR UN SYSTEME A DEUX NIVEAUX

Considérons tout d’abord le cas simple out V ne fait que coupler entre
eux les états ¢, ) et |@,) :

Vi=Vwp=0; V,=h0,/2 (supposé réel) (1)
et notons
Wop = (Ea - Eb)/h (2)
Les énergies des deux niveaux perturbés sont :
E,+E, w0
E1 = -—2'— + T (3.3)
Ea*'Eb hQ
E, = 7 - 3b
= -5 (3.)

avec

0=\/w3b+!212 (4)

En fonction de w,,, les énergies E, et E, varient comme les deux
branches d’une hyperbole admettant E, et E, comme asymptotes
(Fig. 1). Elles forment un anticroisement simple.
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Fig. 1. Anticroisement simple. Variations avec #hw, des énergies non
perturbées E, et E, (prises respectivement égales a fiw, /2 et — hw, /2 et
représentées en traits tiretés), et des énergies perturbées (représentées en traits
pleins).

Les états perturbés |x;) et | x,) sont donnés par

Ix1) = sin 6 @) +cos 8 | @) (5.2)

[X2) = cos 0 |¢,) —sin 6 |@y) (5.b)
avec

cotg20=—(;;b , 0=20 <= 6)

1

Au milieu de lanticroisement (E, = E;), les états propres sont des
superpositions de |¢,) et [¢,) avec des amplitudes égales.

L’évolution temporelle du systéme, et en particulier 'amplitude de
transition de I'état | ¢,) vers Iétat | ¢,), peuvent étre déterminées par
différentes méthodes. En prévision de situations plus complexes,
utilisons ici la méthode de la résolvante. L’élément de matrice
G, (z), qui vaut d’aprés la formule (C.48) du chapitre III,

Vba
(Z - Ea)(z - Eb) - 'Vabl2

admet E; et E, comme pOles. L’amplitude de transition U(t), avec
t >0, s’en déduit par I'intégrale habituelle (voir (A.22) du chapitre III)

Gal2) = 9

1 —i
U = 5= | ds G0
C,

1 . 1 .
= Vba [ m—;exp( - lElt/fl) + E2 — El exp( — lEzt/h)]
- if . .0t
= —— €Xp [— i(E; + E))t/2h] sin = ¥
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La probabilité de transition P,,(¢) = | Up(?)|? vaut alors, compte tenu
de (4):

o t
P,,a(t)=msm2[ﬂ/w3,,+o§§] )

ab

Elle fait apparaitre les oscillations de Rabi dont ’amplitude vaut 1 au
centre de lanticroisement. L’amplitude des oscillations décroit
lorsqu’on s’en écarte, tandis que leur fréquence augmente.

Dans de nombreuses expériences, on ne peut observer Y'oscillation de
Rabi indéfiniment en raison de la durée de vie finie du syst¢me. Par
exemple, si les niveaux étudiés sont deux sous-niveaux d’un état
atomique excité de durée de vie 1/I', I’émission spontanée fait
disparaitre le systtme au bout d’un intervalle de temps aléatoire
t dont la distribution est donnée par

P(t) =T'exp(-TI7) (10)

Pour des sous-niveaux fondamentaux, la durée de vie des niveaux est
infinie, mais le systéme peut se déplacer et quitter la région d’observa-
tion, ou encore l'oscillation de Rabi peut étre interrompue par un
processus de relaxation résultant de I'interaction du syst¢me avec son
environnement.

Dans la plupart des cas, il est nécessaire de renouveler en permanence
le systéme observé par un processus de préparation adéquat (excitation
optique, alimentation par un jet atomique d’une cellule contenant les
atomes observés, ...). Nous supposerons ici que les systémes étudiés
sont préparés en permanence dans I’état }¢,> et qu’ils évoluent sous
l'action de 'hamiltonien Hy + V pendant un temps ¢ aléatoire dont la
distribution est donnée par (10}, ’observation portant sur la population
moyenne de I'état | ¢,). Or, cette derniere quantité n’est autre que la

moyenne P,, de P,,(t) avec le poids (10) :

P, = foo dt T exp( — I't) P, (¢) (11.a)
0

soit encore, compte tenu de (9)

Pae i 213 (S )]

ba = 3702 2\T-i0  T+i0
0}

F2+.Q12+wzb

(11.b)

ST S

Ainsi, dans les conditions de préparation et de détection décrites
précédemment, l'anticroisement se manifeste par un transfert de
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population de |¢,) 4 |¢,), résonnant au centre de I'anticroisement
(wg = 0). Ce transfert résonnant est proportionnel a 027 pour
0, < T, et tend vers une limite égale a + pour I' < 2,. La demi-largeur
de la résonance (variation de P, avec w ) est [I'% + .(212]*. Le fait que la

largeur de la résonance augmente avec 'intensité 2, du couplage est
désigné parfois sous le nom « d’élargissement radiatif ».

b) ANTICROISEMENT D’ORDRE SUPERIEUR

Il est possible que la perturbation V ne couple pas directement I’état
|e.) alétat |e,> (V, = 0), mais que ce couplage existe a des ordres
supérieurs par I'intermédiaire d’un ou plusieurs niveaux | ¢ ), dont les
énergies sont éloignées de E, et E,. De facon plus précise, nous
supposerons :

|Vl < |Es - Ec| (12)

Pour calculer I'amplitude de transition U,,(¢), considérons alors la
restriction de la résolvante au sous-espace sous-tendu par |e¢,) et
lep,). Si P est le projecteur sur ce sous-espace, I’expression de
P G(z)P est donnée par I'équation (B.23) du chapitre III :

P

PC@P = —H—Fre)P

(13)

Dans la mesure ou les niveaux d’énergie E, et E, sont proches I'un de
Pautre et éloignés des autres niveaux |¢.), I'opérateur déplacement
R(z) peut étre approximé par sa valeur pour z = Ey = (E, + E,)/2.
Cela revient (comme nous l'avons vu dans le paragraphe B-3 du
chapitre III) a décrire I’évolution temporelle dans le sous-espace
&, au moyen de I'hamiltonien effectif

H,, = (Ea +Re(Ey)  Ru(Eo) > 1)
Ry(Eg) E, + Ry(Ey)

Compte tenu de la condition (12), il est suffisant de ne garder dans le
développement de R(E) (voir formule (B.22) du chapitre III) que le
premier terme non nul. Soit p 'ordre du premier terme non nul de
I’élément non diagonal R, (E;). En ce qui concerne les deux éléments
diagonaux, il convient de noter que, pour toute valeur finie de
p, il existe au moins un élément V. et un autre V,. non nuls. Les
termes d’ordre deux du développement de R,,(E;) et Ry;(E,) sont donc
nécessairement non nuls, et ce sont les termes prépondérants dans la
mesure ol nous supposons toujours V,, =V, = 0.

Avec ces approximations, nous sommes ramenés au probléme du
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paragraphe précédent a la substitution prés

E,‘ - Ei = E,' + Rii(EO) (i = a,b) (15.3)
Va — Rab(EO) (15b)

Les niveaux |¢,) et |¢,) sont tout d’abord déplacés des quantités
R.(Ep) et Ry, (Ey), de sorte que leur point de croisement £, = E, s’est
déplacé de

h8w g = — [Re(Eo) — Ryp(Ep)] (16)

(voir fig. 2). De plus, ces niveaux sont couplés par R,,(E,) et forment
un anticroisement. La distance minimum entre les deux niveaux
E, et E, est R,(E,), donc d’ordre p en V. On dit qu’il s’agit d’'un
anticroisement d’ordre p. Il est & noter, que si p > 2, le déplacement des
niveaux, d’ordre 2, est bien plus important que l'amplitude de
I’anticroisement.

|
!

|
- |
i
|

[ —— >
LETA hog

Fig. 2. Anticroisement d’ordre supérieur. Comme sur la figure 1, les droites
en tiretés longs représentent les énergies des niveaux non perturbés |¢,) et
le,y. Les droites en tiretés courts représentent les niveaux déplacés par les
quantités R,, et R,,. Les courbes en traits pleins représentent les niveaux
perturbés qui s’anticroisent.

Le calcul de U, (¢) a partir de I'expression

Gon(z) = ——eelED a7
(z - E)(z - E,) - lRab(E0)|2
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Y

permet d’associer & ces anticroisements d’ordre supérieur les mémes
phénomeénes physiques que pour I’anticroisement simple : oscillation de

Rabi sur P,,(¢), résonance sur P,,. Il suffit de faire les substitutions (15)

dans (9) et (11). Les seuls phénoménes nouveaux sont, d’une part le
déplacement du centre de la résonance lié au remplacement de

E, et E, par E, et E,, dautre part I'élargissement radiatif de la

résonance qui varie en |R,|, donc en |V|?, et non plus en
01 ~ IVI.

¢) CROISEMENT DE NIVEAUX. RESONANCE DE COHERENCE

11 peut se faire que R,,(z) soit nul a tous les ordres, pour des raisons
de symétrie par exemple, les états |¢,> et |¢,) appartenant 2 deux
sous-espaces qui ne sont pas connectés par la perturbation V. Les
niveaux d’énergies continuent alors a se croiser, tout en étant déplacés.

Leurs énergies E, et E, sont solutions des équations implicites

E,=E, +R,(E) ; Ey=E,+Ryu(Ey) (18)

Les états propres correspondants seront notés | @,) et | §,). L’évolu-
tion temporelle respecte la symétrie tout comme hamiltonien, de sorte
que

(Pol UM | 92> = (| UM E4) =0 (19)

Il n’y a pas de transitions induites par V entre le niveau |¢,) et le
niveau |¢,).

Malgré I’'absence de transition, on peut observer une résonance au
point de croisement déplacé défini par

E,=E, (20)
si les systémes sont préparés dans une superposition des états
'¢a> et '¢b> :

th> =’\a’¢a> +)‘b|¢b> + ... (21)
et détectés dans un €tat |¢), lui aussi superposition de |&,) et
[ @57

) = 1ol @a) + 1| Pp) + .. (22)

(les points de suspension indiquent que |¢;) et |¢¢) peuvent avoir des
composantes non nulles sur d’autres états). Cette résonance est liée a
Pinterférence, dans amplitude de transition de {¢;) vers | ), entre
deux termes associés a deux «chemins » passant respectivement par
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|@,> ou |$,). De maniére plus précise, la contribution de ces deux
termes a I'amplitude de transition s’écrit :

(Wl U@ )

<‘/’f|¢a>exp(_iE~a t/h)<¢a|¢l> +
+ (s @pyexp( — i Ey t/B) (&p| ;)
parexp( —iE t/h) + paexp(—iEyt/h)  (23)

Dans la probabilité de transition P j(¢), Uinterférence entre les deux

termes de (23) donne lieu & une modulation a la fréquence
‘Bba = (Eb - Ea)/h:

Pfi(t) = l"“alzl)‘alz'* |~u'b|2l)‘b|2+
b [Fmph AR exp(— i Bypt) + C.C.] @)

qui se traduit sur la probabilité moyennée P s définie en (11.a), par un
terme résonnant en @, = 0:

Pi= fua2 A2+ 1 mpl?Ap)2 +

r
+ I:“a*“bAa’\l;k“T+c‘c'] (25)
ab

II est & noter que la résonance n’est observable que si les quatre
nombres A,, Ay, M, sont simultanément non nuls. Il faut donc
préparer et détecter des superpositions cohérentes des niveaux qui se
croisent. Ce type de résonance est ainsi appelé résonance de
cohérence (*).

Remarque

Il peut arriver que deux niveaux |¢,) et | ¢,) soient couplés de maniére
indirecte par R (E), mais que ce couplage tende vers zéro lorsqu’on se
rapproche du point de croisement. On peut alors montrer qu’en dépit de
leur couplage les niveaux perturbés continuent a se croiser. Les résonances
observées au voisinage d’un tel croisement sont trés analogues aux
résonances de cohérence, mais elles peuvent apparaitre méme si le systéme
est préparé dans I'état |¢,) et détecté dans I'état |e,) (**).

(*) Un exemple concret de résonance de croisement de niveaux (effet Hanle ou
Franken) est étudié dans 'exercice 6.

(**) Pour plus de détails, voir G. Grynberg, J. Dupont-Roc, S. Haroche et C. Cohen-
Tannoudji, J. Physique 34, 523 (1973) et 34, 537 (1973).
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2. Spin 1 habillé par des photons de radiofréquence

a) DESCRIPTION DU SYSTEME

Les structures fines, hyperfines ou Zeeman des atomes et des
molécules font intervenir un nombre fini de niveaux, souvent trés
proches les uns des autres en comparaison des excitations électroniques.
Nous considérons ici le cas le plus simple ot il n’y a que deux niveaux.
Un modéle d’un tel systéme est fourni par un atome paramagnétique
supposé fixe 4 lorigine, portant un spin % et plongé dans un champ
magnétique B,. Le moment magnétique p associé au spin S est donné
par

p.=’th (26)

ol y est le rapport gyromagnétique, et ou S,, S,, S, sont les trois
matrices de Pauli, multipliées par ¥. La vitesse angulaire de précession
du spin autour de la direction 0z du champ magnétique B, est

wyg=—7 By (27)

Un tel spin est supposé interagir de plus avec un champ de
radiofréquence monochromatique. Comme les variations spatiales du
champ de radiofréquence sont négligeables a P'échelle atomique,
l'atome n’est sensible qu’a la valeur B,(0,r) de ce champ au point
0 ou il se trouve. Un mode ke du champ libre peut alors étre utilisé pour
modéliser l'action de B,(0,) sur atome pourvu que sa fréquence
w, sa polarisation & et son état quantique |y(f)) soient tels que la
valeur moyenne de I'opérateur champ magnétique B(0) soit égale 2 la
valeur expérimentale B,(0,t). Nous choisirons ici pour | ()} un état
cohérent ja(f)) (avec a » 1) vérifiant

(a(0) | B(0) |« (1)) = By(0.1) (28)
L’avantage de cette description du champ de radiofréquence est
évidemment qu’elle raméne I'étude d’un probléme de perturbation
dépendant du temps a celle de ’évolution d’un systéme isolé (I’atome
habillé), pour lequel il existe des grandeurs conservatives comme
I'énergie, le moment cinétique, etc... facilitant les calculs et I'interpréta-
tion physique des résultats.

En l'absence d’interaction entre l'atome et le champ de radiofré-
quence, 'hamiltonien Hy du systéme est la somme de P'hamiltonien
atomique H 4 et de celui H, du mode du champ radiofréquence. L’effet
des autres modes du champ de rayonnement est négligé, ainsi que
I’énergie de point zéro du mode :

HO = HA + HR (29)
HA = - 'L.Bo = hwosz (30)
Hyp = hwa*a 31)
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Si | +) et | — ) sont les deux états propres de §,, et |N) I'état a

N photons du mode considéré, les états propres de Hj sont | += ,N),
d’énergies E, y

Ho| =,N) = E. n| = ,N) (32)

E, y = = (hwy/2) + Nhw (33)

En fonction de I'écart fiw, entre les niveaux atomiques, le diagramme
d’énergie se présente sous la forme d’une infinité de droites de pentes
+ } et d’ordonnées a l'origine Nhiw (fig. 3). Dans toute la suite, nous
considérons des niveaux tels que N = (N) » 1

AE
(N +1)hw
Nhow
(N-1)hw
{ 1 4 L —
0 how 2w 3 hw ho,

Fig. 3. Niveaux d’énergie non perturbés
du systeéme spin * + photons de radiofréquence.

b) HAMILTONIEN D’INTERACTION ENTRE L’ATOME ET LE CHAMP DE
RADIOFREQUENCE

L’hamiltonien d’interaction entre le moment magnétique porté par le
spin et le champ magnétique du mode de polarisation £ est :

V = — u.B(0) (34)
L’expression de B(0) découle de la formule (30) de I’appendice :
ho i(k x €) (—i)(kxe*)]
B(0) = [a +at 35

Compte tenu de (26) et (35), I'expression (34) de V peut se mettre sous
une forme simple

V=2 [(e.S)a+ (e*.S)a*] (36)
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ol e est le vecteur polarisation du champ magnétique et ou A joue le
role de constante de couplage ayant la dimension d’une énergie.

Considérons de fagon plus précise les éléments de matrice de
V. IIs ne sont non nuls qu’entre des états | + ,N) dont les valeurs de
N different d’'une unité :

AN ==%1 37

Les régles de sélection sur les valeurs propres m, de S, dépendent de la
polarisation e du champ magnétique de 'onde. Deux cas particuliers
seront envisagées :

i) Polarisation circulaire

Les polarisations circulaires o, et o_ par rapport au champ
magnétique statique B, sont obtenues en choisissant pour vecteur
polarisation e :

1 .
e, = —\/—2_- (e, xie,) (38)
Le couplage s’écrit alors :
A
VU+ = —ﬁ (aS+ 4 a+S_ ) (39.3)
et
A +
Voo =—(aS_ +a*8$,) (39.b)

V2

Il est facile de vérifier que V,, conserve le nombre quantique
m; + N. Cette régle de sélection résulte physiquement de la conserva-
tion du moment cinétique du systéme total dans la direction 0z. Son
interprétation est trés simple : chaque photon du mode transporte une
unité de moment angulaire le long de 0z, de sorte que (m, + N)h
représente le moment cinétique total du systéme, qui est conservé. De
fagon analogue V,_ conserve m;— N, chaque photon ayant un
moment angulaire — #.

ii) Polarisation linéaire

Une polarisation du champ radiofréquence linéaire et perpendiculaire
a 0z est obtenue par exemple pour e = e,. Nous appellerons ¢ une telle
polarisation.

Vo=AS5,(a+a") (40)

Remarquons que V, change N de =1 et m; de =1, donc m; + N de
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0 ou = 2. Ceci montre que V, conserve le nombre quantique

mg+ N — %
n(m,N) =(-) (41)
Ce dernier prend selon les niveaux les valeurs + 1 ou — 1.

Remarque

Dans les formules (39.a), (39.b), (40), les opérateurs a* et a sont les
opérations de création et d’annihilation des photons des modes correspon-
dants (o, pour (39.a), o_ pour (39.b), o pour (40)). Iis sont notés avec les
mémes lettres pour ne pas alourdir les notations.

¢) PREPARATION ET DETECTION

Différentes méthodes peuvent étre utilisées pour préparer des atomes
paramagnétiques dans un état de spin donné : la séparation des atomes
d’'un jet suivant leur état de spin par des gradients de champ
magnétique est utilisable pour des états électroniques fondamentaux ou
métastables. Le pompage optique peut étre utilisé dans les mémes
conditions, ou pour les atomes contenus dans une cellule. Les états ainsi
préparés ne sont pas nécessairement les états propres | = ) de
H,, mais peuvent étre aussi des superpositions cohérentes de ceux-ci.
C’est ce qui se passe par exemple si un pompage optique transversal
(c’est-a-dire perpendiculaire au champ statique B,) prépare les spins
dans un état propre de S, ou §,. L’excitation optique en lumiére
polarisée circulairement permet de la méme fagcon de préparer des états
électroniques excités de moment cinétique % dans un sous-niveau
Zeeman donné ou dans une superposition de ces sous-niveaux. Enfin,
I'équilibre de Boltzmann a basse température dans un champ magnéti-
que élevé est caractérisé par des populations trés inégales des deux
sous-niveaux | + ) et | — ). Des techniques d’impulsions radiofré-
quence permettent éventuellement de préparer ensuite des superposi-
tions de ces états.

Pour fixer les idées, nous supposerons dans la suite que le systéme de
préparation fournit des atomes dans I’état

lea) =1-) (42)
ou pour une excitation cohérente dans I’état
ley =1 +) -1 =)/ V2, (43)

état propre de S, de valeur — 4. L'état initial du systéme total est donc
le produit tensoriel de ces états par I’état du champ radiofréquence a
I'instant de la préparation, qui sera soit un état |N), soit un état
cohérent |a(2)).
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Le triage magnétique et les méthodes optiques (par exemple, la
mesure de I'absorption d’un faisceau lumineux polarisé circulairement)
peuvent également étre utilisés pour la détection. Les signaux obtenus
sont proportionnels & la population d’un certain état que nous
supposerons étre

les) =1+ (44)
ou, pour une détection cohérente
ey =Ml +)+ 1)/ V2 (45)

Pour I'atome habillé, il faudra sommer sur N les populations des états

| +,N) ou | ,N) = {¥s) ® |N).

Remarque

Nous supposons implicitement que les processus de préparation et de
détection ne sont pas affectés par le couplage avec le champ de
radiofréquence (ou bien qu’ils se font en dehors de la région de ’espace o
ce dernier agit). Une telle condition implique que les temps de corrélation
caractéristiques des processus de préparation et de détection soient plus
courts que I'inverse des fréquences de Bohr pertinentes du systéme, ou que
le temps d’entrée (et de sortie) des atomes dans la région d’interaction soit
suffisamment court pour que I'approximation soudaine puisse €tre appli-
quée.

3. Le cas simple des photons de polarisation circulaire

Ce cas est particulierement simple, car le diagramme d’énergie et les
signaux de résonance peuvent étre déterminés analytiquement.

a) LE DIAGRAMME D’ENERGIE

Le couplage V,, n’a d’éléments de matrice non nuls qu’entre états
propres de H, caractérisés par la méme valeur de m;+ N. La
diagonalisation de H peut donc étre effectuée séparément 2 l'intérieur
de chacun de ces sous-espaces. Comme m, ne peut prendre que les
valeurs =+ 3, m,+ N prend des valeurs demi-entiéres, et a chacune
d’entre elles est associé un sous-espace de dimension deux. Ainsi, le
sous-espace associé 2 la valeur N + ¥ est sous-tendu par les deux états :

) = | =N +1) 5 |ep) = | +.N) (46)
dont les énergies non perturbées
E,=(N + Dho — (hw /2) ; E,

sont séparées par la fréquence de Bohr w,,

I

Nhw + (hw/2) 47N

w — w,. Les éléments de
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matrice de V,, dans ce sous-espace sont donnés par :

<<Palva+|‘pa> = <‘Pbiva+l¢b> =0 (483)
(@ulVorles) = 2N +1 (48.5)

V2

Comme la dispersion des valeurs de N autour de {N) est trés faible en
valeur relative, nous pouvons approximer I'élément de matrice (48.b)
par :

(@olVoslea) =h2y/2 (49)

A Q= A V2(N) (50)

Les états perturbés issus des états | + ,N) et | — ,N +1) forment
donc un anticroisement simple du type étudié au paragraphe 1-a. Les
niveaux d’énergie E;(N) et E,(N) sont deux hyperboles centrées en
wy = w, dont les équations sont données par (3.a) et (3.b) avec les
valeurs (47) de E, et E,.

ZE) = (N+3) w+\/(“’_2“’°)2+ (%)2 (51.2)
TEW) = (N+1) w-\/(“"z“’°)2+ (%)2 (51.5)

Les états propres correspondants | x1(N)) et |x,(N)) s’expriment en
fonction des états non perturbés (46) par les formules (5):

Ix{(N)) =sin8 | ~,N+1) +cosé | +,N) (52.a)
[x2(N)Y =cos@ |- ,N+1) —sin8 | +,N) (52.v)
w — Wy
cotg 28 = — g 0<20 <7 (53)
1

Les niveaux d’énergie sont tracés sur la figure 4. lls sont formés d’un
ensemble d’hyperboles admettant les niveaux non perturbés de la
figure 3 comme asymptotes et dont la distance entre sommets est
directement #42,.

Considérons a présent les autres points de croisement du diagramme
des niveaux d’énergie non perturbés. En présence du couplage
V', ces croisements ne se transforment pas en anticroisements. En effet,
les niveaux qui se croisent en ces points appartiennent a des sous-
espaces correspondant a des valeurs différentes de N + m; et ils ne sont
donc couplés par V a aucun ordre.
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(N +1) b

L

L 1
0 ho 2he 3tk fiwy

o

Fig. 4. Variations avec hw, des niveaux d’énergie d'un spin %
habillé par des photons de radiofréquence de polarisation circulaire.

b) LA RESONANCE MAGNETIQUE INTERPRETEE COMME UNE RESO-
NANCE D’ANTICROISEMENT DE L’ATOME HABILLE

L’étude du paragraphe 1-a permet d’associer a chacun des anticroise-
ments de la figure 4 un transfert de population entre les états non
perturbés |p,> =] —,N+1) et |¢,) = | + ,N). Cette transition
entre états de ’atome habillé s’interpréte comme le basculement du
spin de l'état | — ) & l'état | + ) avec absorption d’un photon
radiofréquence. Ce transfert est résonnant en w,, = 0, soit @ = wy. Si
les atomes sont préparés en régime permanent dans I'état | — > en
présence de N + 1 photons, la population de I'état | + ,N ) est donnée
par la formule (11.b) :

1 2}

P(+’N;_’N+1)=§F2+.012+(w—w0)2

(54)

Dans cette expression, nous avons supposé N = (N}, et fait Papproxi-
mation (49). En réalité, comme la préparation n’est pas faite avec une
valeur de N bien déterminée et que I'observation porte seulement sur
I'état du spin, il faut prendre la moyenne sur les différentes valeurs
initiales de N, avec le poids | {N|a) |? et, pour chaque valeur de
N, sommer sur les valeurs finales possibles N’ du nombre de photons.
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Comme I’état | — ,N + 1) n’est couplé qu’a I’état | + ,N), la somme
sur N' ne comprend que le terme (54). Il vient donc:

P, =Y [(Nla)|?P(+ ,N;=,N+1) (55)

N
Comme [{(N|a)|® na de valeurs notables que pour
N = (N) = |a|? Iapproximation (49) faite dans I’expression de

P(+ ,N;—,N +1) est valable. Cette derniére quantité, indépendante
de N peut étre sortie de la somme sur N, qui vaut alors 1 par suite de la
normalisation de |a). On a finalement :

_1 0f
- 2F2+.le+(w—w0)2

(56)

La probabilité de transition moyenne P__ varie avec wy— w comme
une courbe de résonance, centrée en wy = w, de largeur 2[I"% + .(212]*,
et dont la hauteur tend vers ¥ quand 0,/I tend vers 'infini.

Remarque

Si le champ de radiofréquence est décrit par I'état | a(¢)), la matrice
densité décrivant un systéme préparé i Vinstant ¢ est:

T @ =1+5(+]|® |a(®)) ()]
=2 |+ N)(Nla)) (a)N'D (+.N'], (7

soit encore, en approximant I’évolution du champ entre 0 et ¢ par celle d’un
champ libre (la réaction des spins sur le champ est supposé négligeable) :

() = Y [{N|a(0)) (a(0)IN") x

NN

x e WM L Ny (+ N (58)

Ainsi, le terme source de I'équation pilote décrivant I'évolution de
I’ensemble des spins en interaction avec le champ contient des termes
modulés aux fréquences (N — N')e. Ces termes donnent lieu a des
signaux résonnants, détectables pour N — N’ = + 1. Nous nous intéressons
ici uniquement aux signaux statiques, pour lesquels il suffit de considérer le
terme indépendant du temps de (58):

o =Y [ (N{a@)|*| +.N) (+.N| (59)

Cette distribution d’états | + ,N) avec les poids | (N|a(0)) |? est
précisément celle que nous avons considérée pour calculer (56).
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¢) RESONANCES DE CROISEMENT DES NIVEAUX HABILLES

En I'absence de champ de radiofréquence, les deux niveaux d’énergie
du spin dans le champ magnétique se croisent en wy=0. Une
résonance de croisement peut étre observée sur des spins préparés et
détectés dans les états |¢;) et |y donnés par (43) et (45). La
correspondance |a) = | — ), |b) = | + ) permet d’appliquer la for-
mule (25)avec A, = -1/ V2, A, = p, = pp =1//2, wy = — wy, ce
qui donne la forme de la résonance de croisement (*) :

po=L L P I .
fi = 4 4| T 0w,
w§

1= i

Il

2T o] (©0

En présence du champ de radiofréquence, mais en I’absence d’interac-
tion, les énergies des niveaux | + ,N) et | — ,N) se coupent en
wo = 0. En présence d’interaction, les droites de la figure 3 deviennent
les hyperboles de la figure 4, qui ne se coupent plus en wy = 0. De
fagon précise, P’écart d’énergie entre les états E{(N — 1) et E,(N) vaut
d’apres (51):

hé g = E{(N — 1) — Ex(N) = h[\/ (g — ‘0)2 + Q%— w] (61)
1l s’annule en
wy=w —/w?- 0} (62)

L’interaction déplace donc le point de croisement. Pour de faibles
valeurs de 2, il se trouve en wg= 2}/2w et se rapproche de
wg = w lorsque (2; augmente. Il disparait pour 2, = w.

Pour déterminer analytiquement l'expression de la résonance de
croisement, exprimons les états non perturbés en fonction des états
propres de I'atome habillé en inversant les formules (52) :

| —=,N) =sin@ [x;(N—-1)) +cos 0 |xo(N-1)) (63.a)
| + ,N) = cos 8 |x;(N)) —sin 8 | x,(N)) (63.b)

(*) Cette résonance de croisement en champ magnétique nul correspond a leffet
Hanle (voir W. Hanle, Z. f. Phys. 30, 93 (1924) et aussi Brossel).
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Les états préparés et détectés sont respectivement :
1
[ N) =—=((+)=-]-))® [N
; NG [+) =1 =))® [N)

= 713- {cos 8 |x;(N)) —sin 0 |xo(N)) -
—sin@ [x;(N-1)) —cos 0 |x(N —-1))} (64.a)

|wf,N>=—j5(|+>+|—>)®rN>

_—_% {cos 8 | x1(N)) —sin 0 |x2(N)) +

+sin 6 |x;(N — 1)) +cos 8 |xo(N —1))}  (64.b)

Pour appliquer la formule (25), il faut considérer les composantes de
[¥;,N) et |¢;N) sur les niveaux qui se croisent, en l'occurrence
|x:(N = 1)) et |x,(N))>. Elles valent —sin 6/+/2, —sin 6/ /2,
+sin 8/ V2, —siné / V2, ce qui conduit, aprés sommation sur
N, a:

: ~2
5 _sinfo Dy

oS0 Sa 65
f 2 I‘2+(A~)2b ( )

ol 8 est donné par (53) et &, par (61). A la limite des faibles valeurs de
2y, le croisement reste au voisinage de wy =0, et sin 8 = 1. Le champ
de radiofréquence circulaire agit alors comme un champ effectif
statique parallele a 0z qui déplace la position du croisement de niveaux
d’une quantité égale a 27/2w.

Le diagramme d’énergie de la figure 4 présente de nombreux autres
croisements. Toutefois, un petit nombre d’entre eux peuvent étre
observés sur les signaux de détection. En effet, les états préparés et
détectés ne se décomposent que sur les quatre états propres de I'atome
habillé figurant dans les développements (64.a) et (64.b). Seuls les
points de croisement entre les niveaux d’énergie correspondants sont
observables sur les signaux de détection. Ils sont au nombre de deux
seulement et correspondent aux points d’intersection de E,(N) et
E,(N — 1) appelés Cy et C'y sur la figure 4. L’un des deux est celui que
nous venons d’étudier. Le second se situe & wy = 2w a la limite des
couplages faibles, et se rapproche de w,=w & forte intensité.
L’expression de la résonance correspondante est toujours donnée par la
formule (65), mais pour les valeurs de w, voisines du point de
croisement donné par la deuxiéme solution de @, =0, soit, d’aprés

(61):

wy =+ /0~ 0} (66)



458 La méthode de Patome habillé Ay 4

A la limite perturbative et au voisinage de wy = 2w, les formules (61) et
2

0
(53) donnent &, = [wy— Qw — i—a—:)]’ et cotg2 0 = w/f2,;, soit

260 ~2,/w. La résonance se présente sous la forme

(67)

2

&)4 1 Iwz
I 4 fog - Qo — =)
2w

= 1
Pf,-(2w) 2 ( 2w

Elle n’est observable qu’en présence du couplage avec la radiofréquence
qui, en contaminant les états | — ,N +1) par | + ,N)et | + N —1)
par | —,N), permet lexcitation et la détection cohérente des deux
niveaux qui se croisent.

4. Photons de radiofréquence de polarisation linéaire

Le diagramme d’énergie d’un spin % habillé par des photons de
radiofréquence o, (ou o_) ne fait apparaitre qu'une résonance
d’anticroisement et deux résonances de croisement. Nous allons
considérer maintenant le cas oit les photons de radiofréquence ont une
polarisation linéaire, perpendiculaire au champ magnétique (polarisa-
tion ¢), et montrer qu’une telle situation est beaucoup plus riche en
phénomeénes physiques.

a) PRESENTATION DES EFFETS NOUVEAUX

Comme S, = (S, +S5_)/2, Ihamiltonien d’interaction (40) peut
s’écrire sous la forme :

Va = ‘/+ + V_ (68)
ol
v, = %(S+a +S_a*) (69.2)
V. = %(S_a +S,a%) (69.b)
V, couple le niveau | + ,N) au niveau | — ,N +1) ce qui fait
apparaitre un anticroisement en wy = w comme dans le paragraphe
précédent. V_ couple | + ,N) a | — ,N — 1) et donne naissance a un
anticroisement en wy = — w. Les éléments de matrice correspondants
sont :

(+. N[V, - N+1) =2+N+1
(+,N|V |- N-1)=2N (70)

Do > o] >
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et peuvent étre approximés par

<+,NIV‘,|—,Ni1>=% (71)
avec (%)
A, = A V(N (72)

A Tordre le plus bas en £2,, le diagramme d’énergie comprend ainsi des
anticroisements en w, = + w, auxquels sont associées deux résonances
symétriques par rapport & wy = 0.

Aux ordres supérieurs, il faut considérer, outre les effets de saturation
produits séparément par V, et V_, les effets croisés entre ces deux
termes. Ainsi, anticroisement créé par V _ au voisinage de wy = —
déplace les niveaux qui sont couplés de fagon résonnante par
V. en wy = w. Ce dernier anticroisement est alors déplacé, ainsi que la
résonance magnétique associée : c’est le déplacement de Bloch-Siegert
que nous calculerons au paragraphe b.

De plus, des niveaux qui, pour un couplage V, (ou V_) pur
appartiendraient a4 des sous-espaces non connectés par V. (ou
V_), sont maintenant couplés a des ordres supérieurs. Ainsi, I’état
| +,N) estcouplé al'ordrela | —~ ,N+1),alordre2a | + ,N =2)
et | + ,N), etc... De fagon générale, | + ,N ) est couplé a tous les états
| — . Nx(2p+1)) et| +,N =2p) ol p est un entier quelconque. Les
états non perturbés peuvent donc étre regroupés en deux sous-espaces
qui ne sont pas connectés par V.. Ces deux sous-espaces correspondent
d’ailleurs aux valeurs +1 et —1 du nombre quantique m(m,N)
conservé par V , et donné en (41). Les croisements entre niveaux d’un
méme sous-espace sont transformés en anticroisements par V. Cest le
cas des états |+ ,N) et |- ,N+(2p+1)) qui se croisent en
wo = (2p + 1)w. Au contraire, les intersections entre niveaux de sous-
espaces différents restent des croisements. Ainsi en est-il pour les états
| + ,N) et | — ,N +2p) qui se coupent en wg = 2pw. Le diagramme
d’énergie de I’atome habillé présente donc un spectre impair d’anticroi-
sements et un spectre pair de croisements, auxquels sont associées des
résonances qui seront étudiées dans les paragraphes ¢ et d. Comme les
résonances w, = * w, toutes ces résonances subissent des déplacements
radiatifs.

(*) Avec cette définition, 2, représente, comme dans le chapitre, la fréquence de Rabi
pour la résonance a4 un photon (w, = + w). Il faut noter que la plupart des articles
originaux utilisent, pour un champ de radiofréquence de polarisation linéaire
B, cos wt e,, un autre paramétre w, = — y B, La relation entre ces deux parameétres
peut étre obtenue par décomposition du champ linéaire en deux champs circulaires droit
ct gauche et s’écrit w, =2 2.
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Par suite de l'invariance de V , et Hy par renversement du sens du
temps et du caractére impair de H, dans cette opération, les niveaux
d’énergie sont symétriques par rapport @ o, = 0. Il en résulte que les
croisements en champ nul ne sont pas déplacés (*). Lorsque 'intensité
du champ varie, la pente des niveaux d’énergie en champ nul, qui
représente le facteur de Landé de l'atome habillé, varie également.
Cette variation peut étre déterminée exactement pour toute valeur de
2,/w, comme nous le montrerons au paragraphe e.

b) LE DEPLACEMENT DE BLOCH-SIEGERT

Considérons les niveaux |¢,) = |- ,N+1) et |¢,) = | +,N)
entre lesquels se produisent les tramsitions caractéristiques de la
résonance magnétique au voisinage de w, = w, et utilisons les résultats
du paragraphe 1-b. Les éléments de matrice de 'opérateur R(E;) pris
pour

P S PV 73
o= = (N g ) he )
seront déterminés & 'ordre le plus bas ot ils sont non nuls. L’élément
non diagonal ne comprend d’ailleurs qu’'un seul terme d’ordre 1, qui,
d’aprés (71) vaut :
a0,

Rab(E0)=<"’N+1|Val+’N>=T (74)
Pour les éléments de matrice diagonaux, le terme d’ordre 1 est nul et il
faut considérer le terme d’ordre 2. Par exemple :

[{ealVolecy|?

Raa(EO) = Z EO _E

c#ab

(75)

Le seul état intermédiaire non résonnant qui contribue est I'état
| +.,¥N +2). En utilisant (73), (33) et en approximant e, par
w, on obtient

(= N+1{V |+ ,N+2)}?

(N+-1-> ho — [E?+(N+2)hw]

Raa(EO)

2
h0?

8w

(76)

(*) Le fait que les niveaux d’énergic soient deux fois dégénérés en champ nul est
d’aillcurs unc conséquence du théoréme de Kramers ; voir Messiah, ch. XV.
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De la méme fagon

Ry (E add} 77
wl(Eo) = (77)
Ainsi I'anticroisement est déplacé, d’apres (16), de la quantité
0}
8w0=—8wab=—a—‘; (78)

qui est le « déplacement de Bloch-Siegert» (*). La résonance magnéti-
que se produit dans un champ plus faible. II apparait clairement dans le
calcul précédent qu'un tel effet est dii aux couplages non résonnants
induits par V. Ces couplages disparaissent lorsqu’on fait, comme dans
le chapitre (& B-3-b), I'approximation du champ tournant. Un calcul
analogue montre que le déplacement de la résonance wy = — w est
I'opposé de (78), de sorte que les deux résonances se rapprochent du
champ nul.

Remarque

Nous avons calculé le déplacement de Bloch-Siegert 4 "ordre le plus bas en
2,/ w. Pour déterminer les termes d’ordre supérieur, il faut considérer les
termes suivants du développement de R(z) et ne pas faire Papproximation
consistant & remplacer z par E; Les énergies E,(N) et E,(N) sont
déterminées comme solutions d’une équation implicite donnant les poles
de G(z). Le centre de l'anticroisement, défini comme le point ol les
niveaux d’énergie ont une tangente horizontale, peut alors étre exprimé
sous forme d’un développement en puissances de £2,/w (**).

¢) LE SPECTRE IMPAIR DE RESONANCES D’ANTICROISEMENT

Considérons deux niveaux non perturbés se croisant en
wo=(2p +1)w, par exemple |¢,) =]|-,N+1) et |@,) =
|+ ,N —2p), et appliquons & nouveau les résultats du paragraphe 1-b.
Le déplacement R, (E,) du niveau |¢,) est produit par son couplage
avec les niveaux [+ ,N) et [+ ,N +2), les éléments de matrice
correspondants valant fif2,/2. L'énergie moyenne E; vaut

E,+E
Eoz__2_.£=(N~p+%>hw, (79)

de sorte qu'en approximant w, par (2p + 1)w, les dénominateurs
(*) Voir par cxemple Abragam (chapitre II).

(**) Voir par exemple : C. Cohen-Tannoudji, J. Dupont-Roc et C. Fabre, J. Phys. B
6, L214 (1973).
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d’énergies relatifs aux états | + ,N) et | + ,N +2) sont respective-
ment : (N-p+1)how - [(hwy/2) + Nhw |~ — 2p he et
(N-p+1)ho - [(Awg/2) + (N +2) hw |~ — (2p + 2) hw. Finale-

ment
hil, \2 1 1
'( Z ) [2phw+(2p+2)hw]

= _ﬁﬁil_ (80)
8w p(p+1)

Rnn(EO)

Le déplacement du niveau | ¢,) est 'opposé de (80), ce qui d’aprés (16)
conduit 3 un déplacement du centre de la résonance

_hOpa1
4o p(p +1)

Déterminons maintenant ’élément non diagonal R,,(E,) qui produit
Panticroisement. Comme les états |¢,) et |¢,) différent de 2p + 1
photons, le premier terme non nul du développement de R, (E,) est
d’ordre 2p +1:

Swy = (81)

(=, N+1|V |+ ,N){(+ N[V |- ,N—-1) -
X

(Eg—E, N)(Eo—E_ y_1)

(= ,N=2p+1|V, |+ .N-2p)
x + 82
"'(EO_E—,N—2p+1) ( )

Rab(EO) =

et vaut, tout calcul fait

(- ynop
oGt

A lanticroisement est associé un transfert résonnant entre les états
le,) et |¢,). Lorsque la résonance n’est pas saturée, c’est-a-dire pour
IR, | <[w2 + 'Y}, son intensité est proportionnelle 3 RZ, donc a
727 +2 Son déplacement par rapport 2 wy = (2p + 1)@ est donné par
(81). Notons que le déplacement en 27 croit plus vite que I'intensité en
07+ de sorte que lorsque les résonances sont notables, elles sont déja
considérablement déplacées.

Revenons sur l'interprétation physique des résonances impaires. Ce
sont des transitions multiphotoniques, comme le montre clairement la
comparaison de I'état initial | ¢,) et de I'état final | ¢,) du systéme. De
fagon plus précise, le numérateur de (82) est un produit d’élément de
matrice de V', qui, de gauche a droite, font diminuer a chaque état
intermédiaire le nombre de photons d'une unité, le spin passant
alternativement vers I'état | + ) ou | — ). Les photons o sont des

R(Ey) = (83)
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superpositions linéaires de photons o, et o_. A cause de la conserva-
tion du moment angulaire le long de 0z, la transition de I'état
| —,N +1) vers I'état | + ,N —2p) est réalisée par absorption
successive d’un photon o, puis d’'un photon o_, etc... , soit au total
p + 1 photons o, et p photons o _. Pour la méme raison, une transition
a 2p photons entre les états | — ) et | + ) est interdite en polarisation
o, car le moment cinétique atomique ne pourrait pas avoir changé
d’une unité de # a I'issue de ce processus. Une telle transition serait par
contre autorisée si la polarisation du champ n’était plus perpendiculaire
a 0z, les trois types de photons o, , o_ et 7 étant alors présents.

d) LE SPECTRE PAIR DE RESONANCES DE CROISEMENT

Les niveaux | +,N) et | — ,N +2p) se coupent en wy = 2pw. En
présence du couplage, les niveaux perturbés continuent a se croiser,
mais sont déplacés. Le calcul des éléments de matrice diagonaux de
R(E,) est analogue a ceux du paragraphe précédent. Le résultat est
identique, au changement prés de 2p + 1 en 2p, ce qui donne pour le
déplacement du croisement

L . (84)
T A (p-DH+))

Comme dans le cas étudié au paragraphe 3-c, la résonance de croise-
ment n’est observable que dans la mesure ou les états perturbés
o —— — .

|+ ,N) et |~ ,N +2p) contiennent des états | + ,N') et | — ,N')
avec le méme nombre de photons. Les états initial et final |¢;) et
[¥s) sont en effet des combinaisons linéaires de | 4+ ,N') et
| =.N'). Or les amplitudes/__(\_/z//,-,l\/'|+ N, <¢f’N'I+ Ny et
(i N'| = N +2p), (4 N'|~ ,N +2p) sont respectivement d’ordre
(2/0) V=N et (2,/w)!N+%-N'] 1] sensuit que la résonance de
croisement est excitée a I'ordre le plus bas pour N < N' <N + 2p, et
que son intensité est d’ordre

(27 (&) T (2] e

Ces résonances de croisement sont intéressantes dans la mesure ol
elles ne subissent pas d’élargissement radiatif et ol leur déplacement
radiatif est mesurable jusqu’d des valeurs de (2; de l'ordre de
. L’approximation quadratique (84) est alors insuffisante, et les
termes d’ordre supérieur doivent étre pris en compte (*).

(*) Voir par exemple C. Cohen-Tannoudji, J. Dupont-Roc et C. Fabre, J. Phys. B 6,
L.218 (1973).
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e) UN CALCUL NON PERTURBATIF: LE FACTEUR DE LANDE DE
L’ATOME HABILLE

Jusqu’ici, nous avons adopté une approche perturbative. L’hamilto-
nien de l'atome habillé par des photons o ne peut pas en effet étre
diagonalisé explicitement, sauf en un point, wy = 0. Il vaut alors :

H(wy=0)=fwa*a+AS(a+a") (86)

Dans cette expression, S, est le seul opérateur atomique. H commute
donc avec §, et sa diagonalisation se raméne & celle de sa restriction
H, a chacun des deux sous-espaces propres de S,, soit

H, = ho a+a+§)\(a+a+)

A £A A2

he g ) o) it
« (“ "2 )\ 2w | T e ®&7)
ol e&==x1 Lapplication a H, de [Dopérateur translation
expfer(a* — a)/2hw ] (voir appendice, formule (66)) le raméne 2
fw a*a — (A %/4hw), dont la diagonalisation est immédiate, ses valeurs

propres étant
A 2

Ey = Nho — 2 (88)

Finalement, les états propres de H correspondant a la valeur propre
Ey sont:

[enN) = exp[— eA(a* — a)/2hw ]| &,) [N) (89)

(les états | —,) et | + ,) sont donnés respectivement par (43) et (45)
en fonction des états propres | + ) de §,).

L’effet Zeeman de l'atome habillé correspond a la levée de la
dégénérescence des états |+ ,,N) par I’hamiltonien Zeeman

H, = koS, (90)

A la limite des faibles champs magnétiques (wy < w), la théorie des
perturbations a l'ordre 1 en H, permet de déterminer le terme linéaire
en w,, donc le rapport du facteur de Landé de I’atome habillé a celui de
I’atome isolé. En utilisant les éléments de matrice de S, dans la base

l€x)

<Ex|Szl8x> =0 ; <+xlszl _x> = (91)

[N

on trouve que, dans le sous-espace |x ,,N ), H, est représenté par une
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matrice 2 x 2 dont les éléments de matrice sont
<51’N |HZI€X’N> =0

ENIHI T =S Ve @ o vy 02)

Le facteur (N|exp[A(a* — a)/hw ]| N) peut étre calculé explicitement

(voir la remarque ci-dessous). A la limite ou N = N » 1, il s’exprime en
fonction de la fonction de Bessel d’ordre 0, J; :

(Nlexp[A(a® —a)/hw ]|N) =~ Jo(2021/w) (93)

Ainsi la fréquence de Larmor w, de I'atome libre est, pour I'atome
habillé, multipliée par J5(2£2,/w). Cette fonction décroit a partir de la
valeur 1, s’annule, change de signe pour 242,/w = 2,40 puis continue
d’osciller en décroissant lentement. Le facteur de Landé de l'atome
habillé peut donc étre notablement différent de celui de 'atome libre.

Remarque (%)

Evaluons I'élément de matrice (93) pour N = (N} » 1. En utilisant la
formule de Glauber, on peut le mettre sous la forme

(N {expl = (@* - @) ][N =

oo (i) o (3o (32

Comme A /fiw < 1, le premier facteur vaut 1. Le second fait intervenir le

S TLPINC)

vecteur
~Aa 1 (=A\? ,
eXP(h )l )‘Z ,(E)‘”N) (95)
Les valeurs de p qui contribuent principalement & (95) sont de I'ordre de
0,
p AN Dy (96)
hw w

Dans le calcul de a’|N), on peut donc assimiler N —p a N, donc a
{N). Ceci conduit & utiliser 'approximation :

a’INY =~ (N)?IN - p) 7N
Il vient alors
e Gnt )1V = ¥ = (222 vy o

p=0

(*) Voir N. Polonsky et C. Cohen-Tannoudji, J. Physique, 26, 409 (1965).
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De la méme fagon
Aa* Yol ANVUNY \#
New (55 ) = T3 (a2 ) w-rl o9

et

Wlowlgg @ ~onn) = 3 C ()7 ao

La somme apparaissant dans (100) n’est autre que le développement en
série de la fonction de Bessel J,, de sorte que

2N
N fexpl g (a* =Ny =2y (L) g (22 aon

f) EVOLUTION QUALITATIVE DU DIAGRAMME D’ENERGIE AUX FORTES
INTENSITES

Tous les résultats que nous venons de discuter dans ce paragraphe 4
apparaissent clairement sur le diagramme d’énergie du spin habillé
représenté sur la figure 5. Sur cette figure, tracée pour {2, < @, on
distingue les anticroisements au voisinage de wy= @,3 w..., les
croisements en wy =0, 2w,... Les déplacements radiatifs sont égale-

«wo = Ww» «wo = 3 w»

El

(N +1) ho

Nhw

N -1) o

0 how 2 ho 3 he fiwg

Fig. 5. Niveaux d’énergie d’un spin % habillé
par des photons de radiofréquence de polarisation o.
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ment visibles de méme que la diminution de la pente des niveaux en
champ nul.

Lorsque {2, augmente, les anticroisements «wg = + w» et les croise-
ments «w, = * 2w» arrivent en o, = 0, en méme temps que s’annule la
pente des niveaux a Yorigine, c’est-a-dire pour 202,/w =2,40.... Si
{2, augmente encore, le facteur de Landé s’inverse, et, a leur tour, la
résonance a trois quanta et le croisement «wy = 4w» viennent disparai-
tre & lorigine pour le deuxiéme zéro de la fonction de Bessel
(202,/w = 5,52). Et ainsi de suite... L’étude du diagramme d’énergie
du spin habillé donne ainsi une vision globale des phénoménes et
permet de comprendre leur évolution lorsque Pintensité de la radiofré-
quence augmente et qu’un traitement perturbatif n’est plus valable.
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COMPLEMENT By,

PROCESSUS COLLISIONNELS
EN PRESENCE D’IRRADIATION LASER

De nombreuses différences existent entre les spectres d’émission d’un
atome isolé et ceux d’un atome subissant des collisions contre d’autres
atomes. Considérons par exemple le spectre de la lumiere de fluores-
cence émise par un atome a deux niveaux. En I’absence de collisions, un
tel spectre est constitué d’un triplet symétrique ou les deux bandes
latérales ont méme intensité (voir § E-1). De plus, a la limite des grands
désaccords par rapport a la résonance, l'intensité de la raie centrale du
triplet est proportionnelle 2 27 (ol 2, est la fréquence de Rabi) alors
que lintensité des bandes latérales varie comme ;. Nous allons
montrer dans ce complément qu’en présence de collisions, le triplet de
fluorescence devient asymétrique. En outre, a la limite des grands
désaccords, la bande latérale dont la fréquence est voisine de la
fréquence atomique w, change de comportement, son intensité¢ deve-
nant elle aussi proportionnelle 3 2% Le spectre d’émission contient
alors deux raies dominantes, l'une a la fréquence du laser w; et 'autre &
la fréquence atomique w, (figure 1). Cette raie & la fréquence
wq provient de I’excitation du niveau b dans un processus assisté par
collision, la collision fournissant le défaut d’énergie #i(wy — w ;) entre
I’énergie du niveau b (ligne en traits pleins sur la figure 1) et I’énergie
atteinte a partir du niveau g par absorption d’un photon (ligne en traits
tiretés sur la figure 1). Or, nous savons que cet échelon intermédiaire
du processus d’excitation peut en réalité étre interprété comme un

b

(8)

Figure 1. Raies dominantes observées dans le spectre d’émission d’un atome
soumis & des collisions. Outre la diffusion Rayleigh a la fréquence w,
(Fig. 1.a), on observe une émission a la fréquence w, due & l'excitation du
niveau b dans un processus assisté par collision (Fig. 1.B).
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niveau d’énergie du systéme global atome + photons (voir discussion
du paragraphe C-1 du chapitre II a propos de la figure 13). La méthode
de latome habilié est donc tout indiquée pour aborder I'étude des
processus collisionnels en présence de rayonnement. C’est un tel point
de vue que nous allons exposer dans ce compiément (¥*).

Apres avoir introduit les paramétres décrivant la relaxation collision-
nelle d’'un atome en l'absence de rayonnement (§ 1), nous décrivons
I'effet des collisions dans la base des états propres de I'atome habillé
(§ 2). Nous étudions ensuite les modifications des spectres d’absorption
et d’émission de P'atome dues aux collisions (§3). Enfin, nous
indiquons comment les taux de transfert entre niveaux de P'atome
habillé peuvent étre calculés dans deux limites différentes correspon-
dant a des écarts a résonance petits ou grands devant 'inverse de la
durée 7, d’une collision (§ 4).

1. Relaxation collisionnelle en Pabsence d’irradiation laser

a) HYPOTHESES SIMPLIFICATRICES

Considérons un atome A a deux niveaux a, b placé dans un gaz
constitué d’atomes X et subissant de fagon aléatoire des chocs contre
ces atomes. La durée 7, de chaque collision est supposée petite devant
Iintervalle T, séparant deux collisions: les collisions sont donc
binaires et bien séparées dans le temps. L’énergie cinétique moyenne
des atomes (3kzT/2) est supposée bien plus petite que hwy = E, — E,,
de sorte que I’excitation du niveau b a partir du niveau a au cours d’une
collision est énergétiquement impossible. L’énergie du premier niveau
excité de l'atome X est supposée également trés grande devant
hiwq. Il s’ensuit que lors d’une collision, il n’est pas possible de
transférer I'énergie de ’atome A excité a I'atome X. Plus généralement,
nous supposerons qu'il n'y a pas de désexcitation non radiative
(« quenching ») de & vers a au cours d’une collision.

En conclusion, le seul effet des collisions considérées ici est de
modifier les énergies des niveaux de A pendant la durée de la collision.
Appelons donc E (r) et E,(r) les énergies des niveaux a et b de I'atome
A en présence de I'atome X a la distance r (voir figure 2) (**). Durant
la collision, la fréquence de Bohr associée & la transition a - b est

(*) Un tel point de vue est utilisé dans S. Reynaud et C. Cohen-Tannoudji, J. Physique
43, 1021 (1982).

(**) En revanche, nous supposons que les fonctions d’onde des niveaux a et
b sont trés peu modifiées par la présence de 'atome X. En particulier, I'élément de
matrice du dipdle électrique de I'atome A entre les états a et b est supposé étre le méme
que pour un atome isolé.
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Ey(r)

E,(r)

r

Figure 2, Niveaux d’énergie de 'atome A
en présence d’un atome X a la distance r.

modifiée de sorte que l'effet essentiel de la collision est d’induire un
déphasage sur 'oscillation du dipdle atomique. C’est pourquoi on
donne le nom de collisions déphasantes a ce type de collisions.

Pour simplifier, nous traiterons les collisions en supposant que
l’atome A est immobile et que les atomes X décrivent des trajectoires
classiques rectilignes (*).

b) EQUATION PILOTE DECRIVANT L’EFFET DES COLLISIONS SUR
L’ATOME EMETTEUR

Etudions d’abord l'effet d’une collision élémentaire. Les hypothéses
faites au paragrapbe précédent entrainent que les éléments diagonaux
o, et o, de la matrice densité o, de I'atome A ne changent pas. En
revanche, I'élément non diagonal est modifi€¢ d’une quantité qui, en
représentation d’interaction, s’écrit

AGy, = - (1-e77) Gy, 1)
ol ¢ est le déphasage accumulé lors de la collision. Celui-ci est égal a

¢=fwwuwm—w1 @

o0

w,,(t) représentant la fréquence instantanée d’oscillation du dipdle :

ont) = B~ B -

(*) Les effets associés au changement de vitesse de 'atome & Iissuc de la collision sont
étudiés par exemple par P.R. Berman in Les Houches XXXVIII, « New Trends in
Atomic Physics », ed. G. Grynberg et R. Stora (North-Holland, 1984) page 451.
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Considérons un intervalle de temps A¢ long devant la durée 7., d’'une
collision et court devant lintervalle de temps T, séparant deux
collisions (7., < At < T;). Puisque Afr < Ty, la probabilit¢ pour
qu’un atome A ait subi une collision pendant At est tres faible, de sorte
que la modification 4&,, de &,, pendant Ar est petite. En revanche,
comme At > T, toute collision qui s’est produite pendant I'intervalle
At a eu le temps de se dérouler entiérement. Pour trouver A&,,, il faut
sommer la relation (1) sur toutes les collisions possibles. Pendant
At, le nombre de collisions que subit I'atome A avec un atome
X dont Ia vitesse est comprise dans ’élément de volume d’ autour de
v et dont la trajectoire a un parameétre d’impact compris entre
betb+dbest:

AN(b,v) = N 2mwbdb |v| f(v)d*v At (4)

ol N est le nombre d’atomes X par unité de volume et f(v) leur
distribution de vitesses. La variation A&,,/At peut donc s’écrire :

Ady,

At == <1 - e_”b)coll ()

avece
(e, = jw 2ﬂbdbjIVIf(V)ll—e“'"“””’]d% ©)
0

ol ¢(b,v) est le déphasage pour une collision associée & une trajectoire
de parametre d’impact b et de vitesse relative v. Appelons vy et

n les parties réelle et imaginaire de (1 —e~'*) -

Y = <1 ~cos ¢ >coll (73)
m = (sinéd)_, (7.b)

Pour des temps longs devant 7, I’évolution de &, peut étre décrite
par la « moyenne a gros grains » (5), de sorte que

d&ba AO‘ba

ar =T=—(7+”’) Gy, (8)

En revanche, comme nous I’avons mentionné plus haut, les collisions
déphasantes n’introduisent pas de transfert d’un niveau atomique a
lautre, ce qui conduit aux équations suivantes pour les populations

dé,, dé&y,
@ @ ©)

Notons pour finir que les équations (8) et (9) peuvent étre décrites par
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une seule équation opératorielle

G4 = —%&A+2)'SZ&AS,—1’1) (S,6,-6,5) (10
ou §, est opérateur défini par §,|a) = — (1/2)|a), S,|b) = (1/2)|b)
(voir équation (A.15.c) du chapitre V).

Remarque

Tout systéme a deux niveaux peut étre considéré comme un spin fictif (voir
§ A-4 du chapitre V). Comme une collision déphasante modifie la
différence d’énergie entre les deux niveaux, son effet en termes de spin
fictif est équivalent & celui d’un champ magnétique b(z) paralltle 2
0z qui serait appliqué au spin pendant la durée de la collision. L’angle
¢ représente alors I’angle de rotation du spin autour de 0z sous I'effet de
b(#). Notons que nous n’avons fait aucune hypothese sur ¢ et que cet angle
peut correspondre 3 une rotation supérieure a 2.

2) Relaxation collisionnelle en présence d’irradiation laser

@) LE POINT DE VUE DE L’ATOME HABILLE

Les collisions apparaissent également comme un processus de relaxa-
tion pour I’atome habillé et il est possible de décrire leur effet & I’aide
d’une équation pilote. En dépit du grand nombre de niveaux de I'atome
habill¢, le nombre de paramétres nécessaires pour décrire V'effet des
collisions déphasantes est relativement restreint. Cela tient, d’une part
au choix d’un modéle simple de collision (celui du paragraphe 1-a),
d’autre part au fait qu’il est généralement légitime d’utiliser 1'approxi-
mation séculaire permettant de découpler I'évolution des populations
de celle des cohérences (ou encore 1’évolution des cohérences ayant des
fréquences propres différentes).

b) EVOLUTION DES POPULATIONS: TRANSFERTS COLLISIONNELS
ENTRE NIVEAUX HABILLES

Notons d’abord que les collisions déphasantes ne peuvent pas induire
de transfert de population d’une multiplicité a lautre : I’ f(",\‘,‘)* vy est
nul si N # N'. En effet, nous avons supposé au paragraphe 1-a que
I’énergie susceptible d’étre transférée au cours d’une collision est de
l'ordre de kz7T, quantité qui est petite devant une énergie optique. En
revanche, kT est en général grand devant I'écart #{2 entre les niveaux
|1(N)) et |2(N)) d’une méme multiplicité et les collisions peuvent
induire des tranferts de |1(N)) vers |2(N)) avec un taux I'fiyy _ o)
que nous noterons w (pour N voisin de (N ), w peut étre considéré
comme indépendant de N). Remarquons que la relation 2 < kgT
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entraine (voir équation (C.10) du chapitre IV) :

TSNy 1wy = TSNy oy = W (11)

Par ailleurs, nous supposerons que {2 est grand devant vy, ce qui
permettra d’appliquer l'approximation séculaire et de négliger les
couplages entre populations et cohérences. L’équation d’évolution des
populations 7, de Patome habillé sous linfluence des collisions
s’écrit donc :

d

7 M = W (7yny = Tony) (12.a)
d d

Z T = T g T (12.b)

Les collisions déphasantes tendent ainsi a égaliser les populations entre
sous-niveaux d’une méme multiplicité de 'atome habillé (figure 3).

1N +1))

1T
2V +1))
1))
1T
12V))

Figure 3. Transferts entre niveaux de 'atome habillé
induits par les collisions déphasantes.

Remarque

Les équations (12) indiquent que, dans la base des niveaux habillés, la
relaxation collisionnelle n’affecte pas seulement les cohérences, comme
c’est le cas pour I’atome nu (voir équations (8) et (9)), mais également les
populations. Dans le langage de la résonance magnétique nucléaire, on
peut dire que la relaxation, qui est seulement de type T, pour I'atome nu,
devient partiellement de type T, pour 'atome habillé. Un tel résultat se
comprend bien & I'aide de I'image du spin fictif. Pour I’'atome nu, le champ
aléatoire b(r) représentant 'effet de la collision déphasante est aligné le
long de 0z, comme le champ By associé¢ a ’écart d’énergie Aiw, entre les
niveaux b et 2. En revanche, en présence d’une onde laser, b(z) n’est plus
aligné avec le champ total B, dans le référentiel tournant. Rappelons en
effet que les composantes de B, le long de 0Z et 0X sont respectivement
proportionnelles & (wo — w,) et 2, (voir figure 1 du chapitre V). Ainsi,
dans le référentiel tournant, le champ b(r) a une composante orthogonale a
B, qui peut induire des transferts entre les états propres | + ) et
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| — > de la composante du spin selon B,. Les équations (12) ne font que
traduire quantitativement I’existence de tels transferts entre niveaux
habillés.

¢) EVOLUTION DES COHERENCES. AMORTISSEMENT ET DEPLACEMENT
COLLISIONNELS

Considérons maintenant les cohérences (1(N)|F|2(N)) et
(2(N)| 6 |1(N)) entre deux sous-niveaux d’une méme multiplicité
&(N). La relaxation de ces cohérences peut étre décrite au moyen de
deux paramétres k et £ qui décrivent respectivement 'amortissement
de la cohérence et le déplacement de sa fréquence d’évolution :

d ~
UM [ 12N))

d ~
S 2|5 1))

—(k +i€) (IN)[ G [2(N))  (13.2)

—(k —i8) QN |F[1N))  (13.b)

Contrairement a la situation rencontrée dans le paragraphe D-2-¢ pour
I’émission spontanée, il n’y a pas ici de transfert de cohérence entre
deux multiplicités. Ceci est dd au modele de collision envisagé ici qui
néglige tout phénomeéne de transfert collisionnel entre niveaux séparés
par des énergies optiques.

Remarque

L’influence des collisions sur I'évolution de la cohérence
(1(N)|&|2(N")) avec N # N’ est donnée par une équation semblable a
(13.a)

% (AN)|F|2(N)) = - (k +i€) (IN)|F|2(N")) (14)

Ce point sera justifi€¢ dans le paragraphe 4.

d) FORME EXPLICITE DE L'EQUATION PILOTE A LA LIMITE D’IMPACT

Une situation particuliérement importante du point de vue expéri-
mental est celle ou 2 7 <1, N étant la fréquence de Rabi (B.19).
Cette condition, qui implique que les relations |w; — wq| Ty <1 et
02 7o <1 sont simultanément vérifiées, correspond 2 la « limite
d’impact ». Dans ce cas, 'oscillation de Rabi 4 la fréquence 2 n’a pas le
temps de s’effectuer pendant la durée 7, de la collision. Nous sommes
alors dans une situation analogue & celle rencontrée pour I’émission
spontanée dans le paragraphe D-1-a du chapitre. Il est donc, ici aussi,
possible d’utiliser 'approximation des vitesses de variation indépendan-
tes pour trouver la forme explicite de I’équation pilote de I'atome
habillé. Cette approximation consiste & écrire que la vitesse de variation
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de o, est la somme de la vitesse de variation (10) associée aux
collisions (les nombres quantiques relatifs aux photons laser restant
« spectateurs ») et de celle due a I’hamiltonien H,; de I’atome habillé

d i )
T TaL = — I [Haps041) - "ZZ TaL +2¥8,0,418, —in(S,04, — 04.5.)

dr
(15)

Nous allons maintenant projeter I'équation (15) sur la base Ji(N)) des
niveaux de 'atome habillé et montrer qu’il est possible & la limite
d’impact d’exprimer les trois parameétres w, k et £ décrivant la
relaxation collisionnelle de I'atome habilié en fonction des deux
paramétres y et 7 introduits pour Fatome nu. Pour cela, utilisons les
éléments de matrice suivants déduits de (B.20) :

AN)[S,| 1IN = %(coszo _sin?0)8y = Sy 520 (16.0)

2
(2N)|S,12(N")y = %(sinz() —c0520)8y - = — Sy 20 (16.b)
(LN)|S,12(N")) = — sind cos® 8y = — By 5 S“‘zz" (16.c)

Considérons d’abord (*) (1(N)|o|1(N')). En utilisant I’approxima-
tion séculaire, nous déduisons de (15) :

d :
& (UM o | 1N) =

= ~i(N = N0 (AN |0 [I(N")) - F (IN) | |1IN) +

2 )
cos“28 A(N) o | 1N +75m 20

+y CN)| o [2N"))

2 2
= —i(N-N) o, (I(N)|c|I(N")) -
— % sin20[(1(N) | o |L(N")) ~ (2(N)] o |2(N )] an

Pour N = N', nous trouvons alors, en comparant (17) et (12.a), que la
valeur de w a P'approximation d’impact n’est autre que :

w = %'—sin220 (18)

Par ailleurs, en utilisant de nouveau (15) et I'approximation séculaire,
nous obtenons pour I'équation d’évolution de (1(N)|o|2(N")) :

4 M) 012Ny = 12 + (N = N JAN) 0] 2N)) -

—[v(cos*6 +sin*8) +im cos 28] (I(N)|a|2(N")) (19)

(*) Nous omettons l'indice AL de o ,; lorsqu’il n’y a pas ambiguité.
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La comparaison avec (13.a) donne alors

k = v (cos*8 + sin*0) (20)
£ = mncos2b (21)

Remarques

(i) 11 est possible de retrouver le coefficient w a la limite d’impact par une
approche plus physique. Pour cela, supposons que le systeme soit a
I'instant initial 7, = — T dans I'état |1(N)) et étudions I'effet d’une
collision avec un atome X. Comme {2 7. < 1, nous pouvons négliger le
couplage atome-laser pendant la collision. L'effet de la collision est
simplement de déphaser les coefficients du développement de Iétat
|1(N))> sur les états |a,N +1) et |b,N). Partant & I'instant initial de
’état

[¢(-T)) = |I(N)) =sinl [a,N +1) +cos8 {b,N) (22}
le systéme se retrouve a l'instant T dans 'état
[¢(T)) =

= sin6 |a,N + 1)exp {—% J” (Er() + (N + Dheo L]dt} +
T

: +T
+ cos0 |b,N>exp{- % J (EJ(r() + th,,]dz} (23)
-T
En supposant que la collision se passe & lintérieur de lintervalle
(- T,T), nous pouvons, en utilisant (2), réécrire |¢(T)) (& un facteur
global de phase prés) sous la forme :

| (T)> =sin6 |a,N + 1) +cos e % YT Ip Ny (24)

A la limite d’impact, on peut prendre un intervalle T grand devant
Ty tout en ayant [ 8,|7T <1 de sorte que:

| (7)) =siné |a,N +1) +cosd e '*|b,N) (25)

L’état |¢(T)) a lissue de la collision differe ainsi de |1(N)) a cause du
déphasage e¢~'? sur la composante le long de |b,N). Lutilisation de
(B.20) donne alors pour la probabilité de transition

| CAN)Y [ $(T)) |* = 2 5in%8 cos?8 (1 — cos ¢) (26)

Le taux de transition de |1(N)) vers |2(N)) est obtenu par moyenne de
(26) sur toutes les collisions possibles. 1l suffit alors d’utiliser (7.a) pour
retrouver 'expression (18) donnant w.

(ii) Un raisonnement analogue a celui de la remarque précédente permet
de comprendre également certains effets d’origine collisionnelle en optique
et en spectroscopie non linéaires. Considérons, & titre d’exemple, un
atome a trois niveaux {a,b,b’} identique a celui de la figure 14 du
chapitre. Supposons que les deux faisceaux incidents de fréquences
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w; et w'; excitant les transitions a -- b et a -~ b’ soient non résonnants et
que 2,/]6,] et 2',/]8',| soient petits devant 1 (avec §; = w; — w,,
8’ = w'y — w’y). L’atome étudié subit également des collisions avec des
atomes X et les conditions définissant la limite d’impact
(18,1, 18", < 7o) sont supposées vérifiées. Les états propres de
I'atome habillé dans la multiplicité #(N,N’) introduite en (E.40) sont :

o)
|1N,N)) ~ _—‘ |a,N +L,N' +1) + |b,N,N' + 1) (27.a)

n
208Ny = — 55+ L1a,N + LN + 1) + |6 N +1,N") (27.b)
[3(N.N)) =~ |aN FLN + 1) +

o3
|bNN’+1>+ “ 16N+ LN (27.0)

Si le systéme est initialement dans I'état |3(N,N’')) et qu’il subit une
collision avec un atome X, une démonstration analogue a celle faite dans la
remarque précédente permet de montrer que son état a lissue de la
collision est :

Q,
|¢(T)) = |a,N +1,N" + 1) +§8—1e""|b,N,N’ +1) +
L

28’

e |b'N + 1,N') (28)

+®
ol ¢’ = f dt (w,,(t) — @'y) est le déphasage de la cohérence entre les
-®

états g et b' induit par la collision. Comme I'état | y(7)) differe de I'état
|3(N,N")), nous trouvons des transferts vers les niveaux |2(N,N")) et
[1(N,N’)) analogues a ceux discutés dans la remarque précédente. De
surcroit, une cohérence entre les états |1(N,N')) et |2(N,N’)) est créée
par la collision :

CHUN, N (T)) (#(D)|2(N,N)) =

Y 29

_W( —e ') (1-e'?) (29)
2,9,

45 5, [(l—e—t¢)+(1_ex¢)_(1 emi(s- 0]

La moyenne sur les collisions conduit 4 un taux moyen d’excitation dc la
cohérence égal a

0,0

coh

(Yoa+ Vi Tow) (30)

o0 Yy, =% +inN, ¥y, € v, €tant associés de facon analogue a la
relaxation des cohérences o4, et o, de atome nu. Le terme du second
membre de (30) est généralement différent de zéro, ce qui montre que les
collisions sont susceptibles de créer des cohérences entre niveaux de
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I’atome habillé. Par ailleurs, nous savons (voir complément A ;, § 1-¢)
qu’'une cohérence ainsi excitée passe par une valeur résonnante lorsque sa
fréquence d’évolution propre est nulle. La fréquence d’évolution de la
cohérence entre |2(N,N')) et |1(N,N)) étant (8, — 8';), le processus
induit par collision que nous étudions ici doit &tre résonnant lorsque
8, = &'y, c’est-a-dire encore quand E, — E,, = fi(w, — w';). La méthode
de P'atome habillé permet donc de comprendre comment les collisions
peuvent faire apparaitre des résonances associées 3 des fréquences de Bohr
entre niveaux excités (*). Nous présentons plus loin (voir la remarque (ii)
du paragraphe 3-d) un exemple de situation physique ou de telles
résonances peuvent apparaitre.

3. Modifications introduites par les collisions sur I’émission et 1’absorp-
tion de lumiére par Patome. Redistribution collisionnelle

Nous étudions maintenant comment la fluorescence de résonance
d’un atome excité par une onde laser est modifiée quand cet atome
subit en plus des collisions.

a) PRISE EN COMPTE DE L'EMISSION SPONTANEE

Dans le point de vue de I’atome habillé, il faut tenir compte alors de
I'existence de deux processus de relaxation, la relaxation « radiative »
due aux processus d’émission spontanée et la relaxation « collision-
nelle » produite par les collisions. Le premier processus, étudié dans le
chapitre (§ C-1 et partie D), est caractérisé par un temps de corrélation
7.1, au plus de I'ordre d'une période optique 1/w,, et un temps de
relaxation Ty, égal a I'"!. Pour le second processus, étudié dans le
paragraphe précédent, le temps de corrélation 7, est de I'ordre du
temps de collision 7 et le temps de relaxation Tk, de 'ordre du temps
entre collisions T,.

La possibilité de décrire séparément chacun de ces processus de
relaxation par une équation pilote est due a Pexistence pour chacun
d’eux de deux échelles de temps bien distinctes, ce qui se traduit par les
deux conditions

T4 < Ty oOU L er (31.a)
@y
T < TR2 ou T < Tcoll (31b)

Lorsque les deux processus de relaxation agissent ensemble, comme
nous le supposons ici, il faut, pour pouvoir calculer une vitesse de

(*) Pour plus de détails, voir G. Grynberg, J. Phys. B 14, 2089 (1981). La premiére
observation d'une telle résonance a €té obtenue dans une expérience de mélange a quatre
ondes par Y. Prior, A.R. Bogdan, M. Dagenais and N. Bloembergen, Phys. Rev. Lett.
46, 111 (1981).
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variation « & gros grains » de o4;, introduire un intervalle de temps
At qui soit, a la fois long devant 7, et 7, et court devant
Tg €t Try, ce qui implique, en plus des conditions (31), que:

T <€ TRZ ou —}— < Tcou (32.3.)
@
1
Te2 <<€ TRI ou Teoll < T’ (32.b)

Nous supposerons dans ce qui suit que les conditions (32) sont
également vérifiées.

Notons enfin que, comme 7, est en général trés petit devant
7., un processus d’émission spontanée peut se dérouler entiérement au
cours d’une collision. La probabilité pour qu’un tel événement se
produise est de l'ordre de 7/ T, qui est trés petit devant 1 d’apres
(31.b) (*). Cette condition permet donc également de négliger toute
modification d’un processus de relaxation par 'autre. Finalement, pour
obtenir I’équation pilote de 1'atome habillé, il suffit d’ajouter indépen-
damment les termes de relaxation radiative et collisionnelle, calculés
comme si chaque processus de relaxation agissait seul. On obtient
ainsi :

d i d d
I TaL = — 7 [Hap,0 4} + { i ‘TAL} { @ ‘TAL} ol (33)

ou {do,;/dt} 4 est donné par I'équation (D.3) du chapitre et ot
{do 4. /dt } o est donné par les équations (12) et (13) de ce complé-
ment.

Remarques

(i) Les conditions (31) et (32), qui permettent de justifier la structure de
l’equanon (33), ne font pas intervenir la fréquence de Rabi généralisée

= [02?+ §}]'. La comparaison entre 2 et T;ouentre et Ty (I =1,2)
apparait a un stade ultérieur. Par exemple, quand 2 7, =2 7 ;<1
(limite d’impact), les termes { do,, /dt } ., ont la méme forme que pour
P’atome nu, les photons laser restant spectateurs, car on peut négliger le
couplage atome-laser pendant la durée de la collision. Par ailleurs, les
conditions 2 Tk > 1 et 2 Ty > 1 sont & la base de I'approximation
séculaire.

(ii) L’équation (33) et le théoréme de régression quantique ne permettent
pas de calculer correctement la fréquence des photons émis spontanément

(*) Ceci suppose bien siir que la collision ne rend pas permise une transition spontanée
qui serait autrement quasi interdite (par exemple si a et b sont de méme parité). De telles
collisions ne pourraient d’ailleurs pas €tre décrites dans le cadre du modéle choisi ici
puisque nous avons supposé que ’élément de matrice du dip6le entre a et b varie peu au
cours de la collision (voir § 1-a).
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au cours d’une collision, car la fréquence atomique est alors fortement
perturbée (voir Fig. 2). L’erreur commise est cependant négligeable car
elle ne concerne qu’une petite fraction 7,/7T.,; des photons émis.

b) POPULATIONS REDUITES STATIONNAIRES

A partir de I’équation (33), il est possible de déterminer les valeurs
des populations stationnaires et donc lintensité des trois raies du
spectre de fluorescence de fréquences w;, w; — 2 et w; + .

Ainsi, une démarche analogue a celle du chapitre permet de déduire
de (33) les équations d’évolution des populations réduites. Plus
précisément, la prise en compte du terme (12) d’origine collisionnelle
conduit & généraliser les équations (D.20) sous la forme suivante :

‘ﬁ'l = -—-’TTI rl_’2+772F2_’1—W(771—772) (34.3)
’ﬁ'2= —ﬂ2F2_1+771F1_2—W(7r2—7r1) (34.b)

La solution stationnaire de ces équations est :

FZ_.I +w
st
= o+ 0 +2w (35.2)
r ,+w
st 1-2
= 3 .
K M ,+T 1 +2w (35:0)
soit encore, compte tenu de (D.11)
Isin‘d +w
T = T — (36.a)
I'(cos*# + sin*8) + 2w
4
wy = I'cos*6 +w (36.b)

I'(cos*® + sin*8) + 2w

11 est facile de vérifier sur les expressions {35) ou (36) que les collisions
tendent & diminuer la différence |#{ — m§| entre les populations
stationnaires en accord avec I'image de la figure 3.

¢) INTENSITE DES TROIS COMPOSANTES DU TRIPLET DE FLUORESCENCE

Les deux raies latérales centrées en (w; — 2) et (w; + £2) ont des
poids égaux en I’absence de collisions. Un tel résultat n’est plus vrai en
présence de collisions. Le poids de la raie centrée en (w; + {2), égal 2
w{ ', daprés (E.17), differe de celui de la raie centrée en
(w; — 2) qui d’apres (E.18) est égal 4 w5 I',_,. En utilisant (D.11) et
(36), nous trouvons en effet

Isin*d +w
I'(cos*0 + sin*0) + 2w

I(w, + 2) = I'cos*d (37.2)
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Tcos* +w (37.b)

I(w; — 2) = Tsin*o
(@2 - 9) I'(cos*6 +sin*9) + 2w

qui ne coincident pas lorsque w % 0 (en dehors du cas de I'excitation
résonnante ol sin’d = cos’ = 1).

Le poids total de la raie centrale, qui se déduit de (E.23) et (D.11),
est inchangé

I(w;) = I'cos® sin’0 (37.c)

mais la répartition entre contributions cohérente et incohérente est
modifiée. En effet, le poids de la raie cohérente qui, d’apres (E.25), est
proportionnel a I',_, (7§ — 7§)? diminue en présence de collisions.

En régime stationnaire, le nombre de photons absorbés est égal au
nombre de photons émis spontanément. Il s’ensuit que Iabsorption
totale A varie comme la somme des trois poids (37.a), (37.b) et (37.c)
qui peut se mettre sous la forme :

r [1 B TI'cos?26 }

A==
2 I'(cos*d + sin*@) + 2w

(38)

Il apparait ainsi clairement que A est une fonction croissante de
w, C’est-a-dire que I’absorption augmente en présence de collisions.

d) INTERPRETATION PHYSIQUE A LA LIMITE {2, < |8, | < 75}

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas d’une excitation non
résonnante a la limite perturbative (£2,/]8;] <1) et a la limite
d’impact (|8, ] < 7). Dans ces conditions, et en supposant en outre
8; <0(*), nous avons d’aprés (B.21) :

a2,

0= o (39)

Il s’ensuit que cos’8 ~ 1, sin’8 ~ 27/48% et d’apres (18)
o (“0)
Wy
262

Les intensités des diverses composantes du triplet, a I'ordre le plus bas
en §2,/|8,| ou elles apparaissent, valent alors d’aprés (37) :

0
o)) ~ 5= (41.2)
L

o

(*) Dans le cas o 8, >0, nous avons 6 = (7 /2) — (2,/28,) au lieu de (39). Partant
de ce résultat, il est facile de montrer que les formules (40) i (43) démontrées dans ce
paragraphe demeurent valables lorsque &, >0.
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2,

wy) ~ (41.b)

2|

I TEENE
b =53

1(20)0 - wL) == (41.C)

1

(@2
[+7]
o~

L’asymétrie entre les composantes du triplet de fluorescence apparait
clairement sur les formules (41.a) et (41.c). Alors que la raie de
fréquence (2w, — w ) varie en (£2,/8,)%, celle de fréquence w, est bien
plus grande puisqu’elle est proportionnelle & (£2,/8,)* seulement. En
outre, a cet ordre de perturbation, cette raie dépend exclusivement des
processus collisionnels comme le montre le coefficient y de la formule
(41.a). Notons d’ailleurs que le rapport I(wy)/I(w ) ne dépend, ni de
I'intensité du champ incident, ni du désaccord & résonance (si la
condition d’impact reste vérifiée) et vaut :

@) 2y )
H(wy) T
Cette formule montre qu’on peut déterminer le coefficient de relaxation
collisionnelle y en mesurant le rapport entre les intensités de la raie de
fluorescence de fréquence w, et celle de la raie de diffusion Rayleigh a
w;. L’absence de dépendance de (42) avec le champ incident tient au
fait qu’a la limite perturbative, les deux processus considérés sont
associés a l'absorption d’un seul photon incident (voir figures (1.b) et
(1.a)).

Les résultats précédents peuvent étre schématisés sur le diagramme
des niveaux d’énergie de Iatome habillé (fig. 4). Le systtme a une
probabilité relative voisine de 1 d’étre dans I'état |2(N)) qui, a la limite

‘rrl~w/1".

[LN))~16.N)
w

wy~1 .

|2(N))~|a, N+ 1)

[N =-1)) ~[b,N -1

§
3
(wz.)\ %{‘”0)

[2(N ~1)) ~ [a,N)

Figure 4. Schéma des processus radiatifs et collisionnels
4 la limite perturbative.
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considérée, est peu différent de |a,N + 1) (cette probabilité importante
est schématisée par le cercle de grande dimension de la figure 4).
Comme le niveau |2(N)) est peu contaminé par |b,N ), la probabilité
d’émission spontanée a partir de ce niveau est trés petite. En utilisant
(D.11) et (39), on trouve I' £23/46} pour la probabilité de transition
radiative de |2(N)) a |2(N — 1)) et une quantité encore plus petite,
I' 01/168%, pour la probabilité de transition de [2(N)) a |1(N - 1)).
En revanche, le niveau |[1(N)), qui est peu différent de |b,N), se
desexcite facilement vers {2(N — 1)) ~ |a,N) avec une probabilité
égale & I'. La population relative dans le niveau |1(N)) résulte d’une
compétition entre I'alimentation due aux collisions dont la probabilité
est w (donné par la formule (40)) et une fuite due & I'émission
spontanée. La probabilité de trouver le systéme dans Pétat |1(N)) est
donc simplement w/I",

Notons enfin qu’a la limite considérée dans ce paragraphe, le signal
d’absorption (38) est égal (a I'ordre 2 en £2,/8;) a:

0?
A=— (T +2v 43
452( ) (43)

et correspond a la somme de I'intensité de la raie Rayleigh et de la raie a
la fréquence atomique w, L’absorption augmente en présence de
collisions. Plus précisément, A croit linéairement en fonction du
nombre d’atomes perturbateurs X puisque vy est proportionnel a
N d’apres les formules (6) et (7).

Remarques

(i) Au lieu d’observer la fluorescence sur la transition b . a, on peut aussi
sonder 'atome avec un second faisceau laser de fréquence w'; sur une
transition partant du niveau b vers un niveau ¢ d’énergie plus élevée. Le
spectre d’excitation du niveau ¢ comprend alors deux résonances: la
premiére sera obtenue lorsque o'y + w; = w, et est associée & I’excitation
a deux photons du niveau ¢ a partir du niveau a (figure 5.«). La seconde
correspond 4 w'; = w, et est associée a un processus ou l'atome est
d’abord porté dans le niveau b dans un processus assisté par collisions, puis
dans le niveau ¢ par absorption d’un second photon résonnant pour la
transition ¢ -~ b (figure 5.8). Notons que les deux processus schématisés
sur les figures (5.a) et (5.B) apparaissent au méme ordre en champ
uniquement en présence de collisions (*). Le rapport entre I'intensité de la
raie d w'; = w, etcelle d w'; = w_, — @, croit avec le taux de collisions.
S’il est possible de négliger I'effet des niveaux intermédiaires autres que

(*) En I'absence de collisions, les atomes ne peuvent étre effectivement portés dans le
niveau b que par des processus non linéaires impliquant deux photons lasers
w, (voir la figure 28 du chapitre II).
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A ¢ A ¢
wp o
b b
__ __if collision_ __
-4 ﬂ}
@y
Wy
— a — a
(a) 8)

Figure 5. Absorption d’un faisceau sonde de fréquence ’; par un atome
interagissant avec un faisceau non résonnant de fréquence w, et subissant des
collisions. Le spectre d’excitation comporte deux résonances associées aux
processus schématisés sur les figures (5.a) et (5.B).

b dans Iexcitation & deux photons, le rapport entre les intensités des deux
raies est 4 la limite d’impact égal a 2y /I (*).

(ii) Considérons un atome possédant trois niveaux discrets a, b, b’ et un
continuum d’ionisation (figure 6.a)., Cet atome interagit avec deux fais-
ceaux laser incidents non résonnants, de fréquences w; et »’; voisines de
wy et 'y Etudions I'ionisation résultant de I'absorption de deux photons,
I'un de fréquence w,, I'autre de fréquence w';. Outre I'ionisation résuitant
de l'absorption simultanée de ces deux photons, il existe, dans un
environnement collisionnel, une ionisation par échelons ol 'atome est
porté dans une étape intermédiaire dans 'un des niveaux b ou b’ par un
processus d’excitation assisté par collision (figures (6.B) et (6.7v)).
Considérons alors les amplitudes de probabilité associées aux processus
d’ionisation schématisés sur les figures (6.8) et (6.v). Si le transfert
d’¢énergie et d’impulsion di 4 la collision est le méme pour ces deux
processus, il n’est pas possible de déterminer le chemin effectivement suivi
par le systéme et une interférence entre les deux amplitudes de probabilité
est alors possible. L’énergie transférée lors de la collision est égale a
#8, pour le processus (6.8) et & #8'; pour le processus (6.y). Une
condition nécessaire pour que les deux diagrammes interférent est donc
k8, = hd', c'est-a-dire encore :

E,—-E,=th(wo,— o) (44)

On voit ainsi apparaitre la condition de résonance mentionnée dans la
remarque (ii) du paragraphe 2-d. Les collisions conduisent effectivement a

(*) Pour plus de détails,