
Claude Cohen-Tannoudji • Jacques Dupont-Roc • Gilbert Grynberg

Processus d'interaction
entre

photons et atomes

S A V O I R S A C T U E L S

EDP Sciences/CNRS EDITIONS



© 2001, EDP Sciences, 7 avenue du Hoggar, BP 112, PA de Courtaboeuf,
91944 Les Ulis Cedex A.
CNRS EDITIONS, 15, rue Malebranche, 75005 Paris.

lre edition :
© 1988, 1996 (tirage corrige) InterEditions - CNRS EDITIONS

Tous droits reserves. Aucun extrait de ce livre ne peut etre reproduit, sous quelque
forme ou par quelque precede que ce soil (machine electronique, mecanique, a
photocopier, a enregistrer ou toute autre) sans 1'autorisation ecrite prealable des
editeurs.

ISBN 2-86883-358-6
ISBN 2-222-04027-2



Table des matieres

Avant-propos

Introduction

1

3

I
AMPLITUDES DE TRANSITION

EN ELECTRODYNAMIQUE

Introduction

A.

B.

C.

Amplitude de probabilite associee a un processus physique

Comportement temporel des amplitudes de transition
1. Couplage entre etats discrets isoles
2. Couplage resonnant entre etat discret et continuum
3. Couplages a 1'interieur d'un continuum ou entre continuums

Application a 1'electrodynamique
1. Hamiltonien en jauge de Coulomb
2. Developpement vis-a-vis des charges qa

3. Developpement vis-a-vis de 1' interaction avec le champ trans-
verse

4. Avantages lies a la prise en compte de 1'interaction de Coulomb
dans rhamiltonien des particules

5. Representation diagrammatique des amplitudes de transition

7

9

11
11
13
15

17
17
18

19

20
21

COMPLEMENT A{ - CALCUL PERTURBATIF
DES AMPLITUDES DE TRANSITION

QUELQUES FORMULES UTILES

Introduction

1. Point de vue d'interaction
2. Developpement perturbatif des amplitudes de transition - a. Developpe-

ment perturbatif de I'operateur devolution, b. Amplitude de transition
d'ordre 1 en V . c. Amplitude de transition d'ordre 2 en V

24

24

25



VI Table des matieres

3. Probabilite de transition - a. Calcul de la probabilite de transition vers un
etat final different de I'etat initial, b. Probabilite de transition entre deux
etats discrets. Calcul a I'ordre le plus bas en V. c. Cas oil I'etat final
appartient a un continuum d'energie. Densite d'etats. d. Probabilite de
transition par unite de temps vers un groupe d'etats finals appartenant a un
continuum d'energie. e. Cas ou I'etat initial et I'etat final appartiennent tous
deux a un continuum

COMPLEMENT Bl - DESCRIPTION DE L'EFFET
D'UNE PERTURBATION PAR UN HAMILTONIEN EFFECTIF

1 . Introduction - But recherche
2 Principe de la methods
3. Determination de 1'hamiltonien effectif - a. Calcul de S ordre par ordre.

b. Expression de 1'hamiltonien effectif a I'ordre 2. c. Termes d' ordre
superieur

4 . Cas de deux systemes en interaction

COMPLEMENT Cl - NIVEAU DISCRET
COUPLfi A UN CONTINUUM LARGE

ETUDE D'UN MODELE SIMPLE

Introduction

1. Description du modele - a. Etat discret et continuum, b. Discretisation du
continuum, c. Hypotheses simplificatrices

2. Etats stationnaires du systeme. Souvenir de I'etat discret dans le nouveau
continuum - a. Equation aux valeurs propres. b. Determination graphique
des nouvelles valeurs propres. c. Densite de presence de I'etat discret dans
le nouveau continuum

3. Quelques applications de ce modele simple - a. Disintegration de I'etat
discret. b. Excitation du niveau discret a partir d'un autre etat du systeme.
c. Diffusion resonnante via I'etat discret. d. Profils de Fano

4. Generalisation a des continuums plus realistes. Diagonalisation de
rhamiltonien sans discretisation

31

38
41

47
45

48

49

50

54

62



Table des matieres

II

VII

DESCRIPTION QUALITATIVE DE QUELQUES PROCESSUS
D'INTERACTION ENTRE ATOMES ET PHOTONS

Introduction

A. Processus d'emission : un photon nouveau apparait
1. Emission spontanee entre deux niveaux atomiques discrets. Desinte-

gration radiative d'un niveau atomique excite - a. Representation
diagrammatique. b. Probabilite d'emission spontanee par unite de
temps, c. Resultats non perturbatifs

2. Emission spontanee entre un etat du continuum et un etat discret -
a. Premier exemple : capture radiative, b. Deuxieme exemple :
dissociation radiative d'une molecule

3. Emission spontanee entre deux etats du continuum d'ionisation -
Rayonnement de freinage

B. Processus d' absorption : un photon disparait
1. Absorption entre deux etats discrets
2. Absorption entre un etat discret et un etat du continuum - a.

Premier exemple : photoionisation. b. Deuxieme exemple : photodis-
sociation

3. Absorption entre deux etats du continuum d'ionisation : Brems-
strahlung inverse

4. Influence de 1'etat initial du champ sur la dynamique du processus
d'absorption

C. Processus de diffusion : un photon disparait et un autre photon
apparait
1. Amplitude de diffusion- Representation diagrammatique
2. Differents types de diffusion d'un photon par un systeme atomique

ou moleculaire - a. Diffusion elastique a basse energie : diffusion
Rayleigh. b. Diffusion inelastique a basse energie : diffusion Raman.
c. Diffusion elastique d haute energie : diffusion Thomson, d.
Diffusion inelastique a haute energie avec etat atomique final dans le
continuum d'ionisation : diffusion Compton

3. Diffusion resonnante

D. Processus multiphotoniques : plusieurs photons apparaissent ou dispa-
raissent
1. Emission spontanee a deux photons
2. Absorption (et emission induite) multiphotonique entre deux etats

atomiques discrets

65

67

67

71

74

76
76

77

80

81

84
84

86
91

96
96

98



VIII Table des matieres

3. lonisation multiphotonique
4. Generation d'harmoniques
5. Processus multiphotoniques et diffusion quasi resonnante

E. Corrections radiatives : des photons sont emis et reabsorbe"s (ou
absorbes et reemis)
1 . Corrections radiatives spontanees - a. Cas d'un electron libre :

correction de masse, b. Cas d'un electron atomique : largeur naturelle
et deplacement radiatif

2. Corrections radiatives stimulees

F. Interaction par echange de photons
1. Echange de photons transverses entre deux particules chargees :

premiere correction a 1'interaction de Coulomb
2. Interaction de Van der Waals entre deux atomes neutres - a.

Distance faible : D<^\ab. b. Grande distance: \ab<^D

COMPLEMENT An - SIGNAUX DE PHOTODETECTION
ET FONCTIONS DE CORRELATION

Introduction

1. Modeles simples de photodetecteurs atomiques - a. Photo detecteur a
bande large, b. Photo detecteur a bande etroite

2. Probabilite d'excitation et fonctions de correlation - a. Hamiltonien -
operateur devolution, b. Calcul de la probabilite pour que I'atome ait
quitte I'etat fondamental au bout d'un temps At. c. Fonction de correlation
du dipole atomique. d. Fonction de correlation du champ

3. Photodetection a bande large - a. Condition sur les fonctions de
correlation, b. Probabilite de photoionisation par unite de temps

4. Photodetection a bande etroite - a. Condition sur le rayonnement incident
et le detecteur. b. Excitation par un spectre de frequences large, c. Effet de
la largeur naturelle du niveau atomique excite

5. Signaux de photodetection double - a. Correlation entre les signaux de
deux photodetecteurs. b. Principales etapes du calcul de wn

COMPLEMENT Bn - CORRECTIONS RADIATIVES
DANS LE POINT DE VUE DE PAULI-FlERZ

Introduction

1 . La transformation de Pauli-Fierz - a. Hypotheses simplificatrices - Posi-
tion du probleme. b. Champ transverse lie a une particule classique. c.
Determination de la transformation de Pauli-Fierz

100
102
104

107

107
112

116

116

119

125

126

127

134

137

140

145

146



Table des matieres

2. Les observables dans le nouveau point de vue -a. Transformation des
champs transverses. b. Transformation des variables dynamiques des
particules. c. Expression du nouvel hamiltonien

3. Discussion physique - a. Correction de masse, b. Nouvel hamiltonien
d' interaction entre particule et champ transverse, c. Avantages du nouveau
point de vue. d. Critique de la notion de champ lie a une particule . . .

Ill
ETUDE NON PERTURBATIVE

DES AMPLITUDES DE TRANSITION

Introduction

A. Operateur d'evolution et resolvante
1. Equation integrate satisfaite par 1'operateur d'evolution
2. Fonctions de Green - Propagateurs
3. Resolvante de 1'hamiltonien

B. Resommation formelle de la serie de perturbation
1 . Etude d'un exemple simple - Methode diagrammatique
2. Methode algebrique utilisant des operateurs de projection - a.

Projecteur sur un sous-espace $Q de I'espace des etats.b. Calcul de la
restriction de la resolvante dans le sous-espace &Q. c. Calcul des autres
restrictions de G(z). d. Interpretation de 1'operateur deplacement .

3. Introduction de quelques approximations- a. Calcul perturbatif de
1'operateur deplacement. Resommation partielle de la serie de pertur-
bation, b. Approximation consistant a negliger la dependance en
energie de 1'operateur deplacement

C. Etude de quelques exemples d'application
1 . Evolution d'un etat atomique excite - a. Calcul non perturbatif de

V amplitude de probabilue pour que I'atome reste excite, b. Duree de
vie et deplacement radiatifs. c. Conditions de validite du traitement
precedent

2. Distribution spectrale des photons emis spontanement par un atome
excite - a. Element de matrice de la resolvante associe au processus
etudie. b. Generalisation a une cascade radiative, c. Largeur naturelle
et deplacement des raies emises

3. Couplage indirect entre un niveau discret et un continuum. Exemple
de la transition de Lamb - a. Presentation du probleme. b. Calcul
non perturbatif de 1' amplitude de transition, c. Cos d'un couplage
faible. Formule de Bethe. d. Cos d'un couplage fort. Oscillation de
Rabi

IX

150

155

161

163
163
163
165

168
168

170

175

179

179

185

193



X Table des matieres

4. Couplage indirect entre deux niveaux discrets. Les transitions
multiphotoniques - a. Phenomene physique etudie et sous-espace
$ o des etats privilegies. b. Calcul non perturbatif des amplitudes de
transition, c. Cos d'un couplage faible. Probabilite d' excitation a deux
photons par unite de temps, d. Cas d'un couplage fort. Oscillation de
Rabi a deux photons, e. Transition multiphotonique d'ordre plus
eleve. f. Limites du traitement precedent

COMPLEMENT Am - PROPRIETES ANALYTIQUES
DE LA RESOLVANTE

Introduction

1. Analycite de la resolvante en dehors de 1'axe reel
2. Etude des singularites sur 1'axe reel
3. Etats instables et poles du prolongement analytique
4. Integrate de contour et corrections a la decroissance exponentielle ....

COMPLEMENT Bm - EXPRESSIONS NON PERTURBATIVES
POUR LES AMPLITUDES DE DIFFUSION

D'UN PHOTON PAR UN ATOME

Introduction

1 . Amplitude de transition entre etats non perturbes - a. Utilisation de la
resolvante. b. Matrice de transition, c. Application a la diffusion reson-
nante. d. Insuffisances de I'approche precedente

2. Introduction d'etats asymptotiques exacts - a. L'atome en {'absence de
photons libres. b. L'atome en presence d'un photon libre

3. Amplitude de transition entre etats asymptotiques exacts - a. Nouvelle
definition de la matrice S. b. Nouvelle expression de la matrice de
transition. Discussion physique

COMPLEMENT Cm - ETAT DISCRET COUPLE
A UN CONTINUUM DE LARGEUR FINIE
TRANSITION ENTRE LA DECROISSANCE

EXPONENTIELLE DE WEISSKOPF-WlGNER
ET L'OSCILLATION DE RABI

1. Introduction - Idee generate
2. Presentation du modele - a. Etats non perturbes. b. Hypotheses sur le

200

208

208
210
212
215

217

218

224

227

233



Table des matieres

couplage. c. Calcul de la resolvante et des propagateurs. d. Trans formee
de Fourier de 1' amplitude Ub(r)

3. Les parametres physiques importants - a. Fonction rb(E). b. Parametre
jfij caracterisant le couplage de I'etat discret avec tout le continuum, c.
Fonction Ab(E)

4. Principe de la construction graphique - a. Construction point par point de
^fb(E). b. Determination graphique des abcisses des maxima de
tflb(E) - Classification des divers regimes

5. Couplage faible - a. Decroissance exponentielle de Weisskopf-Wigner. b.
Corrections a la decroissance exponentielle

6. Couplage intermediate - Couplage critique - a. Developpement de
fyb(E) au voisinage d'un maximum, b. Sens physique du couplage
critique

7. Couplage fort

XI

234

237

240

242

244
246

IV
LE RAYONNEMENT CONSIDERS COMME UN RESERVOIR :

EQUATION PILOTE POUR LES PARTICULES

A. Introduction - Idee generate

B. Etablissement de 1' equation pilote d'un petit systeme stf couple a un
reservoir $
1. Equation devolution du petit systeme en representation d'interac-

tion
2. Hypotheses sur le reservoir - a. Etat du reservoir, b. Valeurs

moyennes a un et deux temps des observables de $ couplees a
d

3. Calcul perturbatif de la vitesse de variation a gros grains du petit
systeme

4. Equation pilote dans la base des etats d'energie du petit systeme

C. Contenu physique de F equation pilote
1. Evolution des populations
2. Evolution des coherences

D. Discussion des approximations
1. Ordre de grandeur du temps devolution de j/
2. Condition d'existence de deux echelles de temps
3. Condition de validite du developpement perturbatif
4. Factorisation de 1'operateur densite global a 1'instant t
5. Recapitulation

249

254

254

255

258
260

264
264
266

269
269
269
270
270
272



XII Table des matieres

E. Application a un atome a deux niveaux couple au rayonnement
1. Evolution des degres de liberte internes- a. Equation pilote

decrivant remission spontanee d'un atome a deux niveaux. b. Termes
supplementaires decrivant {'absorption et remission induite d'un
rayonnement a large bande spectrale et faible intensite

2. Evolution des vitesses atomiques - a. Prise en compte des degres de
liberte de translation dans 1' equation pilote. b. Equation de Fokker-
Planck pour la fonction de distribution des vitesses atomiques. c.
Evolution de ['impulsion moyenne et de la dispersion sur les
impulsions, d. Distribution stationnaire. Equilibre thermodynami-
que

273

273

279

COMPLEMENT A1V - FLUCTUATIONS ET REPONSE LINEAIRE
APPLICATION AUX PROCESSUS RADIATIFS

Introduction

1. Fonctions statistiques et interpretation de Pequation pilote - a. Fonction
de correlation symetrique. b. Susceptibilite lineaire. c. Energie de polarisa-
tion et dissipation, d. Interpretation physique du deplacement des niveaux
d'energie. e. Interpretation physique des echanges d'energie

2. Application aux processus radiatifs - a. Calcul des fonctions statistiques.
b. Discussion physique, c. Deplacement des niveaux d'energie du aux
fluctuations du champ de rayonnement. d. Deplacement des niveaux
d'energie du a la reaction de rayonnement. e. Les echanges d'energie entre
V atome et le rayonnement

COMPLEMENT BIV - EQUATION PILOTE POUR UN
OSCILLATEUR HARMONIQUE AMORTI

1 . Systeme physique considere
2. Forme operatorielle de 1'equation pilote
3. Equation pilote dans la base des etats propres de HA - a. Evolution des

populations, b. Evolution de quelques valeurs moyennes
4. Equation pilote dans une base d'etats coherents - a. Brefs rappels sur les

etats coherents et sur la representation P N de I'operateur densite. b.
Equation d' evolution pour P N ( f B , p * , t ) . c. Discussion physique

291

291

300

309
310

313

316



Table des matieres

COMPLEMENT CIV - EQUATIONS DE LANGEVIN
QUANTIQUES POUR UN SYSTEME PHYSIQUE SIMPLE

Introduction

1 . Rappels sur la theorie classique du mouvement Brownien - a. Equation
de Langevin. b. Interpretation du coefficient D. Lien entre fluctuations et
dissipation, c. Etude de quelques fonctions de correlation

2. Equations de Heisenberg-Langevin pour un oscillateur harmonique
amorti - a. Equations de Heisenberg couplees. b. Equation de Langevin et
force de Langevin quantiques. c. Lien entre fluctuations et dissipation, d.
Moyennes a deux temps mixtes faisant intervenir les forces de Langevin et
les operateurs b et b+ de s# . e. Vitesses de variation des variances
i^N et 1^ A. f. Generalisation de la relation d' Einstein, g. Calcul des
moyennes a deux temps des operateurs de <$# . Theoreme de regression
quantique

V
EQUATIONS DE BLOCK OPTIQUES

Introduction

A. Equations de Bloch optiques pour un atome a deux niveaux
1. Description du rayonnement incident
2. Approximation des vitesses de variation independantes
3. Approximation du champ tournant - a. Elimination des termes

antiresonnants. b. Forme independante du temps des equations de
Bloch optiques. c. Autres formes des equations de Bloch optiques

4. Representation geometrique en termes de spin 2 fictif

B. Discussion physique - Differences avec d'autres equations d 'evolution —
1. Difference avec des equations de relaxation. Couplages entre

populations et coherences
2. Differences avec des equations devolution hamiltoniennes
3. Differences avec des equations de Heisenberg-Langevin

C. Premiere application- Evolution des valeurs moyennes atomiques ....
1. Degres de liberte internes - a. Allure du regime transitoire. b. Etude

du regime stationnaire . c. Bilan d'energie. Nombre moyen de photons
incidents absorbes par unite de temps

XIII

321

321

327

337

340
340
341

342
345

348

348
348
349

351

351



XIV Table des matieres

2. Degres de liberte externes. Forces radiatives moyennes - a. Equa-
tion du mouvement du centre du paquet d'ondes atomique. b. Les
deux types de forces pour un atome initialement immobile, c. Force
dissipative. Pression de radiation, d. Force reactive. Force dipo-
laire

D. Proprietes de la lumiere emise par 1'atome
1. Signaux de photodetection et moyennes a un ou deux temps du

dipole emetteur - a. Lien entre le champ rayonne et le dipole
emetteur. b. Expression des signaux de photodetection

2. Intensite totale de la lumiere emise - a. Proportionnalite a la
population du niveau atomique excite, b. Diffusion coherente et
diffusion incoherente. c. Contributions respectives de la diffusion
coherente et incoherente a I'intensite totale emise en regime station-
naire

3. Repartition spectrale de la lumiere emise en regime stationnaire - a.
Contributions respectives de la diffusion coherente et incoherente -
Spectres elastique et inelastique. b. Principe du calcul du spectre
inelastique. c. Allure du spectre inelastique dans quelques cas
limites

COMPLEMENT Av - EQUATIONS DE BLOCH-LANGEVIN
THEOREME DE REGRESSION QUANTIQUE

Introduction

1. Equations de Heisenberg couplees de 1'atome et du champ - a. Hamilto-
nien et base d'operateurs du systeme. b. Equation d' evolution des
observables de 1'atome et du champ, c. Approximation du champ
tournant. Changement de variables, d. Comparaison avec le cas de
1' oscillateur harmonique

2. Etablissement des equations de Heisenberg-Langevin - a. Choix de
I'ordre normal, b. Contribution du champ des sources, c. Recapitulation.
Discussion physique

3. Proprietes des forces de Langevin - a. Relations de commutation entre
dipole atomique et champ libre. b. Calcul des fonctions de correlation des
forces de Langevin. c. Theoreme de regression quantique. d. Relations
d' Einstein generalisees

354

363

363

366

368

372

372

377

382



Table des matieres

VI
LA METHODE DE L'ATOME HABILLE

A. Introduction : 1'atome habille

B. Niveaux d'energie de 1'atome habille
1. Modelisation du faisceau laser
2. Etats non couples du systeme atome + photons laser
3. Le couplage atome-photons laser - a. Hamiltonien d' inter action, b.

Couplages resonnants et non resonnants. c. Periodicite locale du
diagramme d'energie. d. Introduction de la frequence de Rabi ....

4. Les etats propres de 1'atome habille - a. Niveaux d'energie et
fonctions d'onde. b. Diagramme d'energie en fonction de ha)L

5. Manifestations physiques des processus d'absorption et d'emission
induite

C. La fluorescence de resonance interpretee comme une cascade radiative
de 1'atome habille
1. Les divers temps caracteristiques du probleme
2. La cascade radiative dans la base non couplee - a. Evolution

temporelle du systeme. b. Degroupement de photons, c. Delais entre
deux emissions spontanees successives

3. La cascade radiative dans la base des niveaux habilles - a. Transi-
tions permises entre niveaux habilles. b. Triplet de fluorescence, c.
Correlations temporelles entre photons de fluorescence filtres en
frequence

D. Equation pilote de 1'atome habille
1 . Forme generate de 1'equation pilote - a. Approximation des vitesses

de variation independantes. b. Comparaison avec les equations de
Block optiques

2. Equation pilote dans la base des niveaux habilles a la limite
seculaire - a. Avantages de la base couplee a la limite seculaire. b.
Evolution des populations, c. Evolution des coherences - Trans ferts
de coherence, d. Populations reduites et coherences reduites

3. Etat quasi stationnaire pour la cascade radiative - a. Matrice densite
initiale. b. Regime transitoire et etat quasi stationnaire

E. Etude de quelques applications
1. Largeurs et poids des diverses composantes du triplet de fluores-

cence - a. Evolution du dipole moyen. b. Largeurs et intensites des
raies laterales. c. Structure de la rate centrale

XV

389

392
392
393

395

396

398

400
400

401

404

408

408

410

415

418

418



XVI Table des matieres

2. Spectre d'absorption d'un second faisceau laser sonde - a. Probleme
physique considere. b, Cas oil les deux lasers excitent la meme
transition, c. Cas ou les deux lasers excitent deux transitions
partageant un niveau commun - Effet Autler- Townes

3. Correlations de photons - a. Calcul du signal de correlation de
photons, b. Discussion physique, c. Generalisation a un systeme a
trois niveaux : fluorescence inter mittente

4. Forces dipolaires - a. Niveaux d'energie de I'atome habille dans une
onde laser inhomogene spatialement. b. Interpretation de la force
dipolaire moyenne. c. Fluctuations de la force dipolaire

COMPLEMENT Avl - L'ATOME HABILLE
DANS LE DOMAINE DES RADIOFREQUENCES

Introduction

1. Generalites sur les resonances de croisement et d'anticroisement - a.
Anticroisement simple sur un systeme a deux niveaux. b. Anticroisement
d'ordre superieur. c. Croisement de niveaux. Resonance de coherence .

2. Spin i habille par des photons de radiofrequence - a. Description du
systeme. b. Hamiltonien d'interaction entre I'atome et le champ de
radiofrequence. c. Preparation et detection

3. Le cas simple des photons de polarisation circulaire - a. Le diagramme
d'energie. b. La resonance magnetique interpretee comme une resonance
d'anticroisement de I'atome habille. c. Resonances de croisement des
niveaux habilles

4. Photons de radiofrequence de polarisation lineaire - a. Presentation des
effets nouveaux. b. Le deplacement de Bloch-Siegert. c. Le spectre impair
de resonances d'anticroisement. d. Le spectre pair de resonances de
croisement. e. Un calcul non perturbatif : le facteur de Lande de I'atome
habille. f. Evolution qualitative du diagramme d'energie aux fortes
intensites

COMPLEMENT BVI - PROCESSUS COLLISIONNELS
EN PRESENCE DTRRADIATION LASER

Introduction

1. Relaxation collisionnelle en 1'absence d'irradiation laser- a. Hypotheses
simplificatrices . b. Equation pilote decrivant I'effet des collisions sur
I'atome emetteur

422

427

434

440

441

448

452

458

468

469



Table des matieres

2. Relaxation collisionnelle en presence d' irradiation laser - a. Le point de
vue de I'atome habille. b. Evolution des populations : transferts collision-
nets entre niveaux habilles. c. Evolution des coherences. Amortissement et
deplacement collisionnels. d. Forme explicite de {'equation pilote a la
limite d' impact

3. Modifications introduites par les collisions sur remission et 1'absorption
de lumiere par I'atome. Redistribution collisionnelle - a. Prise en compte
de remission spontanee. b. Populations reduites stationnaires. c. Intensite
des trois composantes du triplet de fluorescence, d. Interpretation physique
a la limite n{< \8L\ < TC~,{

4. Apergu sur le calcul du taux de transfer! collisionnel - a. Expression du
taux de trans fert en fonction de la matrice S de collision, b. Cas ou la
frequence laser devient resonnante au cours de la collision. Limite des
grands disaccords

EXERCICES

1. Calcul de la duree de vie radiative d'un niveau atomique excite.
Comparaison avec le temps d'amortissement d'un dipole classique ...

2. Emission spontanee par un ion piege. Effet Lamb-Dicke
3. Diffusion Rayleigh
4. Diffusion Thomson
5 . Diffusion resonnante
6. Detection optique du croisement de deux niveaux atomiques excites
7. Deplacement radiatif d'un niveau atomique. Formule de Bethe pour le

deplacement de Lamb :
8. Rayonnement de freinage. Corrections radiatives a la diffusion elastique

par un potentiel
9. Rayonnement de freinage de basse frequence. Etude non perturbative

de la « catastrophe infrarouge »
10. Modification de la frequence cyclotron d'une particule par interaction

avec le rayonnement
11. Interactions magnetiques entre spins
12. Modification du moment magnetique d'un atome due a 1'interaction

avec les fluctuations du champ magnetique du vide
13. Excitation d'un atome par un paquet d'ondes : absorption en raie large

et en raie etroite
14. Emission spontanee d'un ensemble de deux atomes proches. Etats

superradiants et etats subradiants
15. Cascade radiative d'un oscillateur harmonique
16. Principe du bilan detaille
17. Equivalence entre un champ quantique dans un etat coherent et un

champ exterieur

XVII

472

478

486

491
494
499
503
506
509

513

522

531

538
544

549

553

558
563
569

571



XVIII Table des matieres

18. Elimination adiabatique des coherences et transformation des equations
de Bloch optiques en equations de relaxation

19. Susceptibilite non lineaire pour un ensemble d'atomes a deux niveaux.
Etude de quelques applications

20. Absorption d'une onde sonde par des atomes soumis a une onde
intense. Application a 1'absorption saturee

APPENDICE - RESUME SUR L'ELECTRODYNAMIQUE
QUANTIQUE EN JAUGE DE COULOMB

1. Description du champ electromagnetique - a. Champs electrique E et
magnetique B. b. Potentiels vecteur A et scalaire U. c. Jauge de Coulomb,
d. Variables normales. e. Principe de la quantification canonique en jauge
de Coulomb, f. Les champs quantiques en jauge de Coulomb

2. Les particules
3. Hamiltonien et dynamique en jauge de Coulomb - a. Hamiltonien. b,

Hamiltoniens non perturbes et hamiltonien d' interaction, c. Les equations
du mouvement

4. Espace des etats
5. Approximation des grandes longeurs d'onde et point de vue dipolaire

electrique - a. La transformation unitaire. b. Les grandeurs physiques
dans le point de vue dipolaire. c. Induction electrique. d. Hamiltonien
dipolaire electrique

Liste des ouvrages cites en reference

Index

575

578

583

593
600

601
604

606

611

615



Avant-propos

Le developpement spectaculaire de nouvelles sources de rayonnement
electromagnetique, couvrant un domaine de frequences allant des
ondes radio a Fultra-violet lointain (lasers, masers, rayonnement
synchrotron, sources millimetriques), a renouvele considerablement
1'interet porte aux processus d'interaction entre photons et atomes. De
nouvelles methodes sont apparues, permettant d'obtenir des informa-
tions de plus en plus precises sur la structure et la dynamique des
atomes et des molecules, de controler leurs degres de liberte internes et
externes ou de generer de nouveaux types de rayonnements. Ces
developpements font qu'un nombre croissant de physiciens et de
chimistes, de chercheurs et d'ingenieurs, s'int6ressent aux processus
d'interaction entre matiere et rayonnement a basse energie. L'ambition
de cet ouvrage est de mettre a leur disposition les bases theoriques
necessaires pour aborder 1'etude de ces processus en partant d'un
niveau en mecanique quantique et en electromagnetisme classique cor-
respondant a celui de la maitrise.

Un tel programme comporte naturellement deux volets. II faut, d'une
part, presenter le cadre theorique permettant de decrire la dynamique
quantique du systeme global « champ electromagnetique 4- particules
chargees non relativistes », discuter le contenu physique de la theorie et
les diverses formulations que Ton peut en donner. Ces problemes sont
etudies dans un volume deja paru et intitule « Photons et Atomes -
Introduction a 1'Electrodynamique Quantique ». II faut, d'autre part,
montrer comment un tel cadre theorique permet d'analyser les proces-
sus d'interaction entre photons et atomes tels qu'ils apparaissent en
physique atomique et moleculaire, en optique quantique et en physique
des lasers. Tel est 1'objet du present volume intitule «Processus
d'interaction entre Photons et Atomes ». Les objectifs de ces deux
volumes sont done clairement distincts et, suivant ses preoccupations ou
ses besoins, le lecteur pourra utiliser 1'un, 1'autre ou les deux volumes
de cet ouvrage.

II est bien sur exclu de pouvoir presenter dans ce seul volume une
etude exhaustive des processus d'interaction entre matiere et rayonne-
ment et de tous les phenomenes physiques auxquels ils donnent
naissance. Nous avons done mis 1'accent sur les aspects qui nous
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semblent essentiels. Tout d'abord, nous analysons en detail les proces-
sus elementaires au cours desquels des photons sont emis, absorbes,
diffuses, emis et reabsorbes, echanges par des atomes, en nous aidant
au maximum de representations diagrammatiques qui permettent de
visualiser les processus etudie"s. La connaissance de ces processus
elementaires n'est cependant pas toujours suffisante pour analyser
simplement la tres grande variete de phenomenes qui peuvent resulter
de 1'imbrication de ces processus. II nous a done semble important de
regrouper aussi dans cet ouvrage differentes approches theoriques, qui
sont generalement dispersees dans des ouvrages plus specialises, et qui
sont plus particulierement adaptees a tel ou tel aspect des phenomenes
etudies (methodes perturbatives, methode de la re"solvante, equation
pilote, equation de Langevin, equations de Bloch optiques, methode de
1'atome habille...). Enfin, nous avons choisi d'illustrer ces methodes sur
des systemes tres simples, de maniere a pouvoir degager aussi claire-
ment que possible leur interet et leurs limites. Nous esperons avoir ainsi
integre dans ce volume les elements de base permettant de dominer la
physique de 1'interaction matiere-rayonnement sous ses divers aspects.
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Introduction

L'interaction electromagnetique gouverne les mouvements des elec-
trons et des noyaux qui sont, a 1'echelle de 1'electron-volt, les
constituants elementaires de la matiere. La comprehension des mecanis-
mes d'interaction entre le champ electromagnetique et ces particules est
done fondamentale pour interpreter de tres nombreux phenomenes
dans notre environnement. Responsable de la cohesion des atomes et
des molecules, et de leurs interactions mutuelles, 1'interaction electro-
magnetique est aussi a 1'origine de 1'emission ou de 1'absorption de
rayonnement par ces systemes. L'etude des proprietes de la lumiere
emise ou absorbee par les atomes et les molecules est d'ailleurs une
source essentielle d'informations sur la structure et la dynamique de ces
systemes. Soulignons aussi qu'il est possible d'utiliser les photons pour
agir sur les atomes, pour controler leurs degres de liberte aussi bien
internes qu'externes et pour les placer dans des situations tres eloignees
de 1'equilibre thermodynamique.

Pour decrire les processus qui mettent en jeu le champ electromagne-
tique et des atomes ou des molecules, la jauge de Coulomb est
particulierement commode. Rappelons en effet que, dans ce point de
vue, 1'interaction de Coulomb entre particules chargees, qui est liee a la
partie longitudinale du champ electromagnetique et qui est preponde-
rante a basse energie, apparait d'emblee dans 1'hamiltonien des
particules. Le couplage de ces dernieres avec le champ transverse
quantifie peut ensuite etre analyse de maniere perturbative. Une telle
formulation presente de nombreux avantages. Tout d'abord, a cause de
1'interaction de Coulomb, 1'hamiltonien des particules peut posseder
des etats lies. Les atomes, les molecules, et la matiere de fac.on generate,
peuvent ainsi etre decrits en premiere approximation de maniere
simple. II faut ensuite tenir compte du couplage avec le champ
quantique qui est caracterise par ses excitations elementaires, les
photons. Les echanges d'energie, d'impulsion et de moment cinetique
entre les systemes de particules et le champ transverse sont alors decrits
par des absorptions et des emissions de photons. Ces processus
constituent les processus elementaires d'interaction entre la matiere et
le champ transverse.
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II convient toutefois de noter que 1'identification des processus
elementaires n'epuise pas le sujet. En effet, 1'imbrication de plusieurs
de ces processus peut conduire a des effets qualitativement nouveaux.
Ainsi, le grand nombre de degres de liberte du champ est a 1'origine de
1'apparition de comportements irreversibles dans 1'evolution des ato-
mes. Le champ peut apparaitre dans ce cas comme un reservoir et les
methodes de la mecanique statistique se revelent alors particulierement
commodes pour decrire 1'effet du champ sur les particules. Un autre
aspect du champ electromagnetique necessite une approche particu-
liere : le champ electromagnetique est en effet 1'un des rares champs
que Ton sache produire dans des etats ou son amplitude moyenne est
non nulle. L'evolution des systemes atomiques dans un tel champ
coherent donne lieu a une grande richesse de comportements qui ont ete
explores d'abord a propos de la resonance magnetique avant de 1'etre
dans le domaine optique.

C'est cette vari^te de comportements et les methodes theoriques
appropriees pour en rendre compte qui sont exposees dans les six
chapitres qui constituent ce livre. Le premier chapitre rappelle la notion
d'amplitude de transition, qui est essentielle pour la description
quantique d'un processus d'interaction entre photons et atomes. Les
6tats importants des particules et du champ sont identifies, et on
introduit des representations diagrammatiques permettant de visualiser
les processus etudies. Le chapitre II presente une vue d'ensemble sur
les interactions entre atomes et photons. Les divers processus e!6men-
taires sont passes en revue et analyses en termes d'amplitudes de
transition : absorption, emission, diffusion de photons, corrections
radiatives et echanges de photons. Ces processus sont illustres sur de
nombreux exemples choisis dans des contextes varies. Le chapitre III
reprend le probleme du calcul des amplitudes de transition avec un outil
plus puissant que la theorie des perturbations, la resolvante. Nous
montrons comment il est possible d'obtenir des expressions non
perturbatives des amplitudes de transition, en particulier pour la
decroissance d'un etat instable ou pour la diffusion resonnante. A partir
du chapitre IV, on ne cherche plus a determiner 1'evolution de
1'ensemble « champ + particules », mais seulement celle de 1'atome.
Nous montrons dans le chapitre IV que, pour de nombreux etats du
champ, 1'evolution de I'atome peut etre decrite par une equation de
relaxation pour la matrice densite de I'atome (ou par une equation de
Langevin pour ses observables). De nombreux r6sultats sont egalement
etablis sur le mouvement et les fluctuations des observables internes et
externes de l'atome. Dans le chapitre V, on tient compte en plus de
1'effet d'un rayonnement monochromatique coherent, eventuellement
intense, qui perturbe de facon importante 1'evolution atomique. Cette
derniere peut etre decrite, moyennant certaines approximations, par les
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equations de Bloch optiques, dans lesquelles 1'effet du champ coherent
est decrit comme une perturbation dependant du temps. Les equations
de Bloch optiques constituent, avec les equations de Maxwell, les
equations de base pour analyser de nombreuses situations physiques.
Enfin, le chapitre VI reprend le meme probleme dans le point de vue de
« 1'atome habille » qui utilise une description quantique du mode du
champ ayant une amplitude macroscopique. Ce point de vue permet de
faire ressortir clairement le role joue par les processus fondamentaux
d'absorption, d'emission induite et d'emission spontanee discutes au
chapitre II, et se revele tres commode pour interpreter de nombreux
phenomenes se produisant en presence de rayonnement intense.

Comme dans 1'autre volume « Photons et Atomes - Introduction a
1'Electrodynamique Quantique », chaque chapitre est complete par des
complements qui ont diverses fonctions ; ils peuvent preciser des
notions introduites dans le chapitre ou le prolonger en presentant des
exemples d'applications ; ils peuvent egalement proposer d'autres
points de vue ou aborder des problemes annexes. Une bibliographic
succincte, non exhaustive, est donnee, soit sous forme de references
generates a la fin des chapitres et eventuellement des complements, soit
sous forme de references plus specifiques mentionnees dans des notes
en bas de page. Les livres sont cites simplement par le nom des auteurs
sauf « Photons et Atomes - Introduction a 1'Electrodynamique Quanti-
que » qui Test par son litre. Pour eviter des references trop frequentes a
ce livre, nous avons rassemble dans un appendice les elements essentiels
de la description de 1'electrodynamique en jauge de Coulomb. Ce
formulaire a toutefois un caractere tres succinct, et le lecteur est invite a
se referer a 1'ouvrage mentionne plus haut pour toutes les questions
relatives aux fondements de la theorie. Enfin, nous avons regroupe a la
fin de ce volume une vingtaine d'exercices corriges, qui illustrent tel ou
tel aspect de 1'interaction entre matiere et rayonnement. Au prix de
quelques redites, nous les avons rendus suffisamment autonomes pour
qu'ils puissent en general etre abordes independamment de la lecture
detaillee de tel ou tel chapitre.

Pour une premiere approche simple, le lecteur pourrait se contenter
des chapitres I, II et V, et admettre, apres avoir parcouru la partie A du
chapitre IV, 1'existence des vitesses de relaxation. II aurait ainsi une vue
d'ensemble sur les processus elementaires et serait familiarise avec les
methodes simples de calcul des amplitudes de transition ainsi qu'avec
les equations de Bloch optiques.

Avertissement

Selon un usage courant, le terme « rayonnement » est utilise de facon
assez generate pour designer le champ transverse, bien qu'il ne coincide
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avec ce dernier qu'en 1'absence de particules chargees. Par ailleurs, les
frequences propres des atomes ou du champ sont systematiquement
reperees par les pulsations o> correspondantes. Etant donne 1'usage peu
courant de ce dernier terme, nous continuons a utiliser le mot de
frequence pour les designer.



CHAPITRE I

Amplitudes de transition
en electrodynamique

Le but de ce premier chapitre est d'introduire la notion d'amplitude
de transition qui est essentielle pour la description quantique des
processus d'interaction entre atomes et photons.

Nous commencons, dans la partie A, par rappeler que 1'amplitude de
probabilite associee a un processus physique est 1'element de matrice de
1'operateur devolution entre 1'etat initial et 1'etat final du processus
etudie. Le calcul de ces amplitudes utilise souvent la theorie des
perturbations et repose sur la decomposition de 1'hamiltonien total
H en une partie non perturbee H0 et un couplage V.

Nous rappelons ensuite, dans la partie B, des notions de base de
mecanique quantique sur le comportement temporel des amplitudes de
transition. Plusieurs cas sont distingues suivant que les etats initial et
final du processus etudie appartiennent au spectre discret ou continu de
H0. La discussion qualitative de cette partie B est approfondie dans
trois complements. Le complement^/ regroupe quelques resultats
importants relatifs au calcul perturbatif des amplitudes de transition et
des grandeurs physiques qui peuvent etre deduites de ces amplitudes
(probabilites de transition par unite de temps, sections efficaces... ). Le
complement B/ introduit la notion d'hamiltonien effectif, utile pour
decrire des situations ou plusieurs niveaux d'energie de H0, formant une
multiplicity bien isolee, sont couples indirectement via d'autres niveaux
de H0. Le complement C / presente un modele tres simple d'etat discret
couple a un continuum, permettant de calculer exactement les amplitu-
des de transition et de comprendre comment se manifeste le « souve-
nir » de 1'etat discret de HQ dans les etats propres de H.

Dans la partie C, nous analysons enfin la facon dont ces notions
peuvent etre appliquees au cas d'un systeme de particules chargees
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interagissant avec le champ electromagnetique. Partant de 1'hamiltonien
H de 1'electrodynamique quantique en jauge de Coulomb, nous
envisageons plusieurs decompositions possibles de cet hamiltonien en
une partie non perturbee H0 et un couplage V. Nous soulignons a cette
occasion les avantages de la jauge de Coulomb qui permet de prendre
en compte 1'interaction de Coulomb dans l'hamiltonien des particules et
de considerer comme «non perturbes » des etats lies de particules
chargees comme des atomes, des molecules ou des ions. Nous
introduisons egalement des representations diagrammatiques des pro-
cessus d'interaction permettant de visualiser simplement 1'evolution du
systeme global. Ce sont ces processus d'interaction (absorption, emis-
sion, diffusion... ) que nous passerons en revue dans le chapitre II.
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A - AMPLITUDE DE PROBABILITY ASSOCIEE
A UN PROCESSUS PHYSIQUE

La notion d'amplitude de probabilite joue un role central dans la
description quantique du deroulement temporel d'un processus physi-
que. Le systeme etudie est prepare a 1'instant tt dans un certain etat
l & i ) . L'amplitude de probabilite de le trouver, a un autre instant
tf, dans 1'etat | if/f) est donnee, dans le point de vue de Schrodinger,
par :

ou f/(ry,r,) est 1'operateur devolution entre r, et t f . L'interet des
amplitudes (A.I) est qu'elles se multiplient: 1'amplitude d'aller de
l^ i ) a 1^2) entre ^ et t2, puis de | «//2) a | ̂ 3> entre t2 et
f3 , est donnee par le produit :

Une autre propriete interessante des amplitudes (A.I) est qu'elles
interferent. Si le systeme n'est pas observe a 1'instant intermediate
r2, les amplitudes associees a tous les etats intermediaries possibles
doivent etre sommees. II est bien connu en effet que :

ou les ( | < p n ) } forment une base orthonormee d'etats.
Le calcul de 1'amplitude (A.I) suppose bien sur que Ton sache tout

d'abord determiner | t / / ,> et | < A / > . L'etat initial et 1'etat final sont
caracterises par des valeurs bien definies de certaines grandeurs
physiques. II faut done pouvoir calculer les valeurs propres et etats
propres des observables qui representent ces grandeurs physiques. Par
ailleurs, la determination de 1'operateur d'evolution U(tf,tt) passe par
la diagonalisation de Thamiltonien H du systeme. Or, il se trouve que
dans la plupart des cas, et notamment en electrodynamique, on ne sait
pas calculer de maniere exacte les etats propres et valeurs propres de
H. II est done necessaire d'avoir recours a des methodes d'approxima-
tion.

Le calcul perturbatif des amplitudes (A.I) repose en general sur la
decomposition de 1'hamiltonien H en une partie « non perturbee »
H0, dont les etats propres | <pn) et les valeurs propres En sont connus, et
une perturbation V = H - H0 :
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Comme tout etat )« / / , ) ou 11//^-) peut toujours etre developpe sur la
base \<pn) des etats propres de H0, les amplitudes (A.I) peuvent etre
exprimees en fonction des quantites :

qui represented les amplitudes de transition induites par la perturbation
V entre etats non perturbes. Dans ce chapitre, nous nous interesserons
a ces amplitudes de transition et a leur calcul sous forme d'un
developpement perturbatif en puissances de V.

Quand le probleme etudie peut etre pose en termes de collisions, il est
tres commode de « brancher » et de « debrancher » adiabatiquement la
perturbation V, en multipliant formellement V par un parametre
\(t) dont les variations temporelles sont representees sur la figure 1.
On « simule » ainsi 1'arrivee 1'un sur 1'autre de deux paquets d'onde qui,
au debut (t s= ?,), n'interagissent pas parce qu'ils sont trop eloignes 1'un
de 1'autre, et qui, apres la collision (t 3= tf), se separent a nouveau et
n'interagissent plus. La limite de 1'expression (A.5), quand la duree
T de la collision (voir figure 1) tend vers 1'infini, n'est autre qu'un
element de la matrice 5 de diffusion. (L'operateur d'evolution
U doit etre alors pris en representation d'interaction par rapport a
H0 pour eliminer les exponentielles d'evolution libre en tt et en
tf dues a 7/0 ; voir complement Aj, § 1).

Figure 1. Variations temporelles du parametre A(r) permettant de brancher
et de debrancher adiabatiquement la perturbation V et de simuler ainsi une
collision de duree T.
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B - COMPORTEMENT TEMPOREL
DES AMPLITUDES DE TRANSITION

Pour donner une idee du type d'informations physiques qui peuvent
etre extraites des amplitudes de probabilite precedentes, nous allons
distinguer diffe rents cas, suivant que les etats initial et final (9,-) et
\<pf) du processus etudie appartiennent au spectre discret ou continu
de 1'hamiltonien non perturbe H0. Pour chacun de ces cas, nous
rappellerons les comportements temporels que la mecanique quantique
predit pour les elements de matrice de 1'operateur devolution, et nous
indiquerons comment il est possible de relier les amplitudes de
probabilite a des grandeurs physiques mesurables comme des deplace-
ments de niveaux, des durees de vie, des sections efficaces... Nous
aurons ainsi degage quelques idees generates qui seront utiles pour
1'analyse des processus physiques passes en revue dans le chapitre II.

1. Couplage entre etats discrets isoles

Commenc.ons par considerer le cas ou 1'hamiltonien non perturbe
HQ possede un ou plusieurs etats propres discrets bien isoles de tous les
autres etats propres de H0.

Un cas particulierement simple est celui d'un seal etat discret
| < P i ) , bien isole, d'energie non perturbee E1. Considerons alors
1'amplitude :

ou

est 1'operateur devolution entre les instants t( = - T/2 et tf = + T/2
en representation d'interaction par rapport a HQ (voir complement A 7,
§ 1). Un(TJ represente 1'amplitude de probabilite pour que le systeme,
prepare dans Fetat | < p j ) a 1'instant initial th y soit encore un instant
T apres. En inserant a droite ou a gauche de U(T) = exp( — i HT/h) la
relation de fermeture sur les etats propres de H, on voit apparaitre une
superposition d'exponentielles de T, dont 1'une a un poids nettement
preponderant (d'ordre 0 en V] :

Dans (B.2), \ t y \ } est 1'etat propre de H qui tend vers \<p^ quand
V tend vers zero et 8E} le deplacement de 1'etat | < p j ) du au couplage
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V, donne par le developpement perturbatif bien connu :

L'etude de 1'amplitude (B.I.a) permet done de calculer des deplace-
ments de niveaux. Remarquons d'ailleurs qu'il suffit de connaitre, dans
le developpement de 1'amplitude (B.2), le terme lineaire en T pour
obtenir SE^ Nous rencontrerons dans la suite des situations de ce type
a propos de 1'etude du deplacement radiatif de niveaux atomiques du a
1'emission et a la reabsorption virtuelles d'un photon.

Un autre cas interessant est celui ou H0 possede deux etats discrets,
bien isoles des autres, | < p j ) et j <p 2 ) , de meme energie non perturbee
El = E2. Considerons alors 1'amplitude :

qui permet de calculer la probabilite :

pour que le systeme, initialement dans 1'etat | <PI ) , passe au bout d'un
temps T dans 1'etat \<p2)- H est bien connu en mecanique quantique
(probleme a deux niveaux) que P2i(^) presente un caractere oscillant.
La frequence de cette oscillation reversible du systeme entre | <p2) et
| <P i ) , appelee « frequence de nutation de Rabi », est proportionnelle au
couplage introduit par V entre ) < ? ! > et | < p 2 > , soit directement (si
< <p 2 1 V | (f> i) est non nul), spit indirectement (si < <p 21V \ <p \) est nul) via
d'autres niveaux eloignes de \<f>\} et <p2) (voir complement B7). Des
exemples de telles situations apparaissent dans les interactions entre un
systeme atomique et une onde monochromatique intense (voir
complement A Vi).

Si plusieurs etats propres discrets de H0 sont proches les uns des
autres (en formant un groupe suffisamment bien eloigne de tous les
autres niveaux de //0), les probabilites de transition de 1'un a 1'autre de
ces niveaux sont des superpositions d'oscillations de Rabi avec des
amplitudes et des frequences differentes. A la limite ou le nombre
d'etats couples les uns aux autres devient tres grand, les battements
entre ces diverses oscillations de Rabi finissent par donner un caractere
irreversible a 1'evolution du systeme. C'est ce que nous aliens etudier
maintenant en considerant des couplages qui font intervenir un conti-
nuum d'etats propres de //0.
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2. Couplage resonnant entre etat discret et continuum

Nous supposons dans ce paragraphic qu'un etat discret | <p /> , d'energie
Ei, est couple par V a un continuum | <p f) d'etats propres de
7/o (1'energie Ef de |«py) varie continument).

Le calcul de l'amplitude de probabilite (<?f\ U(T) \ <p () est bien connu
en mecanique quantique. A 1'ordre le plus bas en V, c'est-a-dire a
1'ordre 1, on trouve (voir complement A/, § 2-b) :

ou Vfi = < < i P / | V | < J P , - ) est 1'element de matrice de V entre (<pf\ et
| < p / ) , et ou S^Ef- E^ est une fonction delta de largeur h/T, qui
exprime la conservation de 1'energie non perturbee a h/T pres
(incertitude liee a la duree T de 1'interaction). En fait, 8^(Ef — £,) est
la transformee de Fourier du produit d'une exponentielle de frequence
(Ef — Ei)/h par un creneau de largeur T. Pour obtenir la probabilite de
transition de | < p ( ) vers | < p / ) , il faut prendre le carre du module de
(B.6). Comme les etats | <p,> et | <py) sont par hypothese differents, le
premier terme de (B.6), S^, est nul. Par ailleurs, le carre de
8^ est proportionnel a TS^ (voir complement A 7, equation (49)). La
probabilite de transition de | <pt) vers | <pf) est done proportionnelle a
la duree T de 1'interaction, ce qui permet de definir une probabilite de
transition par unite de temps qu'on trouve egale a :

En fait, 1'etat final \<pf), qui appartient a un spectre continu, n'est pas
normalisable. La quantite qui a un sens physique est la probabilite de
transition par unite de temps vers un groupe d'etats finals. Par exemple,
la somme de (B.7) sur tous les etats \ 9 f ) donne la probabilite de
transition par unite de temps, T, de 1'etat discret |<p ( ) vers un etat
quelconque du continuum :

ou p est la densite d'etats finals evaluee en Ef = Ei (regie d'or de
Fermi).

Une autre quantite interessante est la probabilite | i7u(7) |2 pour que
le systeme soit reste dans 1'etat discret | < p ( ) au bout d'un temps
T. Le calcul perturbatif precedent donne (conservation de la norme) :
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La probability de trouver le systeme dans 1'etat |<p ( ) decroit done
proportionnellement a F. En fait, un calcul non perturbatif de
1'amplitude Uit(T), sur lequel nous reviendrons dans le chapitre III, est
possible (*). II donne :

ce qui montre que 1'etat discret se desintegre exponentiellement au
cours du temps avec une « duree de vie » :

(La probabilite |f7,,(T)|2 decroit en effet en
exp( - FT) = exp( - T/T)). On voit apparaitre egalement un d£place-
ment 5£( de 1'etat discret du au couplage avec le continuum, et dont
1'expression est :

ou & signifie partie principale. II apparait ainsi clairement que 1'etude
des amplitudes de transition faisant intervenir un etat discret et un
continuum donne acces a des grandeurs physiques importantes comme
des durees de vie ou des defacements de niveau. Nous discuterons
dans le chapitre II un exemple important de situation de ce type,
1'emission spontanee de rayonnement par un etat atomique excite
discret.

Remarque

La decroissance exponentielle de \Uii(T)\2 est un exemple simple de

comportement irreversible du a la superposition d'un tres grand nombre
d'oscillations de Rabi de frequences differentes (voir fin du paragra-
phe B-l precedent). II importe toutefois de noter qu'un tel rdsultat n'est
valable que si le continuum auquel est coup!6 1'etat discret | (p,) est tres
plat, plus prdcisement si la quantit6 | Vp \2 p(Ef) varie tres lentement avec
Ef. Si le continuum possede des structures responsables de variations
rapides de \Vfi\

2 p ( E f ) , des oscillations amorties peuvent subsister dans
| 0U(T) |2 (voir complement CUI).

(*) Un modele simple d'etat discret couple a un continuum est egalement analyse dans
le complement C,. II permet d'obtenir de maniere elementaire la decroissance exponen-
tielle decrite par 1'expression (B.10).
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3. Couplages a I'interieur d'un continuum ou entre continuums

II nous reste a envisager le cas ou 1'etat initial )(?,-) et l'6tat final
| tp f) du processus physique etudi6 appartiennent tous deux a un meme
continuum ou a deux continuums differents d'dtats propres de
H0. Des situations de ce type se rencontrent frequemment lors de
I'etude de la diffusion de photons par des atomes. Dans ce cas, 1'etat
|SP i ) ( I* 1 / ) ) repr6sente 1'atome dans un niveau d'fnergie donn6 en
presence d'un photon incident (diffuse). Comme P£nergie des photons
incident et diffusd peut varier de maniere continue, |(p,) et \<pf)
appartiennent bien chacun a un continuum.

Pour T suffisamment grand, 1'amplitude de transition t//,(7) n'est
autre qu'un e!6ment de la matrice S de diffusion. Le calcul quantique de
Uf^T) donne (voir complements A / et B1U) :

ou S(r) est une fonction delta de largeur f i / T , et ou T> f l est la matrice de
transition dont le developpement en puissances de V (developpement
de Born) est donne par :

T) etant infiniment petit et positif.

Remarque

II peut arriver que le ddveloppement de Born ne converge pas et que
1'expression (B.14) n'ait done pas de sens. C'est ce qui se passe notamment
lorsque H& a un £tat propre discret \ <pk~) dont I'^nergie Ek coincide avec
celle des etats initial \<pi} et final | < p ^ > (cas de la « diffusion rdson-
nante »). On peut cependant dtablir une expression compacte de la matrice
de transition "G^ (voir complement B,n, § l.b):

ou c'est H et non H0 qui figure dans le denominateur du deuxieme terme.
On peut verifier que le developpement formel de 1'expression (B.15)
redonne bien le developpement (B.14). En effet, I'identit6
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appliqu6e a A = Et - H + i TJ , B = El• - HQ + i 17 donne

L'itdration de (B.17), report6e dans le deuxieme terme de (B.15), redonne
bien (B.14).

Comme dans le paragraphe B.2 precedent, le calcul de la probabilite
de transition | <p,-) _^ | <p f) fait apparaitre, si \(pf) ¥= | <p,- ) , le carr6 de
la fonction S(r), proportionnel a T5(r). II est done possible de definir
une probabilite de transition par unite de temps :

Comme 1'etat final | < p ^ > n'est pas normalisable, c'est la somme de
wfi sur un groupe d'etats finals qui a un sens physique. Cette
sommation fait apparaitre la densite d'etats finals p(Ef = £f). Enfin,
1'etat initial | <?,-) est lui aussi non normalisable puisqu'il appartient a un
continuum. On peut cependant associer un flux incident a un tel etat
| < P , ) , et il est bien connu que le rapport entre la probabilite de
transition par unite de temps de 1'etat | <P;) vers un groupe d'etats finals
et le flux incident associe a \<p(} n'est autre qu'une section efficace de
diffusion. On voit ainsi comment il est possible d'extraire une grandeur
physique mesurable, comme une section efficace, des amplitudes de
transition Ufi(T) entre deux etats appartenant a des continuums. Nous
donnerons dans la suite de nombreux exemples de processus de
diffusion (diffusions Rayleigh, Raman, Compton, photoionisation,
Bremsstrahlung... ).

Remarque

L'expression (B.I8) evoque une « regie d'or de Fermi generalisee », ou le
couplage 1̂ , entre | <p,) et | <pf) contient tous les ordres en V. II convient
toutefois de noter que 1'expression (B.13), et 1'expression (B.18) qui en
decoule, ne sont valables a tous les ordres en V que si 19,) et
1^) appartiennent tous deux a un continuum. De plus, 1'expression
exacte (B.15) de TSfi doit etre utilisee s'il existe des etats discrets
resonnants intermediaires.
Dans le cas ou 1'un des deux etats | <p,) ou | <pf) est discret, la difference
entre Ufi(T) et S f i n'est proportionnelle a d^Ef - £,) qu'a 1'ordre le plus
bas en V.
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C - APPLICATION A L'ELECTRODYNAMIQUE

1. Hamiltonien en jauge de Coulomb

Nous considerons maintenant le cas de 1'electrodynamique. Le
systeme etudie est forme alors par un ensemble de particules chargees
a, de charges qa et de masses ma, interagissant avec le champ
electromagnetique. Solent ra et pa = (ft/i) Va la position et 1'impulsion
de la particule a, A(r) le potentiel vecteur du champ qui, en jauge de
Coulomb, est transverse (A = Ax). L'hamiltonien qui decrit la dynami-
que de ce systeme s'ecrit, en jauge de Coulomb (voir appendice, § 3)

Le premier terme de (C.I) represente 1'energie cinetique des particu-
les, puisque la vitesse ra de la particule a vaut

Le second terme de (C.I) represente 1'interaction entre les moments
magnetiques de spin des particules (Sa est le spin de la particule
a, ga son facteur de Lande) avec le champ magnetique B du
rayonnement evalue aux points ou se trouvent les particules. Le
troisieme terme, VCoul, est 1'energie de Coulomb du systeme de
particules, somme des energies d'interaction coulombienne entre paires
de particules (a,/3) et des energies coulombiennes propres e^oul de
chaque particule a

£Coui est une constante donnee par la formule (43) de 1'appendice.
Enfin, le dernier terme HR est 1'energie des champs transverses
(electrique E± et magnetique B)

qui s'exprime egalement simplement en fonction des operateurs d'anni-
hilation et de creation a-t et af d'un photon du « mode » normal de
vibration / du champ (repere par le vecteur d'onde k^, la polarisation
e; et la frequence cu; = ckj)
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A chaque mode j est done associe un oscillateur harmonique a une
dimension, 1'etat propre |n;-) d'un tel oscillateur (avec n}, — 0,1,2...)
representant un etat ou le mode ; contient «; photons d'energie
fiu)j, d'impulsion ftk, et de polarisation ey. Rappelons enfin que les
divers champs transverses E j_ , B ainsi que A s'expriment sous forme
d'une combinaison lineaire des operateurs a; et af (voir expressions
(29), (30) et (28) de 1'appendice).

Pour la suite, il est utile de reecrire 1'hamiltonien H sous la forme

avec

La decomposition de / / en H0 + V peut s'effectuer de plusieurs
fagons. Nous envisageons maintenant deux d'entre elles conduisant a
differents types de developpements perturbatifs pour les amplitudes de
transition.

2. Developpement vis-a-vis des charges qa

Une premiere possibilite consiste a regrouper dans H0 tous les termes
independants de qa :

Les charges qa apparaissent ainsi comme les parametres de couplage
caracterisant 1'importance de la perturbation :

Les etats propres de H0 representent alors simplement des particules
libres (etats propres de p2

a/2ma) en presence de photons transverses
(etats propres de HR). Aucun etat lie de particules ne peut apparaitre
dans H0, car aucun couplage, ni direct, ni indirect, n'existe entre les
particules.
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Tous les termes contenus dans V sont ensuite traites de maniere
perturbative, aussi bien 1'interaction de Coulomb que 1'interaction
entre les particules et le champ transverse. Les problemes physiques qui
peuvent etre etudies simplement dans un tel point de vue sont alors
essentiellement des problemes de diffusion entre particules, entre
particules et photons (diffusion coulombienne, diffusion Compton,
emission de rayonnement de freinage... ).

3. Developpement vis-a-vis de 1'interaction avec le champ transverse

La deuxieme decomposition de H que nous envisagerons ici consiste a
regrouper dans H0 tous les termes qui dependent des seules variables
dynamiques des particules, ou des seules variables dynamiques du
champ transverse, mais non des deux a la fois :

ou

est un hamiltonien de particules. La perturbation V contient alors tous
les termes contenant a la fois des operateurs de particules et des
operateurs de champ transverse :

Le developpement perturbatif en puissances de V est done un
developpement vis a vis de 1'interaction entre les particules et le champ
transverse.

Comme 1'interaction de Coulomb VCoul est incluse dans I'hamiltonien
des particules, un tel hamiltonien peut decrire maintenant des etats lies.
En fait, les etats propres de HP sont caracterises par deux types de
nombres quantiques, d'une part des nombres quantiques externes,
decrivant le mouvement du centre de masse de Pensemble des
particules, d'autre part des nombres quantiques internes, decrivant
1'etat d'excitation du systeme des particules dans le referentiel du centre
de masse. Par exemple, si les particules etudiees forment un atome ou
une molecule, les nombres quantiques internes reperent les niveaux
d'energie de cet atome ou de cette molecule. Les etats propres de
H0 decrivent done des situations ou des systemes de particules, comme
des atomes, des molecules, des ions... dans des etats internes bien
definis et avec une impulsion bien definie, sont en presence d'un certain
nombre de photons transverses caracterises par une energie, une
impulsion et une polarisation bien definies.
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Le traitement perturbatif de V permet ensuite de decrire des
processus d'absorption ou d'emission de photons par de tels systemes
de particules. Nous donnerons plus loin une representation diagramma-
tique des amplitudes de transition induites par V permettant de
visualiser ces divers processus.

Remarque

Lorsque le systeme des particules est forme de plusieurs systemes distincts
A, B, ... (atomes, molecules, ions, electrons... ), bien separes les uns des
autres, il peut etre interessant de ne garder dans H0 que les energies de
Coulomb a 1'interieur de chaque systeme, V^, Vcoui ••• » et de reporter
dans 1'hamiltonien d'interaction V 1'energie d'interaction coulombienne
entre systemes differents, v£%ut... Les etats propres de H0 representent
alors des situations ou les divers systemes A, B ... sont dans des etats
externes et internes bien definis, sans interactions mutuelles, et en
presence d'un certain nombre de photons.

4. Avantages lies a la prise en compte de 1'interaction de Coulomb dans
1'hamiltonien des particules

Un premier avantage de la decomposition (C.7), par rapport a la
decomposition (C.6), est de permettre de considerer comme non
perturbes des etats ou des systemes de particules chargees sont liees par
1'interaction de Coulomb (atomes, molecules, ions... ). De tels etats
subsistent avant le branchement et apres le branchement de V (voir
figure 1). Avec 1'autre decomposition (C.6), aucun etat lie ne pourrait
subsister en 1'absence de V (*). Les atomes, molecules, ions... se
dissocieraient en noyaux et electrons avant le branchement et apres le
debranchement de V, et il serait beaucoup plus difficile de traiter des
processus comme remission, 1'absorption ou la diffusion de photons par
de tels systemes, processus qui jouent cependant un role important dans
toute la physique des basses energies.

Un deuxieme avantage de la decomposition (C.7) est que VCoul est,
dans le domaine non relativiste, beaucoup plus important que 1'interac-
tion avec le champ transverse. II est done tout a fait indique de partir
des etats propres de H0 et de traiter 1'effet des interactions avec le
champ transverse comme une perturbation.

Remarques

(i) C'est 1'elimination du potentiel scalaire et du potentiel vecteur
longitudinal qui fait apparaitre 1'interaction de Coulomb comme un terme
purement particulaire en jauge de Coulomb. Dans une autre jauge,

(*) Nous ignorons ici bien sur les interactions autres qu'electromagnetiques, par
exemple les interactions fortes responsables de la cohesion des noyaux.
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comme la jauge de Lorentz, 1'interaction coulombienne n'apparait que
dans un traitement au deuxieme ordre de 1'interaction entre les particules
et les photons scalaires et longitudinaux (*). Les avantages de la decompo-
sition (C.7) que nous venons de discuter sont done etroitement lies au
choix de la jauge de Coulomb.
(ii) De tels avantages subsistent dans d'autres formulations de 1'electrody-
namique quantique equivalentes a 1'electrodynamique en jauge de Cou-
lomb, comme par exemple celle conduisant a 1'hamiltonien dipolaire
electrique (voir appendice, § 5). Le nouvel hamiltonien H', transforme
unitaire de H = HQ + V, peut encore s'ecrire sous la forme H' = H0 + V,
ou H0 a la meme expression qu'en (C.7) et contient en particulier
1'interaction de Coulomb.

5. Representation diagrammatique des amplitudes de transition

Utilisons par exemple la decomposition (C.7). Le developpement de
perturbation de 1'operateur d'evolution fait apparaitre les amplitudes
de transition comme des produits d'elements de matrice de V entre
etats propres de H0 et de facteurs d'evolution libre entre deux
interactions, ces produits etant sommes sur tous les temps et sur tous les
etats intermediaries (voir complement A{, § 2.a) :

II sera commode pour la suite d'utiliser une representation diagrammati-
que de ces produits, car une telle representation permet de visualiser les
processus physiques intervenant dans 1'amplitude de transition.

La propagation libre des particules sera representee par des lignes
droites, celle des photons par des lignes ondulees. Aupres de chaque
ligne figurent les nombres quantiques reperant 1'etat libre correspon-
dant (a, b... pour 1'etat des particules, vecteur d'onde k et polarisation
e pour les photons). A ces lignes sont associes des facteurs exponentiels
du type exp[ - iE(rk — T,)/^], decrivant 1'evolution libre de 1'etat
d'energie E entre les instants rk et TI associes aux extremite's de la ligne
(ces instants ne figurent pas explicitement sur le diagramme pour
alleger 1'ecriture). Chaque diagramme se lit de bas en haul (pour suivre

(*) Voir par exemple le complement Bv de « Photons et Atomes -Introduction a
1'Electrodynamique Quantique ».
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le deroulement temporel du processus). Les lignes de particules et de
photons arrivant du bas correspondent a 1'etat libre dans le ket
\<Pi) de 1'element de matrice, les lignes de particules et de photons
partant vers le haut correspondent a 1'etat libre dans le bra (<pf\. Les
elements de matrice de V sont representes par les points de jonction de
ces lignes (vertex), 1'element de matrice etant pris entre 1'etat decrit par
les lignes qui arrivent au vertex et celui decrit par celles qui en partent.
Une ligne de photon arrivant et disparaissant en ce point (figure 2.a)
correspond a la destruction d'un photon (terme en a de Hn et
///i). Une ligne de photon partant de ce point (figure 2.b) correspond a
la creation d'un photon (terme en a+ de Hn et HJ-J). Les termes a deux
photons de HI2 correspondent aux trois figures 2.c (terme en a2

detruisant deux photons), 2.d (termes en a + 2 creant deux photons), 2.e
(termes en aa+ ou a + a creant un photon et en detruisant un autre).

Figure 2. Differents types de vertex correspondant
aux divers elements de matrice de V.

Dans de nombreux processus, il y a plus d'une interaction entre
atomes et champs. Le diagramme correspondant contient alors plusieurs
vertex et plusieurs lignes associees a la propagation libre entre les
interactions. II symbolise le produit de toutes les quantites (elements de
matrice de V, evolution libre) ainsi representees. Par exemple, le
diagramme de la figure 3 symbolise la quantite
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Figure3. Representation diagrammatique
de 1'amplitude de transition (C.9).

et represente 1'amplitude de probabilite pour que le systeme des
particules , initialement dans 1'etat a, absorbe a 1'instant rl un photon
incident ke et passe dans 1'etat 6, puis aboutisse a 1'instant r2 dans 1'etat
c en emettant un photon k'e'. D'autres types de diagrammes seront
introduits dans la suite de cet ouvrage

Remarque

Dans les autres formulations de 1'electrodynamique quantique equivalentes
a 1'electrodynamique en jauge de Coulomb, 1'hamiltonien d'interaction
V peut avoir des elements de matrice plus simples que V. Par exemple,
dans le point de vue dipolaire electrique (voir appendice, § 5), 1'hamilto-
nien d'interaction (en — <?EX .r) ne contient que des termes a un photon en
a ou en a +. II n'y a plus de termes a deux photons comme les termes en
A2 conduisant a des elements de matrice du type de ceux represented sur les
figures 2.c, 2.d, 2.e. II en resulte une grande simplification dans les termes
d'ordre superieur du developpement perturbatif de 1'amplitude de transi-
tion.

REFERENCES GENERALES

A propos de 1'importance des amplitudes de probabilite, voir
Feynman, Tome III, chapitres 3 et 7 ; Cohen-Tannoudji, Diu et Laloe,
chapitre III, partie E ; Levy-Leblond et Balibar, chapitres 4 et 5.

Le calcul perturbatif des amplitudes de transition se trouve dans de
nombreux ouvrages de mecanique quantique. Par exemple : Messiah,
chapitre XVII ; Cohen—Tannoudji, Diu et Laloe, chapitre XIII ;
Merzbacher, chapitre XVIII ; Schiff, chapitres 8 et 9 ; Feynman and
Hibbs, chapitre VI. Des references relatives aux amplitudes de transi-
tion entre deux continuums (problemes de collisions) seront donnees
dans le chapitre III.

Pour 1'electrodynamique en jauge de Coulomb, voir 1'appendice et les
references qui y sont citees.
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COMPLEMENT Af

CALCUL PERTURBATIF
DES AMPLITUDES DE TRANSITION -

QUELQUES FORMULES UTILES

Dans le chapitre I, nous avons utilise, sans les demontrer, un certain
nombre de resultats relatifs aux amplitudes de transition. Le but de ce
complement est d'etablir de maniere succincte ces resultats et de
regrouper un certain nombre de formules utiles auxquelles nous nous
refererons tout au long de cet ouvrage.

Nous commencons (§ 1) par introduire le point de vue d'interaction et
par souligner son interet. Nous passons ensuite (§ 2) au calcul perturba-
tif des amplitudes de transition et nous etablissons 1'expression des
termes d'ordre le plus bas (ordre 0, 1, 2) dans le developpement de ces
amplitudes en puissances du couplage V. Nous etudions enfin (§3) la
probabilite de transition de 1'etat initial vers 1'etat final en distinguant
plusieurs cas suivant la nature discrete ou continue de ces etats.

1. Point de vue d'interaction

Comme dans le chapitre I, 1'hamiltonien H du systeme etudie est
decompose sous la forme

L'hamiltonien non perturbe H0 est suppose independant du temps. Par
contre, le couplage V peut en dependre eventuellement (par exemple,
si V est multiplie par le parametre A (t) dont les variations temporelles
sont representees sur la figure 1 du chapitre).

Le passage du point de vue habituel de Schrodinger au point de vue
d'interaction par rapport a H0 est realise en appliquant aux vecteurs
|«KO) et aux opeTateurs A du point de vue de Schrodinger la
transformation unitaire

ou IQ est un instant de reference que nous prendrons pour origine des

temps (t0 = 0). Si | «KO) et ̂ (0 representent les vecteurs et operateurs
dans le nouveau point de vue, nous avons done
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Si V etait nul, le point de vue d'interaction coi'nciderait avec le point
de vue de Heisenberg, et |<HO) resterait fixe au cours du temps. II
s'ensuit que, dans le cas general oil V n'est pas nul, | «£(/)) n'evolue que
par suite de la presence du couplage V. Pour le voir de maniere plus
precise, etablissons 1'equation d'evolution de |«KO) en appliquant
i hd/dt a (3. a) et en utilisant 1'equation de Schrodinger pour itid\^i(t)} /dt.
II vient

ou

L'equation (4) montre bien que la vitesse de variation de | <A(0) est au
moins d'ordre 1 en V. En particulier, dans 1'etude d'un processus de
collision, ou le couplage V peut etre debranche dans le passe lointain et
dans le futur lointain (voir figure 1 du chapitre I), le vecteur d'etat
n'evolue pas dans le point de vue d'interaction avant le debut et apres la
fin de la collision. C'est ce qui permet de comprendre pourquoi les
elements de matrice de 1'operateur d'evolution t/(^,f() dans le point de
vue d'interaction ont une limite bien definie quand tf et tf tendent
respectivement vers +00 et - GO (matrice de diffusion). II sera
d'ailleurs utile pour la suite d'etablir la relation existant entre
U(tf,tt) et 1'operateur d'evolution U(tf,t{) du point de vue de Schrodin-
ger. L'equation

donne, compte tenu de (3.a)

avec

2. Developpement perturbatif des amplitudes de transition

d) DEVELOPPEMENT PERTURBATIF DE UOPERATEUR D'EVOLUTION

L'operateur d'evolution t/(f^,r() du point de vue de Schrodinger est
defini par (6), et verifie la condition initiale
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Compte tenu de 1'equation de Schrodinger satisfaite par | «A(^/) ) ,
1'equation (6) est equivalente a 1'equation integrate

ou

est 1'operateur d'evolution non perturbe associe a H0. Pour demontrer
cette equivalence, il suffit de verifier que 1'operateur U defini par (10)
satisfait bien a (9) et a 1'equation d'evolution

Par iterations successives, 1'equation (10) conduit alors au developpe-
ment perturbatif bien connu de 1'operateur d'evolution

avec

La structure du terme (13.b) est celle d'un produit de (n + 1)
operateurs d'evolution non perturbes separes par n interactions
V. En prenant les elements de matrice de (13.b) entre les etats propres
((Pf\ et \<p{) de H0 et en inserant (n - 1) fois la relation de fermeture
sur les etats propres de H0 entre deux operateurs V successifs, on
retrouve la formule (C.8) du chapitre.

L'equation (8) permet enfin d'obtenir le developpement perturbatif
de 1'operateur d'evolution dans le point de vue d'interaction

La comparaison de (14.b) et (13.b) montre bien que le passage dans le
point de vue d'interaction elimine les exponentielles d'evolution libre
exp( - iHGtf/K) et exp(///0f//#) relatives aux instants initial et final.
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Soit £ffr I'element de matrice de £/(£/,?/) entre les etats propres
(<f>f\ et \<pi) de HQ

Le developpement perturbatif (14) donne alors

Nous aliens maintenant calculer les termes d'ordre 1 et 2 en V du
developpement perturbatif de 1'amplitude de transition y^-.

b) AMPLITUDE DE TRANSITION D'ORDRE 1 EN V

Compte tenu de (16.b), (14.b) et (5)

ou nous avons pose V f i = (<pf\V \ <?,-). Nous supposerons ici V
constant et choisirons 1'origine des temps de telle sorte que

ou T est la duree de 1'interaction. L'integrale sur TJ de (17) se calcule
alors exactement et il vient

ou

D'apres la premiere 6galite (20), 8(T)(Ef - £,-) tend vers S(Ef - £,)
quand T-+ oo . En fait, d'apres la deuxieme egalite (20), 8m(Ef - £,)
est une fonction de diffraction representee sur la figure 1, d'amplitude
maximale T/2Trh pour Ef — £, = 0 , de largeur de 1'ordre de 4Trti/T
(distance entre les deux premiers zeros de part et d'autre du maximum)
et d'integrale egale a l . C'est done une fonction delta approchee
exprimant la conservation de 1'energie a 1'incertitude ft/T pres, liee a la
duree finie de 1'interaction.



28 Amplitudes de transition A..2

Figure 1. Variations avec Ef - £, de la fonction 8(r>(Ef — £,).

Remarque

Si V est multiplie par la fonction \(t) de la figure 1 du chapitre I, la
formule (19) reste valable mais 8(T) est alors la transformee de Fourier d'un
creneau de largeur de 1'ordre de T, dont les bords sont non plus « carres »
mais « arrondis». La fonction dm est dans ce cas une fonction de
diffraction "apodisde" dont 1'integrale est toujours 6gale a 1 et qui peut
done etre encore consideree comme une fonction delta de largeur
h/T.

c) AMPLITUDE DE TRANSITION D'ORDRE 2 EN V

A 1'ordre 2, les equations (16.b), (14.b) et (5) donnent

La somme sur les etats intermediaires k represente une somme sur les
etats propres \<pk} de H0. Pour se debarrasser de la restriction
T2 =5 T J , il suffit de multiplier 1'integrand de (21) par la fonction de
Heaviside 0(T2 ~ Ti) egale a 1 pour r2 > TI et 0 pour r2< T J . Utilisons
alors 1'identite
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que Ton peut verifier aisement en calculant 1'integrale de (22) par la
methode des residus. L'equation (21) peut etre alors reecrite

ou

D'apres le paragraphic 2-b precedent, les integrates sur r2 et
TI donnent respectivement 2-rrh8(T)(Ef - E) et 2-rrh S(7\Ei - E). Ces
deux fonctions sont pratiquement nulles des que E s'ecarte de
Ef pour la premiere, de £, pour la deuxieme de plus de h/T. Leur
produit est done une fonction de E qui n'est non nulle que si d'une part
Ef et Et coincident a h/T pres, et si d'autre part E coincide avec cette
valeur commune de Et et Ef a h/T pres.

Pour effectuer la derniere integrale sur E qui reste a faire dans (23), il
faut maintenant comparer la largeur en £ de 5 (7\Ey - E) 8 (7\£; - E)
qui est de 1'ordre de h/T autour de Et = Ef, et celle de 1'autre fonction
de E qui figure dans (23), a savoir W^(E). Dans de nombreux cas, que
nous preciserons plus loin, W^(E) est une fonction de E qui varie tres
peu avec E sur un intervalle de largeur h/T. II est possible alors de
remplacer dans (23) Wfi(E) par W^-(£,-) et de sortir W^(E,-) de
1'integrale, ce qui donne

L'integrale sur E de (25) se calcule aisement a partir de la forme
integrale (20) de 8™

(Notons qu'il n'y a pas de restriction sur 1'ordre temporel de
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r et r'). L'integrale sur E de (26) donne 27rH S(T + r'), de sorte que
(26) se reduit a

Finalement, en reportant (27) dans (25), nous obtenons

Precisons maintenant les cas ou W^-(£) peut etre considere comme
une fonction de E variant lentement a 1'echelle de f i / T . Essentiellement,
il ne faut pas qu'il y ait des etats propres discrets \<pk) de H0 dont
1'energie Ek soit tres voisine de Et et Ef. En effet, la fonction
(E — Ek + i f ] ) " 1 varierait dans ce cas tres rapidement avec E au
voisinage de E = EL puisqu'elle diverge pour E = Ek. Notons par
centre que H0 peut avoir un spectre continu Ek au voisinage de
Ej = Ef. En effet, la somme sur k dans (24) devient alors une integrate
sur Ek. La fraction l/(E + i rj - Ek) s'exprime en fonction de
8(E — Ek) et &(!/(£ - Ek)) et donne, lors de 1'integration sur
Ek, des fonctions de E qui n'ont aucune raison de diverger au voisinage
de EI = Ef. Pour T suffisamment grand, ces fonctions peuvent done
etre considerees comme variant lentement a 1'echelle de h/T.

Finalement, en recapitulant les resultats obtenus dans ce paragraphe,
nous pouvons ecrire

Remarques

(i) Si les etats initial | < p , - > , ou final | <pf) , ou les deux sont discrets, 1'etat
intermediaire | <pk} peut coincider avec cet etat discret dans la somme
(24), ce qui conduit a une divergence de Wfi(E) au voisinage de
Ej ou Ef. Ceci ne peut cependant se produire que si 1'element diagonal de
V dans 1'etat discret, Vit (ou V f f ) , est non nul. On peut toujours r6integrer
dans H0 ces elements diagonaux (ce qui revient a remplacer £, par
Ej + Vit). II est possible alors d'utiliser 1'expression (28) de yf?. Cepen-
dant, aux ordres superieurs a 2, il est impossible en general d'empecher
|<p , ) (ou \<P{)) d'apparaitre comme etat interm6diaire.
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(ii) Dans le chapitre III, nous introduisons des methodes de calcul des
amplitudes de transition plus puissantes que celle exposee dans ce
complement. Ces methodes permettent de resommer tous les termes de la
s6rie des perturbations ou apparaissent comme 6tats intermediaries un ou
plusieurs etats discrets susceptibles de conduire a des divergences de
1'amplitude de transition, parce que leur energie est tres proche de celle
des etats initial et final. Nous obtiendrons ainsi pour les amplitudes de
transition des expressions non perturbatives valables dans des conditions
ou 1'expression (29) ne 1'est pas. La meme approche permet de generaliser
aux ordres superieurs 1'expression (29) de y'fi dans le cas d'un probleme
de diffusion ou j cp;> et | v>f) appartiennent tous deux au spectre continu
de HQ. On obtient ainsi

oil la matrice de transition T>^ est donnee par 1'expression (B.15) du
chapitre I. Quand il est valable, le developpement en puissances de
V de TSft est le developpement de Born dont les deux premiers termes
figurent dans le crochet de (29).

3. Probability de transition

a) CALCUL DE LA PROBABILITY DE TRANSITION VERS UN ETAT FINAL
DIFFERENT DE L'ETAT INITIAL

Supposons \<pf) different de | <p,-) . Le premier terme, 8^, de (29) est
alors nul. La probabilite de transition ^,(7) de | < p ( ) vers | <pf) au
bout d'un temps T vaut dans ce cas

D'apres (20), la fonction

est le carre d'une fonction de diffraction. Pour Ef = Et, [S^^Ef - E^]2

atteint sa valeur maximale qui vaut T2/4Tr2h2. La distance entre les
deux premiers zeros de cette fonction de part et d'autre de son
maximum est, comme pour 8 (-T), egale a 4Trfi/T et donne une idee de sa
largeur. Pour la suite, nous aurons besoin de 1'integrale sur Ef de cette
fonction qui est de 1'ordre de (T2/47r2^2) x (4Trh/T), c'est-a-dire de
1'ordre de T/Trh. Effectivement, a partir de (27), on obtient
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b} PROBABILITY DE TRANSITION ENTRE DEUX ETATS DISCRETS. CAL-
CUL A L'ORDRE LE PLUS BAS EN V

Commencons par supposer que \<pt) et \<pf) sont deux etats propres
discrets de H0, d'energies E{ et Ef proches 1'une de 1'autre et eloignees
de toutes les autres valeurs propres de H0. A 1'ordre le plus has en
V, la probability de transition de [<?,•) vers \<pf) s'ecrit, compte tenu
de (31) et (32)

Cette formule n'est bien sur valable que si T est suffisamment petit pour
que le traitement perturbatif de V soit justifie. II est interessant de la
comparer avec la formule exacte obtenue dans le cas simple ou
|<p, ) et \<?f) sont les seuls etats propres de H0, et ou par suite la
diagonalisation exacte de H0 + V est possible (*) :

Les expressions (34) et (35) coincident bien a 1'ordre le plus bas en
Vp. En particulier, pour Ef = E(, 1'equation (34) donne

qui est le debut du developpement de la fonction sin2[ \ V f i \ T/h]
decrivant la nutation de Rabi resonnante entre |<p , - ) et \<pf)-

c) CAS Ot L'ETAT FINAL APPARTIENT A UN CONTINUUM D'ENERGIE.
DENSITE D'ETATS

Quand 1'etat final appartient a un continuum d'energie, ^/j(7) n'est
plus une probabilite de transition, mais une densite de probabilite de
transition. La quantite qui a un sens physique est alors la probabilite
pour que le systeme atteigne un groupe d'etats finals caracterise par des
valeurs propres tombant dans un certain domaine Df. Pour fixer les
idees, nous allons tout d'abord considerer deux exemples concrets qui
nous permettront d'introduire la notion de densite d'etats.

a) Exemple des particules materielles libres

Supposons que les etats finals \<pf) soient les etats |p) d'impulsion
P bien definie d'une particule libre de masse M, satisfaisant la relation

(*) Voir par example Cohen-Tannoudji, Diu et Laloe, chapitre IV, § C-3. Nous
supposons de plus ici Vi( = V ff = 0.
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d'orthonormalisation habituelle

Un etat final tel que |p^) n'a pas de sens physique (sa norme est
infinie). Par centre, on peut considdrer la probabilite pour que, dans
1'etat final, I'impulsion de la particule pointe dans Tangle solide
8flf autour de la direction de p^ et ait une energie comprise dans
l'intervalle 8Ef autour de E f = p 2

f / 2 M , ce qui definit un domaine
Df dans 1'espace des impulsions. Cette probabilite vaut

Au lieu d'utiliser px,py,pz pour caracteriser T6tat final | p> , il est
possible de prendre d'autres variables comme T6nergie E et les angles
polaires 9 et <p caracterisant la direction de p, dO, etant Tangle solide
correspondant a dd et rf<p, il vient

est par definition la densite d'etats finals. L'expression (38) s'ecrit alors

Remarque

II est possible de discretiser le continuum et d'obtenir des etats finals de
norme 1 en enfermant les particules dans un cube de cot6 L et en imposant
des conditions aux limites pdriodiques pour obtenir des etats finals ayant la
meme dependence spatiale que les e"tats j p) . La somme sur les 6tats finals
compris dans un domaine Df est alors une vraie somme discrete. Quand
L tend vers 1'infini, il est commode de remplacer cette somme discrete par
une integrale. La densite d'etats p(E) est alors de"finie de maniere que
p(E) dE dn soit le nombre d'etats discretises contenus dans le domaine
associe a dE et dn. A cause des conditions aux limites periodiques, les
valeurs possibles du vecteur d'onde k (qui est egal a p/fi) forment dans
1'espace des k un reseau regulier de points avec un point par volume
elementaire (2ir/L)3. Les nombre d'etats dans d3k est done
(L/2Tr)3k2dk df), ce qui donne pour p(E) la valeur
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Le resultat final pour la probabilite de transition (41) ne depend bien sur
pas de L. Pour le voir, il suffit de noter que la presence de <p| dans
I'eldment de matrice de 1'operateur devolution entraine que le carre du
module de cet element de matrice contient un facteur 1/L3 qui se
compense avec le facteur L3 apparaissant dans la densite d'etats (42).

/3) Cas des photons

Un autre exemple important de continuum d'energie est celui des
etats a un photon |ke) satisfaisant la relation d'orthonormalisation

Rappelons que les etats |ke) sont obtenus par action sur le vide des
operateurs de creation «*(k). II est possible alors d'ecrire une equation
analogue a (38) ou il faut de plus sommer sur les polarisations et
remplacer d3p par

avec

Pour etablir (45), nous avons utilise la relation E = tia> = tick entre
energie E et module du vecteur d'onde k pour un photon (au lieu de
E=p2/2M).

Dans le cas ou le rayonnement est enferme dans un cube de
dimension L, il faut remplacer (45) par

y) Cas general

Dans le cas general, nous supposerons que 1'etat final | <p/) ,
appartenant a un continuum d'energie, est caracterise par son energie
E et un ensemble d'autres grandeurs physiques designers par /3, et nous
noterons

la probabilite pour que, partant de 1'etat | ( p f ) (norme), le systeme
aboutisse apres un temps T dans 1'un des etats finals du domaine
Df caracterise par 8Ef et Sfi f . Dans (47), p(£,/3) est la densite d'etats
finals qui, dans le cas general, depend a la fois de E et de
13.
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d) PROBABILITE DE TRANSITION PAR UNITE DE TEMPS VERS UN
GROUPE D'ETATS FINALS APPARTENANT A UN CONTINUUM D'ENER-
GIE

Dans 1'expression (47), | (E,p \ U(T) \ <pt) \2 n'est autre que le carre
du module de 1'amplitude de transition £f ^ donnee en (29) avec
5 ^ = 0 . A 1'ordre le plus bas en V, nous obtenons en notant
v(E,ft;(pi) 1'element de matrice V f i

En general, p(E,/3) \v(E,(3;<pi)\
2 est une fonction de E variant avec

E beaucoup plus lentement que [S(7\E - E,-)]2 qui, pour T suffisam-
ment grand, a une largeur tres faible, de 1'ordre de h/T. Si tel est le cas,
on peut alors remplacer [8 (r)(E - E,)]2 par une « fonction delta »
centree en £,-. Comme I'int6grale sur E de [8m(E - E(-)]

2 est, d'apres
(33), egale a T/2ir1i, il est justifie d'ecrire (vis a vis des fonctions
lentement variables de E)

Le report de (49) dans (48) montre alors que 8 & est proportionnel a la
duree T de 1'interaction, ce qui permet de definir une probabilite de
transition par unite de temps 8w(Ef,(B y)

Supposons que I'intervalle 8Ef contienne Et et que 8Ef soit superieur
a la largeur h/T de S(7\£ - Et). L'integrale sur E est alors immediate.
Si de plus 8(3 f est suffisamment petit pour que I'int6grale sur
P ne soit pas necessaire, il vient finalement

qui n'est autre que la regie d'or de Fermi pour la probabilite de
transition par unite de temps et par unite d'intervalle 5/3.
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Remarque: Somme sur les polarisations

Revenons a 1'exemple des photons. II est tres frequent que l'61ement de
matrice au carrd de (50) soit de la forme |e.X|2 ou X est une grandeur
vectorielle et ou e est le vecteur polarisation du photon. Si Ton n'observe
pas la polarisation du photon 6mis, il faut, pour une direction d'emission
k donn6e, sommer sur les deux 6tats de polarisation e et e' orthogonaux a
k et orthogonaux entre eux, c'est-a-dire calculer

Pour evaluer la somme entre parentheses de (52), il suffit de noter que
e,e' et K = k/fc forment une base orthonorm6e pour laquelle la relation de
fermeture s'6crit

d'ou Ton d6duit

et par suite

e) CAS OU L'ETAT INITIAL ET L'ETAT FINAL APPARTIENNENT TOUS
DEUX A UN CONTINUUM

Dans ce cas, l'6tat initial <p,) est lui aussi non physique (puisque de
norme infinie). II est possible cependant de lui associer une quantite
ayant un sens physique, comme un flux de particules, si | <p,-) represente
une particule libre incidente d'impulsion bien d6finie.

Calculons un tel flux incident pour une particule de masse M et pour
un photon. II est alors particulierement commode d'utiliser des etats
discretises dans un cube de cote L. Dans 1'etat discretise |p() ou
|k,-) , qui est de norme 1, la densite de particules est 1/L3 (une particule
dans un volume L3) et la vitesse vaut p,/M = ftkj/M pour la particule
de masse M, CK, pour le photon (ou K, = k/fc,.). On en deduit que le
flux incident <I>( vaut

pour la particule de masse M et
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pour le photon. La division par |4>j | de la probabilite de transition par
unite de temps et par unite d'angle solide donne alors la section efficace
differentielle de diffusion de k, vers ky.

Remarque

Si |(p,) et \<?f) appartiennent tous deux a un continuum, il apparait deux
facteurs 1/L3 dans Pelement de matrice au carre de (51). Un facteur
1/L3 est compense par le facteur L3 qui apparait dans la densite d'etats
finals (voir re marque du paragraphe 3-c pr6cedent). L'autre facteur
1/L3 compense celui figurant dans 1'expression (56) ou (57) du flux, lors de
la division de 8w/8fl par ce flux. II apparait ainsi clairement que la
section efficace de diffusion ne depend pas de L.

REFERENCES GENERALES

Meme bibliographic que dans le chapitre I.
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COMPLEMENT Bf

DESCRIPTION DE L'EFFET D'UNE PERTURBATION
PAR UN HAMILTONIEN EFFECTIF

1. Introduction - But recherche

Pour beaucoup de systemes, les etats propres de 1'hamiltonien
H ne peuvent pas etre determines exactement. Par centre, ceux d'un
hamiltonien approche H0 sont quelquefois connus. Ainsi, dans le cas de
1'electrodynamique, nous avons vu dans la partie C du chapitre que
I'hamiltonien etait diagonalisable en 1'absence de couplage entre les
particules et le champ, ou encore en 1'absence de couplage entre le
champ transverse et les particules interagissant par la loi de Coulomb.
Dans ce cas, une theorie des perturbations peut etre utilisee pour
determiner les etats propres de H, en prenant comme perturbation la
difference entre H et H0.

Dans ce complement, nous considerons le cas d'un hamiltonien
HQ dont les niveaux d'energie Eia se groupent en multiplicites
g°a,g

Qp,... bien separees les unes des autres. L'indice latin i repere les
differents niveaux \i,a} d'une meme multiplicity, et Pa est le
projecteur sur la multiplicite <f°.

Dire que les multiplicites sont bien separees signifie que le spectre de
HQ a la forme indiquee sur la figure 1. De maniere plus precise, nous
supposons:

En termes physiques, le nombre quantique i caracterise des degres de
liberte dont les frequences de Bohr, (Eia - Eja)/fi (ecarts entre

Figure 1. Multiplicites £°a, $\ ... de I'hamiltonien H0.
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niveaux d'une meme multiplicite) sont petites. Au contraire, 1'indice
a est un nombre quantique relatif a des grandeurs dont les frequences
de Bohr (Eia - E^/h (ecarts entre deux multiplicites diff^rentes) sont
bien plus grandes. Ainsi, 1'existence de multiplicite bien separees revele
la presence dans le systeme de deux types de degr6s de Iibert6 : des
degres de liberte rapides caracterises par 1'indice grec a, et des degres
de liberte lents caracterises par 1'indice latin i.

Des situations de ce type se rencontrent dans de nombreux problemes
physiques, et notamment dans 1'etude des interactions entre matiere et
rayonnement. Considerons par exemple le systeme forme, d'une part
par un electron dans un potentiel statique exterieur et d'autre part par
un mode ke du champ de rayonnement de frequence to. En 1'absence
d'interaction entre 1'electron et le rayonnement, les niveaux d'energie
du systeme global sont reperes par les nombres quantiques i de
1'electron dans le potentiel exterieur et le nombre a = N de photons
dans le mode. Si la frequence to du mode considere est tres grande
devant les frequences (£, — E})/h caracterisant le mouvement de
1'electron dans le potentiel exterieur, nous sommes dans une situation
analogue a celle de la figure 1. Les multiplicites <^° = <f# regroupent
alors les niveaux d'energie de 1'electron dans le potentiel exterieur en
presence de N photons et les autres multiplicites correspondant a un
nombre N' ^ N de photons sont a une distance (N' — N}ha>.

Pour obtenir 1'hamiltonien total H, ajoutons maintenant a //0 la
perturbation ou le couplage que nous ecrirons sous la forme A V , ou
A est un parametre sans dimension :

L'operateur V a des elements de matrice aussi bien a 1'interieur d'une
multiplicite qu'entre deux multiplicites differentes. Par exemple, pour
le systeme mentionne plus haut, 1'interaction entre 1'electron et le mode
ke couple la multiplicite <f# aux multiplicites <fjv + 1 (et $N-I)> ^es

processus physiques correspondants etant remission (et 1'absorption)
d'un photon ke par 1'electron. Si A est suffisamment petit, de maniere
plus precise, si

les niveaux d'energie de l'hamiltonien H se grouperont, comme ceux de
HQ, en multiplicites $a , $'^ ... bien separees les unes des autres, les
niveaux de &'a tendant vers ceux de <^° quand A_*0.

Les effets physiques du couplage XV sont de deux sortes. D'une part,
les fonctions d'onde sont modifiees. En particulier, les fonctions d'onde
de la multiplicite $ % sont « contaminees » par les fonctions d'onde des
autres multiplicites $^ avec (3 ̂  a. D'autre part, les energies sont
modifiees. En particulier, les frequences de Bohr lentes (a 1'interieur
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d'une multiplicite) sont changees. Etudions de plus pres ces deux types
d'effet dans le cas de I'exemple physique introduit plus haut. Par suite
de la contamination des etats de $Q

N par ceux de $Q
N ± l, N n'est plus un

bon nombre quantique, et les observables electroniques, qui commutent
avec I'op6rateur nombre de photons, peuvent alors avoir des elements
de matrice non nuls entre etats perturbes de $N et etats perturbes de
&N±\- Physiquement, il apparalt dans le mouvement de 1'electron des
composantes rapides a la frequence o> qui correspondent en fait a la
vibration de 1'electron dans le champ electrique du mode ke. Par
ailleurs, le couplage non resonnant entre <^jy et <?# ± j deplace au second
ordre en A V les etats de <^^. Physiquement, 1'emission et la reabsorp-
tion virtuelles (ou 1'absorption et la reemission virtuelles) d'un photon
par 1'electron change le mouvement lent de 1'electron dans le potentiel
exterieur.

Dans ce complement, nous nous interessons essentiellement a la
modification apportee au mouvement lent par le couplage A V et non a
la contamination des fonctions d'onde. Notre but est d'essayer de
construire un hamiltonien n'agissant qu'a 1'interieur de chaque multipli-
cite $% et tel que ses valeurs propres dans <£"„ coincident avec celles de
H dans $a. Un tel hamiltonien, appele hamiltonien effectif, n'agit que
sur les degres de liberte lents puisque ses elements de matrice entre
(i,a | et |;,/3) sont nuls si a ^ /3. Comme il decrit correctement le
mouvement lent, il incorpore 1'effet sur les degr6s de liberte lents du
couplage de ces derniers avec !es degres de liberte rapides. Dans le cas
du systeme physique considere plus haut, 1'hamiltonien effectif est un
hamiltonien purement electronique qui decrit le mouvement lent per-
turbe de 1'electron au moyen de termes correctifs electroniques :
correction a 1'energie cinetique de Pelectron (due au fait qu'il est
alourdi par le nuage de photons virtuels qui 1'entourent), correction a
1'energie potentielle (due au fait que 1'electron vibrant dans le champ du
mode co moyenne le potentiel statique exterieur sur 1'etendue de son
mouvement de vibration)... D'autres exemples physiques importants
pourraient etre donnes comme 1'interaction magnetique effective entre
deux electrons (associee a remission virtuelle d'un photon transverse
par un electron et a la reabsorption de ce photon par 1'autre -voir
chapitre II, partie F).

Nous montrons dans ce complement comment construire un hamilto-
nien effectif au moyen d'une transformation unitaire appliquee a
1'hamiltonien total //(*). Le principe de la methode est expose au

(*) Une revue sur les differentes fa<jons de construire formellement des hamiltoniens
effectifs peut etre trouvee dans D.J. Klein, J. Chem. Phys. 61, 786 (1974). Une reference
plus recente donne explicitement les termes de 1'hamiltonien effectif jusqu'a 1'ordre 5 :
I. Shavitt and L.T. Redmon, J. Chem. Phys. 73, 5711 (1980).
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paragraphe 2. Nous determinons ensuite (§ 3) la transformation unitaire
et 1'expression de 1'hamiltonien effectif. Nous etudions enfin (§ 4) le cas
ou le systeme etudie est un ensemble de deux sous-systemes dont
1'inter action est decrite par le couplage AV. Nous montrons en
particulier comment il est possible d'obtenir pour l'hamiltonien effectif
une expression operatorielle ne faisant intervenir que les observables
du systeme evoluant avec des frequences lentes.

2. Principe de la methode

Nous cherchons done un hamiltonien. effectif H' ayant les proprietes
suivantes :

a) H' est hermitique
b) H' a les memes valeurs propres que //, avec la meme degeneres-

cence
c) H' n'a pas d'elements de matrice entre les multiplicites non

perturbees g°a , ̂ J , ...
Les proprietes a) et b) entrainent qu'il existe une transformation

unitaire

qui permet de passer de H a H'

La propriete c) se traduit par 1'equation

La matrice representant H' dans la base non perturbee initiale
| / ,a ) est diagonale par blocs. Chaque bloc est relatif a une multiplicite

<f>l et represente un hamiltonien effectif H"ff qui decrit les niveaux
perturbes de cette multiplicite

Les equations (8) et (9) ne sont pas suffisantes pour determiner
entierement la transformation T. En effet, si T est une solution, on peut
construire une infinite d'autres solutions de la forme UT, ou
U est une transformation unitaire quelconque agissant seulement a
1'interieur des multiplicites $%. Une fagon de lever cette indetermina-
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tion est d'imposer a 5 de ne pas avoir d'elements de matrice a 1'interieur
de chaque multiplicite :

Pour calculer explicitement 5, il est commode de 1'ecrire sous forme
d'un developpement en puissances de A

II est evident que le terme d'ordre 0 est nul, puisque H0 est lui-meme
diagonal dans la base { | i ,a > } . L'equation (8) peut alors se developper
sous la forme

En y portant 1'expression (12) de 5, on obtient un developpement de
1'hamiltonien effectif

Chacun des termes H'p s'exprime en fonction des Sn, de //0 et de
V. Les conditions (9) et (11), appliquees ordre par ordre, determinent
alors les Sn, et par consequent H'.

II est interessant d'ecrire I'hamiltonien effectif H' ainsi determine
sous la forme

ou

W est appele 1'operateur de « deplacement des niveaux ». D'apres la
propriete b) de H', W produit sur les niveaux d'energie de H0

exactement le meme effet que la perturbation AF. Par contre, d'apres
la propriete c), il a 1'avantage de n'agir qu'a 1'interieur des multiplicites.
Si 1'on cherche uniquement les nouvelles energies dans la multiplicite
<^a, il est beaucoup plus simple d'utiliser W que \V, qui couple
$®a a toutes les autres multiplicites.

3. Determination de I'hamiltonien effectif

a) CALCUL DE 5 ORDRE PAR ORDRE

Ordonnons 1'expression (13) de H' suivant les puissances croissantes
de A, apres avoir remplace 5 par son developpement (12) et
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H par son expression (4). II vient :

Le dernier terme de (17) contient n commutateurs emboites.
Considerons d'abord les termes d'ordre 1 en A :

et ecrivons que 1'element de matrice de H\ entre deux multiplicites
differentes est nulle. Nous obtenons 1'equation

qui determine les elements de matrice de Sl entre deux multiplicites
differentes, les autres elements etant nuls d'apres (11).

Considerons maintenant le terme d'ordre n, A "//'„. II fait intervenir
tous les operateurs Sp, p allant de 1 a n. La nullite des elements de
matrice de A nH'n entre deux multiplicites differentes a et ft permet
d'exprimer les elements de matrice de A "Sn entre ces memes multiplici-
tes, en fonction de ceux des operateurs Sp d'ordre inferieur a
n. En effet, A"^ ne figure que dans un seul terme, celui du
commutateur avec H0. On obtient une equation du type

avec de plus

De proche en proche, 5 est ainsi entierement determine.
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b) EXPRESSION DE L'HAMILTONIEN EFFECTIF A UORDRE 2

Remarquons tout d'abord que 1'expression de 1'hamiltonien effectif a
1'ordre n ne fait pas intervenir A"5n. En effet, nous avons deja vu que,
dans 1'expression du terme d'ordre n de (17), Sn n'intervient que dans le
commutateur simple avec //0. Comme H0 est diagonal vis a vis de
a et que Sn est non diagonal, un tel commutateur est non diagonal et ne
contribue done pas a 1'expression de H' a 1'interieur de chaque
multiplicity. Ainsi, pour determiner 1'hamiltonien effectif jusqu'a
1'ordre 2, il suffit done de connaitre A5 l5 qui est donne par (20.a). Les
elements de matrice de H' dans la multiplicity a s'ecrivent:

Montrons que le dernier terme de (22) est identique, a un facteur pres,
a 1'avant-dernier. En effet [i\Sl,H(i] est purement non diagonal, et
d'apres (19), ses elements de matrices sont opposes de ceux de
XV entre multiplicites differentes. Notons XVndla partie non diagonale
(qui relie des multiplicites differentes) de AV. On a done :

et le dernier terme de (22) se reduit a - [i\Sl,\V
nd]/2. L'avant-dernier

terme ne fait lui aussi intervenir que la partie non diagonale de'
Ay , de facon que le produit par ASj donne un terme diagonal. Ainsi, a
1'ordre 2, Hfff se reduit a :

Des simplifications analogues interviennent a tous les ordres.
Calculons explicitement les elements de matrices du dernier terme de

(24) en utilisant les elements de matrice (20. a) de \Sl :

II vient finalement pour ( i \ H ? f f \ j ) , a 1'ordre 2 inclus en A :
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Le premier terme de (26) repr6sente l'e"nergie non perturbee des
niveaux de ^^, le second le couplage direct entre les niveaux
i et; de <^°, le troisieme, le couplage indirect entre ces deux niveaux via
tous les niveaux ky des autres multipliers <^°. Ce dernier terme a la
structure d'un terme de perturbation du second ordre, a savoir un
produit de deux elements de matrice de A V divise par un denominateur
d'energie non perturbee (les deux energies Eia et Eja des deux niveaux
de <^° intervenant de maniere symetrique si elles sont differentes).

c) TERMES D'ORDRE SUPERIEUR

Nous avons vu que, de proche en proche, les termes d'ordre
superieurs peuvent etre calcules explicitement. En fait, au moins d'un
point de vue formel, 1'expression de Thamiltonien effectif peut etre
aussi donnee sous des formes algebriques compactes. On pourra
trouver ces deux types d'expressions dans les references citees au debut
de ce complement.

4. Cas de deux systemes en interaction

Nous envisageons maintenant le cas de deux systemes s4 et
^£, d'hamiltoniens respectifs HA et HR, et interagissant par un hamilto-
nien A V . Les 6carts entre les niveaux d'energie relatifs a ^ sont
supposes grands par rapport a ceux de $4. Ceci se traduit par les
equations suivantes :

Nous supposerons que le couplage entre les deux systemes se met sous
la forme :

ou les operateurs AM (resp. R^) sont relatifs au sous-systeme
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j/ (resp. ^). On suppose enfin A^ et R^ purement non diagonaux dans
les bases { | / > } et { | a > } .

Pour determiner //"//, remplagons dans (26) Eia par £, + EQ,
AF par son expression (31). Comme R^ est non diagonal en
a, le second terme de (26) est nul. II vient ainsi:

En tirant partie de 1'inegalite (30), on peut developper les fractions
apparaissant dans (32)

et 1'equivalent en remplacant i par /. Le terme du deuxieme ordre
devient :

Notons que la somme sur y peut etre etendue au cas y = a, car les
termes correspondants (a | R^ \ a ) sont nuls. Les relations de fermeture
sur les etats |y) d'une part, et \k) d'autre part permettent alors de
reecrire ces deux termes sous des formes operatorielles. En effet
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L'hamiltonien effectif peut finalement etre ecrit sous forme operato-
rielle :

II apparait bien effectivement comme une somme d'operateurs relatifs a
s f , multiplies eventuellement par des coefficients qui sont la valeur
moyenne dans 1'etat |a) d'operateurs relatifs a $. Les deux premiers
termes represented 1'evolution libre dans la multiplicite $\. Le
troisieme decrit 1'effet des transitions virtuelles vers les autres multiplici-
tes. Le dernier terme de (36) est une correction au troisieme terme
prenant en compte le fait qu'une transition virtuelle vers la multiplicite
/3 n'est pas infiniment courte mais dure un temps de 1'ordre de
h/\Ea — Ep |. Les operateurs A^ et A^ ont le temps d'evoluer sous
Faction de HA pendant cette duree, ce qu'exprime le dernier terme de
(36).



48 Amplitudes de transition C,

COMPLEMENT Cl

NIVEAU DISCRET COUPLE A UN CONTINUUM LARGE
ETUDE D'UN MODELE SIMPLE

De nombreux processus d'interaction entre atomes et photons
peuvent etre analyses en termes de niveau discret couple a un
continuum. II s'avere souvent qu'une comprehension satisfaisante de
ces processus ne peut etre obtenue que si Ton maitrise les caracteristi-
ques essentielles des nouveaux etats propres resultant du couplage
entre 1'etat discret et le continuum. II nous a done semble important de
consacrer un compl6ment a 1'analyse d'un tel probleme. Les resultats
obtenus permettront d'eclairer plusieurs des discussions du chapitre II.

Plutot que de considerer le probleme dans toute sa generalite, nous
avons preferer nous limiter, dans la plus grande partie de ce comple-
ment, a un modele suffisamment simple pour que le formalisme ne soit
pas un obstacle majeur. Ce modele ne saurait, bien entendu, rendre
compte de tous les details des phenomenes, mais nous verrons qu'il
permet de cerner et de comprendre les aspects essentiels du probleme.

Nous commenc,ons (§1) par decrire le modele et les hypotheses
simplificatrices qui consistent a prendre un continuum s'etendant de
- oo a + oo sur 1'axe des energies et un couplage avec 1'etat discret
inddpendant de 1'energie. « V u » de 1'etat discret, le continuum
apparait dans ce cas comme parfaitement « plat » et sans structure. II
est possible alors, apres « discretisation » du continuum, de calculer
exactement les etats propres et valeurs propres de 1'hamiltonien total.
Le resultat essentiel est que la contamination des nouveaux etats
propres par 1'etat discret n'est importante que dans un intervalle, centre
sur 1'energie de 1'etat discret, et dont la largeur est de 1'ordre de
fiF, ou F est la probabilite de transition par unite de temps de 1'etat
discret vers le continuum calculee par la regie d'or de Fermi (§ 2). Nous
montrons ensuite (§ 3) comment cette « dissolution » de 1'etat discret,
sur un intervalle de largeur HP dans le nouveau continuum, permet de
comprendre quantitativement plusieurs phenomenes physiques impor-
tants, comme la decroissance exponentielle de 1'etat discret, 1'excitation
de cet etat discret a partir d'un autre etat du systeme, la diffusion
resonnante via cet etat discret ou les profils de Fano. Le dernier
paragraphe (§4) donne enfin quelques indications sur la facon dont les
etats propres du nouveau continuum peuvent etre calcules dans des
situations plus generates (continuum non plat) et sans discretisation du
continuum.
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1. Description du modele (*)

a) ETAT DISCRET ET CONTINUUM

Considerons un hamiltonien H0 qui a pour etats propres un etat
discret | <p ) et un continuum d'etats | £,/3 ) . Pour 1'etat | E,/3 ) , E
designe la valeur propre associee a //0 (energie non perturbed) et
(3 les autres nombres quantiques permettant de distinguer des etats
orthogonaux de meme energie.

Supposons que 1'etat discret | <p) soit couple au continum | E,fi > par
un hamiltonien de couplage V, tel que { £",/?' | V \ E',fi). II est tou-
jours possible de faire un changement de base a 1'interieur de chaque
sous-espace d'energie E du continuum afin de separer la combinaison
lineaire des etats | E,/5) coupleed a | ( j p ) , que Ton notera | E}, des
combinaisons lineaires orthogonales non couplees. Nous noterons VE

1'element de matrice < E \ V \ (p > . La connaissance des valeurs propres
et des vecteurs propres de 1'hamiltonien total permet de determiner la
dynamique du systeme. II convient done de diagonaliser 1'hamiltonien
total dans la base (| (p), \ E)...} (**).

Auparavant, nous allons introduire un certain nombre de simplifica-
tions permettant d'alleger au maximum les calculs tout en conservant
les resultats physiques essentiels.

b) DISCRETISATION DU CONTINUUM

Nous allons tout d'abord «discretiser» le continuum. Une telle
demarche a ete presentee dans le chapitre pour le champ electromagne-
tique, avec 1'introduction d'une boite fictive et de conditions aux limites
periodiques sur les parois de cette boite. Si la dimension L de la boite
est grande devant toutes les grandeurs caracteristiques du probleme, les
resultats physiques ne dependent pas du volume L3 et sont obtenus a la
limite 1/L3 — 0.

Nous procedons ici de fa?on analogue et remplac.ons les etats du
continuum |£) par des etats discrets \k} distants de 8 en energie. La
densite d'etats est done 1/5. L'element de matrice (k\V \ <p} est note
vk. Les resultats physiques sont obtenus a la limite 8 _^ 0.

L'application de la regie d'or de Fermi pour un systeme initialement
dans 1'etat | < p ) conduit a une probabilite de transition par unite" de
temps F vers le continuum egale a :

(*) Un tel modele a ete introduit par U. Fano, Nuovo Cimento, 12, 156 (1935).
(* *) Les combinaisons lineaires d'etats | E,/3 ) , de meme energie E, qui ne sont pas

couplees a 1'etat discret | <p> restent des etats propres de l'hamiltonien total, de valeur
propre E.
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ou v est 1'element de matrice (suppose reel) de V entre | <p > et 1'etat
\k) de meme energie que | <p) . La formule (1) montre clairement que,
lors du passage a la limite 8 _*0, v2/8 doit rester constant et egal a
tir/2ir.

c) HYPOTHESES SIMPLIFICATRICES

Nous supposons tout d'abord que le continuum discretise s'etend de
- oo a + oo avec des niveaux equidistants separes par la quantite
5. L'energie non perturbee du niveau \k} est done :

ou k est un nombre entier quelconque positif, negatif ou nul. Dans
toute la suite, 1'energie E^ du niveau discret est prise a 1'origine des
energies (Ev - 0) et coincide done avec 1'energie du niveau k = 0 du
quasi-continuum.

Pour le couplage, nous supposons que tous les elements de matrice de
V entre le niveau | < p > et les etats |fc) sont egaux et reels

Enfin, tous les autres elements de matrice de V sont supposes nuls :

2. Etats stationnaires du systeme. Souvenir de 1'etat discret dans le
nouveau continuum

a) EQUATION AUX VALEURS PROPRES

Soient E^ et | « / / M > les valeurs propres et vecteurs propres de
rhamiltonien total H = Hn + V.

Projetons 1'equation (3) respectivement sur {k\ et <<p |. II vient alors,
compte tenu des hypotheses faites sur HQ et V (voir formules 2) :

L'equation (4.a) donne (*) :

(*) Nous verrons plus loin que E^ - Ek est toujours non nul.
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expression qui, une fois portee dans (4.b), fournit 1'equation aux
valeurs propres :

Par ailleurs, en utilisant (5) et la condition de normalisation

nous trouvons pour les composantes de | <//K) sur | <p) et \k) (avec un
choix de phase convenable) :

Revenons a 1'equation aux valeurs propres (6). Elle fait intervenir une
serie de la forme Y (z — k)~1 avec z = E^/S. De fac.on analogue, dans

k

les expressions (8.a) et (8.b) des composantes des vecteurs propres
apparait la somme £ (z - k}~2. Or, il est possible de montrer

k
que(*) :

equation qui donne par integration

II s'ensuit que 1'equation aux valeurs propres (6) prend la forme plus
simple :

(*) Voir par exemple Cartan (chapitre V).
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que nous transformons en utilisant (1) en :

Introduisons enfin Tangle <pM defini par

qui permet d'ecrire la solution de (12) sous la forme

ou m est un entier (positif, negatif ou nul). Comme <pM est (par
definition de la fonction Arctg) compris entre - TT/2 et ir/2,
VH/TT est la difference entre E^/8 et 1'entier le plus proche de
Ep/8. Nous aurons 1'occasion plus loin d'utiliser cet angle <pM .

b] DETERMINATION GRAPHIQUE DES NOUVELLES VALEURS PROPRES

Pour determiner les valeurs propres de 1'hamiltonien total, il faut
resoudre 1'equation (12), c'est-a-dire trouver les intersections de la
droite y = ax avec la courbe y - cotg bx (a et b etant egaux respective-
ment a 2/hF et ^r/S), ce qui peut etre fait graphiquement (voir
figure 1).

A chaque intersection Mk entre la droite y = ax et la courbe
y = cotg bx est associee une valeur propre E± K (les niveaux non
perturbes sont reperes par un indice latin et les niveaux perturbes par
1'indice grec correspondant). II apparait clairement sur la figure 1 que
les nouvelles valeurs propres E± K sont intercalees entre les anciennes
(Ek<EK<Ek + l et £_(* + !) <E_K <E_k). Les etats propres de
H forment done egalement un quasi-continuum dont la densite d'etats
est tres voisine de 1/5 (il y a un etat propre par intervalle d'energie
8 ) .

Nous constatons egalement sur la figure 1 que, pour des valeurs de
k suffisamment grandes, 1'abcisse du point Mk differe tres peu de
kd, de sorte que, en premiere approximation, nous avons EK = Ek.
Cette relation est satisfaite lorsque, au niveau du point d'intersection, la
courbe differe tres peu de son asymptote, c'est-a-dire lorsque la
cotangente est grande, done d'apres (12), lorsque

La presence du niveau discret ne modifie done de facon importante les
valeurs propres et les vecteurs propres du quasi-continuum que sur un
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Figure 1. Determination graphique des valeurs propres de H. L'abcisse de
chaque point d'intersection entre la droite y = 2x/tiF et la courbe
y = cotg TTX/S est une valeur propre de 1'hamiltonien total. On appelle
Mk (resp M_ k) le point d'intersection dont 1'abcisse est comprise entre
kS et (k + 1)5 (resp — (k + 1)6 et — kS). La valeur propre associe"e est note"e
EK (indice grec correspondant ii 1'indice latin k).

intervalle d'energie de 1'ordre de hF autour de 1'energie du niveau
discret.

c) DENSITE DE PRESENCE DE LETAT DISCRET DANS LE NOUVEAU
CONTINUUM

En presence du couplage V, 1'etat discret | <p) se trouve dilue dans les
divers etats { |«A^) } du quasi-continuum de //, la composante de
\<f} dans 1'etat | iA M ) etant donnee par le carre de 1'expression (8.a).
Pour transformer le denominateur de cette expression, utilisons (9). II
vient :
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c'est-a-dire encore, compte tenu de (11) et (1)

ce qui donne finalement

Considerons alors un intervalle [E,E + dE] avec dE grand devant
5, mais petit devant hP. La probabilite dN' v de trouver 1'etat discret
| (f> > dans cet intervalle vaut:

ce qui donne, compte tenu de (17) et (1) :

A la limite 5 _^ 0, v2 tend vers 0 et 1'expression (19) a pour limite

qui est une lorentzienne de largeur hF, centree en E = Ev = 0 et dont
1'integrale sur E vaut 1.

Un tel resultat montre que, apres couplage, le niveau discret
| <f>) est « dissous » dans le nouveau continuum sur un intervalle de
largeur fiF. En d'autres termes, seuls les niveaux du nouveau continuum
situes dans un intervalle de 1'ordre de hP autour de Ev conservent dans
leur fonction d'onde le souvenir du niveau | <p > .

3. Quelques applications de ce modele simple

Nous montrons maintenant comment les resultats obtenus ci-dessus
sur le nouveau continuum d'etats { l*/^) } et sur la densite dN^/dE
caract^risant le souvenir de 1'etat discret | <p) dans ce nouveau
continuum permettent d'aborder de maniere quantitative un certain
nombre de problemes.
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a) DISINTEGRATION DE L'ETAT DISCRET (*)

Essayons tout d'abord de calculer la probabilite pour que le systeme,
prepare initialement (a t = 0) dans 1'etat discret | (p ) , y soit reste un
instant t apres. Utilisons pour cela la formule (17) et decomposons
| < p ) sur la base des etats propres |</^> de 1'hamiltonien. II vient:

A I'instant t, 1'etat |«KO) est devenu

et 1'amplitude de probabilite de trouver le systeme dans 1'etat
| <f> > est egale d'apres (21) et (22) a :

que nous pouvons reecrire en remplagant v2 par (hF/2ir)8 :

A la limite 8-^0, la somme 8 Y /(£M) tend vers une integrate
M

integrale qui se calcule par la methode des residus et se reduit a

(*) Un tel probleme peut etre aborde egalement par la methode de Weisskopf-Wigner.
Voir par exemple Cohen-Tannoudji, Diu et Laloe, complement Dxw.
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La probabilite de trouver le systeme a 1'instant t dans le niveau
| <p ) est done

Elle decroit exponentiellement avec une constante de temps F l.

b) EXCITATION DU NIVEAU DISCRET A PARTIR D'UN AUTRE ETAT DU
SYSTEME

Supposons maintenant que le systeme etudie ait un autre niveau
discret \x), d'6nergie non perturbed Ex, orthogonal a 1'etat discret
| <p) et au quasi-continuum d'etats { \k) } . Ce niveau \x) n'est couple
directement qu'a l'6tat | <p) par un hamiltonien de couplage W.

Tous les autres elements de matrice de W sont supposes nuls.

Figure 2. Schema des niveaux d'energie (et de leur couplage)
envisages dans ce paragraphe.

Nous aliens montrer que, si w est suffisamment petit, il est possible de
definir une probabilite par unite de temps pour que le systeme,
initialement dans 1'etat |#), quitte cet etat. En d'autres termes, par
suite de son couplage avec un niveau discret | <p ) , lui-meme couple a un
continuum, le niveau )*) acquiert une duree de vie finie.

Nous avons montre plus haut (§2) que le couplage de | <p) avec les
6tats \k) donne naissance a un nouveau quasi-continuum d'etats
|« / / M ) . Calculons alors ( « A M | W | ^ ) . Puisque W ne couple |^) qu'a
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| <P ) , nous avons :

II apparait ainsi que W couple le niveau | x ) au quasi-continuum d'etats
{ | t / /M) } . Si le couplage w reste petit, la probabilite par unite de temps
pour que le systeme quitte 1'etat \x) est donnee par la regie d'or de
Fermi:

(La densit6 d'etats { |^M) } , pour E^ = Ex, est 6gale a 1/S). En
utilisant (29) et (17), nous trouvons a la limite 8 _^0 :

Dans le cas particulier oil | x) et | <p) ont meme energie (Ex = E9 = 0)
1'expression (31) devient

Ainsi, un 6tat discret | x ) couple a un autre etat discret | <p ) instable
se desintegre lui-meme hre'versiblement, avec un taux Fx donn6 par
(32).

Remarques

(i) Le traitement present^ ci-dessus n'est en fait valable que pour
w suffisamment petit. Pr6cisons ce point: il faut que le couplage
w soit plus petit que la largeur hF de I'intervalle sur lequel | < «/V | W I X ) |2

est appreciable, c'est-a-dire encore la largeur de I'intervalle du nouveau
continuum ( l^)} dans lequel la probability de pr6sence de | < p > est
importante. Un tel r6sultat peut 6galement se comprendre a partir d'une
comparaison entre la p6riode associe'e 4 1'oscillation de Rabi sur la
transition | x ) -*• | <P ) > qui est de 1'ordre de fi/w, et la dur6e de vie du
systeme dans le niveau | <p > , qui est de 1'ordre de F~ \ Si cette dur6e de vie
est plus courte que la p6riode des oscillations de Rabi, un systeme
initialement dans l'e*tat |^) 6voluera de fa§on irreversible vers le
continuum car, une fois passe" dans | <p> , il se d6sintegrera aussitot dans le
continuum { | A;) } et aura une probabilite tres faible de revenir dans
| x ) • Notons pour finir que la condition w <hF entraine que FX <3 F. La
dur6e de vie associe'e au niveau | \ ) est bien plus longue que celle asso
au niveau | <p ) .
(ii) Le niveau |*> introduit plus haul peut faire lui-meme partie du
continuum, {| fc> } (c'est en particulier le cas pour 1'absorption d'un
photon entre l'6tat fondamental a et un 6tat excite discret b d'un atome,



58 Amplitudes de transition Cj.3

probleme que nous aborderons dans le paragrapheB.4 du chapitre II).
Pour pouvoir appliquer le traitement pr6c6dent, il faut enlever 1'etat
|*> au continuum. II est clair que si 5 est suffisamment petit, le nouveau
continuum resultant du couplage entre l'6tat discret | <p ) et le continuum
d'6tats {)/ :>} auquel on a soustrait |*> sera suffisamment voisin du
continuum { | </^) } e'tudie' plus haut, pour que tous les resultats pr6c6-
dents demeurent valables.

c) DIFFUSION RESONNANTE VIA UETAT DISCRET

Consid6rons maintenant deux niveaux \xt) et \Xj) de meme energie
Ex. Par exemple, dans le probleme de la diffusion resonnante d'un
photon par un atome, \\i) (resp. \Xj}) sont des etats ou 1'atome est
dans 1'etat fondamental en presence du photon incident (resp. diffuse)
(voir § C-3 du chapitre II). Ces deux niveaux [*,-) et \Xj} sont couples
a |<p) par un terme de couplage W «<p \ W\Xi) = wf et
{9 \W\Xj} = wj). En revanche, nous supposons que [*,•> et \Xj} ne
sont couples ni entre eux ({Xi\W\Xj} =0), ni aux niveaux du quasi-
continuum {[&}} ({k\W\xi} = 0). Nous aliens etudier la diffusion de
\Xi} vers \Xj) et montrer que, m£me si Ex = E f , 1'amplitude de
diffusion ne diverge pas. Ce resultat est, bien sur, lie au fait que le
niveau discret \<p) est dissous par le couplage V dans le quasi-
continuum d'etats {11/^) }.

Rappelons tout d'abord pourquoi 1'amplitude de diffusion diverge si
1'on ne tient pas compte du couplage entre l'6tat discret | <p > et le
continuum { \ k ) } . A 1'ordre le plus bas en V, 1'element de la matrice
de transition s'ecrit

c'est-a-dire encore

expression qui diverge bien si Ex = Ev.
Le couplage entre | <p) et \k} n'apparait qu'aux ordres supe"rieurs en

V. En fait, il est possible d'6crire 1'element de matrice de transition a
tous les ordres en V. II suffit de remplacer dans (33) HQ par
H = H0 + V (voir 1'expression (B.15) du chapitre). Comme W ne
couple \xi) et )*/> qu'a | c p > , il vient
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Introduisons alors la relation de fermeture sur les etats propres
| t / / M ) de H dans 1'element de matrice central de (35). On voit
apparaitre la densite d'etat | <p) dans le nouveau continuum et
1'expression (35) devient, compte tenu de (17) et (1) :

A la limite 5 _* 0, cette somme tend vers 1'integrate suivante

qui peut etre calculee par la methode des residus et vaut

L'amplitude de diffusion ne diverge done plus quand EX - Ev = 0.
Remarquons que tout se passe comme si, dans 1'expression d'ordre le
plus bas, 1'energie du niveau discret |<p ) avait ete remplagee par une
energie complexe E^ - ihF/2 = - ihF/2. Tout en restant fini,
I'el6ment de matrice de transition varie done de maniere resonnante
quand Ex est balaye sur un intervalle de largeur hF autour de
£,=0 .

d) PROFILS DE FANO

Nous considerons a nouveau le cas ou le systeme possede un autre
etat | x ) couple a | <p > par un terme de couplage W « < p | W | ^ > = w),
mais nous supposons maintenant que |^) est egalement couple
directement aux etats [ \ k ) } du quasi-continuum par W. Nous faisons
egalement une hypothese simplificatrice sur les elements de matrice
( fc |W|x) qui sont supposes independants de \k) «^|W|^) = w').
Quelle est la probabilite d'exciter un niveau | < A M ) a partir de
\\) ? Cette probabilite est proportionnelle au carre de 1'element de
matrice (^^\W\x) qui peut etre calcule a partir de (17) et (5) :
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expression qui s'ecrit, compte tenu de (6) :

Quand on fait varier 1'energie de 1'etat EM, les deux termes de (40)
s'ajoutent ou se retranchent suivant le signe respectif de E^ et de
vw/w'. La forme de raie (probabilite d'excitation en fonction de
EM) est done en general asymetrique.

La formule (40) est souvent reecrite en fonction des variables reduites

La formule (41) revient a prendre HF/2 comme unite d'energie. Le
parametre q defini en (42) caracterise le rapport entre les forces de
couplage vers 1'etat discret | < p ) et vers le quasi-continuum { \k} } .
Introduisons egalement le parametre £

£ 1 represente le nombre de niveaux du continuum discretise dans la
largeur naturelle (£ -^ 0 quand 5-^0). En utilisant ces definitions,
nous obtenons a partir de (40) :

Nous avons represente sur la figure 3 plusieurs profils d'excitation
possibles, appeles profils de Fano (*), obtenus pour diverses valeurs de
q. Notons que la situation q>l (cas ou le couplage entre |^) et
| < p ) est beaucoup plus grand que le couplage entre |#) et |fc»
correspond a la situation envisagee dans le paragraphe 3-b de ce
complement.

Remarque

Dans toutes les situations considerees precedemment, le passage a la limite
5 -~ 0 n'a jamais pose de problemes, les valeurs limites des quantites
considerees etant obtenues sans ambiguite. II n'en est pas toujours ainsi et

(*) De tels profils se rencontrent dans de nombreuses situations physiques, par
exemple dans la photoionisation au voisinage d'un etat autoionisant.
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Figure 3. Profils de Fano obtenus pour diverses valeurs de q. L'intensite des
transitions vers les etats | i/>A) du quasi-continuum est representee par des traits
pleins. Le trait pointille correspondant a 1'enveloppe de ces intensites permet de
visualiser le profil d'excitation a la limite continue (5 ~^ 0). Notons qu'a
1'exception des situations limites q = 0 et q > 1, les profils sont asymetriques.

certaines precautions sont necessaires quand le probleme etudie (*) fait
intervenir des quantites telles que (k\ ^M) (formule (8.b)) ou apparait le
facteur 1/(£M - Ek). En fait, dans le cas discret, (E^ — Ek) ne s'annule
jamais (voir figure 1), de sorte que la division par (£M - Ek) ne presente
pas de difficult6s. C'est ce que nous avons fait par exemple pour deduire
(5) de (4.a). En revanche, il faut prendre plus de precautions pour
determiner la limite continue, au sens des distributions, de 1/(£M - Ek).
Pour determiner une telle limite, reexprimons (E^ - Ek)~

l en fonctipn de
Tangle <pM introduit dans 1'equation (13.a) et de Tender m le plus proche de
Ep/8 (voir figure 1). En utilisant Tequation (13.b) et le fait que
Ek = kd, on obtient

Reecrivons alors (45) comme la somme d'une fonction impaire de
(m - k) et d'une fonction paire.

Comme <pM /7r est, en module, inferieur a i, <pMS/TT tend vers zero quand
5 tend vers zero. Le premier terme du membre de droite de (46), impair en
(m — k ) d , tend done a la limite 5^.0 vers la partie principale
^(l/(E' - £)), ou E' et E sont associes respectivement a E^ et
Ek. Analysons maintenant le second terme. Celui-ci ne prend des valeurs

(*) C'est en particulier le cas lorsqu'on etudie la repartition en energie des etats finals
de la disintegration de 1'etat discret.
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notables que pour m voisin de k. En particulier, pour Em = Ek, sa valeur
est egale a 7r/(<pM5) et tend done vers 1'infini a la limite 5 _~ 0. En dehors
de ce point, ce terme change de signe mais sa valeur reste de 1'ordre de
1/8 pour (m - k) petit. Sa largeur en Ek est de 1'ordre de 5. Le second
terme de (46) tend done vers une distribution localisee en Em = Ek quand
8 _» 0. Calculons maintenant la somme

La somme de cette s6rie est connue (*). Elle vaut TT cotg <p M , c'est-a-dire
encore d'apres (13.a) :

Nous en deduisons que la limite 8 -* 0 du second terme de (46) est
(2ir /hF) E S(E — E'). En definitive, nous avons ainsi trouve :

4. Generalisation a des continuums plus realistes. Diagonalisation de
1'hamiltonien sans discretisation

Nous revenons dans ce dernier paragraphe au probleme d'un etat
discret j <p) coup!6 & un continuum d'etats { | E) } , pour 6tudier
directement (sans discretiser le continuum) les etats propres | tf/(E)} de
I'hamiltonien total. Contrairement a la situation des paragraphes 2 et 3,
nous ne faisons plus d'hypotheses restrictives sur le continuum et sur
son couplage avec I'etat | < p ) . En particulier, I'element de matrice
{E | V | (f> > = v(E) est maintenant une fonction quelconque de E. La
relation d'orthonormalisation entre etats du continuum est:

et les elements de matrice de I'hamiltonien HQ et du couplage
V sont :

Soit )«//(£')) un etat propre de H de valeur propre E'

(*) Voir par exemple Cartan, corrige de I'exercice 25, p. 226.
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Pour trouver la decomposition de | «/f(£')) sur les etats non perturbes
| < p ) et |£>, nous procedons comme au paragraphe 2-a et projetons
(52) d'abord sur | <p > , puis sur | £> . Nous obtenons ainsi les equations :

L'equation (53.b) se transforme en :

La theorie des distributions permet d'ecrire la solution generate de (54)
sous la forme :

ou z(E') est une fonction quelconque de E'. Pour determiner cette
fonction z(E'), reportons (55) dans (53.a). II vient :

c'est-a-dire encore

avec

Nous en deduisons

La donnee de (55) et (59) permet de trouver les nouveaux vecteurs
propres a un coefficient de normalisation pres, qui est determine par
1'equation

Nous ne detaillerons pas ici le calcul de ce coefficient de normalisation,
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et donnons simplement le resultat (*) :

Aucune hypothese restrictive n'ayant ete faite sur la variation du
couplage v(E) avec E, les vecteurs d'etat ainsi obtenus peuvent etre
appliques a 1'etude de nombreux problemes.

(*) Voir U. Fano, Phys. Rev. 124, 1866 (1961).



CHAPITRE II

Description qualitative
de quelques processus d'interaction

entre atomes et photons

Ce chapitre II presente une vue d'ensemble sur les interactions entre
atomes et photons. Le but vise est d'introduire simplement un certain
nombre de processus fondamentaux, de preciser le vocabulaire qui est
utilisS pour les decrire et d'analyser les phenomenes physiques qui leur
sont associes. L'accent sera mis plus sur le contenu physique des
processus Studies que sur les methodes de calcul. Nous n'utiliserons au
cours de la discussion que les notions simples sur les amplitudes de
transition introduces au chapitre I, reservant a des chapitres ulterieurs
la presentation de methodes de calcul plus puissantes et plus precises.

Pour classer les differents processus etudi6s, il nous a semble
commode de considerer le nombre de photons qui sont impliques dans
un processus donne (a 1'ordre le plus bas ou ce dernier apparait).

Ainsi, les processus les plus simples sont ceux au cours desquels un
photon nouveau apparait (processus Remission etudies dans la par-
tie A), ou au cours desquels un photon initialement pr6sent disparait
(processus d'absorption etudies dans la partie B). Plusieurs cas sont
distingues suivant la nature discrete ou continue des etats atomiques
internes initial et final, ce qui permet de passer en revue plusieurs
phenomenes importants comme la photoionisation, le rayonnement de
freinage, la photodissociation... Nous montrons egalement dans la
partie B comment la dynamique du processus d'absorption (ou d'emis-
sion stimulee) peut etre sensible & 1'etat du champ incident. Cette
discussion est prolongee dans le complement A // ou la probabilite
d'absorption totale est reliee a des fonctions de corr61ation des deux
systemes en interaction, 1'atome et le champ.

Nous abordons ensuite, dans la partie C, 1'etude d'un processus plus
complexe impliquant plusieurs photons, le processus de diffusion au
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cours duquel un photon disparait et un photon nouveau apparait.
Plusieurs types de diffusion sont distingues suivant que le photon a une
energie petite ou grande devant les energies d'excitation de 1'atome, le
cas de la diffusion r6sonnante faisant 1'objet d'un traitement special.

La partie suivante D est consacree a une description des processus
multiphotoniques au cours desquels plusieurs photons apparaissent ou
disparaissent. La variete de ces processus est tres grande, et nous nous
bornons a passer en revue quelques exemples significatifs.

Enfin, dans les deux dernieres parties E et F, nous etudions des
processus pour lesquels 1'etat du champ est le meme dans l'6tat initial et
dans 1'etat final, mais au cours desquels des photons peuvent etre emis
et reabsorbe"s, ou absorbes et r6emis. Nous etudions ainsi dans la
partie E les corrections radiatives spontanees (ou stimulees) resultant de
1'emission et de la reabsorption (ou de 1'absorption et de la reemission)
d'un photon par une particule chargee ou un atome. Le cas ou les
photons sont emis par une particule (ou un atome) et reabsorbe"s par
une autre particule (ou un autre atome) est analyse dans la partie F. De
tels echanges de photons entre particules ou atomes donnent naissance a
des interactions effectives dont deux exemples sont donne"s (interactions
magnetiques et interactions de Vander Waals). Mentionnons pour
terminer que le probleme des corrections radiatives est aborde dans le
complement Bn a partir d'un autre point de vue (point de vue de Pauli-
Fierz), consistant a effectuer sur I'hamiltonien de 1'electrodynamique
quantique une transformation unitaire qui vise a soustraire du champ
total le champ transverse « lie » aux particules.
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A - PROCESSUS D'EMISSION :
UN PHOTON NOUVEAU APPARAlT

L'emission d'un photon de vecteur d'onde k et de polarisation
e est un processus ou le nombre de photons dans le mode ke augmente
d'une unite, passant de n dans 1'etat initial a n + I dans 1'etat final, tous
les autres modes restant dans le meme etat. Nous supposerons dans ce
paragraphe que, dans 1'etat initial, tous les modes sont vides. L'emission
est appelee alors emission spontanee. Nous reviendrons ulterieurement
sur le cas ou des photons sont presents dans 1'etat initial. Plusieurs cas
seront distingues suivant que les etats atomiques (internes) initial ou
final sont discrets ou continus.

1. Emission spontanee entre deux niveaux atomiques discrets. Disinte-
gration radiative d'un niveau atomique excite

a) REPRESENTATION DIAGRAMMATIQUE

Considerons tout d'abord 1'emission spontanee d'un photon par un
atome passant d'un etat interne discret \b} a un autre etat interne
discret |a). Plus precisement, nous prenons, pour etat initial du
systeme global, 1'etat

qui represente un atome dans 1'etat interne b, avec une impulsion
glob ale ftK, dans le vide de photons, et pour etat final

qui represente 1'atome dans 1'etat interne a, avec 1'impulsion globale
ftK', en presence d'un photon ke. La representation diagrammatique
d'un tel processus (voir chapitre I, § C-5) est donnee sur la figure 1 :

Figure 1. Representation diagrammatique du processus
d'emission spontanee entre deux etats discrets b et a.
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La conservation de 1'energie, liee a la fonction S^(Ef — E^ apparais-
sant dans 1'amplitude de transition (formule (29) du complement^/),
entraine que :

De meme, la conservation de 1'impulsion globale, Ii6e a 1'invariance par
translation de 1'hamiltonien d'interaction (*), conduit a :

L'etat interne b a necessairement une energie superieure a celle de
1'etat a. Ceci est 6vident sur (A.3) lorsqu'on se place dans le systeme du
centre de masse (K = 0), mais n'apparait pas clairement sur le
diagramme de la figure 1 qui ne visualise pas les energies internes. C'est
pourquoi on utilise parfois un autre type de repr6sentation diagrammati-
que (Fig. 2) ou les 6tats internes sont represented par des traits
horizontaux dont 1'ordonnee repere 1'energie interne, 1'emission d'un
photon etant schematisee par une fleche ondu!6e dirig6e de b vers
a (1'atome «tombe » de b en a en emettant un photon).

Figure 2. Autre representation diagrammatique du processus
d'6mission spontan6e entre deux 6tats discrets b et a.

b) PROBABILITY DEMISSION SPONTAN^E PAR UNITE DE TEMPS

Comme 1'impulsion globale est conserv6e, le probleme de remission
spontan6e peut etre 6tudie separement dans chaque sous—espace
correspondant a une valeur donn^e de cette impulsion globale, par
exemple dans le systeme du centre de masse ou K = 0 et ou, par suite
de (A.4), K' = - k. Dans ce sous espace, |<p ( ) = |6,0;0) est un 6tat
discret, puisque K = 0 est fix6 et que 1'etat interne b est par hypothese
discret, de meme que le vide |0) du rayonnement. Par contre, il existe
une infinite d'etats finals \<?f) = |a, - k;ke>, correspondant a toutes

(*) Voir par exemple «Photons et Atomes - Introduction a 1'Electrodynamique
Ouantique», § III-D-3.
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les valeurs possibles de k, dont les energies Ea + tiai + (ti2k2/2M)
varient de maniere continue. Ces etats sont couples a | < p , > par
Hn. Le probleme de l'6mission spontanee entre deux etats atomiques
discrets est done finalement, en ce qui concerne le systeme global
« atome + rayonnement », le probleme d'un 6tat discret couple" a un
continuum.

L'evolution du systeme va done presenter un caractere irreversible. II
n'y aura pas d'oscillations reversibles entre | <?,-) et | <p/) , mais depart
irreversible de 1'etat discret |<p ( ) vers le continuum | <p^) avec une
probabilite de transition par unite" de temps F donn6e, d'apres
1'expression (B.8) du chapitre I, par(*) :

Par ailleurs, la relation de conservation de 1'energie (A.3), jointe a
(A.4), permet de determiner les 6tats finals qui sont atteints, c'est-a-
dire encore les frequences emises. Dans le systeme du centre de masse
(K = 0, K' = - k), on obtient ainsi:

ou

est 1'energie de la transition atomique b-+a et ou :

est 1'energie cinetique de recul de 1'atome lors de remission du photon.
Comme tia> «Me 2 , cette energie de recul est tres petite devant
fuo dans le domaine optique (et a fortiori micro—onde), et est souvent
negligee. Ceci revient a considerer M — oo , done un atome infiniment
lourd. La frequence u) des photons emis spontanement dans le systeme
du centre de masse est done egale (a Erec/h pres) ei la frequence
cu0 de la transition atomique.

Remarques

(i) Si 1'on choisit un referentiel autre que le systeme du centre de masse
(K^tO) , dans lequel 1'atome se cteplace & la vitesse v = HK/M, la
resolution simultan6e de (A.3) et (A.4) donne :

(*) L'exercice 1 pr6sente un calcul de F pour un atome a deux niveaux.
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Pour chaque direction k d'emission, il y a done une frequence d'emission
bien definie, dependant de la vitesse v de 1'atome et de Tangle entre
v et k (effet Doppler).
(ii) Dans tout ce qui precede, nous avons implicitement suppose que le
mouvement du centre de masse de 1'atome est libre. Quand 1'atome evolue
dans un potentiel exterieur, 1'impulsion globale n'est plus une constante du
mouvement (1'equation (A.4) n'est plus valable). Par ailleurs, 1'expression
(A.3) devient

ou E^ et £c
(£ sont respectivement les energies initiale (avant le processus

d'emission) et finale (apres ce processus) associees au mouvement du
centre de masse dans le potentiel exterieur. Dans certaines circonstances,
la probabilite pour que cette energie ne change pas (E^m = E^) peut etre
notable. II y a alors emission d'un photon dont la frequence n'est deplacee
ni par effet de recul, ni par effet Doppler. Cette situation correspond aux
effets Dicke et Mossbauer et est etudiee plus en detail dans 1'exercice 2.
L'analyse faite sur le processus d'emission peut etre generalisee sans
difficulte au processus d'absorption considere dans la partie B. II est
possible que la frequence d'un photon absorbe corresponde exactement a
la frequence atomique quand 1'atome est place dans un potentiel exterieur.

c) RESULT ATS NON PERTURBATIFS

Toutes les considerations precedentes resultent d'un calcul de 1'ampli-
tude de transition a 1'ordre le plus bas. Comme nous 1'avons deja
indique dans le chapitre I (§ B-2), il est possible d'aller plus loin et
d'obtenir pour les amplitudes < < p , - 1 U(T)\ <p{) et (<py | t/(T)| (?,-) des
expressions contenant des termes a tous les ordres en Hn (voir
egalement le complement C/ ou le chapitre III, § C-l). Les resultats
d'un tel traitement non perturbatif sont alors les suivants :

(i) La probabilite de presence de 1'atome dans 1'etat superieur
b, Pb(T), decroit exponentiellement avec une constante de temps :

ou F est donnee en (A.5) (*), et qui est appelee la duree de vie
radiative de 1'etat b. L'emission spontanee est done responsable d'une
disintegration radiative des niveaux atomiques excites.

(ii) Par suite de sa duree de vie finie r, 1'etat excite b a une certaine
dispersion en energie, caract6risee par h/r = tiF. F est appelee la

(*) Nous supposons que le seul niveau d'energie inferieure a Eb vers lequel 1'atome
puisse tomber a partir de b en emettant spontanement un photon est le niveau
a.
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largeur naturelle du niveau b (en unites de pulsation). Les raies
d'emission spontanee ne sont done pas infiniment fines, comme le
prevoit la theorie a 1'ordre 1, mais ont une certaine largeur (egale a la
somme des largeurs naturelles des deux niveaux de la transition).

(iii) On trouve enfin que 1'etat b est deplace en energie. II s'agit la
d'une correction radiative sur laquelle nous reviendrons plus loin (dans
le paragraphic E-l-b).

Remarque

Le processus d'emission spontanee a partir d'un niveau atomique excite
discret peut etre profonde"ment modifie si, au lieu d'etre dans 1'espace
libre, 1'atome est enferme dans une cavite (*)• Les modes du champ
electromagne'tique dans la cavite forment alors un ensemble discret (si
I'amortissement de la cavite" est negligeable). Supposons tout d'abord que
1'une des frequences propres de la cavite coincide avec la frequence
atomique a>0, toutes les autres frequences propres etant suffisamment
eloignees de OJQ pour que nous puissions ignorer le couplage non resonnant
de 1'atome avec ces autres modes (il faut pour cela que la cavite soil assez
petite). Ignorons egalement les nombres quantiques externes (energie de
recul negligeable). Les deux etats | < P ; > = |6 ;0>, atome dans 1'etat
6, mode r6sonnant dans 1'etat |0), et \9f} = | f l ; l > > atome dans 1'etat
a avec un photon dans le mode resonnant, forment alors deux etats discrets
du systeme global, degeneres en energie et eloignes de tous les autres
etats. L'interaction entre 1'atome et le rayonnement doit alors donner
naissance a une oscillation de Rabi: 1'atome emet un photon dans la
cavite, puis le reabsorbe, puis le reemet et ainsi de suite...
Dans le cas ou aucune des frequences propres de la cavite ne coincide avec
oj0, Involution du systeme est completement differente : 1'atome ne peut
pas emettre de photon dans la cavite, car 1'energie totale ne serait pas
conservee.

2. Emission spontanee entre un etat du continuum et un etat discret

Nous supposons maintenant que 1'un des deux etats atomiques,
a ou b, appartient a un continuum, 1'autre etant discret.

(*) Voir par exemple D. Kleppner, Phys. Rev. Lett. 47, 233 (1981) ; S. Haroche et
J.M. Raimond, in « Advances in Atomic and Molecular Physics », Vol. 20 (D.R. Bates
and B. Bederson eds) Academic Press (New York, 1985) p. 347 ; P. Filipowicz,
P. Meystre, G. Rempe and H. Walther, Optica Acta, 32, 1105 (1985).
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a) PREMIER EXEMPLE : CAPTURE RADIATIVE

Dans le premier exemple que nous etudierons, l'6tat atomique
b appartient au continuum d'ionisation de 1'atome (*). Ce continuum
est represent^ en traits hachur6s sur la figure 3 (la distance El entre le
debut du continuum et 1'etat fondamental est 1'energie d'ionisation).
L'6mission spontanSe fait passer 1'atome d'un etat b de ce continuum
vers un etat discret a situe au dessous de la limite d'ionisation :

Figure 3. Emission spontanee a partir d'un 6tat b
du continuum d'ionisation vers un etat atomique discret a.

Physiquement, un etat tel que b decrit un etat stationnaire de collision
entre un Electron et un ion. L'electron n'est pas lie a 1'ion dans 1'etat
b. En superposant lineairement des etats tels que b, on peut construire
des paquets d'ondes decrivant un electron arrivant de 1'infini, interagis-
sant avec 1'ion, et s'61oignant de nouveau a 1'infini. Si un processus
d'emission spontanee du type de celui represente sur la figure 3 se
produit, 1'electron perd de 1'energie de maniere radiative et se retrouve
lie a 1'ion dans un etat a, pour former un atome neutre. On dit alors
qu'il y a capture radiative de 1'electron par 1'ion. Des processus de
capture radiative d'61ectrons par des protons se produisent dans
1'espace interstellaire et sont a 1'origine de la formation d'atomes
d'hydrogene dans des etats de Rydberg rc, que 1'on detecte en
radioastronomie par les rayonnements micro-ondes que ces atomes
emettent ensuite dans des transitions n-^n-1, n - 1 -* n - 2 ...

Comme les etats |<p,-) = |^;0) et \<pf) = |«;ke) appartiennent tous
deux a des continuums (le premier a cause de b, le second a cause de

(*) L'atome est suppose infiniment lourd, de sorte que les nombres quantiques
externes sont ignores.



II.A.2 Processus d'emission 73

ke), il est possible de definir une probabilite de transition par unite de
temps et un flux incident, et par suite une section efficace de capture
radiative de 1'electron dans 1'etat a. De telles sections efficaces jouent
un role important en Astrophysique et en Physique des Plasmas.

b) DEUXIEME EXEMPLE : DISSOCIATION RADIATIVE D'UNE MOLECULE

Nous considerons maintenant un second exemple, emprunte a la
Physique Moleculaire, ou c'est 1'etat superieur b qui est discret, et 1'etat
inferieur a qui appartient a un continuum.

L'etat b est suppose appartenir a un etat electronique excite d'une
molecule diatomique, dans lequel le potentiel d'interaction effective
V(r) entre les deux atomes presente un minimum en fonction de la
distance internucleaire r (Fig. 4). L'etat b est un 6tat de vibration-
rotation dans ce puits de potentiel.

Figure 4. Potentiels d'interaction et niveaux d'energie d'une molecule
diatomique. La figure correspond a un excimere ou a un exciplexe, l'6tat
electronique fondamental etant dissociatif. On considere un niveau electronique
excite ou les deux atomes sont lies.

L'etat a appartient par centre a un etat electronique dissociatif, c'est-a-
dire a un etat pour lequel le potentiel V(r) entre les deux atomes ne
presente pas de minimum. Dans un tel etat electronique, les deux
atomes ne peuvent pas former une molecule stable, et 1'etat a de"crit en
fait un etat stationnaire de collision entre les deux atomes. Les
molecules presentant des configurations du type de celles de la figure 4
sont appelees des excimeres, pour des molecules homonucleaires
(comme Xe2), ou exciplexes, pour des molecules heteronucleaires
(comme XeF).
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Dans un etat tel que b, les deux atomes vibrent autour de leur
position d'6quilibre. L'6mission spontanee d'un photon hat fait passer
la molecule dans l'6tat a situe a ftcu au dessous de b, les deux atomes
s'eloignant alors rapidement 1'un de 1'autre. L'emission spontanee a
done dissocie la molecule, d'oii le nom de dissociation radiative donne a
un tel processus. Comme 1'etat a appartient a un continuum, la
frequence du photon emis peut varier dans un certain intervalle et le
spectre de la lumiere emise est un spectre continu et non un spectre de
raies discretes.

Remarque

De tels systemes se pretent bien a la realisation de sources lasers (*).
Comme l'6tat inf6rieur a se dissocie tres vite, avec des temps caracteristi-
ques (de 1'ordre des dimensions moleculaires divis6es par la vitesse de
separation des deux atomes) beaucoup plus courts que la duree de vie
radiative de 1'etat superieur b, 1'etat a peut etre beaucoup moins peuple
que l'6tat b en regime stationnaire (dans une decharge par exemple ou
1'etat b est peuple en permanence par des collisions). II est done possible
de realiser des inversions de population appreciates entre b et a
conduisant a un gain important.

3. Emission spontanee entre deux etats du continuum d'ionisation -
Rayonnement de freinage

Nous consid6rons enfin, dans ce dernier paragraphe, le cas oil les
deux etats a et b appartiennent tous deux a un continuum. Par exemple,
a et b peuvent etre tous deux situes dans le continuum d'ionisation d'un
atome (Fig. 5) :

Figure 5. Emission spontan6e entre deux etats
du continuum d'ionisation d'un atome

(*) Voir par exemple Special Issue on Eximer Lasers : IEEE J. of Quant. Electr. QE
15, 265 (1979) ; Excimer Lasers (edite par C.K. Rhodes), Collection « Topics in Applied
Physics », Vol. 30, Springer Verlag (Berlin 1979) ; M.H.R. Hutchinson, Appl. Phys. 21,
95 (1980).
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Physiquement, un electron arrive de 1'infini vers un ion avec une
energie cinetique initiale Eb. Arrive au voisinage de 1'ion, il emet
spontanement un photon, ce qui lui fait perdre 1'energie ha). Mais cette
perte d'energie est insuffisante pour permettre sa capture par 1'ion, et
1'electron s'eloigne de nouveau vers 1'infini avec une energie cinetique
finale Ea = Eb - ha) inferieure a Eb. L'emission spontanee d'un photon
a done freine 1'electron, d'oii le nom de rayonnement de freinage, ou
encore « Bremsstrahlung », donne a ce processus. Comme 1'energie
Ea de 1'etat final a peut varier de maniere continue, le spectre du
rayonnement de freinage est continu.

Insistons sur 1'importance de la presence de 1'ion. En effet, il est
impossible d'avoir une emission reelle d'un photon par un electron
libre (*). Pour le voir, il suffit de se placer dans le referentiel au repos
de 1'electron. L'emission d'un photon, avec recul de 1'electron pour
conserver I'impulsion globale, conduit alors necessairement a un etat
dont 1'energie est superieure a celle de 1'etat initial. II n'y a done pas
d'etat final du systeme global, couple par Hn a 1'etat initial, et ayant
meme energie. II faut un troisieme partenaire, ici 1'ion, qui puisse
fournir I'impulsion necessaire pour atteindre un etat final du systeme
global ayant la meme energie que 1'etat initial (**).

(*) Par centre, un electron libre peut emettre virtuellement un photon et le reabsorber
(voir § E-l-a plus loin).

(* *) L'exercice 8 presente un calcul de section efficace d'emission de photon par
rayonnement de freinage. Ce calcul est perturbatif vis-a-vis du potentiel cree par 1'ion et
utilise le point de vue de Pauli-Fierz introduit dans le complement B,,.
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B - PROCESSUS D'ABSORPTION :
UN PHOTON DISPARAlT

Au cours d'un processus d'absorption, un photon disparait. L'energie
correspondante est gagnee par 1'atome sous forme d'energie cinetique
de recul et d'augmentation de l'e"nergie interne. Comme pour le
processus d'emission spontanee, on peut distinguer plusieurs cas
suivant le caractere discret ou continu de 1'energie interne atomique
dans 1'etat initial et 1'etat final. Un certain nombre d'exemples de ces
diverses situations sont rapidement passes en revue dans les paragra-
phes 1, 2, 3.

Un element nouveau apparait dans 1'etude des processus d'absorp-
tion. Plusieurs types d'etats initiaux peuvent etre envisages pour le
champ (rayonnement incident monochromatique ou a large bande,
rayonnement faible ou intense, d'intensite constante ou en impul-
sion...), alors que dans 1'etude de 1'emission spontanee, 1'etat initial du
champ est toujours le vide. Nous montrons dans le paragraphe 4, a
partir d'arguments qualitatifs, comment la dynamique du processus
d'absorption entre deux etats discrets peut etre sensible aux proprietes
du rayonnement incident.

Notons enfin qu'il existe un processus d'emission, 1'emission induite,
qui pr6sente beaucoup d'analogies avec le processus d'absorption.
Comme 1'absorption, 1'emission induite est provoquee par les photons
presents dans 1'etat initial. Par centre, 1'atome effectue une transition
vers un niveau inferieur, 1'energie perdue par 1'atome etant gagnee par
le champ qui a induit cette transition. Au lieu d'etre attenue, le
rayonnement incident est done amplifie. La plupart des resultats que
nous etablissons dans ce paragraphe pour 1'absorption peuvent etre
ainsi adapted a 1'emission induite.

1. Absorption entre deux etats discrets

II s'agit la d'un processus tout a fait symetrique du procesus
d'emission etudie dans le paragraphe A-l ci-dessus. L'atome passe
d'un etat interne discret a a un autre etat interne discret b, situe plus
haut en energie, par absorption d'un photon hot. Deux representations
diagrammatiques possibles d'un tel processus sont donnees sur la
figure 6 .

La conservation de 1'energie et de 1'impulsion globales a Tissue du
processus d'absorption entraine que la frequence w du photon absorbe
par un atome initialement immobile (K = 0 dans 1'etat a) est donnee
par :
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Figure 6. Deux representations diagrammatiques du processus
d'absorption (comparer les figures 1 et 6.a, 2 et 6^).

Ainsi, pour un atome initialement immobile, les frequences d'6mission
et d'absorption different respectivement de la frequence atomique
c«j0 par les quantites - Erec/h et + Erec/h (comparer A.6 et B.I).

Nous reviendrons plus loin (§4) sur les conditions dans lesquelles il
est possible de definir une probabilite d'absorption (ou d'emission
induite) par unite de temps.

2. Absorption entre un etat discret et un etat du continuum

d) PREMIER EXEMPLE : PHOTOIONISATION

II s'agit du processus inverse de la capture radiative. Un atome,
initialement dans un etat interne discret a, par exemple 1'etat fondamen-
tal, absorbe un photon dont 1'energie hat est superieure a 1'energie
d'ionisation Et de 1'atome, et aboutit dans 1'etat b du continuum
d'ionisation (Fig. 7) :

Figure 7. Photoionisation d'un atome
par absorption d'un photon (hto > £"7).
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Cette disparition d'un photon, accompagnee de 1'apparition d'un
photoelectron, n'est autre que 1'effet photoe"lectrique bien connu. La
conservation de 1'energie globale a Tissue du processus d'absorption
entraine que 1'energie de 1'etat b au dessus du seuil d'ionisation, c'est-a-
dire encore 1'energie cin6tique finale mv2/2 du photoelectron, une fois
qu'il est separe de 1'ion, est reliee a 1'energie ha) du photon incident et a
1'energie d'ionisation El par 1'equation :

qui n'est autre que la relation d'Einstein.
Comme 1'etat final est necessairement un continuum (par suite du

caractere continu de Eb), la regie d'or de Fermi permet de calculer une
probabilite de photoionisation par unite de temps et par suite, apres
division par le flux associe au photon incident, une section efficace de
photoionisation.

Remarques

(i) La discussion precedente semble indiquer que la probabilit6 de
photoionisation est nulle pour hto <r £/ puisque 1'absorption d'un photon
ha) ne peut alors porter 1'atome dans le continuum d'ionisation. En fait,
aux intensites elevees, l'atome peut etre photoionise meme si ficu <£/. II
s'agit alors d'un processus de photoionisation multiphotonique, au cours
duquel l'atome absorbe n photons (avec n > 1) qui lui apportent une
energie nhu> suffisante pour passer dans le continuum d'ionisation (voir
partie D plus loin).

(ii) Pour fut> suffisamment grand devant £/, la probabilite de photoionisa-
tion ddcroit tres vite quand u> croit. L'interpretation physique de cette
decroissance rapide est simple. En effet, plus ha) est grand devant
E,, plus 1'electron atomique apparait libre pour le photon incident. Or, on
sail qu'un electron libre ne peut pas absorber reellement un photon. Pour le
voir, considerons la figure 8.a ou est represented la relation entre 1'energie
E et 1'impulsion p pour un electron libre (parabole E = p2/2m). Un
electron libre initialement immobile (point 0) et absorbant un photon
d'energie E - fico et d'impulsion p — E/c passe du point 0 au point
0' (la droite 00' a une pente c pratiquement verticale devant la pente des
tangentes a la parabole qui vaut p/m = v <§ c). L'electron « quitte done la
parabole » de sorte que la transition correspondante ne peut etre reelle.
Ceci reste vrai meme si 1'electron n'est pas initialement immobile.
Par centre, dans un etat lie, 1'impulsion de 1'electron n'est plus parfaite-
ment definie. Par exemple, dans 1'etat fondamental | < p a ) , d'energie
- E!, la fonction d'onde a une certaine largeur dans 1'espace des
impulsions schematisee par le segment MN de la figure 8.(5. Or, 1'ampli-
tude d'absorption d'un photon ke est proportionnelle a 1'element de
matrice (q>, e.p exp ( /k . r ) | (p f l> ou | cpa > est 1'etat fondamental et
| <p,} 1'etat du continuum d'energie h(&-Er Par ailleurs, 1'operateur
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Figure 8. Diagrammes permettant de comprendre le role de la conservation
de 1'energie et de 1'impulsion dans 1'absorption d'un photon par un electron
libre (a) ou lie (/3).

exp(ik.r) est un operateur de translation dans 1'espace des impulsions,
d'amplitude ftk. L'amplitude d'absorption du photon est done proportion-
nelle a 1'integrale de recouvrement, dans 1'espace des impulsions, de la
fonction d'onde e.p <pa(p — ftk) avec les fonctions d'onde <p^(p) des etats
du continuum d'energie ha) — El. Sur la figure 8.p, la largeur de
e-P <Pa(P - ^0 est schematisee par le segment M'N' obtenu a partir de
MN par une translation fna/c sur 1'axe des p et ftto sur 1'axe des
E. Les fonctions <p/(p) sont sche"matisees par les points P et Q. Le
recouvrement de ces fonctions peut etre alors non nul et la transition est
done permise. Quand hot augmente, le segment M'N1 s'6carte des points
P et Q et 1'integrale de recouvrement des fonctions d'onde associees
diminue. II est possible ainsi de comprendre qualitativement (*) pourquoi
la section efficace de photoionisation decroit avec h<a pour hut > Et.

b) DEUXIEME EXEMPLE : PHOTODISSOCIATION

Dans ce deuxieme exemple, emprunte a la physique moleculaire,
1'etat initial a est un etat de vibration rotation de 1'etat electronique
fondamental d'une molecule stable (le potentiel effectif presente un
minimum dans cet etat -voir Fig. 9-). L'absorption d'un photon
ha) porte la molecule dans un etat electronique excite dissociatif
b.

Ainsi, 1'absorption d'un photon ha> brise la molecule. On dit qu'il y a
photodissociation (**).

(*) Pour plus de details, voir Bethe and Salpeter, section 69.
(**) Voir par exemple Herzberg, chapitre VII.
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Figure 9. Photodissociation d'une molecule
par absorption d'un photon.

3. Absorption entre deux Stats du continuum d'ionisation : Brems-
strahlung inverse

La figure 10 repr6sente une transition entre deux 6tats a et
b du continuum d'ionisation d'un atome par absorption d'un photon.
Une telle transition, appelee encore transition « free-free », s'accompa-
gne d'une acceleration de 1'electron. Le processus correspondant, qui
est 1'inverse de celui de la figure 5, est appele" «Bremsstrahlung
inverse ». II joue un rdle important dans 1'echauffement des electrons
d'un plasma sous 1'effet d'un rayonnement laser.

Figure 10. Transition entre deux etats du continuum
d'ionisation d'un atome par absorption d'un photon.
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4. Influence de 1'etat initial du champ sur la dynamique du processus
d'absorption

Revenons au probleme de 1'absorption entre deux etats atomiques
internes discrets, le niveau fondamental a et un etat excite b (pour
simplifier, nous supposons 1'atome infiniment lourd et ignorons les
nombres quantiques externes). Nous allons essayer d'identifier la
nature discrete ou continue de 1'etat final du systeme global
atome + rayonnement, et montrer que plusieurs comportements tempo-
rels sont possibles suivant la nature de 1'etat du rayonnement incident.

Supposons tout d'abord le rayonnement incident monochromatique
et resonnant. Par exemple, un seul mode k^ est peuple et contient
N photons de frequence cu0 = ck0 egale a la frequence de la transition
atomique (Eb - Ea)/fi. L'etat initial du systeme global est done
|<P,) = |a;JVk0e0> (atome dans 1'etat a en pr6sence de N photons
koe0, tous les autres modes etant vides). L'hamiltonien d'interaction
Hn couple cet etat | </?,-) a un autre etat | <p^) = \b;(N - I)k0e0)
representant 1'atome dans 1'etat excite b en presence de N — 1 photons
koe0, tous les autres modes etant vides. Par suite du caractere resonnant
de 1'excitation, la perte d'energie liee a la disparition d'un photon est
compensee par le gain d'energie interne de 1'atome, et les deux etats
|<p ( ) et \<pf) ont meme energie (partie gauche de la figure 11).

Figure 11. Quelques 6tats importants du systeme global « atome + rayonne-
ment » intervenant dans 1'etude du processus d'absorption.

Etudions maintenant les etats auxquels est couple 1'etat | < p / > . En plus
du couplage avec 1'etat | < p , > , nous devons egalement envisager la
possibilite qu'a 1'atome de retomber dans 1'etat a en emettant un photon
dans un mode ke qui etait initialement vide. Les N — 1 photons
k()e0 restent spectateurs dans une telle transition qui n'est autre que la
transition etudiee dans le paragraphe A-l pour decrire 1'emission
spontanee d'un photon ke a partir de 1'etat b. L'etat |<p^) est done
coup!6 egalement a tous les etats \(pg) = \a;(N - 1) k0e0,ke) (atome
dans 1'etat fondamental a en presence de N - 1 photons k^ et d'un
photon ke) qui forment un continuum (partie droite de la figure 11).
L'analyse precedente montre ainsi que, si 1'on part de 1'etat | <p,) , 1'etat
| <p f) n'est pas un « veritable etat final » puisqu'il est egalement couple
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au continuum des etats \<PS}- D'ailleurs, le passage de | < p ( ) a
|<pg)via | <p f) , c'est—a-dire 1'apparition d'un nouveau photon ke
accompagnee de la disparition d'un photon incident k^, n'est autre
qu'un processus de diffusion, dont 1'importance apparait ainsi claire-
ment et sur lequel nous reviendrons dans la partie suivante C.

L'evolution temporelle du systeme global partant de l'6tat | <p ( ) , qui
peut etre etudiee sur 1'amplitude (<p,;| U(T) \ <p,-) , est simple dans un
certain nombre de cas que nous abordons maintenant. Considerons
auparavant 1'evolution de 1'etat | <pf) dans les deux cas limites ou Ton
peut ignorer, soit le couplage de droite avec les etats | <pg) , soit le
couplage de gauche avec 1'etat | <?,-). Si 1'etat | <pf) n'etait couple qu'a
1'etat | < p / > , le probleme serait ramene a celui de deux etats discrets de
meme energie et couples 1'un a 1'autre (voir chapitre I, § B-l).
L'evolution du systeme serait alors une nutation de Rabi entre
| «p () et | (pf) s'effectuant a la frequence de Rabi f21 proportiormelle au
produit du moment dipolaire dab de la transition a-~b par v {E2}, ou
{E2} est la valeur moyenne du carre du champ electrique au point ou se
trouve 1'atome, evaluee dans 1'etat \N k0e0). Cette frequence de Rabi,
proportionnelle a \//V, est d'autant plus elevee que N est plus grand.
Par ailleurs, si 1'etat \<pf} n'etait couple qu'au continuum | <pg), il se
desintegrerait exponentiellement vers ce continuum avec une duree de
vie T = l/F (voir § A-l ci-dessus). Les deux cas limites correspondent
done aux deux situations O^ > F et fl^ < F. Dans le premier cas (onde
monochromatique intense), on peut, en premiere approximation,
ignorer 1'emission spontanee de b. L'atome oscille entre a et
b a la frequence de Rabi 171? et cette nutation rapide est lentement
amortie avec une constante de temps de 1'ordre de F~l. Dans ce cas, il
n'est bien sur pas question de parler de probabilite d'absorption par
unite de temps, ni de section efficace d'absorption. Dans le deuxieme
cas (excitation monochromatique faible), on peut ignorer en premiere
approximation le couplage de \(pf} avec | < p ( > . La diagonalisation du
couplage de droite de la figure 11 dans le sous espace forme par l'6tat
discret | <p f) et le continuum { | <pg) } ne donne qu'un seul continuum
de nouveaux etats | ^ M > dans lequel la densite d'etat \<pf) (au
voisinage de 1'energie non perturbee de |<p/ ) ) est de 1'ordre de
1/hF (un etat sur un intervalle hF) : 1'etat | (p^ est en quelque sorte
« dissous » dans le continuum { | «/^M> } sur un intervalle de largeur de
1'ordre de fiF (voir complement C7). Le couplage de 1'etat | (?,-} avec ce
nouveau continuum fait alors apparaitre une probabilite de desintegra-
tion de | (?,) par unite de temps qui, d'apres la regie d'or de Fermi, est
de 1'ordre de (I/ft) x (carre du couplage entre |<p ,> et |<p^»x
(densite d'etat \<pf) dans le nouveau continuum), c'est-a-dire encore
de 1'ordre de (I/ft) x h2tl\ x (l/ftF) = n l/F. II est done possible dans
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ce cas de definir une probabilite d'absorption par unite de temps,
proportionnelle a fl\, done a N, done £ 1'intensite ou au flux incident,
et par suite d'en deduire une section efficace d'absorption.

Toutes les considerations precedentes sont relatives a un rayonnement
incident monochromatique. Supposons maintenant que, dans 1'etat
initial, 1'atome soit en presence de Nl photons k^, N2 photons
k2E2... Nf photons k,-£,-..., les frequences o^ = ck^, o>2 = cfc2...
o>, = ck,... formant un ensemble tres resserre, assimilable a un spectre
continu. L'etat initial |<p, -> = la^k^... Afjk/E,-...) est alors couple a
un tres grand nombre d'6tats \<?f} = \b;Nlklf-1...(Nl•, — l)k fe (-...)
correspondant a 1'atome dans 1'etat b, un photon k,e. ayant ete absorbe.
Comme w^ = ck^ peut prendre un tres grand nombre de valeurs, les
etats \<pf) forment maintenant un continuum, au lieu de se reduire au
seul etat discret de la figure 11 dans le cas monochromatique. Meme si
le couplage de ces etats | <py) avec les etats | <pg) associes a 1'emission
spontanee d'un photon ke a partir de b est ignor6, le probleme de
1'evolution temporelle de | <p,) est alors celui d'un etat discret couple a
un continuum, et il est possible de definir une probabilite d'absorption
par unite de temps dont on peut se convaincre aisement qu'elle est
proportionnelle a la valeur de 1'intensite incidente en u> = 6>0. II est
possible ainsi de retrouver les coefficients B d'Einstein decrivant
1'absorption et 1'emission induite (voir aussi chapitre IV, partie E).

Nous nous sommes limites, dans les exemples pr6cedents, a des etats
stationnaires pour le champ incident (etats propres de HR). II est aise
d'imaginer la grande variete de situations qui peuvent etre realisees
avec des rayonnements incidents non stationnaires (excitation en
impulsion).
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C - PROCESSUS DE DIFFUSION : UN PHOTON DISPARAlT
ET UN AUTRE PHOTON APPARAlT

1. Amplitude de diffusion - Representation diagrammatique

Dans un processus de diffusion, le systeme global passe d'un etat
initial | < p t > ou 1'atome est dans un 6tat a en presence d'un photon
ke a un etat final | <pf) ou 1'atome est dans 1'etat a' en presence d'un
autre photon k'e'. Trois chemins possibles permettent de relier
!<£>, ) a |<p/> : 1'atome absorbe le photon ke et passe dans 1'etat
b puis emet le photon k'e' et passe dans 1'etat a1 (Fig. 12a) ; il peut
egalement emettre tout d'abord le photon k'e' avant d'absorber le
photon ke (Fig. 12(5) ; enfin, 1'absorption de ke et 1'emission de
k'e' peuvent etre simultanees (Fig. 12-y). Les deux processus 12a et 12p
correspondent a 1'action de Hn au deuxieme ordre avec un etat
intermediate, alors que le processus 12y est associe a 1'action de
HI2 au premier ordre (voir chapitre I, § C-5 et figure 2) :

Figure 12. Representation des divers types de chemins possibles
reliant 1'etat initial et 1'etat final d'un processus de diffusion.

D'apres la formule (B.14) du chapitre I, les trois amplitudes
Toff associees a ces trois chemins valent respectivement, a 1'ordre le plus
bas :

HH et HI2 sont les hamiltoniens d'interaction a un et deux photons
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donnes par les expressions (C.5.b) et (C.5.d) du chapitre I. Nous
negligeons ici H^ et les effets lies aux spins.

Remarque

Dans le point de vue dipolaire 61ectrique (voir appendice, § 5), 1'hamilto-
nien d'interaction entre 1'atome et le rayonnement ne contient que des
termes Iin6aires en a et a+ de sorte que, dans ce point de vue, la diffusion
apparait toujours comme un processus au deuxieme ordre en hamiltonien
d'interaction H'j. II n'y a alors que deux chemins possibles associes a des
diagrammes du type 12a et 12(3.

L'etat intermediaire du processus 12(3 n'est jamais discret a cause de
la presence des photons fiat et fto>'. Par centre, 1'etat intermediaire du
processus 12a peut etre discret si 1'etat atomique b est discret. Dans un
tel cas, le denominateur d'energie de (C.I.a) peut conduire a une
divergence (*) de T5$ si ha> est egal a Eb - Ea , c'est-a-dire si la
frequence w du photon incident est resonnante avec la frequence
(Eb - Ea)/fi de la transition b-+a. II s'agit la d'un processus de diffusion
resonnante que nous excluons pour le moment et sur lequel nous
reviendrons plus loin (§ C-3).

La conservation de 1'energie globale entre |(p,-) et \9f} entraine
(pour un atome infiniment lourd dont on neglige le recul) :

Si 1'atome n'a pas change d'etat a Tissue du processus de diffusion
(a1 = a), on a Ea> — Ea et par suite, d'apres (C.2), to' = <o. La diffusion
est dite elastique. Si a' differe de a, la diffusion est inelastique et la
variation d'energie du photon h(a)' - o>) reflete la variation d'energie
atomique Ea - Ea>.

Notons enfin 1'existence d'une autre representation diagrammatique
tres frequemment utilisee du processus a (Fig. 13) :

(C.2)

Figure 13. Autre repr6sentation diagrammatique
du processus a de la figure 12.

(*) Si Petal b appartient au spectre continu atomique, la presence de Z T J au
denominateur de (C.I.a) fait apparaitre une partie principale et une fonction delta qui
donnent des re"sultats finis lors de 1'integration sur 1'energie Eh de b, meme si
Eb - Ea peut coincider avec tua.
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L'absorption du photon tuo est schematisee par une fleche montante
joignant 1'etat a a une ligne pointillee situee a une distance tia) au-
dessus de a. L'emission de hco' est schematisee par une fleche
descendante reliant cette ligne pointillee a 1'etat a'. L'avantage de cette
representation est que la distance entre 1'etat b et la ligne pointillee de
la figure 13 visualise tres clairement le defaut d'energie de 1'etat
intermediaire du processus de diffusion. La diffusion est resonnante
quand la ligne pointillee coincide avec 1'etat b. On peut se demander si
une telle ligne pointillee represente un niveau d'energie. En fait, il ne
s'agit pas d'un niveau atomique, mais d'un niveau du systeme global :
atome dans 1'etat a + un photon ke, ou encore atome dans 1'etat
«' + un photon k'e' (ces deux etats ont meme energie d'apres (C.2)).
L'etat b de la figure 13 peut lui aussi etre considere comme un etat du
systeme global, atome dans 1'etat b sans aucun photon. On comprend
ainsi clairement pourquoi 1'ecart entre le niveau b et la ligne pointillee
de la figure 13 represente le defaut d'energie du systeme global dans
1'etat intermediaire du processus a..

Nous avons considere dans ce qui precede la diffusion d'un photon
par un atome. Un photon peut etre egalement diffuse par un electron
libre (alors que, rappelons le, il ne peut pas etre absorbe ou emis de
maniere reelle par un Electron libre). Un tel processus n'est autre que la
diffusion Compton. Les diagrammes a, (3, 7 de la figure 12 demeurent
valables a condition de considerer a, b., a', comme les nombres
quantiques reperant 1'etat d'un electron libre (par exemple, impulsion
et spin). La resolution des equations de conservation de 1'energie
globale et de 1'impulsion globale entre | <p () et \<pf) donne 1'expression
bien connue du deplacement de frequence Compton.

2. Differents types de diffusion d'un photon par un systeme atomique ou
moleculaire

Suivant 1'energie du photon incident et le caractere elastique ou
inelastique de la diffusion, des denominations differentes sont utilisees
pour designer la diffusion d'un photon par un atome ou une molecule.
Nous passons maintenant en revue quelques exemples de tels processus.

a) DIFFUSION ELASTIQUE A BASSE ENERGIE : DIFFUSION RAYLEIGH

L'energie fuo du photon incident est supposee tres petite devant
1'energie d'ionisation El de 1'atome, et done devant les differences
d'energie Eb - Ea separant le niveau atomique initial a, qui est en
general 1'etat fondamental, des etats electroniques excites b apparais-
sant dans 1'etat intermediaire :
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Comme la diffusion est elastique, on a a' = a, et ficu' = ftoj. La
diffusion Rayleigh est done la diffusion, sans changement de frequence,
d'un atome ou d'une molecule irradies par un rayonnement de
frequence tres inferieure aux frequences de resonance (figure 14) :

Figure 14. Diffusion Rayleigh.

II est possible de montrer que la section efficace de diffusion Rayleigh
est proportionnelle a cu4 (elle croit tres vite avec la frequence du photon
incident), et a la polarisabilite statique du systeme atomique dans 1'etat
a (voir exercice 3).

b) DIFFUSION INELASTIQUE A BASSE ENERGIE : DIFFUSION RAMAN

L'energie ftw du photon est toujours supposee petite devant 1'energie
d'ionisation £7, mais 1'etat final a' du systeme atomique est maintenant
different de a. La diffusion, qui est alors appelee diffusion Raman,
s'accompagne done d'un changement de frequence, o » - o » ' , egal
d'apres (C.2) a (Ea> - E^/h. En general, les niveaux a et a' sont des
niveaux de vibration-rotation differents d'une molecule, et la mesure du
decalage en frequence entre la lumiere incidente et la lumiere diffusee
permet de determiner les frequences de vibration et de rotation de la
molecule (*).

Suivant que le niveau moleculaire initial a est inferieur ou superieur
en energie au niveau final a', on parle de diffusion Raman Stokes
(figure 15a) ou anti-Stokes (figure 153). La lumiere diffusee a une
frequence &/ inferieure a o> dans le premier cas, superieure dans le
second.

Remarque

Supposons que les modes o> et &>' (figure 15 a) so lent tous deux initiate me nt
peuples. II est possible alors d'envisager le processus inverse du proces-
sus 15a, ou la molecule, initialement dans 1'etat a', aboutit dans 1'etat
a en absorbant un photon hoi' et en emettant un photon ftw (figure 16).

(*) Voir par exemple Herzberg, chapitre II, §4.
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Figure 15. Diffusion Raman Stokes (a) et anti-Stokes (3).

Figure 16. Processus Raman inverse de celui de la figure 15a.

Les processus de la figure 15a amplifient le rayonnement a la frequence
w ' (par absorption d'un photon fun et emission stimulee d'un photon
ftoj'), alors que les processus de la figure 16 1'attenuent (par absorption
d'un photon fto>' et 6mission stimulee d'un photon fiw). Mais 1'etat
moleculaire initial n'est pas le meme dans les deux cas, de sorte que les
processus d'amplification et d'attenuation sont respectivement proportion-
nels aux nombres Na et Na. de molecules dans les etats a et a'. Si
Na>Na,, le milieu moleculaire presente globalement un gain pour la
frequence <o'. On concoit ainsi qu'on puisse obtenir une oscillation laser a
la frequence &' si le gain du milieu, enferme dans une cavite accorded a
a)', 1'emporte sur les pertes. C'est la le principe des lasers a effet Raman
stimule (*).

c) DIFFUSION ELASTIQUE A HAUTE ENERGIE : DIFFUSION THOMSON

L'energie fia> du photon incident est supposee maintenant grande
devant 1'energie d'ionisation £/ de 1'atome. La diffusion elastique, avec
a' = a et w ' = o> (figure 17) est appelee dans ce cas diffusion Thomson.
Celle-ci joue un role preponderant dans la diffusion de rayons X mous
par les atomes.

Le calcul quantique de la section efficace totale de diffusion Thomson
crT (voir exercice 4) donne, a la limite ou la longueur d'onde
A du rayonnement incident est grande devant les dimensions atomiques

(*) Voir par exemple Bloembergen, § 4-5 ; Shen, chap. 10 ; W. Kaiser and M. Maier
dans Laser Handbook (edite par F.T. Arecchi et E.O. Schultz-Dubois) Vol. 2, p. 1077,
North Holland (Amsterdam 1972) ; Hanna, Yuratich and Cotter, chap. 5 et 6.
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Figure 17. Diffusion Thomson.

a0 (*), le resultat bien connu crr = 87rr^/3 (ou r0 est le rayon classique
de 1'electron), c'est-a-dire la section efficace de diffusion d'une onde
monochromatique par un electron libre classique. Un tel resultat montre
que la diffusion Thomson par un electron atomique peut etre interpre-
tee en termes semiclassiques. L'onde incidente fait vibrer 1'electron a
une frequence cu tres superieure a celles de son mouvement autour du
noyau (de 1'ordre de Ej/ti). Tout se passe en premiere approximation
comme si 1'electron atomique etait libre. D'ailleurs, lorsque ftw > £/,
c'est 1'amplitude (C.l.c) qui est la plus importante, comme pour
1'electron libre, et non pas (C.I.a). La contribution de cette derniere est
en effet diminu6e par le facteur fuo au denominateur.

d) DIFFUSION IN£LASTIQUE A HAUTE ENERGIE AVEC ETAT ATOMIQUE
FINAL DANS LE CONTINUUM DTONISATION : DIFFUSION COMPTON

Nous supposons enfin que h<o est tres grand devant E{, suffisamment
grand meme pour que la longueur d'onde A soit petite devant les
dimensions atomiques aQ. La liaison de 1'electron au noyau joue alors
un role peu important dans la diffusion qui doit ressembler beaucoup a
la diffusion Compton par un electron libre. On conc.oit ainsi aisement
que les processus de diffusion importants soient des processus inelasti-
ques ou 1'atome est ionise dans l'6tat final (figure 18) .

Les impulsions ftk et #k' des photons incident et diffuse, l'impulsion
Po de 1'electron dans 1'etat final a', sont alors tres grandes devant celle

(*) Pour un atome d'hydrogene, les conditions hu > E, et A > a0, considerdes dans ce
paragraphe, correspondent a 1'intervalle d'energie [«2mc2- amc2], ou a est la constants
de structure fine. Voir «Photons et Atomes - Introduction a 1'Electrodynamiquc
Quantique», chapitre III, figure 2.
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Figure 18. Diffusion Compton par un electron atomique.

de 1'electron dans 1'etat initial a, qui est distribuee sur un intervalle de
largeur de 1'ordre de fi/aQ autour d'une valeur raoyenne nulle. En
premiere approximation, on peut done assimiler le processus de la
figure 18 a un processus de diffusion Compton par un electron libre
initiatement immobile. Les corrections a cette approximation sont dues
a la distribution des valeurs de 1'impulsion de 1'electron dans 1'etat
initial et dans l'6tat final et donnent done des informations sur les
fonctions d'onde atomiques. Comme pour la diffusion Thomson, c'est
1'amplitude (C.l.c) qui est preponderante.

Remarque

II est possible d'analyser la diffusion Compton par un electron libre ou lie
au moyen de diagrammes energie - impulsion analogues a ceux de la
figure 8. Ainsi, la figure 19a schematise la diffusion Compton par un
electron libre initialement immobile. Afin de pouvoir raisonner sur des
figures a deux dimensions, avec 1'energie en ordonnee et 1'impulsion en
abscisse, nous nous limitons a la diffusion vers 1'arriere, les impulsions
#k et ftk' des photons incident et diffuse etant de sens opposes. On voit sur
la figure 19a qu'il est possible, partant du point 0 de la parabole, d'aboutir
a un autre point 0" de la parabole en effectuant successivement la
translation 00' correspondant a 1'absorption du photon incident fitofik et la
translation O'O* correspondant a 1'emission du photon diffuse f u a ' f i k ' . Le
processus de diffusion peut done etre reel. Pour un electron lie, il faut
partir de l'6tat fondamental, dont la fonction d'onde <pa(p) est, comme sur
la figure 8, schematisee par un segment horizontal MN, situe" a 1'ordonnee
- E[. A haute energie (fiu > £,)>le terme pr6pond6rant de 1'amplitude de
diffusion Compton est donne par Fexpression (C.l.c) qui est, d'apres
1'expression de H12 (voir formule (C.5.d) du chapitre I), proportionnelle a



II.C.3 Processus de diffusion 91

(<p f l , |exp/(k — k').r | (pfl) . On obtient ainsi 1'integrale de recouvrement
de la fonction d'onde de l'6tat fondamental <pa(p), translatde de
fc(k - k'), avec la fonction d'onde <p *(p) de l'6tat du continuum d'energie
- Ej + ft((i> — a)'). Sur la figure 19 p, ces deux fonctions d'onde sont
sch6matis6es respectivement par le segment M"N" (obtenu a partir de
MN par une suite de deux translations ftco,ftk et — fto>' , — ftk') et par les
points P et Q (correspondant & 1'intersection de la parabole par 1'horizon-
tale d'ordonn6e - El + h<a - ha>'). A cause de la largeur finie de
M"N", 1'intdgrale de recouvrement prec6dente peut £tre importante pour
toute une s6rie de valeurs de a)', cu 6tant fixe. La raie de diffusion
Compton par un electron lie n'est done pas infiniment etroite (dans une
direction de diffusion donn6e), a la difference de ce qui se passe pour un
61ectron libre.

Figure 19. SchSmatisation par des diagrammes 6nergie-impulsion de la
diffusion Compton par un electron libre initialement immobile (a) et par un
electron lie" (P).

3. Diffusion resonnante

Nous revenons maintenant au cas ou la frequence w du photon
incident est tres voisine de la frequence o>0 = (Eb — Ea)/1i d'une
transition atomique entre deux etats discrets a et b. Le processus a de la
figure 12 est alors pr6ponderant devant les deux autres, puisque
1'amplitude (C.I.a) qui lui est associee diverge a r6sonance. Nous nous
concentrerons done dans ce paragraphe sur l'6tude de ce processus.
Pour fixer les idees, nous prendrons a' — a (diffusion elastique), et nous
supposerons qu'il n'y a qu'un seul photon incident ke.
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Sur la figure 20, nous avons represente les 6tats du systeme global
atome + rayonnement qui jouent un role important dans le processus
de diffusion.

Figure 20. Quelques dtats importants du systeme global atome + rayonne-
ment intervenant dans l'6tude du processus de diffusion re"sonnante.

L'6tat final du processus de diffusion, |a;k'e'), a meme 6nergie que
1'etat initial |«;ke>. Ces deux 6tats appartiennent d'ailleurs tous deux
au meme continuum d'etats (atome dans 1'etat a en presence d'un
photon). A 1'ordre le plus bas en Hn, les etats initial et final du
processus de diffusion sont couples indirectement via 1'etat discret
|&;0). On peut faire varier a volonte la difference h(a>Q- a>) entre
Penergie de l'6tat |ft;0> et celle de 1'etat initial, en balayant
a) autour de &>0.

Pour comprendre qualitativement comment on peut re"soudre la
difficulte" li€e a la divergence de 1'amplitude (C.I. a), quittons le point
de vue perturbatif qui est utilise pour etablir (C.I. a) et essayons de
comprendre la dynamique du systeme represente par les seuls etats de
la figure 20 et leurs couplages mutuels (represente"s par les fleches en
pointings). Nous remplac.ons done I'el^ment de matrice de transition
(C.I. a), valable a 1'ordre le plus bas en //n, par

valable a tous les ordres en Hn (c'est H et non H0 qui apparait dans le
denominateur d'e"nergie associe a 1'etat interm6diaire (voir l'6quation
(B.15) du chapitrel)).

II apparait ainsi que, dans une the"orie a tous les ordres en
Hn, ce n'est pas 1'etat discret |£;0) qui doit etre considere comme 1'etat
interme'diaire du processus de diffusion, comme cela est sugge"r6 par la
figure 20, mais 1'ensemble de tous les etats propres de 1'hamiltonien
total H. Or, quand on se limite aux seuls etats de la figure 20, les etats
propres de H forment un continuum (voir le complement C1 :l'6tat
discret |£;0) se dissout dans le continuum des etats propres de
H). La somme sur les etats intermediaires figurant dans 1'expression
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(C.4) est done une somme sur un continuum ne conduisant a aucune
divergence (grace au + / 17 du denominateur qui introduit une partie
principale et une fonction delta). De plus, comme l'hamiltonien
d'interaction Hn ne couple 1'etat initial et 1'etat final qu'a la composante
des etats propres de H sur 1'etat discret | b;0), il apparait clairement sur
1'expression (C.4) que la somme sur les 6tats intermediates fait
intervenir la densite d'etat discret 1b;0) dans le nouveau continuum des
etats propres de H, densite qui varie de maniere resonnante sur un
intervalle de largeur hF autour de 1'energie Eb (voir complement C7).
On s'attend done a ce que, tout en restant finie, 1'amplitude de diffusion
varie de maniere resonnante quand la frequence tu du photon incident
est balayee autour de o>0 = (Eb - E^)/h.

La discussion qualitative precedente est confirmee par le calcul simple
present^ dans le complement C/. Rappelons en ici le resultat: il suffit
de remplacer au d6nominateur de (C.I.a) 1'energie non perturbee
Eb de |6;0> par Eb - iti(F/2). Notons qu'une telle modification revient
a remplacer 1'exponentielle devolution exp( - iEbt/K) de 1'etat
|6;0> par exp( - iEbt/K) exp( - Ft/2), et fait bien apparaitre la
decroissance exponentielle de 1'amplitude de presence dans 1'etat
b. L'expression non perturbative de la matrice de transition au
voisinage de la resonance est done finalement:

c'est-a-dire une expression dont le module et la phase varient tres
rapidement sur un intervalle de largeur F autour de
a) = o>0 = (Eb - Ea)/fi. Le caractere non perturbatif de (C.5) apparait
bien si 1'on developpe en serie le denominateur :

La presence de F, qui est d'ordre 2 en Hn (voir A.5), au denominateur
de (C.5) est bien equivalente, d'apres (C.6), a la somme d'une infinite
de termes de puissances croissantes en Htl.

L'expression (C.6) peut egalement etre interpretee en termes semi-
classiques. Considerons en effet un oscillateur classique de frequence
propre o>0, amorti avec une constante de temps F~l. Si cet oscillateur
est soumis a une excitation monochromatique de frequence o>, sa
« reponse » aura un module et une phase variant de maniere resonnante
sur une plage de largeur JT autour de <o = w0, et decrits par le meme
facteur [cu - co0 + i(F/2)]~l que celui figurant dans (C.6).
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L'analogie precedente permet de comprendre tres simplement les
caracteristiques essentielles de la lumiere diffusee au voisinage de la
resonance, que Ton appelle encore la « fluorescence de resonance ». Si
la lumiere incidente est monochromatique, la lumiere diffusee est
egalement monochromatique (*), avec la meme frequence, et son
intensite varie avec 1'ecart a resonance a> — a>0 comme une lorentzienne
de largeur F. Si, par centre, le rayonnement incident a un spectre tres
plat au voisinage de o> — co0, les differentes composantes de ce spectre
vont etre diffusees avec une efficacite proportionnelle a
[(<o - o>0)

2 + (T2/4)]~* et la lumiere diffusee aura un spectre lorentzien
de largeur F, centre en &; = o>0. Des considerations analogues peuvent
etre egalement utilisees pour comprendre la diffusion d'un paquet
d'ondes. Si le paquet d'ondes est tres long temporellement (At > T"1),
et par suite tres etroit en frequence (A<o < F), les differentes ondes
constituant le paquet seront diffusees pratiquement de la meme
maniere (puisque Aa) < F), et le paquet d'ondes diffuse aura la meme
forme que le paquet d'ondes incident. Par centre, si le paquet d'onde
est tres court en temps (At « F~l -voir figure 21 a), et par suite tres
large en frequence (Aa) > T), le paquet d'ondes diffuse aura une allure
diffe"rente (figure 213) puisque, seules les composantes du paquet
d'ondes de frequence comprise dans un intervalle de largeur F autour
de w = O)Q seront diffusees de maniere appr6ciable. De maniere plus
precise, le paquet d'ondes diffuse a une dependance temporelle donnee
par le produit de convolution du paquet d'ondes incident par la
transformee de Fourier de 1'amplitude de diffusion
[w - o>0 + i(F/2)] ~1. Apres un front de montee analogue a celui du
paquet d'ondes incident, le paquet d'ondes diffuse decroit exponentiel-

Figure 21. a - Schematisation d'un paquet d'ondes incident
de largeur temporelle petite (At < F ~ ̂

P - Allure du paquet d'ondes diffuse.

(*) Nous negligeons ici les processus de diffusion non lineaires en champ incident qui
apparaissent aux intensitds elevees (voir remarque (iii) a la fin de ce paragraphe).
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lement sur un temps de 1'ordre de r~!. On peut dire encore que, dans
ce deuxieme cas (At < F~ *), la diffusion resonnante peut etre decompo-
see en deux etapes : une excitation de ratome pendant le temps ties
bref At de passage du paquet d'ondes, suivie de la decroissance
exponentielle par emission spontanee de 1'etat excite ainsi prepare de
maniere quasi percussionnelle (voir aussi 1'exercice 13).

Remarques

(i) Tout etat atomique discret b, autre que 1'etat fondamental, « disparait »
lorsqu'on tient compte du couplage entre l'6tat discret |&;0) et le
continuum d'emission spontanee |a;k'e'). Son « souvenir » ne se mani-
feste plus que sous forme de « resonance dans 1'amplitude de diffusion ».
Le probleme de 1'emission spontanee & partir d'un 6tat excit6 prepare a
t = 0, (probleme 6tudi6 dans le paragraphe A-l ci-dessus), doit en fait etre
pose en termes de diffusion d'un paquet d'ondes 6troit en temps, qui
permet de « preparer percussionnellement 1'etat excite ».

(ii) Nous avons ignore dans tout ce paragraphe toute structure dans les
6tats sup6rieur b et inf6rieur a. Des effets interessants Ii6s a 1'existence de
ces structures peuvent etre observees sur la diffusion resonnante (reso-
nance de croisement de niveaux, battements quantiques, pompage opti-
que... ). Voir 1'exercice 6.

(iii) Nous nous sommes limites egalement dans ce paragraphe au cas d'un
rayonnement incident peu intense (un seul photon incident). A plus forte
intensite, des effets nouveaux apparaissent, comme des processus de
diffusion non lineaires impliquant plusieurs photons incidents (voir par
exemple la figure 29.p plus loin). Plus generalement, la nutation de Rabi
induite par un faisceau laser intense resonnant peut modifier considerable-
ment le spectre de la lumiere diffused. Nous reviendrons sur ce probleme
plus loin (voir chapitres V et VI).
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D - PROCESSUS MULTIPHOTONIQUES :
PLUSIEURS PHOTONS APPARAISSENT

OU DISPARAISSENT

Les processus elementaires d'emission et d'absorption que nous avons
etudies plus haul dans les parties A et B ne concernent chaque fois
qu'un seul photon, qui apparait ou disparait au cours de la transition.
Des processus plus complexes peuvent 6galement se produire, dans
lesquels le nombre de photons peut augmenter ou diminuer de plusieurs
unites, 1'energie globale de 1'etat final du systeme particules 4- rayonne-
ment 6tant bien sur egale a celle de 1'etat initial (de meme que
1'impulsion globale et le moment cin6tique global). De tels processus
sont appeles multiphotoniques. Leur richesse est si grande qu'il est
exclu de pouvoir en presenter ici une revue exhaustive. Nous nous
contenterons plutdt de decrire qualitativement un petit nombre d'exem-
ples simples. Avant de commencer, notons 6galement que le processus
de diffusion, etudie dans la partie C ci-dessus, peut lui aussi etre
considere comme un processus multiphotonique, dans la mesure ou
deux photons sont «impliques» au cours du processus, 1'un qui
disparait (ha>) et 1'autre qui apparait (hio1). Certes, le nombre total de
photons est le meme dans 1'etat final et dans 1'etat initial. II n'empeche
qu'un processus de diffusion est un «processus £ deux photons »
presentant de nombreuses analogies avec un processus d'absorption (ou
d'emission) de deux photons.

1. Emission spontanee a deux photons

Considerons la transition 2s^~^ls^ de 1'atome d'hydrogene. Par suite
du theoreme de Wigner-Eckart et de la sym6trie de r6flexion d'espace,
la seule transition 61ectromagn6tique permise entre ces deux niveaux
est une transition dipolaire magnetique Ml. En fait, cette transition est
extrdmement faible car elle ne peut provenir que du moment magneti-
que de spin Ms (le nombre quantique orbital etant nul dans les deux
etats), et Ms, qui n'agit que sur les degres de liberte de spin, a un
61ement de matrice nul entre les fonctions d'ondes non relativistes des
deux etats (les parties orbitales et les parties de spin se separent, et le
produit scalaire des parties orbitales est nul). La probabilite d'emission
spontanee d'un photon dipolaire magnetique sur la transition 2s$-*ls ,̂
ne peut done provenir que de corrections relativistes aux fonctions
d'onde, et est tout a fait negligeable pour 1'atome d'hydrogene (*).

(*) II n'en est pas de meme pour les ions hydrogenoides fortement charges pour
lesquels les effets relativistes sont beaucoup plus importants (la probability de transition
Ml varie en Z10).
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A 1'ordre suivant de la th6orie des perturbations (ordre 2), il est
possible de faire apparaitre une d6sint6gration radiative de 1'etat
2s vers 1'etat Is par emission spontanee de deux photons dipolaires
61ectriques El. La representation diagrammatique des amplitudes de
transition correspondantes est donnee sur la figure 22. L'atome emet un
photon ke (figure 22a), en passant de 1'etat 2s a un 6tat intermediate
c (qui, par suite des regies de selection des transitions dipolaires
electriques, ne peut etre qu'un 6tat p(l = 1) du spectre discret ou
continu), puis emet un deuxieme photon k'e' pour aboutir dans 1'etat
Is. L'autre diagramme 22p correspond a 1'autre ordre possible d'emis-
sion des deux photons (*).

Figure 22. Emission spontan6e de deux photons
ke et k'e' sur la transition 2s—Is.

La conservation de l'6nergie globale a Tissue du processus implique que

et apparait plus clairement sur 1'autre representation diagrammatique
donnee sur la figure 23

Figure 23. Autre reprdsentation diagrammatique possible
de 1'emission spontan6e de deux photons sur la transition 2s -—. Is.

(*) Nous n'avons pas repr6sent6 1'amplitude associee a Hn, analogue a celle de la
figure 2d du chapitre I (avec a = 2s et b = Is), car elle est nulle a 1'approximation des
grandes longueurs d'onde.
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Le calcul de la probabilite d'emission spontanee par unite de temps de
deux photons ke , kV, sommee sur toutes les paires de photons
satisfaisant (D.I), conduit a une duree de vie radiative de l'6tat
2s beaucoup plus courte que celle associee a 1'emission spontanee d'un
photon Ml sur la transition 2s$ -*. ls$, ou d'un photon El sur la
transition Zsj-*2p^(*). On peut done dire que la disintegration
radiative de 1'etat 2s est dominee par un processus d'emission spontanee
a deux photons. La duree de vie est de 1'ordre de 0,1 seconde.

2. Absorption (et emission induite) multiphotonique entre deux etats
atomiques discrets

Un atome soumis a un rayonnement suffisamment intense peut
absorber plusieurs photons incidents et passer d'un niveau discret
a a un autre niveau discret b, situe plus haut en 6nergie, a une distance
egale a la somme des energies des photons absorbes. Un tel processus
est appele absorption multiphotonique, le processus inverse etant
1'emission induite multiphotonique. La figure 24 repr6sente par exem-
ple les deux amplitudes associees a une absorption a deux photons entre
deux etats discrets a et b.

Figure 24. Absorption a deux photons entre deux 6tats discrets.

Les processus d'absorption multiphotonique peuvent apparaitre sur
un grand nombre de systemes atomiques ou moleculaires, dans tous les
domaines de frequence (hertzienne, micro-onde, infrarouge, opti-
que... ). Les photons qui sont absorbes au cours du processus multipho-
tonique peuvent avoir des frequences egales ou differentes (ces
frequences peuvent £tre me1 me tres differentes, comme par exemple
dans les transitions multiphotoniques faisant intervenir simultanement
des photons optiques et hertziens).

(*) L'ecart entre 2s$ et 2p$ (deplacement de Lamb) est tres faible (de 1'ordre de
1000 MHz), et remission spontanee est n6gligeable dans ce domaine de frequences (elle
varie en w3). Voir la discussion des divers processus de desexcitation de l'6tat
2s dans Bethe et Salpeter, Sect. 67.
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Comme nous 1'avons deja mentionne plus haut, 1'impulsion totale et
le moment cin6tique total doivent etre conserves a Tissue du processus.
De telles lois de conservation (jointes a la conservation de la parit6)
permettent de comprendre simplement plusieurs proprietes importantes
des transitions multiphotoniques. Deux exemples simples sont analyses
dans les remarques qui suivent.

Remarques

(i) Comme premier exemple d'application des lois de conservation,
considerons un processus d'absorption a deux photons, de m6me frequence
cu, et de vecteurs d'onde oppos6s + k et — k, done d'impulsions opposees
+ ftk et - ftk. Lorsque 1'atome passe de l'6tat a £ 1'etat b en absorbant ces
deux photons d'impulsion globale nulle, son impulsion ne change pas, et
done 6galement son energie cinetique. II s'ensuit que, au premier ordre en
v/c, ou v est la vitesse atomique, la condition de resonance (conservation
de l'6nergie globale) s'ecrit

Dans un processus d'absorption a deux photons de meme frequence et de
directions de propagation opposees, il n'y a done ni effet Doppler du
premier ordre, ni effet de recul. On peut 6galement comprendre l'origine
de cet effet en passant du ref6rentiel du laboratoire au reierentiel au repos
de 1'atome. Dans ce referentiel au repos, les d6placements Doppler (du
premier ordre) des deux photons, + k.v et — k.v, sont opposes et se
compensent exactement dans le bilan d'6nergie de la transition. Toutes ces
considerations se g6n6ralisent aisement a des transitions a plus de deux
photons. Si la somme des vecteurs d'onde des photons absorbes au cours
de la transition est nulle ( V k, =0), tout effet Doppler du premier ordre

i

disparait dans la condition de resonance (*).

(ii) Le deuxieme exemple que nous considerons est relatif a un niveau
atomique de moment cindtique / = 1/2, soumis & un champ magn6tique
statique B0, parallele i Oz, qui dcarte les deux sous-niveaux Zeeman
m = — 1/2 et m = + 1/2 d'une quantite ft&>0, proportionnelle a B0, et a un
champ de radiofr6quence B^os &>r, de fr6quence o> fixe et de polarisation
Iin6aire perpendiculaire a B0. Lx>rsque le champ 50 est balay6, des
transitions r6sonnantes se produisent entre les deux sous-niveaux Zeeman
quand 1'ecart ha)0 entre ces sous-niveaux est egal a un nombre impair de
fois tun :

Le caractere impair de ce spectre est une consequence directe de la
conservation du moment cinetique global. Le champ de radiofr6quence

(*) Voir par exemple G. Grynberg et B. Cagnac, Rep. Prog. Phys. 40, 791 (1977) ;
V.S. Letokhov and V.P. Chebotayev, « Non-linear Laser Spectroscopy » chapitre 4,
Springer Series in Optical Sciences Vol. 4, Springer Verlag (Berlin 1977).
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peut en effet etre decompose en deux champs tournants, droit et gauche
autour de Oz, auxquels sont associes des photons cr+ et a~ ayant
respectivement un moment cinetique + ft et — ft par rapport a Oz. Or, pour
passer du sous-niveau m — — 1/2 au sous-niveau m = + 1/2, I'atome a
besoin d'augmenter son moment cinetique le long de Oz de + h. II ne peut
le faire qu'en absorbant soit un photon cr +, soil deux photons cr+ et un
photon a ~ (figure 25) et plus g£n6ralement n + \ photons or+ et n photons
cr ~. La conservation de l'6nergie donne alors immddiatement la condition
de rdsonance (D.3)(*).

Figure 25. Resonances a un, trois, cinq photons pour un champ de radiofre-
quence polarise lin£airement et orthogonal au champ magn6tique statique.

3. lonisation multiphotonique

Des processus d'absorption multiphotoniques peuvent egalement
faire passer un atome d'un niveau discret a un niveau du continuum.
Par exemple, un atome, initialement dans I'etat fondamental, peut etre
ionise par un rayonnement laser de frequence co, meme si 1'energie
ha) des photons incidents est inferieure a 1'energie d'ionisation
Ef. En effet, en absorbant un nombre suffisamment 61eve de photons,
I'atome peut toujours acquerir l'6nergie n6cessaire pour parvenir dans
le continuum d'ionisation (figure 26) (**). La probabilite d'ionisation
multiphotonique croit de fac.on importante lorsqu'une etape interme-
diaire de 1'excitation fait intervenir une transition quasi resonnante
entre niveaux discrets. Ainsi, dans le processus d'ionisation a trois
photons de la figure 26, le niveau discret c a une energie voisine de celle
du niveau a augmented de 2 fto>, et la transition a deux photons

(*) Pour 1'etude des processus multiphotoniques dans le domaine des radiofrequences,
voir : J.M. Winter, Ann. Phys. (Paris), 4, 745 (1959) ; Brossel ; Cohen-Tannoudji, Diu
et Laloe, complement BXIII.

(**) Pour une revue des travaux sur ces processus, voir par exemple : G. Mainfray et
C. Manus, Multiphoton ionization of atoms, p. 7, (6dite" par S. Chin and P. Lambropou-
los) Academic Press (New York 1984) ; Shen, chapitre 22.
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a -*- c est quasi resonnante. L'6tat du systeme global atome dans 1'etat
a + 2 photons (represente par une ligne pointillee) est tres voisin de
1'etat discret c.

Figure 26. lonisation d'un atome par absorption de trois photons (1'energie
de 1'etat a augmentee de 2ha) est quasi resonnante avec 1'energie de l'6tat
discret c).

Remarques

(i) La variation en fonction de (2o> - a> ca) de la probabilite du processus de
photoionisation de la figure 26 n'est generalement pas sym6trique de part
et d'autre de la frequence de resonance (2w = co^). On peut en effet
distinguer deux contributions a Pamplitude de transition vers le conti-
nuum : celle ou le niveau intermediate atteint apres absorption de deux
photons differe de c et celle ou le niveau intermediate est c. La premiere
contribution varie generalement peu quand 2&> - o>ca varie autour de 0
alors que la seconde a un comportement resonnant et change de signe pour
2(a = (Dca. Selon le signe du desaccord (2o> - (o^), les deux contributions
s'ajoutent ou se retranchent, ce qui explique la dissymetrie de la variation
de la probabilite de photoionisation. En fait, nous retrouvons dans ce
probleme les profils de Fano considers dans le compl6ment C/ (§ 3-d). En
effet, le niveau |a;JVke) est, d'une part coup!6 directement au continuum
\b;(N — 3)ke) via les termes non r6sonnants, et d'autre part au niveau
discret \c;(N - 2)ke) qui est lui-meme couple au continuum.

(ii) La probabilite d'ionisation multiphotonique depend aussi de l'6tat du
rayonnement. Consid6rons, a litre d'exemple, un processus d'ionisation a
deux photons obtenu, soit avec un champ monochromatique dans l'6tat
| Nke) , soit avec un 6tat | N1kie1;A^2k2e2) ou deux modes du champ sont
remplis. Les vecteurs d'onde k, kj et k2 sont suppos6s sufn'samment voisins
pour que les elements de matrice atomiques intervenant dans 1'amplitude



102 Description de quelques processus II.D.4

de transition soient les memes quels que soient les photons absorbes. Dans
le cas oil 1'etat initial est | g;JVke), 1'amplitude de transition vers le
continuum est proportionnelle a \JN(N -1) = N (nous supposons
N,Nl,N2 > 1) et la probabilite de transition varie comme N2. Dans le cas
ou 1'etat initial est |a;7V1kie1,N2k2e2>, la probabilite d'absorber deux
photons du mode k^ est proportionnelle a N* et celle d'absorber deux
photons du mode k2e2 proportionnelle a N2. Consid£rons a present
P amplitude de transition associee a 1'absorption d'un photon dans chaque
mode. II faut ajouter la contribution des deux ordres possibles d'absorption
«klel puis k2e2» et «k2e2 puis k^*, conduisant a une transition vers le
meme etat final (£;(#! - l)k1e1,(JV,, - I)k7e,> . L'amplitude de transition
est done proportionnelle a 2 <*JN\N~2 et la probabilite de transition a
4 Ar

1A
r
2. En definitive, la probabilite d'ionisation a partir de 1'etat

\a;Njklel,N2k2K2y est proportionnelle a N^ + N2 + 4N1N2 qui est tou-
jours plus grande que (Nl + N2)

2. Pour une meme 6nergie du rayonnement
incident, 1'ionisation multiphotonique est done plus efficace lorsque les
photons sont r6 part is sur plusieurs modes du champ.

4. Generation d'harmoniques

Un atome ou une molecule, partant d'un etat discret a, par exemple
1'etat fondamental, peut absorber plusieurs photons ha), en nombre
p, puis revenir a 1'etat a en emettant un seul photon d'energie
pha). La figure 27 represente un tel processus pour p = 3 (appele
« generation d'harmonique 3 »). La encore, des quasi-resonances inter-
mediates peuvent augmenter 1'efficacite d'un tel processus.

Figure 27. Generation d'harmonique 3
(avec quasi-r6sonance sur le niveau discret c).

Remarque

La g6n6ration d'un champ harmonique peut etre egalement consid^ree
comme un processus de diffusion avec absorption de p photons ke et
Emission d'un photon k'e', la conservation de l'6nergie entrainant que
a)' — pa).
Analysons maintenant les contributions de deux atomes A et B a un tel
processus. Nous supposons que ces atomes sont initialement dans 1'etat
fondamental a et que leurs centres de masse ont pour impulsion
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HKA et fiKB. L'etat initial du rayonnement correspond a N photons dans le
mode ke et 0 photon dans le mode k'e', de sorte que pour le systeme
global photons + atomes, 1'etat initial est:

Si la creation du photon harmonique rdsulte de 1'interaction avec 1'atome
A, 1'etat final du processus est:

ou fi5k = h(p k - k') represente la modification de 1'impulsion de 1'atome
A resultant de la conservation de 1'impulsion globale du syst6me ato-
mes + champ. Si, en revanche, 1'emission du photon harmonique r6sulte
de 1'interaction avec I'atome B, c'est ce dernier qui subit 1'effet de recul et
1'etat final du processus est

Lorsque Sk ̂  0, les deux etats finals | <pf) et | < p ' / > sont differents, de
sorte que la probabilite d'emission d'un photon harmonique est la somme
des probabilites obtenues pour chaque atome. En revanche, lorsque
Sk = 0, 1'etat final du processus est le meme que I'atome diffuseur soil
A ou B : il n'est pas possible alors de preciser quel atome a emis le photon
harmonique. Pour trouver la probability d'emission, il faut additionner les
amplitudes de diffusion par chaque atome avant d'elever la somme au
carre. Si les amplitudes de diffusion sont en phase, il en resulte une
probabilite d'emission double dans la direction pour laquelle 5k = 0 qui
n'est autre que k' = pk, c'est-a-dire la direction avant.
Le raisonnement precedent peut etre etendu a un nombre quelconque
Na d'atomes. L'emission de 1'onde harmonique dans la direction
k' = pk resulte de la contribution coherente des divers atomes et croit
comme N% alors que remission dans les autres directions augmente
lineairement avec Na. La situation ainsi obtenue est caracteristique des
problemes de diffusion vers 1'avant.

Precisons pour finir que 1'analyse precedents ne s'applique qu'a des
milieux dilu6s, dont les dimensions sont de plus suffisamment petites pour
que les effets d'indice puissent etre negliges. Si tel n'est pas le cas, les
photons incidents aussi bien que les photons diffuses peuvent interagir
plusieurs fois avec les atomes du milieu, ce qui modifie leur propagation.
Les vitesses de phase de 1'onde incidente et de 1'onde harmonique ne sont
plus alors forcdment egales. Au cours de la propagation, un dephasage
peut done apparaitre entre les deux ondes, conduisant a une interference
destructive entre les contributions de plans d'atomes successifs. Pour
obtenir une emission coherente de 1'onde harmonique aussi intense que
possible, il faut done realiser une condition d'accord de vitesse de phase
entre 1'onde incidente et 1'onde harmonique (« phase matching*) (*).

(*) Pour plus de precision sur les problemes de generation d'ondes harmoniques et de
melange de frequences voir Bloembergen § 5-6, Shen chapitres 6, 7 et 8, Hanna, Yuratich
and Cotter chapitre 4 et references incluses.
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5. Processus multiphotoniques et diffusion quasi resonnante

L'exemple precedent peut etre consid6re comme une diffusion
multiphotonique dans la mesure ou des photons disparaissent et
d'autres apparaissent (toutes les fleches ne sont pas dans le merne sens,
montant ou descendant). Un autre exemple d'une telle situation est
1'excitation resonnante d'un niveau b situe a une distance ftco0 au dessus
du niveau de depart «, excitation qui peut apparaitre a haute intensite,
meme si la frequence to du rayonnement incident n'est pas tout a fait
6gale a co0. L'atome, partant de a, absorbe un photon incident
ha), emet spontanement (*) un photon fto>', puis absorbe un deuxieme
photon incident hat pour finir dans le niveau b (figure 28).

Figure 28. Processus a trois photons permettant d'exciter le niveau b, mdme
si les photons incidents n'ont pas tout a fait la bonne 6nergie (w ^ <u0).

La conservation de 1'energie donne

c'est-a-dire encore

Comme les deux etats intermediates sont quasiresonnants (si o>0 - w
n'est pas trop grand), la probability d'un tel processus est suffisamment
grande pour qu'il puisse etre observe.

En fait, nous avons vu dans le paragraphic B-4 ci-dessus que 1'arrivee
dans un 6tat excite n'est jamais en fait le veritable etat final d'un
processus physique, puisque cet etat excite peut toujours se desintegrer
par emission spontanee. En plus du processus de diffusion quasireson-
nante a 1'ordre le plus bas en champ incident (figure 29a), nous sommes
done conduits tout naturellement a considerer maintenant le processus
de diffusion d'ordre 2 en champ incident (figure 29(3), ou 1'atome

(*) Si un rayonnement est deja present a la frequence o>'; le processus de la figure 28
permet de Pamplifier par emission induite (voir par exemple F.Y. Wu, S. Ezekiel,
M. Ducloy and B.R. Mollow, Phys. Rev. Lett. 38, 1077 (1977)).
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absorbe un photon fto>, emet un photon tuo', absorbe un deuxieme
photon fuo et emet enfin un photon JHD " pour finir en a.

Figure 29. Processus de diffusion quasi resonnante,
d'ordre un en champ incident (a), et d'ordre 2 (/3).

Alors que la conservation de 1'energie impose pour le processus
a que le photon diffuse ait la m£me frequence que le photon incident
(comme pour la diffusion Rayleigh), pour le processus j3, on doit
seulement avoir

w ' et a)" pouvant par ailleurs varier de maniere continue. Ainsi, a haute
intensite, la lumiere diffusee par un atome excite au voisinage de la
resonance n'est plus necessairement monochromatique. En fait, 1'ampli-
tude associee au processus /3 varie de maniere resonnante quand
1'energie atteinte apres absorption du deuxieme photon hat (3eme ligne
pointillee de la figure 29) varie autour de 1'energie de 1'etat b, dans un
intervalle de largeur fcJT'. II s'ensuit que w" est repartie sur un intervalle
de largeur F autour de &>0, et par suite, <o' dans un intervalle
symetrique par rapport a w, done centre en 2w - w0 (figure 30). La
figure 30 a ete dessinee en supposant | w - cu0| > F. Si ce n'est pas le
cas, et si de plus 1'intensite incidente est telle que la frequence de Rabi
associee a 1'excitation est grande devant F, 1'approche perturbative
precedente n'est plus valable car elle ne converge pas. Nous verrons
dans les chapitres V et VI plus loin comment d'autres approches (par
exemple, celle de I'atome habille) permettent alors de comprendre les
proprietes essentielles de la lumiere diffusee.

Remarque

Dans le processus schematise sur la figure 29p, les photons de frequence
to' et w" — 2 6> - & > ' sont fortement correles puisque l'6mission d'un
photon a>' s'accompagne forcement de 1'emission d'un photon de fr6-
quence 2w - & > ' pour conserver 1'energie ^ Tissue du processus. De
surcroit, pour un ensemble de N atomes (N > 1), l'6mission d'une telle
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Figure 30. Spectre de la lumiere diffusee par un atome excit6 au voisinage de
la resonance. La raie centrale monochromatique et les deux raies Iat6rales de
largeur F correspondent respectivement aux processus a et ft de la figure 29.

paire de photons se fait preferentiellement dans des directions k' et
k" satisfaisant la relation d'accord de phase 2k = k' + k". En effet, lorsque
les photons sont emis dans ces directions, 1'impulsion de 1'atome ne change
pas a Tissue du processus, et ce sont les amplitudes de transition relatives
aux divers atomes qui s'ajoutent et non les probability's (voir remarque du
paragraphe D-4). L'Smission des deux photons dans deux directions
v6rifiant la condition d'accord de phase est done N fois plus probable que
I'dmission dans deux directions quelconques.
Exp6rimentalement, on utilise souvent une onde stationnaire de frequence
o>. Dans ce cas, Pabsorption de deux photons se propageant en sens
inverse dans cette onde conduit a la condition d'accord de phase
k' + k" = 0. Les deux photons corre'le's sont alors emis dans des directions
opposees (*).

(*) Voir par exemple P. Grangier, G. Roger, A. Aspect, A. Heidmann et S. Reynaud,
Phys. Rev. Lett. 57, 687 (1986).



II.E.l Corrections radiatives 107

E - CORRECTIONS RADIATIVES :
DES PHOTONS SONT EMIS ET REABSORBES

(OU ABSORBES ET REEMIS)

Dans tous les exemples consideres plus haut, I'etat du rayonnement
est modifie entre I'etat initial et I'etat final du processus etudie. Meme
dans le, processus de diffusion, ou le nombre de photons reste inchange,
la direction du photon diffuse est en general differente de celle du
photon incident (sauf pour la diffusion vers 1'avant). Nous considSrons
maintenant des processus ou I'etat du rayonnement est le meme dans
I'etat final et dans I'etat initial, tout en changeant bien sur dans I'etat
intermediate.

1. Corrections radiatives spontanees

a) CAS D'UN ELECTRON LIBRE : CORRECTION DE MASSE

Commencons par le cas le plus simple possible, celui d'un electron
libre d'impulsion p, initialement dans le vide de rayonnement
|0). L'etat initial est done

Get electron peut toujours emettre un photon ke, son impulsion
changeant de p a p - ftk (figure 3la). Mais, comme nous 1'avons deja
mentionne plus haut (§ A-3), le nouvel 6tat ainsi obtenu, |p - ftk;ke),
ne peut jamais avoir la meme energie que 1'etat initial |p;0) de sorte
qu'il ne peut pas etre 1'etat final d'un processus reel conservant
1'impulsion et 1'energie globales. Par centre, 1'electron peut toujours
reabsorber le photon emis et aboutir ainsi dans un etat final qui coincide
exactement avec 1'etat initial (figure 31a). Ainsi, si un Electron libre ne
peut pas emettre reellement un photon, il peut toujours l'e"mettre et le
reabsorber, de maniere virtuelle comme on dit parfois, pour bien
preciser que 1'emission du photon ne peut etre que transitoire. Le
processus de la figure 31a est d'ordre 2 en Hn, done d'ordre 2 vis a vis
de la charge q. Au meme ordre q2, il faut egalement tenir compte de
1'effet de HI2 a 1'ordre 1. Le terme en «ke a£e de HI2 peut en effet creer et
detruire simultanement un photon ke, 1'electron restant dans le meme
etat p (figure 31(3).

Dans le sous espace d'impulsion globale p, 1'etat initial | <p,) = |p;0)
des processus 31a et 31 p est un etat discret. Comme il n'est couple a
aucun autre etat de meme energie par rhamiltonien d'interaction, il est
relativement bien isole des autres etats non perturbes de H0 et
1'amplitude < < P J | U(T)\ < p , - > , dont la figure 31 represente les termes
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Figure 31. Processus d'ordre 2 en q pouvant se produire
pour un electron libre d'impulsion p, dans le vide de rayonnement.

d'ordre les plus has en q, doit alors permettre de determiner le
deplacement SE de 1'etat |p;0> du au couplage entre 1'electron et le
rayonnement transverse (voir § B-l du chapitre I). En fait, les deplace-
ments associes aux processus 31a et 31 p valent respectivement

et ne sont autres que les defacements de 1'etat |p;0), au second ordre
en Hn et au premier ordre en Hn, de la theorie habituelle des
perturbations stationnaires.

Le denominateur de (E.2) etant toujours negatif, le deplacement
8Ea est negatif. A 1'ordre le plus has en 1/c2 (nous faisons un calcul non
relativiste), le terme - fno est le terme preponderant dans le denomina-
teur. Par ailleurs, comme Hn = — qA.p/m est proportionnel a 1'opera-
teur p, et que |p;0) est un vecteur propre de cet operateur, le
numerateur de (E.2) est proportionnel a p2. Finalement, SEa peut se
mettre sous la forme

ou 8m est une constante donn6e par la formule (32) du
complement Bn. Le processus 3la decrit done une diminution de
1'energie cinetique de 1'electron due a une augmentation de sa masse
qui passe de m a m + 8m (d'apres (E.4), 8Ea est en effet le terme
d'ordre 1 dans le developpement de p2/2(m + 8m) en puissances de
8m/m). L'origine physique de cet effet est discutee dans le
complement Bn. L'electron, de vitesse p/m, cree un champ transverse
proportionnel a cette vitesse, qui lui est lie, et qu'il entraine avec lui (on
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peut dire encore qu'il se deplace entoure d'un nuage de « photons
virtuels»). L'energie dEa est la somme de 1'energie du champ
transverse 116 a I'electron (qui est positive), et de l'6nergie de couplage
de 1'electron avec ce champ transverse (qui est negative et plus grande
en valeur absolue).

L'expression (E.3) se calcule aisement a partir de 1'expression de
HI2 et du dSveloppement de A en modes. On trouve

expression qui repr£sente l'6nergie cinetique de vibration de l'61ectron
dans les fluctuations du vide puisque <^ n'est autre que la contribution
du mode ke a <0|E^ |0). A cette energie 8Ep est associee une autre
correction de masse 8m' = 8Ep/c2 qui vient s'ajouter a la correction
apparaissant dans (E.4). En poursuivant le calcul a des ordres
superieurs en 1/c2, on trouverait d'ailleurs un terme analogue a (E.4)
avec 8m' au num£rateur. Finalement les processus 3la et 31 p sont
responsables d'une correction de masse de 1'electron.

Remarques

(i) Le champ transverse associ6 aux photons virtuels de la figure 31 peut
etre consid6r6 en premiere approximation comme lie1 & 1'electron. Un autre
point de vue pour etudier les corrections radiatives consiste a effectuer sur
1'hamiltonien de I'electrodynamique quantique une transformation unitaire
(transformation de Pauli-Fierz) visant a soustraire du champ total ce
champ transverse lie. Les corrections radiatives a 1'ordre le plus bas
apparaissent alors directement dans I'hamiltonien des particules. Un tel
point de vue est expose dans le complement B n.

(ii) Les expressions (E.2) et (E.5), qui resultent d'un traitement non
relativiste de l'61ectron, sont certainement incorrectes en ce qui concerne
les contributions des modes ke relativistes (hat de 1'ordre de me2 ou
sup6rieur & me2). En effet, l'6tat interm6diaire, p - ftk, de 1'electron dans
le processus 31a peut 6tre relativiste pour hat suffisamment grand, m6me si
les 6tats initial (et final) ne le sont pas (nous supposons p/mc <^ 1). De
plus, nous n'avons pas envisag6 ici la possibility d'apparition de paires
electron-positron dans l'6tat interm6diaire. En fait, le calcul completement
relativiste conduit & des parties haute frequence differentes de celles des
sommes (E.2) et (E.5) et donne, pour la correction de masse totale
8m, une int6grale sur w qui diverge logarithmiquement (alors que les
intdgrales (E.2) et (E.5) divergent lineairement et quadratiquement).
Nous n'aborderons pas ici les problemes H6s & 1'apparition d'expressions
divergentes dans le calcul des corrections radiatives, ni la maniere dont on
rSsout ces difficultes (renormalisation de la masse et de la charge de
1'electron).
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b} CAS D'UN ELECTRON ATOMIQUE : LARGEUR NATURELLE ET DEPLA-
CEMENT RADIATIF

Considerons maintenant le cas d'un electron lie, par exemple un
electron atomique 116 a un noyau par 1'interaction de Coulomb. Des
processus tout a fait analogues a ceux de la figure 31 peuvent etre
considered. Par exemple, un atome, initialement dans 1'etat discret
b(*), peut 6mettre un photon ke et passer dans un autre etat
a, puis reabsorber le photon ke et revenir dans 1'etat b (figure 32.a). La
sommation sur 1'etat intermSdiaire doit porter maintenant, non seule-
rrfent sur tous les photons ke, mais aussi sur tous les etats atomiques
internes a. De meme, le processus 32/8 generalise directement
31/3

Figure 32. Emission et r6absorption d'un photon
par un atome initialement dans 1'etat interne b.

La difference essentielle entre les processus 32a et 31 a est que,
lorsque b est un etat atomique excite, il peut apparaitre des etats
intermediaries |«;ke) ayant meme energie que 1'etat initial b;0) , et
qui pourraient done etre les etats finals d'un processus reel. Une telle
situation se produit lorsque b peut se desintegrer radiativement par
emission spontanee vers un etat a d'energie Ea < Eb (voir § A-l). En
d'autres termes, la transition vers I'e'tat intermediaire de la figure 32a
n'est pas toujours virtuelle comme pour 31 a. Elle peut etre egalement
reelle.

Mathematiquement, la possibilite de transitions reelles a partir de
1'etat initial |<p : ) = |fe;0) se traduit par le fait que l'amplitude

(*) Pour simplifier, nous n'ecrivons pas les nombres quantiques externes qui, dans le
systeme du centre de masse, valent K = 0 dans les etats initial et final, K' = - k dans
1'etat intermediaire.
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< < P i 1 1 U(T) | < P J > pour que le systeme soit reste dans le meme etat apres
un temps T est maintenant une exponentielle, non plus seulement
oscillante, mais egalement amortie

Les diagrammes de la figure 32 permettent de calculer F et 8E a 1'ordre
le plus bas en q. F est la probabilite par unite de temps de quitter 1'etat
b vers un niveau de moindre energie par emission spontanee reelle d'un
photon. L'expression de T a d£ja ete donnee plus haut (voir (A.5)).
hA est un deplacement de 1'etat b, generalisant (E.2) et (E.3)

2P signifie partie principale dans (E.8). Ainsi, pour un etat atomique
excite, les corrections radiatives spontanees se traduisent par un
deplacement et un elargissement radiatifs, apparaissant comme les
parties reelle et imaginaire d'une correction complexe a 1'energie. Pour
1'etat fondamental, seul subsiste le deplacement radiatif car aucun
processus reel d'emission spontanee ne peut se produire a partir de
1'etat fondamental.

Revenons a 1'expression (E.7) du deplacement ft A. II est facile de voir
que (E.9) coincide avec (E.5) a 1'approximation des grandes longueurs
d'ondes et represente done 1'energie cinetique de vibration de 1'electron
dans les fluctuations du vide. Quant a ftAl9 i\ est possible pour la partie
haute frequence de la somme sur M (fta) grand devant | Eb — Ea \, mais
petit devant me2 pour que 1'expression non relativiste (E.8) soit
valable), de faire un developpement de (Eb - Ea - ha>)~l en puissances
de (Eb — EJ/ha). L'approximation d'ordre zero revient a negliger
Eb — Ea au denominateur de (E.8) : on peut montrer (voir exercice 7)
qu'elle donne la contribution, au deplacement hA^ de 1'etat b, de la
variation d'energie cinetique de 1'electron due a la correction de masse
dm introduite precedemment pour un electron libre. Le terme suivant,
d'ordre 1 en (Eb-Ea)/fta), est lie a une correction de 1'energie
potentielle V(r), proportionnelle au laplacien A V(r) de V(r). Pour un
potentiel coulombien (V(r) ~ 1/r), cette correction, qui est proportion-
nelle a 5(r), affecte done surtout les etats s et leve la degenerescence
entre les etats 2^ et 2pj de 1'atome d'hydrogene, prevue par 1'equation
de Dirac (deplacement de Lamb). Physiquement, cette correction a
V, proportionnelle a A V, peut etre interpretee comme due a un
moyennage du potentiel « vu » par 1'electron dans son mouvement de
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vibration sous 1'effet des fluctuations du vide (voir le complement BH et
I'exercice?).

Remarque

II est possible egalement de considdrer les niveaux d'energie d'un electron
dans un champ magnetique statique uniforme, et de calculer les deplace-
ments radiatifs de ces niveaux, comme nous 1'avons fait plus haut pour les
niveaux d'un electron atomique. On trouve alors que les frequences
atc du mouvement cyclotron de la charge, et IOL du mouvement de
precession de Larmor du spin sont toutes deux diminuees, o>c etant plus
diminuee que <OL. Le facteur g du moment magnetique de spin de
1'electron, qui peut etre d6fini comme egal au rapport 2o>L/a>c, est done
augmente par les corrections radiatives, par rapport a la valeur 2 prevue,
en 1'absence de corrections radiatives, par 1'equation de Dirac (anomalie
g - 2) (voir exercices 10 et 12).

2. Corrections radiatives stimulees

Dans le paragraphs precedent, 1'etat du rayonnement est le vide
|0> dans 1'etat initial et dans 1'etat final. Nous allons supposer
maintenant que plusieurs photons incidents sont presents initialement,
et nous allons etudier des processus ou un atome absorbe 1'un de ces
photons puis le reemet (figure 33a), ou emet de maniere stimulee un
photon identique a 1'un des photons incidents et le reabsorbe
(figure 33(3), pour aboutir dans les deux cas dans un etat atomique final
a identique a 1'etat initial. L'etat atomique intermediaire b est
quelconque.

Figure 33. - a Absorption et reemission d'un photon incident
- 3 Emission induite d'un photon ke identique a un photon
incident et reabsorption de ce photon.
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Au meme ordre q2> il faut egalement tenir compte de 1'effet de
HI2 au premier ordre, qui peut etre symbolise par les diagrammes de la
figure 34.

Figure 34. Diagrammes sch6matisant 1'effet de Hn a 1'ordre 1.
- a : termes en a*a ;
- p : termes en aa+.

Dans de nombreux cas, 1'amplitude de probabilite, < < p ' , | U(T) \ <p',) ,
pour que le systeme soit reste apres un temps T dans le meme etat
| (p'j > = | a;Nke > est, a une tres bonne approximation, une exponen-
tielle oscillante et amortie, comme en (E.6).

CE.10)

C'est par exemple le cas si le rayonnement incident est monochromati-
que, mais peu intense, ou suffisamment loin de la resonance, ou au
contraire a large bande spectrale (voir discussion du paragraphe B-4 ci-
dessus). Quelle est dans ce cas la signification physique des parametres
T' et A' apparaissant dans I'amplitude (E.10) ?

Le taux d'amortissement F' de 1'etat | < p ' / > represente la probabilite
par unite de temps qu'a le systeme global de quitter 1'etat | < p ' ( ) . On
peut dire encore que F' est la probabilite par unite de temps qu'a
1'atome dans 1'etat a d'absorber un photon incident, ou d'emettre de
maniere stimulee un photon identique a 1'un des photons incidents.
Comme 1'etat intermediate des figures 33 peut ne pas etre resonnant et
qu'il sert alors uniquement de relais dans un processus de diffusion, il
est plus correct en fait de considerer que F' est la probabilite par unite
de temps qu'un photon incident quelconque soit diffuse, grandeur
physique directement reliee a la section efficace totale de diffusion (*).

( *) Le fait que les amplitudes associees aux processus des figures 33 et 34 permettent
de calculer un taux F' simplement relie a la section efficace totale de diffusion n'est pas
surprenant. En effet, les processus des figures 33 et 34 sont des processus de diffusion vers
I'avant, et il est bien connu qu'il y a une relation entre la section efficace totale de
diffusion et la partie imaginaire de I'amplitude de diffusion vers I'avant (relation de Bohr-
Peierls-Placzek, voir par exemple Messiah, p. 744).
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L'effet physique associe au taux d'amortissement r" peut etre
envisage, soit du point de vue de 1'atome, soil du point de vue du
champ. Du point de vue de 1'atome, F' apparait comme un elargisse-
ment radiatif du niveau a cause par les photons incidents. En d'autres
termes, T' est 1'analogue, pour les processus d'absorption et d'emission
induite, de la largeur naturelle F qui est associee aux processus
d'emission spontanee. A la difference de F, qui est une grandeur
« intrinseque », F' depend des caracteristiques du faisceau incident
(intensite, direction, polarisation, repartition spectrale... ). De plus, a
la difference de F, F' peut etre non nul pour I'etat fondamental (il n'y a
pas de processus reels d'emission spontanee a partir de I'etat fondamen-
tal, alors qu'il peut y avoir des processus reels d'absorption, et plus
gene"ralement de diffusion). En ce qui concerne le champ, F' est associe
a 1'attenuation du faisceau incident par absorption, ou a son amplifica-
tion par emission induite. En effet, les processus des figures 33 et 34
sont des processus de diffusion vers 1'avant, ce qui rappelle le point de
vue classique ou 1'attenuation (ou 1'amplification) d'un champ incident
est reliee a 1'interference entre le champ incident et le champ diffuse
vers 1'avant.

Considerons maintenant 1'autre parametre A' apparaissant dans
(E.10). Du point de vue de 1'atome, hA' peut etre considere comme un
deplacement de I'etat a du aux photons incidents (deplacement
lumineux). Un tel effet est appele parfois « effet Stark dynamique » par
analogic avec 1'effet Stark ordinaire qui est associe a 1'energie de
polarisation d'un atome dans un champ electrique statique. Dans le cas
etudie ici, 1'energie hA' peut etre consideree comme 1'energie de
polarisation de 1'atome dans un champ electrique de frequence non
nulle, champ auquel 1'atome « repond » avec sa polarisabilite « dynami-
que » et non statique. Le deplacement hA' est 1'equivalent pour
1'absorption et 1'emission induite du deplacement hA lie a 1'emission
spontanee et etudie dans le paragraphe E-l-b plus haul. Comme la
syme'trie de 1'excitation lumineuse intervient dans les proprietes de
hA', et que cette symetrie n'est plus la symetrie spherique de 1'emission
spontanee (ou 1'atome interagit avec tous les modes), on congoit que les
deplacements lumineux des differents sous-niveaux Zeeman d'un
atome puissent etre differents (*). Pour le rayonnement, le champ
diffuse vers 1'avant est, en termes classiques, dephase par rapport au
champ incident, de sorte que le champ total resultant a non seulement

(*) C'est ainsi que les deplacements lumineux ont ete observes pour la premiere fois
sous forme d'une modification de I'ecart entre sous-niveaux Zeeman de I'etat fondamental
d'un atome, produite par une irradiation lumineuse. Les raies de resonance magnetique
dans 1'etat fondamental sont en effet tres fines et des deplacements meme tres faibles
peuvent etre aisement detectes. Voir, par exemple, C. Cohen-Tannoudji et A. Kastler,
Progress in Optics, Vol. V, p. 1 (edite par E. Wolf), North Holland (Amsterdam 1966).
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une amplitude changee (c'est I'effet de T'), mais egalement une phase
changee (c'est I'effet de A'). Un tel changement de phase, somme sur
tous les atomes d'un milieu, est a 1'origine de 1'indice de ce milieu.

Remarque
Pour ne pas allonger cet expose, nous ne donnerons pas ici 1'expression de
A'. Disons simplement qu'elle se simplifie consid6rablement dans deux cas
limites. Si 1'excitation est quasi resonnante, c'est-a-dire si l'6nergie des
photons incidents est voisine de celle permettant de passer du niveau
a a un autre niveau b, c'est alors le processus 33a qui est preponderant,
avec en plus un seul etat atomique intermediate important, celui qui est
quasi r6sonnant. L'autre cas limite simple correspond a une excitation
haute frequence, pour laquelle ha) est grand devant toutes les 6nergies
(Eb — Ea). Un developpement en puissances de (Eb — Ea)/fto>, analogue a
celui que nous avons introduit plus haut a propos de (E.8), permet alors de
montrer que hA' peut etre mis sous forme d'une somme de termes ay ant
chacun une interpretation physique tres simple : 6nergie cinetique de
vibration de 1'electron dans 1'onde incidente, variation de 1'energie
potentielle due au moyennage des champs ext6rieurs par ce mouvement de
vibration... La comparaison entre ces corrections radiatives induites par un
champ incident et les corrections radiatives spontanees permet d'ailleurs
d'identifier dans ces dernieres la partie qui peut etre attribute aux
fluctuations du vide (elles ont la meme forme que les corrections radiatives
qui seraient stimuldes par un champ fluctuant de densite spectrale
fto>/2 par mode), et la partie qui peut etre attribu6e a 1'interaction de
1'electron avec son propre champ (reaction de rayonnement) (*).

(*) Voir complement AIV et J. Dupont-Roc, C. Fabre et C. Cohen-Tannoudji, J.
Phys. Bll, 563 (1978). ,
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F - INTERACTION PAR ECHANGE DE PHOTONS

Dans la partie E, nous avons considere une situation ou une meme
particule (ou un meme groupe de particules) emet et r^absorbe
virtuellement un photon. En presence de plusieurs particules (ou
groupes de particules), le photon 6mis par 1'une peut etre reabsorbe par
1'autre. La conservation de 1'energie entre l'6tat initial et l'6tat final
porte alors globalement sur les deux systemes, chacun d'eux pouvant
etre modifie. II y a interaction entre les deux systemes. Nous aliens
illustrer ce type de processus avec deux exemples.

1. Echange de photons transverses entre deux particules chargees :
premiere correction a 1'interaction de Coulomb

Soit deux particules chargees a et /3, d'impulsions respectives
Pa et P/s> en presence du vide de rayonnement. Prenons comme
hamiltonien non perturbe H0 celui des particules libres et du champ
libre (point de vue decrit dans le paragraphe C-2 du chapitre I).
L'hamiltonien d'interaction comprend alors 1'interaction de Coulomb
entre les deux particules et 1'interaction avec le champ transverse. Avec
les notations du paragraphe E-l-a, 1'etat initial s'ecrit:

(F.I)

Les processus affectant ces particules a 1'ordre 2 vis a vis des charges
electriques peuvent etre divises en deux classes. Nous retrouvons tout
d'abord ceux decrits par les diagrammes de la figure 31, 1'une des
particules emettant et reabsorbant un photon alors que 1'autre reste
spectatrice. Ce sont les corrections radiatives propres de chacune des
particules. De plus, nous avons 1'interaction de Coulomb entre les deux
particules (figure 35a) et 1'echange de photons transverses (figures 35b
et c).

Les diagrammes 35b et 35c decrivent un processus de diffusion ou
1'ensemble des deux particules passe de 1'etat pa,pp a 1'etat p'a, p'^ en
echangeant un photon transverse. Dans 1'espace des etats du systeme
global particules + photons, les diagrammes 35b et 35c traduisent
1'existence d'un couplage indirect entre deux etats appartenant a la
multiplicite a 0 photon (6tats |pa,P^;0) et |p'a,p'^;0)) via un etat
intermediate appartenant a la multiplicite a un photon (qui est tres
eloigne de la precedente si tu*> est suffisamment grand). Un tel couplage
indirect peut etre 6galement decrit par un «hamiltonien effectif»
SV purement particulaire (c'est-a-dire n'agissant qu'a 1'interieur de la
multiplicite a 0 photon), qui vient s'ajouter a VCoul. D'apres les
resultats du complement B/, les elements de matrice de SV sont donnes
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Figure 35. Interactions e'lectromagne'tiques entre deux particules charge"es
a et ft
a - Interaction de Coulomb
b - Emission d'un photon transverse par a et re"absorption de ce photon par
ft
c - Emission d'un photon transverse par ft et r6absorption de ce photon par
a.

par 1'expression

Dans le second membre de (F.2), Ep,Ep<,Ep* sont les 6nergies non
perturb^es des particules dans les 6tats |pa ,p/?>, |p 'a»P'0)> |p"a>P"0)-
Pour tia> suffisamment grand, on peut n6gliger Ep - Ep* et Ep. - Ep»
dans les d6nominateurs et ne garder que hat. La sommation sur
p"a et p*0 fait apparaitre alors une relation de fermeture, qui permet de
donner une expression explicite pour 8V :

ou
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Pour passer de la premiere a la deuxieme ligne de (F.3.b), on a utilise la
formule (54) du complement A / et remplace la somme discrete sur
k par une integrate. La transformee de Fourier apparaissant dans
(F.3.b) peut etre calculee(*). On trouve

Le report de (F.3.c) dans (F.3.a) donne finalement :

Nous voyons ainsi sur cet exemple comment Peffet de 1'echange de
photons entre deux systemes peut etre decrit, a une certaine approxima-
tion, par un hamiltonien effectif n'agissant que sur ces systemes. Cet
hamiltonien effectif peut etre utilise ensuite comme « hamiltonien
d'interaction » en « oubliant » le champ qui propage cette interaction.

L'expression (F.4) decrit les premieres corrections a 1'interaction de
Coulomb (**). Elle fait apparaitre dans 1'equation du mouvement des
particules deux types de forces : d'une part, la force magn£tique entre
les courants associes aux deplacements des particules ; d'autre part, la
correction en v2/c2 a la force de Coulomb, liee a la propagation de
1'interaction reelle entre les deux particules.

Remarques

(i) Insistons sur le fait que SV est un hamiltonien effectif construit a partir
de 1'interaction reelle Hn. II ne doit etre utilise que pour le calcul des
Energies. On peut aussi le faire apparaitre directement dans 1'hamiltonien
des particules en effectuant sur 1'hamiltonien (C.I) du chapitre I une
transformation unitaire.

(ii) Au lieu d'etre elimines pour faire apparaitre 1'interaction de Coulomb,
la partie longitudinale du potentiel vecteur et le potentiel scalaire peuvent
etre quantifies, ce qui donne naissance a des photons longitudinaux et
scalaires. Dans ce cas, 1'interaction de Coulomb elle-meme est decrite
comme un echange de photons longitudinaux et scalaires entre
particules (***).

(*) Pour faire un tel calcul, il est commode de « regulariser » les fonctions a integrer en
remplagant l/k2 par l/(&2+ rj2) ou TJ est un infiniment petit positif.

(**) L'absence de ti indique que ccs corrections seraient identiques dans une theorie
classique. Voir Landau et Lifchitz, Theorie du Champ, § 65.

(***) Voir par exemple « Photons et Atomes -Introduction a 1'Electrodynamique
Quantique », chapitre V, partie D.
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(iii) La dynamique relativiste des particules de spin i est decrite par
1'hamiltonien de Dirac. L'hamiltonien d'interaction avec le champ trans-
verse s'6crit alors — cq ot.A(r) ou les trois composantes du vecteur
a sont trois matrices de Dirac representant 1'operateur vitesse(*). La
meme demarche que celle que nous avons expos6e dans ce paragraphe
conduit a 1'interaction de Breit entre les particules 1 et 2 (* *)

De meme que (F.4), il s'agit d'un hamiltonien effectif ddcrivant de fagon
approchee 1'interaction reelle.

2. Interaction de Van der Waals entre deux atomes neutres

Solent deux atomes neutres A et A' situes aux points R et
R'. Nous noterons D leur distance et u le vecteur unitaire de la droite
qui les joint :

Considerons 1'effet de leur interaction avec le champ transverse
lorsqu'il sont tous deux dans leur etat fondamental |«) et |«'). Nous
utiliserons 1'approximation dipolaire electrique. II est commode alors
de se placer dans le point de vue expose dans le paragraphe 5 de
1'appendice, ou 1'hamiltonien d'interaction avec le champ transverse
est:

d etant le moment dipolaire electrique de A, d' celui de A' et
Ej_ 1'operateur champ donne par la formule (29) de 1'appendice.
Rappelons que, dans ce point de vue, il n'y a plus d'interaction de
Coulomb directe entre A et A', et que E± (R) represente, en dehors des
systemes de charges, le champ electrique total. La totalite de 1'interac-
tion entre les deux atomes est vehiculee par le champ transverse. Elle
apparait comme resultant d'un echange de photons virtuels. De facon a
identifier la modification de 1'energie des deux atomes dans leur etat
fondamental, considerons 1'amplitude de probabilite pour que le
systeme global, initialement dans 1'etat

representant les deux atomes en presence du vide de photons, soit reste
dans cet etat apres un temps T.

(*) Voir par exemple «Photons et Atomes -Introduction a 1'Electrodynamique
Quantique», complement Av.

(**) Voir par exemple Bethe and Salpeter, Sect. 38.
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L'emission d'un photon par 1'un des atomes dans 1'etat |«)
(resp. | f l ' )) s'accompagne necessairement d'une transition vers un etat
excit6 |b) (resp. |£')). La conservation de l'6nergie necessite alors
une absorption ou une 6mission ult6rieures pour permettre un retour de
1'atome a 1'etat fondamental. A 1'ordre 2, il ne peut done y avoir
qu'emission et absorption par le meme atome (c'est le diagramme de la
figure 32a), 1'autre restant spectateur. Les premiers diagrammes dans
lesquels les deux atomes sont impliques et qui les ramenent tous deux a
1'etat fondamental dans 1'etat final comportent necessairement quatre
interactions. Deux exemples sont donnas sur la figure 36. L'ensemble
des diagrammes d'ordre 4 s'obtient en variant 1'ordre temporel des
diff^rentes interactions.

Figure 36. Exemples de diagrammes d6crivant 1'interaction de Van der
Waals entre deux atomes neutres dans 1'etat fondamental par 6change de
photons transverses. Pour interagir avec le champ et revenir dans 1'etat
fondamental, chaque atome doit n6cessairement 6mettre ou absorber deux
photons, de sorte que 1'interaction entre les deux atomes n6cessite l'6change
d'au moins deux photons. Dix autres diagrammes peuvent etre obtenus a partir
des diagrammes 36a et 363 en changeant 1'ordre temporel des quatre vertex.

Le processus 61e"mentaire a la base de 1'interaction de Van der Waals
est done, dans le point de vue adopte ici (c'est-a-dire utilisant
1'hamiltonien (F.7)), l'6change de paires de photons entre les deux
atomes. Notons que les differents etats intermediaires sont tous non
r6sonnants avec 1'etat initial (qui est 1'etat fondamental du systeme
global atomes + photons). Comme pour les corrections radiatives,
1'amplitude de probabilite pour que le systeme reste dans 1'etat initial
(qui est un 6tat discret du systeme global, bien isole de tous les autres),
permet de calculer la variation AE de 1'energie de cet etat initial
| <f>i} (voir § B-l du chapitre I). Cette variation d'6nergie depend de la
distance D entre A et A' : c'est 1'interaction de Van der Waals. Le
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calcul g6n6ral de AE est trop long pour etre detaille ici (*), mais nous
aliens identifier ci-dessous deux cas limites simples.

Remarquons tout d'abord que les diff6rents modes du champ
transverse ne contribuent pas de fac.on uniforme a 1'interaction. Les
modes de basse frequence sont peu nombreux (density de modes en
k2dk) et 1'element de matrice de couplage est en VwT Par ailleurs, les
contributions des modes de vecteur d'onde Sieve" se brouillent mutuelle-
ment par suite de la variation rapide, d'un mode a 1'autre, de la
diff6rence de phase entre les facteurs exp(/k.R) et exp(j'k.R') qui
apparaissent dans les e"16ments de matrice d'interaction relatifs a chaque
photon 6chang6. II en r6sulte que la contribution essentielle a 1'interac-
tion provient des modes dont la longueur d'onde est de 1'ordre de la
distance D entre les atomes. Deux cas doivent e"tre distingue" s suivant
que l'e"nergie hc/D de ces photons est grande ou petite par rapport a
1'energie d'excitation typique | Ea - Eb \ des atomes. Dans le premier
cas, correspondant a une distance entre atomes faible devant
^ab - fa/lEa ~ Eb\» l'6nergie d'excitation des atomes est ne"gligeable
devant celle des photons dans les e"tats intermddiaires. Dans le second,
la distance D est grande devant \ab et l'6nergie d'excitation des atomes
est pre"ponde"rante. Dans chacun de ces cas limites, nous aliens
d6composer le processus global en deux processus successifs.

a) DISTANCE FAIBLE : D < A ab

L'energie des photons virtuels est grande. Us ne peuvent exister que
pendant un intervalle de temps tres court. Les deux « lignes de photon »
de la figure 36a sont quasi horizontals, par comparaison a 1' intervalle
de temps qui se"pare ces deux lignes et pendant lequel les deux atomes
sont excit6s. L'6change d'un photon entre les deux atomes peut alors
etre conside"r6 comme un processus quasi instantand, de"crit par un
hamiltonien effectif qui excite simultan6ment les deux atomes. Ce
processus est analogue a celui 6tudie au paragraphe F-l ci-dessus, et
1'hamiltonien effectif qui le d6crit a une structure identique a (F.3), au
remplacement pres de qp/m par d, et de A(R) par E± (R). II vient ainsi

(*) Voir par example Power, chapitres VII et VIII.
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ou 5/y est la fonction 5 transverse (*) qui, loin de 1'origine, vaut

Get hamiltonien effectif 8V n'est rien d'autre que 1'interaction
dipdle-dipole entre les deux atomes neutres. II couple 1'etat \a,a') aux
etats excite" s \b,b'}. II en re"sulte, au second ordre en 8V, un
d6placement de l'6nergie de 1'etat |a,a') donne par

dont la dependence vis-a-vis de D decoule de celle de SV donn6e par
(F.9) et (F.10) :

Le coefficient C6 s'exprime en fonction des eldments de matrice
dipolaires des atomes A et A' et du de"nominateur d'energie apparais-
sant dans (F.ll). AE represente 1'interaction de Van der Waals habi-
tuelle.

Remarque

Dans le point de vue habituel (hamiltonien d'interaction en A.p), il existe
une interaction de Coulomb instantane'e entre les deux atomes, V£%ut.
L'effet de Vcoui sur l'6tat fondamental des deux atomes est nul a 1'ordre 1
et redonne 1'interaction de Van der Waals (F.12) a 1'ordre 2.

b) GRANDE DISTANCE \ab <^ D

L'energie des photons echanges est faible devant 1'energie d'excitation
des atomes. La duree de la transition virtuelle de chaque atome dans
1'etat excit6 est courte comparee au temps de propagation des photons.
Une telle situation correspond a des processus du type de celui
represent^ sur la figure 37.
A la limite des tres grandes distances, le processus global peut etre
considere comme 1'emission quasi instantanee d'une paire de photons
par 1'un des atomes, suivie par 1'absorption de la paire par 1'autre atome
apres un certain intervalle de temps. La comparaison avec le cas des

(*) La sommation sur les polarisations e dans la premiere ligne de (F.9) fait en effet
apparaitre la fonction 8(/ - (kfij/k2) (voir la formule (54) du complement A;). L'integra-
tion sur k du produit de cette fonction par exp /k.(R — R') donne ensuite une transformee
de Fourier qui n'est autre que la fonction 5 transverse apparaissant dans la deuxieme
ligne de (F.9). Pour une etude des proprietes de 5,j, voir « Photons et Atomes-
Introduction a 1'Electrodynamique Quantique », complement A,.
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Figure 37. Exemple de processus d'echange de deux photons qui devient
preponderant a grande distance. L'energie des photons virtuels echanges est
tres faible devant 1'energie d'excitation des atomes et la duree d'excitation
virtuelle de chaque atome est tres courte devant le temps de propagation des
photons d'un atome a 1'autre.

courtes distances permet de prevoir sans calcul supplementaire la
dependance de AE vis a vis de D. Considerons en effet les defauts
d'energie des divers etats intermediaries, qui figurent au denominateur
de 1'expression de AE. Pendant les processus d'excitation virtuelle de
chaque atome, au cours desquels la paire de photons est emise ou
absorbee, le defaut d'energie est de 1'ordre de Eb - Ea ou Eb> — Ea,
puisque hio et /to>' sont negligeables devant ces energies d'excitation
atomiques. Pendant la propagation des photons, il est egal a
hot + hio'. Dans les processus consideres au paragraphe a), les defauts
d'energie etaient successivement fno, Eb + Eb- — Ea- Ea>,ha)' puisque,
dans les premiers et troisiemes etats intermediaires, on pouvait alors
negliger les energies d'excitation atomiques devant hat et ha>'. L'energie
des photons figurait done deux fois au denominateur au lieu d'une seule
dans le cas decrit par la figure 37. Dans le calcul des integrales de
Fourier sur k et k', la multiplication par k ou k' de la fonction a integrer
se traduit dans le resultat par un facteur l/D supplementaire, pour une
simple raison d'homogeneite. On en deduit qu'a grande distance

L'interaction de Van der Waals decroit done plus rapidement qu'a
courte distance (*). Rappelons que le passage d'un regime a 1'autre se
fait pour D de 1'ordre de \ab, longueur d'onde des rayonnements
propres des atomes.

(*) II s'agit de 1'effet Casimir et Polder, Phys. Rev. 73, 360 (1948).
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REFERENCES GENERALES

Une presentation generate de divers processus a 1'ordre le plus bas ou
ils apparaissent peut etre trouvee dans Heitler, chapitre V et dans
Power, chapitre VII. Voir aussi les ouvrages cites en reference au
cours du chapitre. Ils contiennent en general des revues sur les
phenomenes etudies.
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COMPLEMENT Au

SIGNAUX DE PHOTODETECTION
ET FONCTIONS DE CORRELATION

A la fin de la partie B, nous avons vu que la dynamique du processus
d'absorption d'un photon entre deux etats atomiques discrets dependait
de I'etat du champ incident. Cette dynamique depend aussi de la nature
de la transition atomique envisagee puisque, partant d'un etat atomique
inferieur discret, 1'evolution ulterieure de I'atome n'est pas la meme
suivant que le niveau superieur atteint apres absorption du photon
incident est discret ou appartient a un continuum.

Dans ce complement, nous presentons un traitement synthetique de
ces problemes en termes de fonctions de correlation des deux systemes
en interaction, I'atome et le champ. Bien que limite a 1'ordre le plus bas
de la theorie des perturbations, un tel traitement permet de classer les
diverses situations qui peuvent apparaitre en comparant les divers
temps caracteristiques du probleme : la duree de 1'interaction, les temps
de correlation caracterisant la dynamique des fluctuations du dipole
atomique et du champ electrique incident, le temps de relaxation
atomique... II est clair egalement que 1'analyse quantitative des
processus d'excitation d'un atome place dans un champ incident est
essentielle si Ton veut extraire des probabilites d'excitation mesurees
sur I'atome, c'est-a-dire des signaux de photodetection, des informations
sur I'etat du champ incident. Nous montrons ainsi dans ce complement
comment il est possible de relier les signaux de photodetection aux
fonctions de correlation du champ de rayonnement incident. Les
expressions ainsi obtenues sont a la base de 1'interpretation des diverses
experiences d'optique quantique moderne.

Nous commencons (§1) par presenter quelques modeles simples de
photodetecteurs atomiques et par preciser le type de mesures qui
peuvent etre effectuees sur eux. Nous etablissons ensuite (§2), a partir
d'un calcul perturbatif des amplitudes d'excitation, une expression
generate reliant la probabilite d'excitation de I'atome a des fonctions de
correlation du dipole atomique et du champ incident. Les resultats
obtenus sont alors appliques successivement au cas d'un photodetecteur
a bande large (§ 3) puis etroite (§ 4). Us permettent de montrer qu'il est
possible de mesurer ainsi, soit 1'intensite instantanee du champ
incident, soit sa densite spectrale. Nous analysons enfin (§ 5) les
correlations entre les signaux de deux photodetecteurs a bande large et
montrons qu'ils permettent d'acceder a des fonctions de correlation
d'ordre superieur du champ.
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1. Modeles simples de photodetecteurs atomiques

a) PHOTODETECTEUR A BANDE LARGE

La plupart des photodetecteurs a bande large utilisent 1'effet photoe-
lectrique. Considerons par exemple un atome A, d'etat fondamental
|a) et dont le continuum d'ionisation commence a une distance
Ej (Ej est 1'energie d'ionisation) au-dessus de 1'energie de |a)
(Figure 1).

Figure 1. Niveau fondamental et continuum d'ionisation
d'un atome utilise comme photodetecteur a bande large.

Supposons que cet atome, dans 1'etat |a) , interagisse pendant un
temps At avec un champ de rayonnement evoluant a des frequences
toutes superieures a Ef/h. On mesure la probabilite pour que 1'atome
ait ete photoionise au bout du temps At en detectant par exemple le
photoelectron produit par 1'ionisation (avec une efficacite qui, pour
simplifier, sera supposee etre egale a 100 %). L'etendue de la reponse
spectrale d'un tel detecteur est mesuree par la largeur de la distribution
des niveaux du continuum auxquels 1'etat fondamental est couple
efficacement par 1'hamiltonien d'inter action. Le detecteur est dit a
bande large si cette etendue est grande devant la largeur spectrale du
rayonnement incident.

b) PHOTODETECTEUR A BANDE ETROITE

Supposons maintenant que 1'atome A ait un niveau excite discret
\b) situe a une distance fto>0 au dessus du niveau fondamental
ja ) (Figure 2). Partant de 1'etat |a) , cet atome est irradie pendant un
temps At par un rayonnement incident dont le spectre de frequences est
suffisamment centre autour de o>0 pour qu'aucune transition atomique
autre que a _«. b ne puisse etre excitee de maniere appreciable. On
mesure au bout du temps At la probabilite pour que 1'atome ait ete
porte dans 1'etat excite b, par exemple en 1'eclairant a cet instant avec
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un rayonnement intense capable de 1'ioniser a coup sur a partir de
| £ > ) , mais certainement pas a partir de |0), et en detectant le
photoelectron produit par 1'ionisation.

Figure 2. Niveau fondamental, niveau excite discret et continuum
d'ionisation d'un atome utilise comme photodetecteur a bande etroite.

Nous verrons plus loin que la probabilite d'excitation de 1'atome en
| b ) est reliee a la densite spectrale du rayonnement incident a la
frequence <o0. Un tel photodetecteur est done a bande etroite. Nous
preciserons egalement 1'influence de la largeur naturelle F du niveau
excite |b) (due au processus d'emission spontanee) et les divers
regimes qui peuvent apparaitre suivant les valeurs relatives de
r, Aa>R (largeur spectrale du rayonnement incident), At'1, f i i (fre-
quence de Rabi caracterisant 1'interaction entre 1'atome et le champ
incident).

Remarque
Le photodetecteur de la figure 1 peut egalement etre utilise comme un
photodetecteur a bande etroite si un dispositif de filtrage en energie du
photoelectron est incorpor6 au dispositif de mesure. Par suite de la
conservation de 1'energie, un photoelectron, d'energie cinetique Ec, ne
peut en effet etre produit que par les composantes du champ incident de
frequence o> telle que hu) = El + Ec.

2. Probabilite d'excitation et fonctions de correlation

a) HAMILTONIEN - OPERATEUR D-EVOLUTION

L'hamiltonien H du systeme global atome photodetecteur + rayonne-
ment s'ecrit:
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HA est 1'hamiltonien de 1'atome (dont le centre de masse est suppose
fixe en 0), HR celui du rayonnement

et V 1'hamiltonien d'interaction qui, dans le point de vue dipolaire
electrique (voir appendice, § 5), est egal a

ou d est le moment dipolaire electrique de 1'atome et E± (0) 1'operateur
champ (*), donne par le developpement (89) de 1'appendice et evalue
au centre de masse de 1'atome. Pour simplifier les calculs, nous
ignorerons le caractere vectoriel de d et E (on peut supposer par
exemple que d et E sont tous deux paralleles a Oz), ce qui permet de
remplacer (3) par :

En representation d'interaction par rapport a HA + HR, 1'operateur
devolution U(At,Q) entre les instants 0 et At s'ecrit, a 1'ordre 1 en
V (voir 1'expression (14) du complement A /)

ou

avec

6) CALCUL DE LA PROBABILITY POUR QUE UATOME ATT QUOTE
L'ETAT FONDAMENTAL AU BOUT D'UN TEMPS At

A 1'instant initial t = 0, 1'atome est dans 1'etat fundamental |a> de
HA, et le champ de rayonnement incident dans 1'etat | <pR} , de sorte que
l'6tat initial du systeme global est, en representation d'interaction

(*) Pour simplifier les notations, nous omettons desormais 1'indice _L dans £^(0).



An.2 Signaux de photodetection 129

On laisse 1'atome interagir avec le rayonnement pendant un temps
At. Nous nous proposons, dans ce paragraphe, de calculer la probabilit6
Pexc(Ai) pour que, a Tissue de cet intervalle de temps, 1'atome ait etc
porte dans n'importe quel 6tat excite |c) (du spectre discret ou continu
de HA).

Soit { | ̂ ) } une base orthonormee d'etats du rayonnement (par
exemple les etats propres de HR). La probabilite pour que le systeme
global soil passe de 1'etat initial (8) a 1'etat |C,AI) au bout d'un temps
At est egale, d'apres (5), (6) et (7), a

Nous avons utilise 1'hermicite de d et E(0) et le fait que c ̂  a (de sorte
que le premier terme de (5) ne contribue pas). Comme on n'observe pas
1'etat final du rayonnement, la probability d'excitation Pexc(Ai) definie
plus haut s'obtient en sommant (9) sur i^ et sur c ̂  a

Par ailleurs, comme 1'operateur d est impair, on a

La probabilite de transition (9) est done nulle pour c = a et la
restriction c ̂  a n'est plus necessaire dans (10). La sommation sur
H et c de 1'expression (9) fait alors apparaitre deux relations de
fermeture et conduit a

ou

Les fonctions GA ou GR sont les valeurs moyennes dans l'6tat initial
de 1'atome ou du rayonnement d'un produit de deux operateurs
atomiques ou de rayonnement pris, en representation d'interaction, a
des instants differents t' et t". Ces « moyennes a 2 temps » sont appe!6es
egalement des fonctions de correlation. La probabilit6 d'excitation
Pexc(At) de 1'atome peut done etre exprim6e, ^ 1'ordre le plus bas en
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V, comme une double integrate d'un produit de deux fonctions de
correlation relatives aux deux systemes en interaction, la fonction de
corr61ation du dipdle d et la fonction de correlation du champ
E(0). Notons que ces fonctions de correlation correspondent a une
evolution libre, puisque les evolutions de d et £(0) sont, d'apres (7),
regies respectivement par HA et HR.

Remarques

(i) Les moyennes a 2 temps (13) ne sont pas n6cessairement replies. Leurs
parties reelle et imaginaire sont relides a des quantites ayant un sens
physique precis: la fonction de correlation syme'trique decrivant la
dynamique des fluctuations, la susceptibilite lineaire decrivant la reponse
Iin6aire du systeme a une perturbation (voir egalement complement ^4/y).

(ii) Dans le point de vue dipolaire electrique que nous adoptons ici,
I'op6rateur champ E(0), qui apparait dans 1'hamiltonien d'interaction (4),
represente physiquement, non pas le champ electrique transverse en
0, mais I'induction electrique, divisee par eQ (voir par exemple le
paragraphe 5-c de I'appendice, ou « Photons et Atomes - Introduction a
1'Electrodynamique Quantique », complement A lv}. La probabilite d'exci-
tation (12) est done reliee en fait a la fonction de correlation de 1'induction
electrique en 0. Mais cette induction evolue librement (Involution de
E dans (13.b) n'est due qu'a 1'hamiltonien HR) et la valeur moyenne du

produit des deux E est prise dans l'6tat | <?R) qui decrit le champ libre
incident en 1'absence de photod6tecteur. La fonction de correlation libre
de 1'induction electrique en 0 dans 1'etat | <?R) est done la meme que celle
du champ electrique libre incident en 0 en 1'absence de photodetecteur.
C'est la raison pour laquelle nous pouvons considerer egalement la
fonction de correlation GR(t',t") ecrite en (13.b) comme une fonction de
correlation du champ electrique incident.

(iii) Au cours de la transition |a,<p#> -~ |C ,AI) , 1'energie de 1'atome varie
de Ec - Ea. La variation moyenne (AHA) de 1'energie atomique au cours
du temps At est done egale a

Par ailleurs, le report de (9) dans (14) fait apparaitre la quantite
(Ec - Ea) <c | d(t") | a> qui peut s'ecrire

Finalement, en utilisant (15), on peut, en suivant une demarche analogue a
celle conduisant de (10) a (12), transformer (14) en
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D'autres grandeurs physiques que la probabilite d'excitation, comme la
variation moyenne d'6nergie atomique, peuvent done £tre relives 6gale-
ment a des fonctions de correlation des deux systemes en interaction (voir
complement A lv).

c) FONCTION DE CORRELATION DU DIPOLE ATOMIQUE

Revenons a 1'expression (13.a) de G*. En utilisant (7.a) et en inserant
la relation de fermeture sur les etats propres |c) de HA entre
d(t'} et d(t"), nous obtenons

G%(t',t") apparait ainsi comme une somme d'exponentielles evoluant
aux diverses frequences de Bohr a)ca = (Ec — E^/h des transitions
c .**. a partant de a, pond6rees par les carres des modules des elements
de matrice de d entre les deux niveaux de ces transitions.

II est possible de reecrire (17) sous la forme

ou

La transformed de Fourier yA(<*>) de G%(t' -1") est done une
superposition de fonctions delta centrees aux diverses frequences de
Bohr des transitions partant de a, pond6rees par les poids | (a\d\c} |2.

II est clair sur (17) que G%(t',t") ne depend que de t' - t". Ceci est du
au fait que l'6tat \a) , dans lequel est calculee la fonction de correlation,
est un etat propre de HA, done un etat stationnaire (de 1'atome libre),
dont les proprietes sont invariantes par translation dans le temps.

d) FONCTION DE CORRELATION DU CHAMP

L'operateur E(0) est, d'apres la formule (89) de 1'appendice, une
superposition lineaire des operateurs d'annihilation et de creation
aj et af des divers modes j du champ. Comme, d'apres (7.b),
Involution de £(0,r) est due uniquement a HR, chaque a; se retrouve
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multiplie par e '"'' dans E(Q,t), chaque fly" par elU{t, ou co; est la

frequence du mode /. Introduisons alors I'op6rateur & + \Q,t) qui est la
partie de E(Q,t) ne contenant que des exponentielles en exp( — iatjt), et

I'op6rateur adjoint &~\Q,t) qui ne contient que des exponentielles en
expO'cD/O-

£( + ̂ (0,r) est appelee « composante de frequence positive ». En rempla-
c,ant E par E^ + ) + £^-) dans (13.b), on obtient alors

Supposons que le champ soit dans un 6tat stationnaire, c'est-a-dire
dans un melange statistique d'dtats propres |n1,n2...n/...> de HR

(rij 6tant le nombre de photons dans le mode ;'), de poids
p(nl,n2...nj...). II est facile alors de voir que les deux derniers termes de
(21) sont nuls, car ils font intervenir des moyennes du type <«;«/) ou
<ay+a/+> qui sont nulles dans chaque etat \n^,n2...«y...) du melange.
Par centre, les deux premiers termes de (21) sont non nuls et ne
dependent que de t' - t". Par exemple, le premier terme de (21) vaut,
compte tenu de (20)

ou

est le nombre moyen de photons dans le mode /. L'indice N dans
GR rappelle que les op^rateurs sont ranges dans 1'ordre normal dans la
fonction de correlation (22) (op6rateurs d'annihilation a droite des
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operateurs de creation). On peut egalement ecrire (22) sous la forme

oil

qui est la transformed de Fourier de GR(t' - t"), peut encore s'ecrire
d'apres (22) sous la forme

II est clair sur (24.c) que ^R(«) caracterise la r6partition en frequence
de 1'energie moyenne du champ, c'est-a-dire encore, sa densite
spectrale. Un calcul analogue donne pour le second terme de (21), que
nous noterons GR(t' — t") car les operateurs y sont ranges dans 1'ordre
antinormal

ou

Supposons enfin que le rayonnement incident ait une densit6 spectrale
&ji((o), centred autour d'une frequence centrale w, et s'6tendant sur un
intervalle de largeur Aa>R. A partir de 1'equation (24.a) il est possible de
montrer que

ou CJjfy' — t") est une fonction enveloppe donn6e par

CR(*' - f") est ^a transform6e de Fourier d'une fonction de largeur
A<DR, centree en to = 0, et tend done vers z6ro quand \t' — t"\ devient
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grand devant le temps l/Aa>R qui peut etre consid6re comme le temps
de correlation du champ incident.

Pour conclure ce paragraphic, montrons que, seule, la fonction
GR(t' - t") contribue de maniere significative a la probabilite d'excita-
tion (12). Considerons pour cela 1'autre fonction de correlation du
champ Gp(t' - t"), donnee en (25), et comparons la a la fonction de
correlation atomique G%(t' — t") donnee en (17). Ces deux fonctions de
correlation apparaissent toutes deux comme une somme d'exponentiel-
les de frequences positives, variant respectivement comme
exp[ - ia>j(t' - t")] et exp[ - iuca(t' — t")] (o>CQ est toujours positif
puisque a est 1'etat fondamental). Le produit de G%(t' — t") par
GR(I' ~ ?") est done une fonction de t' - t" evoluant tres vite, a des
frequences optiques, et dont 1'integrale sur t' et t" dans (12) donnera un
resultat negligeable si At est grand devant une periode optique. Par
centre, GR(t' - t") est, d'apres (24.a) et (24.c), une somme d'exponen-
tielles de frequences negatives, en exp[/w ;(?'— ?")]. Le produit de
Gf{(t' - t") par G%(t' - t") pourra done contenir des composantes
variant tres peu avec t' — t" (si les deux densites spectrales (19) et (24.c)
se recouvrent) qui contribueront de maniere importante a 1'integrale
(12). Nous pouvons done, dans (12), negliger la contribution de
G$(t' - t") devant celle de G%(t' - t") et ecrire

Un tel resultat exprime que, pour un atome partant de 1'etat fondamen-
tal, les seuls processus susceptibles d'etre resonnants sont les processus
d'absorption d'un photon, au cours desquels 1'energie gagnee par
1'atome est perdue par le champ. La fonction de correlation G^, definie
en (22), oii les op6rateurs champs sont ranges dans 1'ordre normal,
caracterise 1'aptitude du champ a induire des processus d'absorption,
alors que 1'autre fonction de correlation (antinormale) GR intervient
pour les processus d'emissions induite et spontanee (associes respective-
ment aux termes <n;-) et 1 de la parenthese de (25.b)).

3. Photodetection a bande large

a) CONDITION SUR LES FONCTIONS DE CORRELATION

Supposons que toutes les frequences du rayonnement incident soient
superieures a la frequence d'ionisation Ej/h de 1'atome utilise comme
photodetecteur. L'excitation des niveaux discrets situes en dessous du
seuil d'ionisation peut alors etre negligee, car elle ne sera jamais
resonnante, et on pourra ne conserver dans 1'expression (19) de



An.3 Signaux de photodetection 135

yA(o)) que la contribution des etats du continuum d'ionisation. La
fonction ^A(t*>) caract6rise la sensibilite spectrale du photodetecteur,
c'est-a-dire la maniere dont il reagit aux diverses frequences incidentes.
Pour que le photodetecteur puisse etre considere comme etant a bande
large, il faut que la largeur Ao>A de &A((i>) soit tres grande devant la
largeur Aa>R de ^^(o>)

La reponse du photodetecteur varie alors tres peu sur 1'etendue du
spectre du rayonnement incident.

La condition (28) entraine que la largeur temporelle de G%(t' — t"),
de 1'ordre de l/Aa>A autour de t' - t" = 0, est beaucoup plus petite que
celle de la fonction C^(t' — t") definie en (26) et qui est de 1'ordre de
I/AUR.

b) PROBABILITY DE PHOTOIONISATION PAR UNITE DE TEMPS

Reportons (26.a) dans (27). Comme C#(f' - t") varie beaucoup plus
lentement que G%(t' - t") autour de t' - t" = 0, on peut remplacer
t' - t" par 0 dans C%(t' - t"), ce qui donne

Comme le champ est dans un etat staticnnaire, la valeur moyenne a un
temps (E{-\Q,t')E( + )(Q,t')) ne depend pas en effet du temps. II vient
alors

Le domaine d'integration de 1'integrale sur t' et t" de (30) est
represente sur la figure 3. Par suite de la decroissance de G%(t' - t")
avec t' — t", 1'integrand de (30) n'est different de zero que dans un
ruban de largeur l/Aa>A autour de la diagonale principale (partie
hachuree de la figure).

Supposons que

Le ruban hachure de la figure 3 est alors tres etroit. Prenons pour
nouvelles variables t' et T = t' -t". La condition (31) permet de
prendre, pour limites d'integration sur T, — oo et + oo et il vient
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Figure 3. Domaine d'integration intervenant dans le calcul de la probability
d'excitation. La fonction a int6grer n'est importante que dans la zone hachur6e.

Comme Pexc(At) est proportionnel a At, 11 est possible de definir une
probability d'excitation par unit6 de temps

ou le facteur s est, d'apres (32) et (18), egal a

Nous avons ainsi demontre que la probability d'ionisation par unit6 de
temps 6tait proportionnelle a la quantite <E(~*(0)E( + )(0)). Cette
quantite peut dtre consid6ree comme caracterisant I'intensite totale du
champ en 0, puisque d'apres (24.a),

ce qui montre que (E^ \Q)E^ + \Q)) est 1'integrale sur toutes les
frequences de la densite spectrale du champ. La probability d'excitation
par unit6 de temps wexc est 6galement proportionnelle a un facteur
s qui, d'apres (34), est relie a la sensibilite du photod6tecteur a la
fr6quence moyenne aj du rayonnement incident.

Remarques

(i) Les conditions de validit6 du r6sultat (33) sont donndes en (28), (31),
conditions auxquelles il faut ajouter

qui exprime que le traitement perturbatif de V est valable.
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(ii) II est possible de g6n6raliser le calcul de ce paragraphe au cas ou le
rayonnement n'est pas dans un etat stationnaire. Le meme raisonnement
que celui fait a la fin du paragraphe 2-d permet de montrer que les deux
derniers termes de (21), qui sont maintenant non nuls, ne contribuent pas
de maniere significative a I'int6grale de (12), car ils varient trop rapidement
(en exp[ ± ia>(t' + ?")])• L'expression (27) demeure done valable. Par
centre, la valeur moyenne (29) depend maintenant de t', et Ton obtient
alors pour Pac(At) le r6sultat

ou 5 est toujours donn6 par (34). Nous trouvons ainsi que la probabilitd de
photoioniser 1'atome entre /' et t' + dt' est 6gale a wt(Q,t')dt', ou le « taux
de comptage simple »

est proportionnel a Yintensite instantanee <£(~)(0,r')^( ' l ')(0,r')>.

4. Photodetection a bande etroite

a) CONDITIONS SUR LE RAYONNEMENT INCIDENT ET LE DETECTEUR

Supposons maintenant que le rayonnement incident ait un spectre de
frequences tel qu'il ne peut exciter de maniere resonnante qu'un seul
etat excite" discret \b) situe a une distance /to>0 au-dessus de
a, avec Eb - Ea = /ta>0. II est possible alors de ne conserver dans
1'expression (19) de &A((t>) que la contribution de cet etat et d'obtenir
ainsi

ce qui donne pour

Un tel detecteur, qui correspond au schema de niveaux de la figure 2
et qui ne repond, d'apres (39.a), qu'a une seule frequence, est dit a
bande 6troite. Nous verrons plus loin (§ c) comment il est possible
d'affiner le modele, en incluant dans (39.b) 1'effet de la largeur
naturelle du niveau excite b.

b) EXCITATION PAR UN SPECTRE DE FREQUENCES LARGE

Supposons que la densite spectrale ^^ du rayonnement incident ait
une largeur Aa)R non nulle. Dans le domaine d'integration sur
t' et t" (voir figure 3), le produit des deux fonctions G%(t' - t") et
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G#(/' - t") n'est non nul que dans un ruban de largeur Aa>R (qui est
determine maintenant par G£, et non plus par G% comme c'6tait le cas
dans le paragraphe 3). Si At^-Au^1, ce ruban est tres etroit, et un
calcul analogue a celui du paragraphe 3-b permet, compte tenu de
(39.b), de transformer (27) en

II est done possible de definir une probabilite d'excitation par unite de
temps egale d'apres (24.b) a

Un photodetecteur a bande etroite, irradi6 par un rayonnement a
bande large, mesure done la densite spectrale du rayonnement incident
(ou encore la transformee de Fourier de la fonction de correlation,
rangee dans 1'ordre normal, du champ) a la frequence propre
o>0 du detecteur.

Notons enfin que le traitement perturbatif prec6dent n'est valable que
si wexcAt<\. Comme par ailleurs At doit etre tres grand devant
A&R1, ces deux conditions sur At ne sont compatibles que si
Aa)R>wexc, c'est-a-dire si le rayonnement incident n'est pas trop
intense.

Remarque
Lorsque le rayonnement incident tombant sur le ddtecteur est lui aussi
monochromatique, 1'expression (40) n'est plus valable. Supposons par
exemple que dans 1'expression (24.c) de #£(w), <n;) ne soit different de
zero que pour un seul mode /. Supposons de plus que la frequence
wy de ce mode coincide avec la frequence o>0 du d6tecteur. II vient alors

Le coefficient de proportionnalite de la fonction delta n'est autre que
1'intensite (E*"^"1"*). Pour le voir, il suffit d'int6grer (42) sur <D et
d'utiliser (35). De (42), on d6duit, compte tenu de (24.a)

Portons alors (39.b) et (43) dans 1'expression (27) de P^At). Comme les
deux exponentielles de (39) et (43) se compensent, l'inte"grale sur
t' et t" est immediate et donne
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oil nous avons pose

II n'y a plus alors de probabilite de transition par unite de temps. En fait,
1'expression (44) n'est autre que le premier terme du developpement en
puissances de V de la sinusoide [sin(/2j^/2)]2 = [1 - cosfl^At]/! qui
decrit 1'echange reversible d'energie entre 1'atome et le champ a la
frequence de Rabi nl definie par (45).

c) EFFET DE LA LARGEUR NATURELLE DU NIVEAU ATOMIQUE EXCITE

Considerons un atome isole, sans rayonnement incident, dans une
superposition lineaire des etats |a) et \b). La valeur moyenne de
d est alors non nulle et oscille a la frequence o>0. Une telle oscillation ne
peut cependant se poursuivre indefiniment. Comme 1'amplitude de
probabilite de trouver 1'atome dans 1'etat excite decroit exponentielle-
ment avec une constante de temps ( F / 2 ) ~ l , a cause de 1'emission
spontanee (F est la largeur naturelle du niveau excite b), le dipole
moyen est amorti avec la meme constante de temps. On peut montrer
qu'il en est de meme pour la fonction de correlation du dipole
atomique, de sorte qu'une expression plus precise que (39.b) pour
G%(t' - t") est donnee par :

II s'ensuit que la transformee de Fourier ^(w) de G*(t' - t") n'est pas
une fonction delta infiniment etroite mais une lorentzienne de largeur
r. Nous admettons ici le resultat (46) (*) et etudions maintenant
comment un tel photodetecteur, de largeur P, repond a une excitation
en raie large (A(*>R §> T) ou etroite (AayR < F).

(i) Excitation en raie large : Aa>R > F
La situation est en fait la meme que dans le paragraphe 4-b

precedent. Dans 1'expression (27), la fonction GR(I' -1") decroit
beaucoup plus vite avec t' - t" que G%(t' - t") de sorte que, dans les
regions ou GR(t' - t") n'est pas nulle, 1'exponentielle decroissante de
(46) peut etre remplacee par 1. L'introduction de F n'a done aucun
effet sur la probabilite d'excitation par unite de temps qui est toujours
donnee par (41).

(ii) Excitation en raie etroite : Aa>R <^ F
C'est maintenant au contraire G%(t' — t") qui decroit plus vite avec

t' - t" que Gfl(t' -1"). Dans les regions ou G%(t' - t") est non nulle,

(*) Ce resultat peut etre etabli a partir du theoreme de regression quantique (voir
complements C I V et Av).
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on peut considerer que G^(t' - t") est purement monochromatique, de
frequence cu = o>0 (si Ton suppose que le spectre du rayonnement
incident est toujours centre sur o>0), et utiliser done (43). Si Ton reporte
(46) et (43) dans (27), il vient alors, si At > F~l

compte tenu de la definition (45) de ft^
II est done possible, meme avec une excitation monochromatique,

d'avoir une probability d'excitation de 1'atome croissant lineairement
avec le temps, et non plus quadratiquement, comme c'etait le cas avec
r = 0 (voir (44)). Nous justifions ainsi de maniere quantitative la
discussion du paragraphe B-4 du chapitre (voir egalement le paragra-
phe 3-b du complement C/, et notamment la formule (32) de ce
complement qui coincide avec (47)).

Pour que le calcul perturbatif precedent soit valable, il faut bien sur
que wexcAt<^l, c'est-a-dire d'apres (47)

Par ailleurs, pour etablir (47), nous avons suppose

(pour que le ruban de la figure 3 puisse etre considere comme tres
etroit). Ces deux equations ne sont compatibles que si

c'est-a-dire si 1'intensite incidente est assez faible. Dans le cas contraire,
c'est-a-dire si Ol > F, At doit etre pris beaucoup plus petit pour que le
traitement perturbatif soit valable (At ̂  /if1). La derniere exponen-
tielle de (46) reste alors pratiquement egale a 1 et on retrouve le resultat
(44) etabli avec T = 0.

5. Signaux de photodetection double

a) CORRELATION ENTRE LES SIGNAUX DE DEUX PHOTODETECTEURS

Considerons deux atomes 1 et 2, dont les centres de masses sont
supposes fixes en TJ et r2, et qui sont soumis a un rayonnement incident
de densite spectrale telle que les deux atomes puissent etre consid6res
comme des photodetecteurs a bande large.
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Sous 1'effet de ce rayonnement incident, les deux atomes peuvent etre
ionis6s. Nous nous proposons, dans ce dernier paragraphe, de calculer
la probabilite wII(rl,tl',T2,t2)dt1dt2 P°ur Que 1'atome 1 soit ionisd entre
f j et ?j + dt\ et 1'atome 2 entre t2 et t2 + dt2. En general, une telle
probabilite n'est pas simplement 6gale au produit de wl(rl,tl)dtl par
Wj(r2,t2)dt2 ou Wj est le taux d'ionisation d'un atome seul. La fonction
wn permet done de caracteriser les correlations entre les ionisations
produites par le meme champ en deux points et a deux instants
differents.

b) PRINCIPALES STAPES DU CALCUL DE wn

La demarche suivie est tres analogue a celle des paragraphes 2 et 3
precedents.

L'hamiltonien H du probleme est maintenant

ou HAi et d( sont 1'hamiltonien et le dipole de 1'atome i (i = 1,2).
Considerons 1'amplitude {cltc2,iJi \ U(At,Q) \ai,a2,<pR) pour qu'entre

les instants 0 et At, chaque atome i soit pass6 de l'e~tat fondamental
a, a 1'etat excite ci? le champ passant de l'6tat 19«) a l'6tat
| /i> . Comme il y a necessairement deux interactions avec le champ, il
faut prendre le terme d'ordre 2 du developpement perturbatif de
U(At,Q) (voir formule (14) du complement A/).

On ne s'interesse pas aux processus ou le champ interagit deux fois avec
le meme atome. Comme V = Vj + V2, on peut done, dans (52),

remplacer V(t")V(t') par V^t'^V^t1) + Vl(t"}V2(t'}, ce qui donne

Les operateurs E ont ete remplaces par E^ + \ car la contribution des
&~\ qui sont associes a des processus d'emission, est negligeable
devant celle des E^ + ^ pour des amplitudes ou 1'atome part de 1'etat
fondamental (voir discussion a la fin du paragraphe 2-d plus haut).
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Comme les deux operateurs & + Me (53) commuterit (ils ne contiennent
que des operateurs d'annihilation qui commutent entre eux), ils
peuvent etre permutes (*). Intervertissons alors t' et t" dans le
deuxieme terme de (53). Le regroupement des deux termes donne un
resultat Equivalent au premier sans aucune restriction d'ordre sur
t' et t".

Pour obtenir la probabilite pour que les deux atomes soient excites
entre 0 et At, il faut clever au carre le module du premier terme de (53)
(sans restriction d'ordre sur t' et t"), puis sommer sur /u, et sur
cl ^ «! et c2 ̂  a2. Comme les termes c\ — al et c2 = a2 sont nuls par
suite du caractere impair de dl et d2, on peut les rajouter et faire
apparaitre ainsi des relations de fermeture conduisant a 1'expression
suivante pour Pexc(At)

II convient la encore de noter 1'ordre normal des operateurs champs qui
figurent dans la fonction de correlation d'ordre superieur du champ
apparaissant dans (54).

Le fait que les deux photodetecteurs soient a bande large entraine que
les deux fonctions de correlation de dv et d2 decroissent beaucoup plus
vite avec t\ - t'2 et t'\ - t"2 que la fonction de correlation du champ.
Un calcul analogue a celui du paragraphic 3 plus haut permet alors de
transformer (54) en

ou sl et s2 sont des facteurs de sensibilite donnes par des expressions
analogues a (34).

Imaginons enfin qu'un obturateur masque le champ pour 1'atome 1 a
partir de f t et un autre pour 1'atome 2 a partir de t2, tl et
t2 etant tous deux inferieurs a At. Le calcul precedent demeure valable a
condition de remplacer Vl et V2 par V10(t1-t) et V2B(t2-t) ou
6 est la fonction de Heaviside. La probabilite d'avoir 1'atome 1 ionise

(*) Voir cependant la remarque a la fin du paragraphic ou Ton envisage un calcul plus
precis tenant compte des atomes sources, a Porigine du rayonnement incident.
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entre 0 et tl et 1'atome 2 ionise entre 0 et t2 est donnee par une formule
f* ra ft, p2

analogue a (55) ou dt' dt" est remplace par dt' dt". II
Jo Jo Jo Jo

suffit alors de deliver cette probabilite d'excitation par rapport a
f j et a t2 pour obtenir la probabilite e!6mentaire w7/ definie dans le
paragraphe 5-a plus haut et qui vaut done

Notons enfin que, les operateurs & > et £^ + ) ne commutant pas
entre eux, w/7 ne peut pas etre ecrit sous la forme d'une valeur moyenne
d'un produit de deux intensites en Ti,tl et r2,t2

ou

Cette non commutation de E( ) et E( + ) est a 1'origine d'un certain
nombre d'effets quantiques observables sur les signaux de photodetec-
tion double (*).

Remarque

Dans tout ce qui precede, nous avons suppose le rayonnement incident
libre. Plus precisement, en 1'absence d'atomes photodetecteurs, les
hamiltoniens (1) et (51) se reduisent a HR. Dans certains cas, il peut etre
interessant d'inclure les sources du rayonnement incident, si Ton veut par
exemple relier les signaux de detection fournis par les photodetecteurs a
des fonctions de correlation du dipole de Patome 6metteur (c'est ce que
nous faisons par exemple dans le paragraphe D-l du chapitre V). Dans ce
cas, HR doit etre remplace dans (1) et (51) par

oil Hs est 1'hamiltonien de 1'atome source et VSR 1'interaction entre le
rayonnement et 1'atome source. Le calcul des probabilites d'excitation des
atomes photodetecteurs est tres analogue a celui fait dans ce complement.
Toutefois, il faut maintenant passer en representation d'interaction par
rapport a HA + HR + Hs + VSR et non plus par rapport a HA + HR. Les
operateurs de champ libre &±\r,t) de ce complement doivent etre alors
remplaces par les composantes de frequence positive et negative
E(±\r,t) de 1'operateur champ E(r,t), couple a 1'atome source, et pris dans
le point de vue de Heisenberg vis-a-vis de 1'hamiltonien (58).

(*) Voir par exemple « Photons et Atomes -Introduction a 1'Electrodynamique
Quantique», complement A1U.
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Les signaux de photod6tection simple etudies dans les paragraphes 3 et 4
ci-dessus gardent la meme forme, a condition de remplacer E^±\r,t) par
E(±)(r,f). Ainsi, le taux de comptage simple fourni par un photoddtecteur
a bande large est proportionnel a <E( ~\r,t)E( + )(r,0> • Un photoddtecteur
& bande 6troite mesure la densite" spectrale du champ a sa frequence
a)0, c'est-a-dire la transformde de Fourier de (E^~\r,t')E^ + \T,t")y,
6 value" e en &»0.
Le calcul du taux de comptage double exige un peu plus de precautions.
Ainsi, dans 1'expression (53), les opdrateurs E( + )(r!,f') et E( + \r2,f")» qui
remplacent E(- + \rl,t') et Ef + \r2,t"), ne commutent plus entre eux et il
n'est plus possible de regrouper les deux termes de (53) en une seule
integrate double. II faut evaluer s6pare"ment les deux termes et bien
respecter 1'ordre temporel t" > t' dans les deux produits
£( + )(r2,O£( +W') et E( + )(ri,f") £( + )(r2,O- Cependant, dans la suite du
calcul, un seul de ces deux produits contribue au taux de comptage double
wu(ri'ti ; r2'*2)> lg premier si (2>tl, le second si t\ >t2. Finalement, si
t2>tlf la formule (56) reste valable, a condition de remplacer les
£(±)(r,/) par £(±)(r,f)- Si par contre tl>t2, il faut intervertir rl,tl et
T2,t2. En presence de sources, les fonctions de correlation d'ordre sup6rieur
du champ qui apparaissent dans les signaux de photod6tection doivent
done etre rang6es, non seulement avec les composantes de frequence
positive a droite des composantes de frequence n6gative, mais 6galement
avec les temps croissant de I'ext6rieur vers I'interieur.

R6F6RENCES GENERALES

Glauber, Nussenzweig.
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COMPLEMENT Bn

CORRECTIONS RADIATIVES
DANS LE POINT DE VUE DE PAULI-FIERZ

Dans la partie E, nous avons etudie des processus au cours desquels
des photons sont emis de fac,on transitoire, puis r6absorbes. Ces
processus se traduisent par des modifications des propri6tes effectives
des systemes emetteurs, atomes ou particules : ce sont les corrections
radiatives. Une particule, un atome, sont ainsi accompagnes en
permanence d'un nuage de photons virtuels. Ces photons decrivent
1'etat du champ transverse en presence de la particule ou de 1'atome. En
effet, en presence de charges, le champ electromagnetique est la somme
du champ coulombien des charges et du champ transverse (voir
appendice, § 1). Le champ coulombien n'est done qu'une premiere
approximation du champ reel. Classiquement, le champ electromagneti-
que qui accompagne une particule en mouvement uniforme comporte,
en plus du champ coulombien, un champ magnetique lineaire en
v/c, et une correction au champ electrique coulombien en v2/c2. Ces
deux derniers champs derivent du potentiel vecteur transverse. Quanti-
quement, le champ transverse ne decrit done pas uniquement le
rayonnement produit par les particules (qui d'ailleurs est nul pour une
particule en mouvement uniforme), le rayonnement incident, ou les
fluctuations du vide. II decrit egalement la partie du champ dependant
de la vitesse des particules et qui leur est en quelque sorte Ii6e, tant que
cette vitesse ne change pas. C'est ce champ que decrit le nuage de
photons virtuels.

II est alors tentant d'essayer de prendre comme etats non perturbes
du systeme champ + particules de nouveaux etats qui incluent la partie
du champ transverse qui est H6e aux particules. Plus precisement, il
s'agit de trouver une transformation unitaire telle que, dans les
nouveaux etats non perturbes representant les particules en presence du
« nouveau vide », chaque particule soit accompagnee du champ trans-
verse associe a sa vitesse. La transformation que Pauli et Fierz (*) ont
introduite pour etudier 1'emission de rayonnement de basse frequence
au cours d'une collision electronique (probleme dit de la « divergence
infrarouge ») realise cet objectif sur une partie du spectre des modes du
champ. Elle n'est en effet simple que dans la mesure ou elle est limitee
aux modes de grandes longueurs d'onde.

Dans le paragraphe 1, nous determinons le champ transverse lie a une

(*) W. Pauli and M. Fierz, Nuovo Cimento 15, 167 (1938).
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particule classique et etablissons 1'expression de la transformation de
Pauli-Fierz pour une particule quantique localisee. L'effet de cette
transformation sur les observables du champ et de la particule, et en
particulier sur 1'hamiltonien, est analyse dans le paragraphe 2. Nous
montrons ensuite (§3) que le nouvel hamiltonien contient explicitement
la correction de masse 8ma rencontree dans la partie E de ce chapitre,
et une correction a 1'energie potentielle permettant de comprendre
physiquement le defacement de Lamb. Un autre resultat important est
que les particules ne sont couplees au nouveau champ transverse qu'a
1'ordre 2 en qa et seulement si elles sont acc61erees. Si elle est
interessante pour discuter des corrections radiatives a 1'approximation
des grandes longueurs d'onde, la transformation de Pauli-Fierz n'est
pas simplement generalisable. Ses limitations sont discutees a la fin du
complement.

1. La transformation de Pauli-Fierz

a) HYPOTHESES SIMPLIFICATRICES - POSITION DU PROBLEMS

Pour simplifier au maximum les calculs et mettre 1'accent sur les idees
physiques, nous considerons une seule particule a, localisee au
voisinage de 1'origine par un potentiel exterieur Ue(r). De plus, nous ne
tiendrons compte que des modes dont le vecteur d'onde a un module
inferieur a une borne kM telle que les variations spatiales des champs
correspondants soient negligeables sur 1'extension a0 des fonctions
d'onde de la particule dans le potentiel Ue(r). L'approximation des
grandes longueurs d'onde est alors applicable & tous les modes
considered, de sorte que 1'interaction de la particule avec le champ
transverse sera caracterisee par A(0) (le developpement de A est limite
aux modes |k| <kM). L'hamiltonien en jauge de Coulomb s'ecrit:

oft le symbole < signifie que 1'integrale est limitee a \k\ <kM. Les
operateurs ae(k) et a e ( k ) caracterisent le champ transverse total.

Notre objectif est de trouver une transformation unitaire T, permet-
tant de separer le champ transverse lie a la particule du champ total, et
conduisant a une nouvelle formulation de 1'electrodynamique dans
laquelle les etats libres de la particule incluent ce champ transverse.
Dans la nouvelle representation, les operateurs ae(k) et «^(k) doivent
caracteriser le champ transverse qui n'est pas lie a la particule. La
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premiere etape d'un tel programme consiste done a determiner le
champ transverse lie a une particule.

b) CHAMP TRANSVERSE LIE A UNE PARTICULE CLASSIQUE

Considerons la particule a en mouvement uniforme, avec une vitesse
va. Le champ qui 1'accompagne est bien connu en electrodynamique
classique. II derive par exemple des potentiels retardes(*) :

p ( r ' , t ' ) et j(r',r') etant les densites de charge et de courant associees a
la particule a. Pour une particule arretee (va = 0), <£p(r) se reduit au
potentiel coulombien et AP est nul. Pour une particule en mouvement,
les equations (2) donnent les potentiels de Lienard-Wiechert, dont le
developpement a 1'ordre 1 en va s'ecrit:

ou ra est la position de la particule a 1'instant t. Le premier terme de
(3.b) n'est autre que le potentiel vecteur utilise habituellement en
electrocinetique pour decrire, a la limite quasi-statique, les effets
magnetiques. La transformation de Pauli-Fierz n6glige les termes
d'ordre superieur en va et ne prend en consideration que ces premieres
corrections au champ coulombien, en assimilant de plus va a
pa/ma. Cette derniere approximation revient a negliger le deuxieme
terme de 1'expression [pa - ^aA(ra)]/ma de va, qui donnerait une
contribution en q2

a. Nous calculons done le champ 116 a la particule au
premier ordre en pa et qa. Les potentiels (3.a) et (3.b) ne satisfont pas
la jauge de Coulomb, puisque <PP differe du potentiel coulombien par
des termes d'ordre 2 en va/c ne figurant pas explicitement dans (3.a) et
que AP a une divergence non nulle. Les potentiels qui decrivent le
meme champ en jauge de Coulomb sont, d'une part le potentiel

(*) Jackson, chapitre 6, Landau et Lifchitz, Theorie du Champ, §§ 62 et 63 ; voir aussi
« Photons et Atomes - Introduction a 1'Electrodynamique Quantique », exercice 4 du
complement C,.
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coulombien, et d'autre part, la partie transverse de AP (puisqu'un
changement de jauge ne modifie pas la partie transverse du potentiel
vecteur et que le potentiel vecteur est purement transverse en jauge de
Coulomb -voir appendice, §§ 1-b et 1-c). Pour obtenir la partie
transverse du potentiel vecteur (3.b), il suffit de 1'ecrire sous forme
d'une transformed de Fourier et de ne garder, pour chaque valeur de
k, que la projection du champ sur le plan perpendiculaire a
k. On obtient ainsi:

ou encore

avec

La quantite j8£(k) est done la valeur de la variable normale decrivant
comment le mode (k,e) est excite par le mouvement de la particule. II
faut noter que 1'etat du systeme champ + particule caracterise par
pa et les /3 £(k) est stationnaire : en 1'absence de perturbation exterieure,
le mouvement de translation uniforme de la particule et du champ
associe persiste indefiniment.

Remarque

Au lieu de partir des potentiels retarded, puis de revenir en jauge de
Coulomb, nous aurions pu determiner directement 1'expression de
AP x en integrant les equations du mouvement des variables normales du
champ (equation (18.b) de 1'appendice) en presence du courant associe" a la
particule en mouvement uniforme. C'est ce qui est fait dans 1'exercice 9. A
1'ordre le plus bas en qtt et pa, on retrouve alors (6).

Dans le probleme considere ici, la particule se de"place dans le
potentiel Ue(r) et son mouvement n'est pas uniforme. Le potentiel
A.P ± (r) ne decrit done pas le champ transverse exact autour de la
particule, meme a 1'approximation consideree. C'est le champ qui
devrait accompagner le mouvement de la particule s'il etait uniforme. II
correspond done a 1'etat stationnaire du systeme champ + particule
« tangent », a cet instant, a son mouvement reel. Si Ton ne connait que
les valeurs des variables dynamiques ra et pa de la particule a 1'instant
t, la somme du champ coulombien et de celui qui derive de
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A.P j_ (r) represente la meilleure approximation du champ reel que Ton
puisse construire a partir de ces deux donnees.

Comme nous ne considerons ici que les modes pour lesquels
1'approximation des grandes longueurs est valable, il convient de faire
k.ra = 0 dans (4) et (6). II vient done finalement

et(*)

c) DETERMINATION DE LA TRANSFORMATION DE PAULI-FlERZ

Maintenant que nous avons identifie le champ transverse lie a la
particule, nous pouvons revenir a la th6orie quantique. Nous utilisons le
point de vue de Schrodinger ou les opeiateurs sont independants du
temps. En theorie quantique, liquation (7) definit un operateur
/3e(k) relatif a la particule (/3e(k) ne d6pend que de la variable
dynamique pa de la particule qui est representee par Poperateur
- < f tVra)-

Nous cherchons une transformation unitaire T qui soustrait du champ
transverse total le champ transverse lie a la particule. Pour cela, il suffit
qu'elle translate chaque operateur ae(k) de la quantite /3 e(k) determinee
precedemment:

Nous verrons dans le paragraphe suivant qu'une telle transformation
permet bien de soustraire le champ transverse H6 a la particule du
champ transverse total. Auparavant, donnons la forme explicite de
r.

Comme /3e(k) ne d6pend que d'un seul operateur de particule,
pa , et que /3 e(k) commute avec tous les op6rateurs de rayonnement,
l'6quation (9) peut etre consideree comme definissant une simple
translation pour les a et a+. Or, un tel operateur de translation est bien
connu (voii' formules (66) et (67) de 1'appendice). II s'ecrit

(*) Pour simplifier les notations, 1'indice _L sera desormais omis dans AP x .
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Ayant ainsi determine la transformation, nous allons maintenant
determiner la correspondance entre grandeurs physiques et op6rateurs
mathematiques dans le nouveau point de vue, ainsi que le nouvel
hamiltonien.

2. Les observables dans le nouveau point de vue

a) TRANSFORMATION DBS CHAMPS TRANSVERSES

Dans le point de vue de Coulomb, note (1), les operateurs mathemati-
ques

represented respectivement le potentiel vecteur transverse (total) et le
champ electrique transverse (voir appendice, § 1-f)

L'operateur representant le potentiel vecteur transverse total dans le
nouveau point de vue, note (2), est le transforme de A^(r) par
T et s'ecrit :

En utilisant 1'expression (11.a) de A(r) et les formules (9) et (7), on
obtient alors :

ou A(r) est, de nouveau, 1'operateur mathematique (11.a), et ou
AP(r) est donn6 par (8), pa etant considere maintenant comme un
operateur. Comme AP(r) ne depend que de pa, et que pa commute avec
T, Ap(r) est invariant par T et represente done, dans les deux points de
vue, la meme grandeur physique, a savoir le champ transverse lie a la
particule :

La combinaison de (14) et (15) donne alors :

L'operateur A(r) decrit done, dans le nouveau point de vue, la
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difference entre le champ transverse total A^(r) et le champ transverse
lie a la particule A^(r), difference que nous avons notee 8 A(2)(r). Le
resultat obtenu est done conforme au but que nous nous etions fixes en
introduisant la transformation T.

De fac,on analogue, le champ electrique transverse est represente
dans le nouveau point de vue par :

d'apres (12.b). En utilisant 1'expression (11.b) de Ex(r) et 1'equation
(9), on peut verifier que

de sorte que 1'operateur E± repr6sente toujours le champ electrique
transverse dans le nouveau point de vue :

Un tel resultat n'est pas surprenant. L'ecart du champ electrique par
rapport au champ coulombien est en v2

a/c
2 et notre calcul de

/3f(k) ne prend en compte que les termes lineaires en va.

b) TRANSFORMATION DBS VARIABLES DYNAMIQUES DBS PARTICULES

Revenons a 1'expression (10) de T. Compte tenu de (7), il est possible
d'ecrire (10) sous la forme :

ou Z(r) est un champ quantique (*) defini par :

Etudions maintenant comment se transforme la position de la
particule qui, dans le point de vue de Coulomb, est represented par
1'operateur ra, multiplication par ra :

Comme 1'operateur de particule pa commute avec 1'operateur de champ

(*) Une transformation analogue peut etre introduite pour une particule interagissant
avec un champ exterieur classique. Voir W.C. Henneberger, Phys. Rev. Lett. 21, 838
(1968), ou encore « Photons et Atomes - Introduction a I'Electrodynamique Quanti-
que », § B-4 du chapitre IV.
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Z(0), (20) est egalement un operateur de translation pour ra, et il
vient :

Le dernier terme de (23), que nous noterons £a, a la meme forme dans
les deux points de vue puisque Z(0) commute avec lui-meme :

La signification physique de £a s'obtient en calculant, a 1'ordre 1 en
qa, sa derivee seconde par rapport au temps a 1'aide de 1'equation de
Heisenberg. A 1'ordre le plus has en qa, on peut remplacer 1'hamiltonien
total par HR pour evaluer (dans le point de vue (1)) la vitesse de
variation de Z(0). Chaque derivation temporelle de ae(k) revient alors a
multiplier ae(k) par - io>. On en deduit que Z = Ex et par suite que :

+ termes d'ordres sup6rieurs en q a

La variable £a represente done le mouvement qu'aurait la particule si
elle etait soumise au seul champ transverse (a 1'ordre 1 en qa) : c'est la
reponse lineaire de la particule libre a Ex (0). Le report de (24) dans
(23) donne alors :

et montre que, dans le point de vue (2), I'op6rateur ra represente la
« position moyenne » de la particule autour de laquelle cette particule
effectue le mouvement de vibration £^. Nous noterons cette position
moyenne r'(a

2):

Considerons maintenant 1'autre variable dynamique pa. Comme il
commute avec T, 1'operateur pa represente la meme grandeur physique
dans les deux points de vue :

Nous verrons plus loin, une fois que nous aurons etabli 1'expression de
1'hamiltonien H^, que p^ est simplement relie a la « vitesse moyenne »
[r'V\HV>]/ih.

II est inte'ressant a ce stade de rapprocher 1'une de 1'autre les
equations (16) et (26) donnant le sens physique des operateurs
A(r) et ra dans le nouveau point de vue. II apparait alors que la
transformation T revient a tenir compte a 1'avance de la « reponse
lineaire » de chacun des deux systemes couples (la particule ou le champ
transverse) a 1'autre. L'equation (16) exprime en effet que le champ
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transverse, produit a 1'ordre 1 en qa par la particule, est soustrait du
champ total, alors que (26) exprime que le d6placement de la particule,
produit a 1'ordre 1 en qa par le champ, est soustrait de la position
instantanee. Comme, dans le nouveau point de vue, chaque operateur
d'un systeme de"crit l'6cart de la grandeur physique correspondante par
rapport a sa reponse lineaire a 1'autre systeme, on devine aisement que
le nouvel hamiltonien ne doit plus contenir de termes d'interaction
Iin6aire en qa entre la particule et le champ transverse. C'est ce que
nous aliens v6rifier maintenant en calculant //(2).

c) EXPRESSION DU NOUVEL HAMILTONIEN

L'hamiltonien /f(1) en jauge de Coulomb est Poperateur H e"crit en
(1). On obtient done, en utilisant (13), (14), (28), (23) et (9) :

Dans le premier terme de (29), apparait AP(0), qui s'ecrit, compte
tenu de (8) :

La sommation sur les polarisations transverses e (voir formule (54) du
complement A /), puis 1'integrale sur la direction et le module de
k ne presentent pas de difficulte et donnent:

oil la masse 8ma, qui est d'ordre 2 en qa, vaut:

Le premier terme de (29) est done, compte tenu de (31), egal a :
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Comme, d'apres (32), Sma est d'ordre 2 en qa, les termes en
qa8ma et 8m2

a de (33.a) sont respectivement d'ordre 3 et 4 en
qa, de sorte qu'il est possible, a 1'ordre 2 inclus en qa, de les negliger et
d'ecrire le premier terme de (29) sous la forme (*) :

Considerons maintenant la derniere integrate de (29). Elle donne
naissance a trois types de termes. Le premier, en a+a, a la forme d'un
hamiltonien de champ libre. Le second, lineaire en a et a+ , de meme
qu'en /3 et en (3 + , n'est autre, compte tenu de (7) et de (11.a) que
#apa-A(0)/A7za. Enfin, le troisieme, qui fait intervenir (3 + (3, est
quadratique en pa et vaut (pi/2ma) (<5raa/ma). Le troisieme terme de
(29) est done egal a :

Lorsqu'on ajoute (33.b) et (33.c), les termes en pa.A(0) se compensent
exactement ; le deuxieme terme de (33.b) et le troisieme terme de
(33.c) se combinent pour donner - (p2

a/2ma)(8ma/ma). Finalement, a
1'ordre 2 en qa pour le terme d'energie cinetique, //(2) se met sous la
forme :

ou

et ou

(*) II est possible bien sur de conserver tous les termes de (33.a). Si Ton modifie en
plus legerement la masse ma qui apparait dans 1'expression (20) de T, on peut alors
obtenir pour //(2) une expression qui, tout en restant compacte, est exacte a tous les ordres
en qa (voir remarque (i) a la fin du paragraphe suivant g).
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3. Discussion physique

a) CORRECTION DE MASSE

Pour interpreter le premier terme de (34.b), commencons par
analyser le sens physique de pa. Dans le point de vue de Heisenberg,
1'equation du mouvement de ra s'ecrit :

ou

(la derniere egalite de (35) est valable a 1'ordre 2 en qa). Compte tenu
de (27) et (28), 1'equation (35) donne alors :

et exprime que p^ est la quantite de mouvement associee a la position
moyenne de la particule, la masse ma etant remplacee par ra*. Le
premier terme de (34.b), qui peut s'ecrire p2

a/2m*, represente done
1'energie cinetique associee au mouvement moyen de la particule.

La correction de masse Sma, donnee en (32), represente la contribu-
tion des modes de grande longueur d'onde a la masse 61ectromagnetique
de la particule. En revenant aux termes de rhamiltonien de Coulomb
qui sont a 1'origine de la correction — (p2

a/2ma) (8ma/ma) apparaissant
dans le premier terme de (34.b), on constate que cette correction,
globalement negative, est la somme de deux contributions : 1'energie du
champ transverse lie a la particule (terme en ft+ j8 de la derniere
integrate de (29)), qui est positive, et 1'energie d'interaction de la
particule avec son propre champ transverse, qui est negative et deux
fois plus grande en module que la precedents (terme en - 2pa.AP(0) du
premier terme de (29)). La correction d'energie cinetique en 8ma

represente done 1'energie propre et 1'energie d'interaction du champ
transverse lie a la particule. C'est egalement cette correction d'energie
qui a ete etudiee directement dans le point de vue (1) dans le chapitre
(formule (E.4)).

Remarque

Revenons sur le calcul de //(2) present6 au paragraphe 1-f plus haul et
supposons que Ton change ma en m* = ma + 8ma dans 1'expression (20)
de T
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Pour obtenir la transformed du terme d'6nergie cinetique de H(l) par
T', il suffit alors de remplacer dans le crochet de la premiere ligne de (33.a)
8ma/ma par 8ma/m*, ce qui conduit a remplacer (33.a) par

De meme, pour obtenir la transformee du terme HR de //(1), il suffit de
remplacer ma par m* dans (33.c), ce qui donne

Lorsqu'on ajoute (33'.a) et (33'.c), les termes en pa.A(0) se compensent
toujours exactement et les termes en p2

a/2m* se combinent pour donner
exactement pi/2m*. Finalement, on obtient pour 7/(2) = T'H(l) T'+ une
expression compacte qui generalise (34) et qui reste valable a tous les
ordres en qa

L'expression (34') de /f(2) est particulierement int6ressante pour 1'etude de
certains problemes comme celui de la « catastrophe infrarouge » (voir
exercice 9). En effet, si les elements de matrice du second terme de
(34') sont calculables exactement, on peut 6tudier des processus physiques,
comme la diffusion d'une particule chargee par un potentiel, au premier
ordre vis-a-vis du potentiel ext6rieur, mais a tous les ordres vis-a-vis du
couplage avec le champ transverse.

b) NOUVEL HAMILTONIEN D'INTERACTION ENTRE PARTICULE ET
CHAMP TRANSVERSE

C'est uniquement dans le second terme de (34.b), qui peut s'ecrire
<laUe(Ta+%a) compte tenu de (24), qu'apparaissent a la fois des
variables des particules (ra) et du champ transverse (Z(0)). Comme
nous 1'avions devine a la fin du paragraphe 2b, il n'y a plus de terme
d'interaction lineaire en qa entre particule et champ transverse. Le
terme d'ordre le plus bas s'obtient en developpant qaUe(ra + £a) en
puissances de £a et s'ecrit, d'apres (24) :
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II est bien d'ordre 2 en qa, mais c est un terme a un photon car
Z(0) est, d'apres (21), une superposition Iin6aire des a; et a^. Le terme
<?av Ue(ra)/mai qui apparait dans (38), est, au signe pres, le quotient
par ma de la force electrique exterieure agissant sur la particule, et
evaluee en ra qui est la position moyenne de cette particule. L'hamilto-
nien d'interaction (38) decrit done le couplage du champ transverse
Z(0) avec 1'acceleration du mouvement moyen de la particule dans le
champ exterieur. Un tel resultat rappelle le fait que, classiquement, le
champ rayonne par une particule chargee est proportionnel a son
acceleration. Comme le nouveau champ transverse est essentiellement
le rayonnement, il est naturel que ce soit 1'acceleration de la particule
qui soit couplee a ce champ.

Le terme suivant dans le developpement en puissances de Z du
second terme de (34.b) s'ecrit

C'est un terme a deux photons car il est quadratique en Z. II est d'ordre
3 en qa.

Le nouveau point de vue est particulierement commode pour etudier
1'effet des fluctuations du vide sur les niveaux d'energie atomiques.
Etudions la valeur moyenne dans le vide de photons des hamiltoniens
d'interaction (38) et (39). Celle de (38) est nulle. Par centre, la
moyenne de Z,Z; est non nulle pour / =; et represente 1'ecart
quadratique moyen du mouvement de vibration de la particule sous
Faction des fluctuations du vide. La correction au potentiel Ue(ra)
resultant de la moyenne dans le vide de (39) represente done 1'effet du
«moyennage» du potentiel Ue par la particule au cours de son
mouvement de vibration. Par exemple, pour 1'atome d'hydrogene,
Ue est un potentiel coulombien, de sorte que :

oil q est la charge du proton. L'effet de moyennage se traduit alors par
un potentiel effectif :

qui relevera legerement les energies des etats s(l = 0). Telle est
1'origine physique (*) de la levee de degenerescence observee experi-

(*) T.A. Welton, Phys. Rev. 74, 1157 (1948).
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mentalement entre 1'etat 2s± et 1'etat 2p$ (deplacement de Lamb) et
discutee dans le paragraphe E-l-b du chapitre. En fait, il faut egalement
tenir compte de 1'effet du couplage (38) avec le champ transverse au
deuxieme ordre : il en resulte une correction de (41), qui concerne
essentiellement la contribution des modes dont les frequences sont les
plus basses (voir exercice 7). II faut egalement remarquer que nous
n'avons evalue ainsi que la contribution des modes pour lesquels
1'approximation des grandes longueurs d'onde est justifiee.

Remarques

(i) Examinons enfin les deux derniers termes de (34.b). e£ou/ est 1'energie
du champ de Coulomb de la particule. D'apres le raisonnement qui permet
de passer de (24) a (25), A(0) est, au premier ordre en qa et au signe pres,
la vitesse de Z(0). Le dernier terme de (34.b) peut done s'ecrire :

II represente done 1'energie cinetique du mouvement de vibration de la
particule dans le champ transverse. Enfin, le dernier terme de (34.a) est
1'energie du champ transverse dans le nouveau point de vue, c'est-a-dire
1'energie du champ transverse non lie a la particule.

(ii) La disparition des termes lineaires en qa dans le nouvel hamiltonien
d'interaction est une propriete int6ressante qui peut etre utilisee pour
caracteriser des transformations unitaires plus generates que la transforma-
tion de Pauli-Fierz. Supposons par exemple que Ton effectue sur 1'hamilto-
nien en jauge de Coulomb d'un systeme de deux particules couplees au
champ transverse une transformation unitaire qui elimine les termes
d'interaction lineaires en qa et qft. Les effets en qaq^, qui etaient decrits
dans le point de vue de Coulomb par un echange de photons transverses
entre les deux particules (interaction courant-courant etudiee dans le
paragraphe F du chapitre II), doivent alors apparaitre explicitement dans
le nouvel hamiltonien des particules. En effet, dans le nouveau point de
vue, tout 6change de photons conduirait a des effets d'ordre superieur a
qaqp. La meme demarche peut etre suivie pour etablir des hamiltoniens
d'interaction magnetique entre deux particules possedant des spins (voir
par exemple 1'exercice 11).

c) AVANTAGES DU NOUVEAU POINT DE VUE

Finalement, si on se limite a 1'ordre le plus bas en qa et a 1'effet des
modes de grande longueur d'onde, le point de vue de Pauli-Fierz
presente de nombreux avantages.

Tout d'abord, les corrections radiatiyes se traduisent par des modifica-
tions simples des termes d'energies cinetique et potentielle de la
particule, dont le sens physique est tres clair.

Ensuite, 1'interaction entre la particule et le nouveau champ trans-
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verse, qui est associe aux photons « reels », est beaucoup plus physique
dans la mesure ou elle fait intervenir directement 1'acceleration de la
particule. L'etude de 1'emission de rayonnement de basse frequence au
cours d'une collision s'en trouve considerablement simplifiee (voir
exercices 8 et 9).

Enfin, les etats asymptotiques d'un processus de collision ont une
forme beaucoup plus simple dans le nouveau point de vue. En effet, en
dehors de la zone d'action du potentiel Ue, 1'hamiltonien (34) (ou
(34')) se reduit a la somme d'un hamiltonien de particule libre et d'un
hamiltonien de rayonnement. Les etats asymptotiques de diffusion se
presentent alors comme des simples produits d'une onde plane de
particule par un etat de rayonnement. Par centre, dans le point de vue
de Coulomb, 1'interaction entre la particule et le champ transverse
subsiste dans 1'etat initial et dans 1'etat final, puisque cette interaction
fait intervenir la vitesse de la particule qui, a la difference de
1'acceleration, ne s'annule pas avant la collision et apres la collision. La
particule incidente ou diffusee est done, dans le point de vue de
Coulomb, « habillee » d'un nuage de photons « virtuels », et la construc-
tion d'etats asymptotiques corrects est alors plus complexe (voir
comp!6ment BIH, §2).

Tous les avantages precedents ne doivent pas cependant faire oublier
les limitations du point de vue de Pauli-Fierz. II y a tout d'abord
1'approximation des grandes longueurs d'onde. On pourrait s'en
affranchir, au prix de calculs plus complexes utilisant des transforma-
tions unitaires qui eliminent les termes d'interaction Hneaires en
qa (voir remarque (ii) du paragraphe 3-b), ou qui consistent a remplacer
dans (20) Z(0) par Z(ra) (*). II y a aussi des limitations plus
fondamentales que nous abordons maintenant.

d} CRITIQUE DE LA NOTION DE CHAMP LIE A UNE PARTICULE
L'idee de separer le champ lie a 1'electron du champ libre represente

une premiere version de 1'idee de « renormalisation » envisagee par
H.A. Kramers des 1938(**). Ce dernier a essay e de construire une
theorie classique, puis quantique, dans laquelle le champ lie a 1'electron
et le reste du champ electromagnetique sont constamment distingues.
La contribution du champ electromagnetique a la masse de la particule
proviendrait alors uniquement du champ lie. C'est effectivement ce qui
se passe a 1'ordre le plus bas : la correction a 1'energie cinetique
apparaissant dans le premier terme de (34.b) provient du champ
transverse lie a la particule et peut etre interpretee comme etant
associee a une correction de masse.

(*) Voir par exemple E.A. Power and T. Thirunamachandran, Am. J. Phys. 46, 370
(1978).

(**) H.A. Kramers, Nuovo Cimento 15, 108 (1938).
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En fait, on ne peut pas avancer tres loin dans cette direction. La
notion meme de champ lie a une particule doit etre critiquee. Elle n'a
de sens que pour une particule classique en mouvement uniforme. Des
que la particule acce"lere ou ralentit, les champs AP et EP, fonctions de
r« et Pa? changent instantanement dans tout 1'espace. De tels champs ne
peuvent done etre considers, dans une theorie relativiste, comme des
champs physiques. Dans le cadre quantique, une autre difficulte
apparait: on ne peut pas imposer a la particule un mouvement
rectiligne uniforme. On peut seulement resoudre les equations de
Heisenberg couplees des observables du champ et des observables de la
particule, pour une particule initialement en mouvement de translation
uniforme en presence du vide. Au premier ordre en qa, on retrouve
bien 1'idee classique, puisque le champ calcule resulte du mouvement
non perturbe de la particule. Mais, aux ordres superieurs, le mouvement
de la particule est perturbe par le champ initial qui, quantiquement,
n'est jamais identiquement nul, et son mouvement n'est plus uniforme.
Trouver une transformation unitaire qui realise exactement la separa-
tion du champ lie est en fait impossible.

Pour devenir reellement efficace, I'id6e de « renormalisation » devra
s'inscrire dans une perspective theorique completement differente.
D'une part, les particules doivent etre decrites de fac,on relativiste, et
les calculs menes de fagon a faire apparaitre constamment des
grandeurs covariantes. D'autre part, 1'idee meme de decomposer le
champ electromagnetique en deux parties est abandonnee. C'est dans le
calcul de 1'amplitude de probabilite d'un processus que Ton distingue
des contributions differentes. Partant d'une particule dans le vide et
branchant le couplage avec le champ, on identifie, sur une amplitude de
probabilite, 1'ensemble des processus d'interaction qui se produisent
alors, comme etant ceux qui decrivent « 1'habillage » de la particule par
des photons virtuels, et qui resultent de 1'interaction de la particule avec
le champ qu'elle produit et les fluctuations du vide. La variation de
Penergie du systeme produite par ce couplage peut s'interpreter comme
un changement de la masse de la particule. En presence d'autres
particules ou d'un champ ext6rieur, on distingue alors dans I'amplitude
de probabilite, d'une part les processus qui sont identiques aux
precedents et qui s'exprimeront par une renormalisation de la masse,
d'autre part les processus qui correspondent a une interaction avec une
autre particule ou avec le champ exterieur.

C'est done finalement, comme nous 1'avons fait dans le chapitre, sur
les amplitudes de probability des processus qu'il faut effectuer la
separation entre contributions a la masse electromagnetique, et contri-
butions a la production reelle de rayonnement, et non pas sur le champ
lui-meme.



CHAPITRE III

Etude mm perturbative
des amplitudes de transition

Dans le chapitre I, nous avons introduit la notion d'amplitude de
transition qui est a la base de la description quantique des processus
d'interaction entre particules chargees et photons. Nous nous sommes
cependant Iimit6s a une 6tude perturbative de ces amplitudes, bas£e sur
une decomposition de 1'hamiltonien total H du systeme en une partie
non perturbee HQ et un couplage V. Ainsi, le calcul des amplitudes de
transition, prdsente" dans le complement Aj, a et6 limite & 1'ordre 2 en
V.

C'est egalement en termes perturbatifs que nous avons analyse, dans
le chapitre II, un certain nombre d'effets physiques qui peuvent etre
observes sur des atomes interagissant avec des photons, chaque
processus etant represent^ diagrammatiquement a 1'ordre le plus bas en
V ou il se manifeste. II est cependant apparu a plusieurs reprises, au
cours de ce chapitre II, qu'une comprehension plus approfondie de
certains ph6nomenes physiques n^cessite d'aller au dela de la theorie
des perturbations et de tenir compte de certains effets de V a tous les
ordres. C'est le cas par exemple de la disintegration radiative d'un etat
atomique excite, due a 1'emission spontan6e d'un photon, ou encore
celui de la diffusion resonnante. Pour analyser ces phenomenes, nous
avons utilise dans le chapitre II des arguments qualitatifs bases sur un
modele tres simplifi6 d'etat discret coup!6 a un continuum parfaitement
plat, decrit dans le complement C/. Le but du present chapitre est de
reprendre ces problemes de maniere plus g6nerale et de presenter des
m6thodes de calcul de 1'operateur d'evolution plus puissantes que celles
du complement A;, dans la mesure ou elles conduisent ^ des expressions
non perturbatives pour les amplitudes de transition.

Nous commencons dans la partie A par montrer tout I'interdt qu'il y a
& introduire, pour Petude de ce genre de probleme, la resolvante
G(z) = l/(z - H) de 1'hamiltonien H, z etant une variable complexe.
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La relation qui existe entre la resolvante G(z) et la resolvante « non
perturbee » G0(z) = l/(z - //0), relative a 1'hamiltonien non perturbe
H0, est en effet une equation algebrique, beaucoup plus simple a manier
que liquation integrate reliant les operateurs devolution C/(T) et
UO(T) associ6s respectivement a H et HQ. Une fois que les elements de
matrice de G(z) ont etc calcules, les elements de matrice correspondants
de U(r) s'en deduisent par une integrale de contour. Les proprietes
analytiques de G(z), qui interviennent dans cette integrale de contour,
sont analysees dans le complement A in.

Nous montrons ensuite dans la partie B comment 1'equation algebri-
que reliant G(z) et G0(z) peut etre utilisee pour obtenir des expressions
compactes et exactes resommant formellement la serie des perturbations
et privilegiant de maniere explicite certains etats non perturbes qui
jouent un role important dans le processus physique etudie. Deux
approches differentes sont utilisees pour introduire ces methodes de
resommation. L'une, tres simple, repose sur une representa-
tion diagrammatique de la serie des perturbations ; 1'autre, plus rigou-
reuse, fait appel a des operateurs de projection. L'interet essentiel des
expressions exactes ainsi obtenues est qu'elles se pretent particuliere-
ment bien a des approximations. On peut ainsi tenir compte a tous les
ordres en V des transitions interme'diaires faisant intervenir certains
etats non perturbes, tout en traitant perturbativement 1'effet des
transitions intermediaires vers les autres etats propres de HQ.

Ces methodes de resommation partielle de la se"rie des perturbations
sont enfin appliquees dans la partie C a un certain nombre de
problemes d'electrodynamique quantique. Nous presentons ainsi un
traitement non perturbatif de divers phenomenes associes a 1'emission
spontanee (d^croissance exponentielle et d^placement radiatif d'un
niveau atomique excite, distribution spectrale du rayonnement emis,
cascades radiatives, effet d'un couplage entre deux niveaux de dur6es
de vie diffe"rentes). Nous analysons egalement le probleme des resonan-
ces a plusieurs photons et introduisons la notion de frequence de Rabi
gen6ralisee.

Mentionnons pour finir deux autres applications qui sont etudiees
dans des complements. Le complement BIH montre comment il est
possible d'utiliser la resolvante G(z) pour etudier la diffusion reson-
nante et pour etablir une expression exacte de 1'amplitude de diffusion
d'un photon par un atome. Enfin, le complement C Ul 6tudie, sur un
modele simple, les corrections a la decroissance exponentielle pour un
6tat discret coup!6 a un continuum de largeur finie. On montre
notamment par des constructions graphiques simples comment
1'augmentation du couplage entre 1'etat discret et le continuum fait
passer continument d'un regime de decroissance exponentielle a un
regime d'oscillation de Rabi.
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A - OPERATEUR D'EVOLUTION ET RESOLVANTE

1. Equation integrate satisfaite par 1'operateur d'evolution

Comme nous 1'avons d6ja indique dans le paragraphe 2-a du
complement Aj, 1'operateur d'evolution U(t,t') associ6 a 1'hamiltonien
H = Ho + V est la solution de Pequation differentielle

obeissant a la condition initiale

II est facile de verifier que la solution des equations (A.I) peut s'6crire

ou

est 1'operateur d'evolution associ6 a I'hamiltonien non perturbe
H0. L'equation int6grale (A.2) satisfaite par I'op6rateur d'evolution
peut etre iteree pour donner le d6veloppement perturbatif de
U(t,t') en puissances de V. On obtient ainsi Pequation (13) du
complement A l et le developpement des amplitudes de transition
donne par 1'equation (C.8) du chapitre I.

La contrainte imposee a tl de varier entre t' et t empeche que
I'int6grale figurant en (A.2) soit un produit de convolution. C'est pour
eliminer cette contrainte et faire apparaitre un vrai produit de
convolution, se transformant en produit simple par transformation de
Fourier, que nous introduisons maintenant de nouveaux operateurs,
tres etroitement relies a U(t,t').

2. Fonctions de Green - Propagateurs

Considerons les operateurs K+ et £0+ d6finis par

ou 0(jt) est la fonction de Heaviside, egale a l pour x >0, et a
0 pour x < 0. En multipliant les deux membres de (A.2) par

rt c+oo
6(t - t ' ) , et en remplacant dtl par dt1 9(t - t^ 0(t! - t ' ) , on

J t' •) - oo
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v6rifie ais6ment que

L'equation (A.6), tres analogue a (A.2), fait intervenir maintenant un
vrai produit de convolution.

Avant de prendre la transformed de Fourier de (A.6), notons que,
compte tenu de (A.I.a) et du fait que d B(x)/dx = S(x), K+ ( t , t ' ) obe"it
& 1'equation

La forme de liquation (A.7), avec une fonction S(t - t') au second
membre, explique pourquoi l'ope"rateur K+(t,t')est appele parfois
«fonction de Green». En fait, il s'agit d'une fonction de Green
retardee puisque K+(t,t') n'est non nul que pour t >t'. II est possible
6galement d'introduire des fonctions de Green avancees

K_ obeit a la meme Equation d'evolution que K+

mais satisfait a des conditions aux limites differentes.
Introduisons maintenant la transformee de Fourier de K+(t,t'), qui

ne depend en fait que de r = t — t'. Posons pour cela

le coefficient — l/27rf etant introduit pour avoir la forme la plus simple
possible pour G+. En inversant (A.11), nous obtenons

Comme K+(r) = e-
iHr/h <9(r), liquation (A.12) devient
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ou TJ est un nombre reel que Ton fait tendre vers zero par valeurs
positives. Des calculs analogues peuvent etre faits pour K_ et sa
transformed de Fourier G_(E) definie par

Ils conduisent a :

Les operateurs G+(E) et G_(£), introduits en (A. 13) et (A. 15) sont
appeles propagateurs retarde et avance.

Par transformation de Fourier, 1'integrale de (A.6) devient un simple
produit, et l'6quation integrate (A.6) devient une equation algebrique

ou G0 + (E) est le propagateur retard6 associe a H0, Notons d'ailleurs
que 1'equation (A. 16) peut etre 6tablie directement a partir de 1'identite

ecrite avec A = E - H + / TJ , B = E - H0 + irj et done
B ~A = H-H0 = V.

3. Resolvante de Phamiltonien

La forme tres simple de G±(E) suggere d'introduire 1'operateur
G(z), fonction de la variable complexe z, d6fini par

G(z) est appele resolvante de 1'hamiltonien H. Les propagateurs
G+ (E) et G_ (E) sont simplement les limites de G(z) quand z tend vers
le point E de 1'axe reel, par valeurs positives ou negatives de la partie
imaginaire

L'operateur d'evolution U(r) s'exprime par une integrate de contour
simple de G(z). Comme 9(x) + B( - x) = 1, les equations (A.4) et
(A.8), entrainent en effet que
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ce qui donne, compte tenu de (A. 11) et (A. 14)

II suffit alors d'utiliser (A. 19) pour obtenir

oii C+ + C_ est le contour represente sur la figure 1. C+ et
C_ sont des droites situees respectivement immediatement au dessus et
au dessous de 1'axe reel et parcourues de droite a gauche pour
C+ , de gauche a droite pour C_ . Pour r > 0 (T < 0), la contribution de
C_(C + ) est nulle.

Figure 1. Contour d'integration figurant dans 1'integrale
donnant U(r) en fonction de G(z).

Comme U(r) se deduit de G(z) par une integrate de contour, il est
clair que les proprietes analytiques de la resolvante G(z) jouent un role
important dans la determination des proprietes de U(r). On peut
montrer (voir complement A 7//) que les elements de matrice de
G(z) sont des fonctions analytiques de z dans tout le plan complexe
prive de 1'axe reel. Les singularites, qui sont toutes sur 1'axe reel,
consistent en des poles situes aux valeurs propres discretes de 1'hamilto-
nien H, et en des coupures s'etendant sur les intervalles correspondant
au spectre continu de H. Une coupure est caracterisee par le fait que les
elements de matrice de G(z) ne tendent pas vers la meme valeur, quand
z tend vers un point de 1'axe reel situe sur la coupure, par dessus ou par
dessous. La difference entre ces deux valeurs represente l'6cart entre
les deux « levres » de la coupure. Notons d'ailleurs qu'il est possible, en
partant par exemple du demi plan superieur, de prolonger analytique-
ment, a travers la coupure, la determination de G(z) du demi plan
superieur vers le demi plan inferieur. On explore ainsi le « deuxieme
feuillet de Riemann ». La fonction prolongee n'est plus necessairement
analytique en dehors de 1'axe reel et peut avoir des poles complexes, qui
se trouvent decrire des etats instables du systeme (etats ayant une
energie complexe et caracterises par un amortissement exponentiel).
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Nous aurons 1'occasion de revenir plus loin sur ce point.
Donnons enfin le deVeloppement perturbatif de G(z) en puissances

de V. L'identite (A. 17), appliqu6e a A = z - H, B = z - HQ, donne

ou G0(z) est la resolvante de H0. Cette equation alg6brique peut etre
iteree aisement pour donner

Prenons I'element de matrice de (A.24) entre les etats propres
((pk\ et | (pi) de //0, d'energies non perturbees Ek et Et. En utilisant la
relation de fermeture sur les etats propres | <p(-) de HQ, et en posant
GU(Z) = <^ t |G(z ) |<p /> , Vn = < < p / | V | 9 / > , on obtient

La structure de (A.25) est tres simple et fait intervenir des produits
d'elements de matrice de V et de denominateurs d'energie (non
perturbee).



168 Etude non perturbative des amplitudes in.B.1

B - RESOMMATION FORMELLE
DE LA SERIE DE PERTURBATION

1. Etude d'un exemple simple - Methode diagrammatique

La forme simple du developpement (A.24) ou (A.25) permet de
regrouper les termes ou un denominateur d'e"nergie l/(z — Eb) relatif a
un etat non perturbe particulier | <pb) apparait n fois, puis de resommer
formellement la serie de perturbations. On aboutit ainsi a des expres-
sions compactes et exactes sur lesquelles des approximations interessan-
tes peuvent ensuite etre effectuees.

Supposons par exemple que | <pb) soit un etat discret de H0, d'energie
Eb, Men isole" de tous les autres etats discrets (par centre, Eb peut
tomber & I'int6rieur du spectre continu de H0). L'el6ment de matrice
GOJ>(Z) = {(Pb\^o(z)\<Pb) = V(z ~ Eb) de la resolvante non perturb6e
a un pole en z = Eb et varie par suite tres rapidement sur le contour
C+ + C _ de la figure 1 au voisinage de z = Eb. On s'attend done a ce
qu'il en soit de meme pour 1'ele'ment de matrice de la resolvante
perturbee Gb(z) = (<Pb\G(z)\ (pb) , qui tend vers Gob(z) quand V tend
vers zero. II est clair qu'au voisinage de z = Eb, les denominateurs
d'energie en l/(z - Eb) du d6veloppement (A.25) de Gb(z) jouent un
role essentiel. Essayons done de regrouper les termes de ce de"veloppe-
ment qui contiennent tous le mdme nombre de denominateurs en
V(* - Eb).

Avec k = I = b, le terme d'ordre ze"ro en V de (A.25) se re"duit a
l/(z - Eb) et contient done une fois ce d6nominateur d'energie.
Comme k = I = b, les termes suivants du developpement contiennent
au moins deux fois l/(z - Eb). Pour qu'ils ne contiennent que deux fois
l/(z - Eb), il faut que tous les autres d6nominateurs d'e"nergie soient
relatifs a des etats | < p ( > autres que | <pb). L'ensemble de ces termes
peut done se representer diagrammatiquement sous la forme

ou un trait plein represente un terme l/(z — Eb), un trait pointille un
terme l/(z - £,) avec i ^ b, un rond un element de matrice de
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V entre les deux etats associes aux traits situes de part et d'autre du
rond (la sommation sur les etats intermediaries i,j ... est sous-enten-
due). La somme (B.I) peut etre r66crite formellement

ou le carre symbolise la somme

et dont 1'expression explicite, notee RI,(Z), est egale a

Le raisonnement precedent se generalise aisement aux termes qui
contiennent n denominateurs en l/(z — Eb). Par exemple, 1'ensemble
des termes n = 3 est represente par

et contribue a Gb(z) par

II suffit ensuite de sommer les contributions correspondant aux diverses
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valeurs de n pour obtenir

c'est-a-dire encore

II convient de bien noter que 1'expression (B.8), qui resomme
formellement la serie de perturbation en faisant jouer un role privilegie
a 1'etat | (?b}, est une expression exacte. Nous en avons donne ici une
« demonstration diagrammatique ». Nous aliens maintenant presenter
une autre demonstration de (B.8), qui utilise des operateurs de
projection et qui a 1'avantage de pouvoir s'appliquer a des situations ou
il est int6ressant de privilegier, non pas un seul, mais plusieurs etats
propres discrets de H0.

2. Methode algebrique utilisant des operateurs de projection

a) PROJECTEUR SUR UN SOUS-ESPACE ^0 DE L'ESPACE DES ETATS

Soit <^0 un sous-espace de 1'espace des etats sous-tendu par un
ensemble de vecteurs propres de H0, { \ <pa} ,| (?b) ...,| <p/> } , qui
jouent un role important dans le processus physique etudie et que Ton
desire privilegier dans le developpement de G(z) en puissances de
V. Si les etats \<pa) ,\<pb) ,...\<pt) sont orthonormes, le projecteur sur
le sous-espace <^0 s'ecrit:

et satisfait aux relations

caracteristiques d'un projecteur orthogonal.
Nous designerons par y0 le sous-espace supplemental de &Q et par

<2 le projecteur sur «^0 qui s'ecrit

et satisfait a des relations analogues a (B.10)
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Comme les sous-espaces <f0 et y0 sont orthogonaux, on a de plus

Par ailleurs, le fait que les etats | ^ f l ) , | < P i , ) , . . . | < p / > soient etats propres
de HQ entraine que

et par suite, d'apres (B.13), que

Nous nous proposons de calculer ici la restriction P G(z) P de
G(z) dans le sous-espace <^0. Nous calculerons egalement les autres
restrictions de G(z) : a 1'interieur de «5^0, Q G(z) Q, et entre
<T0 et ^0, P G(z)Q et QG(z)P.

b) CALCUL DE LA RESTRICTION DE LA RESOLVANTE DANS LE SOUS-
ESPACE <f0

Partons de 1'equation de definition de G(z)

que nous multiplions a droite par P, a gauche par P ou Q. Si Ton insere
P + Q = 1 (voir (B.ll)) entre (z-H0- V) et G(z) et qu'on utilise
(B.15), on obtient les deux equations suivantes

qui sont deux equations operatorielles reliant les deux operateurs
P G(z) P et Q G(z) P. Pour eliminer Q G(z) P entre ces deux equa-
tions, il suffit de reecrire (B.I8) sous la forme

et de reporter ensuite (B.19) dans (B.17) pour obtenir

Introduisons alors 1'operateur R(z) defini par

L'operateur R(z) est appele « opemteur deplacement» pour des raisons
qui apparaitront plus loin. Son developpement perturbatif en puissances
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de V s'6crit

(Nous avons utilis6 (B.12.b) et (B.14) pour ecrire Q[z - Q H0 Q\~l =
Q[z-H0]~l). La presence des operateurs de projection Q dans le
d6veloppement (B.22) entraine que les denominateurs d'energie appa-
raissant dans (B.22) sont tous relatifs a des 6tats propres de
H0 autres que ceux qui sous-tendent <^0. En reportant (B.21) dans
(B.20), nous obtenons pour la restriction de G(z) dans <^0 1'expression

qui generalise 1'equation (B.8).
Montrons tout d'abord que 1'equation (B.23) redonne bien (B.8)

quand le sous-espace <^0 ne contient qu'un etat propre | <p f t> de
HQ, auquel cas

Les restrictions dans <f0 de G(z), R(z), //0, qui apparaissent dans
(B.23), se r^duisent alors a des matrices 1x1, c'est-a-dire a des
nombres egaux respectivement a Gb(z) = (<pb\G(z)\ <pb),
Rb(*)= <<Pb\R(?)\<Pb) et <n|//oln> =Eb. L'equation (B.23) a
done bien la meme forme que (B.8). De plus, en prenant 1'element de
matrice des deux membres de (B.22) entre (<pb\ et | <pb) et en utilisant
la forme (B.25) de Q, nous verifions que la quantite Rb(z) apparaissant
dans (B.23) coincide bien avec le d6veloppement (B.4) trouv6 plus haut
de maniere diagrammatique.

Dans la partie C, nous envisagerons egalement des situations ou le
sous-espace <^0 contient deux 6tats propres discrets | <p fc) et | <pc> de
H0, de valeurs propres Eb et Ec, auquel cas

La matrice representant P G(z) P dans la base { \<pb) ,\(pc) } de
<^0 est alors une matrice 2 x 2
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L'equation (B.23) exprime que la matrice 2 x 2 ecrite en (B.28) est
1'inverse de la matrice.

c) CALCUL DBS AUTRES RESTRICTIONS DE G(z)

Le report de (B.23) dans (B.19) donne

Pour obtenir P G(z) Q, il suffit de prendre les adjoints des deux
membres de (B.30) et d'utiliser I'hermiticite de P,Q,H0,V. En
changeant z* en z dans l'6quation ainsi obtenue, nous trouvons

Calculons enfin Q G(z) Q. Multiplions pour cela (B.16) a droite et a
gauche par Q. II vient

On en deduit, compte tenu de (B.31)

d) INTERPRETATION DE L'OPERATEUR DEPLACEMENT

L'op6rateur P R(z) P apparait au denominateur des expressions
(B.23), (B.30), (B.31) et (B.33) donnant les diverses restrictions de
G(z). «Oublions» momentanement que P R(z) P d6pend de z.
L'examen de (B.23) suggere alors de consid6rer P R P comme un
« hamiltonien » dans le sous-espace <^0, s'ajoutant a P H0 P et permet-
tant de determiner les d6placements des niveaux perturb^s par rapport
aux niveaux non perturb6s, d'ou le nom d'op6rateur d^placement
donne a R(z). Cette interpretation de P R P permet egalement de
comprendre simplement la structure des autres expressions obtenues
plus haut. Par exemple, la lecture de 1'expression (B.30) (de la droite
vers la gauche) suggere que le systeme, partant de <f0, evolue sous
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1'effet de «1'hamiltonien» PH0P + PRP, passe sous 1'effet du
couplage V dans le sous-espace ^Q ou il evolue sous 1'effet de
1'hamiltonien Q HQ Q + Q V Q.

Essayons maintenant de preciser un peu plus la dependance en
z de P R(z) P. En fait, dans 1'integrale de contour (A.22) qui permet de
calculer les elements de matrice de U(r) a partir de ceux de
G(z), ce sont les valeurs de G(z) au voisinage immediat de 1'axe reel qui
interviennent. II est done important de calculer les e!6ments de matrice
de P R(z) P pour z = E ± i i?, ou E est un point de 1'axe reel et
17 un infiniment petit positif. Soient \<pb) et | <pc) deux etats propres de
HQ appartenant a <f0. D'apres (B.21), nous avons

Comme

il vient

ou

Comme les operateurs V,H,P,Q sont hermitiques, il est clair sur
(B.37) et (B.38) que les matrices d'elements Abc(E) et rbc(E) sont
hermitiques

Par centre, la presence du facteur / dans (B.36) montre que, si
rbc(E~) est non nul, 1'operateur PR(E±irj)P est represente dans
$0 par une matrice non hermitique. Meme s'il est legitime, comme nous
le verrons par la suite dans de nombreux cas, de negliger la variation
avec E de Abc(E) et rbc(E) autour de 1'energie non perturbee des
niveaux de <f0, P R(E ± i r j ) P n'est pas un vrai hamiltonien. La partie
antihermitique de cet operateur (provenant des termes + ih Fbc) d^crit
des phenomenes dissipatifs, c'est-a-dire exprime le fait que le systeme
peut quitter <f0 de maniere irreversible.
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Remarque

Lorsque rbc(E) est non nul, il apparait egalement sur (B.36) que
Rbc(E ±/ i?) ne tend pas vers la meme valeur quand z tend vers le point
E de 1'axe r6el par dessus ou par dessous, ce qui est caract6ristique d'une
coupure. En fait, on peut montrer par des calculs analogues a ceux du
compl6ment A lu que P R(z) P admet des coupures sur tous les intervalles
de 1'axe r6el correspondant au spectre continu de Q H Q. Par contre,
P R(z) P diverge quand z tend une valeur propre discrete Ea de
QH Q, auquel cas Abc(E) et rbc(E) ne sont pas d6finis en £ = Ea.

3. Introduction de quelques approximations

Toutes les expressions Stabiles dans le paragraphe precedent sont
exactes. Nous aliens montrer maintenant qu'elles se pretent particulie-
rement bien a des approximations de type non perturbatif prenant en
compte certaines contributions de V a tous les ordres et privilegiant un
ou plusieurs etats non perturbes.

a) CALCUL PERTURBATIF DE L'OPERATEUR DEPLACEMENT. RESOM-
MATION PARTIELLE DE LA SERIE DE PERTURBATION.

Considerons tout d'abord la situation envisagee au paragraphe B-l
ci-dessus ou H0 possede un 6tat propre discret j <pb} bien eloigne de
tous les autres etats propres discrets de H0. Comme nous 1'avons deja
indique, c'est au voisinage de z = Eb sur le contour C + + C_ de la
figure 1 que Gb(z) prend les valeurs les plus importantes. Etudions alors
1'expression (B.4) au voisinage de z = Eb. Tous les denominateurs
d'energie intervenant dans le developpement de Rb(z) sont grands
puisque les autres energies discretes de H0 sont, par hypothese,
eloignees de Eb. Par ailleurs, m6me si Eb tombe dans le spectre continu
de HQ, les sommes sur les etats intermediates associes a ce spectre
continu font intervenir des fonctions delta et des parties principales qui
ne conduisent a aucune divergence (voir les calculs du paragraphe C-l-a
ci-dessous). Si V est suffisamment petit devant H0, la serie (B.4) est
rapidement convergente et il semble tout a fait legitime d'approximer
Rb(z) en ne gardant qu'un nombre fini de termes dans le developpement
(B.4), ou (B.3). Par exemple, on peut ne garder que les deux premiers
termes de ces developpements, ce qui revient a remplacer (B.4) par

ou encore (B.3) par
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L'interdt essentiel de 1'expression (B.8) est qu'une approximation
perturbative sur Rb(z) ne correspond pas a une approximation perturba-
tive sur Gb(z). En effet, le remplacement dans (B.8) de Rb(z) par
1'expression approchee (B.40) revient a approximer Gb(z) par

II est clair sur (B.42) que 1'expression approchee de Gb(z), obtenue
apres 1'approximation (B.40), contient des puissances arbitrairement
elevees de V et ne correspond done pas a une troncature du
developpement (A.24). En d'autres termes, 1'approximation (B.40)
revient a faire une resommation partielle de la s6rie de perturbation : la
somme infinie

est remplace par une autre somme infinie

ou Ton garde tous les d6nominateurs en l/(z - Ek) mais ou 1'on ne
conserve au plus qu'un scul d^nominateur en l/(z — £,) avec
i ^ b entre deux d6nominateurs en l/(z - £^).

Les considerations pr6c6dentes se g6n6raliscnt ais^ment au cas ou
HQ possede plusieurs £tats proprcs dtscrets formant un ensemble bicn
iso!6 des autres 6tats propres dtscrets de HQ. Si P est le projecteur sur le
sous-espace £Q correspondant, 1'approximation 6quivalente a (B.40)
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consiste a ne garder que les deux premiers termes du d6veloppement
(B.22) et a remplacer done, dans (B.23), P R(z) P par

b) APPROXIMATION CONSISTANT A NEGLIGER LA DEPENDANCE EN
ENERGIE DE L'OPERATEUR DEPLACEMENT

Comme dans le paragraphe precedent, supposons tout d'abord que le
sous-espace <f0 ne contienne qu'un seul etat | <pb} et considerons
1'expression (B.8) ecrite pour z = E ± it)

II arrive tres frequemment que les variations avec E de Rb(E ±11?)
soient beaucoup plus lentes que celles de Gb(E ±iri), en particulier au
voisinage de E = Eb, ou le « souvenir » du pole apparaissant sur la
resolvante non perturbee Gob(z) = 1 /(z — Eb) se manifeste par un
comportement r6sonnant de Gb(E±ir\). Une approximation couram-
ment effectude consiste alors a negliger la variation avec E de
Rb(E±ir\} et a poser dans (B.46)

Nous reviendrons plus loin (§ C-l-c) sur les conditions de validite d'une
telle approximation. Comme Rb(Eb±ir)) est une quantit6 complexe
independante de E, il apparait sur (B.46) qu'une telle approximation
revient a corriger Penergie non perturbee Eb d'une quantite complexe,
la partie reelle de la correction representant un d6placement d'energie
et la partie imaginaire un elargissement.

Dans le cas general, ^0 a une dimension superieure a 1. Supposons
que les etats |^ a) , \<f>b} ... | < p / > qui sous-tendent <f 0 aient des 6nergies
Ea,Eb,...E[ groupees autour de E0. L'approximation equivalente a
(B.47) consiste alors a poser

Remarques

(i) II est bien sur possible d'effectuer & la fois les deux approximations
precedentes, c'est-a-dire de remplacer Rb(z) par une expression perturba-
tive Rb(z), puis de n6gliger les variations avec E de Rb(E±irj).

(ii) En remplac.ant Rb(E±iT\) par Rb(Eb±ir)) dans (B.46), on obtient
une expression approchee de G i (£±/Tj) qui ne peut plus pr6senter de
pdles au voisinage des autres valeurs propres discretes de H0. Or,
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1'expression exacte de Gb(z), Gb(z) = ((ph\(z-H) l \ < p b ) , montre que
Gb(z) possede des pdles aux valeurs propres discretes Ea de H, les residus
correspondant & ces pdles 6tant 6gaux a | (<p f c | i^a) |

2, ou | i/»a) est 1'etat
propre de H de valeur propre Ea. Le r6sidu | (<pt>\ «^a) |

2 est tres petit si
V est tres petit et si | </>„) tend, quand V tend vers z6ro, vers un 6tat
propre discret de H0 orthogonal a | <p f r) . Ce sont ces poles, de rdsidu tres
petit, que 1'approximation (B.47) fait disparaitre de Gb(z).
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C - ETUDE DE QUELQUES EXEMPLES D'APPLICATION

Nous appliquons maintenant les methodes non perturbatives prece-
dentes a 1'etude de quelques problemes d'electrodynamique quantique.
Un example important de situation ou le sous-espace <^0 ne contient
qu'un seul etat discret est celui de 1'emission spontanee de rayonnement
a partir d'un etat atomique excite discret. Nous montrons dans le
paragraphe 1 comment 1'etude de la restriction P G(z) P de G(z) dans
$Q permet d'etudier 1'evolution de 1'etat excite et de retrouver la
decroissance exponentielle de cet etat ainsi que son deplacement
radiatif. Toujours sur cet exemple simple, nous montrons ensuite dans
le paragraphe 2 comment l'6tude de Q G(z) P permet de calculer la
repartition spectrale des photons emis spontanement et d'analyser
d'autres phenomenes physiques interessants comme les cascades radiati-
ves. Les deux derniers paragraphes sont consacres a l'e"tude de
situations physiques ou deux etats discrets | <p fc) et j <pc) jouent un role
important (sous-espace <f0 de dimension 2). Nous commen$ons (§3)
par etudier 1'effet d'un couplage entre deux niveaux atomiques excites
de durees de vie differentes, un exemple important d'une telle situation
etant la disparition de la metastabilite de 1'etat 2 s de 1'Hydrogene par
couplage Stark avec 1'etat 2p. Nous etudions enfin (§4) les deplace-
ments lumineux et la frequence de Rabi generalisee associes a une
resonance a plusieurs photons entre deux niveaux atomiques
discrets (*).

1. Evolution d'un etat atomique excite

a) CALCUL NON PERTURBATIF DE vAMPLITUDE DE PROBABILITY
POUR QUE L'ATOME RESTE EXCITE

Considerons un atome dans un etat excite discret \b) non d6gen6re.
Pour simplifier, nous ignorons les degres de liberte externes de
translation. Soit

l'6tat du systeme global atome + rayonnement representant 1'atome
dans l'6tat excite b dans le vide de photons. L'etat | <pb} est un etat
propre de 1'hamiltonien non perturbe H0, dont 1'energie Eb est supposee

(*) Les exemples physiques considered dans les paragraphes 3 et 4 correspondent a la
situation generale ou les deux niveaux | <p f r> et | (pc> ont des largeurs differentes. Le cas
ou les deux niveaux | <pb> et | <pc> sont, soil stables, so it de meme largeur, se rencontre
dans les experiences de resonance magnetique dans les niveaux fondamentaux ou excites.
Cette situation conduit a des calculs plus simples (voir complement A v/).
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ties 61oignee de toutes les autres valeurs propres discretes de
HQ. Nous aliens calculer

pour en deduire ensuite, grace a 1'integrale de contour (A.22),
1'amplitude de probabilite

pour que I'atome, initialement dans 1'etat b, reste dans cet 6tat pendant
un temps T.

D'apres la formule (B.8), Gb(z) est egal a

ou Rb(z) est donn6 par une expression analogue a (B.4). En electrody-
namique quantique (voir § C-l du chapitre I), V = Hn + H12 ou
HH et H12 sont d'ordre 1 et 2 vis-a-vis des charges qa (nous negligeons
ici les effets lies aux spins, decrits par //£). Comme dans le paragra-
phe B-3-a, remplac.ons Rb(z) par son expression a 1'ordre 2 en
qa qui s'ecrit

ou |«;ke) represente I'atome dans 1'etat interne a en presence d'un
photon ke. A 1'approximation des grandes longueurs d'onde, le premier
terme de (C.5) se reduit a une constante independante de b, donnee par
1'expression (E.5) du chapitre II et que nous supposerons r6int6gr6e
dans HQ. L'expression (C.5) se reduit alors au dernier terme, dont la
representation diagrammatique (analogue a (B.41)) est

le trait pointille de (B.41) etant remplace ici par 1'ensemble d'une ligne
droite representant I'atome dans 1'etat a et d'une ligne ondulee
representant le photon ke. Le remplacement de Rb(z) par Rb(z) dans
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(C.4) revient done & resommer dans Gb(z) 1'ensemble des termes

Sont ainsi n6gliges tous les processus ou plusieurs 6tats intermddiaires
(au lieu d'un seul) apparaissent entre deux 6tats |&;0) (repr6sente"s par
une simple ligne atomique b sans ligne ondulee de photons), par
exemple

Calculons maintenant la valeur de Rb(z) au voisinage de 1'axe reel. Le
dernier terme de 1'equation (C.5) donne

Compte tenu de (B.35), il vient alors
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avec

de sorte que 1'expression approchee de Gb(E±irt) s'ecrit

Avant d'aller plus loin, soulignons quelque proprietes importantes
des fonctions fb(E) et Ab(E). Tout d'abord, il decoule des equations
(C.ll) et (C.12) que

La relation (C.14) est une relation de dispersion entre les deux fonctions
Ab(E) et fb(E) qui sont transformers de Hilbert 1'une de 1'autre. Par

ailleurs, il apparait clairement sur (C.12) que fb(E} est positif et n'est
different de zero que pour E > Ea (puisque Ea + ha> varie entre
Ea et + oo ). En fait, fb(E) dE caracterise 1'intensite du couplage entre
1'etat initial |6;0) et 1'ensemble des etats finals |«;ke) ayant une
energie comprise entre E et E + dE. Comme les densit6s d'etats et les
elements de matrice de Hn varient en general lentement avec Penergie
E, il s'ensuit que fb(E), et par suite Ab(E), sont des fonctions lentement

variables de E. Enfin, pour E = Eb, Ab(E) et fb(E) prennent des
valeurs, que nous noterons Ab et Fb, qui sont donnees par

et dont 1'interpretation physique est tres claire : fiAb est le deplacement
(au second ordre en q) de 1'etat b, du au couplage avec le rayonnement.
Fb est la probabilite par unite de temps d'emission spontanee d'un
photon de 1'etat b vers un etat a d'energie inferieure.
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b) DUREE DE VIE ET DEPLACEMENT RADIATIFS

Revenons maintenant a 1'expression (C.13) de Gb(E ± zi?) et introdui-
sons 1'approximation supplementaire consistant a remplacer les fonc-
tions rb(E) et Ab(E), qui sont des fonctions lentement variables de
E, par les valeurs qu'elles prennent au voisinage de E = Eb. On obtient
ainsi

L'integrale de contour (A.22) de (C.17) donne alors

L'expression (C.17) peut encore s'ecrire

ou

est 1'energie de 1'etat b corrigee du deplacement radiatif h Ab. Les
resultats annonces dans le paragraphe A-l-c du chapitre II sont ainsi
demontres : 1'etat excite b est deplace et la probabilite de presence de
1'atome dans 1'etat excite decroit exponentiellement avec une duree de
vie rb = l/Fb. En fait, les divers termes de la somme partielle infinie
(C.7) correspondent par transformee de Fourier aux divers termes du
developpement de 1'exponentielle (C.I8) en puissances de Ab et
rb. Si Ton avait arrete le developpement de perturbation a un certain
ordre n, on aurait obtenu un polynome en t, et non une decroissance
exponentielle. II apparait ainsi clairement qu'un traitement non pertur-
batif est indispensable pour rendre compte de la decroissance exponen-
tielle des etats excites.

c) CONDITIONS DE VALIDITE DU TRAITEMENT PRECEDENT

Dans les deux paragraphes precedents, nous avons introduit deux
approximations pour parvenir a 1'expression (C.18) de Vb(r). Tout
d'abord, nous avons remplace dans 1'expression exacte (C.4) de
Gb(z), Rb(z) par 1'expression approchee Rb(z) donnee en (C.5). Puis,

nous avons neglige les variations avec E de Rb(E ± i 17) et remplace

Rb(E ± ITJ ) par Rb(Eb ± iij) = *Ab + i* Fb/2.
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Commencons par etudier la deuxieme approximation. Examinons le
resultat que Ton obtiendrait pour Ub(r) si Ton ne negligeait pas la
dependance en E de Rb(E ± *•>?). Au lieu de (C.17), nous utilisons done
maintenant (C.13). D'apres (A.21), Ub(r) est, a un coefficient pres, la
transformed de Fourier de Gb_(E} — Gb + (E). De maniere plus
precise, les relations (A.21), (A.19) et (C.13) permettent d'ecrire

ou

Pour que la decroissance exponentielle de Ub(r) decrite par (C.18) soit
valable, il faudrait que les variations de ^lb{E) avec E soient celles
d'une lorentzienne. Or, il est clair sur (C.20.b) que 9tb{E) ne coincide
pas en general avec une lorentzienne (*). Pour que 1'approximation
lorentzienne soit valable dans (C.20.b), il faut que fb(E) et Ab(E)
varient tres peu quand E varie autour de Eb + h Ab sur un intervalle de
quelques ftFb. ^fb(E) est alors tres proche de la lorentzienne conduisant
a (C.18), sur un intervalle de valeurs de E egal a plusieurs fois la largeur
de cette lorentzienne. Pour exprimer de maniere precise la condition
precedente, appelons h w0 Tintervalle d'energie au bout duquel
fb(E) et Ab(E) varient de maniere appreciable. Par exemple, si l'6tat
b est le premier etat excite et a 1'etat fondamental, ft w0 est de 1'ordre de
Eb - Ea. II faut alors que

Lorsque \E - Eb\ n'est plus n6gligeable devant fiwQ, il n'est plus
possible de negliger dans (C.20.b) les variations avec E de rb(E) et

(*) Pour qu'il en soit ainsi, il faudrait que fb(E) soit independant de E, Ab(E) etant
alors nul d'apres (C.14). Une telle situation correspond en fait a celle du modele simple
de continuum choisi dans le Complement Cf.
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Ab(E) qui font que les ailes de ^fb(E) ne sont plus celles d'une
lorentzienne. Les corrections correspondantes a la decroissance expo-
nentielle sont etudiees dans le complement C///, ou Ton prend pour
rb(E) une courbe en forme de cloche, de largeur ft w0.

II nous reste a examiner 1'autre approximation utilisee plus haut et
consistant a remplacer Rb(z) par 1'expression perturbative 6crite en
(C.5). L'infiniment petit qui caracterise le developpement perturbatif
(B.4) de Rb(z) est Hn/H0, c'est-a-dire encore en ordre de grandeur
[F/WQ]* puisque F ~ H^/WQ. L'in6galite (C.21) entraine que, si les
premiers termes (C.5) du d6veloppement perturbatif de Rb(z) sont non
nuls, les termes suivants peuvent etre negliges.

Notons enfin que la structure (C.20.b) de ^fb(E) demeure valable
meme si Rb(E ± i 17) n'est pas approxime* par Rb(E ± i r ) ) (voir remarque
ii du paragraphic 3 du complement AHI}.

2. Distribution spectrale des photons 6mis spontanement par un atome
excite

a) fiLfiMENT DE MATRICE DE LA RESOLVANTE ASSOCIE AU PROCESSUS
ETUDlfi

Nous nous proposons ici de calculer l'616ment de matrice de
G(z)

entre 1'etat initial |ft;0) (atome dans l'6tat excit6 b dans le vide de
photons) et l'6tat final |a;ke> (atome dans l'6tat a en pr6sence d'un
photon ke). Nous supposerons que a est l'6tat fondamental et
b le premier niveau excite, la transition b -* a etant permise. Une fois
que (C.22) est calcu!6, 1'amplitude de probabilite pour que 1'atome ait
emis un photon ke au bout d'un temps T en passant de b a
a est obtenue par I'int6grale de contour (A.22). Si T est positif, seul le
contour C+ intervient et

Le premier terme non nul du d6veloppement (A.24) permettant de
relier |b;0) a |a;ke) est le terme GQHn G0, ce qui donne :
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qui peut etre represente par le diagramme

deja introduit dans le chapitre II (voir figure 1).
Soit <£"o le sous-espace sous-tendu par \b;0). Comme |#;ke) appar-

tient au sous-espace supplemental^ £%, 1'element de matrice (C.22)
est un element de matrice de Q G(z) P. L'utilisation de (B.30) permet
alors d'obtenir pour (C.22) 1'expression exacte.

Le dernier element de matrice de (C.26) a deja ete etudie dans le
paragraphe precedent et nous avons obtenu pour ce terme une
expression approchee (C.17), qui est non perturbative puisqu'elle
resomme tous les diagrammes represent^ en (C.7). Pour z = E + i r j ,
1'expression (C.26) s'ecrit compte tenu de (C.19.a)

Considerons maintenant le premier element de matrice de (C.27).
Pour I'eValuer, nous nous contenterons ici (comme dans le paragra-
phe B-l ci-dessus) de considerer des sous-ensembles de diagrammes
issus du developpement de G(E + i i?) en puissances de Hn. Nous
pouvons ainsi essayer de resommer tous les diagrammes ou 1'etat final
|a;ke) apparait un nombre arbitraire de fois, ce qui fait apparaitre un
nombre arbitraire de denominateurs en l/(z — Ea - fto>) analogues a
celui figurant dans (C.24). Par centre, entre deux tels etats |«;ke),
nous ne gardons au plus qu'un 6tat « non resonnant», c'est-a-dire
different de |&;0) ou |a;ke). Plus precisement, nous nous limitons a la
somme infinie de diagrammes du type (C.28)
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ou le double trait b represente le propagateur perturbe de l'6tat initial
correspondant au dernier terme de (C.27) et representant symbolique-
ment la somme infinie (C.7). Les diagrammes representes en (C.28)
suggerent 1'image suivante : une fois que le photon ke a ete 6mis,
1'atome dans l'6tat a 6met et rdabsorbe virtuellement des photons en
permanence. De tels processus sont responsables du ddplacement
radiatif de l'6tat fondamental a. Notons qu'il n'y a pas d'instabilit6 pour
l'6tat a car il n'y a pas d'etat d'e"nergie inf6rieure vers lequel 1'atome
puisse se desint6grer radiativement a partir de a. Comme le photon
ke est« spectateur » dans (C.28), on peut se convaincre aisement que la
semination de tous les diagrammes (C.28) conduit, avec les memes
approximations que celles utilis6es pour etablir (C.17), a remplacer le
premier denominateur de (C.24) (6crit pour z — E + iT}) par
l/(E + irj - Ea - ha)), ou Ea est l'6nergie Ea corrig6e du deplacement
radiatif hAa de l'6tat a. Une approximation de 1'expression exacte
(C.26), meilleure que (C.24), est done finalement

et est repr6sent6e par le diagramme
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ou les deux doubles traits represented les propagateurs perturbes de
1'etat initial et de 1'etat final. Une approche plus directe que celle suivie
ici, d6finissant de maniere rigoureuse l'e"tat final perturbe, est presentee
dans le compl6ment #///.

Avant d'etudier la repartition spectrale du rayonnement 6mis, nous
aliens auparavant ge~neraliser 1'expression (C.29) au cas ou la desinte-
gration radiative de l'6tat excitf initial fait apparaitre plusieurs photons
dans 1'etat final.

b) GENERALISATION A UNE CASCADE RADIATIVE

Nous considerons maintenant le cas ou 1'atome part d'un niveau
c plus excite que b et retourne a 1'etat fondamental a en emettant deux
photons kjEj et k2£2 (voir les figures 2«x et 2£ representant les deux
ordres temporels possibles d'6mission des deux photons).

Figure 2. Passage de 1'etat excite" c a 1'etat fondamental a par Emission
spontande de deux photons k^ et k2e2. Les deux processus (a) et
(ft) different par 1'ordre d'emission des deux photons.

La presence d'un niveau b situe" entre c et a entraine que 1'amplitude
des processus (2a) et (2/3) peut prendre des valeurs importantes a
cause d'une resonance dans 1'etat intermediate. C'est ce qui se passe
quand la frequence (al du photon k^ pour le processus (2a), ou la
frequence (i)2 du photon k2£2 pour le processus (2)8), sont tres voisines
de la frequence (ocb de la transition c -* b, 1'atome passant interm6diai-
rement dans 1'etat b. Une telle situation correspond a une cascade
radiative c -* b -* a.

Nous supposerons dans ce qui suit que les frequences atomiques
cocb et a>ba sont tres nettement differentes (1'ecart | cocb - u>ba\ etant tres
grand devant les largeurs naturelles Fc et Fb de c et b). Les deux
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amplitudes associ6es aux processus (2a) et (2/3) ne peuvent pas alors
etre simultanSment importantes (*). Nous supposerons (ol voisin de
<t)cb et negligerons le processus (2)3). Le photon k^j est alors celui qui
est 6mis en premier dans la transition c -*. b.

L'616ment de matrice

permet de calculer 1'amplitude de transition

A 1'ordre le plus bas en Hn, le troisieme terme du developpement
(A.25) donne, pour la contribution du processus (2a) a l'amplitude
(C.31), le resultat

repr6sente par le diagramme

Comme dans le paragraphe precedent, nous pouvons resommer les
autres diagrammes d'ordre plus 61ev6, du type de (C.35), contenant un
nombre arbitraire de fois les 6tats « resonnants » |c;0), Ib-^e,^,
|a;k1e1,k2e2> comme etats intermediaires et ne contenant au plus qu'un
6tat non resonnant entre deux tels etats resonnants.

(*) Voir cependant la remarque a la fin de ce paragraphe et 1'exercice 15 qui
considerent la situation ou les trois niveaux a, b, c sont a peu pres equidistants.
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Comme plus haut, on peut montrer qu'une telle resommation revient a
remplacer dans le d6nominateur de (C.33) (6crit pour z = E + irj),

On obtient ainsi

correspondant au diagramme obtenu en remplagant dans (C.34) les
trois simples traits a b c par trois doubles traits symbolisant des
propagateurs perturbed (voir le premier diagramme de (C.46)).

Des m6thodes plus algebriques, utilisant des op6rateurs de projection
sur plusieurs sous-espaces orthogonaux peuvent etre mises en oeuvre
pour etudier le probleme des cascades radiatives. Elles confirment les
resultats etablis ici par des methodes diagrammatiques (*).

(*) Voir par exemple L. Mower Phys. Rev. 142, 799 (1966). A.S. Goldhaber and
K.M. Watson, Phys. Rev. 160, 1151 (1967). L. Mower, Phys. Rev. 165, 145 (1968).
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c) LARGEUR NATURELLE ET DEPLACEMENT DBS RATES EMISES

a) Rate emise a partir du premier niveau excite

Revenons a 1'emission spontanee d'un seul photon a partir du premier
niveau excite b.

Pour obtenir la distribution spectrale du photon 6mis, il faut calculer
1'amplitude d'emission (C.23) pour un temps r suffisamment long pour
que 1'atome soit certainement retombe dans 1'etat a (T > /Y1), puis
etudier la dependance en cu du carre du module de cette amplitude.

Reportons (C.29) dans (C.23) et calculons 1'integrale sur E par la
methode des residus. Pour T > T^1, seul le pdle en Ea + hto de (C.29)
contribue, et on obtient

oii

represente la frequence (angulaire) de la transition reliant 1'etat
b deplac6 de ft Ab a 1'etat a deplace de h Aa. Elevons au carre le module
de (C.37). La dependance en to du numerateur est beaucoup plus lente
que celle du denominateur et peut etre neglig6e. La repartition en
frequence I(a>) des photons emis est done proportionneile a

Elle est donnee par une courbe de Lorentz de largeur a mi-hauteur
Fb, appe!6e largeur naturelle, centree en &ba, qui differe de a)ba par le
deplacement Ab — Aa.

3) Raies emises dans une cascade radiative

Pour obtenir la repartition spectrale des deux photons emis dans la
cascade radiative c -*. b -^ a (voir Fig. 2a), il faut maintenant reporter
(C.36) dans (C.32). Pour r > T'1,^1, seul le pole en Ea + /uoj + ha>2

contribue a 1'integrale et on obtient
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Comme plus haut, il est 16gitime de n6gliger la variation avec
w j et (i) 2 du numerateur devant celle du de"nominateur, de sorte que la
distribution combine'e I(<ol,a>2) des frequences des deux photons e"mis
est donne"e par

ou <oba est d6ja donn6e en (C.38) et ou

Supposons que Ton n'observe que le premier photon (ol. Sa distribu-
tion spectrale s'obtient en integrant I(a>1,a>2) sur o>2

L'int6grale sur o>2 de (C.41) peut etre calcu!6e ais6ment par la m6thode
des residus. II vient

ou

La repartition spectrale des photons 6mis sur la transition c -*. b est
donnee par une lorentzienne centred en a>cb et dont la largeur a mi-
hauteur est la somme des largeurs naturelles Fc et Fb assocî es aux
deux niveaux sup^rieur et inf£rieur de la transition.

Si par centre on n'observe que le photon o>2, il faut intfgrer (C.41) sur
u)1. On retrouve alors le mdme resultat que celui donne en (C.39).

Remarque
En toute rigueur, 1'amplitude d'6mission des deux photons est represented
par une somme de deux diagrammes different par 1'ordre demission des
deux photons
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Ces deux diagrammes correspondent aux deux processus de la figure 2 et
d6crivent deux chemins diffdrents faisant passer du meme 6tat initial au
meme 6tat final. Les amplitudes correspondantes doivent done interf6rer.
En fait, si | wcb — o5ftfl| g> Fc,rb, les deux amplitudes ne peuvent jamais
etre simultandment importantes, de sorte que les effets d'interfeience sont
n6gligeables. Le calcul pr6c6dent est alors valable. Par centre, si les trois
niveaux a, b, c, sont 6quidistants, les deux amplitudes associ6es a (C.46)
peuvent etre comparables et leur interference ne peut plus etre ignorde.
Un exemple d'une telle situation est analyse1 dans 1'exercice 15 qui 6tudie
remission spontan6e en cascade & partir du niveau n = 2 d'un oscillateur
harmonique.

3. Couplage indirect entre un niveau discret et un continuum. Exemple
de la transition de Lamb

a) PRESENTATION DU PROBLEME

Nous conside"rons maintenant le cas ou un niveau discret | <pc) de
HQ est couple a un continuum, non pas directement (comme dans les
paragraphes precedents) mais indirectement, via un autre niveau
discret | <pb} de HQ, d'energie voisine. Cette situation se rencontre par
exemple dans 1'atome d'hydrogene, le niveau m6tastable 2s$ 6tant tres
proche en 6nergie du niveau instable 2p± (voir figure 3). Nous aliens
montrer dans ce paragraphe qu'un faible couplage entre ces deux
niveaux peut conduire a une reduction importante de la m6tastabilit6
du niveau 2s$ (*).

Figure 3. Schema des niveaux d'6nergie de 1'atome d'hydrogene considers
dans ce paragraphe. Les niveaux 2s± et 2p± sont quasi-d6g6n6r6s. Le niveau
2 p± peut se d6sexciter vers le niveau 1 sj en 6mettant un photon. Le niveau
2sj est metastable en absence de couplage W.

(*) En fait, l'6tat 2 s± peut se d6sint6grer radiativement vers l'6tat 1 s± par un processus
d'dmission spontanee a deux photons (voir chapitre II, § D-l). Nous ndgligerons ici un tel
processus car I'instabilit6 introduite par le couplage avec l'6tat instable 2p^ est beaucoup
plus importante.



194 Etude non perturbative des amplitudes ra.c.3

Le probleme que nous consid6rons est done celui d'un niveau discret
| <pc) = |c;0) de H0 - HP + HR (atome dans l'6tat excite" c en presence
de 0 photon), couple par un hamiltonien W a un autre niveau discret
d'6nergie voisine | <pb) = \b;0) (atome dans l'e"tat excite" b en presence
de 0 photon), lui-meme couple" par ///j a un continuum d'£tats
|a;ke) (atome dans l'6tat fondamental a en presence d'un photon
ke). Nous supposons par centre que j <pc) n'est pas coup!6 directement
a |a;ke) par Hn et est done m6tastable vis a vis de l'6mission
spontane"e. Un systeme prepare initialement dans 1'etat | <pc) doit done
passer intermediairement par 1'etat | <pb) avant de pouvoir emettre un
photon. II apparait ainsi clairement que Involution de l'e"tat | <pc) ne
peut £tre etudi6e independamment de celle de l'6tat | <pb). Nous
sommes done dans une situation ou le sous-espace $0 privile'gie' est
engendre par \<pb) et | <pc) e t a done une dimension egale a 2.

Pour 1'exemple de 1'hydrogene, nous supposerons que le couplage
W entre les etats |<pc) et \<pb) est dii a un champ 61ectrique statique
E0 ext^rieur, de sorte que

ou d est le moment dipolaire ^lectrique de 1'atome.

Remarques
(i) La th6orie d6velopp6e ci-dessous peut etre aisdment adapt6e au cas oil
le couplage entre | <pb) et | <pc) est du ^ un champ 61ectromagn6tique
hyperfr6quence dont la frequence est voisine de (Ec - Eb)/ti. Si nous
supposons qu'il y a initialement N photons dans ce mode k^j du champ et
que 1'atome est dans l'6tat c, le couplage entre |c;A^kjej) et
\b;(N + l^kjCj) peut induire une transition entre ces niveaux. Comme le
niveau \b;(N + l)ki£i) est instable, puisque coup!6 au continuum d'£tats
\a;(N + l)kjej,ke), Involution du systeme est ctecrite par des Equations
analogues d celles que Ton obtient dans le cas du couplage Stark (C.47). Le
sous-espace <f0 particularis6 est alors engendr6 par |c;A^kjej) et
\b;(N+ !)*&).
(ii) Nous mettons ici 1'accent sur I'instabilitg de l'6tat | <pc> induite par le
couplage W. Une autre approche possible consisterait a determiner
d'abord les 6tats propres | %i) et | #2) de la restriction de H0 + W dans le
sous-espace <f0 engendr^ par | <pb} et | <pc), puis a 6tudier 1'effet du
couplage radiatif entre les 6tats |^j) et |^2> ainsi obtenus et le
continuum { |a;ke> }. II serait cependant incorrect de penser que
1'eVolution de \x\) et |^-2) puisse se d6duire exclusivement des 616ments
de matrice diagonaux (x\ \ R(E + /1?) | Xi) et <^21R(E + / r j ) \ ^2> . Les
6tats \xi) et |x2) 6tant proches en 6nergie et couples au mdme
continuum |a;ke), il faut dgalement tenir compte des 616ments non
diagonaux {x\\R(E + ir\~)\xi} et (\2!R(E + irj) \Xi) . Un autre exem-
ple physique ou deux niveaux d6g6n6r6s sont coup!6s de maniere
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r6sonnante a un meme continuum est etudie dans 1'exercice 14 qui aborde
le probleme de la superradiance et de la subradiance d'un systeme de deux
atomes.

b) CALCUL NON PERTURBATIF DE u AMPLITUDE DE TRANSITION

Le systeme etant & 1'instant initial dans 1'etat | <pc), nous nous
proposons de calculer 1'amplitude de probabilite <<p c | U(t,Q) \ <pc) =
Ucc(t) de le trouver dans le meme etat a un instant t ulterieur. Pour cela,
nous considerons au prealable <<pc |G(z)| <pc> = Gcc(z).

Comme les evolutions des etats | <pb> et | <pc) sont couplees, il faut
etudier la restriction de G(z) dans le sous-espace <f0 sous-tendu par
\<Pb) et l ^ c ) - H decoule alors du paragraphe B-2-b ci-dessus que la
matrice (B.28) representant P G(z) P est 1'inverse de la matrice (B.29).
Elle est done egale £

ou

est le determinant de la matrice (B.29).
Dans le probleme physique etudie ici, 1'hamiltonien H est la somme

de H0 = Hp + HR et de V = Hn + HI2 + W. Comme dans le paragra-
phe C-l, nous aliens effectuer des approximations sur les expressions
exactes (C.48) et (C.49). Nous remplacons les elements de matrice
Rtj de R (avec i ,j = b ou c) par des expressions perturbatives
RIJ, calcu!6es a 1'ordre 2 inclus vis-a-vis des charges q. Le long du
contour C+ de la figure 1 (qui intervient pour T >Q), nous n6gligeons
egalement la variation avec E de Rf^E + i r } ) , en remplac,ant

Ri^E + iri) par £|7(E0 + /17) ou E0 = (Eb + £c)/2 est 1'energie
moyenne des etats <pfc) et | <pc) .

Commengons par calculer 1'element non diagonal Rbc(EQ + iTI).

L'hamiltonien HI2, qui n'agit pas sur les particules a 1'approximation
des grandes longueurs d'onde, ne peut pas coupler | (pb) a | <pc) . Quant
a Hn, il ne peut coupler | <pb} et | <pc) au deuxieme ordre, car les etats
atomiques \b} et |c) ont des parit6s opposees. Enfin, les termes de
couplage « croises » en Hn et W sont nuls entre les etats | <pb) et
|(pc> qui sont tous les deux vides de photons. On en deduit que, a



196 Etude non perturbative des amplitudes m.c.3

1'ordre 2 inclus en q

En ce qui concerne les e"16ments diagonaux Rbb et Rcc, nous ne"gligerons
1'effet Stark quadratique du aux 616ments de matrice de W entre l'6tat
|b} (ou |c» et les autres niveaux eloignds. Comme les termes
diagonaux crois6s en #n et W sont nuls, et que EQ = Eb = Ec, on
obtient

et de meme

L'absence de terme imaginaire dans RCC(EQ + it]) est due au fait que
l'£tat |c) est metastable.

Finalement, les approximations faites plus haut sur P R(E + irj)P
reviennent a consid6rer que P G(z) P est la resolvante de l'« hamilto-
nien » P H0 P + P R(E0 + irj) P qui est repr6sent6 par la matrice

(ou nous avons pos6 comme plus haut £, = Ei•, + ft A{ pour i — b,c). La
matrice (C.51) apparait ainsi comme un hamiltonien effectif non
hermitique permettant d'6tudier revolution a I'int^rieur du sous-espace
S'Q.

Le report de (C.50) dans (C.48) et (C.49) donne

Pour obtenir UCC(T), il suffit alors d'effectuer I'int6grale de contour
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(A.22) par la m6thode des residus. On obtient ainsi

oil Zj et z2 sont les valeurs propres de la matrice (C.51).

c) CAS D'UN COUPLAGE FAIBLE. FORMULE DE BETHE

Consid6rons d'abord le cas oil \Wbc\ est tres petit devant HFb

(\Wbc\ <^hrb). Les valeurs propres de (C.51) sont alors respectivement
egales a :

S6parons les parties reelles et imaginaires de ces valeurs propres. Nous
voyons apparaitre ainsi les quantit^s

dont la signification sera donnee plus tard (rappelons que
ft a>bc = Eb - Ec), et nous obtenons

Dans le cas d'un couplage faible, F' et A' sont tres petits devant
Fb et les valeurs propres z\ et z2 different peu des termes diagonaux de
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1'hamiltonien effectif (C.51), meme lorsque la difference d'energie
fi£bc entre les niveaux b et c est nulle. En portant les valeurs de
zl et z2 dans 1'expression (C.53) donnant Ucc(t), on trouve que la
contribution essentielle provient du pdle z2, de sorte que :

II ressort de (C.58) que le couplage W a deux consequences pour le
niveau c : d'une part, ce niveau est deplace de la quantite HA', d'autre
part, il acquiert une dur£e de vie finie 1/F'. Par suite de son couplage
avec b, le niveau c est « contamine » par b et devient done instable.
Nous voyons sur la formule (C.56), encore appelee formule de Bethe,
que la probabilite de disintegration radiative par unite de temps
F' varie avec <£bc comme une courbe lorentzienne centree en
aibc = 0. Cette probabilite est maximum lorsqu'il y a egalite entre les
energies des niveaux b et c (deplacements radiatifs inclus). En
revanche, la variation de A' en fonction de G>bc est celle d'une courbe de
dispersion (voir (C.55)). Bien que couples entre eux, les niveaux
d'energie continuent a se croiser en G>bc = 0 quand on balaie les
energies Eb et Ec au moyen d'un parametre exterieur (*). La perturba-
tion W ne leve done pas la degenerescence des niveaux d'energie
lorsqu'elle est petite devant h Fb. De meme, on trouve que les etats
propres \<p\) et | <p2) de la matrice (C.51) different peu de | <pb) et
|<pc) (les corrections etant au maximum de 1'ordre de \Wbc\/hrb) :

Notons que ces deux etats ne sont pas orthogonaux car la matrice
(C.51) n'est pas hermitique.

(*) Dans le cas de Phydrogene, un tel balayage est realise par deplacement Zeeman
des niveaux dans un champ magn6tique statique. Voir W.E. Lamb and R.C. Retherford,
Phys. Rev. 79, 549 (1950) ; 81, 222 (1951) ; 86, 1014 (1952).
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d) CAS D'UN COUPLAGE FORT. OSCILLATION DE RABI

Considerons a present 1'autre situation limite ou \Wbc\ > hFb. Dans
ce cas, les valeurs propres zl et z2 de (C.51) sont egales a

avec

Le report de ces valeurs de zl et z2 dans (C.53) donne 1'amplitude de
transition Ucc(t). A resonance (c5frc = 0), on trouve que

L'evolution du systeme a partir de 1'etat | <pc> se presente done comme
une oscillation de Rabi amortie. La frequence de 1'oscillation est
proportionnelle a 1'element de matrice de couplage | Wbc \ et le temps
d'amortissement de 1'oscillation est le double de la duree de vie du
niveau b. Sous 1'effet du couplage intense entre les deux etats,
1'instabilite du niveau b se trouve repartie egalement entre b et
c. Les etats propres de la matrice (C.51) sont dans ce cas des
combinaisons lineaires symetrique et antisymetrique de | (pb) et
| <pc) (si Wbc est reel). Leurs energies sont EQ ± \ Wbc\. Contrairement
au cas precedent (couplage faible), la degenerescence entre les deux
niveaux b et c est done levee par W.

Si Ton s'ecarte de resonance, le melange des fonctions d'onde devient
moins important et les etats propres de (C.51) tendent vers \<pb) et
|<P C > quand h \£bc\ ^> |Wfcc|. Les largeurs naturelles Tj et F2 de ces
niveaux (reliees aux parties imaginaires de (C.60.a) et (C.60.b)) passent
alors progressivement de Fb/2 et Pb/2 a Fb et Fc = 0 (voir (C.63.a) et
(C.63.b)). Les energies (parties reelles de (C.60.a) et (C.60.b)), quant a
elles, valent (£0 ± hn)/2 et forment un « anticroisement de niveaux »
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quand &bc varie (voir figure 4). L'oscillation de Rabi s'effectue a la
frequence fi donn6e en (C.62) et son amplitude diminue.

Figure 4. Anticroisement de niveaux. Les niveaux d'6nergie non perturbds
par W sont traces en traits tiretes et les niveaux d'6nergie perturbds en traits
pleins.

Remarque
Dans tout le paragraphs, nous avons consid6r6 que | <pc) 6tait stable en
absence de couplage W. Les r6sultats obtenus peuvent Stre ais6ment
6tendus au cas ou | <pc) a une dur6e de vie 6gale & F~1. II faut dans ce cas
ajouter une partie imaginaire - ih Fc/2 au terme diagonal Ec de 1'hamilto-
nien effectif (C.51). La situation d'anticroisement de niveaux correspond
alors & I'in6galit6 | W^ \ ^> ft \ Fb - Fc \. En particulier, lorsque les deux
niveaux ont mdme dur6e de vie, le couplage entre | <pb} et | <pc) conduit
toujours £l un anticroisement de niveaux.

4. Couplage indirect entre deux niveaux discrets. Les transitions
multiphotoniques

a) PHfiNOMENE PHYSIQUE ETUDIE ET SOUS-ESPACE <^0 DES ETATS

PRIVILEGIES

Le but de ce dernier paragraphs est de montrer comment le
formalisme de la r6solvante peut etre applique" a 1'̂ tude des transitions
multiphotoniques. Considerons par exemple le cas d'une absorption
re"sonnante ^ deux photons entre deux niveaux excit6s discrets
c et b (voir figure 5). La diff6rence d'e"nergie Eb - Ec = ti at^ entre ces
niveaux est voisine de 2hat ou w est la frequence des N photons
incidents ke. Nous supposons que le niveau inf6rieur de la transition
c est me'tastable alors que le niveau supe"rieur b peut se d6sexciter par
une cascade radiative, via des niveaux d, vers le niveau fondamental
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a. Un tel sch6ma correspond par exemple au cas de la transition
2s -+3 s de 1'atome d'hydrogene, la desexcitation radiative du niveau
3 s se faisant presque totalement via le niveau 2 p.

Figure 5. Sch6ma des niveaux correspondant au processus
d'absorption & deux photons consid6r6 dans ce paragraphe.

Soit | iKO) *e V£cteur d'6tat du systeme global atome + champ,
correspondant a 1'etat initial |«A(0)) = |c;Nke) (atome dans 1'etat
c en pr6sence de N photons du mode ke, tous les autres modes etant
vides). Parmi les etats propres de H0 = HP + HR qui vont apparaitre
avec une amplitude importante dans le d6veloppement de | <KO) ' l'&at

\b;(N - 2)ke) joue un role preponderant puisque la condition
(i)bc=*2a> entraine que cet etat est quasi-deg6ner6 avec |c;Afke).
D'autres etats vont 6galement jouer un rdle important aux temps
longs : ce sont ceux qui resultent de remission spontanee d'un photon a
partir du niveau excit6 b (\d;(N - 2)ke,k1e1» ou de deux photons
(|fl;(Ar-2)ke,k1e1,k2e2».

Notons que ces deux derniers etats du systeme global ne font pas
intervenir les 6tats atomiques b et c. De maniere plus generale, s'il est
possible de negliger tous les processus d'emission spontane"e susceptibles
de ramener 1'atome dans les niveaux b et c, ces deux niveaux atomiques
n'apparaissent dans le d6veloppement de |«HO) clue v^a ^es ®tats

I Vb) = \b\(N - 2)ke) et | <pc} = jcjAHke) . La probabilite de trouver
1'atome dans le niveau b ou c (quel que soit 1'etat du champ) est done
egale a celle de trouver le systeme total dans l'6tat | <pb) ou
| <p c >. Le calcul de 1'operateur d'evolution, et done de la resolvante,
peut etre alors limite au sous-espace <?0 sous-tendu par | (pb) et
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\<f>c}. Une telle simplification ne serait pas possible si le niveau
atomique c etait 1'etat fondamental car il serait repeuple par emission
spontan^e. II faudrait alors faire intervenir beaucoup d'autres etats du
systeme global pour decrire Involution atomique (voir § C-4-f).

b) CALCUL NON PERTURBATIF DES AMPLITUDES DE TRANSITION

Nous choisissons ici le point de vue dipolaire electrique pour decrire
le couplage entre 1'atome et le champ (*). L'hamiltonien H est alors
decompose en H0 = HP + HR et H'j = — d.E±.

Pour determiner 1'evolution du systeme, il faut, comme dans le
paragraphe C-3-b, calculer au pr6alable les valeurs propres de 1'hamilto-
nien effectif P H0 P + P R(E0 + i 17) P ou E0 est 1'energie moyenne des
niveaux | (pb) et | <pc) . Les e!6ments de matrice de P R(E0 + irj) P,
sont calcules ici a 1'ordre le plus bas en qa ou ils sont non nuls, c'est-a-
dire a 1'ordre 2 dans le probleme present.

Pour les termes diagonaux, nous avons ainsi

Dans la somme sur k'e' du premier terme de (C.65), les photons
ke sont spectateurs. A 1'exception de la contribution du seul mode
ke (qui peut etre negligee) nous trouvons ainsi une somme analogue a
(C.9) et qui decrit done les effets radiatifs spontanes (**) (duree de vie,
deplacement radiatif) deja etudi^s dans le paragraphe C-l.

Dans les deux dernieres sommes de (C.65), il est possible de
supprimer le terme 117 au d6nominateur. En effet, dans 1'exemple

( *) On peut en effet montrer (voir par exemple « Photons et Atomes - Introduction a
I'Electrodynamique Quantique», exercice 2 du complement EIV) que Phamiltonien
- d.Ex est souvent plus commode que Hn pour 1'etude des transitions multiphotoniques
entre niveaux discrets.

(**) En toute rigueur, la premiere somme de (C.65) ne coincide pas avec (C.9). Pour
obtenir a partir de I'hamiltonien dipolaire 61ectrique le deplacement radiatif correct
hAh, il faut ajouter a cette somme la contribution provenant du terme d'energie propre
dipolaire de I'hamiltonien dipolaire 61ectrique (voir la formule (76) de 1'appendice et
1'exercice 7).
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6tudie ici, nous excluons toute resonance a un photon ke a partir de
b de sorte qu'aucun denominateur d'6nergie ne peut s'annuler (*). Les
deux derniers termes de (C.65) sont done r6els. Appelons fiA'b leur
somme. La quantite hA'b decrit en fait le deplacement lumineux du
niveau | <pb) du a 1'interaction avec les photons incidents. En supposant
que le nombre de photons dans ce mode ke est tres grand (N > 1) et en
utilisant 1'expression (89) de 1'appendice donnant 1'operateur champ
E± , nous pouvons reexprimer les deux derniers termes de (C.65) sous la
forme :

soit encore en utilisant 1'operateur intensite / = E^_ \E^+^ introduit
dans le complement A n :

Le d6placement lumineux HA'C de 1'autre niveau est donne par une
expression analogue obtenue en remplacant b par c.

En d6finitive, les termes diagonaux de Thamiltonien effectif
P HQ P + P R(E0 + 117) P s'ecrivent (avec la notation E{ = Et + hAt

pour i — b,c) :

pour le niveau b et

pour le niveau c qui a ete suppose m6tastable (Fc = 0).
Considerons a present le terme non diagonal Rbc(EQ + i r j ) , qui est

6gal a

(*) Dans le cas ou il y aurait un niveau i du continuum d'ionisation de 1'atome tel que
£, = £(, + ft a), il faudrait conserver le terme en / i j . La partie imaginaire de la derniere
somme de (C.65) est alors associee a la duree de vie du niveau b due au processus de
photoionisation.



204 Etude non perturbative des amplitudes ffl.C.4

Nous avons remplac6 au d6nominateur d'energie E0 par Nfia + Ec (on
aurait pu aussi prendre E0== (N — 2)fno + Eb qui est tres peu diff6rent).
Notons que le terme en if] des denominateurs peut dtre supprim£
puisqu'aucun niveau * n'est situ£ a egale distance des niveaux
b et c (pas de r6sonance a un photon). Contrairement a la situation du
paragraphe C-3, il n'y a pas ici de couplage direct entre les niveaux
\<pb} et \<PC), mais un couplage indirect d'ordre 2 via les 6tats
\i',(N - l)ke). Dans 1'hypothese ou N$>1, nous pouvons reecrire
Rbc(E0) sous la forme :

Finalement, Phamiltonien effectif qui d6crit 1'evolution a I'mterieur
de <^0 s'ecrit

et pr6sente beaucoup d'analogies avec 1'hamiltonien (C.51) 6tudi^ au
paragraphe precedent. Nous pouvons done utiliser les resultats de ce
paragraphe pour d6terminer Involution temporelle des amplitudes de
transition Ucc(t) et Ubc(t). Comme plus haut, nous envisagerons
successivement le cas d'un couplage faible (| Rbc(E^) \ < nrb) et celui

d'un couplage fort (\Rbc(Eo)\ ^>Hrb).

c) CAS D'UN COUPLAGE FAIBLE. PROBABILITY D'EXCITATION A DEUX
PHOTONS PAR UNITE DE TEMPS

L'expression (C.58) montre que la population de 1'etat c decroit
exponentiellement avec un taux reli6 a la partie imaginaire de la valeur
propre de rhamiltonien effectif (C.72) relative a 1'etat | <pc) perturbe.
Notons ici - ihF"/2 la partie imaginaire de la valeur propre de (C.72)
la plus proche de Nftco + Ec + 1iA'c. F" vaut

et represente la probabilite de transition par unite de temps due a
1'excitation a deux photons. Notons que cette probabilite est maximum
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lorsque

c'est-a-dire lorsque l'6nergie des deux photons est rSsonnante avec la
difference d'energie entre les niveaux b etc, corrig6e des d6placements
radiatifs spontan6s (inclus dans ha>bc = Eb - Ec) et des defacements
lumineux hA'b et hA'c.

La condition de resonance depend done des d6placements lumineux :
il s'ensuit que le centre de la resonance a deux photons se d6place
lorsque I'intensit6 lumineuse incidente change. La largeur a mi-hauteur
de la resonance est tiFb. Quant a la variation de f" avec I'intensit6
lumineuse, elle est quadratique puisque Rbc(E0) varie comme </> (voir
(C.71)). La probability de transition a deux photons est done propor-
tionnelle au carr6 de 1'intensite incidente.

Remarque

Dans le cas d'un couplage faible (\Rbc(E0) \ <z HFb), c'est-a-dire lorsque la
transition a deux photons n'est pas « saturee », les defacements lumineux
sont souvent petits devant la largeur naturelle HFb des niveaux 6tudi6s, ce
qui permet d'utiliser les transitions a deux photons comme m6thode de
spectroscopie de haute resolution (voir chapitre II, § D-2). Une telle
propri6t6 r6sulte du fait que les defacements lumineux HA'b et hA'c varient
comme ^frc(£0), proportionnellement a </) . II existe alors de nombreuses
situations oil Ton peut avoir | A'b - A'c \ < Fb tout en ayant une probability
de transition F" non negligeable (*).

d) CAS D'UN COUPLAGE FORT. OSCILLATION DE RABI A DEUX PHO-
TONS

Dans le cas ou \Rbc(E0)\ > hFb, les valeurs propres de 1'hamiltonien
effectif (C.72) sont donn6es par des expressions analogues a (C.60.a) et
(C.60.b) mais ou Wbc et &bc sont remplaces par R^EQ) et
(<3bc + A'b — A'c — 2to). Par analogic avec les r6sultats obtenus dans le
paragraphe C-3-d, on peut ainsi prevoir que Involution du systeme va
se pr6senter comme une oscillation amortie entre les niveaux b et
c. Par exemple, a resonance (&bc + A'b — A'c - 2o>), la probabilite de
trouver le systeme dans Fetat | <pc) est 6gale ^

(*) Voir par exemple Grynberg, Cagnac et Biraben.
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Le phenomene d'oscillation de Rabi apparait done egalement pour une
resonance a deux photons. Cette oscillation s'effectue a la frequence de
Rabi generalised 21Rbc(Eo) \ /h qui est, d'apres (C.71), proportionnelle
a rintensite" incidente.

e) TRANSITION MULTIPHOTONIQUE D'ORDRE PLUS ELEVE

L'approche prec£dente peut etre aisement generalisee a une transition
multiphotonique impliquant plus de deux photons.

Considerons par exemple la transition resonnante a trois photons
entre les £tats c = 2s et b = 4/ de 1'atome d'hydrogene. Au voisinage
de la resonance, les 6tats | tpc) = \c;Nke.) et | <pb) = \b;(N — 3)ke)
jouent un role preponderant. Comme plus haul, les elements diagonaux
RCC(E0 + if]) et Rbb(E0 -M'TJ) (ou E0 est la moyenne des Energies de

I <Pb) et I *Pc)) apparaissent au second ordre en H'j et represented les
largeurs naturelles et deplacements radiatifs spontanes de b et
c, ainsi que les deplacements lumineux de ces niveaux. Par centre,
Rbc(Eo) n'apparait maintenant qu'a 1'ordre 3 en H'7 et vaut

Suivant les valeurs relatives de \Rbc(Eo)\ et hFb, on peut definir une
probabilite de transition a trois photons par unite de temps (si
|^(£0)|«*r6)6galeft

ou une oscillation de Rabi a trois photons (si | ̂ ^(Eg) | ^> hrb)

s'effectuant a la frequence de Rabi ge"neralisee 2 j Rbc(E^) \ /h.
Notons que, lorsque la transition n'est pas saturee, la probabilite de

transition F" est porportionnelle a |^c(£0)|
2 qui varie comme le cube

de 1'intensite lumineuse. Les deplacements lumineux jouent alors un
role plus important que dans le cas des resonances a deux photons
puisque I'el6ment de matrice de couplage \Rbc(Eo)\ induisant la
transition apparait a un ordre de perturbation plus eleve que
A'b et 4'c.
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f) LlMITES DU TRAITEMENT PRECEDENT

Dans tous les exemples envisages dans les paragraphes C-3 et C-4,
nous avons pu etudier 1'evolution du systeme en nous limitant a un petit
nombre de niveaux privi!6gies. Une telle situation est cependant loin
d'etre generate. Consid6rons a titre d'exemple une absorption reson-
nante a un photon a partir du niveau fondamental a. Appelons
b le premier niveau excite et supposons qu'un seul mode du champ est
peuple, ce mode contenant N photons de frequence <o voisine de
(Eb - Ea)/ii. Pour trouver 1'evolution du systeme, on pourrait etre
tente de g6neraliser le traitement precedent en etudiant la restriction de
la resolvante au sous-espace engendre par |a;Nke) et \b;(N - l)ke ) .
II est clair cependant qu'une telle approche ne permet pas de pr6dire
quelle est la probabilite de trouver Fatome dans 1'un des niveaux
a ou b. En effet, le processus d'emission spontanee a partir du niveau
b couple 1'etat \b\(N - l)ke> a 1'etat \a\(N - l^e,!^). Une nou-
velle absorption a partir de ce niveau conduirait a F6tat
\b;(N — 2)ke,k1e1) etc... II n'est done pas possible de se limiter aux
seuls etats |«;Afke) et |£;(N-l)ke) (sauf a n'envisager que des
temps suffisamment courts pour que la probabilite de retour par
emission spontan6e dans le niveau a soit negligeable). Pour ce type de
problemes, F utilisation de la resolvante n'est pas commode car le
sous—espace d'etats privilegies <^0 a une dimension trop grande et il faut
avoir recours a d'autres methodes (equation pilote, 6quations de Bloch
optiques, atome habille) qui seront exposees dans les chapitres suivants.

REFERENCES GENERALES

Messiah (§§ XVI-15, XXI-13, 14, 15), Goldberger and Watson
(chapitre VIII), Roman (§ 4-5).
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COMPLEMENT Am

PROPRIETES ANALYTIQUES DE LA RESOLVANTE

Dans la partie A de ce chapitre, nous avons introduit la resolvante

de 1'hamiltonien H du systeme etudie, z etant une variable complexe.
Nous avons montre que cet operateur possede plusieurs proprietes
interessantes. En particulier, ses elements de matrice entre etats
propres de I'hamiltonien non perturbe HQ sont souvent plus simples a
calculer que ceux de 1'operateur devolution U(T), ce qui permet
notamment de resommer formellement la se"rie de perturbations en
puissances de V = H - H0. Une fois que 1'element de matrice interes-
sant de G(z) (entre les etats initial et final du processus etudie) a 6te
calcule, I'el6ment de matrice correspondant de U(r) s'en deduit par une
integrate de contour. II est done important de preciser les proprietes
analytiques des elements de matrice de G(z) considered comme des
fonctions de la variable complexe z. C'est la le but de ce complement.

Nous commencons (§1) par montrer que les elements de matrice de
G(z) sont analytiques dans tout le plan complexe prive de 1'axe reel.
Nous analysons ensuite (§2) les singularity's de ces elements de matrice
sur 1'axe reel et montrons qu'elles sont liees a la nature discrete ou
continue des valeurs propres de H. Nous reprenons enfin le probleme
d'un etat discret de H0 couple a un continuum. Nous montrons tout
d'abord que de tels etats instables correspondent a des poles du
prolongement analytique de la resolvante dans le deuxieme feuillet de
Riemann (§ 3). Des decroissances exponentielles sont associees a ces
poles. Nous montrons ensuite (§4) que 1'int^grale de contour donne
aussi naissance a d'autres contributions, non exponentielles.

1. Analyticite de la resolvante en dehors de 1'axe reel

Soil |w) un etat quelconque norme

et

1'element de matrice de G(z) dans cet etat.
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Pour etudier les proprietes analytiques de GM(z), il est commode
d'introduire les etats propres de H, dont certains, | ̂ ,-) , sont des etats
propres discrets, de valeurs propres £,, et d'autres, | i/>k) , appartiennent
au spectre continu. Si les etats |«//,-) et | i/fk) ont la normalisation
habituelle, la relation de fermeture sur les etats propres de H s'ecrit

II est souvent commode de faire apparaitre explicitement 1'energie
E comme nombre quantique reperant les etats du spectre continu,
auquel il faut adjoindre d'autres nombres quantiques notes y. Le
changement de variables k -~ E,y fait apparaitre alors la densite d'etats
dans d3k = p(E,y)dEdy (voir § 3-c du complement A/) et (4.a) devient

L'introduction de (4.b) entre l/(z — H) et |w) dans (3) donne

Supposons alors que z soit un point du plan complexe situe a une
distance 8 non nulle de 1'axe reel. Dans (5), tous les denominateurs
z — Ej, z - E'... sont minores en module par 8. Tous les numerateurs
de (5) etant positifs, on peut done majorer le module de Gu(z)

Le terme entre crochets de (6) n'est autre que le carre de la norme de
|w) , qui vaut 1 d'apres (2), de sorte que

Une d6monstration analogue permettrait de montrer que la derivee de
Gu(z), G'M(z), est elle aussi bornee.

Finalement, GM(z) qui est, d'apres (5), une somme infinie de termes
qui sont tous des fonctions analytiques de z en dehors de 1'axe reel, est
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bornee en dehors de cet axe de meme que sa derivee. Gu(z) est done
analytique en dehors de 1'axe reel.

Remarque

La demonstration pr6c6dente peut se g6n6raliser pour les 616ments de
matrice de G(z) entre deux 6tats normes differents | «> et 11;> . L'inegalite
(6) est alors remplacee par

En utilisant pour chacun des produits | < u | i ^ > < i ^ | u > | le fait que
| < w | , A > < < H w > | *= [| < H | ^ > \2+ | < » | < f r > |2]/2, on obtient

et la conclusion pr6c6dente reste valable.

2. Etude des singularity's sur 1'axe reel

Tout d'abord, en tout point E de 1'axe reel qui n'est pas une valeur
propre de H, Gu(z) est analytique. II suffit de remplacer, dans la
demonstration pr6c6dente, 8 par la distance entre E et la valeur propre
de H la plus proche de E.

Lorsque z tend vers une valeur propre discrete Et de H, le terme
| < M | ^ ( - > |2/(z - £,) de la somme (5) tend vers 1'infini. Les valeurs
propres discretes de H sont done des poles pour Gu(z) (sauf si
<M|«^ ( - ) = 0), admettant | ( M J ^ J ) |2 pour residus.

Figure 1 : Valeurs propres discretes (£,,E;,...)
et spectre continu de H (partant de E0).

Supposons maintenant que z tende vers une valeur propre E du
spectre continu, qui n'est pas confondue avec une valeur propre
discrete. Deux situations sont possibles, suivant que la partie imaginaire
de z est positive ou n6gative (figure 1). Pour le voir, calculons
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Lim Gu(E±i-r\) qui, d'apres (5), vaut

ou

Le premier terme du second membre de (8) tend simplement, lorsque
i7_J)+, vers £ | (u\ «/>,-) \2/(E - £/), qui est une grandeur reelle.

i

Quant au deuxieme terme, 1'utilisation de

ou & designe partie principale, montre qu'il vaut

Les limites de GU(E ± /TJ), lorsque rj_*0+ , existent done bien, mais ne
sont pas les memes suivant que z tend vers E par valeurs positives ou
negatives de la partie imaginaire (a condition que fu(E) soit non nul).
On dit que la fonction Gu(z) presente une coupure le long du spectre
continu. L'ecart, -2irr fu(E}, entre les valeurs de Gu(E + ir)) et
GU(E - i r ) ) , represente 1'ecart entre les deux levres de la coupure. Le
point ou commence la coupure, E0, s'appelle le point de branchement.
Comme la densite d'etats p(E',7) tend en general vers zero quand
E' tend vers E0, il en est de meme pour /„(£') d'apres (9). L'ecart entre
les deux levres de la coupure tend done vers zero quand E s'approche
du point de branchement.

Notons egalement que les valeurs prises par la fonction Gu(z) de part
et d'autre de la coupure sont complexes conjuguees 1'une de 1'autre,
d'apres (11). De maniere plus generale, 1'hermiticite de H entraine
que :

La fonction Gu(z) est analytique dans le demi-plan superieur. On peut
la prolonger analytiquement au dela de la coupure dans le demi-plan
inferieur. La valeur prise par la fonction prolongee par continuite est
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differente de la valeur prise au meme point par la determination initiale
de la fonction, puisque la coupure introduit justement une discontinuity
dans cette determination. On dit que GM(z) a etc prolongee dans le
deuxieme feuillet de Riemann, le plan complexe initial constituant le
premier feuillet de Riemann. Un prolongement analogue peut etre fait
du demi-plan inferieur vers le demi-plan superieur.

En resume, 1'etude pr6cedente a montre que la fonction Gu(z) est
analytique dans le plan complexe prive des valeurs propres discretes de
//, qui constituent des poles, et du spectre continu de H qui constitue
une coupure. II est possible de prolonger analytiquement Gu(z) au dela
de la coupure dans le deuxieme feuillet de Riemann. La deuxieme
determination G^7(z) ainsi obtenue pour Gu(z) peut posseder des poles.
Nous aliens voir maintenant que ces poles caracterisent les etats
instables resultant par exemple du couplage d'un etat discret avec un
continuum.

3. Etats instables et poles du prolongement analytique

Revenons pour fixer les idees au probleme de 1'emission spontanee,
etudie dans le paragraphe C-l. L'etat discret | (pb) = \ 6;0) , qui est etat
propre de 1'hamiltonien non perturbe H0, de valeur propre Eb,
represente 1'atome dans l'6tat excite discret \b) dans le vide de photons
|0>. II est couple par Hn aux etats |«;ke) qui representent 1'atome
dans 1'etat a en presence d'un photon ke. Les etats |a;ke), d'dnergie
non perturbee Ea + ha), forment un continuum partant de Ea (pour
simplifier, nous supposons qu'il n'y a pas d'autre etat atomique que
|a) d'energie inferieure a Eb).

L'element de matrice de la r6solvante non perturbee dans 1'etat
\9b}

a un pole en z = Eb. Quant a 1'element de matrice de G(z) dans
\<Pb), nous avons montre qu'il peut etre mis sous la forme

et nous avons calculi, comme Htl est tres petit, une valeur approchee,
Rb(z), de Rb(z) donnee par (C.5), de sorte que
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Au voisinage de 1'axe reel, Gfc(z)peut s'ecrire

ou fb(E) est une fonction positive, nulle pour E<Ea, decrivant
1'intensite du couplage de 1'etat discret \(pb) avec la «couche»
d'energie E dans le continuum { |fl;ke) } (voir (C.12)), et ou
Ab(E) est reliee simplement a fb(E) par la relation de dispersion

(C.14). Pour E = Eb, fb(Eb} = Fb et h Ab(Eb) = ti Ab represented
respectivement la pr'obabilite de disintegration radiative par unite de
temps de |(pb) vers le continuum et le deplacement radiatif de 1'etat
In).

II apparatt clairement sur (16) que Gb(E + irj) et Gb(E - i 17) tendent
vers des limites bien d6finies quand rj-J3+, mais que ces limites sont
differentes si fb(E) est non nul, puisque

Gb(z) admet done une coupure sur 1'axe reel, partant du point de
branchement Ea (puisque fb(E) = 0 pour E < Ea) et allant jusqu'a
1'infini.

Le fait que la singularite soit passee d'un pole pour Gob(z) a une
coupure pour Gb(z) montre que H n'a plus, comme H0, d'etat discret
d'6nergie voisine de Eb. Le couplage V a en quelque sorte « dissous »
1'etat discret | <pb) dans le continuum. II reste cependant un souvenir de
1'etat discret, qui se manifeste par les variations importantes de
Gb(E + 117) et Gb(E - 117) quand E varie autour de Eb + h Ab. Nous
allons montrer maintenant que ces variations importantes de
Gb(E ±i*n) sont en fait dues a 1'existence d'un pole dans le prolonge-
ment analytique de Gb(z) au voisinage de z = Eb.

Remarques

(i) L'ecart (17) entre les deux levies de la coupure varie de mani6re
importante avec E au voisinage de E = Eb. Ces variations, qui sont
voisines de celles d'une lorentzienne centrde en Eb + h Ab et de largeur
ft Fb, ne sont autres que celles de la densite d'6tat discret | (f>b) dans le
nouveau continuum. En effet, si |^(£,y)) designe l'6tat propre de
I'hamiltonien total H de valeur propre E, les expressions generates (8), (9)
et (11) demontrees ci-dessus montrent que, pour |u> = | <pb)
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L'integrale du second membre de (18) n'est autre que la density d'etat
| <p f r) dans le nouveau continuum. La comparaison de (17) et (18) montre
bien alors que cette densite est importante au voisinage de Eb + h Ab et
varie tres rapidement avec E sur un intervalle de largeur h Fb. Un tel
resultat generalise celui obtenu dans le complement C 7 sur un modele tres
simple.

(ii) II est possible de calculer exactement Rb(z) et done d'obtenir pour
Ab(E) et rb(E) des expressions plus generates que les expressions
perturbatives Ab(E) et fb(E) donnees en (C.ll) et (C.12). II suffit pour
cela d'utiliser les expressions gdnerales (B.37) et (B.38) ecrites dans le cas
ou le sous-espace $0 n'a qu'une dimension (on a alors Ab(E) = Abb(E) et
Fb(E) — rbb(E)). Si Ton insere entre les deux opdrateurs V de (B.37) et
(B.38) la relation de fermeture sur les e"tats propres de I'op6rateur
Q H Q, on obtient des expressions exactes ayant la me me structure que
(C.ll) et (C.12), |a;ke) etant remplace par un e"tat propre de
Q H Q et Ea + h<» par la valeur propre correspondante. II est possible ainsi
de montrer que rb(E) est positif et non nul pour E ^ Ea, ou Ea est

1'energie de 1'etat fondamental de Q H Q, c'est-a-dire 1'energie Ea de 1'etat
fondamental de H0, corrigee du deplacement radiatif de cet etat. La
coupure de Gb(z) part done de Ea et non de Ett. De meme, on peut montrer
que la relation de dispersion (C.14) demeure valable entre les fonctions
exactes Ab(E) et rb(E).

Revenons maintenant a (15). Au voisinage de z = Eb, on peut,
d'apres (16), approximer Rb(z) par h[Ab - i(rb/2}] pour Imz >0, et
par h[Ab + i(Pb/2)] pour Im z <0

II est clair sur (19) que Gb(z) n'a pas de pole dans le voisinage de
Eb puisque la partie imaginaire du denominateur n'est jamais nulle
(Im z et ± ft rb/2 ont toujours le meme signe). Prolongeons maintenant
analytiquement Gb(z), donne^par (19.a), du demi-plan superieur au
demi-plan infe"rieur a travers la coupure. Au voisinage de Eb, la
fonction prolongee dans le deuxieme feuillet de Riemann, G^7(z), a par
continuite une forme tres voisine de (19.a), mais le domaine de
definition est maintenant etendu a Im z < 0



Am.4 Propriety analytiques de la resolvante 215

II est clair alors que G^(z) a un pole dont la position est approximative-
ment donnee par

On pourrait de meme prolonger analytiquement (19.b) du demi-plan
inferieur vers le demi-plan superieur, et montrer que la fonction
prolongee G£;(Z) a un pole en z0*.

Nous voyons ainsi que le pole de Gob(z), qui etait en z = Eb sur 1'axe
reel (voir (13)), n'a pas reellement disparu lors du passage de
HQ a H. L'effet du couplage V a ete simplement de deplacer legerement
ce pole dans le deuxieme feuillet de Riemann. De facon generate, les
etats instables, c'est-a-dire les souvenirs des etats discrets de HQ couples
a des continuums, correspondent a des poles du prolongement analyti-
que de la resolvante (de tels etats sont designes egalement sous le nom
de « resonances »).

4. Integrate de contour et corrections a la decroissance exponentielle

Revenons a 1'integrale de contour qui permet de relier Ub(r) a
Gb(z) (voir la figure 1 et 1'expression (A.22) du chapitre). Si nous
supposons r > 0, la contribution de C_ est nulle dans (A.22) (on peut
refermer le contour vers z = — i oo et il n'y a pas de pdles dans le demi-
plan inferieur). Le contour se reduit done a C+, droite legerement au
dessus de 1'axe reel et parcourue de droite a gauche, de sorte que si
r > 0

Pour evaluer 1'integrale par la methode des residus, il faut fermer le
contour vers le bas ((Imz)r doit etre negatif). Le contour passe alors
necessairement dans le deuxieme feuillet de Riemann dans sa partie
droite, puisque Gb(z) a une coupure s'etendant de Ea a 1'infini, alors
que, dans sa partie gauche, il reste dans le premier feuillet de Riemann.
Pour fermer le contour, il faut done necessairement revenir tourner
autour du point de branchement de la coupure en E = Ea (voir la
figure 2).

Le contour enferme done le pole situe en z0 dans le deuxieme feuillet
de Riemann et dont nous avons montre plus haut 1'existence (nous
supposerons que Gb\z) n'a pas d'autre pole a 1'interieur du contour).
La contribution de ce pole a 1'integrale de contour est une exponentielle
amortie. La contribution du demi-cercle est nulle si son rayon est
suffisamment grand. Enfin, la contribution du « lacet » L forme par le



216 Etude non perturbative des amplitudes Affl.4

Figure!. Fermeture vers le bas du contour d'integration C+.
Les parties en traits tirete's sont dans le deuxieme feuillet de Riemann.

contour tournant autour du point de branchement s'ecrit

Elle represente les corrections a la decroissance exponentielle associee
au pole en z0. L'expression (23) permet notamment de comprendre
pourquoi la decroissance aux temps tres longs (T $> /Y1) de Ub(r) est
moins rapide qu'une exponentielle. En effet, pour r tres grand,
1'exponentielle exp( - izr/h) amortit beaucoup plus la contribution du
pole que celle du lacet L, puisque le lacet comporte des regions ou
Im z est aussi petit que Ton veut, alors que pour le pole, Im z reste egal
a Im z0. En fait, si Gb(z} - G{\Z) varie en (z - Ea)

n au voisinage de
z = Ea, I'int6grale de (23) qui, pour T > F^"1, ne fait intervenir que ce
voisinage, varie en l/rn + 1 (pour des raisons d'homog6neite).

REFERENCE GENERALE

Goldberger and Watson (chapitre VIII).
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COMPLEMENT Bm

EXPRESSIONS NON PERTURBATIVES
POUR LES AMPLITUDES DE DIFFUSION

D'UN PHOTON PAR UN ATOME

Dans le chapitre II, nous avons passe en revue plusieurs processus de
diffusion de photons par des particules charg£es ou des atomes. Pour
d6crire ces processus, nous avons utilise des amplitudes de diffusion
calculees a 1'ordre le plus bas de la th6orie de perturbations. Comme
nous 1'avons deja vu a propos de la diffusion resonnante, une telle
approche n'est pas toujours suffisante, dans la mesure ou les diagram-
mes faisant intervenir 1'etat interm6diaire resonnant peuvent conduire a
des divergences. La resommation de tous ces diagrammes est alors
necessaire pour obtenir une expression finie.

Une approche allant au dela de 1'ordre le plus bas est egalement
necessaire pour tenir compte correctement de 1'interaction de 1'atome
avec le champ electromagn6tique quantique dans les 6tats initial et final
du processus de diffusion. En effet, meme si le photon incident est loin
de 1'atome, ce dernier interagit avec le champ Slectromagnetique en
emettant et reabsorbant virtuellement des photons. L'interaction
atome-champ est done toujours pr6sente et doit etre prise en compte
dans la definition meme des etats asymptotiques de la diffusion.

Ces problemes peuvent etre abordes de differentes faeons, en
particulier a partir des etats stationnaires de collision. Nous aliens
utiliser ici une autre presentation qui est davantage basee sur l'6tude de
1'evolution temporelle du systeme et qui utilise les proprietes de
1'operateur G(z). Dans le paragraphe 1, nous reprenons dans cet esprit
le calcul des amplitudes de diffusion et de la matrice 5 fait dans le
complement A / a 1'ordre 2 pour le computer par l'6tablissement du
d6veloppement de Born de la matrice T>. Nous obtenons egalement une
expression compacte de ce deVeloppement utilisant la r6solvante et
permettant de trailer le cas de la diffusion resonnante. II apparait
toutefois qu'une telle approche est insuffisante pour trailer le probleme
de la diffusion d'un champ quantique, et que des etats asymptotiques
stationnaires doivent etre correctement definis. Ce probleme est aborde
dans le paragraphe 2. Nous etablissons enfin au paragraphe 3 une
expression exacte de la matrice S pour la diffusion d'un photon par un
atome, tenant compte de tous les processus radiatifs, aussi bien dans
1'etat intermediaire que dans les etats initial et final.
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1. Amplitude de transition entre etats non perturbes

Dans tout ce paragraphe, nous considerons comme etats initial et
final de la diffusion des etats propres de 1'hamiltonien non perturbe
H0. Pour la diffusion d'un photon, ces etats sont

et il faut evaluer 1'amplitude de transition entre 1'etat (<?,•) et 1'etat

!?/>•
A la limite ou le temps d'interaction tend vers 1'infini, et si Ton

elimine les facteurs de phase 6vidents provenant de 1'evolution non
perturbee des etats )<?,-) et ) < ? / ) , cette amplitude est 1'element
8^ de la « matrice S» :

Dans (2), U(t,t') represente I'opdrateur devolution sous 1'action de
1'hamiltonien total

incluant 1'interaction V.

a) UTILISATION DE LA RESOLVANTE

Nous allons calculer explicitement (2) en utilisant des proprietes de la
resolvante G(z). D'apres 1'equation (A.22) prise pour t ;>0,

Nous n'allons pas ici remplacer directement G(z) par l/(z — //). En
effet, afin d'obtenir une expression ayant une limite bien deiinie
lorsque T tend vers 1'infini, il est interessant de faire apparaitre
G0(z) a gauche et a droite de G(z). Les poles correspondants situes en
Et et Ef donneront alors naissance a des termes oscillants compensant
ceux qui sont a 1'exterieur de 1'integrale. Pour ce faire, nous utilisons
1'equation (A.23) reliant G a G0 sous la forme
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puis sous la forme

Le remplacement de G(z) par 1'expression (5.b) au second membre de
(5.a) donne alors :

et par suite

Nous supposons pour le moment que I'el6ment de matrice
(<P f\V G(z) V | <pi) n'a pas de pole reel dans la region z = Et ou
Ef. Par centre, nous n'excluons pas 1'existence d'une coupure corres-
pondant a la partie continue du spectre de H. Des pdles complexes
peuvent bien sur exister dans le second feuillet de Riemann.

II faut maintenant porter 1'expression (7) dans (4) et calculer
I'int6grale par la methode des residus en fermant le contour vers
z = - i oo suivant le trajet indiqu6 sur la figure 2 du complement A ///.
Consid6rons d'abord la contribution des singularity de
(<Pf\V G(z) V | <pt} . Les poles complexes du deuxieme feuillet de
Riemann donneront des termes du type

qui tendent vers z6ro rapidement lorsque T tend vers 1'infini. De meme,
comme nous 1'avons vu dans le complement A HI, la contribution du
lacet tend 6galement vers zero quand T -~ oo . Enfin, d'eventuels poles
discrets Ea, eloignes de E{ et Et donneraient des contributions du type :

D'apres les hypotheses faites sur les poles Ea, les denominateurs sont
grands, et le coefficient de 1'exponentiel est done petit. De plus, lorsque
T tend vers 1'infini, Texponentielle devient une fonction de E, et
Ef oscillant tres rapidement. Au sens des distributions, une telle
fonction est nulle, car int6gr6e sur £, ou Ef, apres multiplication par
une fonction lentement variable de ces parametres, elle donnera une
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int6grale d'autant plus petite que T est grand. En definitive, les
singularity de (<pf\ V G(z)V |<p,-> ne contribuent pas a 1'integrate de
(4).

b) MATRICE DE TRANSITION

Le calcul de Sfi se reduit done a celui de la contribution des poles de
(7) situes z = EI et z = Ef. Notons !/,-(£) le coefficient de
l/(z - Et)(z - Ef) dans (7), pris pour z = E + irj :

La contribution a (4) des poles en Ei et Ef de (7) peut alors s'ecrire :

Le coefficient du cosinus est fini pour £, = Ef. Lorsque T tend vers
1'infini, le cosinus est une fonction rapidement oscillante de £, - Ef,
d'amplitude finie. Nous avons deja vu qu'une telle fonction est nulle au
sens des distributions. Dans le dernier terme, on reconnait la fonction
TT 8 (T)(Ef - £,-), de sorte qu'a la limite T _*. oo , Ef = Ef et Sfi se r6duit
a 1'expression :

ou la matrice de transition T>/, est donn^e par 1'expression (10) prise
pour E = Ef :

Nous avons 6tabli ainsi de fa?on g6n6rale les formules (B.13) et
(B.15) du chapitre I, sous reserve des hypotheses de r6gularit6 faites a
propos de (<pf\ V G(z)V \ < p / > . Si Ton remplace dans (13), G(Ef + irj)
par son d^veloppement (A.24) en puissances de V, on obtient le
d6veloppement de Born de 75^, dont les premiers termes sont bien ceux
que nous avons de"ja rencontres (formule (29) du complement^/).
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c) APPLICATION A LA DIFFUSION RESONNANTE

Pour cette application, 1'hamiltonien H0 est H0 = HP + HR et le
couplage V est 1'hamiltonien d'interaction /// = Hn + HI2 + Hs

n (voir
§ 3-b de 1'appendice). Nous avons vu dans le chapitre II (§ C-3) que
trois etats jouent un role privilegie dans la diffusion resonnante : 1'etat
initial |a;ke) couple par 1'interaction HI a 1'etat excite resonnant
|£;0), ce dernier etant lui-meme couple au continuum des etats finals
|a';k'e') (voir figure 20 du chapitre II). Negligeant les processus non
resonnants concernant les etats |a) et |a') , nous essayons ici de tenir
compte de toutes les transitions intermediaires vers 1'etat resonnant
|6;0) entre 1'absorption du photon initial et 1'emission du photon final.
Pour une transition dipolaire electrique, ces deux derniers processus ne
peuvent etre realises de fa?on resonnante que par Hn, et la matrice
t> s'ecrit a cette approximation

Nous avons vu au chapitre II que 1'approximation consistant a rempla-
cer G par G0 dans 1'etat intermediaire revient a ne tenir compte que du
processus (15),

et conduit a une divergence de TSJf. Une approximation meilleure
consiste a remplacer dans (14) (b;Q\G(Ea + Hot + / T J ) |fe;0> par
1'expression (C.17). Ceci revient a resommer tous les processus d'ordre
superieur representes en (16) :
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L'expression de T>/f devient alors

et coincide, au deplacement radiatif de 1'etat b pres, avec 1'expression
(C.5) du chapitre II. L'utilisation de la resolvante nous a ainsi permis
d'etablir une expression non perturbative de 1'amplitude de diffusion a
resonance.

d) INSUFFISANCES DE L'APPROCHE PRECEDENTS

Dans le calcul expose ci-dessus, seuls les processus radiatifs d'ordre
superieur affectant 1'etat intermediate ont £te pris en compte. Les
processus analogues affectant 1'etat initial ou 1'etat final ont e"te ignores.
Une consequence de cette approximation est visible sur (17) : 1'energie
de 1'etat a n'est pas corrigee de h Aa. Partant de 1'expression exacte de
(<Pf\ V G(z)V | <p,> , on pourrait considerer le developpement complet
de G(z) et resommer 6galement les contributions des processus dans
lesquels le premier et le dernier evenement ne sont pas 1'absorption du
photon initial et l'6mission du photon final. Un tel processus est decrit
par exemple en (18).
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Ce faisant, on prendrait en compte dans 1'expression de 75/, les
processus qui corrigent 1'energie des etats initial et final, mais la
demarche qui conduit de 1'expression (1) a 1'expression (13) n'est alors
plus justifiee. II apparait en effet dans (<?f\V G(z)V|<p,) des poles
reels aux energies Ea-\-h Aa +ha et Ea< + ti Aa< + ho>', voisines de
Ef et Ef. II faut done reprendre entierement 1'etablissement de
1'expression de S^.

La difficult^ que nous rencontrons ici trouve son origine dans le fait
que les etats |<p,-) et \<pf) considers ne sont pas asymptotiquement
stationnaires. Dans les collisions habituelles, 1'interaction V entre les
particules peut etre negligee dans 1'etat initial et dans 1'etat final. Les
etats propres de HQ sont alors adequats pour decrire ces etats, dans la
mesure ou il est possible de b&tir avec ces etats des paquets d'ondes
quasi-monochromatiques, mais d'extension finie, tels que les particules
soient eloign6es les unes des autres, et que V soit effectivement
negligeable. Dans le cas present, /// ne decrit pas seulement 1'interac-
tion de I'atome avec les photons initial et final, mais aussi 1'interaction
de I'atome avec le champ transverse dans son ensemble. Or le champ
transverse interagit en permanence avec les particules constituant
I'atome. Cette interaction est responsable de nombreux effets physiques
(interaction magnetique entre particules, effet de retard dans 1'interac-
tion 61ectromagnetique, corrections radiatives) et il n'est pas justifi6 de
n6gliger Hj dans 1'etat initial ou final. On peut dire en d'autres termes
que les etats asymptotiques corrects du processus de diffusion contien-
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nent non seulement les photons libres ke ou k'e', mais aussi le « nuage
de photons virtuels » qui decrivent le champ transverse au voisinage de
1'atome. Nous allons done reprendre la theorie de la diffusion en
introduisant de tels etats.

2. Introduction d'etats asymptotiques exacts

«) L'ATOME EN L'ABSENCE DE PHOTONS LIBRES

Les etats atomiques \a), \a'}, \b),... sont des etats propres de
l'« hamiltonien des particules» HP donne" au chapitre I (formule
(C.7.b)). Us ne sont stationnaires qu'en 1'absence de couplage avec le
champ transverse. Le vrai hamiltonien du systeme des particules
constituant 1'atome, interagissant via le champ electromagnetique, est
1'hamiltonien total

Le seul etat stationnaire stable de 1'atome est alors 1'etat fondamental
de H, que nous appellerons | i/^a), d'energie Ea

L'etat | \lta} represente 1'atome dans son etat fondamental en 1'absence
de photon libre, mais accompagne du champ transverse qui lui est
associe, ainsi que des fluctuations du vide du champ dans tout 1'espace.
L'ecart entre Ea et Ea repre"sente le deplacement radiatif de 1'etat
fondamental. Nous supposerons que 1'etat | «/>a) est norme. Le reste du
spectre de H est un continuum s'etendant de Ea a + oo .

Remarques

(i) L'6tat fondamental de H peut 6tre deg6n6r6, et comprendre plusieurs
sous-niveaux | «/^a> , | i//a-> ... Certains niveaux proches de 1'etat fondamen-
tal peuvent avoir une dur6e de vie radiative assez longue pour pouvoir etre
considered comme stables a une certaine approximation. Le spectre de
H est alors constitue de plusieurs continuums commengant aux energies
Ea, Ea,...

(ii) L'expression de | «^fl> peut 6tre obtenue sous forme d'un developpe-
ment de type Wigner-Brillouin. Appelons P le projecteur sur le sous-
espace propre de H0 dans lequel est choisie 1'approximation d'ordre z6ro
| (/fO) = |a;0) de | i/fa> (et eventuellement celle des autres sous-niveaux
| j/v) de 1'etat fondamental). Les vecteurs d'etat | iAB) et | i^a) etant
suppos6s normes, on note \JZ la constante repr^sentant la composante de
| i^a> sur | i/fa> . D6composons alors | ̂ a> sur les deux sous-espaces definis
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par P et Q = H - P.

L'expression de Q \ t/fa) est obtenue de la fagon suivante : multiplions (20)
par Q £ gauche et introduisons H = P + Q entre H et | «//a). Comme
P | </>„> est egal par definition a \fz | i/^) , et que PH0Q = 0, il vient:

Le d6veloppement de la fraction de (22) en puissances de Ht et son report
dans (21) donne le developpement de Wigner-Brillouin de | i/»a>. La
constante Z est d6termin6e par la normalisation de | i//a).

L'etat | «//fl) n'est pas un etat a zero photon. Pour le voir, il suffit de
verifier que 1'operateur fle(k) ne donne pas zero lorsqu'il agit sur
|i^fl) (voir le calcul ci-dessous). Les photons presents dans P6tat
| t/>fl) sont en fait les photons « virtuels » qui accompagnent 1'atome
dans son etat fondamental et qui decrivent quantiquement le champ
transverse qui lui est associe.

Calculons de fa?on plus pr6cise ae(k) | «// f l). La relation

etablie a partir de [H0,a£(k)] = - ha> as(k), conduit a

Notons

II vient finalement

Le spectre de H est borne inferieurement par Ea, de sorte que le
denominateur vaut au moins ha), tandis que le numerateur est du
premier ordre en ///. Ainsi, ae(k) | «Afl> est d'ordre 1 vis a vis du
couplage entre les particules et le champ transverse.
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b) L'ATOME EN PRESENCE D'UN PHOTON LIBRE

Consid6rons l'6tat obtenu en cr6ant un photon ke en presence de
l'e"tat fondamental de 1'atome.

Ces etats |t/f f l;ke) ne sont pas exactement etats propres de H comme
1'etait l'6tat | i /> a>. En effet, on a :

Le fait que | i/ff l) soit etat propre de H permet d'ecrire, compte tenu de
la relation de commutation [//0,a^(k)] = *<° ae(k) et de (25)

Si Ton pouvait negliger le second terme du deuxieme membre de (29),
| <Af l;k

e) serait 6tat propre de H de valeur propre Ea + h<a. Nous aliens
montrer qu'il est possible de faire une telle approximation pour des
paquets d'ondes construits a partir des |«/fa;ke) et pour lesquels le
photon est Iocalis6 loin de 1'atome. De fa?on plus precise, consid6rons
le vecteur d'6tat |<#>(0) forme en combinant des etats | «/»fl;ke> avec
une amplitude ge(k) et un facteur devolution temporelle
exp[ - i(Ea + ka>)t/fi]:

L'utilisation de (29) conduit alors sans difficult6 a

Appelons gOrj) le paquet d'ondes planes transverses construit a partir
de ge(k)/ Vw

Liquation (31) s'6crit alors, compte tenu de (25):
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ou va = [pa — qaA(ra)]/ma est I'op6rateur vitesse de la particule
a. Supposons pour fixer les ictees que la fonction ge(k) soit reelle,
piquee autour du mode koe0, et de largeur Ak. La fonction g(r,f = 0) est
alors centree au voisinage de 1'origine, la dimension du paquet d'ondes
etant 1/Ak. L'evolution temporelle du paquet d'ondes est une propaga-
tion a la vitesse c dans la direction kg. Au bout d'un temps
\t| > 1/cAk, le paquet d'ondes a done quitt6 l'origine et g(0,r) ==0.
Ainsi, lorsque | f | -*oo , et dans la mesure ou dans 1'etat | «/>fl) les
coordonnees ra des particules sont voisines de 0, on a :

et par suite

Le vecteur d'6tat (30) est done solution de 1'equation de Schrodinger
pour \t\ -* oo . La limite 1 1 \ -* oo signifie simplement que le paquet
d'ondes (32) est sorti de la region ou se situe 1'atome. Passons
maintenant a la limite ou Ak tend vers zero. |<KO) comprend alors
essentiellement 1'etat | «Aa;koeo) eVoluant avec 1'energie Ea + ftco0 et le
paquet d'ondes (32) a une extension spatiale Lj qui tend vers 1'infini.
Cependant, pour des temps superieurs a c/Lj, 1'etat |4>(0) est

solution de l'6quation de Schrodinger. Ainsi, en donnant a cette
expression le sens que nous venons de definir par le double passage a la
limite Ak -~ 0 et t > 1/cAk, on peut considerer 1'etat | i/fa;koe0) comme
asymptotiquement stationnaire, avec l'6nergie Ea + H(oQ. Un tel etat
decrit pour t -^ - oo , un photon quasi-monochromatique koe0, incident
sur 1'atome, et pour t -* 4- oo , ce meme photon s'eloignant a 1'infini.
Les etats |«//a;ke) sont done tout a fait adaptes pour decrire l'6tat
initial, ou 1'etat final d'un processus de diffusion d'un photon par un
atome.

3. Amplitude de transition entre etats asymptotiques exacts

a) NOUVELLE DEFINITION DE LA MATRICE 5

Nous venons de voir, qu'a la limite \t \ -*. oo , 1'evolution temporelle
des etats asymptotiques est donnee par de simples exponentielles
oscillantes correspondant aux energies

dans lesquelles figure 1'energie exacte Ea de 1'etat | «//a> . La generalisa-
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tion de la definition (2) de la matrice S aux etats asymptotiques exacts
introduits plus haut est done :

ou

Comme dans le paragraphe 1, le calcul de 1'element de matrice de
U se ramene a celui de G(z) entre | <p,-> et |<p/) . Compte tenu de
(38.c), (38.d) et (27), cet e!6ment de matrice s'ecrit:

La formule (4) doit done etre remplace"e par

Pour calculer 1'element de matrice figurant dans (40), il est commode
de faire passer G(z) a gauche de ae-(k') ou a droite de #^(k), puisque les
etats | tl/a) et | i/>a.) sont etats propres de I'op6rateur H figurant dans
G(z). Partons pour cela du commutateur

qui donne, compte tenu de (25)

II suffit alors de multiplier (42), a gauche par 07(z), a droite par
G(z - ha)), pour obtenir

Multiplions enfin (43) a gauche par ag<(k'). II apparait au second
membre fle'(k') G(z) que Ton peut a nouveau transformer en utilisant la
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relation adjointe de (43) (z etant remplace par z* et ke par
kV)

ae-(k') G(z) = G(z - fta>') a £,(k') + G(z -tia>')V J(k') G(z)

Nous obtenons finalement

et par suite, puisque | \l/a} et | »/v) sont etats propres de H de valeurs
propres Ea et Efl<

Dans le premier terme de (46), fle-(k') peut 6tre amene a droite du
produit d'operateurs par une relation de commutation :

Au deuxieme terme pres, dont nous montrerons plus loin que sa
contribution a (40) est n6gligeable, 1'expression (47) ressemble beau-
coup a (7). Nous pouvons utiliser cette analogic pour appliquer a (47) la
demarche des paragraphes 1-a, 1-b et 1-c, apres avoir montre que
1'hypothese initiale faite apres 1'expression (7) est bien verifiee ici, a
savoir que ({f/a,\V^(k')G(z}Ve(k)| i/ra> n'a pas de poles reels dans la
region z = Et ou Ef.
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Pour cela, rappelons (voir le complement Am) que si |«) est un
vecteur d'etat norme, («|G(z)|«) admet des poles pour les valeurs
propres discretes de H et une coupure sur 1'axe reel correspondant au
spectre continu. Cette propriete se generalise aisement aux elements de
matrice de G(z) entre deux etats differents de norme finie (voir la
remarque du paragraphe 1 du complement AIH). Verifions d'abord que
V%(k) | \l/a) est bien de norme finie. En utilisant (25.b) et 1'expression de
la vitesse va de la particule a, on obtient:

Le second membre est la moyenne, dans 1'etat fondamental du systeme,
d'observables qui sont a 1'evidence finies (la vitesse des particules est
bornee), de sorte que le carre de la norme de V E(k) | «//a) est fini. II en
est de meme pour V£ '(k')| i / / a<). II en resulte que
(l/v|yV(X)G:(z)V£(k)| «/ffl)

 n'a Pas d'autres poles discrets que Ea et

Ea>, qui sont eloignes de Ei = Ea + ha> et Ef = Ea< 4- ha}'.
Ainsi, le meme raisonnement que celui fait a la fin du paragraphe 1-a

permet de negliger les contributions des singularites de G(z) a
1'integrale de contour (40), a la limite T -+ oo . Les seules contributions
non nulles proviennent des poles en Ei et Ef de (47). Un calcul
analogue a celui du paragraphe 1-b permet alors de generaliser (pour
les premier et troisieme termes de (47)) les resultats (12) et (13) sous la
forme

avec

Calculons enfin la contribution c2 du second terme de (47) a (40). Une
integration par la me'thode des residus donne immediatement:

Lorsque T tend vers 1'infini, c2 devient une fonction rapidement
oscillante de Ei et Ef. Son amplitude est finie, et meme petite dans la
mesure ou af-(k') | i//fl> est d'ordre 1 en /// (voir fin du paragraphe 2-a).
Au sens des distributions, c2 tend done vers zero.
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Remarque
Revenons sur la comparaison entre (7) et (47). La demonstration faite plus
haut ne peut pas s'appliquer a (<pf\V G(z) V \ <p,-> car | <p,-> et
| <p y) sont des etats du spectre continu, qui ne sont pas de norme finie. En
fait nous avons montr6 de fa?on perturbative au paragraphe 1-d que
{ 9 f \ V G(z) V\<pt) a des poles en Ea + ha> et Ea, + K<*>'.

b) NOUVELLE EXPRESSION DE LA MATRICE DE TRANSITION. DISCUS-

SION PHYSIQUE

L'expression (49.b) de T>^- peut etre encore transformee et mise sous
une forme ties voisine de celle de 1'expression perturbative d6crivant,
au second ordre en q, le meme processus de diffusion entre 6tats
decouples |a;ke> et |a;k'e') (formule (C.I) du chapitre II).

Pour cela, nous aliens faire passer ae-(k') a droite de Ve(k) dans le
premier terme de (49.b) et utiliser le resultat (26) obtenu plus haut pour
«Xk') I «Aa) • Nous noterons W£.e(k',k) le commutateur de ae-(k') et
Ve(k), qui vaut d'apres (25) :

II est possible alors d'ecrire le premier terme de (49.b) sous la forme

oil nous avons utilise (26) pour passer de la premiere a la seconde ligne.
Finalement, la nouvelle matrice de transition 73 ,̂- peut s'ecrire sous la
forme

Pour faciliter la comparaison entre les expressions exacte et perturba-
tive de 'Gfi, il est commode de reecrire la formule (C.I) du chapitre II
en y faisant apparaitre les operateurs V£(k) et V ^ ( k f ) utilises ici. II
suffit pour cela de noter que
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et

Pour ke ^ k'e', le second membre de (55) se reduit au premier terme et
la formule (C.I) du chapitre II s'ecrit sous une forme

qui rappelle beaucoup celle de 1'expression exacte (53).
La comparaison de (53) et (56) montre clairement que, pour passer de

1'expression approchee a 1'expression exacte, il faut remplacer |a;0)
par | «/f f l) , Ea par Ea et G0 par G. Ainsi, les quantites relatives a 1'etat
fondamental « n u » sont remplacees par celles relatives a 1'etat
« habille » par le nuage de photons transverses et le propagateur libre
G0 est remplace par le propagateur perturbe G.

Une analyse plus complete de 1'expression (53) depasse le cadre de ce
complement. On peut neanmoins suggerer les idees suivantes : une
premiere approximation du propagateur complet de 1'atome est celui
d'un atome « nu » dans lequel les electrons ont des masses renormali-
sees, et 1'interaction avec le noyau est modified a courte distance. Ainsi,
1'utilisation de la formule du second ordre (56), avec des parametres
renormalises et des energies complexes pour les etats excit6s, constitue
en fait une excellente approximation de (53). Ce resultat, en fait tres
general, peut etre etabli dans le cadre de la theorie de la renormalisa-
tion. II justifie la pratique courante dans tous les problemes d'optique
quantique et d'electrodynamique a basse energie consistant a ignorer
les corrections radiatives, et a utiliser d'emblee dans les formules des
parametres physiques renormalises.

REFERENCES

Pour la theorie standard des collisions, voir Goldberger and Watson.
Pour les applications a la theorie des champs, ce complement s'est
inspire de G.C. Wick, Rev. Mod. Phys. 27, 339 (1955), et Kroll.
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COMPLEMENT Cm

ETAT DISCRET COUPLE
A UN CONTINUUM DE LARGEUR FINIE

TRANSITION ENTRE LA DECROISSANCE EXPONENTIELLE
DE WEISSKOPF-WIGNER ET L'OSCILLATION DE RABI

1. Introduction - Idee generate

Les methodes de resommation de la s6rie de perturbation, exposees
dans la partie B de ce chapitre, permettent de rendre compte de la
decroissance exponentielle d'un niveau discret couple a un continuum.
Nous avons egalement discute dans le paragraphe C-l-c les conditions
de validite d'un tel r6sultat. II faut en particulier que la probabilite de
transition par unite de temps Fb, de 1'etat discret | <pb) vers le
continuum, soit tres petite devant un parametre w0 caracterisant
1'echelle de variation avec E d'une fonction Fb(E) qui decrit comment
1'etat discret | <pb) est couple aux etats du continuum d'energie
E (voir (C.12)). Dans certains cas, lorsque Fb(E) a la forme d'une
courbe en cloche, h w0 est de 1'ordre de la largeur a mi-hauteur de cette
courbe et peut done etre considere comme la « largeur du continuum ».

Imaginons maintenant que nous puissions augmenter progressivement
le couplage V, et done Fb(E), sans modifier la largeur h w0 de
rb(E). Quand Fb devient de 1'ordre de w>0, les deviations par rapport a
la decroissance exponentielle deviennent de plus en plus importantes.
A la limite ou Fb devient grand devant w0, il semble meme que la
largeur du continuum puisse etre negligee en premiere approximation.
Le continuum est alors assimilable a un etat discret. On s'attend done,
pour Fb > w0, a ce que le comportement temporel du systeme se
rapproche d'une oscillation de Rabi entre deux niveaux discrets.

Le but de ce complement est de presenter un modele suffisamment
simple d'etat discret couple a un continuum de largeur finie pour qu'on
puisse, par des constructions graphiques, comprendre comment
1'augmentation du couplage V change progressivement le comporte-
ment temporel du systeme (*). Nous commengons (§2) par presenter
le modele qui permet d'obtenir une expression exacte pour la transfor-
mee de Fourier ^b(E) de 1'amplitude Ub(r} pour que le systeme,

( *) C. Cohen-Tannoudji et P. Avan dans « Etats atomiques et moleculaires couples a
un continuum. Atomes et molecules hautement excites », p. 93, editions du C.N.R.S.
(Paris 1977).
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prepare a 1'instant 0 dans 1'etat discret | <pb) , soit reste dans cet etat un
instant r apres. Par rapport aux calculs presentes dans le paragraphe C-
1 de ce chapitre, nous ne faisons plus 1'approximation consistant a
remplacer 1'expression Rb(z) figurant au denominateur de (C.4) par une
expression approchee Rb(z). Le modele est suffisamment simple pour
permettre un calcul exact de Rb(z), et done de Rb(E ± Z T J ) . Apres avoir
discute les parametres physiques importants du probleme (§3), nous
indiquons ensuite (§4) comment il est possible, pour chaque valeur de
E, de construire graphiquement ^£b(E}. Nous pouvons alors etudier la
forme de ^(E) dans divers regimes, couplage faible (§ 5), interme-
diaire (§6), et fort (§ 7), et comprendre ainsi comme #&(£) passe
progressivement d'une forme lorentzienne (dont la transformee de
Fourier est une exponentielle amortie) a un ensemble de deux fonctions
delta (dont la transformee de Fourier est une sinusoide).

2. Presentation du modele

a) FvTATS NON PERTURBES

L'hamiltonien non perturbe H0 est suppose avoir un seul etat propre
discret | < p & ) , d'energie Eb, et un seul continuum |E,/3), d'energie
E variant continument de 0 a -i- oo (/3 est 1'ensemble des nombres
quantiques autres que E necessaires pour caracteriser les etats du
continuum).

b) HYPOTHESES SUR LE COUPLAGE

Le couplage est note \V ou A est un parametre sans dimensions. Si
A <^ 1, le couplage est faible ; si A > 1, le couplage est fort.
V est suppose n'avoir d'elements de matrice non nuls qu'entre 1'etat
discret et le continuum. Ces Elements de matrice sont notes v(E,fi)

c) CALCUL DE LA RESOLVANTE ET DES PROPAGATEURS

L'equation (B.8) du chapitre devient ici
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ou Rb(z) est donne par une expression analogue a (B.4)

| < P i ) > I (f j } . . . 6tant des etats propres de H0, autres que | <pb), et
d'6nergie E^ Ej...

Les hypotheses faites plus haut sur H0 et V permettent alors de
simplifier consid6rablement 1'expression (4). Tout d'abord, le premier
terme est nul d'apres (2.a). Considerons alors le troisieme. Comme tous
les 6tats |<p,-) et | <p;-> autres que | (pb) sont necessairement les 6tats
|£,j8) et |E',/3') du continuum (voir §a ci-dessus), 1'element de
matrice central du troisieme terme de (4) se reduit a (E'p' \\V\E,j3)
qui est nul d'apres (2.a). Un raisonnement analogue permet de montrer
que tous les termes d'ordre superieur en V du developpement (4) sont
nuls. II ne reste plus finalement que le terme d'ordre 2 ou |<p,) est
remplace par |E',/3'). Rb(z) s'ecrit done, compte tenu de (2.b) :

ou p ( E ' , f i ' ) est la densite d'etats dans le continuum. Ainsi, les
hypotheses simplificatrices sur H0 et V nous ont permis d'obtenir une
expression exacte pour Rb(z). De plus, Rb(z) varie simplement en
A2 .

Les propagateurs retarde et avance s'ecrivent, compte tenu de (A. 19)
et (3) :

Or, d'apres (5)

Comme

1'equation (6) donne
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ou

et finalement

d) TRANSFORMEE DE FOURIER DE L'AMPLITUDE Ub(r}

D'apres (A.21), la transformee de Fourier ^fb(E) de Ub(r) est
proportionnelle a Gb_(E) — Gb + (£'). De maniere plus precise, les
equations (A.21) et (12) donnent

ou

Finalement, nous avons obtenu pour Ub(r) et tytb(E) des equations
tout a fait analogues a (C.20.a) et (C.20.b). II ne faut pas perdre de vue
toutefois que les expressions (10) et (11) de Ab(E) et rb(E) sont ici
exactes, dans le cadre du modele simplifie que nous avons choisi, alors
que les expressions (C.ll) et (C.12) resultent d'un calcul perturbatif de
Rb(E ± IT}), limite a 1'ordre 2 en V (voir (C.5)). Quand V augmente au
dela d'une certaine valeur, les expressions (C.ll) et (C.12), et done
(C.20), ne sont plus valables, alors que (13.b) demeure toujours exact.
Dans le modele simple que nous avons choisi, 1'augmentation du
couplage se traduit simplement par une augmentation du facteur
A 2 multipliant Fb(E) et Ab(E} dans (13.b), les fonctions rb(E) et
Ab(E) gardant toujours la meme forme.

Remarque

Nous avons etabli les formulas (13), qui serviront de base a toute la suite
du complement, ^ partir du formalisme g£n6ral mis en place dans la
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partie A de ce chapitre. Le modele choisi pour H0 et V dans ce
complement est cependant si simple qu'on peut arriver aux 6quations (13)
de maniere plus directe. Developpons en effet le vecteur d'6tat | «A(0) sur
les etats \<pb) et |£,/3>

L'6quation de Schrodinger s'ecrit alors

En integrant (15.b), avec la condition initiale c(£,/3,0) = 0, et en
reportant la solution ainsi obtenue dans (15.a), on obtient

ou rb(E) est defini en (11), c'est-a-dire encore

ou

L'equation int6grodifferentielle exacte (16.b) peut servir de point de
depart pour plusieurs traitements : traitement perturbatif (ou cb(t — T) est
remplac6 par cfc(0) = 1), traitement de Weisskopf-Wigner (ou cb(t — T) est
remplace par cb(t) et sorti de I'int6grale). On peut egalement, sans faire
aucune approximation, introduire les transformees de Fourier-Laplace de
cb(t) et yb(f) et transformer (16.b) en une equation alge"brique, a partir de
laquelle il est possible de deriver (13.b).

3. Les parametres physiques importants

Avant d'indiquer la construction graphique de ^b(E), nous precisons
1'allure et les proprietes essentielles des fonctions Fb(E) et Ab(E)
apparaissant dans (13.b).

a) FONCTION Fb(E)

D'apres sa definition (11), rb(E) caracterise le couplage induit par
V entre 1'etat discret \<pb) et la «couche» d'energie E dans le
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continuum. II apparait egalement clairement sur (11) que

Comme le continuum part de E = 0 (voir (l.b)), la densite d'etats
p(E,j3) est nulle pour E <:0, de sorte que

Quand E augmente, p(E,fi) est en general une fonction croissante de
£,alors que | v(E,fi) |2 tend vers 0 quand E -~ oo . Nous supposerons ici
que \v(E,p)\2 tend vers 0 suffisamment vite, pour que

Finalement, compte tenu de tous ces resultats, nous prenons pour
rb(E) une fonction dont les variations avec E ont la forme representee
sur la figure 1. La largeur a mi-hauteur de cette fonction, ftw0, peut etre
considered comme la largeur du continuum

Figure 1. Allure de la fonction rb(E).

b) PARAMETRE n l CARACTERISANT LE COUPLAGE DE L'ETAT DISCRET
AVEC TOUT LE CONTINUUM

Supposons un instant que tous les etats \ E , f i ) soient degen6r6s en
energie avec | <pb) . L'etat discret serait alors coup!6 uniquement ^ l'6tat
V \ ( p b } , c'est-a-dire a la combinaison lineaire normee suivante

1'element de matrice de couplage entre \<pb) et | « / r > etant
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La frequence de Rabi Ol de 1'oscillation du systeme entre 1'etat
|<p f c> et l'6tat | i /f) serait alors egale au module de (21) (divis6 par
*)•

En realite, les 6tats |£,/3) ne sont pas degen6res avec | <pb) et ont
une dispersion en energie de I'ordre de hwQ. On s'attend cependant, si
le couplage A V est suffisamment fort, £ ce que le systeme ait le temps
d'osciller plusieurs fois entre | <pb) et le continuum avant que I'effet de
la dispersion tiwQ sur les energies des etats | E,fi ) n'ait pu se faire sentir.
Nous sommes done conduits a introduire le parametre

(ou nous avons utilis6 (11) pour la deuxieme 6galit6). Nous verrons
effectivement plus loin que A O 1 est bien la frequence de 1'oscillation de
Rabi apparaissant pour A > 1.

Notons finalement que rb(E) doit decroitre suffisamment vite avec
E pour que 1'integrate (22) soit convergente.

c) FONCTION Ab(E)

Les relations (10) et (11) entrainent que

La relation de dispersion (23) permet de prevoir 1'allure de Ab(E) a
partir de celle de rb(E). Si rb(E) ressemble a une courbe en cloche
(Fig. 1), Ab(E) ressemble a une courbe de dispersion (Fig. 2)

Figure 2. Allure de la fonction Ab(E).

Lorsque |£ |» /zw 0 , le denominateur de (23) est equivalent a E
puisque E' ne peut, a cause du numerateur Fb(E'}, etre tres superieur
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a fiw0. On en deduit que

(nous avons utilise (22) pour la deuxieme egalite). Les ailes de la
fonction Ab(E) decroissent done en l/E.

4. Principe de la construction graphique

«) CONSTRUCTION POINT PAR POINT DE <%b(E)

Sur la figure3, sont representees trois fonctions de E : ft\2rb(E),
h\2Ab(E), E - Eb (droite de pente 1, coupant 1'axe des E en
Eb). Considerons alors une verticale d'abscisse E, et appelons
A, B, C, D les intersections de cette verticale avec respectivement 1'axe
des abscisses, les courbes fi\2Fb(E), fi\2Ab(E), E - Eb. Nous avons

de sorte que 1'expression (13.b) de ^fb(E) peut s'ecrire

FigureS. Construction graphique de ^fk(E).
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Pour chaque valeur de E, nous pouvons ainsi mesurer AB et
CD, et determiner <%b(E) par (26).

Comme toutes les quantites figurant au denominateur de (26) sont
positives, nous nous attendons a trouver un maximum de ^lb(E) pour
les valeurs de E telles que CD s'annule. Les abscisses Em des maxima
de ^b(E) sont done donnees, d'apres (25), par

b) DETERMINATION GRAPHIQUE DES ABSCISSES DES MAXIMA DE
<%(,(£). CLASSIFICATION DES DIVERS REGIMES

D'apres (27), ces abscisses sont obtenues en recherchant les intersec-
tions de la courbe hAb(E) avec la droite (E — Eb)/\

2 passant par
Eb et de pente I /A 2 (Figure 4).

Figure 4. Determination graphique des abscisses
des maxima de <9tb(E).

Pour un couplage faible (A <^ 1), (E - Eb)/\
2 est pratiquement une

droite verticale, et il n'y a qu'un seul point d'intersection, dont
1'abscisse est tres proche de Eb : Em = Eb. Une meilleure approximation
s'obtient en remplacant dans le dernier terme de (27), qui est tres petit,
Em par Eb, ce qui donne

Lorsque le couplage A augmente, il apparait sur la figure 4 que
1'abscisse du point d'intersection de ti Ab(E) avec (E — Eb)/\

2 se
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deplace vers la gauche, jusqu'a ce que A atteigne une valeur critique
Ac , au dela de laquelle Em devient negatif, c'est-a-dire inferieur au
debut du continuum qui part de E = 0. (Des intersections nouvelles des
deux courbes peuvent d'ailleurs apparaitre). La valeur de Ac est
obtenue en faisant Em — 0 dans (27)

(Nous avons utilise (23) pour la deuxieme egalite). Nous reviendrons
plus loin (§ 6-b) sur la signification physique du couplage critique.

Pour les couplages trds forts (A > 1), la pente de la droite
(E — Eb)/\

2 devient ires faible, et il apparait sur la figure 4 que cette
droite coupe en g£ne"ral la courbe h Ab(E) en trois points, d'abscisses
E£\ E%\ E£\ E^est tres proche de 1'abscisse du zero de Ab(E). Quant
aux abscisses E$ et E£\ elles correspondent a des points situ€s dans les
ailes de h Ab(E), pour lesquelles 1'expression asymptotique (24) de
Ab(E) peut etre utilised. En reportant (24) dans (27), on obtient alors

Comme Eb peut etre neglige devant Em, 1'equation (30) donne

c'est-a-dire encore

5. Couplage faible

a) DfiCROISSANCE EXPONENTIELLE DE WEISSKOPF-WlGNER

Quand A <^ 1, le terme [E - Eb - h\2Ab(E)]2 du denominateur de
(13.b) est tres grand devant tous les autres, sauf au voisinage de
E = Eb ou il s'annule. II est done legitime de remplacer, dans les termes
tres petits h\2rb(E) et h\2Ab(E), E par Eb puisque c'est seulement au
voisinage de cette valeur de E que ces termes ne sont pas n£gligeables
devant [E - Eb - h\ 2Ab(E}]2. II vient ainsi
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ou

La transformee de Fourier de (33) est

ce qui n'est autre que le re"sultat bien connu etabli par Weisskopf et
Wigner. Fb est la probabilite de transition par unit6 de temps de 1'etat
discret \<pb} vers le continuum, calculee par la regie d'or de Fermi,
h Ab le deplacement de cet etat discret du au couplage avec le
continuum.

b) CORRECTIONS A LA DECROISSANCE EXPONENTIELLE

Une meilleure approximation que celle conduisant a (33) consiste &
continuer & remplacer Fb(E) et Ab(E) par Fb et Ab au denominateur de
(13.b), ou la dependance en E est essentiellement determinee par le
terme [E - Eb - hX 2Ab(E)]2, mais a garder rb(E) au numerateur. II
vient ainsi

Le fait que Fb(E) soit nul pour E < 0 et tende vers zero quand
E -*• oo (voir Fig. 1) montre alors que les ailes de ^lb{E} tendent vers
zero plus vite que celles d'une lorentzienne. Ceci entraine des correc-
tions a la d6croissance exponentielle (35) que nous discutons mainte-
nant.

Tout d'abord, on peut considerer que 1'expression (36) est le produit
de la lorentzienne (33) par la fonction Fb(E)/rb, qui vaut 1 pour
E = Eb, et s'annule en dehors d'un intervalle dont la largeur est de
1'ordre de quelques ftw0. II s'ensuit que la transformee de Fourier de
(36) va etre le produit de convolution de 1'exponentielle (35) par la
transformee de Fourier de Fb(E)/rb. La fonction rb(E) ayant une
largeur ftw0, sa transformee de Fourier yb(r) a une largeur en
r finie, qui est de 1'ordre de l/w0. Par ailleurs, Fb(E) est strictement
nul pour E < 0 et n'est pas infiniment derivable en E = 0. II en resulte
que sa transformee de Fourier yb(r} se comporte a 1'infini comme une
puissance de (1/r). De fac.on plus precise, si Pb(E) d6marre comme
En, yb(r) varie comme l/rn + 1 a 1'infini. Le produit de convolution de
yb(r} avec 1'exponentielle (35) modifie done le comportement de
Ub(r) aux temps courts et aux temps longs.

Aux temps courts, 1'exponentielle (35) va se trouver « arrondie » et
ne plus avoir de derivee discontinue en r = 0. On peut d'ailleurs
determiner directement le comportement aux temps courts a partir de
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(15). Si t < I/H>O, les exponentielles exp[ ± i(E - Eb)t/h] peuvent etre
remplaces par 1 (puisque E — Eb est au plus de 1'ordre de quelques
/w>0). L'inte'gration de (15.b) entre 0 et t donne alors

La conservation de la norme, et (22) entrainent

II apparait ainsi qu'aux temps tres courts (t <^ l/w0), \cb(t) \
2 ne d6croit

pas lineairement avec t, comme le laisserait supposer (35), mais
quadratiquement.

Aux temps longs (r > /Y1), le produit de convolution de 1'exponen-
tielle (35) avec yb(r), se comporte comme celle des deux fonctions qui
decroit le plus lentement, done comme l/rn + 1.

6. Couplage intermediaire - Couplage critique

Lorsque A augmente, les deviations de tftb(E) par rapport a une
lorentzienne deviennent de plus en plus importantes. Des structures
larges peuvent apparaitre dans les ailes de °Ub(E), ainsi que des
nouveaux maxima. Avant d'aller plus loin, il est important de preciser
la forme de ^(£) au voisinage d'un de ces maxima.

a) DEVELOPPEMENT DE °Ub(E} AU VOISINAGE D'UN MAXIMUM

Au voisinage d'un zero Em de 1'equation (27), nous pouvons ecrire

Nous avons utilise (27) et developpe Ab(E) - Ab(Em) a 1'ordre 1 en
(E - Em). Posons

et reportons (39) dans le denominateur de (13.b). Nous obtenons pour
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tftb(E) au voisinage de Em

avec

II apparait ainsi qu'au voisinage d'un maximum d'abscisse Em,
Ub(E) a la forme d'une lorentzienne, centr6e en E = Em, de largeur
hym a mi-hauteur donn6e par (42), et de poids 1/(1 - fcA2-d'm). Bien
sur, ces r6sultats ne sont valables que si rb(E) et Ab(E) varient peu sur
la largeur hym de cette lorentzienne, c'est-a-dire si

b) SENS PHYSIQUE DU COUPLAGE CRITIQUE
Des que A d6passe Ac, on voit sur la figure 4 que la droite

(E-Eb)/\
2 coupe la courbe tiAb(E) en un point d'abscisse Em

negative. Utilisons alors les r6sultats du paragraphe pr6cedent pour
preciser la forme de ^£b(E) au voisinage de cette valeur Em.

Comme Fb(E) est nul pour E negatif et que Em est negatif,
rb(Em) = Fm est nul et par suite d'apres (42)

L'approximation (41) de <%b(E) est alors certainement valable puisque,
ym 6tant nul d'apres (44), la condition (43) est remplie. II vient alors, au
voisinage de E = Em

Nous trouvons ainsi que, pour A > \c, une fonction delta apparait dans
*%{,(£), centree en E = Em dans la r6gion E <0. Cette fonction delta
donne naissance, d'apres (13.a), a une oscillation nonamortie dans
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Ub(r) de la forme

Physiquement, le couplage a deplace 1'etat discret initial | <pb) vers les
energies negatives d'une quantite si importante que cet etat discret est
passe en dessous du continuum et est devenu stable puisqu'il n'y a plus
d'etats du continuum de meme energie que lui vers lesquels il puisse se
desintegrer.

7. Couplage fort

Pour A > 1, la figure 4 montre qu'il y a trois points d'intersection
entre la droite (E-Eb)/X

2 et la courbe h Ab(E), d'abscisses E£\
rr(2) F<3)
J-'m > ̂ m •

Celui qui est le plus a gauche a une abscisse E$ negative.
tf£b(E) est done au voisinage de ce point une fonction delta donnee par
(45). Comme A > 1, on peut utiliser la valeur asymptotique (32.a) pour
E$, £^2) = -Af t /2 ! , ainsi que 1'expression asymptotique (24) de
Ab(E) pour calculer A'm = A'b(Em). II vient ainsi A'b(E) - - hH^/E2et
par suite

de sorte que

Ainsi, 1'expression de ^b(E} contient, en E = — \Hn1, une fonction
delta de poids 1/2.

Considerons maintenant 1'autre intersection d'abscisse E$ =* + \ftn1

(voir (32.b)). Au voisinage de cette valeur de E, tftb(E) se comporte
comme une lorentzienne donnee par (41). Un calcul, identique a celui
qui precede, montre que le poids, 1/(1 - h\ 2A'm), de cette lorentzienne
est lui aussi egal a 1/2. Quant a sa largeur ym, elle vaut d'apres (42)

Si rb(E) decroit plus vite que l/E2 quand E tend vers 1'infini, cette
largeur ym tend vers 0 quand A _* oo . Elle tend vers une constante si
rb(E) varie en-4/Zs2. Enfin, elle diverge si rb(E) tend vers zero moins
vite que l/E2.
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II reste a examiner la contribution du troisieme point d'intersection en
E$, au voisinage du z6ro de Ab(E). Revenons a 1'expression (13.b) de
<%tb(E). Nous voyons que, sur un intervalle de quelques /w>0 a droite de
E = 0, E - Eb peut etre neglige devant h\ 2Fb(E) et ft A 2Ab(E), puisque
A > 1, de sorte que ^lb(E) est proportionnel a I/A2dans cet intervalle.
II apparait ainsi que dans ce meme intervalle, <%b(E) se comporte
comme une courbe de largeur de 1'ordre de hw0 et dont le poids, en
I/A2, tend vers zero quand A-^ oo . L'approximation lorentzienne (41)
n'est d'ailleurs plus valable dans ce cas car rb(E) et Ab(E) varient
beaucoup dans 1'intervalle hw0.

Finalement, les variations de ^fb(E) avec E, pour A > 1, ont 1'allure
representee sur la figure 5.

FigureS. Allure de variations de ^i\,(E) pour A > 1.

Comme le poids de la structure centrale tend vers z£ro quand
A _* oo , le comportement de Ub(r) est essentiellement une oscillation
de la forme

due au battement entre les transformers de Fourier des deux courbes
etroites de la figure 5, qui ont chacune un poids 1/2 (nous negligeons
pour 1'instant la largeur ym de la courbe de droite). Nous retrouvons
bien ainsi 1'oscillation de Rabi a la frequence A fl l quand A devient tres
grand. II y a cependant des corrections a cette oscillation.

(i) Aux temps tres courts ( r^vv^ 1 ) , des petites corrections, en
I/A2 , dues a la structure large centrale de la figure 5, apparaissent.
Elles s'amortissent en un temps de 1'ordre de l/w0.

(ii) La contribution de la courbe de droite de la figure est amortie
avec un temps de 1'ordre de l/ym, ou ym est la largeur de cette courbe.
L'oscillation de Rabi est done amortie avec une constante de temps de
1'ordre de l/ym.
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(iii) Aux temps tres longs (r > 1/r™) seule subsiste la contribution de
la fonction delta centree en - XHO^ qui vaut e lT/2 et qui ne
s'amortit pas.

Le point (ii) montre clairement qu'il est impossible d'obtenir une
oscillation de Rabi non amortie, comme c'est le cas pour deux vrais
etats discrets couple's. Le couplage avec un continuum introduit une
irreversibilit6 fondamentale dans le probleme, qui ne disparait jamais,
meme aux couplages tres forts.

Finalement, nous avons pu montrer sur un modele tres simple
1'existence d'une transition continue entre deux regimes extremes, la
de"croissance exponentielle de Weisskopf-Wigner et Poscillation de
Rabi, tout en precisant les corrections qui doivent etre apporte"es a ces
deux regimes extremes.



CHAPITRE IV

Le rayonnement considere
comme un reservoir :

equation pilote pour les particules

A - INTRODUCTION - IDEE GfiNERALE

Dans ce chapitre, nous nous interessons a Involution des seules
particules et nous nous proposons d'etablir des equations decrivant une
telle evolution. Un exemple c61ebre d'une telle demarche est celle
d'Einstein, introduisant en 1917 les equations decrivant 1'effet des
processus d'absorption, d'emission induite et d'emission spontanee
entre les niveaux a et b d'un atome plonge dans le rayonnement du
corps noir (*) :

Dans (A.I), Na et Nb sont les nombres d'atomes dans les etats
a et b (Eb > Ea), A^^, la probabilite d'emission spontanee par unite de
temps de b vers a, Ba^b (et Bb^) les probabilites d'absorption (et
d'emission induite) de a vers b (et de b vers a), M(O>) la densite d'energie
du rayonnement a la frequence o> = (Eb - Ea)/h. Le but de ce chapitre
est de justifier et de g6neraliser des equations de ce type a partir des
equations de base de 1'electrodynamique quantique decrivant revolu-
tion couplee des particules et du champ.

Notons tout d'abord que les particules, formant un sous-systeme d'un
systeme plus vaste, ne peuvent etre decrites que par un opera-

(*) A. Einstein, Physik. Zeitschr. 18, 121 (1917).
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teur densite. En effet, meme si le systeme global est dans un etat pur,
decrit par un vecteur d'etat, 1'etat des particules est en general un
melange statistique d'etats. L'operateur densite a decrivant un tel
melange est obtenu par trace partielle sur les variables du rayonnement
de 1'operateur densite p du systeme global:

c'est-a-dire encore, en termes d'elements de matrice,

les indices (latins) a et b reperant les etats des particules, les indices
(grecs) IJL ceux du rayonnement (*). Ainsi, 1'etat de 1'atome a deux
niveaux a et b introduit plus haut est decrit par la matrice densile :

En plus des « populations » a-bb et craa des deux niveaux, proportionnel-
les aux quantites Nb et Na apparaissant dans (A.I), on voit apparaitre
des elements non-diagonaux ou « coherences » entre a et ft, relies a
certaines grandeurs physiques, evoluant a la frequence (Eb - Ea)/H ,
comme le moment dipolaire electrique de 1'atome.

Avant d'essayer d'etablir une equation d'evolution pour cr, il peut
etre utile de s'inspirer d'autres exemples de physique classique ou Ton
s'interesse a 1'evolution d'une partie seulement d'un systeme global.

Considerons par exemple le mouvement brownien d'une particule
lourde plongee dans un gaz ou dans un liquide de particules Idgeres avec
lesquelles elle subit des collisions incessantes. Par suite de la difference
de masse, il faut un tres grand nombre de collisions pour faire varier de
maniere appreciable la vitesse de la particule lourde. Comment decrit-
on alors le mouvement de la particule lourde ? Une premiere possibilite
est d'introduire une « equation de Langevin », ou 1'effet du fluide sur la
particule est decrit par deux types de force : une « force de friction »,
qui decrit 1'effet cumulatif des collisions et qui amortit la vitesse de la
particule au bout d'un temps caracteristique TR ; une « force de
Langevin », qui decrit les fluctuations de la force instantanee autour de
sa valeur moyenne, et qui varie avec un temps caracteristique de 1'ordre
du temps de collision rc, beaucoup plus court que TR. Une autre
possibilite consiste a essayer d'etablir une equation d'evolution pour la
fonction de distribution /(r,p) de la position et de 1'impulsion de la

(*) II est clair que 1'information contenue dans a- est moins riche que celle contenue
dans p. En particulier, 1'operateur densite reduit a ne decrit ni le rayonnement, ni les
correlations qui existent entre particules et rayonnement.
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particule lourde. On etudie en general la variation Af de / sur un
intervalle de temps At tres court devant TR (pour que la vitesse
moyenne de la particule ait peu vari6), mais tres long devant
rc (pour que plusieurs collisions elementaires aient eu le temps de se
derouler entierement). L'equation donnant Af/At est alors simple.
C'est une equation de Fokker-Planck, decrivant comment la fonction
de distribution se de"place et s'elargit sous 1'effet des collisions.

Nous retiendrons de 1'exemple precddent les idees generates suivan-
tes. Tout d'abord, la particule etudie"e sf interagit avec un systeme
$ possedant un tres grand nombre de degres de liberte (1'ensemble des
autres particules du gaz ou du liquide). La « capacite calorifique » de
9t est done tres grande, et il n'y a pas de modification macroscopique de
1'etat de ^ sous 1'effet du couplage avec jtf. & peut etre consider^
comme un « reservoir». Ensuite, 1'equation devolution de jtf est
simple, s'il y a deux echelles de temps bien distinctes dans le probleme,
un temps tres court rc caracterisant les fluctuations de la perturbation
exercee par $ SUT s f , et un temps beaucoup plus long TR caracterisant
la vitesse de variation de j^. Si Ton se contente d'une vitesse de
variation a «gros grains», moyennee sur un temps At tel que
TC <^ At < TR, alors, des equations cinetiques simples peuvent etre
obtenues pour les fonctions de distribution de s f .

Est-il possible d'e"tendre les id6es prec6dentes au cas ou j/ est un
ensemble de particules (que nous supposons ici former un atome ou une
molecule), et 0t le rayonnement ? Tout d'abord, ^ possede bien une
infinite de degres de liberte, correspondant au nombre infini de modes
du champ electromagnetique. Si $t est un atome (ou un petit nombre
d'atomes), il est legitime de consid6rer que 1'etat de 0t change tres peu
au cours du temps par suite du couplage avec j&. Quelles sont ensuite
les conditions d'apparition de deux echelles de temps bien distinctes ?
La dynamique des fluctuations des champs (electrique et magnetique)
agissant sur les particules chargees est decrite par les fonctions de
correlation fa ces champs. Or, on peut montrer(*) que, si 1'etat du
champ est le vide (ce qui correspond au probleme de remission
spontanee de photons par j/), ces fonctions de correlations
(E(t)E(t - T) + E(t - r)E(t) > decroissent tres vite avec r. Le temps
de correlation TC des « fluctuations du vide » est tres court, plus court
que la p6riode 277-/w0 de la transition b-~a etudiee, elle-meme
beaucoup plus courte que la duree de vie 1/F du niveau b, qui
caracterise 1'evolution de Patome. II en est de meme pour le probleme
d'un atome interagissant avec une onde incidente dont la largeur

(*) Voir par exemple « Photons et Atomes — Introduction a 1'Electrodynamique
Quantique», § III-C-3 et complement C,,,.
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spectrale Aa> est suffisamment grande(*) et 1'intensite suffisamment
faible. En effet, le temps de correlation du champ incident est de 1'ordre
de rc = AM ~l, et le temps moyen TR au bout duquel un processus
d'absorption ou d'emission induite se produit (temps d'evolution de
1'atome) est inversement proportionnel a 1'intensite lumineuse /, de
sorte que pour des valeurs convenables de At>> et /, la condition
rc <^ TR est realisee. C'est en particulier le cas pour le rayonnement du
corps noir, ou pour le rayonnement emis par des sources ordinaires
(comme des lampes a de" charge), qui ne sont ni tres monochromatiques,
ni tres intenses.

Nous voyons ainsi qu'il existe un grand nombre de situations ou le
rayonnement peut etre considere comme un reservoir exergant sur
1'atome une perturbation qui varie tres vite a 1'echelle du temps
d'evolution de 1'atome. Nous montrons, dans ce chapitre IV, comment
« ['equation pilote » donnant la vitesse de variation a gros grains de
1'operateur densite de stf peut etre etablie simplement et de maniere
perturbative lorsque le couplage V entre j/ et $ a un effet faible
pendant le temps de correlation TC des fluctuations de ^. II s'agit la
d'une situation rappelant celle des collisions faibles du mouvement
brownien, la condition sur la faiblesse de 1'effet du couplage pendant
TC portant le nom de condition de « retrecissement par le mouvement»
pour des raisons qui apparaitront plus loin. Nous commencons (par-
tie B) par etablir 1'equation pilote. Nous donnons ensuite une interpre-
tation physique des coefficients qui apparaissent dans cette equation
(partie C) et nous discutons les conditions de validite des approxima-
tions utilisees pour etablir 1'equation pilote (partie D). Les resultats
etablis dans ces trois parties sont valables de fa?on generate pour tout
petit systeme s$ couple a un reservoir ^, pourvu que la condition de
retrecissement par le mouvement soit satisfaite.

Nous revenons dans la partie E au probleme d'un atome a deux
niveaux couple au rayonnement et nous utilisons les resultats precedents
pour etablir les equations d'evolution de la matrice densite atomique
sous l'influence des processus d'emission spontanee, d'absorption et
d'emission induite. Nous nous interessons non seulement aux degres de
liberte internes (populations des deux niveaux a et ,b et coherence entre
a et b), mais aussi a 1'evolution des degres de liberte externes (vitesse du
centre de masse) sous 1'effet des echanges d'impulsions entre atome et
photons.

Trois complements prolongent la discussion de ce chapitre. Le
complement AIV montre que les moyennes a deux temps apparaissant
dans 1'equation pilote peuvent etre reliees a deux categories de

(*) Nous excluons ici le cas ou 1'atome interagit de maniere resonnante avec un
rayonnement monochromatique (voir chapitres V et VI).
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fonctions statistiques, les fonctions de correlation symetriques qui
decrivent la dynamique des fluctuations des observables de $4 et
^, et les susceptibilites lineaires qui decrivent la reponse lineaire de
chaque systeme a une perturbation exterieure. L'utilisation de ces
fonctions permet de montrer alors que les divers effets physiques decrits
par Pequation pilote peuvent etre interpretes tres simplement en
considerant que chacun des deux systemes en interaction, stf et
$£, fluctue et polarise 1'autre. Les complements BIV et Clv illustrent les
diverses notions introduites dans le chapitre sur I'exemple simple d'un
oscillateur harmonique couple a un reservoir d'oscillateurs harmoni-
ques. L'evolution de 1'oscillateur est etudiee, aussi bien dans le point de
vue de Schrodinger (complement Blv) que dans celui de Heisenberg
(complement CIV). On montre notamment que les equations de
Heisenberg relatives a 1'oscillateur materiel peuvent etre transformees
et mises sous une forme qui rappelle 1'equation de Langevin du
mouvement brownien. Un tel point de vue permet d'illustrer le lien
etroit qui existe de fa?on generale entre fluctuations et dissipation.
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B - ETABLISSEMENT DE L'EQUATION PILOTE
D'UN PETIT SYSTEMS j*

COUPLE A UN RESERVOIR 91

1. Equation d'evolution du petit systeme en representation d'interaction

Soit

1'hamiltonien du systeme global jtf + & : HA est 1'hamiltonien de
j/, HR celui de ̂ , V 1'interaction entre j/ et 0t. L'operateur densite
p du systeme global 30 + $ obeit a 1'equation d'evolution

qui devient, en representation d'interaction par rapport a HA + HR :

avec

L'avantage de la representation d'interaction est que, si V est suffisam-
ment petit, p(t) evolue lentement et ne contient plus en particulier les
exponentielles d'evolution libre non perturbee.

Integrons 1'equation (B.3) entre t et t + At. II vient

equation qui peut etre iteree pour donner

ou Ton a pose

Nous nous interessons ici a 1'evolution du petit systeme $4. L'equation
(A. 2.a) qui definit 1'operateur densite reduit cr de stf a partir de
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1'operateur densite p de sf + ̂  devient en representation d'interaction

En prenant la trace par rapport a #? des deux membres de 1'equation
(B.6), nous obtenons done

Jusqu'ici, aucune approximation n'a ete introduite et 1'equation (B.9)
est exacte. Avant d'aller plus loin et d'introduire des approximations, il
nous faut maintenant preciser les hypotheses faites sur le reservoir.

2. Hypotheses sur le reservoir

a) ETAT DU RESERVOIR

Soit

1'operateur densite de @t obtenu par trace partielle sur $t de
p(0- Comme & est un r6servoir, la variation de crR(t) due au couplage
avec #/ est faible. Dans une premiere approximation, &R{t) peut etre
consider^ comme constant en representation d'interaction (*) :

Nous supposerons de plus que le reservoir est dans un etat station-
naire, c'est-a-dire que <rR commute avec HR

En d'autres termes, o-R n'a pas d'616ments non diagonaux entre 6tats
propres de HR de valeurs propres diff6rentes et peut done 6tre
consid6re comme un melange statistique des etats propres | /x) de
HR

(*) Le couplage V fait bien sur apparaitre des correlations entre jtf et dt qui sont
faibles, mais essentielles pour 1'evolution de s& (voir § D 4).
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avec des poids /?M

C'est en particulier le cas lorsque ̂  est en equilibre thermodynamique
a la temperature T, les p^ valant alors

b) VALEURS MOYENNES A UN ET DEUX TEMPS DES OBSERVABLES DE
^ COUPLEES A j^.

L'interaction V entre j/ et ̂  sera prise sous la forme d'un produit
d'une observable A de j/ par une observable R de ̂ .

ce qui donne, en representation d'interaction

avec

puisque les observables de $4 commutent avec celles de $.

Remarque

Les calculs qui suivent peuvent etre aisement adaptes au cas plus general
ou V est une somme de produits d'operateurs Ap de $4 par des operateurs
Rp de ̂ , de la forme -

Nous supposerons que la valeur moyenne de R dans Petat aR de
R est nulle

la premiere egalite decoulant de (B.lS.b), (B.12) et de I'invariance de
la trace d'un produit dans une permutation circulaire. II s'ensuit que,
pour tout t

La valeur moyenne dans crR du couplage V(t) est done nulle. Si ce
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n'etait pas le cas, il suffirait d'ailleurs de reinclure TTR[O-R V] dans
HA et de prendre V - (TrR[aR V]) (g) 11 R comme nouvel hamiltonien
d'interaction, 11 R etant 1'operateur unite dans 1'espace des etats de
®
\sv •

La valeur moyenne de R(t) dans aR est une moyenne a un temps
t. Considerons maintenant la «valeur moyenne d deux temps»
t' et t"

egale a la valeur moyenne dans 1'etat <rR d'un produit de deux
observables R(t') et R(t") prises a deux instants differents t' et
t". Nous analysons dans le complement A IV la signification physique
des fonctions g(t',t"). Nous montrons en particulier que la partie reelle
de g(t',t") est une fonction de correlation symetrique decrivant la
dynamique des fluctuations de R dans 1'etat crR, alors que la partie
imaginaire de g(t',t") est reliee a une susceptibilite lineaire. En utilisant
(B.12), (B.18.b) et 1'invariance de la trace d'un produit dans une
permutation circulaire, on demontre aisement que g(t',t") ne depend
que de T = t' - t", puisque

Pour evaluer de maniere plus precise g(r), reportons 1'expression
(B.14) de crR dans (B.22). II vient

ou nous avons pose

Comme p^ et j - R ^ I 2 sont reels, il est clair sur (B.23) que

L'expression (B.23) montre que g(r) est une superposition d'exponen-
tielles oscillant aux diverses frequences de Bohr W M V de 3%. Comme
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0t est un reservoir, il possede un ensemble tres dense de niveaux
d'e"nergie et par suite un spectre quasicontinu de frequences de Bohr,
de sorte que les exponentielles de (B.23) vont tres vite se brouiller. Plus
precisement, nous supposerons ici que la fonction g(r) tend rapidement
vers z6ro quand r tend vers 1'infini, et nous d6signerons par
TC 1'ordre de grandeur de la largeur en r de g(r).

Finalement, les hypotheses faites sur ̂  reviennent a supposer que
0t est dans un etat stationnaire et exerce sur stf une « force » fluctuant
autour d'une valeur moyenne nulle, avec un temps de memoire, ou
encore un temps de correlation rc court.

3. Calcul perturbatif de la vitesse de variation a gros grains du petit
systeme

Revenons maintenant a 1'equation exacte (B.9). Nous allons en
deduire une Equation pilote pour ff en introduisant un certain nombre
d'approximations dont les conditions de validite seront precisees et
discutees plus loin (partie D).

Si V est suffisamment petit, et si At est suffisamment court devant le
temps devolution TR de a, il semble legitime, dans le dernier terme de
(B.9) qui est deja d'ordre deux en V, de negliger 1'evolution de
p entre t et r", et de remplacer p(t") par p~(t). Une telle approximation
revient a arrdter 1'iteration de (B.5) a 1'ordre 2 inclus en V.

Apres une telle approximation, le second membre de (B.9) ne
contient plus que p(t), qui peut toujours etre ecrit sous la forme

ou pCOrrei(0> qui est ^gal a 1'ecart entre p(r) et le produit des operateurs
densites reduits de $4 et ^P, decrit les correlations qui existent entre
s4 et 9t a 1'instant r. Nous negligerons dans la suite la contribution de
pcorrel a Aff(t), Nous reviendrons plus loin (partie D) sur les conditions
de validite d'une telle approximation, qui reposent en particulier sur
1'inegalite rc <^ At. L'idee generale est que les correlations initiales
entre j/ et ^ a 1'instant t s'evanouissent au bout d'un temps
TC et contribuent peu a 1'evolution de & sur 1'intervalle [t,t + At],
beaucoup plus long que rc (*). Une telle approximation revient done a
6crire, compte tenu de (B.8), (B.10) et (B.ll)

Nous avons ainsi introduit deux approximations, 1'une reposant sur la
condition At <^TR, 1'autre sur la condition At > TC, ce qui implique

(*) De nouvelles correlations entre s4 et ̂  apparaissent entre m t + At, et ce sont
elles qui font 6voluer &.
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1'existence de deux echelles de temps tres differentes TK > rr

Ces deux approximations nous permettent d'ecrire l'6quation (B.9),
sous une forme reliant 1'accroissement Aar de & entre t et t + At a
&(t). En effet, si 1'on remplace dans (B.9) p(r") et p(t) par (B.28) et
qu'on divise les deux membres de 1'equation par At, on obtient, comme
le premier terme de (B.9) est nul, d'apres (B.20):

La vitesse de variation ACT /At est appelee « vitesse de variation a gros
grains », car elle peut etre consideree comme la moyenne temporelle de
la vitesse instantanee dff/dt sur un intervalle At. En effet, Aa/At peut
s'ecrire

Toutes les variations rapides de la vitesse instantanee se produisant a
une echelle de temps inf£rieure a At sont Iiss6es dans une telle
moyenne. Le fait que Aar/At ne depende que de 1'etat &(t) du systeme
$4 a 1'instant t signifie que, examinee avec une resolution temporelle
pas trop grande, 1'evolution de st ne depend que du present et non du
passe (processus de Markov).

Comme, d'apres (B.17) et (B.18), V(t') et V(t") sont, comme
&(i) (g) crR, des produits d'observables de st et de $? commutant entre
elles, la trace sur &t de (B.30) ne porte que sur des produits de la forme
o-RR(t') R(t") ou <rRR(t") R(t'). II apparait ainsi que Pintegrale de
(B.30) ne depend du reservoir que par Pintermediaire des moyennes a
deux temps g(r) ou g( - r) introduces plus haut, avec r = t' - t". Pour
exploiter le fait que g(r) decroit tres vite avec r, il est commode de
changer de variables d'int6gration dans (B.30) et de passer des variables
t' et t" aux variables r et r'. La figure 1 montre le domaine d'integration
en r' et r" de (B.30). C'est le triangle QAB. Les lignes d'egales valeurs
de T sont des paralleles a la premiere bissectrice OB, qui correspond a
T = 0. Pour r fix6, on peut int6grer sur t' de t + r a t + At, puis
integrer sur T de 0 a At, ce qui donne

Comme les moyennes a deux temps du reservoir g(r) et g( - r) sont
negiigeables pour T > rc, la seule region du domaine d'integration ou
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Figure 1. Domaine d'integration en t' et t". La presence des moyennes a
deux temps g(r) et g( - T) du reservoir entraine que, seule, une bande de
largeur TC au voisinage de OB contribue (zone hachuree).

1'integrand est non nul est une bande etroite, de largeur de 1'ordre de
TC, au voisinage de 05 (zone hachuree de la figure 1). Comme
At > TC, on commet une erreur negligeable si Ton etend a + oo la borne
superieure de 1'integrale en T de (B.32) et a t la borne inferieure de
1'integrale sur t'. Finalement, apres developpement du double commu-
tateur de (B.30), et utilisation de (B.17) et (B.22), il vient

Pour aller plus loin et effectuer 1'integration sur t', il convient
maintenant de projeter Pequation operatorielle (B.33) sur une base
d'etats.

4. Equation pilote dans la base des etats d'energie du petit systeme

Soient |a) les etats propres de HA, de valeurs propres Ea
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L'equation (B.33) devient dans la base orthonormee ( | a>}

avec

La dependance en t' de 1'integrand de (B.36) ne peut provenir que
des elements de matrice Aan(t'} , A^t' - T)... qui varient en
exp ia>ant', exp i(i>nc(t' - T)... ou les a)an, o>nc... sont les frequences de
Bohr de sf

II est facile alors de verifier que tous les termes de 1'accolade de (B.36)
varient en exp/(&>a fc - <ucd)r'. Par exemple, la dependance en t' du
premier terme est, (compte tenu du dbd qui entraine que a>b = <ud)

Celle du second terme est

des demonstrations analogues pouvant etre faites pour les troisieme et
quatrieme termes. II s'ensuit que 1'integrale sur t' de (B.36) peut etre
faite aisement et donne

ou

Si \a)ab - (i>cd\ <^ I/At, la valeur de / dans (B.40) est pratiquement
egale a 1. Par centre, si |&> a 6 -w c d | > I/At, elle est pratiquement
nulle. II est done tout a fait legitime de negliger les couplages entre
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Affab/At et ffcd si \c*ab - o)cd\ > I/At. Enfin, si \u>ab - tocd\ ~ I/At,
nous verrons plus loin que la condition TR > At entraine que le
couplage entre Acrab/At et crcd a des effets tres faibles. Nous les
negligerons et ne garderons done que les termes couplant A&ab/At a
crcd avec | o)ab - (ocd\ <g I/At, termes dits « seculaires » et pour lesquels
/ = 1. Finalement, avec cette « approximation seculaire», 1'equation
pilote (B.35) devient

ou £ (sec) signifie que la somme est restreinte aux etats c,d tels que
c,d

I w ab ~ <° cd I ^ V^;' et ou ^es $abcd sont ^es coefficients independants
de t et At et qui sont donnes par I'int^grale sur T de (B.36)

Avant de calculer les coefficients $abcd de 1'equation pilote et de les
interpreter physiquement, il nous faut encore repasser de la representa-
tion d'interaction au point de vue de Schrodinger, ou Poperateur
densite de jtf est o-(r). La relation

entre les elements de matrice de o-(r) et <r(r) entraine la relation

entre les vitesses instantanees de a-ab et efab. Approximons la vitesse
instantanee d&ab/dt apparaissant en (B.45) par la vitesse de variation a
gros grains Acrab/At calcu!6e en (B.42). Nous obtenons alors, compte
tenu de (B.44)

L'exponentielle figurant dans (B.42) a disparu. Dans le point de vue de
Schrodinger, 1'equation pilote, developpee dans la base des etats
propres de HA, a la structure d'un systeme diffirentiel lineaire a
coefficients constants.
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Le premier terme du second membre de (B.46) decrit 1'evolution libre
de crab, le second 1'effet du couplage avec ffi. Les coefficients
$abcd sont done de 1'ordre de 1/TR, ou TR est le temps devolution de
s#. Si les elements de matrice aab et acd ont des frequences propres
a)ab et tocd suffisamment differentes, c'est-a-dire si | a)ab - a>cd\ > l/TR,
le couplage 9tabcd entre eux aura des effets tres faibles (de la meme
maniere qu'en mecanique quantique, un couplage Vab entre deux
niveaux d'energie Ea et Eb a des effets tres faibles, au second ordre en
V, si \Ea-Eb\ > Vab). Comme TR > At (voir (B.29)), la condition
\0}ab - °>cd\ ~ l/^? correspond bien a | i»ab - (»>cd\ > 1/TR. II etait
done legitime de negliger dans (B.42) les couplages entre a-ab et
crcd quand |o>fli, - a)cd\ n'est pas tres petit devant 1 /At.
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C - CONTENU PHYSIQUE DE L'EQUATION PILOTE

1. Evolution des populations

Les populations aaa des niveaux d'energie \a) de jtf ont toutes la
meme frequence devolution libre (coaa = 0). Les termes de couplage
qui existent entre elles sont done tous des termes se"culaires. Nous
supposerons de plus qu'il n'existe pas de coherence crcd de frequence
devolution libre tres basse (|wc^| <l/Ai). Les populations ne sont
done couplees qu'entre elles, 1'equation (B.46) s'e"crivant

Pour calculer 0taacc > nous faisons b = a et d = c dans (B.43).
Supposons tout d'abord c ̂  a. Les deux symboles de Kronecker
8bd et 8ac sont alors nuls. Les deux termes restant dans 1'accolade de
(B.43) sont complexes conjugu6s 1'un de 1'autre (voir (B.26)) et se
regroupent pour donner

Remplagons alors g(r) par son expression (B.23). II vient

L'integrale sur T est immediate et donne 27r5(o>M,, + o>c<2) qui s'e"crit
encore, compte tenu de (B.25) et (B.37), 2irh8(Eti + Ec - Ev - Ea).
Parailleurs, |-4ac|

2|^,,M|2 est egal, d'apres (B.16), a | <v ,a |K | /* ,c> |2.
Finalement, en posant

nous obtenons pour rc_^,

L'interpretation physique de Fc_a est tres claire. Fc_a est la probabi-
lite par unite de temps pour que le systeme j& effectue, sous 1'effet du
couplage avec #, une transition du niveau c vers le niveau a
(Figure 2). En effet, une telle transition correspond, pour le systeme
global sA. + *3l, a une transition | jU,c > —> | v, a } . L'equation (C.5)
donne la probabilite par unite de temps de cette transition (en accord
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Figure 2. Probabilite de transition par unit6 de temps entre les etats
c et a de $4 (Fig. a) et les 6tats ju.,c et v,a de si + & (Fig. /3). rc^ s'obtient a
partir de ^M c_v a par une moyenne sur /A et une somme sur v.

avec la regie d'or de Fermi), moyennee sur tous les etats initiaux
p possibles du reservoir (ponderes par pj et sommee sur tous les etats
finals v du reservoir, la fonction delta exprimant la conservation de
1'energie globale de $0 + ffi.

II reste a evaluer $aaaa. Ce sont maintenant les second et quatrieme
termes de 1'accolade de (B.43) qui s'annulent avec les termes
n = a des premiere et troisieme sommes. Les termes restant n ̂  a font
apparaitre ra^n et Ton obtient

Finalement, 1'equation pilote pour les populations (C.I) s'ecrit

ou encore

L'equation (C.7.a) exprime que la population o-aa de j^ diminue par
suite des transitions effectuees de a vers les autres niveaux n, et croit
par suite des transitions effectuees des autres niveaux c vers le niveau
a. L'ecriture sous la forme (C.7.b) montre le bilan des transferts qui
s'effectuent entre une paire de niveaux c et a et permet d'etablir
simplement que

(conservation de la normalisation de a- au cours du temps)
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Remarques

(i) Le plus souvent, la solution stationnaire des equations (C.7.5)
correspond a

La condition (C.9), dite de «bilan detaille», exprime qu'en regime
stationnaire et pour toute paire de niveaux a et c, le nombre de transitions
de a vers c compense celui de c vers a.

(ii) Si le reservoir ^ est en equilibre thermodynamique a la temperature
T, c'est-a-dire si les populations /?M des niveaux yx de & sont donn6es par
(B.15), on peut montrer a partir de (C.5) (voir exercice 16) que

La comparaison de (C.9) et (C.10) montre alors que les populations
(TM de sf tendent, sous 1'effet du couplage avec $?, vers un 6tat
stationnaire ou elles sont proportionnelles a exp( — Ea/kBT). En interagis-
sant avec un reservoir en 6quilibre thermodynamique, le systeme
$4 parvient done lui aussi a un 6quilibre thermodynamique a la meme
temperature T.

2. Evolution des coherences

Nous nous interessons maintenant a 1'evolution des elements non
diagonaux aab de cr, et nous considerons d'abord le cas ou la frequence
de Bohr a>ab associee a la coherence crab est non de'generee, c'est-a-dire
le cas ou il n'y a pas d'autres frequences de Bohr a)cd differant de
(oab d'une quantite inferieure a I/At. Le seul terme seculaire est done
celui couplant la coherence aab a elle-meme, et 1'equation (B.46) s'ecrit

Pour calculer fflabab, faisons c = a, d - b dans (B.43). II vient

II faut ensuite remplacer g(r) par (B.23), g( - r) par g(r) *, evaluer les
integrales d e r = O a T = oo des exponentielles, ce qui fait apparaitre
des parties principales et des fonctions delta. On obtient ainsi
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ou Aab et rab sont des grandeurs reelles donnees par

avec

et une expression analogue pour Ab, et ou

avec

et

La quantite hAab represente un deplacement, au second ordre en
V, de la frequence cuafc, du au couplage entre st et 91. II apparait en
effet sur (C.15) que hAa est le deplacement de 1'etat | ju,a> du systeme
global $4 + $, pondere par la probabilite d'occupation p^ du niveau
P du reservoir et somme sur /u. fiAa peut done etre considere comme le
deplacement energetique moyen de Petal |a) de s4.

La quantity Fab represente un taux d'amortissement de la coherence
crab du au couplage entre j^ et &l. La premiere contribution a
Fab, 6crite en (C.17), represente des effets « non adiabatiques » puisque
1'expression (C.17) est la demi-somme des probabilites par unit6 de
temps qu'a le systeme de quitter 1'etat a ou 1'etat b. Un processus
arrachant le systeme de 1'etat a ou de 1'etat b perturbe en effet
1'oscillation de toute grandeur physique sensible a crab. La deuxidme
contribution, ecrite en (C.18), est dite « adiabatique » car elle est due a
des processus ou s4 ne change pas d'6tat tout en interagissant avec
^ qui passe d'un etat ^ a un 6tat v de meme 6nergie que
p.

II nous reste enfin a considerer le cas ou la frequence <oab est
degeneree. II faut alors, comme dans 1'equation (B.46), tenir compte
des couplages entre la coherence crab et les autres coherences
crcd telles que j a>cd - (aab \ « I/At. Le calcul de &abcd a partir de (B.43)
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Les couplages entre coherences differentes de meme frequence de Bohr
sont importants pour comprendre le deplacement et 1'elargissement des
transitions de systemes ayant des niveaux equidistants comme 1'oscilla-
teur harmonique ou 1'atome habille.

Remarque

Toutes les expressions etablies dans cette partie et reliant les parametres
physiques comme -T^, 4a, F^, ra

n
b

onad, $abcd... a des elements de matrice
de V deineurant valables quand V, au lieu d'etre de la forme V = -AR,
s'ecrit V = - £ Ap Rp.

p
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D - DISCUSSION DES APPROXIMATIONS

Pour preciser les conditions de validite du traitement presente dans la
partie B ci-dessus, il nous faut tout d'abord evaluer un ordre de
grandeur du temps d'evolution TR du systeme jtf.

1. Ordre de grandeur du temps devolution de stf

Revenons a 1'equation (B.30) et essayons d'evaluer un ordre de
grandeur du second membre. Nous avons vu plus haut (fin du
paragraphe B-3) que la seule partie du domaine d'integration de la
figure 1 qui contribue de maniere significative a 1'integrale est une
bande de largeur rc au voisinage de la premiere bissectrice OB. Sur cette
bissectrice, t' = t", et 1'integrand de (B.30) est de 1'ordre de (V2)R ar(t)
ou

L'ordre de grandeur du second membre de (B.30) est done obtenu en
multipliant (D.I) par l/h2At fois la surface de la zone hachuree de la
figure 1 qui est de 1'ordre de rcAt

Designons par v2 1'ordre de grandeur de {V2} R. Le parametre

v caracterise 1'intensite du couplage entre sf entre $. Comme le
coefficient multipliant & au second membre de (D.2) est de 1'ordre de
1'inverse du temps devolution TR de j^, nous obtenons pour
l/TR 1'ordre de grandeur

2. Condition d'existence de deux echelles de temps

La condition rc« TR, sur laquelle repose tout le traitement de la
partie B ci-dessus, s'ecrit, compte tenu de (D.3)

L'equation (D.4) exprime que 1'evolution due au couplage V entre
sd et $£, caracterisee par la frequence v/fi, a un effet tres faible pendant
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le temps de correlation rc (analogic avec les collisions faibles du
mouvement brownien qui changent tres peu la vitesse de la particule
lourde pendant le temps de collision TC).

Le parametre v introduit plus haut caract6rise 6galement la dispersion
des valeurs de V. Si 1'elargissement des raies de jtf produit par le
couplage avec 91 etait inhomogene, la largeur des raies serait de 1'ordre
de v/h. Or, d'apres (D.2), cette largeur est de 1'ordre de 1/TR, c'est-a-
dire encore d'apres (D.3) et (D.4), de 1'ordre de

Le fait que 1'interaction entre jtf et ̂  fluctue rapidement reduit done la
largeur inhomogene v/h par un facteur vrc/ti<gl, d'ou le nom de
condition de « retrecissement par le mouvement» donne a (D.4).

3. Condition de validite du developpement perturbatif

Si Ton iterait 1'equation (B.5) au-dela du second ordre (tout en
remplacant partout p(t) par (B.28)), on obtiendrait au second membre
de (B.30), en plus du double commutateur qui y figure deja, un triple
commutateur, un quadruple commutateur...

La meme demarche que celle suivie dans le paragraphe D-l plus haut
peut etre utilised pour evaluer 1'ordre de grandeur des contributions de
ces termes d'ordre superieur en V', Par exemple, le triple commutateur
fait intervenir 1'integrate sur tltt2,t3 d'un produit de trois operateurs
^('i) V(h) V(*3) et ^e aR- Comme les trois temps r l 512 , t3 doivent etre
tres proches les uns des autres (a TC pres), le volume utile du domaine
d'integration est de 1'ordre de T*At, de sorte que 1'ordre de grandeur du
terme d'ordre 3 en V est

soit VTc/fi fois le terme d'ordre 2. II apparait ainsi que Pinfiniment petit
vrc/fi caracterise aussi le developpement de perturbation. Si la
condition (D.4) est remplie, il est legitime d'arreter un tel developpe-
ment a 1'ordre 2 en V.

4. Factorisation de Foperateur densite global a 1' instant t

Examinons enfin 1'approximation consistant a negliger pcorrei(0 dans
(B.27). Supposons que les correlations (de"crites par parrel(0) ̂
existent entre s& et ̂  a 1'instant t resultent des interactions qui se sont
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produites entre jtf et ̂  dans le passe de t, Ceci revient a supposer qu'a
un instant initial donne t0, dans le passe de t, jtf et ^ ne sont pas
correles (st et 9t sont par exemple mis en contact 1'un avec 1'autre a
f0). A 1'ordre le plus bas en V, il faut au moins une interaction
V dans le passe de t pour avoir pcorrei(0 =^ 0. Si nous considerons
maintenant que pCOrrei(0 est non nul> la contribution a Aor(t) du terme
d'ordre 1 en V de (B.9) n'est plus nulle. En effet, si Ton ne neglige pas
PcorreiCO ^ans ce terme, il n'est plus possible d'utiliser (B.20) et
d'obtenir un resultat nul pour ce terme. Ainsi, a 1'ordre 2 en
V, une nouvelle contribution a A&(t) apparait, provenant d'une
interaction dans le passe de t (qui cree des correlations entre
jtf et ^), et d'une autre interaction dans Pintervalle [t, t + At] (qui
produit une variation ACT de & a partir de ces correlations).

L'ordre de grandeur de cette contribution que nous avons negligee est

t" variant dans le passe de t et t' dans 1'intervalle [t ,t + At]. Comme
(V(t') V(t")) R est nul des que t' - t" > TC, le domaine d'integration se
reduit a deux intervalles de largeur rc de part et d'autre de
r, et 1'ordre de grandeur du taux de variation associe a (D.7) est

II apparait ainsi, comme nous 1'avons annonce plus haut (voir discussion
avant (B.28)), que la contribution du dernier terme de (B.27) est plus
petite que celle du premier par un facteur rc/At. Comme nous avons
pris At > TC , il est tout a fait legitime de negliger une telle contribution.

Ainsi, les correlations initiates entre 3? et $ a 1'instant t n'influent sur
le futur de & que dans 1'intervalle [r, t + rc], alors que des nouvelles
correlations s'etablissent en permanence dans 1'intervalle [t, t + At] et
font evoluer & proportionnellement a At.

Remarque

II est possible d'imaginer des correlations entre s& et 0? a 1'instant
t dont 1'effet sur 1'evolution ulterieure de s0 peut etre spectaculaire.
Considerons par exemple, a 1'instant r0 = 0, un atome initialement excite
dans 1'etat | £ > , sans aucun photon incident. Laissons la disintegration
radiative se derouler entre 0 et t. Puis, imaginons qu'a 1'instant
t, on applique sur Petal | »KO) du systeme global atome + rayonnement
1'operateur de renversement du sens du temps K. Comme 1'equation de
Schrodinger possede la symetrie de renversement du sens du temps, nous
savons qu'a 1'instant 2r, 1'atome sera revenu dans 1'etat excite (plus
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exactement dans l'6tat K\b)), dans le vide de rayonnement. II est clair
ainsi que 1'etat K \ ij/(t) > presente des correlations tres particulieres
puisque 1'evolution a partir de cet etat n'a pas du tout le comportement
irreversible predit par 1'equation pilote. Une telle equation ne peut done
etre toujours valable, meme si ̂  est un reservoir. II ne faut pas perdre de
vue cependant que les correlations du type de celles contenues dans 1'etat
K11/>(/)) sont tres particulieres et extremement difficiles a realiser
concretement, dans une experience. Nous excluons done de notre traite-
ment toute situation de ce type.

5. Recapitulation

Finalement, la condition de validite du traitement presente dans la
partie B est la condition de retrecissement par le mouvement (D.4).
Une telle condition permet de definir deux echelles de temps bien
distinctes TR et rc, et de faire un calcul perturbatif de la variation
A& de a dans 1'intervalle [t , t + At] avec rc <^ At <^ TR. II n'est pas
necessaire alors de tenir compte des correlations initiales entre
stf et @t a 1'instant t, resultant des interactions entre j^ et ^ dans le
passe de t. Le fait que la vitesse de variation a gros grains
ACT /At soit donnee (dans le point de vue de Schrodinger) par un
systeme differentiel lineaire a coefficients constants entraine que la
demarche precedente est valable pour tout t. L'equation pilote peut
done etre utilisee pour comprendre revolution de cf sur des temps
beaucoup plus longs, de 1'ordre de quelques TR. Le resultat remarquable
d'une telle approche est qu'une etude perturbative de 1'evolution du
systeme sur un intervalle de temps court (At <^ TR), mais pas trop court
( At > rc), permet de predire son comportement sur des temps beau-
coup plus longs. En ce sens, une telle approche est non perturbative et
rappelle la demarche du chapitre III ou un calcul perturbatif de
1'operateur deplacement permet d'obtenir des expressions non pertur-
batives pour les amplitudes de transition.
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E - APPLICATION A UN ATOME A DEUX NIVEAUX
COUPLE AU RAYONNEMENT

Dans cette derniere partie, les notions precedentes sont illustrees sur
un exemple simple. Nous etablissons et discutons Pequation pilote
decrivant 1'evolution de la matrice densit6 d'un atome a deux niveaux
a et b sous 1'effet des processus d'emission spontanee, d'absorption et
d'emission induite. L'atome est suppose tout d'abord infiniment lourd
et immobile, ce qui permet d'etudier 1'evolution des seuls degres de
liberte internes (§ 1). Les degres de liberte de translation du centre de
masse sont ensuite pris en compte, et nous etudions 1'evolution des
vitesses atomiques sous 1'effet des echanges d'impulsion entre 1'atome
et un rayonnement incident (§ 2).

1. Evolution des degres de liberte internes

Les electrons atomiques sont supposes evoluer autour d'un point
fixe 0. Dans le point de vue dipolaire electrique, 1'hamiltonien d'interac-
tion entre 1'atome et le rayonnement s'ecrit (voir formule (91) de
1'appendice)

ou d est le moment dipolaire electrique et ou Poperateur champ est
evalue au point 0.

a) EQUATION PILOTE DECRIVANT REMISSION SPONTANEE D'UN ATOME
A DEUX NIVEAUX

Commenfons par supposer le rayonnement dans 1'etat vide

Nous avons deja explique plus haut (partie A) pourquoi il etait legitime
de considerer le rayonnement dans un tel etat comme un reservoir. Par
ailleurs, 1'etat (E.2) satisfait bien aux conditions (B.12) et (B.20),
compte tenu de 1'expression (E.I) de V.

L'emission spontanee d'un photon a partir de 1'etat inferieur
a ne peut conserver 1'energie globale non perturbee. L'equation (C.5)
entraine done que
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Par centre, la meme equation donne un resultat non nul pour
Fb-a

qui n'est autre que la probabilite par unite de temps d'emission
spontanee d'un photon F, deja introduce dans le chapitre II et egale a
1'inverse de la duree de vie radiative r du niveau b

Les equations (C.7) pour les populations s'ecrivent done ici

et ont bien la forme des equations (A.I) d'Einstein (avec «(o>) = 0).
Considerons maintenant 1'evolution de 1'element non diagonal

<jba. Les resultats generaux du paragraphe C-2 ci-dessus donnent

ou hAba est la difference des deplacements radiatifs des niveaux
b et a

et ou r/2, qui est la demi-somme de (E.3) et (E.4.b), est la
contribution non adiabatique a ramortissement de crab (voir (C.17)). La
contribution adiabatique (C.18) est nulle car V n'a pas d'elements
diagonaux dans 1'etat \a} ou 1'etat \b} (d est impair et |a) et
\b} sont supposes avoir une parite bien definie).

Remarque

II ne faut pas perdre de vue que 1'approximation consistant a ne considerer
que deux niveaux a et b de 1'atome fait perdre de nombreux effets. Tout
d'abord, meme si a est le niveau fondamental et b le premier niveau excite,
d'autres niveaux plus excites que b peuvent se desintegrer radiativement
vers a ou b. Par ailleurs, la contribution des autres niveaux c de 1'atome ne
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peut certainement pas etre negligee dans les processus non resonnants
(emission virtuelle et reabsorption d'un photon) qui sont a 1'origine des
deplacements radiatifs de a et b.

b) TERMES SUPPLEMENTAIRES DECRIVANT L!ABSORPTION ET UEMIS-
SION INDUITE D'UN RAYONNEMENT A LARGE BANDE SPECTRALE ET
FAIBLE INTENSITE

Nous supposons maintenant que des photons sont presents initiale-
ment, 1'operateur densite du rayonnement etant, d'apres (B.14), un
melange statistique des etats propres |n l 5—«,— > de HR, representant
«! photons dans le mode 1, ••• n{ photons dans le mode i—, avec des
poids X«i>"•«:- )

Les conditions (B.I2) et (B.20) sont toujours verifiees. Nous avons
explique plus haut (partie A), que si la largeur spectrale du rayonne-
ment decrit par (E.8) est suffisamment grande et si son intensite est
suffisamment faible, la condition rc <^ TR est satisfaite, ce que nous
supposons ici.

La probabilite de transition par unite de temps du niveau inferieur
a au niveau superieur b, calculee a partir de (C.5), n'est plus nulle
lorsque (E.2) est remplace par (E.8). Nous la noterons F'. Elle
represente la probabilite par unite de temps d'absorption d'un photon a
partir de a et vaut

Comme V est proportionnel au champ Ex , et que E± est une
combinaison lineaire des a, et a+ (voir (E.I)), tous les n' doivent etre
egaux aux n, sauf un, «', qui doit etre egal a n, ± 1. En fait, comme
Eb > Ea, la conservation de 1'energie entraine que seul «', =«,--! est
possible, de sorte que (E.9) se reecrit
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Par ailleurs, comme (nt - I j a / j n , - ) = ^/^ (0,-| «,•(!,•), F' peut encore
s'ecrire

ce qui fait apparaitre le nombre moyen («,) de photons dans le mode
i

L'etat du rayonnement n'intervient done dans F' que par I'interme-
diaire des nombres moyens de photons dans chaque mode. Enfin, la
fonction 8(hd)i - h(oba) exprimant la conservation de 1'energie dans
(E.ll) entraine que seuls, les nombres moyens de photons des modes
resonnants interviennent. F' est done proportionnel a 1'intensite
moyenne I(<t>ba) du rayonnement incident a la frequence atomique
<»ba-

Une demarche analogue peut etre suivie pour le calcul de Fb^a. Ce
sont maintenant les elements de matrice de a* entre | bj/ij—«,—•) et
(a;nl—ni + 1— | qui interviennent et (E.ll) doit etre remplace par

On a utilise la relation de normalisation des_p(nr"/Ir*)- La contribution
du terme 1 de la parenthese ({«,-) + 1) de (E.13) redonne la probabilite
de transition par unite de temps F deja calculee plus haut et associee a
1'emission spontanee de b vers a. Quant a 1'autre terme (n() , il redonne
la probabilite de transition F' donnee en (E.ll) de sorte que

Finalement, les equations devolution (C.7) des populations devien-
nent, en presence de rayonnement incident

Elles ont bien la forme generale des Equations (A.I) d'Einstein puisque
F1 est proportionnel a 1'intensite lumineuse a la frequence a>ba et que,
pour un atome a deux niveaux non degeneres a et b, on peut montrer
que Ba_b = Bb_a dans (A.I).
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Remarques

(i) Jusqu'ici nous n'avons fait aucune hypothese sur la r6partition angulaire
et la polarisation du rayonnement incident. Si le rayonnement incident est
isotrope et non polarise, le nombre moyen de photons <«;) dans un mode
i (c'est-a-dire un mode k^) ne depend que de la frequence o>, de ce mode
et non de K, = k,/fc, et e(. La somme sur i de (E.ll) est en fait une somme
sur e, JL k,, suivie d'une integrate angulaire sur K, et enfin d'une integrate
sur kt — | k, |. Si <n,) ne depend que de w ( , la somme sur e, et 1'integrale
sur K, sont les memes dans les expressions (E.4.a) et (E.ll) donnant
F et r". La difference entre F et F' n'apparait que dans I'int6grale sur
MI. Par suite de la fonction 5(ftoj, - fto>ia) apparaissant dans (E.4.a) et
(E.ll), elle se reduit a un facteur multiplicatif <n(o>6fl)> supplemental
pour F'. Pour un rayonnement incident isotrope et non polarise, on a done

r' est done egal a F que multiplie le nombre moyen de photons par mode
resonnant.

(ii) Supposons maintenant que le rayonnement soil en e'quilibre thermody-
namique a la temperature T. Un tel rayonnement est isotrope et non
polaris6 de sorte que (E.16) s'applique. De plus, on connait dans ce cas la
valeur de la probability p(nln2—ni—') (voir (B.15)) et par suite, d'apres
(E.12), celle de <X<ofra)> qui vaut(*)

Reportons alors (E.16) dans la premiere equation (E.15), qui donne en
regime stationnaire (dabb/dt = 0)

II suffit alors de reporter (E.17) dans (E.18) pour obtenir

Nous avons ainsi etabli les equations d'Einstein a partir des premiers
principes et montr6 qu'elles entrainent la mise en equilibre thermodynami-
que de 1'atome.

(iii) Le nombre moyen de photons par mode pour un rayonnement
isotrope, (n(o;)> , est directement re lie a la densite d'energie du rayonne-
ment de frequence o>, w(o>). Exprimons en effet de deux facons diffdrentes
la densite d'energie dont la frequence est comprise entre w et <o + dta.
C'est d'une part u(o>)du>, et c'est d'autre part 1'energie moyenne par mode

(*) Voir par exemple « Photons et Atomes - Introduction a 1'Electrodynamique
Quantique », exercice 4 du complement D,,,.
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<n(o j )>f ta> divisde par le volume L3, multiplied par le nombre de modes
dans la bande de frequence comprise entre <a et o> + da), qui, compte tenu
des deux polarisations possibles, vaut S'rrk2dk/(2/n-/L')3. II vient finale-
ment :

II nous reste a examiner la nouvelle equation devolution pour
<rfr, qui s'ecrit

Les termes nouveaux, affectes d'un indice prime, representent, tout
d'abord, un amortissement supplementaire (en JT') de crba, associe au
raccourcissement de la dur6e de vie des niveaux a et b par suite des
processus d'absorption et d'6mission stimulee ; ensuite, un deplacement
supplementaire A'ba de la raie b~a

associe aux deplacements lumineux des niveaux a et b produits par
1'irradiation lumineuse. Par exemple, A'a est donne par

Un calcul analogue a celui effectue sur (E.10) permet de montrer que
A'a est proportionnel a

et peut etre appreciable si le profil excitateur 7(w) est quasiresonnant,
tout en restant dissymetrique par rapport a <oba. Nous avons ainsi
justifie de maniere precise les considerations qualitatives du paragra-
phe E-2 du chapitre II sur le deplacement et 1'elargissement des niveaux
d'un atome produits par une irradiation lumineuse.

Remarques

(i) Le traitement prdcedent peut etre gene'ralise' au cas ou les niveaux
a et 6 contiennent chacun plusieurs sous niveaux Zeeman. L'equation
pilote permet alors de decrire quantitativement les transferts de popula-
tions entre sous niveaux Zeeman de a par des cycles absorption-6mission
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spontan6e ou absorption-emission induite (methode du « pompage opti-
que») ainsi que 1'evolution des diverses « coherences hertziennes ou
optiques » entre paires de sous niveaux Zeeman appartenant au meme
niveau a ou b, ou aux deux (*).

(ii) Nous n'avons tenu compte dans (E.23) que des processus ou un photon
est virtuellement absorb6 a partir de a puis reemis. En fait, un photon peut
etre 6galement emis virtuellement a partir de a puis r6absorb6, ce qui
conduit a une expression analogue a (E.23.a) ou la quantite figurant dans
£ est remplac6e par

Le terme ind6pendant de n, dans (E.24) donne le deplacement radiatif
Att de l'6tat a [voir (E.7.c)]. Quant au terme proportionnel a n,, il donne
une contribution analogue a (E.23), au remplacement pres de o> — toba par
- a) - co ba au d6nominateur (ce qui montre que cette derniere correction a
A'a est tres faible lorsque 1'excitation est quasi r6sonnante). Une expression
plus correcte de A'a est done

Pour un atome reel, il faudrait tenir compte egalement de 1'excitation
virtuelle de toutes les autres transitions a -* c partant de a.

2. Evolution des vitesses atomiques

Le but de ce dernier paragraphe est d'obtenir une equation pilote
d6crivant comment la fonction de distribution des vitesses atomiques
evolue sous 1'effet des echanges d'impulsion entre atome et rayonne-
ment.

L'atome est toujours schematise par un systeme a deux niveaux
a et b. Mais nous tenons compte maintenant du mouvement de son
centre de masse, dont la position est notee R et 1'impulsion P. Les
fonctions propres de 1'hamiltonien P2/2M du centre de masse (ou
M est la masse de 1'atome) sont des ondes planes auxquelles on impose
des conditions aux limites periodiques dans une boite cubique de cote
L (comme pour les modes du champ de rayonnement). Elles s'ecrivent

(*) Voir par exemple Cohen-Tannoudji.
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L'atome interagit avec un champ de rayonnement homogene, isotrope
et non polarise, dont la largeur spectrale est suffisamment grande et
1'intensite suffisamment faible pour qu'il soit possible d'ecrire une
equation pilote pour 1'atome.

Nous commenc,ons (§ a) par generaliser les equations (E.I5) et par
etablir des equations decrivant 1'evolution couplee des degres de liberte
internes et de translation. Nous montrons ensuite qu'il est possible dans
certaines conditions d'elirm'ner les variables internes et d'obtenir une
equation de Fokker-Planck pour la fonction de distribution des vitesses
atomiques (§ b). Nous discutons enfin le contenu physique de cette
equation (§§ c et d).

fl) PRISE EN COMPTE DES DEGRES DE LIBERTE DE TRANSLATION DANS

L'EQUATION PILOTE

Les elements de la matrice densite atomique sont maintenant reperes
par des nombres quantiques internes (a ou b) et externes (p). Nous
nous interesserons ici aux populations Trb p = crbfbf et ira p = <rap ap qui
repr6sentent la probabilit6 d'avoir 1'atome dans P6tat b ou a avec
1'impulsion globale p.

Dans le point de vue dipolaire electrique (voir § 5 de 1'appendice),
1'hamiltonien VR de couplage entre 1'atome, suppos6 globalement
neutre, et le rayonnement est egal a :

ou d est le moment dipolaire electrique de 1'atome et ou 1'operateur
champ EJL (R) est evalue au centre de masse. Les equations gen6ralisant
(E.15) s'ecrivent alors

ou les coefficients rap-_j,p et rbf,^af se deduisent de (C.5) et (E.10).
Ainsi, en posant a>ba = &>0» nous avons
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A partir de (E.27), il est possible de decomposer Tenement de matrice
de VR en une partie d6pendant des variables du centre de masse et une
partie dependant des variables internes et des variables du rayonne-
ment. Nous obtenons ainsi, avec des notations identiques a celle du
paragraphe E-l :

Par ailleurs, 1'equation (E.26) entraine que

ce qui permet de reecrire rap._^bp sous la forme

ou £D et £R sont les deplacements de frequence dus respectivement a
1'effet Doppler et a 1'effet de recul

Un calcul analogue donne

ou %D et %R sont toujours donnes par (E.33) et (E.34).

Remarques

(i) En 6crivant les 6quations (E.28), nous avons implicitement suppos6 que
le terme diagonal 0"bp,bp n'est coup!6 a aucun terme non diagonal
°"aP',ap" • L'absence de tels couplages ne resulte pas d'une approximation
s6culaire analogue a celle du paragraphe B.4. En effet, p' et p" peuvent
avoir meme module et des directions diff6rentes, de sorte que la frequence
d'evolution propre de la coherence o-^.^. peut etre aussi petite que Ton
veut. En fait, le terme couplant crbfbf a o"ap'rap" est, d'apres (C.19), 6gal a :
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Separons alors, dans les 616ments de matrice de VR, la partie dependant
des variables du centre de masse comme nous 1'avons d6ja fait en (E.30).
Le premier element de matrice est proportionnel & 5 p_ f t k . p . et le second, a
8 p_(i k .p». II apparait ainsi que Ton doit avoir p' = p": pour l'6quation
pilote considered ici, il n'y a done pas de couplage entre termes diagonaux
et non diagonaux de la matrice densite cr.

(ii) Une etude plus precise incluant 1'effet Doppler du second ordre est
parfois necessaire. II faut alors remplacer (E.33) par

Reportons maintenant (E.32) et (E.35) dans les equations (E.28). Les
sommes sur p' se r6duisent a un seul terme, compte tenu des fonctions
delta de conservation de 1'impulsion :

Pour simplifier les calculs, nous ignorons la dependance de
£ | <b;0| l / | f l ; l f) |2 vis-a-vis de la direction K,- = k,-/^ de k(, ce qui
E;

revient a prendre un diagramme de rayonnement isotrope (voir
remarque plus loin). Cette quantite ne depend done plus que de
o>( (elle varie d'ailleurs Iin6airement avec cu, = ck{ d'apres (E.I)) et
peut s'exprimer en fonction de F

En passant a la limite L -~ oo et en appelant 77-;(p) (avec ; = a,b) la
densite" de population du niveau / dans 1'espace des impulsions, nous
obtenons finalement pour (E.38) :
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ou dfl est Tangle solide 61ementaire autour de K = k/k et od, pour
chaque direction K, le module de k est d6termin6 par 1'argument de la
fonction delta, c'est-a-dire, par les d6calages Doppler et de recul.

La comparaison des Equations (E.15) et (E.40) fait apparaitre
clairement les effets nouveaux qui sont lies au mouvement de 1'atome.
Tout d'abord, quand 1'atome passe d'un niveau a 1'autre par absorption
ou 6mission d'un photon, son impulsion augmente ou diminue d'une
quantite fck egale a 1'impulsion du photon absorb^ ou emis. D'autre
part, les taux d'absorption et d'emission induite font intervenir les
nombres moyens de photons ayant une frequence qui n'est plus
o)0, mais qui est corrig6e des ddplacements Doppler et de recul.

Remarque

Si le diagramme de rayonnement n'est pas isotrope, il suffit de remplacer
dans (E.40) dfl/^ir par I(*t)dfl /4n, oil /(K) est le diagramme de

/ f \rayonnement normalise I dfl I(K.)/4ir = 1 1 , qui possede la propridtd
\ J /

importante d'6tre pair (/(K) = /( - K)). Les coefficients de friction
7 et de diffusion D introduits plus loin sont alors des tenseurs et non plus
des scalaires.

£) EQUATION DE FOKKER-PLANCK POUR LA FONCTION DE DISTRIBU-
TION DES VITESSES ATOMIQUES

La densite de probabilite pour que 1'impulsion de 1'atome soit egale a
p, quel que soit son etat interne, est donnee par

Dans le point de vue dipolaire electrique, 1'impulsion p coincide avec la
quantite de mouvement Mv (voir § 5 de 1'appendice), de sorte que la
fonction 7r(p) peut etre aussi consideree comme la fonction de
distribution des vitesses v. Nous essayons maintenant de deduire des
equations (E.40) une equation d'evolution pour TT(P).



284 Equation pilote pour les particules IV.E.2

a) Les infiniment petits du probleme

Dans tout ce qui suit, nous supposons que #k est petit devant la
largeur Ap des fonctions 7rfl(p) et irb(p) et que £D et £R sont petits
devant la largeur Aa> de la distribution spectrale de &>3(«(«;)). Nous
introduisons ainsi deux infiniment petits

a partir desquels il est possible d'exprimer ZR/AO)

La vitesse de variation TT(P) de TT(P) est obtenue par addition des
deux equations (E.40). II apparait alors que 7r(p) s'annule si Ton fait
£D = £R = 0 dans 1'argument de la fonction delta et fik = 0 dans
7ra(p - #k) et TT^P + #k). A 1'ordreO en 171 et rj2, on a done
TT-(P) = 0.

Remarque

La comparaison de 1'effet Doppler du second ordre £(£\ introduit en
(E.37), et de Aw montre que

Dans les situations ou Aw 5; o>0, 1'effet Doppler du deuxieme ordre
apparait comme un infiniment petit d'ordre au plus egal a T\\.

P) Developpement perturbatif de I'equation d'evolution de TT (p)
Comme TT(P) s'annule a 1'ordre 0 en 17 j et i72, il convient de

developper, d'une part 7r;-(p ± ftk) (avec / = a,b) en puissances de
171 = hk/Ap, et d'autre part la fonction delta en puissances de
£D et £R (ce qui reviendra apres integration sur o> a developper le
facteur multipliant la fonction delta en puissances de £D/Aa> et
€R/A»)
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Le developpement (E.45) peut etre ordonne en fonction des infiniment
petits introduits au paragraphe precedent de facon a faire apparaitre
successivement les termes d'ordre 0, d'ordre rj2, d'ordre i?iT/2> d'ordre
nf...

Dans 1'equation donnant 7r(p) obtenue en sommant les deux equations
(E.40), la contribution des termes d'ordre 1 en ril ou rj2 est nulle a
cause de 1'integrate angulaire

(ou / = jc,y,z). Les termes en T^T^ proviennent, soit des produits des
seconds termes des developpements (E.44) et (E.46), soit du troisieme
terme de (E.46). En utilisant

on trouve que la contribution des termes en ^\r\2 a IT s'ecrit:

Les termes en rj \ proviennent des termes d'ordre 2 du developpement
(E.44) des TT;. Leur contribution a rr est egale a :

Enfin, les termes en 171 se compensent entre (E.40.a) et (E.40.b) et
disparaissent de 1'equation de IT.

Ainsi, a 1'ordre 2 inclus en 17 j et 172, TT(P) se reduit a la somme de
(E.49) et (E.50). II apparait alors clairement que TT(P) ne depend pas
seulement de 7r(p) (et des derivees de TT(P) par rapport a p). La
presence de 7ra(p) et Trb(p) dans (E.49) et (E.50) traduit le couplage qui
existe entre variables internes et externes.

Remarque

A 1'ordre de perturbation considere ici, TT reste egal a la somme de (E.49)
et (E.50) meme lorsque 1'effet Doppler du deuxieme ordre est inclus dans
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£D. Ceci resulte du fait que le terme lineaire en £0, obtenu en ddveloppant
la fonction delta, disparait dans la somme de (E.40.a) et (E.40.b) quand on
fait k = 0 dans 7Ty(p ± ftk).

y) Elimination adiabatique des variables internes

Le fait que TT(P) soit plus petit que 7ra(p) ou irb(p) par un facteur de
1'ordre de i7iT72 ou i^signifie que le temps caracteristique devolution
des variables externes est beaucoup plus long que celui des variables
internes. Nous allons utiliser cette difference entre les deux echelles de
temps pour eliminer les variables internes de I'equation donnant
*(P).

Comme les termes (E.49) et (E.50), dont la somme donne
7r(p), sont deja d'ordre 2 en 17} et i72, on peut se contenter de 1'ordre 0
en 17 j et 17 2 pour etudier revolution des populations ^(p) et
7Tj,(p) qui figurent dans ces termes. Or, a cet ordre 0 en 171 et
17 2, les equations (E.40) deviennent

ou

puisque le rayonnement est isotrope (voir (E.16)). II s'ensuit que, a
1'ordre 0 en 17: et 172, 7ra(p) et 7rb(P) tendent avec une constante de
temps tres courte, egale a 1/(F + 2F'), vers les valeurs

On peut done considerer que Tra(p) et Trb(p) s'adaptent quasi-instanta-
nement aux variations beaucoup plus lentes de ?r(p) et prennent a
chaque instant les valeurs donnees en (E.52). Le report de ces
equations dans (E.49) et (E.50) permet ainsi « d'eliminer adiabatique-
ment » 7ra et Trb au profit de TT. La contribution de la deuxieme ligne de
(E.49) s'annule et on obtient pour TT I'equation

ou les coefficients y et D sont donnes par



IV.E.2 Application a un atome 287

L'equation aux derivees partielles (E.53) est une equation de Fokker-
Planck tres analogue a celle que Ton rencontre dans 1'etude du
mouvement Brownien.

c) EVOLUTION DE ^IMPULSION MOYENNE ET DE LA DISPERSION SUR
LES IMPULSIONS

Pour interpreter physiquement le coefficient y de (E.53), calculons la
vitesse de variation de 1'impulsion moyenne

II suffit pour cela de multiplier les deux membres de (E.53) par
p et d'integrer sur p. En integrant par parties les deux termes du second
membre et en supposant que 7r(p) tend suffisamment vite vers zero
quand | p | -^ oo , nous obtenons

Nous supposons dans tout ce qui suit que df<n(cu0))/do>0 est negatif,
c'est-a-dire que le nombre moyen de photons par mode decroit avec la
frequence du mode au voisinage de w0. Le coefficient y defini en
(E.54) est alors positif et Pequation (E.57) le fait apparaitre comme un
taux d'amortissement de 1'impulsion moyenne (coefficient de friction).

Le meme type de calculs conduit a

ce qui montre que la variance cr2
p de p

obeit, compte tenu de (E.57) et (E.58) a

Le coefficient 2 D caracterise done la vitesse d'accroissement de la
variance de p qui est par ailleurs amortie avec un taux 2 y. Le
coefficient D est done un coefficient de diffusion de 1'impulsion (voir
§ 1-b du complement C /K).

Essayons maintenant de comprendre qualitativement pourquoi la
vitesse atomique est amortie si d(n(o>0)) fdo>Q est negatif. Considerons
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pour cela un modele simplifie a une dimension ou les impulsions de
1'atome et des photons sont paralleles ou antiparalleles a Ox. Si 1'atome
se dirige vers la droite (v >0), les photons qui se propagent en sens
inverse doivent avoir une frequence plus faible que o>0, w0 - a>0v/c,
pour interagir de maniere resonnante avec 1'atome, alors que les
photons se propageant dans le meme sens doivent avoir une frequence
plus elevee, o>0 + OQV/C (effet Doppler). Si d(n(a>o)) /da>0 est negatif,
1'atome «verra» done plus de photons resonnants arriver en sens
inverse de son mouvement que dans le meme sens. L'impulsion qu'il
absorbera sera done preferentiellement dirigee en sens inverse de son
mouvement et 1'atome sera ralenti.

Le raisonnement precedent peut etre rendu quantitatif. Calculons
tout d'abord Pimpulsion moyenne gagnee par un atome d'impulsion
p sous 1'effet des processus d'absorption et d'emission induite. L'atome
a une probabilite relative 7ta(p) = wfl(p)/7r(p) d'etre dans 1'etat
a, de sorte que pendant le temps dt, il absorbe
.T(n(eo0 + k.v)) 7ra(p)dtdn /4-7T photons dont le vecteur d'onde
k pointe dans 1'angle solide dfl. Le nombre de photons emis de maniere
stimulee est donne par une expression analogue ou na est remplace par
Trb. La vitesse de variation de 1'impulsion atomique due a ces processus
est done, a 1'ordre 1 inclus en k.\/Aa)

u " j

L'integration angulaire sur K = k/k dorme alors, compte tenu de
(E.47) et (E.48)

Quant a 1'emission spontanee, elle ne contribue pas a dp/dt car, dans le
referentiel au repos de 1'atome, elle se produit avec des probabilites
egales dans deux directions opposees et ne fait done pas varier en
moyenne la vitesse de 1'atome. Finalement, en reportant dans (E.62) les
expressions adiabatiques (E.52) de 7ra et irb et en moyennant sur
1'impulsion initiate p de 1'atome, nous retrouvons 1'equation (E.57) avec
1'expression (E.54) de y.

Pour comprendre 1'expression (E.55) du coefficient de diffusion
D, il suffit de noter qu'a chaque processus elementaire d'absorption,
d'emission induite ou spontanee, 1'impulsion de 1'atome varie d'une
quantite dont le module vaut hkQ et dont la direction varie aleatoirement
d'un processus a 1'autre. Dans 1'espace des impulsions, 1'impulsion de
1'atome effectue done une marche au hasard de pas hkQ. Soit
dn le nombre total moyen de processus elementaires pendant
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dt pour un atome d'impulsion p

D'apres les proprietes bien connues d'une marche au hasard, 1'accroisse-
ment de p2 pendant dt vaut

II suffit alors de reporter dans (E.64) les expressions adiabatiques
(E.52) de 77a et irb, puis de moyenner sur 1'impulsion initiale
p de I'atome, pour trouver que p2 croit en 2Dt ou D est donne par
(E.55).

d) DISTRIBUTION STATIONNAIRE. EQUILIBRE THERMODYNAMIQUE

L'equation de Fokker-Planck (E.53) peut etre ecrite sous une forme
d'equation de continuite

ou le « courant» J(p,0 est donne par

On verifie alors aisement que 1'equation de Fokker-Planck admet une
solution stationnaire (drr/dt = 0), donnee par la solution de 1'equation
J = 0 qui s'ecrit

ou jV est une constante de normalisation. Dans 1'etat stationnaire, la
fonction de distribution des impulsions ou des vitesses est done une
gaussienne.

Considerons enfin le cas particulier ou le rayonnement interagissant
avec F atome est en equilibre thermodynamique. II faut alors utiliser
1'expression (E.17) de (n(o>0)). Compte tenu de (E.16), nous obtenons
pour les coefficients y et D donnes en (E.54) et (E.55)
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Le report de (E.68) dans (E.67) montre alors que

qui n'est autre qu'une distribution d'equilibre thermodynamique a la
temperature T. Nous generalisons ainsi les resultats du paragraphe E-l
precedent et montrons que les degres de liberte" externes, comme les
degres de Iibert6 internes, atteignent Pequilibre thermodynamique
lorsque 1'atome interagit avec un rayonnement lui-meme en equilibre
thermodynamique.

REFERENCES GENERALES

Abragam (chapitre VIII), Louisell (chapitre 6), Cohen-Tannoudji
(§4), Agarwal (chapitre 6). Voir aussi 1'article original de R.K. Wangs-
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L'etude de 1'evolution des vitesses atomiques faite au paragraphe E-2
est tiree pour 1'essentiel de la these de J. Dalibard, Universite Pierre et
Marie Curie, Paris (1986).
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COMPLEMENT AIV

FLUCTUATIONS ET REPONSE LINEAIRE
APPLICATION AUX PROCESSUS RADIATIFS

Lorsque le rayonnement peut etre considere comme un reservoir,
nous avons montre dans le chapitre que Involution de 1'opdrateur
densite des particules est d6crite par une equation pilote. Dans cette
equation, le reservoir n'intervient que par une seule fonction g(r),
moyenne a deux temps d'une observable R du reservoir.

Le but de ce comp!6ment est tout d'abord de relier les parties r6elle et
imaginaire de g(r) a deux fonctions statistiques du reservoir, une
fonction de correlation symetrique et une susceptibilite lineaire. Nous
montrons dans le paragraphe 1 comment ces fonctions statistiques
peuvent etre utilisees pour caracteriser les effets sur le petit systeme de
son couplage avec le reservoir. II est possible de degager des expressions
ainsi obtenues une interpretation physique tres g6nerale conduisant a
considerer que chacun des systemes couples fluctue et polarise 1'autre.
De maniere plus precise, on distingue d'une part des processus ou c'est
le petit systeme qui 6volue selon sa dynamique propre, polarise le
reservoir qui r6agit ensuite sur le mouvement du systeme ; d'autre part
des phenomenes ou ce sont les fluctuations du reservoir qui polarisent
le petit systeme et modifient ses propri6t6s.

Nous appliquons ensuite (§2) ces r6sultats g6neraux au cas d'un
atome interagissant avec un rayonnement homogene et isotrope. Le
rayonnement du corps noir et le vide sont deux exemples d'une telle
situation. Nous calculons les fonctions statistiques associees a 1'atome et
au rayonnement, et nous interpretons les deplacements des niveaux
atomiques, ainsi que les echanges d'energie entre atome et rayonnement
en termes d'effets des fluctuations du rayonnement, et d'effets de la
reaction de rayonnement.

1. Fonctions statistiques et interpretation de 1'equation pilote

Partons de 1'expression (B.22) de la fonction g(r), a partir de laquelle
sont definis les coefficients (B.43) de 1'equation pilote :

La fonction g(r) n'est pas reelle, bien que R soit hermitique, car en
g6neral R(T) et ^(0) ne commutent pas. Pour separer les parties r6elle
et imaginaire de g(r), ecrivons :
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ou ( )R signifie la moyenne sur le reservoir dans l'6tat d6fini par
crR. Le premier terme de (2) est une fonction de correlation symetrique,
le second est relie a une susceptibility Iin6aire du reservoir. Nous aliens
analyser les proprietes de ces deux fonctions avant de revenir a
1'interpretation de l'6quation pilote.

a) FONCTION DE CORRELATION SYMETRIQUE

Soit CR(r) la fonction de correlation sym6trique de 1'observable
R

Cette fonction est reelle et tend vers la fonction de correlation
habituelle a la limite classique. Elle decrit physiquement la dynamique
des fluctuations de Pobservable R dans 1'etat orR. Si R etait une fonction
aieatoire classique de frequence o>0,

et si 1'amplitude RQ et la phase <p etaient des variables aieatoires
inddpendantes, (p etant equipartie entre 0 et 27r, la fonction de
correlation de R vaudrait:

L'expression explicite de la fonction de correlation quantique d6finie
par (3) est donn6e par la partie r^elle de 1'expression (B.23) de
g(r)

Elle se pr6sente sous la forme d'une somme d'expressions du type (5)
correspondant aux diff6rentes frequences de Bohr intervenant dans le
mouvement de R. La fonction CR(r) est paire en T.

Nous utiliserons 6galement la transform6e de Fourier CR(o)) de
CR(r) definie par

et qui vaut

La fonction CR((o) est, elle aussi, r6elle et paire.
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Remarque

La fonction CR(r) est la fonction d'autocorrdlation de la grandeur
R. La fonction de corr61ation de deux grandeurs diffdrentes (reelles)
Rp et Rq est ddfinie par

Les propri6t6s 6nonc6es prec6demment se generalised comme suit:

b) SUSCEPTIBILITE LINEAIRE

La fonction de correlation symetrique (3) decrit les fluctuations
propres de 1'observable R du reservoir. Une autre fonction statistique,
la susceptibilite lineaire, permet de caracteriser sa reponse lineaire a
une perturbation exterieure.

Rappelons tout d'abord quelques resultats simples pour un oscillateur
harmonique classique amorti. Lorsqu'un tel oscillateur est soumis a une
force p6riodique

il effectue un mouvement d'oscillation forc€e d'amplitude complexe
X

L'amplitude X est proportionnelle a F

Le coefficient de proportionnalite ^(o>) est la susceptibilite lineaire de
1'oscillateur a la fr6quence a). C'est une fonction des parametres
caracterisant 1'oscillateur. En separant les parties reelles et imaginaire
de x(a))

on fait apparaitre les composantes x'F et x"f du mouvement de
x respectivement en phase et en quadrature avec la force /(?)• E>e fa?on
plus generate, si f(t) est une somme d'exponentielles oscillantes

la r6ponse de 1'oscillateur est la somme des reponses relatives a chaque
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frequence a).

En inversant la transformed de Fourier (15) et en introduisant celle de
la fonction x(<*>}

on met 1'expression (16) sous la forme

Revenons maintenant au reservoir $, qui est un systeme quantique.
S'il est soumis a une perturbation

ou A(/) est une fonction classique, son etat va s'6carter de 1'etat
stationnaire initial crR. Par la theorie des perturbations, on peut
determiner le mouvement induit par cette perturbation sur la valeur
moyenne d'une observable, par exemple R, dont la moyenne dans 1'etat
stationnaire initial est supposee nulle pour simplifier. A 1'ordre 1 en
A (*), on obtient, pour la valeur moyenne de R a 1'instant t, une
expression analogue a (18) :

ou la susceptibilite lineaire XR(T) du reservoir est donn6e par :

La moyenne est prise comme prece"demment dans 1'etat aR et
0(r) vaut 1 pour r > 0 et 0 pour T <0. La comparaison de (2) et (21)
fait apparaitre le lien entre XR(T) et la partie imaginaire de g(r)

(*) Voir «Photons et Atomes -Introduction a 1'Electrodynamique Quantique»,
exercice 6 du complement Elv.
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L'expression explicite de XR(T) se d6duit ainsi directement de (B.23) :

ainsi que sa transformed de Fourier, definie comme en (7) :

Contrairement a CR(a>), la fonction XR(V) n'est pas reelle, et 11 est
interessant de separer ses parties reelle et imaginaire qui caracterisent
la reponse en phase et en quadrature a la frequence to :

Notons que X'R(<») est paire en w, et X"R(W) impaire.

Remarque

La generalisation au cas d'un couplage V = - £ Rq A ? des formules (20)
?

et (21) s'ecrit

Si x 'pq
 et X"pq sont ^es parties rdactives et dissipatives definies en s6parant

les parties principales et les fonctions delta comme dans (26.a et b) (ce ne
sont plus les parties r6elles et imaginaires de ^P9(w)), leurs proprietes de
symetrie sont alors :

c) ENERGIE DE POLARISATION ET DISSIPATION
La susceptibilite lineaire intervient egalement dans les echanges

d'energie entre le systeme et le milieu exterieur au voisinage de
1'equilibre. Pour le voir, revenons sur 1'exemple de 1'oscillateur
classique amorti introduit au debut du paragraphe precedent. Nous
aliens montrer que x "(w) et ^'(w) apparaissent respectivement dans
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les Equations donnant 1'energie dissipee par les processus d'amortisse-
ment de 1'oscillateur et 1'energie de polarisation de 1'oscillateur. Les
resultats ainsi obtenus nous permettront ensuite d'interpr6ter physique-
ment les expressions quantiques donnant les defacements des niveaux
d'energie du petit systeme &4 (§ 1-d) et les ^changes d'energie entre
$/ et ^ (§ 1-e), une fois que ces expressions auront ete reecrites sous
une forme faisant apparaitre explicitement les fonctions statistiques de
j/ et 0t.

En regime permanent, le travail effectu6 par la force exterieure (11)
vaut par unite de temps, et en moyenne sur une periode T:

Cette puissance est dissip6e par le processus d'amortissement de
1'oscillateur. C'est la raison pour laquelle x'"(<*>} e&t appetee partie
dissipative de la susceptibility. II apparait clairement sur la premiere
ligne de (31) que seule la partie /„ de la force f(i) en phase avec la
vitesse x contribue a ce processus.

L'autre partie de la force, fx, en phase avec x, ne travaille pas en
r6gime stationnaire, mais uniquement lorsque 1'amplitude de 1'oscilla-
tion varie. Si cette variation est lente, le travail correspondant est
stocke sous forme reversible dans 1'oscillateur. II est egal a

La partie quasi statique de W vaut:

ou X est la variation lente de 1'amplitude de 1'oscillation et ou

est la partie de la force en phase avec X. En presence de la force
excitatrice, une variation de 1'amplitude d'oscillation se traduit egale-
ment par une variation de 1'energie d'interaction
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qui vaut en moyenne sur une periode (seul fx y contribue)

Ainsi, en presence de la force excitatrice, et pour des variations lentes
des parametres, la quantite U = W + W/ joue le role d'energie poten-
tielle. Elle vaut, apres une int6gration par partie de (32.b) qui fait
disparaitre Wj :

U represente la variation reversible de 1'energie de 1'oscillateur du fait
de sa « polarisation » en pr6sence de la force f ( t ) . C'est la partie
reactive x'(to} de la polarisabilite qui est associee a cet effet physique.
Nous appellerons plus brievement U, energie de polarisation, par
analogic avec 1'effet d'un champ electrique statique sur un dielectrique.

d) INTERPRETATION PHYSIQUE DU DEPLACEMENT DES NIVEAUX
D'ENERGIE

L'interaction du petit systeme s# avec le reservoir ^ se traduit, entre
autres effets, par un d6placement des niveaux d'energie de s# donne
par la formule (C.15) du chapitre. Dans cette expression, 1'element de
matrice (ju,,a I V I v,n} peut etre factorise en une partie relative a
s/ et une autre relative a ̂  :

Pour faire apparaitre dans cette expression les fonctions statistiques
etudiees plus haut, il faut exprimer la fraction l/(wM,, + e«>an) comme
un produit de fonctions relatives a chacun des deux systemes, fonctions
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ayant chacune une parit£ d6terminee. Ainsi on peut ecrire :

Lx>rsqu'on porte (38) dans (37), apparaissent x 'K(W)> x'AaM,

CR(a>) et CAa((a}, ou CAa(o>) et XAO^) sont ^a fonction de correlation
sym6trique et la susceptibilit6 lineaire de 1'observable A du systeme
j^ dans 1'etat |a>, donnees par des expressions analogues a (8) et (24),
oii seul pa = 1 est non nul. Le deplacement Afl se presente sous la forme
d'une somme de deux termes :

L' interpretation de ces expressions est simple si on les rapproche de la
formule (36) : CR(a>) da) /2n represents la puissance spectrale d^finie
en (8) des fluctuations de 1'observable R du r6servoir dans la bande de
frequence dot. La quantite - (1/2) \ ' Aa(<*>)C R(<*>) da) /2ir est 1'energie
de polarisation du systeme jtf dans 1'etat a, par ces fluctuations. Ainsi
&A/r repr6sente 1'energie de polarisation du petit systeme dans l'6tat
a par les fluctuations de la grandeur R du reservoir (I'indice superieur
fr est mis pour « fluctuations du reservoir »).

Dans (41), les rdles de s4 et $ sont inverses. A" repr6sente 1'energie
de polarisation du reservoir par le petit systeme. Le mouvement de
1'observable A dans 1'etat \a} , caracterise par CAa, perturbe 1'equilibre
du reservoir, et 1'interaction de A avec la polarisation ainsi cr6ee dans
$, proportionnelle a X'R> donne naissance au deplacement d'6nergie
hA™. Ce deplacement represente done 1'effet de la « reaction du
reservoir » sur le petit systeme (d'ou I'indice superieur rr). Comme
prec6demment, seule la partie r6active x' R de la polarisabilit6 du
reservoir contribue a l'6nergie de polarisation.



Ajy.l Fluctuations et reponse lineaire 299

e) INTERPRETATION PHYSIQUE DES ECHANGES D'ENERGIE

Considerons maintenant les echanges d'energie entre le systeme
sf et le reservoir $. Nous partirons pour cela du taux de variation de
1'energie atomique moyenne, I'atome etant initialement dans 1'etat
a :

ou Fa_^b est le taux de transition de a vers b, produit par 1'interaction
avec le reservoir et donne par (C.5).

Le remplacement de ra^b par son expression (C.5) donne une
expression explicite generale pour d (HA} /dt :

(43)

Procedons comme au paragraphe l.d et ecrivons

Lorsqu'on porte (44) dans (43), apparaissent les fonctions statistiques
de s& et ^, et d (HA) Jdt se pr6sente sous la forme d'une somme de
deux termes

ou
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Les deux termes (46.a) et (46.b) ont une interpretation physique
particulierement claire lorsqu'on les rapproche de 1'expression (31)
decrivant 1'absorption d'energie par un systeme. Le premier fait
intervenir la fonction de correlation symetrique du reservoir et la
susceptibilite lineaire de 1'atome. II decrit done 1'absorption d'energie
par le petit systeme, lorsque ce systeme est perturbe par les fluctuations
du reservoir. Le deuxieme terme s'exprime a 1'aide de la fonction de
corr61ation symetrique du petit systeme et de la susceptibilite lineaire
du reservoir. II decrit 1'amortissement par le reservoir des mouvements
atomiques. Comme Q" est 1'energie gagnee par 1'atome, ( - Q") est
bien 1'energie absorbee par le reservoir conformement a Interpretation
de 1'expression (31).

2. Application aux processus radiatifs

Nous supposons maintenant que $4 est un atome fixe a 1'origine
0 des coordonnees et que ̂  est un rayonnement homogene et isotrope
de spectre large, defini par les probabilite'sXwi>/*2>-••«,-•••) comme dans
la partie E du chapitre. Le nombre moyen de photons dans le mode
/, <n,->, est defini par (E.12). II ne depend que de <w,- et sera note
<n(o>,)>. Ce nombre moyen de photons par mode a la frequence
a>j est relie a la densit6 d'energie du rayonnement par (E.20). Pour
simplifier, nous modeliserons 1'atome par un seul electron se deplac.ant
dans un potentiel a symetrie spherique autour de l'origine, a 1'interieur
d'un volume de dimensions petites par rapport aux longueurs d'onde du
rayonnement present. Ainsi, nous ferons 1'approximation des grandes
longueurs d'onde pour tous les modes pris en compte, dont la frequence
est inferieure a une frequence de coupure euM.

Soit r et p les operateurs position et impulsion de 1'electron,
q et m sa charge et sa masse, A(0) le potentiel vecteur en 0. Avec les
approximations mentionnees precedemment, le couplage entre 1'atome
et le rayonnement se reduit a (*)

Le couplage n'a pas la forme simple V = - A R, mais est plutot une
somme de tels couplages. Toutefois, le systeme etant isotrope, on peut
montrer facilement que la vitesse de variation de la matrice densite
crA est la somme des vitesses correspondant a Vx, Vy, Vz. Ainsi, il suffit
de calculer les fonctions statistiques relatives a R = AX(Q) pour le
champ, et A = qpx/m pour 1'atome, puis de sommer sur x,y,z.

(*) A 1'approximation des grandes longueurs d'ondes, 1'hamiltonien H12 n'agit pas sur
les variables de 1'electron.
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a) CALCUL DBS FONCTIONS STATISTIQUES

Commen§ons par celles du champ. Les expressions (8) de CR((o) et
(24) de ##(&>) ont la meme forme :

oii f±((ofiv,oj) est une fonction de parite d6termin6e ± vis-a-vis de
Mpv : + pour C, et - pour x- En explicitant (48), on obtient:

Nous avons utilise le fait que AX(Q) est lineaire en a;- et af, et change
HI de ± 1. Les elements de matrice de (49) valent:

La somme sur les distributions de photons {n, } ponderees par
p(—,nj,—) fait apparaitre («,), de sorte que

Remplac.ons la somme discrete sur les modes par une somme sur les
polarisations, calculee a 1'aide de la formule (54) du complement Al, et
une integrate sur k (dont la partie angulaire se calcule explicitement
puisque <ny) est suppose ne d6pendre que de cu;). Nous obtenons :

Ce resultat applique successivement & C f , X'XR-> X"XR donne :
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Avant de commenter ces expressions au paragraphe suivant, donnons
les expressions C^a(a}} et xXAa(^} de la fonction de correlation de la
variable atomique qpx/m, et de la susceptibilite correspondante,
lorsque 1'atome se trouve dans 1'etat stationnaire |a). Les equations
equivalentes a (8), (26.a) et (26.b) sont:

b) DISCUSSION PHYSIQUE

La puissance spectrale des fluctuations du champ apparait comme la
somme de deux termes :

Le premier fait intervenir le nombre moyen de photons par mode. Avec
1'aide de (E.20), il peut etre mis sous la forme 7rw(eu)/3e0a>2, montrant
ainsi qu'il est proportionnel a la densite d'energie du rayonnement & la
frequence w, quantite tout a fait classique. Le deuxieme terme ajoute
1 a («(&>)) pour tous les modes. II correspond a la contribution des
fluctuations du vide, dont 1'energie de point zero vaut ftw/2. Ainsi, la
puissance spectrale des fluctuations du vide est identique a celle d'un
champ electromagnetique aleatoire isotrope classique dont la reparti-
tion en frequence correspond a un demi-quantum par mode.

La situation est completement differente pour la susceptibilit6 du
champ, qui est independante de (n(w)) . Cette propriete est reliee a la
linearite des equations de Maxwell: le champ cree par une source
determinee est independant du champ existant. Ceci entraine en
particulier que la susceptibilite du champ est la meme pour une source
microscopique et pour une source macroscopique classique. De fait,
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(54) et (55) ne font pas intervenir h. La susceptibilite du champ est une
grandeur classique.

Notons enfin que, pour to > 0,

A 1'equilibre thermodynamique, on a, d'apres (E.17) :

et

Cette relation est 1'expression dans ce cas particulier du theoreme
fluctuation-dissipation, reliant la densite spectrale des fluctuations a la
partie dissipative de la susceptibility.

c) DEPLACEMENT DES NIVEAUX D'ENERGIE DU AUX FLUCTUATIONS
DU CHAMP DE RAYONNEMENT

Pour calculer 1'effet sur le niveau d'energie atomique |a> des
fluctuations du rayonnement, explicitons 1'expression (40) dans le cas
du couplage de 1'atome avec la composante AX(Q) du potentiel vecteur.
En utilisant les expressions (57) et (53) de X'AO et Cf, on obtient:

Dans 1'integrale sur w, les contributions de 5(o>' + o>) et S(o>' — w) se
doublent, car le reste de 1'integrand est pair en &>. II faut ensuite ajouter
a (63) les contributions analogues de Av(0) et A,(Q), ce qui donne
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Le deplacement du niveau d'energie du aux fluctuations du champ
apparait comme la somme de 1'effet A'^ des photons presents,
proportionnel a <n(w)) , et de celui des fluctuations du vide A£°
correspondant au «\ par mode » dans (64).

Explicitons tout d'abord A^. En utilisant les resultats suivants :

on obtient :

Apres quelques transformations qui sont de'taille'es dans 1'exercice 7,
cette expression peut etre mise sous la forme :

(a = constante de structure fine, h c Ka = energie d'excitation
atomique moyenne). Ce deplacement n'affecte que les etats 5 : c'est le
deplacement de Lamb dont il a deja etc" question dans 1'etude des
corrections radiatives (chapitre II, § E.l.b, complement Bn et exercice
7). Le calcul precedent indique clairement son origine physique : les
fluctuations du vide font subir a 1'electron un mouvement de vibration
au cours duquel il moyenne le potentiel coulombien sur une distance de
1'ordre de va H/mc. Le potentiel moyen n'est different de la valeur du
potentiel a la position moyenne qu'a 1'interieur de la source du potentiel
de Coulomb, d'ou la fonction S(r). Notons que le coefficient
a (ft/me)2 est proportionnel a ft : le deplacement de Lamb est un effet
quantique, tout comme les fluctuations du vide qui lui donnent
naissance. Toutefois, une fois ces dernieres admises, 1'effet qu'elles
creent n'est pas different de celui que produirait un champ classique
caracterise par une densite spectrale correspondant a une energie
JHo/2 par mode.

Revenons a la partie A'% de A£r, proportionnelle a <n(cu')) (voir
(64)). Elle correspond aux corrections radiatives stimulees que nous
avons decrites au paragraphe E.2 du chapitre II. Supposons pour
simplifier que (n(co')) ne soit important qu'autour d'une frequence
<t>L assez proche de o>ab pour que seul un niveau particulier contribue a
la somme sur tous les niveaux b de (64). Le deplacement correspondant
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du niveau a vaut:

C'est le emplacement lumineux du au champ de rayonnement. Notons
que cette quantite peut etre aussi exprimee en fonction de la valeur
quadratique moyenne du champ electrique du rayonnement. En effet
(n(d)))da) est relie a la densite d'energie dans la m£me bande de
frequence u(a))d<o par la formule (E.20), et 1'integrale sur la frequence
de cette derniere n'est rien d'autre que la densite d'energie du
rayonnement

(Pour un rayonnement libre et stationnaire (E| ) = c2 (B2)). Compte
tenu de la relation (a\p\b) = im u>ab(a\r\b), et de 1'approximation
\f°ab\ — W L > il vient alors

Cette expression, qui fait apparaitre 1'energie de polarisation de 1'atome
par le champ electrique, justifie le nom d'effet Stark dynamique donne
aussi ^ A'Jr.

d) DEPLACEMENT DES NIVEAUX D'ENERGIE DU A LA REACTION DE
RAYONNEMENT

L'expression (41) de A™ fait intervenir la « susceptibilite » x 'R du
champ, qui d'apres (54) ne depend pas de (n(w)). Le phenomene de
reaction de rayonnement est done independant du champ incident sur
1'atome.

En utilisant les expressions (54) de X'XR relative a AX(Q) et (56) de
C™a relative a px, puis en sommant sur des expressions analogues avec
y et z, on obtient
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L'integrale sur CD' jusqu'a la borne o>M donne alors, compte tenu de
(65.a) :

ou 5m est la correction de 1'energie de masse de la particule associee au
champ coulombien et donnee par 5me2 = eCoul. Nous retrouvons done
la correction a l'e"nergie cinetique de la particule associee a ce
changement de masse. Le facteur 4/3 est du a la procedure non
covariante de coupure que nous avons utilisee pour eliminer 1'effet des
modes de haute frequence. Le meme facteur apparait aussi en theorie
classique.

Notons que eCou[ decrit 1'energie associee a 1'interaction de la
particule avec son propre champ coulombien, de la meme fagon que
A" decrit 1'effet sur la particule de son interaction avec son propre
champ transverse. Ces deux effets sont les memes qu'en electromagneti-
que classique, comme le montre 1'absence de h dans 1'expression de
8m. Us sont independants du potentiel atomique et sont done les
memes pour une particule libre. Une autre consequence de 1'augmenta-
tion de masse de la particule est la diminution de sa frequence cyclotron
dans un champ magnetique. On peut expliquer ainsi qualitativement
pourquoi le facteur de Lande apparent de 1'electron est superieur a 2
(voir exercices 10 et 12).

C) LES ECHANGES D'ENERGIE ENTRE L'ATOME ET LE RAYONNEMENT

Considerons successivement les taux oJr et Q" associes respectivement
aux fluctuations du rayonnement et a la reaction de rayonnement.

Avec les expressions (46.a), (59) et (58), et apres sommation des
effets relatifs aux trois composantes x,y, z, Q^r se met sous la forme :

II est interessant d'exprimer (73) en fonction du taux d'emission
spontanee Fffi sur la transition ab, (qui se produit evidemment du
niveau le plus eleve vers le niveau le plus bas). En explicitant (E.4.a),
on trouve
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de sorte que :

Comme une perturbation aleatoire classique, les fluctuations du
rayonnement transferent la population de 1'etat a vers les autres
niveaux b superieurs ou inferieurs. Comme au paragraphe 2-b le
rayonnement present contribue a ce processus proportionnellement. a
(n( | a>ab |)) par mode, et les fluctuations du vide proportionnellement a
i. On peut d'ailleurs noter que ces dernieres donnent un taux de
transition egal a la moitie seulement de r$.

La quantite &rr se calcule de la meme fa?on a partir de (46.b), (55) et
(56). On trouve :

Cette expression peut etre mise sous une forme particulierement
simple, car (a\p\b) a)ab est directement relie a 1'element de matrice de
1'acceleration r de 1'electron dans le potentiel atomique :

On peut alors utiliser la relation de fermeture sur b et obtenir

L'energie perdue par 1'atome par unite de temps, du fait de la reaction
de rayonnement, est egale a la moyenne dans 1'etat |a) de la puissance
rayonnee classiquement par la particule, proportionnelle au carre de
son acceleration. Qrr est d'ailleurs toujours negatif et correspond a une
perte d'energie, meme pour 1'etat fondamental de 1'atome. On retrouve
done ici des resultats bien connus en electrodynamique classique : force
de freinage de Lorentz, et chute de 1'electron sur le noyau. Bien sur, il
n'est pas possible de considerer seulement 1'effet de la reaction de
rayonnement, car meme en 1'absence de rayonnement, les fluctuations
du vide existent et jouent un role comme nous 1'avons vu au paragraphe
precedent. Pour comparer leur role respectif, il est interessant de
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mettre (76) sous la meme forme que (75). On obtient

alors que

Si |a) est 1'etat fondamental, \Eb-Ea\ = (Eb - Ea) et Qrr + dfv = 0.
L'etat atomique fondamental est stable, parce que les fluctuations du
vide compensent exactement 1'effet de la reaction de rayonnement. Le
caractere quantique du champ, dont les fluctuations du vide sont une
manifestation, est done essentiel pour preserver la stabilite de 1'etat
fondamental de i'atome. Ce resultat est tres general (*) : le couplage
d'un systeme quantique a un systeme dynamique classique conduirait a
des incoherences liees ici au fait que les relations d'incertitude seraient
violees pour 1'electron s'il perdait de 1'energie a partir de 1'etat
fondamental. Si |a> est un niveau excite, les deux taux de variation de
1'energie se retranchent vers les niveaux b au-dessus de a (I'atome ne
peut pas gagner d'energie) et se doublent vers les niveaux b inferieurs.
Ainsi, on peut dire que les fluctuations du vide et la reaction de
rayonnement contribuent a parts egales au taux de transition total
d'emission spontanee F^.
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(1984), et dans les references qui y sont cit6es.

(*) Senitzky, I.R., Phys. Rev. Lett. 20, 1062 (1968).
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COMPLEMENT BIV

EQUATION PILOTE POUR UN OSCILLATEUR
HARMONIQUE AMORTI

1. Systeme physique considere

Dans la partie E du chapitre, nous avons explicite l'6quation pilote
pour un atome a deux niveaux interagissant avec le rayonnement. Nous
considerons dans ce complement le cas ou le petit systeme stf est un
oscillateur harmonique a une dimension de frequence o>0 et d'hamilto-
nien

ou b+ et b sont les operateurs de creation et d'annihilation de cet
oscillateur. Comme dans 1'exemple de la partie E, le r6servoir
$1 est constitud par une infinite d'oscillateurs harmoniques i a une
dimension, de frequence o>, et d'op6rateurs de creation et d'annihilation
a? et a,, de sorte que 1'hamiltonien HR de <% s'6crit

Enfin, nous prenons un hamiltonien de couplage tres simple entre
sf et 3%, de la forme

ou gf est la constante de couplage entre $4 et 1'oscillateur i de
0t. Chacun des termes de (3) decrit des processus ou $4 gagne (ou perd)
un quantum d'energie Ha)0 tandis qu'un oscillateur / de ffl perd (ou
gagne) un quantum fc<o(. Pour simplifier, nous n'avons pas pris dans
V des termes du type b at ou b+af car les processus antiresonnants
auxquels ils donnent naissance ne peuvent pas contribuer a Pamortisse-
ment de jtf.

Un tel modele peut d6crire plusieurs situations physiques differentes.
Par exemple, stf peut 6tre un oscillateur harmonique materiel, c'est-a-
dire une charge elastiquement liee a 1'origine (et assujettie a se deplacer
sur un seul axe, de maniere a etre assimilable a un oscillateur a une
dimension), et les oscillateurs i de ̂  peuvent etre les divers modes du
rayonnement. L'equation pilote de $4 decrit alors comment le mouve-
ment de la charge 61astiquement liee est amorti par remission sponta-
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nee, 1'absorption et 1'emission induite de rayonnement. On peut, aussi
considerer que j/ est un mode d'une cavite electromagnetique, les
oscillateurs / etant des oscillateurs materiels contenus dans les parois de
la cavite. L'equation pilote de j/ decrit alors I'amortissement du mode
propre de la cavite du aux pertes dans les parois.

Outre son interet intrinseque pour 1'etude des deux situations
physiques precedentes, I'exemple etudie dans ce complement presente
le grand avantage de conduire a des equations de Heisenberg couplees
pour les operateurs b et at qui sont lineaires vis-a-vis de ces operateurs.
II est alors tres facile de deduire de ces equations une equation
devolution pour b qui ressemble beaucoup a 1'equation de Langevin de
la theorie classique du mouvement Brownien. C'est ce que nous faisons
dans le complement C lv, ou nous montrons egalement le lien qui existe
entre les fluctuations et la dissipation, aussi bien en theorie classique
qu'en theorie quantique.

Pour determiner la forme de 1'equation pilote de 1'oscillateur harmoni-
que, on pourrait evidemment utiliser les resultats de la partie C du
chapitre, et calculer explicitement les coefficients de 1'equation pilote
dans ce cas particulier. Nous aliens suivre ici une demarche differente,
et etablir directement, a partir de (B.30), une equation operatorielle
pour le mouvement de a, ne faisant pas reference a une base
particuliere (§2). Nous utiliserons ensuite cette equation pour determi-
ner 1'equation devolution des populations des niveaux d'energie de
//4, et celle des valeurs moyennes de certaines observables (§3). Enfin,
en projetant cette equation sur une base d'etats coherents, nous en
deduirons 1'equation devolution de la distribution de quasi-probabilite
PJV(j8,/3 *), qui a la forme d'une equation de Fokker-Planck (§ 4).

2. Forme operatorielle de 1'equation pilote

Effectuons sur 1'equation (B.30) le changement de variables (B.32) et
utilisons le fait que rc <^ At pour etendre a + oo la borne superieure de
1'integrale sur r = t' — t" et a Ma borne inferieure de 1'integrale sur
t' (voir discussion de la fin du paragraphe B-3). II vient

Ecrivons V sous la forme :
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Supposons aR diagonal dans la base { |n1,n2—>V") } des ̂ tats propres
de HR (a-R est toujours donne par la formule (E.8)). Les deux
operateurs V(t') et V(t") de (4) doivent necessairement contenir 1'un
des a,, 1'autre des a?, pour que la trace sur R de leur produit par
cr-R donne un resultat non nul dans (4). Une telle restriction conduit a
deux seules possibilites, la premiere consistant a prendre
V(t') = - b+(t')R( + \t') et V(t") = - b(t")R(-\t"), la seconde se
deduisant de la premiere par echange de t' et t". De plus, on peut
verifier que les deux termes de (4) correspondant a ces deux possibilites
sont hermitiques conjugues 1'un de 1'autre. Par ailleurs, les operateurs
b(t),ai(t)... ont, en representation d'interaction, une dependance

temporelle tres simple, b(t) — b e~l<a°\ d^t) = ate~'**'''... par suite de la
simplicite des commutateurs [b,HA], [«,,//^]...

Finalement, en utilisant 1'invariance d'une trace dans une permutation
circulaire et le fait que 1'integrand de (4) ne depend que de
t' - t", on obtient

+ h.c. (7)
Calculons maintenant les deux moyennes a deux temps qui apparais-

sent dans (7). En utilisant (6) et (E.8), on obtient

ou <n ( > est le nombre moyen de quanta d'excitation de 1'oscillateur
i, toujours donne par (E.I2). Un calcul analogue donne

La premiere integrate de (7) vaut done :
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ou les quantites r, F', A, A', qui seront interpreters physiquement plus
loin, sont donnees par

Un calcul analogue donne pour la deuxieme integrate de (7)

Finalement, en reportant (10) et (13) dans (7), en utilisant
[b,b+] = 1, et en repassant dans le point de vue de Schrodinger, on
obtient la forme operatorielle suivante pour 1'equation pilote

Dans (14), [X,#]+ represente ranticommutateur AB + BA. On notera
6galement 1'absence de termes en A'.

Remarque

Comme dans la partie E, des simplifications apparaissent si le nombre
moyen de quanta <«,) de 1'oscillateur / ne depend que de l'6nergie de cet
oscillateur, et non des parametres autres que l'6nergie servant a caracteri-
ser les oscillateurs. La mdme demonstration que celle conduisant a (E.I6)
donne alors

ou <n(o>0)) est le nombre moyen de quanta dans les oscillateurs du
reservoir ayant meme frequence o>0 que 1'oscillateur j/. Si de plus
^ est en 6quilibre thermodynamique, <«(&>o)) est egal a
[exp^o/^D-l]-1.
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3. Equation pilote dans la base des etats propres de HA

a) EVOLUTION DES POPULATIONS

Soil ann la population du niveau d'energie |n) de $t'. L'6quation (14)
prise en valeur moyenne dans 1'etat |/i) donne

L'interpretation de JT et F' en decoule immediatement. Si 1'on suppose
que $4 est un oscillateur atomique et 01 le rayonnement, F est associe
au processus d'6mission spontane"e, F' aux processus d'absorption et
d'6mission induite. Plus precisement, nF est la probabilite d'emission
spontanee par unite de temps du niveau |n) vers le niveau inferieur
|n - 1) : le niveau |n) se vide par emission spontan6e vers le niveau
I n - 1) avec un taux nF et se remplit a partir du niveau | n + 1) avec le
taux (n + l)r (fleches ondulees de la figure 1). Les facteurs n et
n + 1 sont simplement lies aux carr6s des modules des 616ments de
matrice de b et b+ apparaissant dans V (voir (3)) entre |n> et
\n - 1) ou entre \n + 1) et f n > . De meme, les processus d'absorption
vident le niveau |n) vers le niveau \n + 1) avec un taux (n + 1)JT' et le
remplissent a partir du niveau | n - 1 > avec un taux nF' (fleches droites
montantes de la figure 3), les processus d'emission induite s'effectuant
en sens inverse avec le meme taux (fleches droites descendantes).

Figure 1. Taux de transfert entre les niveaux d'energie de 1'oscillateur
harmonique associ6s aux processus d'emission spontande (fleches ondu!6es) et
aux processus d'absorption et d'6mission induite (fleches droites).

L'autre parametre A apparaissant dans (14) est lie aux deplacements
radiatifs « spontanes » se produisant en 1'absence de toute excitation de
^ (hA ne depend pas des <«,) - voir (12.a)). A cause de la structure
de V, 1'oscillateur dans 1'etat fondamental |0) en presence du reservoir
dans 1'etat lOjO^-0(—) ne peut effectuer aucune transition. Le deplace-
ment radiatif spontane hA0 de |0> est done nul. Par contre, si
1'oscillateur est dans 1'etat 11) , le couplage V donne en (3) autorise des
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transitions ou j/ descend de |1) a |0) tandis qu'un oscillateur
i de ^ passe de |0,-) a |1(). Le deplacement hA n'est autre que le
deplacement radiatif associe a un tel processus (somme sur tous les
oscillateurs /). Le meme raisonnement ^'applique a un oscillateur
initialement dans 1'etat \n) et qui passe de |^z) a |« - 1), tandis qu'un
oscillateur i passe de JO,-) a |l,-> Comme | (n — 1 \b\n} |2 =
rc|(0|£|l)|2, on en d6duit que le deplacement radiatif spontane de
1'etat \n) vaut nhA. Finalement, la difference entre les deplacements
hAn et hAn_1 de deux niveaux consecutifs est independante de
n et vaut hA, ce qui montre que les niveaux perturbes de 1'oscillateur
restent equidistants avec une frequence apparente a)0 + A. C'est ce
qu'exprime le quatrieme terme de (14).

Considerons enfin le dernier parametre A', Comme il depend des
(«,) (voir (12.b)), il represente un deplacement radiatif du au
rayonnement present. Calculons un tel deplacement pour le niveau
11). Un processus d'emission stimulee faisant descendre 1'oscillateur
s4 de |1) a |0> et faisant apparaitre un quantum supplementaire
fto>( dans 1'oscillateur i deplace le niveau |1) de la quantite
HA' donnee en (12.b). II ne faut pas oublier cependant les processus
d'absorption qui font monter j/ de |1> a |2) en faisant disparaitre un
quantum fiw,. Un tel processus deplace le niveau |1> de -2hA', le
signe - provenant du fait que le defaut d'energie dans l'e"tat interme-
diate vaut maintenant ft(eo( - o>0), au lieu de fi(<*>0 - w •) et le facteur 2
de | (2 |6+ |1) |2 . Finalement, le deplacement global du niveau
|1) vaut + hA' - 2hA' = — hA'. II en est de meme du niveau
j n ) qui est deplace de nhA' - (n + l)fiA' = - hA'. II apparait ainsi que
les processus d'absorption et d'emission stimulee deplacent en bloc tous
les niveaux de stf et ne changent done pas la frequence de 1'oscillateur.
C'est ce qui explique pourquoi A' n'apparait pas dans (14).

b} EVOLUTION DE QUELQUES VALEURS MOYENNES

Calculons tout d'abord d(b)/dt, ce qui permet d'etudier comment
s'amortissent la position moyenne et la vitesse moyenne de j/. Comme
(b) = 7 > ( < r f c )

Reportons alors (14) dans le dernier terme de (17). En utilisant
1'invariance d'une trace dans une permutation circulaire et le commuta-
teur [b,b + ] = 1, on obtient apres un calcul sans difficulte
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Sous 1'effet du couplage de s# avec ^, 1'oscillation de (£> subit done
un deplacement de frequence A et un amortissement de taux
r/2.

Le r6sultat (18) appelle deux commentaires. Tout d'abord, le taux
d'amortissement de 1'oscillateur ne d6pend pas de son excitation
initiale, contrairement a ce que pourrait laisser croire la figure 1,
montrant que les taux de transition entre niveaux de s4 croissent avec
l'6nergie de ces niveaux. Ensuite, 1'amortissement ne depend que de
F et non de F'. Pour essayer de comprendre ces deux points, e"crivons
l'6quation devolution de la coherence crn + ln qui intervient dans
(b) = £ \Jn + 1 <rn + ln . Par projection de (14) sur <n + 11 et

n

| n>, il vient

Les deux premiers termes de (19) decrivent effectivement une destruc-
tion de la coherence entre |rc + 1) et |n> due a des processus qui
vident les niveaux n et n + 1. Le coefficient global de <rn + ln est bien,
conforme'ment & (C.17), la demi—somme de tous les taux de transition
qui partent de |n) et |n + 1) et qui croissent tous avec n. Par contre,
les deux derniers termes de (19) decrivent des transferts de coherence,
alimentant <rn + ln & partir de crn + 2n + l par 6mission spontan6e et
induite, et a partir de (rnn_l par absorption. Ces termes de transfer!
n'existent que parce que les niveaux de stf sont 6quidistants : les
coherences o-n + ln, crn + 2n + i et &nn_l evoluent alors a la meme
frequence (voir fin du paragraphic C-2). Ce sont ces transferts de
coh6rence qui sont a 1'origine du fait que {b} s'amortit avec un taux
ind6pendant de F' et beaucoup plus faible que le coefficient de
crn + l ndans(19)(*).

Calculons enfin 1'evolution de (b + b)

(*) Un tel resultat etabli a partir de 1'equation pilote rappelle celui de 1'exercice 15.
L'6quidistance entre les niveaux d'6nergie de 1'oscillateur harmonique est a 1'origine
d'interfe'rences entre les diverses amplitudes associees a une cascade radiative et entraine
que la distribution spectrale du rayonnement 6mis est ind^pendante de Texcitation initiale
de 1'oscillateur.
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La meme methode de calcul que celle conduisant a (18) donne

Les processus d'emission spontanee amortissent done 1'energie
moyenne fca>0(b

+b) de st avec un taux F alors que les processus
d'absorption et d'emission stimulee 1'alimentent en energie avec un
taux .T'. En regime stationnaire

Si le reservoir ^ est en equilibre thermodynamique, 1'utilisation de (15)
montre alors que

qui est bien la valeur correspondant a un oscillateur j/ lui aussi en
equilibre thermodynamique.

4. Equation pilote dans une base d'etats coherents

En mecanique statistique classique, 1'etat de 1'oscillateur s# serait
defini par la donnee d'une distribution de probabilite dans 1'espace des
phases. Quantiquement, les relations d'incertitude entre x et p empe-
chent de definir un etat qui correspondrait a un point de 1'espace des
phases. On peut cependant remplacer ces points par des etats d'incerti-
tude minimum, comme les etats coherents, et deVelopper cr sous forme
d'une somme de projecteurs sur de tels etats. L'equation d'evolution de
la quasi-probabilite decrivant a sur une telle base a une forme simple
d'e"quation de Fokker-Planck. On peut Pintegrer exactement et determi-
ner ainsi de nombreuses proprietes de 1'oscillateur harmonique amorti.

«) BREFS RAPPELS SUR LES ETATS COHERENTS ET SUR LA REPRESENTA-
TION PN DE L'OPERATEUR DENSITE (*)

Les etats coherents de 1'oscillateur $4 sont les etats propres de
1'operateur d'annihilation b, de valeur propre /3

(*) Pour plus de details, voir par exemple « Photons et Atomes - Introduction a
1'Electrodynamique Quantique», § C-4 du chapitre III et exercices 5 et 6 du
complement D,,,.
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Us peuvent etre egalement ecrits sous la forme

puisque le developpement de la seconde exponentielle redonne pour
|/3) 1'expression bien connue

L'operateur densite cr admet une representation PN (dite egalement
« representation de Glauber »), s'il peut etre ecrit sous la forme :

ou d2p = d&ep d3m/3. L'interet de la fonction PN(p ,/3 *) est qu'elle
ressemble beaucoup, par certains cotes, a une distribution de probabi-
lite classique. L'hermiticite de cr(cr = a + ) et sa normalisation
(Tr a = 1) entrainent en effet que PN(P ,)3 *) est une fonction reelle et
normee. Par ailleurs, on peut montrer aisement que la valeur moyenne
dans 1'etat a de toute fonction de b et b+ rangee dans 1'ordre normal
(c'est-a-dire avec tous les b+ a gauche des b) s'exprime tres simplement
en fonction de PN(P ,/3 *) (c'est la 1'origine de 1'indice N pour normal
de PN) :

La fonction PN(P ,/3 *) peut cependant prendre des valeurs negatives et
des relations aussi simples que (28) ne restent pas valables pour des
ordres autres que 1'ordre normal. C'est la raison pour laquelle
PN(/3 ,/3 *) est en fait une distribution de « quasi-probabilite » et non de
probabilite.

Remarque

D'autres distributions de quasi-probabilite sont egalement utilisees. Par
exemple, la distribution PA(p,fi*) donne des expressions aussi simples
que (28) pour les valeurs moyennes de produits d'operateurs bm(b + ')1

ranges dans 1'ordre antinormal. De meme, la distribution de Wigner
W(j81,/32) est adaptee au calcul des valeurs moyennes de produits
symetrises des operateurs hermitiques bl — (b + b + )/ \J2 et
b2 = i(b+ - b)/ \/2. On peut montrer (*) que PA et W s'expriment en

(*) Voir par exemple H. Haken, Rev. Mod. Phys. 47, 67 (1975), en particulier la
page 116, et les references citees.
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fonotion de PN

b) EQUATION DEVOLUTION POUR PN(p,p *,t)

Lorsque le developpement (27) est reporte dans 1'equation pilote
(14), on voit apparaitre des termes de la forme 6|j3)(/3| et
| j8 > </3 | b+ qui, d'apres (24), valent p \ p > </3 | et /3 * | /3 > <)3 | respecti-
vement. D'autres termes, de la forme b+\p}({$\ et |/3){/3|6,
apparaissent egalement et nous expliquons maintenant comment les
calculer. Considerons (3 et (3 * comme des variables independantes (au
lieu de fte/3 et 3m/3) et derivons par rapport a /3 ou /S * 1'expression

deduite de (25). II vient

d'ou Ton deduit

Montrons maintenant comment il est possible de transformer chacun
des termes obtenus apres le report de (27) dans (14). Considerons par
exemple les termes en b + b cr de (14). Us s'ecrivent, compte tenu de
(24) et (33)

En integrant par parties le terme en 9/3/3 et en supposant que
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PN(fi,(3 *) s'annule a 1'infini, on obtient alors

Des calculs analogues peuvent etre fails pour tous les autres termes de
(14). En egalant a z£ro le coefficient de |/3) </3 | dans 1'integrale sur
d2fi, on obtient:

ou Ton a pose o50 = o>0 + A.

C) DISCUSSION PHYSIQUE

Les deux premiers termes de (36), en 3/9/3 et 3/3)3*, sont des termes
de derive decrivant comment la distribution de quasi-probabilite se
deplace au cours du temps. Le dernier terme, en 32/3/3 3/3 *, est un
terme de diffusion decrivant 1'elargissement de la distribution.

Les equations du type (36) sont appe!6es equations de Fokker-Planck
et sont utilisees de fac.on tres generate pour decrire de fac.on approchee
1'evolution de certaines distributions de probabilite (voir par exemple
1'equation (E.53)). II faut noter que, pour le modele simple 6tudie ici,
1'equation de Fokker-Planck a ete etablie sans approximation a partir
de 1'equation pilote.

On peut verifier par substitution que la fonction

qui se reduit a S()3 - /30) 5(/3 * - /30*) pour / = 0, est solution de (36)
et est done la fonction de Green de cette equation. C'est une gaussienne
centree en un point du plan complexe qui decrit, a la vitesse angulaire
— t30, une spirale de rayon decroissant exponentiellement avec le
temps, la largeur de la gaussienne croissant avec le temps, de la valeur 0
pour t = 0 a la valeur ^J («(a>0)) pout t = oo . Pour t _*. oo , 1'expres-
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sion (37) donne la representation PN de 1'etat d'equilibre

(n(o>o)) etant donne par (E.17) s'il s'agit d'un equilibre thermodynami-
que.

Remarque

Notons une propri6te remarquable de J%(/3,/3 *) : si (n(a>0)) = 0, c'est-a-
dire si le reservoir est dans 1'dtat fondamental |0), la fonction de Green
(37) reste une fonction delta de largeur nulle quel que soit t. Un tel resultat
exprime que, si un oscillateur materiel est initialement dans un etat
coh6rent (dont la representation PN est une fonction delta), sans aucun
photon incident, il continue a rester dans un 6tat coherent lorsqu'il se
de"sexcite par emission spontanee.

REFERENCES

W.H. Louisell and J.H. Marburger, I.E.E.E. J. Quant. Elec. QE3,
348 (1967) et les references qui y sont citees. Louisell, chapitre VI.
Glauber, §§ 8 et 9.
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COMPLEMENT CIV

EQUATIONS DE LANGEVIN QUANTIQUES
POUR UN SYSTEME PHYSIQUE SIMPLE

Liquation pilote etablie dans ce chapitre decrit, dans le point de vue
de Schrodinger, comment un petit systeme $4 6volue sous 1'effet de son
couplage avec un grand reservoir 0t. Le but de ce complement est de
reprendre le meme probleme dans le point de vue de Heisenberg. Pour
simplifier au maximum les calculs, nous nous limiterons au modele
simple, introduit dans le complement BIV, d'un oscillateur harmonique
jtf couple a un reservoir ̂  d'oscillateurs harmoniques. Notre objectif
est double : tout d'abord, montrer que les Equations de Heisenberg des
observables de s/ peuvent etre mises sous une forme qui rappelle les
Equations de Langevin du mouvement Brownien classique ; utiliser
ensuite ces equations de Heisenberg-Langevin pour analyser les relations
qui existent entre fluctuations et dissipation et calculer les fonctions de
correlation des observables de jtf'.

Nous commensons (§ 1) par rappeler les grandes lignes de la theorie
classique du mouvement Brownien et par analyser 1'equation de
Langevin utilisee pour decrire un tel mouvement. Nous etablissons
ensuite (§2) les equations de Heisenberg-Langevin quantiques relatives
au modele simple du complement BIV et discutons sur ces equations le
theoreme fluctuation-dissipation ainsi que le theoreme de regression
quantique relatif aux fonctions de correlation de s$.

1. Rappels sur la theorie classique du mouvement Brownien

a) EQUATION DE LANGEVIN

Une grosse particule, de masse M, d'impulsion p, est plongee dans un
fluide homogene de particules plus legeres avec lesquelles elle subit des
collisions incessantes qui conferent a son mouvement un caractere
erratique. L'equation introduite par Langevin pour d6crire phenom6no-
logiquement un tel mouvement s'ecrit (pour une composante p de
P):

La force totale agissant sur la particule est separ6e en deux parties. La
premiere, - y p(t), decrit 1'effet cumulatif des collisions qui est
d'amortir 1'impulsion de la particule avec un coefficient de friction
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y. La seconde est une force fluctuante F(t), appelee force de Langevin,
qui decrit les fluctuations de la force instantane'e autour de sa valeur
moyenne. Dans 1'equation (1), F(t) est consid6ree comme une force
ext€rieure, independante de p(t), d6crite par une fonction aleatoire
stationnaire de t, satisfaisant aux propriet6s suivantes :

(i) La valeur moyenne de F(t) est nulle :

(ii) La fonction de correlation de la force de Langevin, qui decrit la
dynamique des fluctuations de F(t), est de la forme :

ou D est un coefficient (qui sera interpret^ plus loin) et g(t — t') une
fonction paire de t -11', de largeur rc et dont 1'integrale sur
t — t' est egale £ 1. Les propri6t6s de parit6 et d'invariance par
translation dans le temps de g resultent du fait que F(t)F(t') est une
fonction d'autocorrelation classique stationnaire. Le temps de corr61a-
tion TC de F(t) est de 1'ordre du temps de collision entre la particule
Brownienne et une particule du fluide. II est beaucoup plus court que le
temps d'amortissement 7^ = y~1 de p(t), car il faut de nombreuses
collisions pour changer appreciablement 1'impulsion de la particule
lourde.

Vis-a-vis des fonctions de t -1' variant lentement a l'6chelle de
TC, g(t -1') apparait done comme une fonction delta, de sorte que la
fonction de correlation (2.b) peut etre approximee par

b) INTERPRETATION DU COEFFICIENT D. LIEN ENTRE FLUCTUATIONS
ET DISSIPATION

Etudions 1'evolution de p(t) a partir d'une valeur initiale bien definie
P(to) — Po- L'integration de (1) donne :

Compte tenu de (2.a), nous obtenons alors pour p(t)

L'impulsion moyenne s'amortit done avec un taux y. Calculons
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maintenant 1'evolution de la variance o-^(r) de p(t) :

D'apres (5) et (6),

de sorte que :

Les deux exponentielles de (9) varient lentement a 1'echelle de
rc. L'utilisation de (4) donne alors (pour t - t0 > TC) :

L'equation (10) montre que cr^(f), c'est-a-dire la dispersion sur
p, commence par croitre lineairement avec t — tQ :

Un tel resultat fait apparaitre D comme un coefficient de diffusion de
1'impulsion.

Aux temps longs (t - t0^>y~l), crfa) tend d'apres (10) vers une
valeur d'equilibre, D/y, ind6pendante de t, alors que p(t) tend d'apres
(6) vers zero. On en deduit d'apres (7) que la valeur d'equilibre de
p2 est

Si le fluide est en equilibre thermodynamique, cette valeur d'equilibre
doit satisfaire

L'identification de (12) et (13) donne alors la relation d'Einstein

etablissant un lien entre le coefficient de diffusion D caracterisant les
fluctuations de la force de Langevin agissant sur p et le coefficient de
friction y caracterisant la force de dissipation agissant sur cette meme
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variable p. Rappelons que, d'aprds (11), D apparait egalement comme
le coefficient de diffusion de p.

Remarque

Soft

1'accroissement de p(t) entre tQ et t0 + St avec TC <^ St« y l. Les
Equations (6) et (11) donnent

Comme [Sp(0]2 varie en p$y28t2 d'apres (16) et est done n6gligeable
devant D St, on peut 6crire (17) sous la forme

Les Equations (16) et (18) donnent les moments d'ordre 1 et 2 de
1'accroissement dp de p sur un temps court.

c) ETUDE DE QUELQUES FONCTIONS DE CORRELATION

Faisons tendre t0 vers moins I'infini dans (5). La fonction a!6atoire
p(t) a alors perdu tout souvenir des conditions initiales et s'6crit a un
instant t' :

a) Fonction de correlation impulsion - force de Langevin

Multiplions les deux membres de (19) par F(t) et prenons la valeur
moyenne. II vient:

Si t est dans le futur de t' et si t -1' > rc, on a dans (20)
t - t" > TC (puisque t" < f ' ) > de sorte que F(t")F(t) est nul

L'equation (21) exprime queXO, qui depend de la force de Langevin
dans le passe" de r', ne peut etre corr61e" avec la force de Langevin
F(t) a un instant t dans le futur de t' si t -1' > rc.

Si t est dans le passe" de t' et si t' -1 > TC, on peut utiliser (4) et
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1'equation (20) donne alors :

Enfin, pour t voisin de t' (\t - t' \ ̂  rc), p(t')F(t) varie tres rapide-
ment entre 2 D et 0 sur un intervalle de largeur TC, en prenant une
valeur e"gale a D pour t = t', compte tenu de liquation (20) ecrite pour
t1 = t et du caractere pair de F(t")F(t).

Tous ces resultats sont regrouped sur la figure 1 qui repr6sente les
variations avec t dep(t')F(t). Le point important, qui nous servira pour
la suite, est que p(t') est d6correl6 de F(t) sit^st', sauf dans un petit
intervalle de largeur rc au voisinage de t - t', ou p(t')F(t) reste fini et
de 1'ordre de D.

Figure 1. Variations avec t de p(t')F(t).

P) Fonction d'autocorrelation de I'impulsion

Multiplions les deux membres de (1) par p(t') et prenons la valeur
moyenne. II vient

Le deuxieme terme du second membre de (23) peut etre neglige pour
t =z t'. En effe£, a partir de 1'instant initial t = /' pour lequel
p(t)p(t') vaut p2, ce terme decroit d'une valeur D a z6ro sur un
intervalle de 1'ordre de TC (voir figure 1). Lors de 1'mte'gration de (23)

P ,pour t ze t', il contribuera de la quantit6 dt" F(t")p(T) qui, d'apres
Jf

les considerations pr6cedentes, vaut au maximum DTC. D'apres (3),
cette quantite est petite devant D y~l qui n'est autre que p2, d'apres
(12). En definitive, le dernier terme de (23) n'apporte, pour t^t',
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qu'une petite correction a p(t}p(t') ; p(t)p(t'} est done solution de
1'equation

On trouve ainsi que p(t)p(t'} decroit exponentiellement avec t — t' a
partir d'une valeur initiale donnee par (12). Comme p(t)p(t') est une
fonction d'autocorrelation et est done paire en t - t', il vient finalement

L'6quation (25) exprime que les correlations entre p(t) et p(t')
decroissent, c'est-a-dire encore « regressent », de la meme maniere que
la valeur moyenne p(t), qui obeit a 1'equation

analogue a (24).
On aurait pu aboutir directement a 1'expression (25) a partir de (19) et

de (4). La derivation presentee ici a 1'avantage de se generaliser en
theorie quantique et de conduire au theoreme de « regression quanti-
que » (voir § 2-g ci-dessous).

Remarque

L'effet de la correction introduite par le dernier terme de (23) est
« d'arrondir» le point auguleux de (25) en t - t' et de faire partir
p(t)p(t') avec une tangente horizontale en ce point. Pour etablir aisement
un tel resultat, consider© ns les transformees de Fourier />(o>) et
F(w) de p(t) et F(t). L'equation (1) entraine que

Or, d'apres le theoreme de Wiener-Khinchine, les transformees de Fourier
de \ p ( w ) } 2 et |F(oj)|2 sont (a un coefficient multiplicatif pres) les
fonctions d'autocorrelation p(t)p(t'} et F(t)F(t'). D'apres (27), p(t)p(t'}
est done le produit de convolution de la transformee de Fourier de
(y 2 +o j 2 )~ 1 , c'est-a-dire e~y l f ~ ' ' l , par la transformee de Fourier de
|F(o>)|2, c'est-a-dire g(t - t'). Comme la largeur TC de g(t — t') est

beaucoup plus petite que celle, y"1, de exp( - y\t — t'\), on retrouve
bien que p(t)p(t') est pratiquement 6gal a exp( - y \t — t' |), a des
corrections en rc/TR pres qui arrondissent le point anguleux en
t = t' stir un intervalle de largeur rc.
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2. Equations de Heisenberg-Langevin pour un osciliateur harmonique
amorti

Nous reprenons maintenant le modele, introduit dans le
complement BIV, d'un osciliateur harmonique j/ (de frequence
o>0, d'operateurs de creation et d'annihilation b+ et b) couple a un
reservoir d'oscillateurs / (de frequence o>, et d'operateurs de creation et
d'annihilation a? et «,). L'hamiltonien total H a pour expression :

ou g, est une constante de couplage.

a) EQUATIONS DE HEISENBERG COUPLEES

L'equation de Heisenberg pour b(t) s'ecrit:

Elle depend des operateurs a,(r) du reservoir dont 1'equation d'evolu-
tion a une forme analogue

Les evolutions des operateurs d'annihilation b(t) et af(t) sont done
couplees entre elles par les equations lineaires (29) et (30). II convient
de noter que la simplicite de ces equations provient de la forme
bilineaire en b ou b+ et a, ou a^ que nous avons choisie pour
1'interaction V et du fait que les commutateurs [b,b + ] et [ahaf] sont
simplement egaux a 1. Nous etudierons dans le complement A v le cas
ou 1'oscillateur $4 est remplace par un systeme a deux niveaux. Le
dernier terme de 1'equation analogue a (29) est alors non lineaire car il
depend dans ce cas, non seulement des «,(0» mais aussi des operateurs
de st'.

II sera commode pour la suite de poser :

de maniere que b et a, n'evoluent que sous 1'effet de V. Les equations
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(29) et (30) deviennent alors

b) EQUATION DE LANGEVIN ET FORCE DE LANGEVIN QUANTIQUES

Int^grons formellement 1'equation (33) sous la forme

et reportons le r6sultat obtenu dans (32). II vient

ou

Consid^rons tout d'abord la fonction K(T) donnde en (36). Comme
^ est un reservoir, les frequences cu, des oscillateurs couvrent une plage
tres etendue. Par ailleurs, |g,|2 varie en gen6ral lentement avec
o>,. II s'ensuit que 1'ensemble des exponentielles de (36) se brouille tres
rapidement quand r croit a partir de 0, de sorte que K(T) devient
ndgligeable des que r > TC, ou rc est le temps de correlation du
reservoir. Par ailleurs, b(t - T) varie beaucoup plus lentement avec
r, sur une 6chelle de temps TR > rc, ou TR est le temps d'amortissement
de sf'. On peut done negliger la variation avec r de b(t — T) devant
celle de K(T) dans I'int6grale de (35), c'est-a-dire remplacer B(t - T)
par b(t) qui peut etre alors sorti de 1'integrale, ce qui fait apparaltre
(nous supposons t - t0 > TC)
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ou r et HA sont les parametres introduits dans les expressions (11.a) et
(12.a) du complement BIV et decrivant respectivement le taux d'emis-
sion spontanee et le d6placement radiatif spontane de 1'oscillateur.
L'equation (35) peut done etre reecrite :

Pour montrer que 1'equation (39) peut etre consideree comme une
equation de Langevin, il nous faut maintenant etudier les propriet^s de
1'operateur F(t). D'apres (37), F(t) est un op6rateur de reservoir. A
1'instant initial f0, ou les deux points de vue de Schrodinger et de
Heisenberg coincident, nous supposons que 1'operateur densite du
systeme global est factorise sous la forme crA (g) a-R ou crR est donne par
le melange statistique des etats |n1n2'""r") avec ̂ es poidsp(n1n2"'nr")
(voir formule (E.8)). Comme af(f0) n'a pas d'e!6ments diagonaux dans
1'etat |n () , il s'ensuit que :

L'Equation (39) donne done en valeur moyenne

ce qui coincide bien avec l'6quation (18) du complement BIV (quand on
revient de b(t) a b(t} par (31.a)). Calculons maintenant les fonctions de
correlation de F(t) et F+(t). Comme seuls les produits du type
af (to) a,(f0) ou fl,(?0) at (*o) ont ^es valeurs moyennes non nulles dans
l'6tat (E.8) du reservoir, egales respectivement a (n,) et {n^ +1, il
vient

Comme plus haut, les sommes d'exponentielles apparaissant dans
(43) et (44) se brouillent tres vite des que \t - t' \ > rc. Les moyennes a
deux temps (43) et (44) sont done des fonctions tres etroites de
T = t - t'. Appelons 2 DN et 2 DA les integrales sur T de ces fonctions
entre — oo et + oo
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(les indices N et A sont relatifs a 1'ordre normal ou antinormal de
F+ et F). D'apres (43), (44) et les formules (11.a) et (11.b) du
complement BIV, ces integrates valent

On peut done r6ecrire (43) et (44) sous la forme

ou gjv(r) et §A(T) sont deux fonctions de r, de largeur rc et d'integrale
egale a 1 (*).

Si nous supposons enfin que {«,-) ne depend que de o> ( , on peut
utiliser la relation (15) du complement BIV, F'= F («(<o0)), (ou
<n(o;0)) est le nombre moyen de quanta du reservoir de meme
frequence o>0 que j</), pour r6ecrire (47) et (48) sous la forme

Les operateurs F et F+ peuvent done bien etre considered comme des
forces de Langevin fluctuant tres rapidement autour d'une valeur
moyenne nulle. II faut bien noter cependant que ce sont ici des
operateurs ne commutant pas entre eux, comme le montre la difference
entre (51) et (52).

c) LIEN ENTRE FLUCTUATIONS ET DISSIPATION

Les equations (51) et (52) etablissent un lien quantitatif entre les
fluctuations de F et F+, caracterisees par DN et DA, et 1'amortissement
F caracterisant la dissipation associee aux mouvements de b et
b +. Si le reservoir est en e"quilibre thermodynamique, <n(o>0)) est egal

(*) Les fonctions gN et gA n'ont pas une parite bien definie en r. Vis-a-vis des fonctions
de T variant sur des echelles de temps TR > rc, elles peuvent etre considerees comme une
somme de fonctions 8, 8', 8"... A 1'ordre le plus bas en Tc/TR, on peut les remplacer par
une fonction S(T).



Cjy.2 Equations de Langevin quantiques 331

a [exp(tia)0/kBT) - I]"1 et 1'expression (51) par exemple devient

Equation qui peut etre consideiee comme 1'expression d'un theoreme
fluctuation-dissipation quantique. Contrairement a ce que nous avons
fait dans le paragraphe 1-b plus haut, la relation (53) n'est pas d6duite
d'une equation phenomenologique, mais des Equations de Heisenberg
du mouvement. Elle est valable egalement quelles que soient les valeurs
relatives de fco>0 et kBT. En particulier, si fuo0 < kBT, 1'Equation (53)
devient

et fait bien apparaitre, comme en (14), une proportionnalite entre
D et T kBT.

La relation (53) entre DN et F a ete deduite de (51), c'est-a-dire
encore du calcul explicite de la moyenne a deux temps <F+ (t - r)F(f))
des forces de Langevin apparaissant dans 1'expression (45) de
2 DN. II est possible 6galement de relier le coefficient DN a la vitesse
d'augmentation de la variance « croisee » de b+ et b d6finie comme

le coefficient DA etant relie a la vitesse d'augmentation de la variance

correspondant a 1'ordre antinormal de b et b +. Un tel resultat, qui sera
etabli dans le paragraphe 2-e ci-dessous, generalise en quelque sorte la
relation (11) demontree plus haut a propos de 1'equation de Langevin
classique, et exprimant que la vitesse d'augmentation de la variance de
p est proportionnelle a D.

Avant de calculer dyN/dt et dVA/dt, nous allons commencer par
etablir quelques resultats relatifs aux moyennes a deux temps
(F+(t)b(t')) ou (b+(t')F(t)), resultats qui nous seront utiles pour la
suite.

d) MOYENNES A DEUX TEMPS MIXTES FAISANT INTERVENIR LES FOR-
CES DE LANGEVIN ET LES OPERATEURS b ET b+ DE $f

Integrons 1'equation (39) entre t0 et t'
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Pour tQ -^ - oo , le premier terme de (57) est negligeable et on obtient
alors, en multipliant les deux membres de (57) par F+ (t) :

Le meme raisonnement que celui fait dans le paragraphs 1-c-a plus
haut donne alors, pour les variations avec t de (F+(t)b(t')), des
resultats analogues a ceux repr6sentes sur la figure 1. Pour t >t',
F+(t) n'est pas corre!6 avec B(t'), sauf dans un intervalle de largeur
rc au voisinage de t = t' ; quand t est balaye autour de t' par valeurs
croissantes, (F+ (t)b(t')) passe d'une valeur 2 DN a 0 sur un intervalle
de largeur TC. En particulier, la valeur pour t = t' est donnee par

puisque (F+(t)F(t")) varie beaucoup plus vite avec t — t" que 1'expo-
nentielle. De la meme facon, on trouve

Le changement de variable r = t - t" et la stationnarite des moyennes
a deux temps de F+ et F permettent alors de regrouper (59) et (60) sous
la forme

Nous avons utilise (45) et suppose t -10 > TC.

e) VlTESSES DE VARIATION DES VARIANCES "f N ET VA

L'evolution de la valeur moyenne (b(t)} est d6terrm'nee par Pequa-
tion de relaxation (41). L'equation d'evolution (39) de 1'operateur lui-
meme fait apparaitre le meme taux de variation, que nous appelerons
terme de « derive », et que nous noterons S>(b(t)) :
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La vitesse de variation de b(t) est alors simplement la somme du terme
de derive et de la force de Langevin

De la meme fagon

avec

Considerons maintenant la vitesse devolution des operateurs B+ b et
bb+ apparaissant dans les variances i^N et YA de"finies en (55) et (56).

Pour B+b, on obtient tout d'abord

Prenons la valeur moyenne des deux membres de (66) et utilisons
(61)(*). II vient

c'est-a-dire encore, compte tenu de (62) et (65) :

Par ailleurs, on a d'apres (63) et (64)

de sorte que, par soustraction, les equations (68) et (69) donnent,
compte tenu de (55)

(*) Le fait que les deux derniers termes de (66) aient, d'apres (61), une valeur
moyenne non nulle empeche de considerer leur somme comme la force de Langevin dans
1'equation du mouvement de 1'operateur B+(t)b(t).



334 Equation pilote pour les particules CIV.2

Des calculs analogues aux precedents permettent d'etablir

et par suite

Les variances ont done tendance a croitre lineairement avec
t sous 1'action des forces de Langevin, dont 1'effet est represente par les
termes constants 2 DN et 2 DA de (70) et (72). Ces termes peuvent done
bien etre considered comme des coefficients de diffusion. L'amortisse-
ment F limite ce mouvement de diffusion et les valeurs d'equilibre de
(70) et (72) redonnent les relations entre les coefficients D, F et la
temperature (voir (53)).

Remarque

Le fait que DN et DA soient diff6rents r6sulte de la nature quantique de
F(t) et F + (t) et est essentiel pour preserver la relation de commutation
entre b et b +. En retranchant (68) de (71), on trouve en effet qu'une
condition ndcessaire pour que ([£(0>^+(0]) reste 6gal a 1 est que

condition qui est bien satisfaite par (47) et (48).

/) GENERALISATION DE LA RELATION D'EINSTEIN

Revenons a 1'equation (67). Comme Poperateur b+(t)b(t) est un
operateur du petit systeme jtf, on peut lui associer une vitesse de derive
2(b+ b} dont la valeur moyenne est par definition la vitesse de variation
de (b+b}.

L'equation pilote de j^ permet en principe de calculer d(b+b)/dt et
done d'en deduire 2(b+b). Ainsi, 1'equation (21) du complement BIV

donne :

L'equation (74) permet de reecrire (67) sous la forme
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tous les operateurs du second membre de (76) etant pris au meme
instant t. L'equation (76) peut etre consideree comme une generalisa-
tion de la relation d'Einstein (14) entre D et f. Elle exprime le
coefficient de diffusion DN relatif a b+b en fonction des vitesses de

derive qui decrivent ramortissement de b+ 6, b+ et b et qui peuvent etre
toutes calcule"es a partir de 1'equation pilote.

II apparait aussi clairement sur (76) que le coefficient de diffusion
DN est associe uniquement a la partie non hamiltonienne des vitesses de
derive. Si Ton avait en effet, pour tout ope"rateur GA de s4

2 DN serait nul puisque

C'est la raison pour laquelle les deplacements radiatifs des niveaux de
j^, qui peuvent etre decrits par un hamiltonien effectif, n'apparaissent
pas dans 1'expression des coefficients de diffusion.

Dans le cas particulier qui nous interesse ici, il suffit de reporter (75),
(62) et (65) dans (76) pour obtenir immediatement 1'expression (47) de
DN.

g) CALCUL DES MOYENNES A DEUX TEMPS DES OPERATEURS DE
s4. THEOREME DE REGRESSION QUANTIQUE

Prenons 1'adjoint de 1'equation (39), multlplions les deux membres
par b(t'} a droite et prenons la valeur moyenne. II vient

Supposons t ̂ t'. D'apres ce que nous avons vu dans le paragraphe 2-d
plus haul sur les moyennes a deux temps (F+ (t)b(t')} , le dernier terme
de (79) est nul sauf dans un petit intervalle de largeur TC au voisinage de
t = t', ou il est de 1'ordre de DN. II est done tout a fait legitime de
negliger un tel terme pour t = z t ' , 1'erreur commise sur ( b + ( t ) b ( t ' ) )
etant de 1'ordre de DN rc, c'est-a-dire d'apres (51) de 1'ordre de
r1 rc<^\. Les moyennes a deux temps (b+ (t)b(t'}} peuvent done,
avec une tres bonne approximation, etre considerees comme obeissant
a 1'equation :
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tout a fait analogue a 1'adjoint de 1'equation (41)

donnant 1'evolution des moyennes & un temps.
Le resultat precedent constitue le theoreme de regression quantique

qui permet de calculer 1'evolution des moyennes a deux temps a partir
d'equations ayant la meme structure que celles donnant 1'evolution des
moyennes a un temps, c'est-a-dire encore a partir de 1'equation pilote.

Finalement, nous avons pu, sur ce modele simple d'un oscillateur
couple a un reservoir d'oscillateurs, etendre a un systeme quantique la
plupart des resultats obtenus a partir de 1'equation de Langevin du
mouvement Brownien. Nous verrons dans le complement Av qu'il est
possible aussi de generaliser ces resultats au cas d'un atome a deux
niveaux couple a un reservoir d'oscillateurs (en 1'occurrence, les modes
du rayonnement), et d'obtenir ainsi les equations de Bloch-Langevin.
Une telle generalisation est non triviale car un atome a deux niveaux est
non lineaire, ce qui fait apparaitre dans les equations devolution
couplees des termes non lineaires rendant le maniement de ces
equations plus delicat que dans le cas lineaire etudie ici.

REFERENCES

Sur la theorie classique du mouvement Brownien, voir Van Kampen.
Sur les equations de Langevin quantiques d'un systeme couple a un
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references qui y sont citees.

Sur le probleme specifique de 1'oscillateur harmonique, voir
I.R. Senitzky, Phys. Rev. 119, 670 (1960); Louisell, chapitre 7 ;
Sargent, Scully and Lamb, chapitre 19.



CHAPITRE V

Equations de Bloch optiques

Apres avoir etudie, dans le chapitre precedent, 1'evolution d'un
systeme atomique place dans le vide de rayonnement ou en presence
d'un rayonnement a large bande spectrale, nous abordons maintenant
1'etude de situations ou 1'atome interagit avec un rayonnement incident
monochromatique, dont la frequence est tres proche d'une frequence
propre atomique. Notre objectif est de comprendre, d'une part
1'evolution temporelle du systeme atomique, d'autre part les caracteris-
tiques essentielles de la lumiere que 1'atome reemet en presence du
rayonnement qui 1'excite (« lumiere de fluorescence »).

Le traitement que nous aliens presenter n'est pas perturbatif vis-a-vis
du champ incident. En effet, nous desirons pouvoir etudier le cas ou
1'intensite lumineuse incidente est suffisamment elevee pour « saturer »
la transition atomique (frequence de Rabi associee grande devant la
largeur naturelle des niveaux). Une telle situation est courante dans les
experiences utilisant des sources laser. II n'est plus possible alors de se
contenter de calculer la reponse lineaire de 1'atome ou d'etudier des
processus de diffusion a un seul photon incident, comme nous 1'avons
fait dans la partie C du chapitre II ou dans le complement BIH.

Le probleme physique etudie dans ce chapitre ne peut pas non plus
etre aborde simplement a partir des methodes non perturbatives du
chapitre III, qui sont basees sur le calcul de la resolvante G(z) de
1'hamiltonien dans un sous-espace <?0 d'etats privilegies. En effet,
lorsque le rayonnement incident contient plusieurs photons et qu'il
excite une transition atomique partant de 1'etat fondamental a, un tres
grand nombre d'etats du systeme global atome + champ doivent etre
pris en compte (voir § C-4-f du chapitre III). Ces etats correspondent
aux nombreux « cycles de fluorescence » que 1'atome peut effectuer a
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partir de 1'etat fondamental a (en passant de a a b par absorption d'un
photon incident ke, puis en retournant de b a a par emission spontanee
d'un photon dans un autre mode k'e'). Le sous-espace <^0 d'etats
privilegies a alors une dimension trop elevee pour que Ton puisse
effectuer des calculs simples sur la restriction de G(z) dans ce
sous-espace.

Plutot que d'etudier revolution du systeme global atome + champ,
on peut alors songer plus modestement a etablir une equation d'evolu-
tion pour le systeme atomique seul. II est clair cependant que les
methodes du chapitre IV ne sont pas directement applicables au
probleme etudie ici, car le rayonnement ne peut plus etre considere
comme un reservoir. Le temps de correlation du rayonnement incident
monochromatique est en effet infiniment long. II est done impossible
d'etablir des equations analogues aux equations (E.15) et (E.21) du
chapitre IV permettant de decrire les phenomenes physiques en termes
de taux de transition entre niveaux, associes aux processus d'absorption,
d'emission induite et d'emission spontanee.

Par ailleurs, s'il etait possible de ne tenir compte que du couplage de
1'atome avec le rayonnement incident, considere comme un champ
exterieur monochromatique, on pourrait bien sur ecrire 1'equation de
Schrodinger decrivant 1'evolution du vecteur d'etat atomique sous
1'effet de cette perturbation sinusoidale. Mais il est indispensable ici de
tenir compte egalement du couplage de 1'atome avec les modes vides du
champ. Ce sont en effet ces couplages et les processus de relaxation
correspondants qui permettent a 1'atome d'atteindre un regime station-
naire, resultant de la competition entre 1'excitation par 1'onde incidente
et I'amortissement par emission spontanee. De plus, la lumiere que
1'atome reemet et que nous desirons analyser n'est autre que la lumiere
apparaissant dans ces modes initialement vides.

Les equations de Bloch optiques, que nous etudions dans ce chapitre,
expriment precisement que la vitesse de variation de la matrice densite
atomique est une somme de deux termes decrivant respectivement la
contribution du couplage avec 1'onde incidente et celle du couplage
avec les modes vides. Nous commencons dans la partie A par etablir ces
equations de Bloch optiques pour un atome a deux niveaux et par
preciser les diverses ecritures possibles de ces equations. Nous analysons
ensuite, dans la partie B, le contenu physique des equations de Bloch
optiques en insistant sur ce qui les differencie d'autres types d'6quations
devolution. Nous passons enfin en revue un certain nombre de
problemes physiques que ces equations permettent d'aborder. La
partie C est consacree a une 6tude de 1'evolution temporelle des divers
degres de liberte internes et externes de 1'atome. La partie D precise
enfin diverses proprietes (intensity totale, repartition spectrale, ...) de
la lumiere de fluorescence emise par 1'atome. Une telle analyse repose
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sur 1'etude des fonctions de correlation du dipole atomique et utilise le
theoreme de regression quantique qui est etabli dans le complement A v

a partir des equations de Heisenberg couplees de 1'atome et du champ.
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A - EQUATIONS DE BLOCH OPTIQUES
POUR UN ATOME A DEUX NIVEAUX

Pour simplifier au maximum les calculs, nous consid^rons un seul
atome, immobile a 1'origine 0 des coordonnees, avec seulement deux
niveaux discrets non degeneres, 1'etat fondamental a et le premier etat
excite b, situe a une distance fta>0 au-dessus de a et de largeur naturelle
r.

1. Description du rayonnement incident

Le rayonnement incident sera traite comme un champ exterieur, et
done decrit par une fonction classique donnee du temps. Les particules
interagissent, d'une part avec ce champ exterieur, d'autre part avec le
champ de rayonnement quantique que nous supposons initialement
dans 1'etat vide |0>. L'hamiltonien du systeme atome + champ s'6crit
done (a 1'approximation des grandes longueurs d'onde et dans le point
de vue dipolaire electrique)

ou HA est 1'hamiltonien de 1'atome, HR celui du champ, d le moment
dipolaire electrique de 1'atome, Ee le champ exterieur associe au
rayonnement incident, Ex(0) le champ de rayonnement quantique.

Nous supposerons de plus le champ incident monochromatique, de
frequence W L et d'amplitude 60.

Remarques

(i) La description du rayonnement incident par un champ exterieur n'est
pas une approximation si le champ quantique est initialement dans un etat
coherent. Ce resultat est demontre' dans 1'exercice 17.

(ii) Nous negligeons e'galement ici toute modification du rayonnement
incident due a son interaction avec 1'atome. Plus precisement, nous
considerons un seul atome soumis a un rayonnement incident « macrosco-
pique» tel que celui issu d'une source laser. Nous pouvons alors
valablement n6gliger 1'absorption ou 1'amplification d'un tel rayonnement
par 1'atome. Notre traitement exclut done des situations ou un ensemble
d'atomes interagit avec un champ dont ils sont eux-m6mes la source. Une
telle situation se rencontre par exemple pour des atomes dans une cavite,
ou pour des milieux optiquement 6pais. Dans ce cas, il faut resoudre des
equations devolution couplers pour les atomes et le champ appelees
parfois « equations de Bloch-Maxwell» (*).

(*) Voir par exemple Sargent, Scully and Lamb, chapitre VIII ; Allen and Eberly,
chapitre IV.
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2. Approximation des vitesses de variation independantes

Si le champ exterieur (A.2) etait nul, nous saurions 6crire 1'equation
d'evolution de la matrice densit6 atomique cr. En effet, lorsque l'6tat
initial du champ total est le vide, le rayonnement peut etre traite
comme un r6servoir. L'equation d'evolution de cr est alors l'6quation
pilote d6crivant 1'effet de l'6mission spontanee sur un atome a deux
niveaux (voir equations (E.5) et (E.6) du chapitre IV).

Par ailleurs, si nous pouvions ne"gliger 1'effet du couplage avec le
champ quantique E±(0) dans (A.I), revolution de a serait simplement
donn6e par l'6quation de Schrodinger

L'approximation des vitesses de variation independantes consiste &
ajouter ind6pendamment les vitesses de variation de a- associ6es aux
deux couplages precedents, — d.60cos u>Lt et — d.E±(0), et calcu!6es
comme si chaque couplage agissait tout seul. En explicitant 1'equation
(A.3) dans la base { \a) ,\b) } et en ajoutant les termes d'amortisse-
ment des equations (E.5) et (E.6) du chapitre IV decrivant 1'effet de
l'6mission spontan6e, nous obtenons

Nous avons suppose que les deplacements radiatifs de a et b etaient
r6inte"gr6s dans la frequence atomique o>0, et nous avons pose

ou

est 1'element de matrice de d, suppose reel. La fr6quence fl-^ est
appelee « frequence de Rabi». Elle caracterise 1'intensite du couplage
entre 1'atome et 1'onde incidente. Chacune des deux vitesses que nous
avons ajoutees en (A.4) conserve la normalisation de a-, c'est-a-dire
satisfait a daa + abb = 0.

En utilisant pour decrire 1'effet de remission spontanee les memes
termes qu'en 1'absence de rayonnement, nous negligeons les modifica-
tions de 1'emission spontanee Ii6es a la presence du rayonnement
incident. Une telle approximation est valable si 1'effet du couplage avec



342 Equations de Bloch optiques V.A.3

ce rayonnement peut etre neglige pendant le temps de correlation
TC des fluctuations du vide, responsables de 1'emission spontanee. On
peut montrer (nous reviendrons plus loin sur ce point dans le
complement A v et dans le chapitre VI) que tel est bien le cas si la
frequence de Rabi nl est tres petite devant la frequence w0 de la
transition a -«. b

Une telle condition est d'ailleurs sous-jacente a 1'approximation consis-
tant a ne tenir compte que de deux niveaux atomiques. Si elle n'etait
pas satisfaite, il faudrait en plus tenir compte du couplage entre 1'onde
incidente et toutes les autres transitions atomiques. Pour pouvoir nous
limiter a deux niveaux, nous devons d'ailleurs, en plus de (A.7),
supposer que

condition exprimant que le rayonnement incident, de frequence
COL, est quasiresonnant avec la transition a -«. b.

Remarque

Le seul processus de relaxation considere ici est 1'emission spontanee dont
le temps de correlation est plus court que la periode optique w^1. II serait
possible d'inclure dans les equations (A.4) des termes decrivant 1'effet
d'autres processus de relaxation, comme par exemple des collisions (voir
par exemple 1'exercice 18). L'approximation consistant a ajouter indepen-
damment les vitesses de variation n'est alors valable que si

ou TC est le temps de correlation de ces processus de relaxation
supplementaires. Dans le cas de la relaxation collisionnelle, TC est de
1'ordre du temps de collision et les conditions (A.7') et (A.8') definissent la
« limite d'impact » (voir complement BVI).

3. Approximation du champ tournant

0) ELIMINATION DES TERMES ANTIRESONNANTS

Le dipole d, qui est purement non diagonal dans la base { | a} , \ b) } ,
peut etre ecrit, d'apres (A.6)

avec
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Les operateurs £f + et y_ font respectivement « monter » et « descen-
dre» 1'atome de a a b et de b a a. Reexprimons 1'hamiltonien
d'interaction, - d.£0 cos a)Lt, en fonction de y+ , y_ et des exponen-
tielles exp( — i w Lt) et exp( + / w Lt) qui proviennent de cos w Lt et qui
sont respectivement associees a 1'absorption et a 1'emission d'un
photon. II vient, compte tenu de (A.5)

Les deux premiers termes du crochet decrivent des processus ou
1'atome monte de a a b en absorbant un photon ou descend de
b a a en emettant un photon. Ces processus sont resonnants au
voisinage de o> = w0 et sont beaucoup plus importants que les
processus non resonnants associes aux deux derniers termes de (A. 11)
(1'atome descend de b a a en absorbant un photon ou monte de
a a b en emettant un photon). Nous negligerons (*) done dans la suite
de ce chapitre les deux derniers termes de (A. 11). L'approximation
correspondante est appelee approximation du « champ tournant » pour
des raisons qui apparaitront plus loin (§ A.4).

b} FORME INDEPENDANTE DU TEMPS DES EQUATIONS DE BLOCH
OPTIQUES

Si 1'on ne conserve que les deux premiers termes de (A.11), les
equations (A.4) sont modifiees : crbacos<t>Lt et aabcosa>Lt sont
respectivement remplaces par aba [exp(z' o> Lt) ]/2 et
o-fli[exp( - i(oLt)]/2 au second membre de (A.4.a) et (A.4.b) ;
cos <o Lt est remplace par (expia)Lt)/2 dans (A.4.c) et par
(exp - ia)Lt)/2 dans (A.4.d). II est possible alors de faire disparaitre
toute dependance temporelle dans les coefficients des equations au
moyen du changement de variables

qui conduit aux equations suivantes

(*) Nous perdons ainsi certains effets physiques, comme le deplacement de Bloch-
Siegert de la resonance w0 = to, sur lesquels nous reviendrons dans le complement AVI.
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ou

est le disaccord entre la frequence CUL de 1'onde incidente et la
frequence atomique &>0. Notons que nous avons toujours
d(*aa + *bb}/dt = 0.

c) AUTRES FORMES DES EQUATIONS DE BLOCH OPTIQUES

II sera utile pour la suite de reecrire les Equations (A. 13) en termes de
valeurs moyennes d'op6rateurs. Introduisons pour cela les trois op£ra-
teurs

dont les valeurs moyennes valent

Jointes a la condition de normalisation

ces equations permettent de reecrire (A. 13) sous la forme
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Introduisons enfin d'autres variables

qui sont tres souvent utilisees dans ce type de problemes (u, v, w sont
les trois composantes du «vecteur de Bloch»). REexprim6es en
fonction de u, v, w, les equations (A.13) deviennent

w represente la moitie de la difference entre les populations des deux
niveaux b et a. Pour interpreter u et u, calculons la valeur moyenne de
d

La comparaison de (A.21) et (A.2) montre que u et t; sont respective-
ment proportionnels aux composantes de (d) en phase et en quadrature
avance avec le champ incident (puisque — sin a>Lt = cos(toLf + ir/2)).

4. Representation geometrique en termes de spin i fictif

Tout systeme a deux niveaux est formellement Equivalent a un spin
\ fictif. Associons ainsi aux etats |a) et \b) les etats | - ) et
| + > d'un tel spin

et introduisons les operateurs de spin (sans dimensions) ^x, ^y,
£f2, repr6sent6s dans la base { | + ) , | - ) } par les matrices

qui ne sont autres, a un facteur i pres, que les matrices de Paul
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Chaque operateur du systeme a deux niveaux est represente dans la
base { | £ ) , | f l > } par une matrice 2x2 qui peut toujours etre
developpee sur les trois matrices (A.23) et la matrice unite (1). Ainsi

Les hamiltoniens HA et — d.80 cos <oLt peuvent done etre considered
comme des hamiltoniens decrivant I'interaction du spin fictif avec des
champs magnetiques B0 et 2B} cos a>Lt, respectivement paralleles a
Oz et (k, et d'amplitudes telles que les frequences de precession de
Larmor du spin autour de ces deux champs soient o>0 et 2 /2: cos a)Lt
(figure l.a).

Figure 1. Champs magn6tiques agissant sur le spin fictif
a - Dans le refe"rentiel du laboratoire Qxyz
b - Dans le referentiel QXYZ tournant autour de Oz a la frequence

a)L (la composante du champ tournant en sens inverse etant ne"glige"e).

Le champ 2B1 cos w Lt parallele a Qx peut etre decompose en deux
champs, de meme amplitude B^ tournant dans le plan xOy a la
frequence CUL dans le sens direct et dans le sens inverse. Si
WL — wo, ^a composante tournant dans le sens direct accompagne le
spin dans sa precession de Larmor autour de B0 et peut done agir
efficacement sur lui, alors que 1'autre composante tourne beaucoup
trop vite par rapport au spin (a la frequence - 2cuL) pour avoir un effet
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appreciable. L'approximation du champ tournant consiste precisement
a ne conserver que la composante tournant dans le meme sens que le
spin, d'ou le nom donne a cette approximation.

Placons-nous alors dans le r6ferentiel QXYZ tournant autour de
Oz a la frequence o>L. Dans ce ref6rentiel, la composante tournante que
nous conservons du champ 2Bj cos coLt devient un champ fixe
B! parallele a OX et le champ le long de OZ est reduit de B0 a
b0 puisque la precession de Larmor du spin autour de OZ est rfduite de
o>0 a &>0 - h)L (figure l.b). Dans le referentiel tournant, le spin « voit »
done la resultante Be de b0 et B l5 appetee champ efficace, autour de
laquelle il precesse a la frequence

A resonance (8L = a>L — o>0 = 0), b0 est nul et le spin precesse autour
de B! a la frequence de Rabi fl j. Nous retrouvons bien 1'oscillation de
Rabi du systeme entre les deux niveaux a et b.

Montrons d'ailleurs que les variables u, v, w introduites en (A. 19)
sont en fait les valeurs moyennes des composantes du spin dans le
referentiel tournant. Notons pour cela que la correspondance (A.22) et
les formules (A.23) entrainent les relations habituelles
y± = yx±iyy. Ainsi, la definition (A.19.a) de u et les relations
(A. 16) permettent d'ecrire u sous la forme

ou e^ est le vecteur unitaire de 1'axe QX du referentiel tournant. Des
relations semblables peuvent etre etablies pour u et w, de sorte que

Le fait que v soil en quadrature avance par rapport a u est alors evident
geometriquement. Avec ces nouvelles notations, les equations (A.20)
deviennent

et ressemblent tout a fait aux equations de Bloch de la resonance
magnetique (avec des temps de relaxation Tj et T2 qui valent ici, pour
1'emission spontanee, 1AT et 2/F).
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B - DISCUSSION PHYSIQUE -
DIFFERENCES AVEC D'AUTRES

EQUATIONS DEVOLUTION

1. Differences avec des equations de relaxation. Couplages entre popula-
tions et coherences

Contrairement aux equations de relaxation 6tudi6es dans le chapi-
tre IV, les equations de Bloch (A. 13) ne se separent pas en deux
groupes distincts ou n'apparaissent que les populations <toa et
dbb des deux niveaux, ou que les « coherences » aab et aba (elements
non diagonaux de la matrice densite). II n'est done pas possible de les
interpreter directement en termes de taux de transition entre les
niveaux a et b.

Le fait que les termes en fl 1 des equations (A. 13) couplent entre elles
populations et coherences est lie au caractere coherent du champ
exterieur. La difference de phase entre 1'oscillation du moment
dipolaire electrique moyen <d> et 1'onde incidente €0cos a>Lt est en
effet cruciale pour determiner si 1'atome va absorber de 1'energie
(dbb - drm augmente) ou en perdre (abb - daa diminue). La vitesse de
variation de dbb — &m depend done necessairement de (d), c'est-a-
dire, d'apres (A.21), de aba et dab (plus precisement de la composante
en quadrature v = (dab - dba)/2i qui intervient dans le travail effectue
par le champ sur le dipdle).

Remarque

II existe des situations ou les equations de Bloch peuvent etre transformees
en equations de relaxation pour les seules populations. Si les coherences
evoluent beaucoup plus vite que les populations (par suite d'un processus
de relaxation supplemental qui les amortit beaucoup plus efficacement
que les differences de population), elles peuvent « suivre adiabatique-
ment » 1'evolution des populations, c'est-a-dire atteindre a chaque instant
le regime stationnaire correspondant a la valeur des populations supposees
« figees » a cet instant. II est alors possible de reexprimer a chaque instant
les coherences en fonction des populations au meme instant et d'obtenir
ainsi des equations d'evolution pour les seules populations. Un exemple de
probleme physique ou les coherences peuvent etre eliminees adiabatique-
ment est analyse dans 1'exercice 18 qui etudie le cas d'un atome a deux
niveaux subissant des collisions qui introduisent un elargissement collision-
nel bien superieur a F.

2. Differences avec des equations d'evolution hamiltoniennes

Nous avons vu dans le chapitre III que 1'instabilite de 1'etat excite
b, due a remission spontanee, pouvait souvent etre decrite par
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1'adjonction d'une partie imaginaire, - ihr/2, a 1'energie Eb = fcw0 de
cet etat (nous prenons Ea = 0). On peut done se demander s'il ne serait
pas possible d'ecrire les equations (A.4) sous forme hamiltonienne, en
remplac.ant dans 1'equation (A.3) I'hamiltonien atomique HA par
« I'hamiltonien non hermitique »

et en remplac.ant de plus le commutateur HA cr — a HA par
H'A a - a- H'A , de maniere a preserver 1'hermiticite de dcr/dt, et done
de <r. II se trouve effectivement qu'une telle procedure redonne bien les
«bonnes » equations d'evolution (A.4.a), (A.4.c) et (A.4.d) pour
abb, aab, crba. Par centre, 1'equation d'evolution obtenue de cette
maniere pour <raa ne contient pas le terme de transfer! de b vers
a, r (Tbb, figurant au second membre de 1'equation correcte (A.4.b).

II n'est done pas possible de trouver un hamiltonien atomique, meme
generalise de maniere a inclure des energies complexes, qui permette
d'ecrire les equations de Bloch optiques comme une equation de
Schrodinger. Ceci montre en particulier qu'il est indispensable de
decrire le systeme atomique par un operateur densite, et que toute
description de 1'effet de 1'emission spontanee en termes de vitesse de
variation d'un vecteur d'etat atomique est impossible. Ceci est bien sur
li€ au fait que les equations de Bloch optiques decrivent 1'evolution d'un
sous-systeme (1'atome) qui fait partie d'un ensemble plus vaste
(1'atome + le rayonnement quantique).

3. Differences avec des equations de Heisenberg-Langevin

Ecrites sous la forme (A. 18), les equations de Bloch optiques
apparaissent comme des equations d'evolution de valeurs moyennes
d'operateurs atomiques S+, S_, 52. On peut se demander s'il serait
correct d'ecrire les memes equations pour les operateurs eux-memes au
lieu des valeurs moyennes.

Un contre-exemple simple permet de montrer qu'une telle demarche
serait incorrecte. Reecrites dans le cas particulier f}l = 0, et sans valeur
moyenne, les equations (A. 18.a) et (A.lS.b) entraineraient en effet que
5+ et S_ decroissent tous deux exponentiellement vers zero, ce qui est
incompatible avec 1'identite operatorielle 5+5_ +S_S+ =
\b) (b\ + |a) (a| = H , qui decoule de (A.15) et qui doit etre verifiee
quel que soit t.

En fait, les equations de Heisenberg pour 5+, S_, Sz peuvent etre



350 Equations de Bloch optiques V.B.3

mises sous une forme voisine de (A. 18), mais ou apparaissent en plus au
second membre des « forces de Langevin » F+ , F_ , Fz, qui representent
en quelque sorte la partie fluctuante de la « force » exercee sur 1'atome
par le rayonnement quantique, 1'effet cumulatif de cette force etant
represente par les termes de « friction » en F (voir complement A v).
De maniere plus precise, si les equations de Bloch (A. 18) pour les
valeurs moyennes (Sq) (avec q = 4- , - , z) s'ecrivent sous forme
condensee

les equations de Heisenberg-Langevin pour les operateurs Sq

en different par le terme Fq, qui est un operateur agissant a la fois sur
les degres de liberte de l'atome et du rayonnement. La valeur moyenne
de Fq est nulle, de sorte que les equations de Heisenberg-Langevin
(B.3) redonnent bien en valeur moyenne les equations de Bloch (B.2).
La presence de Fq est cependant indispensable dans 1'equation operato-
rielle (B.3) pour assurer que les diverses relations de commutation
entre S+ , S_ , Sz soient preservees au cours du temps. Notons enfin que
Fq fluctue tres vite, dans la mesure ou les moyennes a deux temps
{Fq(t)Fq'(t 4- r)) decroissent tres vite avec r, sur une echelle de temps
rc (temps de correlation des fluctuations du vide) beaucoup plus courte
que le temps de relaxation F~l associe a 1'emission spontanee ou la
periode de Rabi /if1.
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C - PREMIERE APPLICATION - EVOLUTION DES
VALEURS MOYENNES ATOMIQUES

L'etude des solutions des equations de Bloch optiques permet tout
d'abord d'analyser 1'evolution temporelle des quantites w, v, w qui sont
des valeurs moyennes d'observables atomiques « internes », comme le
dipole moyen ou la difference de population entre les etats b et
a. C'est ce que nous faisons dans le paragraphe 1 de cette partie. II est
possible egalement d'exprimer en fonction de u et t; la force moyenne
exercee par le rayonnement incident sur le dipole atomique oscillant.
Les equations de Bloch optiques permettent done aussi d'analyser les
« forces radiatives » moyennes exercees par un faisceau lumineux sur un
atome. Ces forces, qui agissent sur les degres de liberte" « externes » ou
de translation de 1'atome, sont etudiees dans le paragraphe 2.

1. Degres de liberte internes

a) ALLURE DU REGIME TRANSITOIRE

Les equations de Bloch optiques (A.20) ou (B.2) sont des equations
differentiates lineaires a coefficients constants. Les solutions de ces
equations sont done des superpositions d'exponentielles exp( — r^t).
Nous ne donnerons pas ici 1'expression generate des racines caracteristi-
ques - rA associees a la matrice de Bloch (3§qq>). Nous nous contente-
rons plutot d'etudier quelques cas limites.

A la limite f l l _*. 0 et pour <wL = w 0 ( 5 L = 0),il apparait sur (A. 18)
que deux racines rA sont egales a T/2, la troisieme a P. Aux intensites
tres faibles, et a resonance, le regime transitoire est done purement
amorti (sans oscillations).

Par centre, pour f l l > F et 8L toujours nul, le regime transitoire doit
refleter 1'oscillation de Rabi a la frequence H1. On peut le voir tres
simplement sur la representation du probleme en termes de spin fictif
i (voir figure l.b). Dans le ref6rentiel tournant QXYZ, le champ
b0 est nul et le spin precesse a la frequence f l l autour de B! qui est
aligne sur OX. La composante du spin dans le plan YOZ tourne done tres
vite a la frequence /^ en passant successivement sur les axes
OY et OZ ou les taux d'amortissement sont respectivement egaux a
r/2 et r. On s'attend done a ce que le taux d'amortissement moyen (au
cours d'une periode 27r/fil) soit la demi-somme de F/2 et F, c'est-a-
dire 3F/4. Deux des exponentielles du regime transitoire doivent done
£tre exp( ± i f i ^ ) exp( — 2>Ft /4). La troisieme correspond au mouve-
ment du spin le long de OX, qui est purement amorti avec un taux
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F/2. Un calcul de r\, r2, r3 confirme effectivement que

Consid6rons enfin le cas 18 L \ > \ f l ^ \ , F. Le champ efficace
Be de la figure l.b est alors pratiquement aligne sur OZ. Le mouvement
du spin dans le plan XOY est dans ce cas une precession a la frequence
8L, amortie avec un taux P/2, alors que le mouvement sur OZ est
purement amorti avec un taux F. On trouve effectivement que

b) fiTUDE DU REGIME STATIONNAIRE

La solution stationnaire des equations de Bloch (A.20) vaut

Nous avons donne la valeur de wst + \ plutot que celle de wst, car elle
represents la population stationnaire de 1'etat superieur b (voir (A. 17)
et (A.19.c)).

II apparait sur les equations (C.3) que la composante en quadrature
du dipole (vs() et la population de l'6tat superieur varient avec le
desaccord 8L = a)L - w0 comme une courbe d'absorption, centree en
8L = 0 et de demi-largeur |T 2/4 + (12^/2)]*, alors que la composante
en phase (ust) varie comme une courbe de dispersion. Quand,
5L 6tant fixe, f l l augmente, ust et vst commencent par croitre
lineairement en 0,1, puis passent par un maximum et tendent vers zero
pour fl x tres grand. Aux tres fortes intensites, le dipole moyen est done
nul. Quant & la population 0-$,, elle commence par croitre quadratique-
ment en f l l t puis tend vers une valeur limite egale a i quand
/2j tend vers 1'infini. Une excitation intense egalise done les populations



V.C.I Premiere application 353

des deux niveaux. On dit que la transition est alors « saturee ». II est
d'ailleurs courant d'exprimer la solution (C.3) en fonction du «parame-
tre de saturation »

qui represente le degr6 de saturation de la transition. II vient alors

Notons enfin que la presence de O \ au denominateur des equations
(C.3) entraine que ces expressions ne sont pas perturbatives vis-a-vis du
champ incident puisque le developpement en s6rie des fractions fait
apparaitre des puissances arbitrairement elevees de fi^

c) BlLAN D'ENERGIE. NOMBRE MOYEN DE PHOTONS INCIDENTS ABSOR-

BES PAR UNITE DE TEMPS

Entre t et t + dt, 1'electron atomique se deplace de dr et le champ
incident 60 cos o> Lt effectue sur lui un travail

La puissance moyenne absorbee par 1'atome vaut done, compte tenu du
fait que (?<r> = <d) :

Reportons alors dans (C.7) 1'expression (A.21) donnant (d) en
fonction de u et v, et moyennons (C.7) sur une periode optique. II
vient :

ou nous avons utilise la definition (A.5) de Ol. II apparait ainsi
clairement que la puissance moyenne absorb6e n'est reliee qu'a la
composante en quadrature v du dipole moyen de 1'atome. II suffit enfin
de diviser (C.8) par 1'energie h a>L de chaque photon incident pour
obtenir le nombre moyen de photons absorbes par unite de temps par
1'atome.
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L'equation (C.9) permet alors d'interpreter tres simplement la
troisieme equation de Bloch (A.20.c). En rempla?ant w par
(abb - o-aa)/2 = o-bb - (1/2) dans cette equation, on obtient en effet:

Toute disparition d'un photon incident correspond a un passage de
1'atome de a a b. C'est ce qu'exprime le premier terme de (C.10). Toute
emission spontanee d'un photon correspond a un depart de 1'atome de
1'etat b. C'est ce qu'exprime le second terme de (C.10). En regime
stationnaire, dbb est nul. Le nombre de photons absorbes par unit6 de
temps est alors egal au nombre de photons emis spontanement par unite
de temps

2. Degres de liberte externes. Forces radiatives moyennes

Jusqu'ici, nous avons considere un atome infiniment lourd, immobile
a 1'origine des coordonnees. Si Ton veut tenir compte de ses degres de
liberte de translation, il faut remplacer 1'hamiltonien (A.I) par

ou P et R sont 1'impulsion et la position du centre de masse de 1'atome,
M la masse totale. Le premier terme de (C.12) represente 1'energie
cinetique de translation de 1'atome. Le champ exterieur et le champ de
rayonnement sont maintenant evalues au centre de masse R de 1'atome.

a) EQUATION DU MOUVEMENT DU CENTRE DU PAQUET D'ONDES
ATOMIOUE

Les equations de Heisenberg pour R et P s'ecrivent:

L'equation (C.13.b) prise en valeur moyenne dans la fonction d'onde
atomique donne (equation d'Ehrenfest) :
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Soit rG = (R) le centre du paquet d'ondes atomique. Le membre de
gauche de (C.14) n'est autre que MfG. Pour evaluer le membre de
droite, nous aliens introduire deux approximations.

(i) Limite des petits paquets d'ondes atomiques
Compte tenu de la valeur elevee de M, la longueur d'onde de

de Broglie de 1'atome, \DB = h/Mv, est en general beaucoup plus
petite que la longueur d'onde lumineuse A , qui caracterise 1'echelle des
variations spatiales du rayonnement incident. II est done possible de
construire des paquets d'onde atomiques dont les dimensions sont tres
petites devant la longueur d'onde lumineuse. Pour de tels paquets
d'ondes, il est tout a fait legitime de remplacer au second membre de
(C.14) 1'operateur R par sa valeur moyenne (R) = rc. On peut
montrer que le dernier terme de (C.14), qui represente la contribution
du gradient du champ de rayonnement quantique en rc, est nul(*).
L'equation (C.14) s'ecrit alors :

Le second membre peut etre interprete comme la force qui regit le
mouvement du centre du paquet d'ondes atomique. Cette force
s'exprime en fonction du rayonnement incident evalue en ce meme
point rG.

(ii) Existence de deux echelles de temps distinctes pour I'evolu-
tion des degres de liberte internes et externes

Comme nous 1'avons vu plus haut, les degres de liberte internes de
1'atome evoluent appreciablement sur des echelles de temps de 1'ordre
de rint = F~l (ou &i l si nl ^> T). Nous ne considerons ici que des
atomes de vitesse v tres lente, dont le deplacement v rint = v F~l est
suppose tres petit devant 1'echelle de variation de 1'onde lumineuse (de
1'ordre de A). Par ailleurs, nous verrons plus loin que, sous 1'effet des
forces radiatives, la vitesse elle-meme evolue sur des echelles de temps
de 1'ordre de Text = h/EK(. ou £rec = ft2k2/2M est 1'energie de recul de
1'atome lors de 1'absorption d'un photon ke. Pour la plupart des
transitions permises, h F > EKC, ce qui entraine que Tint <^ Text (par
exemple, pour les raies jaunes du sodium, h F = 400 EKC).

La grande difference entre rint et Text entraine que, si rc est
initialement immmobile en r = 0, le dipole moyen (d) a le temps
d'atteindre le regime stationnaire calcule dans le paragraphe C-l-b
avant que rc n'ait eu le temps de se deplacer appreciablement sous
1'effet de la force radiative moyenne ecrite au second membre de
(C.15). Dans la suite de cette partie, nous nous interesserons a la force

(*) Voir la remarque a la fin du paragraphe 2 du complement A v.
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radiative moyenne s'exer?ant sur un atome initialement immobile en
0. Nous pourrons done, pour calculer une telle force, remplacer dans
(C.15) {dj} par sa valeur stationnaire calcule"e plus haul.

Remarques

(i) On peut bien sur s'inte'resser aussi & la force radiative moyenne agissant
sur un atome de vitesse v. La encore, la condition rint« rext permet de
ndgliger la variation de v pendant le temps n6cessaire pour que
(dj) atteigne un regime forc6. Les Equations de Bloch utilises pour le
calcul de <rf;) doivent alors tenir compte du fait que le rayonnement
incident « vu » par un atome en mouvement n'est pas le meme que pour un
atome immobile. L'int6r6t des forces radiatives ddpendant de la vitesse de
1'atome est qu'elles permettent dans certains cas d'amortir la vitesse de
F atome et constituent done un moyen efficace de refroidissement.

(ii) Dans toute cette partie, nous nous inte"ressons uniquement & la force
radiative moyenne s'exercant sur 1'atome. Les fluctuations de cette force
autour de sa valeur moyenne sont responsables d'une diffusion de
I'impulsion atomique et d'un 6chauffement des degrSs de Iibert6 de
translation. Ces ph6nomenes physiques peuvent dtre analyses a partir
d'6quations de Bloch-Langevin analogues a celles introduites dans le
complement A v

(*\

b) LES DEUX TYPES DE FORCES POUR UN ATOME INITIALEMENT IMMO-

BILE

Au voisinage de 1'origine 0 oil se trouve 1'atome, le champ incident
s'ecrit

II a une amplitude <f0(
r) et une phase <£(r) qui varient dans Tespace.

Par centre, nous supposons que le vecteur polarisation e ne depend pas
de r. L'origine des temps peut toujours 6tre choisie de fac,on que la
phase <£(r) soit nulle en r = 0.

Nous retrouvons ainsi le champ (A.2) introduit plus haut.
Compte tenu de (C.16) et (C.17), le gradient de champ apparaissant

dans (C.15) s'e"crit:

ou V Ee]-, V <f0, V <£, <^0 sont 6valu6s en r = 0. Par ailleurs, nous avons
vu dans le paragraphe precedent qu'il est possible de prendre, pour le

(*) Voir par exemple J. P. Gordon and A. Ashkin, Phys. Rev. A21, 1606 (1980).
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dipole moyen <d> , 1'expression (A.21) obtenue plus haut ou u et
v sont remplaces par leur valeurs stationnaires.

Reportons alors (C.18) et (C.19) dans (C.15) et prenons la moyenne sur
une periode optique. Nous obtenons pour la force radiative moyenne
3F s'exergant sur 1'atome 1'expression

qui fait apparaitre deux types de force : une force proportionnelle au
gradient d'amplitude et a la composante en phase du dipole, force que
nous appellerons « reactive »

et une force proportionnelle au gradient de phase et a la composante en
quadrature du dipole, force que nous appellerons « dissipative »

II sera commode pour la suite de reexprimer ces deux forces en
fonction de la frequence de Rabi n1 qui s'6crit, d'apres (A.5) et
(C.16) :

On obtient alors :

avec

et

avec

c) FORCE DISSIPATIVE - PRESSION DE RADIATION

L'exemple le plus simple d'onde lumineuse possedant un gradient de
phase est 1'onde plane de vecteur d'onde kL
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qui a une amplitude constante et une phase <£(r) = - kL.r de sorte que

Pour une telle onde, la force reactive est nulle (puisque V <^0 = 0) et la
force dissipative s'ecrit, compte tenu de (C.25) et (C.27) :

L'egalite (C.9) permet alors de transformer (C.28) en

ou (dN/dt)st est le nombre moyen de photons incidents disparaissant
par unite de temps en regime stationnaire. L'interpretation physique de
1'equation (C.29) est tres claire. Chaque photon incident transporte une
impulsion ft kL qui est gagnee par 1'atome lors de 1'absorption d'un tel
photon. Si 1'atome retourne a 1'etat fondamental par emission stimulee
d'un photon, il perd cette impulsion au profit du faisceau incident qui
recupere ainsi 1'impulsion correspondante. Par centre, si 1'atome
retourne a 1'etat fondamental par emission spontanee, la perte d'impul-
sion est nulle en moyenne, car 1'emission spontanee peut avoir lieu avec
des probability's egales dans deux directions opposees. De plus, un cycle
de fluorescence, c'est-a-dire un cycle absorption-emission spontanee,
fait disparaitre definitivement un photon du faisceau incident. On
comprend ainsi pourquoi 1'impulsion moyenne gagnee par unite de
temps par 1'atome, c'est-a-dire encore la force moyenne qu'il subit, est
h kL fois le nombre moyen de photons incidents qui disparaissent par
unite de temps. La force (C.29) est souvent appelee pour cette raison
« force de pression de radiation » ou « force de diffusion resonnante ».

L'equation (C.ll) permet egalement d'ecrire (C.29) sous la forme

et montre que la force dissipative est aussi egale a h kL fois le nombre de
photons emis spontanement par unite de temps. Le remplacement de
abb Par sa valeur (C.3.c) donne

La force dissipative varie avec le disaccord 8L = <OL- w0 comme une
lorentzienne centree en CUL = o>0, de largeur totale a mi-hauteur
[r2 + 2/21\. A faible intensite, la force est proportionnelle a Ci2, done
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a 1'intensite. A haute intensite, elle tend vers une limite

inde'pendante de 1'intensite.

Remarques

(i) Donnons un ordre de grandeur de <^sat, ou plutot de 1'acceleration

qu'une telle force est susceptible de communiquer. Pour 1'atome de
sodium excite sur les raies jaunes, on trouve \y\ = 106m/s2, soit environ
105 fois 1'acceleration de la pesanteur.

(ii) Les resultats precedents permettent d'evaluer un ordre de grandeur du
temps Tcx, caracterisant les variations temporelles des degrSs de liberte
externes. Considerons un atome initialement immobile, eclaire par une
onde lumineuse plane resonnante. Sous 1'effet de la pression de radiation
correspondante, sa vitesse va croitre a partir de 0 en yt, ou y est donn6 par
le module de (C.33). Le temps rex, est le temps au bout duquel la vitesse a
atteint une valeur vm telle que 1'atome «sort de rdsonance » par effet
Doppler vis-a-vis de 1'onde incidente et ne subit done plus 1'effet de cette
onde. Le temps TSM et la vitesse vm sont donnes par les equations

L'elimination de vm entre ces deux equations donne

ce qui justifie la valeur ft/£rcc prise plus haut comme ordre de grandeur de
T•*• cxf

d} FORCE REACTIVE - FORCE DIPOLAIRE

Une onde plane n'a pas de gradient d'amplitude. Pour avoir
V #0, et par suite ^KlLCt, non nuls, il faut done necessairement
superposer plusieurs ondes planes de vecteurs d'onde differents.

Considerons pour fixer les idees le cas simple d'une onde stationnaire
resultant de la superposition de deux ondes planes de vecteurs d'onde
opposes + kL et - kL. Si kL est parallele a Oz et e parallele a
Ox, 1'onde incidente (C.16) s'ecrit
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et a une amplitude variant sinusoidalement dans 1'espace avec une
periode A = 2?r/kL. Par centre, la phase de 1'onde est constante.

La force reactive, qui depend d'apres (C.21) de la composante
w du dipole en phase avec la champ incident, ne fait pas intervenir
d'echange d'energie entre 1'atome et le champ incident. Ces ^changes
ne dependent en effet, d'apres (C.8), que de la composante en
quadrature v. L'absence d'echange global d'energie entre 1'atome et le
champ n'implique pas cependant 1'absence de redistribution d'energie
entre les diff6rentes ondes planes constituant 1'onde incidente. Par
exemple, un atome dans une onde stationnaire peut tres bien absorber
un photon dans 1'onde + kL, puis emettre de maniere stimule'e un
photon dans I'autre onde - kL. A Tissue de ce cycle, absorption dans
une onde puis emission stimulee dans une autre onde, 1'energie globale
du champ n'a pas change. Mais un photon est passe de 1'onde
+ kL a 1'onde - kL, ce qui fait varier 1'impulsion du champ de
- 2 h kL, et done celle de 1'atome de + 2 h kL.

Pour pr6ciser le raisonnement pr6ce"dent, representons dans le plan
complexe (voir Fig. 2) les champs E1 et E2 de deux ondes planes
kL et - kL en un point ou nous supposons par exemple que ces champs
sont en quadrature (pour plus de g6neralite, nous prenons E^ et
E2 d'amplitudes diffeientes). Considerons la reponse reactive u du
dipdle au champ total E. Cette r£ponse u est en phase (ou en opposition
de phase suivant le signe du disaccord <DL — cu0) avec E.

Figure 2. Representation dans le plan complexe d'un champ E resultant de
la superposition de deux champs El et E2 en quadrature. u,ul,u2 sont les
dipoles en phase respectivement avec E, Elt E2.

Soient MJ et «2 IGS projections de u sur E^ et E2. La composante
«! en phase avec El n'absorbe pas d'6nergie sur Ej. II en est de meme
pour u2 et E2. Par centre, u2 est en quadrature avance sur El, alors que
MJ est en quadrature retard sur E2. Si 1'onde El perd de 1'energie en
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interagissant avec u2, 1'onde E2 en gagne en interagissant avec
MJ. De plus, comme JEJ \u2\ = \E2\ |«i|, 1'energie perdue par une
onde est gagnee par 1'autre. Le schema precedent permet ainsi de
comprendre, d'une part 1'existence d'une redistribution d'6nergie entre
les deux ondes, d'autre part le caractere coherent de cette redistribution
puisque son sens (1-^2 ou 2-^1) depend des phases relatives des deux
ondes au point ou se trouve 1'atome. Notons enfin que, suivant que
w est en phase ou en opposition de phase avec E, le sens de la
distribution est different. Le meme schema permet done de preVoir
egalement que le sens de la redistribution, et done le signe de la force
reactive, dependent du signe du disaccord a>L — cu0.

Pour obtenir 1'expression g6n6rale de la force reactive, reportons
1'expression (C.3.a) de ust dans (C.24.a). II vient:

On retrouve bien que &FK&cl, qui varie avec le disaccord toL - <o0

comme une courbe de dispersion, change de signe avec <*)L — eo0. Pour
o>L <GJ O (desaccord vers le rouge), la force attire 1'atome vers les
regions d'intensite elevee. Pour o>L > w0 (desaccord vers le bleu), elle
le repousse hors de ces regions.

Pour chaque valeur de 1'intensite, done de fl\, la valeur du desaccord
8L = <i>L- cu0 qui maximise \&react | est differente. On trouve que
cette valeur de \8L\ est de 1'ordre de \fi\\, de sorte que la valeur
maximale de |^reactl

 est de 1'ordre de

A la difference de la force dissipative, la force reactive croit ind6fini-
ment quand I'intensit6 de 1'onde croit. Comme | V O l \ est au maximum
de 1'ordre de kL£l±, ou kL = 2rr /\, on voit que la valeur maximale de
I & react I est ^e 1'ordre de hkifl^ ce qui correspond a des echanges
d'impulsion de ft kL se produisant avec un taux Ol9 comme il se doit
pour une force faisant intervenir des cycles absorption-6mission induite.
Un tel resultat est a comparer avec la valeur maximale (C.32) de la
force dissipative qui est de 1'ordre de hkL fois le taux d'6mission
spontan6e T.

Notons enfin que la force reactive (C.37) derive d'un potentiel
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ou

Pour un desaccord vers le rouge, les regions d'intensite maximale,
comme la zone focale d'un faisceau laser, apparaissent done comme des
puits de potentiel pour 1'atome. De tels puits peuvent etre utilises pour
pieger des atomes neutres.

La force reactive ^Kact est encore appelee force dipolaire. Nous
verrons dans le chapitre VI qu'on peut en donner une autre interpreta-
tion physique, en termes de niveaux d'energie de 1'atome habille par les
photons incidents. Cette image nous permettra egalement de compren-
dre le mecanisme des fluctuations de cette force autour de sa valeur
moyenne, fluctuations qui limitent considerablement la stabilite des
pieges optiques que cette force permet de realiser.
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D - PROPRIETES DE LA LUMIERE
EMISE PAR L'ATOME

Dans cette derniere partie, nous montrons que les equations de Bloch
optiques, qui sont des equations d'evolution atomiques, permettent
aussi d'analyser les proprietes de la lumiere de fluorescence emise par
1'atome. Nous utilisons pour cela le fait que le champ rayonne par
1'atome au niveau du photodetecteur observant la lumiere emise est
proportionnel au dipole atomique. Les signaux de photodetection qui,
d'apres les resultats du complement A H, sont proportionnels a des
fonctions de correlation du champ arrivant sur le detecteur, peuvent
done etre reexprimes en termes de moyennes a un ou deux temps du
dipole 6metteur (§ 1). Un exemple important de signal lumineux
proportionnel a une moyenne a un temps est 1'intensite totale emise.
Nous montrons sur cet exemple simple comment il est possible de
distinguer, dans la lumiere emise, la contribution du dipole moyen et
celle des fluctuations du dipole autour de sa valeur moyenne (§2). La
plupart des autres signaux sont proportionnels a des moyennes a deux
temps. Le theoreme de regression quantique, etabli dans le
complement Av, permet d'etudier 1'evolution des moyennes a deux
temps du dipole atomique a partir des equations de Bloch optiques.
Nous 1'appliquons ici a 1'etude de la repartition spectrale de la lumiere
emise (§3).

1. Signaux de photodetection et moyennes a un ou deux temps du dipole
emetteur

a) LIEN ENTRE LE CHAMP RAYONNE ET LE DIPOLE EMETTEUR

Considerons le champ rayonne a remplacement rD du detecteur et a
1'instant t par 1'atome place en 0. Ce champ est proportionnel au dipole
d de 1'atome (*) a 1'instant t — (rD/c) :

ou 17 est un coefficient de proportionnalite. Pour simplifier les
notations, nous avons ignore le caractere vectoriel de E et d. L'equation
(D.I) est valable entre operateurs dans le point de vue de Heisenberg.
Nous nous interessons aux mouvements des operateurs dont les
frequences sont voisines de ± o>L (ou ± w0). Notons E^ + ^ et E^~^ les

(*) En toute rigueur, E est proportionnel a d (voir « Photons et Atomes - Introduction
a 1'Electrodynamique Quantique », exercice 6 du complement Elv). Mais nous nous
interessons ici aux mouvements de d dont la frequence est proche de u>L de sorte que
d~-u>2

Ld.
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composantes de frequence positive et negative de 1'operateur E(rD,t).
De meme, d'apres (A.9), (A. 10) et (A. 15), le dipole d peut etre
decompose en deux termes de frequences opposees, S_ exp( - ia> Lt) et
S+ exp( -f- iu>Lt). A partir de (D.I) il est done possible d'ecrire :

Remarque

En toute rigueur, 1'expression (D.I) ne reprdsente pas le champ total au
niveau du ddtecteur m6me si, comme nous le supposons ici, ce detecteur
est situd hors du faisceau laser incident, de sorte que Ee(rD,t) = 0.
L'integration des Equations du mouvement des operateurs a et a+ du
champ en presence des sources fait en effet apparaitre deux contributions
(voir par exemple les Equations (23) a (26) du compl6ment A v) : 1'une qui
depend du dipole emetteur et qui donne naissance au champ rayonne ou
« champ des sources», 1'autre qui est inddpendante du dipole et qui
repr6sente le « champ quantique du vide ». On peut cependant montrer
que ce dernier ne contribue pas aux signaux de photodetection (voir
remarques (ii) et (iii) a la fin du paragraphe b suivant). Nous 1'ignorons
done ici.

b] EXPRESSION DES SIGNAUX DE PHOTODETECTION

Dans le complement An, nous avons introduit deux fonctions de
correlation du champ E arrivant sur le detecteur

a partir desquelles il est possible d'exprimer un certain nombre de
signaux de photodetection. Ainsi,

qui est une moyenne a un temps, donne I'intensite totale moyenne a
1'instant t, telle qu'elle est mesuree par un photodetecteur a bande
large. La transformed de Fourier de Cj(r,r) par rapport a T

donne la densite spectrale du rayonnement, telle qu'elle est mesuree par
un photodetecteur a bande etroite. Enfin, C2(t,T) represente un signal
de correlation de photons, proportionnel a la densite de probabilite de
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detecter un photoelectron & 1'instant t et un autre a 1'instant
t + T.

Dans les deux paragraphes qui suivent, nous 6tudions successivement
1'intensite totale (D.5) et la repartition spectrale (D.6) de la lumiere
emise, la discussion du signal de correlation de photons (D.4) £tant
report6e au paragraphe E-3 du chapitre VI.L'utilisation de (D.2) dans
(D.5) et (D.6) donne alors :

Remarques

(i) Comme nous tenons compte ici des sources du champ E, ce dernier
n'est pas libre et les deux operateurs E( +) de (D.4) ne commutent pas entre
eux, de meme que les deux £(-). Rappelons alors que I'interpr6tation de
(D.4) comme un signal de correlation de photons n'est valable que si
T est positif (voir remarque a la fin du complement A,,).

(ii) Revenons sur la contribution du champ du vide aux signaux de
photod6tection. L'equation (D.2) doit etre remplacee par :

ou E0 est le champ quantique du vide. De nombreux termes dependant de
E^±) apparaissent alors dans les expressions de Cj et C2 lors du report de
(D.9) dans (D.3) et (D.4). II est possible cependant de montrer que tous
ces nouveaux termes sont nuls. Considerons par exemple la fonction
Cj. Comme 1'etat du champ quantique est le vide,

Or les £^±) apparaissent dans 1'ordre normal dans (D.3). L'utilisation de
(D.10) montre alors que tous les termes nouveaux apparaissant dans
G! sont nuls.

(iii) La demonstration precedente ne s'applique pas & C2. II reste en effet
des termes de la forme

pour lesquels la presence de S_ a droite de £^ + ) empeche de faire agir
E^ + ) sur |0) . Le fait que T soit positif dans C2 (voir remarque (i)) permet
cependant de montrer que E^ + \rD,t + T) commute avec 5_ (/ - (rD/c)) et
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peut done agir sur |0) pour donner un resultat nul. Nous nous
contenterons ici d'un argument physique simple pour faire comprendre ce
resultat^. Le champ quantique E^ + \rD, t + T) ne commute pas avec le
champ quantique EQ~\r',t') si r',t' est sur le cdne de lumiere de
TD, t + T. Un tel cone de lumiere coupe 1'axe des temps de 1'atome
emetteur situe en 0 au temps t + T - (rD/c) qui est dans le futur du temps
t — (rp/c) apparaissant dans 1'operateur 5_ de (D.ll), puisque T est positif.
Or, le dipole S_ (t - (rD/c)) ne depend que du champ quantique
£0*^ en son emplacement qui a agi sur lui dans le passe" de t — (r0/c). II
commute done avec £^ + )(rD, t + r) pour T >0.

2. Intensite totale de la lumiere emise

a) PROPORTIONNALITE A LA POPULATION DU NIVEAU ATOMIQUE
EXCITE

Comme les deux operateurs S+ et 5_ apparaissant dans 1'expression
(D.7) de <7(0) sont pris au meme instant, on peut utiliser la relation
S+S_ = \b) (b\ qui donne

Un tel resultat exprime physiquement que 1'energie lumineuse arrivant
sur le detecteur a 1'instant t est proportionnelle a la population
abb de 1'etat atomique excite a 1'instant t - (rD/c). II est a la base des
me'thodes de detection optique qui consistent a suivre sur le signal
donne par le photodetecteur a bande large 1'evolution des populations
atomiques abb et aaa = I — crbb, aussi bien en regime transitoire que
stationnaire. Dans ce dernier cas, 1'etude des variations de crbb avec
a>L - O)Q permet de detecter le phenomene de resonance optique.

b) DIFFUSION COHERENTE ET DIFFUSION INCOHERENTE

R6ecrivons les operateurs 5"̂ . de (D.7) sous la forme

ou <5± > est la valeur moyenne de S± et ou

est 1'ecart de S± par rapport a sa valeur moyenne, satisfaisant a

(*) Pour une demonstration plus detaillee, voir par example B.R. Mollow, J. Phys. A8,
L130 (1975).
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Une telle separation permet de distinguer dans la lumiere rayonnee
par le dipole « instantane » S± deux composantes. Tout d'abord, le
rayonnement du dipole moyen <5±) qui est le rayonnement d'un
dipole classique oscillant avec une phase bien definie par rapport au
champ laser incident. La lumiere rayonnee par <5± > peut done
interfere r avec le champ incident. C'est pourquoi le rayonnement de
<5± ) est sou vent associe a un processus de diffusion coherente. L'autre
composante SS± de S± rayonne un champ qui n'a pas de phase bien
definie par rapport au champ incident puisque ce rayonnement provient
de la partie fluctuante du dipole atomique. La diffusion correspondante
est appelee incoherente.

c] CONTRIBUTIONS RESPECTIVES DE LA DIFFUSION COHERENTE ET
INCOHERENTE A L'INTENSITE TOTALE EMISE EN REGIME STATION-
NAIRE

En regime stationnaire, (S+(t)} et (S+(t) S_(t)} ne dependent pas
de t. En reportant (D.13) dans (D.7) on obtient

Le premier terme de (D.16) represente la contribution a </(0) du
dipole moyen, le second celle des fluctuations du dipole. Nous
appellerons </coh) et (/jncoh) ces deux contributions.

Pour calculer (/coh) et </inc0h) , il suffit d'utiliser la solution station-
naire des equations de Bloch optiques donnee dans le paragraphe C-l-b
plus haut. On obtient ainsi, compte tenu de (A.15), (A.16), (A.19) et
(C.5) :

ou s est le parametre de saturation defini en (C.4)

La figure 3 represente les variations de </coh> et </incoh> avec
5 (qui est proportionnel a 1'intensite laser incidente IL). Pour des faibles
valeurs de /L(s <g 1), <7coh) est proportionnel a s, done a 7L, alors que
(^incoh) est proportionnel a s2, done a /^. La diffusion est alors
essentiellement coherente et on peut lui associer une section efficace de
diffusion, puisque 1'intensite totale rayonnee est proportionnelle a
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Figure 3. Variations de </coh> et </incoh>
avec le parametre de saturation 5 defini en (C.4).

IL, done au flux incident. A haute intensite (s> 1), (/C0h) tend vers
zero. En effet, par suite de la saturation de la transition atomique, le
dipole moyen (S± ) tend vers zero. Par centre, (/incoh) est important et
devient pratiquement independant de 1L. Un tel resultat exprime que
1'atome passe alors la moitie de son temps dans 1'etat supe"rieur
b. II ne peut done emettre plus de T/2 photons par unite de temps,
quelle que soit 1'intensite incidente. II apparait ainsi finalement qu'a
haute intensite la diffusion est essentiellement incoherente.

3. Repartition spectrale de la lumiere emise en regime stationnaire

a) CONTRIBUTIONS RESPECTIVES DE LA DIFFUSION COHERENTE ET
INCOHERENTE - SPECTRES ELASTIQUE ET INELASTIQUE

En regime stationnaire, (5+ > ne depend pas du temps. Le report de
(D.13) dans (D.8) donne :

ou

L'integration de (D.20) donne, compte tenu de (D.17) :
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La lumiere emise en regime stationnaire par le dipole moyen est done
monochromatique, de frequence a)L. Un tel resultat est bien conforme
a 1'image physique d'un dipole moyen oscillant en regime force a la
frequence CUL sous 1'effet de 1'excitation laser, et rayonnant done un
champ de meme frequence. A la limite des faibles intensites, le
processus de diffusion correspondant est bien decrit par le diagramme
de diffusion elastique d'ordre le plus bas, represente sur la figure 29a
du chapitre II. Le spectre (D.22) est done un spectre de diffusion
elastique.

La contribution (D.21) de la diffusion incoherente a </(o>) n'est autre
que la densite spectrale des fluctuations du dipole. Nous montrons plus
loin qu'une telle densite n'est pas monochromatique. C'est pourquoi
«/incoh(o>) est un spectre de diffusion inelastique.

b) PRINCIPE DU CALCUL DU SPECTRE INELASTIQUE

En regime stationnaire, la moyenne a deux temps qui figure dans
(D.21) ne depend pas de t et est egale a (8S+ (T) 8S_ (0)> . Le fait que
S+ = (5_)+ et 1'invariance par translation dans le temps entrainent que

ce qui permet de reecrire (D.21) sous une forme

qui ne fait plus intervenir que les valeurs positives de r.
Ecrivons alors les equations de Bloch-Langevin satisfaites par les trois

operateurs 8Sq(r) (avec q = + , - , z). Retranchons pour cela de (B.3)
1'equation (B.2) satisfaite par les valeurs moyennes (Sq). Les termes
sources \q disparaissent et il vient

ou $qq> est la matrice de Bloch et Fq(r) la force de Langevin agissant
sur Sq(r). Comme T est positif dans (D.24), on peut alors utiliser le
theoreme de regression quantique, etabli dans le complement A v, et
qui indique que, pour r ^ > 0 , les trois moyennes a deux temps
(SSq(r) 5S_(0)) obeissent aux memes equations que les trois moyen-
nes a un temps <35g(r)), c'est-a-dire encore

II apparait ainsi que <559(r)S5_(0)) est une superposition de trois
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exponentielles exp( - /-AT) ou les - rA (A = 1,2,3) sont les trois racines
caracteristiques de la matrice de Bloch 0&qq'.

Dans le paragraphe c suivant, nous nous limitons a 1'etude de
quelques cas limites deja considered dans le paragraphe C-l-a plus haut
a propos de 1'evolution transitoire des moyennes a un temps. Un calcul
plus complet peut etre fait, utilisant par exemple une transformation de
Fourier-Laplace des equations (D.26) (voir references a la fin du
chapitre).

c] ALLURE DU SPECTRE INELASTIQUE DANS QUELQUES CAS LIMITES
Supposons tout d'abord C U L = <o0 et CL^^T (excitation resonnante

de faible intensite). Nous avons vu plus haut (voir § C-l-a) que deux
racines rA sont egales a T/2, la troisieme a JT. Le spectre inelastique est
forme alors, d'apres (D.24), de deux raies de largeur totale a mi-
hauteur 2 r et r, centrees toutes deux en a>L.

Considerons maintenant la limite \(OL — a>0\ ^> nl} F qui est celle
d'une excitation non resonnante. D'apres la formule (C.2) donnee plus
haut, le spectre ^•mcoh(a}} est forme de trois raies : une raie centrale en
a>L, de largeur 2 JT (racine r3) et deux raies laterales centrees en
W L + ( W L ~ wo) == 2 o>L - &>0 et toL — (toL — a>0) = (o0, de largeur
r (associees respectivement aux racines rl et r2). II est possible de
comprendre perturbativement un tel spectre. Les deux raies laterales
sont associees au processus de diffusion non lineaire d'ordre 2 de la
figure 29(3 du chapitre II (voir aussi la figure 30 de ce chapitre). Quant a
la raie centrale de largeur 2 F, elle peut etre interpretee comme etant
associee a un processus de diffusion inverse a partir de 1'etat excite
b (emission spontanee d'un photon o> a partir de b puis absorption d'un
photon laser o>L et retour dans 1'etat b), 1'atome etant prepare
initialement dans 1'etat b par le processus a trois photons represente sur
la figure 28 du chapitre II.

Enfin, a forte intensite et pour une excitation resonnante
( / 2 j > r , ojL = a>0), nous pouvons utiliser le resultat (C.I) qui entraine
que le spectre inelastique est forme d'une raie centrale en to L de largeur
r (racine r3), et de deux raies laterales centrees en &>L + f2^ et
COL — f l l de largeur 3T/2 (racines ^ et r-^*\ II s'agit la du triplet de
fluorescence pour lequel il n'est pas possible de donner une interpreta-
tion perturbative en termes de processus de diffusion impliquant
plusieurs photons. Nous reprendrons ce probleme au chapitre VI a

(*) Pour les observations experimentales de ce spectre, voir F. Schuda, C.R. Stroud
and M. Hercher, J. Phys. B7, L 198 (1974) ; R.E. Grove, F.Y. Wu and S. Ezekiel,
Phys. Rev. A15, 227 (1977) ; J.D. Cresser, J. Hager, G. Leuchs, M. Rateike and
H. Walther, in « Dissipative Systems in Quantum Optics », Topics in Current Physics 27,
p. 21, ed. R. Bonifacio (Springer Verlag, 1982).
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partir de 1'approche atome habille et nous etudierons egalement 1'autre
signal de detection optique :

qui, pour T > 0, represente un signal de correlation de photons.
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COMPLEMENT A,

EQUATIONS DE BLOCH-LANGEVIN
THEOREMS DE REGRESSION QUANTIQUE

Dans la partie D du chapitre, nous avons montre" que les caracteristi-
ques de la lumiere emise par un atome excite par un faisceau laser
etaient reliees a des « moyennes a deux temps » du dipole atomique
emetteur. Le but de ce complement est de montrer que la dynamique
de ces moyennes a deux temps est determinee par des equations tout a
fait analogues aux equations de Bloch optiques. II s'agit en fait de
generaliser a un atome a deux niveaux les r£sultats obtenus dans le
complement CIV pour un oscillateur harmonique. Notons tout de suite
qu'une telle generalisation n'est pas immediate par suite des non-
linearites associees a un systeme a deux niveaux.

Pour parvenir au resultat cherche, nous commenc.ons (§1) par ecrire
les equations de Heisenberg, pour le dipole atomique et pour le champ
de rayonnement quantique en presence du champ incident suppose
monochromatique et de frequence proche de la frequence propre
atomique. Puis, en resolvant formellement les equations du mouvement
des champs, nous decomposons le champ quantique total en deux
parties, le champ libre et le champ produit par le dipole (§2). Lorsque
cette expression du champ total est reportee dans 1'equation de
Heisenberg du dipole atomique, cette derniere prend la forme d'une
equation de Langevin. La vitesse de variation des observables atomi-
ques apparait en effet comme la somme d'une vitesse moyenne
analogue a celle des equations de Bloch, et d'une force de Langevin,
dont nous montrons qu'elle est nulle en moyenne et fluctue rapidement
(§3). A partir de ces « equations de Bloch-Langevin », nous 6tablissons
enfin le theoreme de regression quantique, qui exprime que les
correlations quantiques « regressent» comme les valeurs moyennes.

1. Equations de Heisenberg couplees de 1' atome et du champ

Nous considerons exactement le meme systeme que dans le chapitre.
Un atome, represente par un systeme a deux niveaux, est immobile a
1'origine 0 des coordonnees. II interagit avec le rayonnement incident
Ee(0,f) de frequence o>L donne en (A.2) et avec le champ de
rayonnement quantique E(0), suppose initialement dans 1'etat vide
|0>.
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a) HAMILTONIEN ET BASE D'OPERATEURS DU SYSTEME

A 1'approximation des grandes longueurs d'onde, et dans le point de
vue dipolaire electrique, rhamiltonien du systeme est celui deja utilise
dans le chapitre et donne en (A.I). Ecrivons-le sous la forme :

HA est 1'hamiltonien atomique dans lequel nous supposons que
1'energie propre dipolaire edip (voir formule (76) de 1'appendice) a etc
reintegree. L'atome est assimi!6 a un systeme a deux niveaux, et
1'origine des energies est prise egale a celle de 1'etat fondamental
\a), de sorte que HA s'ecrit simplement:

HR est 1'hamiltonien du rayonnement quantique

Dans 1'approximation des grandes longueurs d'onde, la somme sur les
modes ke est Iimit6e a | k | <c kM, kM v6rifiant la condition de grande
longueur d'onde.

L'operateur moment dipolaire electrique d est suppose avoir un
element de matrice r6el entre |a) et \b}, dirige le long de
Oz et note dabez:

L'hamiltonien d'interaction avec le rayonnement incident HIe s'ecrit:

ou /2j est la frequence de Rabi definie par (A.5). Enfin, Hl est
1'hamiltonien d'interaction avec le champ quantique :

Rappelons que le champ E^(r) est d6fini par 1'expression (89) de
1'appendice

dans laquelle la somme sur k est limitee a |k| <k M .
L'equivalence du systeme a deux niveaux avec un spin i, decrite au
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paragraphe A-4 du chapitre, permet d'exprimer toute observable
atomique comme combinaison lineaire des quatre operateurs

avec

D etant 1'operateur unite. Ainsi,

De la meme facon, les observables du champ s'expriment en fonction
des operateurs

de sorte que la connaissance de 1'evolution des operateurs (8) et (11)
suffit a determiner 1'evolution du systeme total.

b) EQUATIONS DEVOLUTION DES OBSERVABLES DE UATOME ET DU
CHAMP

Dans le point de vue de Heisenberg, les operateurs atomiques
dependent du temps, et leurs relations de commutation a un instant
t donne,

permettent d'expliciter 1'equation de Heisenberg

pour chacun des trois operateurs 5^+, £f _ , £f 2. II vient ainsi
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L'adjoint de (14) donne 1'equation pour &'_ (?) :

De la meme facon, on obtient pour tf\(t) :

Nous avons utilise, pour etablir ces equations, le fait que 1'operateur
champ Exz(0,f) commute avec les operateurs atomiques au meme
instant.

L'evolution du champ est entierement determinee par celle des
operateurs fle(k) et de leurs ad joints. L'operateur ae(k) commute avec
les operateurs atomiques pris au meme instant, et verifie les relations de
commutations habituelles des operateurs creation et annihilation. Son
equation de Heisenberg s'ecrit:

c) APPROXIMATION DU CHAMP TOURNANT. CHANGEMENT DE VARIA-
BLES

Comme dans le chapitre, nous nous interessons uniquement aux
processus radiatifs quasi resonnants et faisons done 1'approximation du
champ tournant. Dans le point de vue de Heisenberg, une telle
approximation consiste a negliger au second membre des equations du
mouvement (14), (15), (16), (17) les termes de couplage entre 1'atome
et le champ dont les frequences propres sont tres differentes de celles de
1'operateur figurant au premier membre. Par exemple, dans 1'equation
(14), nous ne gardens que la composante (e\pia)Lt)/2 de cos a>Lt et que
les termes en «*(k) de E±z(Q,t). II est egalement commode d'introduire
des operateurs dont les vitesses de variation sont lentes par rapport aux
frequences optiques. Pour 1'atome, nous utilisons ainsi les operateurs
5+, 5Z, 5_, definis par (A.15). Pour le champ, nous utilisons les
operateurs :
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Les equations (14), (15), (16), (17) deviennent ainsi

ou dL a ete defini en (A. 14)

et ou E^ et E^ sont les parties de E±z comprenant respectivement les
op6rateurs annihilation et cr6ation des differents modes. En utilisant les
operateurs a et a+, elles s'ecrivent:

Notons qu'en 1'absence d'interaction entre 1'atome et les modes vides
du rayonnement, les equations (18) forment un systeme d'equations
lineaires a coefficients constants dont les frequences propres sont celles
du spin dans le r£fe"rentiel tournant, c'est-a-dire ± \ffjt\ + 81 et 0,
tandis que ae(k) est constant. D'apres les hypotheses faites, ces
frequences sont petites par rapport a <OL et o>0.

d) COMPARAISON AVEC LE CAS DE L'OSCILLATEUR HARMONIQUE

Pour etablir 1'equation de Heisenberg-Langevin relative a 1'atome,
nous suivrons dans le paragraphe suivant une demarche tout a fait
semblable a celle du compl6ment CIV, ou 1'atome etait represent^ par
un oscillateur harmonique. Comparons auparavant les Equations de
Heisenberg des deux systemes.

L'6quation (19) est tout a fait semblable a liquation (33) de
CIV qui donnait Involution de d,. Elle s'integre formellement de la
meme fagon :
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Multiplies par exp(-i tof) et portes dans 1'expression quantique des
champs, les deux termes de (23) donnent respectivement le champ
initial ayant 6volu6 librement de r0 a f , et le champ cr66 par le dipdle
atomique entre ces deux instants. Les deux termes de (23) representent
done ce qu'on nomme habituellement le « champ libre » et le « champ
des sources » (voir references & la fin du chapitre).

Les trois Equations (18) sont 1'Equivalent de 1'equation du mouvement
(32) de 6 dans C/v, et de celle de b+. On peut noter une premiere
difference entre ces equations: le champ exterieur introduit des
couplages entre les evolutions de S+, 5Z, S_, alors que b et

b+ evoluent independamment en 1'absence de couplage avec le
reservoir. Toutefois cette difference n'est pas essentielle, car on
pourrait combiner line'airement les trois equations (18) et faire apparai-
tre les modes propres devolution des observables atomiques en
presence du champ ext6rieur. Une deuxieme difference plus importante
tient a la forme des termes de couplage avec le r6servoir, represente ici
par le champ quantique dans l'6tat vide. Alors que ces termes de
couplage ne d6pendaient que d'operateurs du reservoir, jouant ainsi le
role de termes sources dans 1'equation du mouvement de 5, ils
apparaissent ici comme des produits d'un ope"rateur atomique par un
operateur du champ. Cette propri6t6 est reli6e au fait que la reponse du
systeme a deux niveaux a un champ est non lineaire (la reponse a la
somme de deux champs n'est pas la somme des reponses a chacun
d'eux). Elle rend plus delicat le passage a 1'equation de Heisenberg-
Langevin, car il faut faire attention a Vordre dans lequel sont ecrits les
deux operateurs du produit. Les operateurs atomiques
sq(t) (q = + ,z,-) et ceux du champ, £z

(fl)(0,0 et Ez
(c)(0,0, commutent

lorsqu'ils sont pris au meme instant. II n'en est pas de meme pour le
champ libre et le champ des sources separement. En effet, le champ
libre depend de ae(k,f0) alors que le champ des sources depend de
S±(t - T) (premier et deuxieme termes de (23)). Ces deux operateurs
ne commutent pas necessairement avec Sq(t). Ainsi, les termes de
couplage avec le champ libre et le champ des sources se presenteront de
facon diff6rente suivant 1'ordre choisi pour 6crire le produit de
5?(f) par E±z(Q,t). Nous utiliserons cette possibilite dans le paragraphe
suivant pour simplifier au maximum les calculs.

2. Etablissement des equations de Heisenberg-Langevin

Dans les equations (18), les champs £jfl)(0,r) et £2
(c)(0,0 sont

maintenant d6composes en une partie « champ libre » et une partie
« champ des sources ».
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ou

et

fl) CHOIX DE L'ORDRE NORMAL

Nous aurons plus tard a prendre la moyenne dans le vide des
equations (18), ou d'6quations analogues donnant 1'evolution de
produits d'op6rateurs atomiques, qui s'en de"duisent aisement. II est
alors commode de faire figurer, dans les produits d'operateurs, les
op6rateurs ae(k,?0) a droite et les operateurs a* (k,£0) a gauche, dans la
mesure ou les relations

peuvent etre utilisees pour tous les modes k,e. Ainsi, dans les seconds
membres des Equations (18), plac,ons les operateurs E^a\Q,t) a droite
des operateurs Sq(t), et les operateurs E^c\Q,t) a gauche (ce qui est
possible puisque ces op6rateurs commutent). Les contributions de
E$ et E$ a ces termes seront alors nulles en moyenne. Seuls les
champs des sources E$ et E$ contribueront aux moyennes. Cette
fagon d'ordonner les operateurs correspond a ce qu'on appelle 1'ordre
normal. Avec ce choix, explicitons par exemple l'6quation (18.a) a
1'aide de (24.b), (27) et (26) :

L'avant dernier terme provient de E$. II est nul en moyenne dans le
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vide et nous verrons plus loin que ce terme peut etre considere comme
la force de Langevin F+ (t) agissant sur S+ . Le dernier terme represente
la contribution du champ des sources que nous aliens maintenant
evaluer. Auparavant notons que 1'dquation pour S_(t) s'obtient en
prenant 1'hermitique conjugue de (29), tandis que 1'equation pour
5Z(0 s'ecrit

b) CONTRIBUTION DU CHAMP DES SOURCES

Les derniers termes de (29) et (30) se pr6sentent sous la forme d'une
integrate sur r du produit de Sq(t - r) par la fonction

ou par /*(T). Les op6rateurs Sq(t - T) sont des fonctions lentement
variables de T a 1'echelle des frequences «,, et WL. Au contraire,
1'integrate sur k dans (31) conduit a sommer sur un spectre de
frequences ties large (entre 0 et cfcM), de sorte que la fonction
/(T) est tres etroite en T autour de T = 0, de largeur llckM. Sur un
intervalte de temps aussi court, il est raisonnabte d'approximer Evolu-
tion de Sq(t - T) par son Evolution non perturbed. On peut choisir pour
une telle evolution, spit celle en presence du champ exterieur qui se fait
aux frequences ± ^1n\ + 8^ etO, soit revolution en absence de tout
couplage avec le champ qui se fait aux frequences ± 8L et 0. Ces deux
choix conduisent a des resultats identkjues a des termes en fl^/oiQ ou
5L/&>0 pres, qui sont du rneme ordre que ceux neglige's dans 1'approxi-
mation du champ tournant. Nous prendrons ici la deuxieme option, qui
donne des expressions comparables directement a celles utilisees dans
le chapitre pour les equations de Bloch. Nous remplagons done dans
(29) et (30) 5 ± ( r - r ) par

Apparaissent ainsi dans le dernier terme de (29), d'une part 1'operateur
S+(t)Sz(t) qui, d'apres 1'algebre des matrices de Pauli, est egal a
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- S+ (0/2, d'autre part 1'integrale

ou F est le taux d'6mission spontanee a partir du niveau b (formule
(E.4.a) du chapitre IV) et hA le deplacement radiatif du niveau
b (formule (E.7.b) du meme chapitre ; a 1'approximation du champ
tournant, le deplacement radiatif du niveau a est nul). La contribution
du champ des sources au deuxieme membre de (29) s'ecrit done
finalement

En procedant de la meme fagon, on trouve pour la contribution du
champ des sources a (30) :

C) RECAPITULATION. DISCUSSION PHYSIQUE

Compte tenu de (34) et (35), les equations du mouvement de
S+(t), Sz(t), S_(t) s'ecrivent:

ou

est le desaccord entre la frequence du laser o>L et la frequence atomique
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corrigee du deplacement radiatif A, et ou les forces de Langevin sont
donnees par

Dans la suite, nous prendrons les valeurs moyennes des operateurs du
point de vue de Heisenberg dans un etat du systeme global de la forme
|«/^;0) representant 1'atome dans 1'etat l^) en presence du champ
quantique dans 1'etat vide. Les valeurs moyennes des forces de
Langevin (37) dans un tel etat sont nulles grace aux relations (28). II
reste a montrer que leur temps de correlation est court, ce que nous
ferons au paragraphe suivant.

Les Equations (36) sont les equations de Bloch-Langevin. Elles ne
different des equations de Bloch (A. 18) que par les forces de Langevin.
En valeur moyenne dans le vide, elles redonnent exactement les
equations de Bloch, de sorte que la derivation des equations (36)
donn6e dans ce complement constitue une justification de 1'approxima-
tion des vitesses de variation independantes, moyennant les hypotheses
\8L\ , f2 j « o)L,o)0.

Revenons pour terminer sur 1'interpretation physique des calculs
presentes dans ce paragraphe. Us pourraient laisser croire que 1'amortis-
sement et le deplacement radiatifs sont dus uniquement a 1'interaction
de 1'atome avec son propre champ (reaction de rayonnement) alors que
les fluctuations du champ libre n'interviennent que dans les forces de
Langevin. II faut cependant preciser qu'un autre choix que 1'ordre
normal aurait conduit a des conclusions differentes, 1'effet global sur
1'evolution de (Sq) restant bien sur le meme.

En fait, pour pouvoir donner une interpretation physique a chacune
des vitesses de variation, celle due a la reaction de rayonnement, et
celle due aux fluctuations du vide, il faut veiller a ne considerer que des
grandeurs hermitiques du systeme, et a imposer que leurs diverses
vitesses de variations soient separement hermitiques. On peut montrer
alors (*) que ces conditions ne sont satisfaites que si les produits
Sq(t) £xz(0,r) avec (q = x,y,z) sont symetrises. Les conclusions qui en
decoulent concernant le role de la reaction de rayonnement et celui des
fluctuations du vide sont alors en plein accord avec celles exposees dans
le complement AIV.

(*) J. Dalibard, J. Dupont-Roc et C. Cohen-Tannoudji, J. Physique, 43 (1982) 1617 ;
45, (1984) 637.
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Remarque
On peut noter que dans (23) le terme relatif au champ des sources ne
depend que de o> et ez. II est done pair en k. II en resulte que le champ des
sources est pair en r. En particulier, son gradient a 1'origine est nul. La
force exercee sur 1'atome par son champ propre est ainsi nulle, comme
nous 1'avons admis dans le paragraphe (C-2-a) du chapitre. II en est
d'ailleurs de meme de la force moyenne due au champ du vide (25). Pour
le voir, il suffit par exemple de choisir 1'ordre normal dans 1'expression
(C.14).

3. Proprietes des forces de Langevin

Nous avons montre dans le paragraphe 2 precedent que les trois
operateurs Sq(t) (q = + ,z, — ) obeissent aux equations de Bloch-Lan-
gevin (36) qui peuvent etre ecrites sous la forme

ou les $qq< et \q sont des coefficients constants identiques a ceux qui
figurent dans les equations de Bloch optiques (A. 18), et ou les
Fq(t) sont des forces, donnees en (37), et de valeur moyenne nulle

Pour pouvoir considerer ces forces comme des forces de Langevin, il
nous faut maintenant calculer leurs fonctions de correlation et montrer
qu'elles sont caracterisees par un temps de correlation rc tres court
devant F"1. Nous aliens pour cela etablir que

ou Dqq< est un « coefficient de diffusion», de 1'ordre de T, et ou
g(t - t') est une fonction de t - t' de largeur TC - llckM et d'integrale
egale a 1 (qui n'est pas forcement paire en t — t' par suite du caractere
quantique des forces Fq).

Dans le cas de 1'oscillateur harmonique etudie dans le
complement C/y, les forces de Langevin ne dependent que des
operateurs du champ, et le calcul de leurs fonctions de correlation est
tres facile. Les expressions (37) montrent que les forces de Langevin du
systeme a deux niveaux sont des produits d'operateurs du champ libre
et d'operateurs atomiques. Le calcul de leurs fonctions de correlation
necessite done la connaissance prealable des relations de commutation
entre operateurs atomiques et operateurs du champ libre (*).

(*) Voir aussi B.R. Mollow, J. Phys. A8, L130 (1975).
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a) RELATIONS DE COMMUTATION ENTRE DIPOLE ATOMIQUE ET
CHAMP LIBRE

Explicitons le commutateur [Sq(t2),E$(Q,tl)] a 1'aide de (25) :

Grace a (23), on peut reexprimer de(k,t0) en fonction de de(k,t2), qui
commute avec Sq(t2) puisqu'il est pris au meme instant, et du champ des
sources. II vient

La somme sur k et e fait apparaitre a nouveau la fonction / introduite
en (31), mais avec Pargument r — (t2 — t^). La fonction / est tres
etroite, de largeur l/ckM autour de 0, et 1'integrale sur r s'etend
uniquement aux valeurs de r positives puisque t2 — tQ est positif.

Supposons tout d'abord t2 <tly plus precisement t2 - tv <^ - \/ckM.
L'integrale de f(r - (t2 -1\)) est alors nulle puisque 1'intervalle
d'integration [Q,t2 - £0] ne contient pas 1'intervalle de largeur l/ckM

autour de t2 - t1 dans lequel / est appreciable. II s'ensuit que :

Un tel resultat est satisfaisant physiquement. L'op6rateur Sq(t2) ne
depend en effet que du champ du vide E^^O,*') qui a agi sur le dipole
atomique a des instants t' situes dans le passe de t2(t' <t2). Get
operateur commute done avec le champ du vide £^(0,^) dans le futur
de r 2 ( r 1 >f 2 ) (* ) .

Supposons maintenant | ? 2 - f i l — I/C^M- L'integrale sur T de (42)
n'est plus nulle et peut etre calculee au moyen de 1'approximation (32)
qui s'ecrit ici

et il vient

(*) Rappelons en effet que le commutateur [E^^rj.^)^^^,^)] n'est different de
zero que si les deux evenements (r^f,) et (r2,r2) sont situes sur un meme cone de lumiere.
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C'est une fonction de tl et t2, dont 1'ordre de grandeur est celui de
/" h/dab. En prenant 1'hermitique conjugate de (43) et (45), on obtient
des relations analogues pour E$(Q,t).

b) CALCUL DES FONCTIONS DE CORRELATION DES FORCES DE LANGE-
VIN

Calculons par exemple la fonction de correlation &++ =
<F+(f)F+(O> oil F+ est defini en (37.a)

Inversons 1'ordre des deux champs. L'equation (25) donne

On retrouve la fonction / definie par 1'expression (31). La fonction
f(t — t') est centree en t — t' = 0 et a une largeur de 1'ordre de
l/ckM. L'expression (46) s'ecrit done :

Dans le premier terme, Sz(t') est lentement variable a 1'echelle de la
largeur l/ckM de la fonction f(t -t'). On peut done remplacer
t' par t. II apparait ainsi S%t) qui vaut 1/4. On peut noter que I'int6grale
sur t de ce premier terme de - co a + oo n'est autre, compte tenu de
(31), que la somme sur tous les modes de (d2

b/1i2)e2 ^277 S(co - WL).
D'apres (33), cette somme est egale a P. Ainsi, ce premier terme peut
s'ecrire simplement F g(t - f ') ou g(r), proportionnel a /(T), est une
fonction de T de largeur l/ckM et d'integrale 1. Le deuxieme terme de
(48) est negligeable : en effet, si \t - t' \ > l/ckM, on peut utiliser (43)
et son analogue pour E$, pour faire commuter, soit Sz(t) avec
^£}(0,r'), soit £$(0,0 avec S2(t') suivant le signe de t - t'. L'un ou
1'autre de ces champs agit alors directement sur Petat |«/^;0) qui
intervient dans la valeur moyenne de (46) et donne un resultat nul; si
\t - t' | < l/ckM, les commutateurs precedents restent finis, de 1'ordre
rh/dab d'apres (45), de sorte que le second terme est de 1'ordre de
(dab/fi

2}(rh/dab)
2 = F2. Dans le meme intervalle de largeur l/ckM, le

premier terme vaut r(ckM} > T2. II est ainsi justifie de negliger le
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second terme de (48) par rapport au premier et il reste finalement:

ce qui donne

Des calculs analogues donnent pour les autres coefficients de
diffusion

c) THEOREMS DE REGRESSION QUANTIQUE

Ce th6oreme est une consequence des propri6tes (39) et (40) des
forces de Langevin, et de 1'existence de deux e'chelles de temps tres
distinctes, F"1 et rc = l/ckM, avec rc<r~l. Pour l'6tablir, nous
suivons une demarche tres analogue a celle du compl6ment CIV. Nous
nous contentons d'en donner ici les grandes lignes.

Comme dans le paragraphe 2-d du complement CIV, nous commen-
?ons par etablir que

II suffit pour cela d'integrer formellement le systeme d'equations
lineaires (38) pour montrer que Sq>(t') d6pend Hn6airement des forces
de Langevin Fq«(t") dans le passe de t' et ne peut etre done corrde,
compte tenu de (40), avec la force de Langevin Fq(t) pour t suffisam-
ment loin dans le futur de t'.

Multiplions alors les deux membres de (38) par Sq>(t') (apres avoir
remplace 1'indice de sommation q' par q") et prenons la valeur
moyenne. II vient

Pour t - t' > TC, le dernier terme de (52) est ne"gligeable compte tenu
de (51). Pour t - t' < rc, on peut montrer qu'il reste fini et de 1'ordre de
Dqq,, c'est-a-dire de 1'ordre de F, de sorte que sa contribution a la
solution de (52) pour t ^ t' est de 1'ordre de JT TC < 1. Finalement, on
peut ignorer le dernier terme de (52) pour t ̂  t'. Ceci montre que les
moyennes a deux temps (Sq(t) Sq,(t')} obeissent, pour t^t', a des
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equations

ay ant la meme structure que celle des equations decrivant revolution
des moyennes a un temps (S?(0)

C'est un tel resultat qui nous a permis, dans la partie D du chapitre,
d'etudier a partir des equations de Bloch optiques la dynamique des
fluctuations du dipole atomique.

d) RELATIONS D'EINSTEIN GENERALISEES

Pour terminer ce complement, nous aliens montrer que les coeffi-
cients de diffusion Dqq< introduits dans (40) peuvent dtre calculus
directement a partir des equations de Bloch optiques, sans qu'il soit
necessaire de passer par les expressions (37) des forces de Langevin,
comme nous 1'avons fait dans le paragraphe 3-b plus haul. Nous suivons
pour cela une demarche tout a fait analogue a celle des paragraphes 2-e
et 2-f du complement CIV.

Revenons & (38) et appelons « vitesse de derive de Sq» la quantit6

de sorte que la vitesse de variation de Sq donnee par (38) est simplement
la somme de la vitesse de derive et de la force de Langevin.

Notons que Fq(t) etant nul en moyenne, seule la vitesse de derive
subsiste pour (Sq(i)}

Considerons maintenant 1'operateur S*(t)Sq>(t), qui est un operateur
atomique & 1'instant t. L'algebre des matrices de Pauli permet de
I'exprimer en fonction des Sq«(t) et de calculer la vitesse de derive
moyenne
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en fonction des coefficients $ et A apparaissant dans les equations de
Bloch optiques (54).

Par ailleurs, on peut 6crire directement, compte tenu de (56) :

Pour calculer le dernier terme de (59), il suffit de noter que, d'apres
(51), les forces Fq(t) ne sont pas correlees avec les operateurs
Sq.(t - At) si At > l/ckM. Integrons done P6quation (56) entre
t — At et t, de facon a exprimer Sq,(t) en fonction de Sq,(t — At) dans le
produit (Fq(t)Sq>(t)) . Nous choisissons At assez petit devant P~l pour
qu'une approximation linSaire de la variation de Sq(t) entre t - At et
t soit justified.

Lorsqu'on porte cette expression dans le dernier terme de (59), il
apparait, compte tenu de la definition (54) de 2$(Sq), des valeurs
moyennes du type (F+(t)Sq»(t - At)) et A ? ,<F + (0> , qui sont nulles. II
ne reste alors que la contribution du dernier terme de (60).

Pour etablir (61), nous avons utilise (40) et le fait que 1'integrale de la
fonction g sur un intervalle grand devant sa largeur vaut 1.

Le rapprochement de (58), (59) et (61) donne la relation d'Einstein
gen£ralisee

ou il est entendu que toutes les quantites sont prises a 1'instant
t.

Comme la relation semblable (76) 6tablie dans le complement C Iv,
1'equation (62) est 1'expression d'un lien entre fluctuations (caracterisees
par le coefficient de diffusion Dqq>) et dissipation (caract6risee par les
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coefficients d'amortissement apparaissant dans les vitesses de derive). II
apparait aussi clairement sur (62) que le coefficient de diffusion est
associ6 a la partie non hamiltonienne des vitesses de derive.

On peut enfin verifier sur 1'exemple de D+ + que le re"sultat donne1 par
(62) coincide avec Celui trouv6 plus haut. II faut pour cela utiliser les
relations

On obtient ainsi 2D++ = F, en accord avec (49.b).
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CHAPITRE VI

La methode de 1'atome habille

A - INTRODUCTION : L'ATOME HABILLE

Ce dernier chapitre est, comme le precedent, consacre a 1'etude des
manifestations de 1'interaction entre un systeme atomique et un champ
Laser monochromatique, resonnant ou quasi resonnant. Cependant, au
lieu de trailer le champ laser comme un champ ext6rieur classique, nous
le consid6rons maintenant comme un champ quantique associe a un
mode particulier du champ. La motivation d'un tel traitement quantique
est double. Tout d'abord, comme Fhamiltonien du systeme global
atome + champ est independant du temps, il est possible d'introduire
des vrais niveaux d'energie et d'etudier les manifestations de 1'interac-
tion atome-laser sur les positions et les fonctions d'onde de ces niveaux.
Ensuite, comme le champ laser est quantifi6, il est possible d'identifier
clairement les processus elementaires d'absorption et d'emission induite
de photons laser et les processus d'emission spontanee de photons de
fluorescence. Nous pourrons ainsi apporter un eclairage nouveau sur
plusieurs phenomenes physiques importants comme la repartition
spectrale de la lumiere emise ou absorb6e par 1'atonie, les correlations
de photons ou les fluctuations des forces dipolaires.

La figure 1 schematise les divers sous-systemes considers dans ce
chapitre, leurs hamiltoniens respectifs et les divers couplages. Un
atome A, d'hamiltonien HA, est couple tout d'abord par 1'hamiltonien
VAL a un mode particulier du champ, qui contient initialement des
photons et que nous appellerons le « mode laser » L, d'hamiltonien
HL. L'atome A est egalement couple" par VAR au «reservoir»
R des modes initialement vides du champ, d'hamiltonien HR. L'hamilto-
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Figure 1. Divers sous-systemes considered dans ce chapitre, d'hamiltoniens
respectifs HA, HL, HR. Les hamiltoniens VAL et V^ decrivent les interactions
entre A et L d'une part, A et R de 1'autre.

nien global du systeme A + L + R est done

Dans la partie B ci-dessous, nous commencons par negliger VAR et
par considerer le systeme A + L forme par 1'atome et le mode laser en
interaction. L'hamiltonien de A + L est :

Un tel systeme, que nous appelons « atome habille par les photons
laser », possede une echelle infinie de niveaux d'energie discrets. Nous
6tudions en detail les positions et les fonctions d'onde de ces niveaux et
montrons comment les processus d'absorption et d'emission stimulee de
photons laser se manifestent dans la base des niveaux non couples (etats
propres de HA + HL) et dans la base des niveaux habilles (etats propres
de HAL).

Nous introduisons ensuite dans la partie C le couplage VAR. Le fait de
considerer que c'est le systeme A + L qui emet spontanement des
photons dans le reservoir R des modes vides permet d'introduire
1'image de la cascade radiative de 1'atome habille. Dans cette image, la
sequence de photons emis par 1'atome sous 1'effet de 1'excitation laser
apparait comme une sequence de photons emis en cascade par 1'atome
habille descendant le long de son echelle de niveaux d'energie.
Plusieurs ph6nomenes physiques sont passes en revue et interpretes
dans ce point de vue.

Pour donner un support quantitatif aux images de la partie C, nous
etudions dans la partie D 1'equation pilote qui d6crit 1'emission
spontanee de 1'atome habille. Utilisant les resultats du chapitre IV,
nous 6tablissons 1'equation d'evolution de 1'operateur densite orAL de
1'atome habille sous 1'effet de son couplage avec le reservoir R. La
projection de cette equation dans la base des niveaux habilles est
analysee en detail a la limite seculaire ou il est possible de negliger les
couplages entre populations des niveaux habil!6s et coherences entre
niveaux habilles. Nous montrons egalement que les equations de Bloch
optiques sont contenues dans ces equations plus generates.
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Les resultats precedents sont enfin appliques dans la partie E a un
certain nombre de problemes physiques concrets : etude des largeurs et
des poids des diverses composantes du triplet de fluorescence ; etude du
spectre d'absorption enregistre sur un second faisceau laser qui sonde,
soil la transition excitee par le premier faisceau laser, soit une autre
transition partageant un niveau commun avec la premiere ; etude des
signaux de correlations de photons ; etude de la valeur moyenne et des
fluctuations des forces dipolaires.

Mentionnons pour finir que deux complements prolongent les discus-
sions de ce chapitre dans d'autres directions. Le complement A VI passe
en revue un certain nombre d'applications de la methode de 1'atome
habille dans le domaine des radiofrequences. L'emission spontanee est
alors negligeable, mais 1'intensite du champ peut etre assez importante
pour que la frequence de Rabi soit comparable a la frequence propre de
la transition. Le complement B VI montre comment il est possible
d'aborder, dans le point de vue de 1'atome habille, le probleme de la
redistribution collisionnelle du rayonnement.
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B - NIVEAUX D'ENERGIE DE L'ATOME HABILLE

1. Modelisation du faisceau laser

Pour simplifier au maximum la description quantique du champ laser,
nous conside"rons une cavite sans penes, dont un seul mode, de
frequence a)L, est excite et contient des photons. Nous associons ainsi
au faisceau laser un mode libre d'une cavite, le «mode laser»
L. L'atome est suppos6 plac6 dans la cavite" (Fig. 2.b). Le fait qu'il
puisse absorber et emettre de maniere stimule'e des photons laser
represente la seule cause possible de variation du nombre des photons
laser.

Figure 2 : a - Experience r6elle. L'atome interagit avec une onde laser
incidente.
b - Mod6lisation utilisee ici. L'atome interagit avec un champ
monomode d'une cavite sans pertes.

Dans I'exp6rience reelle, 1'atome n'est pas en general dans une cavite,
mais interagit dans 1'espace libre avec une onde laser incidente
(Fig. 2.a). Pour que la schematlsation de la figure 2.b puisque s'appli-
quer a I'exp6rience r6elle, un certain nombre de conditions doivent etre
satisfaites.

(i) Le champ « vu » par I'atome dans la cavite doit avoir la meme
valeur et les memes variations spatiales locales que dans I'exp^rience
re"elle.

(ii) La cavite doit etre suffisamment grande pour ne pas modifier
1'emission spontan^e de I'atome.

La condition (i) montre que la valeur exacte du nombre moyen
(N) de photons dans le mode laser n'a pas d'importance. Seul le
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rapport (N}/V (ou V est le volume de la cavite) est significatif,
puisqu'il est relie a la densite d'energie. Par ailleurs, la condition (ii)
impose de prendre V tres grand. En feit, nous ferons tendre
(N} et V vers 1'infini en gardant (JV) /V constant.

Nous supposons egalement que la largeur AN de la distribution du
nombre de photons laser est tres grande (par exemple, si le mode laser
est dans un etat coherent, AN = \/(Af)). Par ailleurs, le nombre de
photons emis spontanement par 1'atome au cours du temps d'interaction
T (correspondant a 1'experience envisagee) est au maximum de 1'ordre
de FT/2, et est egal aussi au nombre de photons qui disparaissent du
mode laser puisque chaque cycle de fluorescence (absorption-emission
spontanee) transfere un photon du mode laser vers les modes intitiale-
ment vides. Dans la limite ( N ) -*• oo , V —- oo , on peut prendre aussi
AN -* oo et done AN > FT, ce qui permet de negliger le nombre de
photons laser absorbes devant AN et de considerer que, pendant toute
la duree Tde 1'experience, 1'atome est soumis a la meme intensite laser.

Remarque

II est bien sur possible de considerer aussi des experiences portant sur des
atomes situes effectivement dans une cavite de dimensions suffisamment
petites pour modifier remission spontanee de ces atomes. II faut alors
considerer explicitement les modes de cette cavitd r6elle. Nous n'aborde-
rons pas ici ces «problemes d'61ectrodynamique quantique dans une
cavite » (voir les references donnees a la fin du paragraphe A-l-c du
chapitre II).

Dans tout ce qui suit, nous supposerons done

Nous supposerons aussi que AN, tout en etant tres grand devant 1, est
tres petit devant (N}

ce qui revient a prendre pour le nombre de photons dans le mode laser
une dispersion, tres grande en valeur absolue, mais tres faible en valeur
relative.

2. Etats non couples du systeme atome + photons laser

Commencons par negliger 1'interaction entre 1'atome et les photons
laser. L'hamiltonien du systeme global est alors HL + HA ou
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est 1'hamiltonien du mode laser, d'operateurs de creation et d'annihila-
tion a+ et a, et

est 1'hamiltonien atomique, ayant pour etats propres les 6tats \b) et
|a) d'energies fta>0 et 0.

Les 6tats propres de HA + HL sont done reperes par deux nombres
quantiques : le nombre N de photons laser, le nombre quantique
atomique b ou a. Les etats \a,N + 1) et \b,N) sont proches 1'un de
1'autre au voisinage de la resonance, c'est-a-dire lorsque

ou

est le desaccord entre la frequence du laser a)L et la frequence atomique
O)Q. L'ecart entre ces deux niveaux vaut h8L, le niveau \a,N + 1) etant
au-dessus de \b,N) si 5L est positif. Nous noterons

la multiplicite formee par ces deux niveaux. La figure 3 montre une
telle multiplicite, situee a une distance ha>L au-dessous de #(N + 1),
formee de \a,N + 2) et \b,N + 1) et a une distance fiwL au-dessus de
£(N-l), formee de \a,N) et 16,^-1)

Figure 3. Multiplicites <f (TV + 1), ^(^V), ^(^V - 1) d'etats non couples du
systeme atome + photons laser. L'ecart ti8L entre les deux niveaux d'une meme
multiplicite est tres petit devant 1'ecart ha>L entre deux multiplicites adjacentes.
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3. Le couplage atome-photons laser

a) HAMILTONIEN D-INTERACTION

Dans le point de vue dipolaire electrique (voir appendice, § 5),
I'hamiltonien d'interaction VAL entre 1'atome et le mode laser s'ecrit
-d.E1(R) ou d est le dipole atomique et E^(R) 1'operateur champ
laser, evalue a la position R de 1'atome. Avec un choix convenable de
1'origine des coordonnees, le champ E^(R) est egal a :

ou eL est la polarisation du mode laser. Comme

ou dfl6 = ( a \ d \ b ) = (6|d|a) est suppose reel et ou

VAL s'ecrit finalement

ou g est une constante de couplage egale a

b) COUPLAGES RESONNANTS ET NON RESONNANTS

L'hamiltonien d'interaction VAL couple entre eux les deux etats de
chaque multiplicite $(N). Nous noterons

1'element de matrice correspondant. Physiquement, un tel couplage
exprime que 1'atome dans 1'etat |0) peut absorber un photon laser et
passer dans 1'etat \b) .

L'etat \a,N + 1 > est couple egalement par VAL a 1'etat \b,N +2) qui
appartient a g(N +2). De meme, 1'etat \b,N) est couple a \a,N - 1)
qui appartient a $(N - 2). En plus des couplages resonnants a
1'interieur d'une meme multiplicite, VAL introduit done egalement des
couplages non resonnants entre etats appartenant a des multiplicites
differentes, separees de ± 2ha) L. Nous negligerons ici ces couplages non
resonnants. Nous verrons dans le complement A VI (§ 4-b) qu'ils sont a
1'origine du deplacement de Bloch-Siegert en resonance magnetique.
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c) PERIODICITY LOCALE DU DIAGRAMME D'ENERGIE

La variation relative du couplage VN sur 1'etendue AN de la
distribution du nombre de photons laser s'ecrit, d'apres (B.I3)

Compte tenu de (B.2), une telle variation peut etre negligee, ce qui
revient a prendre

Le fait de prendre un couplage VN independant de N entraine que le
diagramme des niveaux d'e"nergie resultant de la diagonalisation de
HA + HL + V AL pourra etre considere comme periodique sur une plage
AN de valeurs de N autour de (N).

d) INTRODUCTION DE LA FREQUENCE DE RABI

Supposons que le mode laser soit dans un etat coherent
\ a exp( - ia Lt)) (avec a reel). L'equation (B.8) donne alors en
valeur moyenne, et compte tenu du fait que (TV) = a2

On sait qu'il est alors correct (voir exercice 17) de traiter le champ laser
comme un champ exterieur classique donne par (B.16.a). C'est ce que
nous avons fait dans le chapitre V. Nous avions alors pose :

ou f l l est la frequence de Rabi que nous supposerons positive. En
reportant (B.16.b) dans (B.17) et en utilisant (B.12), nous pouvons
alors ecrire (B.I5) sous la forme

ce qui permet d'exprimer le couplage resonnant associe a VAL en
fonction de la frequence de Rabi f2l introduite au chapitre V.

4. Les etats propres de 1'atome habille

a) NIVEAUX D'ENERGIE ET FONCTIONS D'ONDE

Lorsqu'on tient compte du couplage VN entre les deux etats
\a,N + 1) et |£,JV) de &(N) on obtient deux etats perturbes que nous
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appellerons etats habilles et noterons |1(N)) et |2(N)). Pour
TV variant dans 1'intervalle AN autour de (N), on peut negliger la
variation de VN avec N et utiliser (B.I8). On trouve alors que les deux
niveaux sont s6pares par un intervalle

et sont symetriquement disposes par rapport aux niveaux non perturbed
(Fig. 4).

Figure 4. Niveaux non couples (partie de gauche)
et niveaux perturbds (partie de droite) de la multiplicitd $(N).

Par convention, 1'etat |1(AO> sera celui de plus grande energie, de
sorte que les 6tats propres |1(AO> et |2(AO) s'6crivent:

ou Tangle 6 est defini par

b) DlAGRAMME D'ENERGIE EN FONCTION DE tlu>L

La figureS represente les variations avec ha)L des energies des
niveaux habilles |1(AO> et |2(A/")>. Les energies sont reperees par
rapport a 1'energie de 1'etat non couple |a,N). Les droites en traits
tiretes representent les energies des etats non couples \a,N + 1>
(droite de pente 1 passant par 1'origine) et \b,N) (horizontale d'ordon-
nee JUDQ). Elles se coupent pour fteoL = /za>0. Les 6nergies des niveaux
habilles |1(AO) et \2(N)) forment les deux branches d'une hyperbole
admettant les droites precedentes comme asymptotes. L'ecart minimum
entre les deux branches de 1'hyperbole est realise pour ha)L = h(o0 et
vaut alors f i O l .
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FigureS. Variations avec ho)L des energies des niveaux habilles \1(N)) et
|2(AO) (en traits pleins). Les droites en traits tiretes representent les Energies
des e"tats non couples \a,N + 1> et \b,N).

A la difference des etats non couples qui se croisent pour tia>L = #o>0,
les niveaux habilles |1(AO> et |2(Af)) se repoussent et forment un
«anticroisement» (*). L'avantage d'une telle representation graphique,
et d'autres qui seront donn6es dans la suite de ce chapitre, est de
donner une vision globale de plusieurs phenomenes physiques. Ainsi,
quand on fait varier le disaccord 6L = <wL — o>0de valeurs positives a
des valeurs negatives, on voit sur la figure 5 que 1'etat |1(AO> passe
continument de 1'etat non couple \a,N + 1) a 1'etat non couple
\b,N), en passant pour SL = 0 par une superposition lineaire de ces
deux etats avec des poids egaux. Les ecarts entre les niveaux perturbes
et leurs asymptotes pour \8L\ > / 2 j representent les deplacements
lumineux des etats atomiques a et b dus au couplage avec le laser. On
voit par exemple sur la figure 5 que le deplacement lumineux de 1'etat
a est positif pour 8L >0, et negatif pour 8L <0, les conclusions pour
1'etat b etant inversees.

5. Manifestations physiques des processus d'absorption et d'emission
induite

Comme nous 1'avons deja indique plus haut, les couplages decrits par
VN correspondent aux processus d'absorption (\a,N + 1) -* \b,N))
ou d'emission stimulee (\b,N) -* \a,N + 1». Les manifestations de

(*) Rappelons que nous n'avons pas encore tenu compte de 1'emission spontanee.
Lorsqu'on tient compte de ce phenomene, les niveaux perturbes continuent a se croiser si
/3j n'est pas suffisamment grand devant F (voir § C-3-c du chapitre III).
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ces processus peuvent etre envisages d'un point de vue dynamique ou
statique.

Comniencons par le point de vue dynamique. Supposons le systeme
dans 1'etat \a,N + 1> a 1'instant t = 0. Quelle est la probability
£P(t) de le trouver dans l'6tat \b,N) a 1'instant t ? II s'agit la d'un
probleme bien connu en mecanique quantique. La probability &(t) est
une fonction sinusoidale du temps, oscillant a la frequence de Bohr
/2 associee aux deux niveaux perturbed 11(W)) et |2(N)) . L'oscillation
est complete quand les deux niveaux perturbes contiennent tous deux
des proportions egales des etats non couples \a,N + 1) et 1^,^). On
retrouve ainsi le ph^nomene de « nutation de Rabi» qui, a resonance
(5L = 0), s'effectue a la frequence de Rabi f l ^

D'un point de vue statique, 1'effet du couplage se traduit par le fait
que les nouveaux 6tats stationnaires du systeme global ont des 6nergies
et des fonctions d'onde qui different de celles des Stats non couples.
Nous verrons dans la suite que ces differences sont a 1'origine de
plusieurs phenomenes importants comme par exemple la modification
des spectres d'emission ou d'absorption de 1'atome lorsqu'il interagit
avec le faisceau laser.
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C - LA FLUORESCENCE DE RESONANCE
INTERPRETED COMME UNE

CASCADE RADIATIVE DE L'ATOME HABILLE

Apres avoir etudie les niveaux d'energie de 1'hamiltonien HAL de
1'atome habille, nous introduisons maintenant le couplage de ce
systeme avec les modes vides du champ (partie de droite de la figure 1).
Un tel couplage fait apparaitre des photons dans les modes qui etaient
initialement vides. Ce sont les photons de fluorescence qu'un atome
emet dans tout 1'espace lorsqu'il est excite par une onde laser
resonnante, et qui apparaissent ici comme des photons emis spontane-
ment par 1'atome habille. Le but de cette partie est de preciser cette
image physique et de montrer que la fluorescence de resonance peut
etre effectivement decrite en termes de cascade radiative de 1'atome
habille descendant le long de son echelle de niveaux d'energie par une
suite de processus d'emission spontanee. Nous nous contenterons ici
d'arguments physiques simples. Une etude plus quantitative sera
presentee dans les parties D et E suivantes a partir de 1'equation pilote
decrivant 1'emission spontanee de 1'atome habille. Apres un bref rappel
des divers temps caracteristiques du probleme (§1), nous decrivons la
cascade radiative de 1'atome habille et les divers phenomenes physiques
qui lui sont associes. Deux bases differentes sont utilisees : la base non
couplee (§2) adaptee a 1'aspect temporel des processus, la base des
niveaux habilles (§3) adaptee a 1'aspect energetique.

1. Les divers temps caracteristiques du probleme

Dans le chapitre IV, nous avons introduit deux temps caracteristiques
pour un processus de relaxation comme 1'emission spontanee : le temps
de correlation rc qui est tres court (rc est infe"rieur a une periode
optique 1/&>0

 car son inverse caracterise 1'echelle de variation de la
densite spectrale des fluctuations du vide qui varie en < u 3 ) ; la duree de
vie radiative rR - F~l qui est beaucoup plus longue et qui est le temps
moyen au bout duquel un atome initialement excite emet un photon.
Quand un atome est excite, on ne peut pas predire avec certitude
1'instant d'emission du photon (seule la probabilite d'emission par unite
de temps l/rR est connue). Quand 1'emission se produit, le processus
lui-meme dure un temps de 1'ordre de rc.

Considerons maintenant les processus d'absorption et d'emission
stimulee. D'apres le paragraphe B.5 plus haut, le temps caracteristique
qui leur est associe est la periode de nutation de Rabi qui vaut
/2f l a resonance et £2 ~1 dans le cas general (voir (B.19)). Dans tout ce
chapitre (comme d'ailleurs dans le precedent), nous nous limitons au
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cas

La condition (C.I), qui est equivalente a oj0 > /21? | 8L\, exprime que
la duree rc d'un processus elementaire d'emission spontanee est trop
courte pour que 1'interaction avec les photons laser puisse se manifester
pendant ce temps TC : les photons laser restent « spectateurs ». Par
contre, entre deux processus spontanes (echelle de temps F~l), 1'atome
et les photons laser ont le temps de se coupler.

Les images physiques que nous aliens donner ci-dessous de la
fluorescence de resonance dependent bien sur de 1'experience envisa-
gee. Si nous sommes interesses par 1'aspect temporel des phenomenes,
en mesurant par exemple au moyen d'un photodetecteur a bande tres
large les instants d'emission des divers photons emis par 1'atome, il est
clair que la description de 1'evolution du systeme sera plus simple dans
la base non couplee puisque, pour chaque processus elementaire
d'emission spontanee, les photons laser restent spectateurs. Si par
contre nous essayons de mesurer 1'energie des photons emis au moyen
d'un photodetecteur a bande etroite 8 v, le temps de mesure (de 1'ordre
de 8v~l) est suffisamment long pour que Ton accede aux frequences de
Bohr du systeme couple atome + photons laser. La base des niveaux de
1'atome habille est alors plus interessante.

2. La cascade radiative dans la base non couplee

a) EVOLUTION TEMPORELLE DU SYSTEME

Sur la figure 6, nous avons represente trois multiplicites $(N),
<ff(N - 1), &(N — 2) de niveaux non couples du systeme
atome + photons laser (les niveaux contenant b etant a droite des
niveaux contenant a). Les couplages induits par VAL entre niveaux
d'une meme multiplicity decrivent les processus d'absorption et d'emis-
sion stimulee (fleches horizontals dirigees respectivement vers la
droite et vers la gauche). Comme les photons laser restent spectateurs
au cours d'un processus elementaire d'emission spontanee faisant
passer 1'atome de b a a, les transitions correspondantes relient des etats
b et a avec la meme valeur de N (fleches ondulees).

L'evolution temporelle peut alors etre decrite de la maniere suivante.
Supposons que le systeme soit initialement dans #(N) ou il effectue une
oscillation de Rabi entre \a,N + 1) et \b,N) . A un certain instant, un
« saut quantique » (de duree TC) se produit de \b,N) vers \a,N) avec
emission spontanee d'un photon. Une nouvelle oscillation de Rabi
commence alors entre \a,N) et |£ ,7V-1) , jusqu'au prochain saut
quantique \b,N - 1) -* |a,N — 1) , et ainsi de suite...



402 La methode de 1'atome habille VI.C.2

Figure 6. Cascade radiative dans la base non couplee. Les fleches horizonta-
les correspondent aux processus d'absorption et demission stimulee, les fleches
ondu!6es obliques aux processus d'dmission spontan^e.

b) DEGROUPEMENT DE PHOTONS

La discussion pr^cedente montre que, immediatement apres 1'Emis-
sion spontanee d'un photon, 1'atome se trouve dans 1'etat inferieur
a, le systeme global 6tant par exemple dans 1'etat \a,N) de
&(N - 1). Aucune transition spontanee ne part de \a,N) (voir Fig. 6)
et il faut done attendre un certain temps pour que 1'atome passe dans
1'etat \b,N - 1) (par absorption d'un photon laser) et soit de nouveau
capable d'£mettre spontane"ment un autre photon.

Deux emissions spontanees de photons par le m£me atome sont done
necessairement separe"es par un intervalle de temps r dont la distribu-
tion de probability tend vers 0 quand r -^ 0. II s'agit la d'un effet de
degroupement de photons qui est typiquement quantique et qui a et6
observe exp6rimentalement (*).

c) DELAIS ENTRE DEUX EMISSIONS SPONTANEES SUCCESSIVES

Supposons qu'un photon soit 6mis a 1'instant t = 0, par exemple au
cours d'une transition \b,N) _» |a,^). A t = 0, le systeme est done
dans 1'etat \a,N) . Comme le photon suivant est necessairement emis a
partir de |b,N - 1 > , la probability pour que 1'emission suivante ait lieu
entre r et r + dr est 6gale a K(r)dr ou K(T) est F fois la probabilite

(*) H.J. Kimble, M. Dagenais and L. Mandel, Phys. Rev. Lett. 39, 691 (1977) ; M.
Dagenais and L. Mandel, Phys. Rev. A18, 2217 (1978) ; J.D. Cresser, J. Hager,
G. Leuchs, M. Rateike and H. Walther in « Dissipative Systems in Quantum Optics »,
Topics in Current Physics 27, p. 21, ed. R. Bonifacio (Springer Verlag, 1982).
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d'etre dans \b,N-l) a 1'instant T sachant qu'on est parti de
\a,N) a t = 0. Pour calculer K(r), on peut done se limiter aux deux
seuls etats de la multiplicite $(N - 1). Le probleme se reduit a celui de
1'evolution de deux etats couples, 1'un etant stable (\a,N)), 1'autre
instable (\b,N - 1)). Nous avons deja etudi6 un tel probleme dans le
paragraphe C.3 du chapitre III et montre que 1'evolution dans la
multiplicit6 des deux etats etait decrite par un hamiltonien effectif non
hermitique. II nous faut done ici resoudre le systeme d'equations :

avec la condition initiale ca(0) = 1 cb(Q) = 0, et en deduire
K(T) = F\cb(r)\2. On trouve ainsi, pour une excitation resonnante

(Nous supposons A 2 > 0 , c'est-a-dire f l \ ^ F/2. Sinon, il faut changer
le signe de A 2 et remplacer sin par sh).

La fonction K(T) caracterise la repartition des delais r entre deux
emissions successives. Considerons maintenant la succession des ins-
tants aleatoires t1,t2...tn... ou 1'atome a emis spontanement des photons
au cours de sa cascade radiative. L'instant tn d'emission du n'eme photon
est correle avec 1'instant tn_1 d'emission du photon precedent. C'est
1'effet de degroupement mentionne plus haut. Par centre, les intervalles
Tn = tn-tn_l et rn_\ — tn_l — tn_2 sont des variables aleatoires
independantes puisque, apres 1'emission d'un photon a 1'instant
f n _ i , le systeme repart d'un etat de type \a,N) independamment de
tout ce qui s'est passe avant tn_1. La connaissance de la repartition
K(T) des delais entre deux emissions successives est done suffisante
pour caracteriser les proprietes statistiques du processus aleatoire
forme par la succession des instants d'emission. Si les photons emis sont
observes avec un photodetecteur et si 1'efficacite TJ du detecteur est
connue, on congoit aisement qu'il soit possible de calculer, a partir de
TJ et de K(T), toutes les caracteristiques du nombre de photons detectes
pendant un temps T (signaux de comptage de photons) (*).

Dans le paragraphe E.3, nous calculerons le signal de correlation de

(*) Voir par exemple, S. Reynaud, Ann. Phys. Fr, 8, 315 (1983).
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photons a partir de 1'equation pilote de 1'atome habille. Nous justifie-
rons ainsi de maniere precise 1'introduction de la fonction K(T) et
toutes les images physiques que nous venons de donner.

3. La cascade radiative dans la base des niveaux habilles

a) TRANSITIONS PERMISES ENTRE NIVEAUX HABILLES

Pour trouver les transitions spontanees permises entre niveaux
habilles, il faut determiner les paires de niveaux habille"s entre lesquels
le dipole atomique d a un element de matrice non nul. Nous avons vu
dans le paragraphe C.2 precedent que, dans la base non couplee,
d ne peut relier que les deux niveaux \b,N) et \a,N) appartenant a
deux multiplicites adjacentes S'(N) et $(N - 1) (fleche en traits tiretes
de la figure?). Or, les deux niveaux |1(AO> et |2(7V)> de &(N) sont
tous les deux « contamines » par \b,N) (voir (B.20)). De meme, les
deux niveaux \l(N - 1)> et \2(N - 1)> de &(N - 1) sont tous deux
contamines par \a,N} . On en conclut que les quatre transitions reliant
les deux niveaux habilles de deux multiplicites adjacentes sont toutes
permises (fleches ondulees de la figure 7). Par centre, comme les deux
etats |1(AO) et |2(AO) ne sont pas contamines a la fois par
\a,N) et \b,N), il n'y a pas de transition permise entre les deux
niveaux habilles |1(./V)) et \2(N)} d'une meme multiplicite. On
montrerait de meme qu'il n'y a pas de transitions permises entre
g(N) et g(N -p) s i^^l .

Figure 7. Transitions spontanees permises entre niveaux non couples
(partie de gauche) et niveaux habilles (partie de droite).
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Quantitativement, les quatre elements de matrice de transition entre
|/(AO) et \j(N - 1)> sont proportionnels aux Elements de matrice
(i(N) \£f+ \j(N - 1)). Pour N variant dans 1'intervalle AN autour de
( N ) , on peut utiliser 1'expression (B.20) des etats | i (Af )> . Les
elements de matrice entre (i(N)\ et |;(N-1)> de 1'operateur
y+ defini en (B.10) sont alors independants de N, et sont notes
(Sf+)ij. Us valent:

b) TRIPLET DE FLUORESCENCE

Les frequences centrales des raies emises spontanement dans les
transitions permises de la figure 7 valent:

Le point de vue de 1'atome habille permet ainsi de comprendre tres
simplement la structure en triplet du spectre de la lumiere de
fluorescence, forme d'une raie centrale en a)L et de deux bandes
laterales en a> L ± il.

Pour determiner les largeurs de ces trois raies, il ne suffit pas de
calculer la largeur naturelle de chaque niveau habille, qui est egale a la
probabilite par unite de temps d'emission spontanee d'un photon a
partir de ce niveau (donnee par la regie d'or de Fermi). En effet,
comme le diagramme des niveaux de 1'atome habil!6 est periodique, des
transferts de coherence peuvent se produire (comme pour Poscillateur
harmonique ; voir complement BIV, § 3.b) entre paires de niveaux
correspondant a la meme frequence de Bohr. Nous verrons plus loin
comment la resolution de 1'equation pilote de 1'atome habille permet de
resoudre ce probleme. Nous obtiendrons egalement pour les poids des
raies des expressions simples en termes de populations des niveaux de
depart et de taux de transition.

c) CORRELATIONS TEMPORELLES ENTRE PHOTONS DE FLUORESCENCE
FILTRES EN FREQUENCE

Supposons n > r. Les trois raies du triplet, dont nous verrons plus
loin qu'elles ont une largeur de 1'ordre de F, sont alors bien s6parees.
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En interposant devant le detecteur a bande large qui observe la lumiere
de fluorescence un filtre en frequence de largeur 6o> telle que

et dont la frequence centrale coincide avec a>L, a)L + fl ou <OL - O, on
peut determiner dans quelle raie du triplet le photon detecte a ete 6mis
tout en conservant une resolution temporelle meilleure que F~l.

Pour interpreter les signaux observes dans de telles conditions,
1'image de la cascade radiative entre niveaux habilles est particuliere-
ment commode. Par exemple, dans la cascade representee sur la
figure 8, le systeme partant de 11(AO) emet un photon o»L + f l , ce qui
1'amene en \2(N - 1)), puis un photon o>L — /2, ce qui 1'amene en
\1(N — 2 ) ) , puis un photon COL, ce qui 1'amene en | l (Af -3 )> . . .

Figure 8. Cascade radiative dans la base des niveaux habilles.

L'image precedente permet de comprendre simplement les correla-
tions temporelles entre photons emis dans les diverses raies du triplet.
Ainsi, apres emission d'un « grand » photon (a)L + f l ) , 1'atome habille
est dans un niveau de type 2 a partir duquel il ne peut emettre qu'un
« petit » photon (<OL — 12) ou un « moyen » (COL). Entre deux emissions
de grands photons (WL + /2), il doit done y avoir necessairement
emission d'un petit (o>L - 12), ce qui ramene 1'atome habille d'un
niveau de type 2 a un niveau de type 1. Les correlations entre photons
CUL + n et O)L — O ont pu etre observees experimentalement (*).

(*) A. Aspect, G. Roger, S. Reynaud, J. Dalibard and C. Cohen-Tannoudji, Phys.
Rev. Lett. 45, 617 (1980).
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Remarque

Revenons a 1'effet de degroupement de photons observable avec un
detecteur a bande large (voir § C.2.b plus haul). Comment apparait-il dans
la base des niveaux habilles ? Immediatement apres la detection d'un
photon par un detecteur a bande large, on sait que le systeme est dans un
etat ne contenant que a, par exemple \a,N). Or, l'6tat \a,N} est une
superposition lineaire des deux niveaux habilles 11(7V — 1)) et
\2(N - 1)> qui ne rayonne pas. L'evolution ulterieure fait varier la
difference de phase entre |1(7V — 1 ) ) et | 2 (Af- l ) ) a la vitesse
fi et rend possible a nouveau 1'emission de lumiere. En d'autres termes,
les oscillations de Rabi observees sur la population de \b,N) , et done sur
le taux d'emission, apparaissent dans la base habillee comme un signal de
battements quantiques, la coherence initiale entre les deux niveaux de
§ (N - 1) etant prdparee percusionnellement par la detection du premier
photon. En mettant devant le detecteur des filtres du type de ceux
envisages dans ce paragraphe, on supprime ces battements de la meme
maniere que, dans une experience de battements quantiques, toute
tentative de determiner a partir de quel niveau le photon est emis supprime
1'effet d'interference qui est a 1'origine du battement.
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D - EQUATION PILOTE DE L'ATOME HABILLE

Dans le paragraphe E-l-a du chapitre IV, nous avons etabli 1'equation
pilote qui decrit 1'emission spontanee d'un atome a deux niveaux
a et b. Pour la discussion de cette partie D, il est utile de rappeler cette
equation et de l'e"crire sous forme operatorielle

Dans (D.I), crA est 1'operateur densite atomique, HA 1'hamiltonien
atomique (B.4), y+ et £f _ les op6rateurs donnes plus haut en (B.I0).
La projection de (D.I) sur la base { |a), |£) } donne

qui sont bien les equations (E.5) et (E.6) du chapitre IV (nous
supposons les deplacements radiatifs reinclus dans &>0).

Dans cette partie D, nous generalisons 1'equation (D.I) pour le
systeme atome + mode laser, c'est-a-dire pour l'atome habille d'hamil-
tonien HAL = HA + HL + VAL. Nous commengons (§1) par 6tablir la
forme gen6rale de 1'equation pilote dans le cadre de 1'approximation
des vitesses de variation independantes. Nous projetons ensuite cette
Equation sur la base des niveaux habilles et interpretons physiquement
les resultats obtenus a la limite seculaire H ^> F (§2). Nous montrons
enfin qu'un etat quasi stationnaire peut etre defini pour la cascade
radiative de 1'atome habille (§ 3).

1. Forme generate de 1'equation pilote

a) APPROXIMATION DES VITESSES DE VARIATION INDEPENDANTES

La discussion physique du paragraphe C-l ci-dessus montre que, si la
condition rc <^ 17 ~ ! est verifiee, les photons laser restent « spectateurs »
au cours d'un processus e!6mentaire d'emission spontanee, car 1'oscilla-
tion de Rabi de frequence /2 n'a pas le temps de s'effectuer pendant le
temps de correlation TC d'un tel processus. Par centre, entre deux
processus d'emission spontanee, le couplage VAL entre l'atome et les
photons laser a le temps de se manifester. L'approximation des vitesses
de variation independantes consiste a aj outer independamment les
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vitesses de variation de I'op6rateur densite crAL de 1'atome habille, dues
respectivement aux processus d'absorption et d'emission induite d'une
part, d'emission spontanee d'autre part, et calcu!6es comme si chaque
type de processus agissait seul. Nous generalisons ainsi 1'equation (D.I)
sous la forme

II convient de noter la presence de HAL (qui contient VAL) dans le
premier terme, au lieu de H£\ Nous reviendrons plus loin (voir
remarque du paragraphe D-2-b et complement BVI) sur les corrections
qui peuvent etre apportees a 1'approximation des vitesses de variation
independantes.

Les deux derniers termes de (D.3) decrivent 1'effet de 1'emission
spontanee. Par projection sur la base non couplee des 6tats propres de
HA + HL, ils donnent

On retrouve bien les memes equations que pour <rA tout seul (voir
(D.2)), les nombres quantiques N et N' des photons laser n'6tant pas
changes lors du processus.

A partir de maintenant, et pour simplifier les notations, nous ecrirons
cr 1'operateur densit6 de 1'atome habille au lieu de crAL.

b) COMPARAISON AVEC LES EQUATIONS DE BLOCK OPTIQUES

Posons

Les Equation du mouvement de <5+ > , (S_ > , <5Z> peuvent etre
obtenues a partir de (D.3). On peut verifier aisement que ces equations

(*) Les operateurs S? + de (D.3) doivent etre aussi compris comme les produits
tensoriels des operateurs (B.10) par 1'operateur unite du mode laser.
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coincident exactement avec les equations de Bloch optiques (A. 18) du
chapitre V. Pour les termes d'emission spontanee, un tel resultat n'est
pas surprenant, compte tenu de la similarite entre (D.2) et (D.4). Pour
les termes d'absorption et d'emission induite (contribution du premier
terme de (D.3)), il suffit de noter que la restriction de HAL dans une
multiplicity $(N) de 1'atome habille est representee, a un terme
constant pres, dans la base { \b,N), \a,N + 1) } par la matrice

Or, nous avons introduit dans le chapitre V une representation
geometrique de 1'oscillation de Rabi (associee aux processus d'absorp-
tion et d'emission induite) en termes de spin fictif couple a des champs
magnetiques (voir paragraphe A-4 du chapitre V). II est facile de voir
que la matrice (D.6) coincide avec celle qui represente, dans le
re"ferentiel tournant OXYZ, 1'hamiltonien d'interaction du spin fictif
avec le champ efficace Be (voir figure 1 du chapitre V). II existe done
une analogic etroite entre les niveaux habilles \l(N)) et \2(N)) d'une
multiplicite $(N) de 1'atome habille" et les etats propres du spin fictif le
long de la direction du champ efficace Be. L'angle 2 6 introduit en
(B.21) correspond d'ailleurs a Tangle entre les deux champs Be et
b0 de la figure 1 du chapitre V.

Nous avons ainsi montre que les equations de Bloch optiques du
chapitre V sont contenues dans les equations plus generates (D.3). II ne
faut pas perdre de vue cependant que 1'operation de « reduction »
associee a (D.5) (sommation sur N) « condense » toutes les multiplicites
&(N) en une seule, et fait done perdre 1'image de la cascade radiative
g(N) -~ £(N - 1) — &(N - 2)... et toutes les interpretations physi-
ques simples qui en decoulent (voir partie precedente C).

2. Equation pilote dans la base des niveaux habilles a la limite seculaire

a) AVANTAGES DE LA BASE COUPLEE A LA LIMITJE SECULAIRE

L'equation operatorielle (D.3) peut etre projetee sur n'importe
quelle base. La base des niveaux habilles est particulierement commode
pour le premier terme de (D.3) puiqu'elle diagonalise HAL. Par contre,
les deux derniers termes de (D.3) donnent dans cette base des
equations moins simples que (D.4). Apparaissent en particulier des
couplages entre les populations des niveaux habilles et les coherences
entre deux niveaux.

La situation se simplifie cependant si 1'ecart hO entre les deux
niveaux d'une multiplicite est grand devant fiF. On peut en effet
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negliger alors les couplages « non seculaires » entre populations et
coherences et retrouver des images physiques simples en termes de taux
de transfert par emission spontan6e entre niveaux habilles. Dans toute
la suite de cette partie nous supposerons done

b) EVOLUTION DES POPULATIONS

Projetons 1'equation (D.3) sur |i(AO) a droite, (i(N)\ a gauche
(avec / = 1 ou 2). En negligeant les couplages non-s6culaires entre
populations et coherences, nous obtenons pour la population

du niveau habille |i(AO> 1'equation devolution

ou les taux de transition

valent, compte tenu de (C.4)

L'interpretation de 1'equation (D.9), ecrite pour / = 1

est tres claire (voir Fig. 9.a). Le niveau |1(AO> se d6sexcite par
emission spontanee vers les niveaux |1(N-1)) (avec un taux
r^j) et \2(N - 1)> (avec un taux r^) et est aliment6 a partir des
niveaux \1(N + 1)) (avec un taux F1 ±) et \2(N + 1)) (avec un taux
*\-i).

Remarque

Au lieu de deduire (D.9) de (D.3), on pourrait utiliser les 6quations
generates (C.7) et (C.5) du chapitre IV. Les expressions (D.ll) des taux
de transition ne seraient alors retrouvees que si la densit6 spectrale des
fluctuations du vide (qui varie en w3) peut 6tre conside're'e comme
constante d'une composante & 1'autre du triplet de fluorescence, c'est-a-
dire si
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Figure 9 : a - Transferts de populations responsables de la variation de la
population du niveau |1(./V)>
b - Transfer! de coherence de $(N + 1) vers $(N).

La condition (D.13) n'est autre que la condition de validite" (C.I) de
1'approximation des vitesses de variation independantes (puisque
TC^ OQI). On voit ainsi qu'en utilisant directement les resultats g6neraux
du chapitre IV, on pourrait corriger 1'approximation prec6dente et obtenir
une equation pilote pour remission spontanee de 1'atome habille, plus
generate que celle deduite de (D.I) et (D.3).

c) EVOLUTION DES COHERENCES - TRANSFERTS DE COHERENCE

La projection de (D.3) a droite sur \2(N)), a gauche sur (1(AO|
donne

ou

est la demi-somme de I'ensemble des taux de transition hors des
niveaux |1(W)> et \2(N)) et ou

Le premier terme du second membre de (D.14) decrit revolution
propre de la coherence (1(AO \cr \2(N}} a la frequence 17. Le second
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decrit 1'amortissement du aux transitions radiatives des deux niveaux
concernes vers les niveaux inferieurs de g(N - 1). Le dernier terme
decrit enfin un transfert radiatif de coherence de $(N + 1) vers
$(N) (voir Fig. 9.b). Comme pour 1'oscillateur harmonique (voir
complement BIV, § 3-b), il est du a la periodicite du diagramme
d'energie qui donne naissance a des coherences de meme frequence.

Remarque
II est possible egalement de considerer des coherences entre niveaux
appartenant a des multiplicites differentes (avec \N — N'\ <$ AN). Par
exemple, on obtient pour 1'equation devolution de (1(AO | or \2(N')}
1'expression

ou r\2, qui est la demi somme des taux de transition de |1(N)) vers
|1(N-1)> et |2(N-1)> et de |2(N')> vers |1(AT-1)> et
\2(N' - 1)>, est 6gal a F12 et ou

On en deduit que, au terme devolution propre pres, les coherences
<l(AO|o-|2(AO> et <l(^)l° r |2(N)> obeissent aux memes equations
devolution. Une demarche analogue permettrait de montrer que les
coherences <i(N) | a | /(N')> avec i = 1,2 obeissent, au terme devolution
propre pres, aux memes equations que les populations
</(AOMi(AO> =ir,w.

d) POPULATIONS REDUITES ET COHERENCES REDUITES

Les equations d'evolution des grandeurs « reduites »

se deduisent aisement des equations (D.9) et (D.14).
Pour les populations reduites TTI et ir2» on obtient
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La solution stationnaire de ces equations

obeit a 1'equation

dite de « bilan detaille » et bien sur a la condition de normalisation

Quant au regime transitoire, il s'ecrit

ou la constante de temps T^ est 1'inverse de

La coherence reduite cr12 obeit a 1'equation devolution

ou le taux d'amortissement rcoh vaut

(on a utilise (D.15) et (D.16)). II convient de noter 1'importance du
terme de transfer! ( - Ku) qui entraine que rcoh ne se reduit pas
simplement a Fu = F/2.

Remarque

Nous avons vu plus haut (§ D-l-b) que 1'operation de rdduction (D.5) dans
la base non couptee redonnait les Equations de Bloch optiques habituelles.
Nous faisons ici en (D.19) une reduction dans la base des niveaux habil!6s.
On peut montrer que les Equations obtenues (D.20) et (D.26) coincident
exactement avec les equations de Bloch optiques, moyennant les deux
transformations suivantes.
Les equations de Bloch doivent etre ecrites, non dans la base { | ± ) } des
etats propres de Sz, mais dans la base des etats propres du spin fictif le long
du champ efficace Be (Fig. 1 du chapitre V). Un tel changement de base
revient £ diagonaliser la partie hamiltonienne des equations de Bloch
optiques.
Dans cette nouvelle base, les termes de relaxation dus a 1'emission



VI.D.3 Equation pilote de 1'atome habtlle 415

spontande sont moins simples que dans la base { | ± ) }. Pour retrouver
(D.20) et (D.26), il faut ne garder que les termes de relaxation s6culaires
(dans la nouvelle base).
Comme plus haut, il ne faut pas perdre de vue que la r6duction (D.19) fait
perdre 1'image de la cascade radiative dans la base des niveaux habilles
(voir Fig. 8).

Plus generalement, on peut considerer les coherences reduites

faisant intervenir des coherences entre niveaux appartenant a des
multiplicites differentes, separees de qha)L. Les equations (D.17),
(D.18) et (D.27) entrainent alors que

Au terme d'evolution propre pres, les coherences reduites cr$ et
o-12 definie en (D.19.b) obeissent aux mdmes Equations d'evolution. On
montrerait de meme que cr$ obeit a 1'equation d'evolution

et que les deux coherences reduites cr$ avec / = 1,2 obeissent aux
equations couplees

tout a fait analogues aux equations d'evolution (D.20) des populations
reduites.

3. Etat quasi stationnaire pour la cascade radiative

a) MATRICE DENSITY INITIALS

A 1'instant initial t = 0,1'atome dans 1'etat |a> est mis en presence du
mode laser dans Petat <rL, de sorte que 1'operateur densite du systeme
global est

Supposons que 1'etat crL soit un etat coherent |a) <a | avec
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(nous avons suppose a reel). La distribution initiale po(N) du nombre
de photons laser

est alors centr6e en ( N ) = a2 et a pour largeur AN = \/ ( N )
satisfaisant a (B.2). A partir de (D.32), (D.34) et (B.20), on peut
calculer toutes les valeurs initiales des elements de matrice de
<r. Par exemple

Si Ton considdre des coherences entre multiplicite's voisines
(\N - N'\ <3 AN), le radical de (D.35) peut £tre approxim£ par
pQ(N), de sorte que (l(N)\cr(0)\2(N')) est voisin de
<l(AO|cr(0)|2(AO>. Plus generalement, pour \N -N'\ petit, on a

b) REGIME TRANSITOIRE ET ETAT QUASI STATIONNAIRE

Soit o-N(t) la restriction de o-(r) dans la multiplicite &(N) des deux
6tats |1(AO) et |2(A r)>. D'apres ce qui precede, 1'evolution de
crN(t) doit refleter 1'existence de deux phenomenes. Tout d'abord, on
doit retrouver 1'evolution transitoire de la matrice densite reduite
introduite au paragraphe D-2-d : les populations et coherences reduites
doivent tendre vers leurs valeurs stationnaires Trf, 77-1' (donnees en
(D.21)) et a-"2 = 0 avec des constantes de temps -T^* et F~0^ de 1'ordre
de .T"1. Ensuite, comme des photons laser sont absorbes en perma-
nence, la distribution p(N) du nombre de photons laser doit se de"placer
vers le bas. Pendant un temps T, 1'ordre de grandeur de ce deplacement
est rr.

Des que FT>\, la matrice densite reduite a atteint son etat
stationnaire. Comme {N} et AN sont tres grands devant FT (condition
(B.I)), on peut negliger le d6placement vers le bas de la distribution
Po(N) et considerer un etat quasi stationnaire pour la cascade dans
lequel

Remarques

(i) Un tel etat quasi stationnaire peut etre considere comme resultant d'un
equilibre dynamique. Revenons a la figure 9.a. Quand N varie de
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± 1, p0(N) varie tres peu et (D.37) entraine que ir,.(w +1} = T ,•(#>• L'annula-
tion de ^K^ dans 1'etat quasi stationnaire resulte tout d'abord du fait que
ce qui arrive de |1(W + 1)> est compense par ce qui part vers
|1(N - 1)>. Ensuite, la condition de bilan d6tail!6 (D.22) pour irf et
TT^ entraine, compte tenu de (D.37), que ce qui arrive de \2(N + 1)> est
compense par ce qui part vers \2(N - I ) ) - Le niveau |1(N)) est done
travers6 par des flux de populations qui s'equilibrent a zero.

(ii) Nous n'avons consid6re ici que 1'etat quasi stationnaire de
<i(#)kl;W>- Pour obtenir celui de ( i ( N ) \ < r \ j ( N ' ) ) , il suffit de
noter que les deux dements de matrice ob6issent aux memes equations
devolution, au terme d'evolution propre pres (voir remarque, § D-2-c), et
que leurs valeurs initiales sont identiques (voir (D.36)). Dans le regime
quasi stationnaire leurs valeurs ne different done que par 1'exponentielle
d'evolution libre. En particulier
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E - ETUDE DE QUELQUES APPLICATIONS

1. Largeurs et poids des diverses composantes du triplet de fluorescence

Comme premiere application de la methode de 1'atome habille, nous
determinons les largeurs et les poids des trois composantes du triplet de
fluorescence emis par 1'atome. Nous repartons pour cela de 1'expression
du spectre en regime stationnaire (voir formules (D.8) et (A.15) du
chapitre V)

La moyenne est prise ici dans 1'etat quasistationnaire defini plus haut
(§ D-3). La normalisation de «/(w) a ete choisie de facon que 1'intensite
totale

corresponde au nombre de photons emis par seconde.
Pour evaluer la moyenne a deux temps qui figure dans la deuxieme

ligne de (E.I), nous utilisons le theordme de regression quantique qui
dit que, pour r > 0, (&'+ (j}^- (0)> evolue comme (<9% (T)) . II nous
faut done commencer par etudier 1'evolution de (Sf + (T)) , c'est-a-dire
encore celle du dipole moyen.

«) EVOLUTION DU DIPOLE MOYEN

Dans la base des niveaux habilles, l'ope"rateur y+ s'6crit, avec les
notations introduites en (C.4)

c'est-a-dire encore

avec

L'interet de la decomposition (E.4) est que les trois termes du second
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membre contribuent au dipole moyen avec des frequences propres
diff6 rentes.

Commencons par exemple par calculer la valeur moyenne de
yf. II vient

ou er^P est une coherence reduite du type de celles introduites plus haut
en (D.28) et dont 1'equation devolution est, d'apres (D.30), donne par

L'utilisation de (E.7) dans (E.6) montre alors que

La composante (^^(T)) du dipole moyen evolue done a la frequence
a)L + fi et est amortie avec un taux egal ^ rcoh. Un calcul analogue
donne pour (^(r))

Considerons maintenant la valeur moyenne des operateurs &"+
apparaissant dans le dernier terme de (E.4)

En utilisant les equations d'evolution (D.31) des coherences reduites
o-M et le fait que, d'apres (C.4.a) et (C.4.b) (5^+)n = - («^ + )22> on
obtient pour les valeurs moyennes (^^(T)) et (C^+^T)) les equations
d'evolution couplees

La matrice 2 x 2 associee a un tel systeme Iin6aire a pour valeurs
propres ia)Leti<t>L — F^ ou F^ est donne en (D.25). On en deduit
que, apres un regime transitoire, amorti avec un taux F^p, les valeurs
moyennes (&"+(T)) tendent vers un regime stationnaire (ou plus
exactement d'oscillation forcee) donne, d'apres (E.10) et (D.39) par
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b) LARGEURS ET INTENSITES DBS RAIES LATERALES
Consid6rons maintenant la contribution de chacim des termes de

(E.4) au spectre (E.I). Le premier, ^j^r), donne naissance a la
moyenne a deux temps (yj^r) y_(0)). Le th6oreme de regression
quantique indique que, pour r > 0, cette moyenne a deux temps ob6it a
une Equation devolution identique £ celle de la moyenne £ un temps
(y+^r)). L'utilisation de (E.8) donne alors pour r >0:

Equation dont la solution est

Le report de (E.14) dans (E.I) donne

c'est-a-dire une raie lorentzienne centred en <OL + f), de largeur totale
a mi-hauteur 2 Tcoh et de poids (*) T (&>¥&_ > egal d'apres (E.5) ^

Or, d'apres (D.38), (2(N)\a-\l(N)) est nul dans le regime quasi
stationnaire. On en d^duit, compte tenu de (D.37) et (D.10)

L'interpr6tation physique d'un tel r6sultat est tres claire. La raie
(oL + fi est 6mise dans une transition |l(Af)) -* |2(A^ - 1)> (voir
(C.5)). Le poids de la raie est le produit de la population des niveaux de
d6part |1(AO> par le taux F1_2 des transitions |l(Af)> -* |2(^V - !)>•

Un calcul tout a fait analogue donnerait pour 1'autre raie Iat6rale en
a>L - n une lorentzienne centred en COL — f l , de largeur totale ^ mi-
hauteur 2 r^j, et de poids

(*) Compte tenu de (E.2) et (E.15), le poids d'une raie du triplet est le nombre de
photons emis par seconde dans cette raie.
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Ce poids est egal a celui de 1'autre raie laterale donne par (E.17),
d'apres la condition de bilan d6taille (D.22). Comme les deux raies
laterales ont meme poids et meme largeur, le spectre de fluorescence
est symetrique par rapport a <«JL.

c) STRUCTURE DE LA RAIE CENTRALE

Le dernier terme de (E.4) donne naissance a la somme des deux
moyennes a deux temps («^+(T) 5^_(0)>, avec i = 1,2. Pour T >Q,
ces deux moyennes a deux temps obeissent, d'apres le theoreme de
regression quantique, a des equations devolution couplees

faisant intervenir les memes coefficients que les equations devolution
(E.ll) relatives aux moyennes a un temps (^"(T)). Comme les
valeurs propres de la matrice (B^ sont egales a ia>L et icoL — -T^, on en
deduit que la contribution du dernier terme de (E.4) est de la forme
g6nerale

Le dernier terme de (E.20), reporte dans (E.I), donne naissance a la
composante coherente (ou elastique) du spectre de fluorescence

de poids FB. Quant au premier terme, il fait apparaitre la composante
centrale inelastique du triplet de fluorescence, centree en &>L, de poids
FA et de largeur totale a mi-hauteur 2 /"pop-

Pour calculer A et B, faisons tout d'abord T = 0 dans (E.20). II vient

Un calcul analogue a celui conduisant de (E.16) a (E.17) donne alors
pour le poids total F(A + B) des deux raies centrees en o>L le resultat

L'interpretation de (E.23) est analogue a celle donnee plus haut pour
(E.16). Faisons enfin T > r^p dans (E.20). Le premier terme du
second membre de (E.20) est alors nul et les deux operateurs du
premier sont decorre!6s de sorte que
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d'apres (E.12). Or, d'apres (E.8) et (E.9), seul le dernier terme de
(E.4) contribue a <^+(0))5* qui est done egal au complexe conjugue
du terme entre crochets de (E.24). On en deduit, en utilisant le fait que
(^+)22 = - (&'+)n> te poids FB de la raie coherente

Finalement, la methode de 1'atome habille nous a permis d'obtenir
des expressions analytiques pour toutes les caracteristiques (largeurs et
poids) des raies du spectre de fluorescence, dans la limite seculaire
fl > F ou ces raies sont bien separees. En utilisant les expressions
(D.25) et (D.27) de T^ et rcoh, ainsi que la definition (B.21) de
9, on peut retrouver tous les resultats obtenus dans le paragraphe D-3-c
du chapitre V pour les largeurs des raies du spectre dans les deux limites
/2j > F, <i)L — O)Q d'une part, \SL\ §> fll,F d'autre part. Nous obte-
nons ici en plus des expressions tres physiques pour les poids des raies
(voir (E.17), (E.I8) et (E.23)) en termes de populations de niveaux
habilles et de taux d'6mission spontanee.

2. Spectre d'absorption d'un second faisceau laser sonde

a) PROBLEIME PHYSIQUE CONSIDERS

En plus du faisceau laser a a>L, en general intense, qui perturbe
1'atome sur la transition a -~- b de frequence o>0, nous considerons
maintenant un second faisceau laser, d'intensite tres faible, et dont la
frequence w est voisine, soit de o>0 (Fig. 10.a), soit de la frequence
co 'Q d'une autre transition b -»- c partageant un niveau commun
(b) avec la precedente (Fig. 10. p).

Figure 10. Le second faisceau laser, de frequence o>, sonde, soit la transition
a ~*b d6ja perturb6e par le premier laser de frequence u>L (Fig. a), soit la
transition b ~~ c (Fig. 3).
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L'absorption du faisceau laser sonde est mesuree au moyen d'un
detecteur. Nous nous proposons d'etudier ci-dessous la modification du
spectre d'absorption du faisceau sonde due a la presence du faisceau de
frequence a>L.

b) CAS OU LES DEUX LASERS EXCITENT LA MEME TRANSITION

Comme le second faisceau laser est tres peu intense, nous negligeons
toute perturbation introduite par ce faisceau sur les positions, largeurs
et populations quasi stationnaires des niveaux de 1'atome « habille par
les photons <UL». La figure 11 represente les multiplicites $(N) et
£(N - 1) de cet atome habille. Les ronds schematisent les populations
TTf pQ(N) et IT* PQ(N) des niveaux de type 1 et 2 dans le regime quasi
staticnnaire. Nous avons suppose 5L <0 (<OL < o>0), de sorte que le
niveau 11(N)> , qui est plus contamine par \b,N) que |2(N)> , est plus
instable et done moins peuple (TT^ < TT^}.

Figure 11. Niveaux habilles et populations quasi stationnaires du systeme
atome + photons <DL. Les fleches onduldes indiquent les transitions qui sont
sendees par le second faisceau laser.

Les transitions qui sont « sendees» par le second faisceau laser
correspondent aux paires de niveaux habilles entre legquels le dipole
atomique d a un element de matrice non nul. Ce sont done les memes
que celles qui interviennent dans le triplet de fluorescence, et elles sont
representees par des fleches ondulees sur la figure 11. Sans entrer dans
le detail des calculs (tres analogues en fait a ceux du paragraphe E-l
precedent), on comprend alors tout de suite que la transition
|1(N)) -~. |2(JV — 1)) (de frequence o>L + Cl} est absorbante puisque,
le niveau inferieur etant plus peuple que le niveau superieur, les
processus d'absorption \2(N - 1))-*|1(N)) 1'emportent sur les proces-
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sus d'emission induite \1(N))-+\2(N — 1)). Ces conclusions sont
inversees pour la transition \2(N))^\1(N -1)) (de frequence
o)L — n) qui est amplifiante puisque le niveau superieur est plus peuple
que le niveau inferieur. Enfin, les deux transitions
|/(AO) —• \i(N - 1)) avec / = 1,2 (de frequence &>L) ne conduisent a
aucune amplification ni aucune absorption puisqu'elles relient des
niveaux egalement peup!6s (*).

La methode de 1'atome habille permet ainsi de prevoir tres simple-
ment que pour <OL < o>0 et a la limite seculaire (O > JT), le spectre
d'absorption du faisceau sonde sur la transition a *». b se compose d'une
raie d'absorption, centree en o>L + n, de largeur 2rcoh (taux d'amortis-
sement des coherences reduites cr12), et de poids rl^2(

7r2 ~~ """D* et

d'une raie amplifiante, centree en o>L - 13, de largeur 2rcoh et de poids
JY_iOr?-*?)(**).

Remarques

(i) Les resultats precedents peuvent £tre interpretes perturbativement & la
limite «J0 — <HL > /}1; f. Les niveaux |1(JV)) et |2(N-1)) different
alors tres peu de \b,N) et \a,N), de sorte que la raie d'absorption
|2(N — !))_* |1(N)), dont la frequence est tres proche de o>0, corres-
pond a 1'absorption ordinaire a -~b (a 1'ordre 0 en nl/(<oQ — WL)). Par
centre, la transition |2(N)> -*- |1(^V — 1 ) ) , dont la frequence est tres
voisine de 2o> L - a> 0 , fait intervenir la contamination de |2(Ar)) par
\b,N) et celle de 11(^V — 1)) par \a,N) . Cette transition est done au
moins d'ordre 2 en 12!/(<«>0 — o>L). Le mecanisme d'amplification est lie a
un processus a trois photons : passage de 1'atome de a a b par absorption
de deux photons laser <aL et emission stimu!6e d'un photon 2a>L — o>0 (voir
figure 28 du chapitre II).

(ii) Les resultats mentionnes ci-dessus ne sont evidemment valables que
pour un ensemble d'atomes immobiles. Lorsque Ton tient compte de la
distribution des vitesses, de nouveaux effets apparaissent puisque, pour
chaque classe de vitesse, les faisceaux habillant et sonde voient leur
frequence deplac6e par effet Doppler. La situation ou ces deux faisceaux
ont meme frequence et se propagent en sens opposes (geometric de la
spectroscopie d'absorption saturee) est dtudiee dans 1'exercice 20 a la
limite ku §> fi} > F (ku etant la largeur Doppler de la transition). On
montre notamment dans cet exercice que, meme lorsque o> = w L = a > 0 , le
milieu n'est pas totalement transparent pour le faisceau sonde.

(*) Ces resultats ne sont valables que dans le cadre de 1'approximation seculaire. Les
termes non seculaires donnent naissance a des processus d'amplification ou d'attenuation
pour | (a L — a) | ~ F. Leur importance est toutefois plus faible, par un facteur
r/flj. Pour plus de details, voir: B.R. Mollow, Phys. Rev. AS, 2217 (1972);
G. Grynberg, E. Le Bihan et M. Pinard, J. Physique, 47, 1321 (1986) ; M.T. Gruneisen,
K.R. MacDonald and R.W. Boyd, J.O.S.A. B 5, 123 (1988).

(**) Ces effets ont ete observes experimentalement. Voir par exemple F.Y. Wu,
S. Ezekiel, M. Ducloy and B.R. Mollow, Phys. Rev. Lett. 38, 1077 (1977).
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c) CAS OU LES DEUX LASERS EXCITENT DEUX TRANSITIONS PARTA-

GEANT UN NIVEAU COMMUN - EFFET AUTLER-TOWNES

Nous considerons maintenant la situation de la figure 10. (3 et suppo-
sons O)Q et o) 'Q suffisamment differents pour qu'on puisse negliger toute
perturbation produite par le laser intense de frequence o>L ~ <o0 sur le
niveau c (le laser o>L est trop loin de resonance pour la transition
b~c).

Sur la partie gauche de la figure 12, nous avons represente les niveaux
non couples \a,N + 1), \b,N) et \c,N). Comme CUL est proche de
o)0, les niveaux \a,N +1) et \b,N) sont proches et separ6s de
h\8L\ (nous supposons CUL < o>0 de sorte que \b,N) est au-dessus de
\a,N + 1». La distance entre \b,N) et \c,N) est fto>'0. Sous 1'effet du
couplage VAL, les niveaux \a,N + 1) et \b,N) donnent naissance aux
deux niveaux habilles |1(AO) et \2(N)) separes par hfl : par centre,
|c,N) qui n'est pas proche des niveaux | b , JV±l ) auxquels il est
couple reste inchange (*) (partie de droite de la figure 12).

Figure 12. Niveaux non couples (partie de gauche) et niveaux habilles
(partie de droite) permettant d'interpreter le doublet Autler-Townes (fleches
ondulees).

Les transitions, de frequences voisines de o» '0, qui sont sendees par le
second faisceau laser, sont celles qui se reduisent a la transition
|c,N> -M. |^,^V> a la limite nl = 0. Comme les deux niveaux habilles
|1(AO> et |2(N)> sont tous deux contamines par \b,N), on voit
apparaitre, pour f2l 9^0, deux transitions : \c,N) ** |1(N)) de fre-
quence w'0 - (n + 6L)/2 et |c,N> ** |2(N)> de frequence
to '0 + (12 - 8 L)/2 representees par les fleches ondulees de la figure 12.

Ainsi, la methode de 1'atome habille permet de prevoir simplement
que 1'excitation par un laser intense d'une transition a ~. b dedouble la

(*) Ces couplages non resonnants introduisent en fait un leger deplacement lumineux
de 1'etat |c,A^> que nous negligerons ici.
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raie d'absorption d'un second faisceau laser sonde sur une autre
transition b ,**. c partageant un niveau commun avec a •**. b. Le doublet
correspondant est appele « doublet Autler-Townes» (*). Si, /2j etant
fixe, on fait varier u>L - <u0, 1'ecart entre les deux composantes du
doublet varie et passe par une valeur minimale egale a 171 pour
toL = (t>0. Si le niveau \c,N) est non peuple en 1'absence du faisceau
sonde, le poids de chaque composante \ i ( N ) ) -«. \C>N) du doublet
Autler-Townes est proportionnel au produit de la population station-
naire IT? du niveau \ i ( N ) ) (donnee en (D.21)) par le taux de transition
de |/(AO> vers \c,N) proportionnel a | (i(N)\b,N) |2. La largeur de
la raie \i(N)) -~. \c,N) est la somme de la largeur du niveau
c et de celle du niveau \ i ( N ) ) egale a £ ^j_;-

i

Remarque

Comme dans le paragraphe E-2-b precedent, il est possible de donner une
interpretation perturbative des deux raies a la limite &>0 - a>L> fl\,r. Le
niveau |1(AO) differe alors tres peu de \b,N) et la raie
11(N)> -^ | c,N) , de frequence tres proche de CD '0, correspond a 1'absorp-
tion ordinaire (d'ordre 0 en n}/(a}0 - a)L)) entre le niveau b et le niveau
c (Fig. 13.a). La transition |2(N)> — |c,N), de frequence voisine de
co'0 + w 0 - o)L, fait intervenir la contamination de |2(N)> par \b,N).
Elle est done au moins d'ordre 1 en /}j/(co0- CDL). Elle correspond au
processus d'absorption a deux photons de la figure 13.(3 ou I'atome passe
de a a c en absorbant un photon laser W L et un photon du laser sonde.

Figure 13 : Interpretation perturbative du doublet Autler-Townes a la limite
co0 — &L§> iljjS^.
a - Processus direct a un photon sonde entre b et c
p - Processus a deux photons (un photon laser et un photon sonde) entre
a et c.

(*) S.H. Autler and C.H. Townes, Phys. Rev. 100, 703 (1955). Voir aussi
C.H. Townes and A.L. Schawlow, Microwave Spectroscopy, Dover, 1975 § 10-9.
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3. Correlations de photons

Dans la partie D du chapitre V, nous avons introduit la moyenne a
deux temps

qui intervient dans la densite de probabilite de detecter, sur la lumiere
emise par 1'atome, deux photons separes par 1'intervalle T (voir la
formule (D.27) du chapitre V qui, en regime stationnaire, ne depend
que de T). Nous aliens calculer ici un tel signal de correlation de
photons et montrer que le re"sultat obtenu confirme 1'image de la
cascade radiative de 1'atome habille donnee plus haut (§ C-2).

a) CALCUL DU SIGNAL DE CORRELATION DE PHOTONS

Dans (E.26), les operateurs sont consideres dans le point de vue de
Heisenberg. Par exemple

ou H est 1'hamiltonien (A.I) du systeme global «atome + mode
laser + modes vides » et tQ un instant initial. Les etats du systeme global
seront decrits en utilisant la base non couplee \s,N; { n ^ } ), ou
s = a ou b, et ou les ni representent les nombres de photons dans les
modes autres que celui du laser. En particulier | { 0 } ) repr6sente le
vide pour tous ces modes.

Soit o-ALR(to) 1'operateur densite du systeme global (pour plus de
clarte, nous revenons dans ce paragraphic a des notations plus detaillees,
du type <rALR pour le systeme global, aAL pour le systeme
atome + mode laser...). Compte tenu de 1'invariance d'une trace par
permutation circulaire, (E.26) s'ecrit

Nous avons utilise la relation

Par ailleurs, compte tenu de (B.10) et du fait que tous les operateurs de
(E.28) agissent dans 1'espace des etats du systeme global, I'op6rateur
y.y_ s'ecrit:
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ce qui donne finalement pour la trace figurant dans (E.28)

Jusqu'ici, nous n'avons fait aucune approximation. Nous allons
maintenant negliger les correlations entre 1'atome habille (systeme
A + L) et le reservoir R des modes vides, et approximer la matrice
densite du systeme global par

ou o-AL(t) est la matrice densite de 1'atome habille. Une telle approxima-
tion a deja ete discutee en detail dans le paragraphs D-4 du chapitre IV.
Elle est justifi6e par le fait que les correlations entre A + L et le
reservoir R a 1'instant t s'evanouissent au bout d'un temps de 1'ordre du
temps de correlation rc de R et ne sont done pas importantes si on se
limite dans (E.26) a des temps T > TC. C'est d'ailleurs le meme type
d'approximation qui est utilise pour etablir le theoreme de regression
quantique.

L'approximation precedente et 1'expression (B.10) de £f± permettent
d'ecrire 1'operateur y _ aALR(t)^ + apparaissant dans (E.31) sous la
forme :

Lorsqu'on porte cette expression dans (E.31), on voit apparaitre le
produit des amplitudes de probabilite

et

Or, la premiere amplitude n'est non negligeable que si N' - 1 - N =
£«,. En effet 1'etat \a,N') appartient a la multiplicite ^(A^' - 1) de

j
1'atome habille tandis que 1'etat \b,N) appartient a la multiplicite
§ (N) et 1'ecart entre les numeros des deux multiplicity's doit correspon-
dre au nombre de photons emis spontanement. De meme, 1'autre
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amplitude n'est non negligeable que si N" — 1 — N = Y n,. On en
i

deduit que les seuls termes non negligeables provenant de la double
somme sur N' et N" de (E.33) sont les termes N' = N". Nous obtenons
finalement

b) DISCUSSION PHYSIQUE

Interpretons le terme g6neral de la somme figurant au second
membre de (E.34). Le second facteur n'est autre que la population
Tw(t) de 1'etat \b,N') a 1'instant t. Pour t -tQ> F~l, cette popula-
tion tend vers la population quasi stationnaire irb>N.. Quant au premier
facteur, il represente physiquement la probabilite &(b,N\r \a,N';Q)
pour que 1'atome habille soit dans 1'etat \b,N) a 1'instant T sachant que
le systeme est parti a 1'instant 0 de 1'etat \a,N'). Comme Involution
pendant ce temps r est due, soit aux processus d'absorption et
d'emission induite qui font osciller le systeme entre les etats \a,N'} et
| b ,N' — 1) , soit aux processus d'emission spontanee qui le font
descendre vers les multiplicites inf6rieures (voir Fig. 6),
0>(b,N;r |a,N';0) n'est non nul que si N = N1 - 1, N' - 2, N' - 3...
Finalement, nous avons montre que le signal de correlation de photons
(E.26) s'ecrit

L'interpretation physique de (E.35) est tres claire. Pour emettre le
premier photon qui est detecte a 1'instant t, 1'atome doit etre dans 1'etat
excite b. C'est la raison pour laquelle la probabilite TT^N' ^e trouver
1'atome dans 1'etat b,N' apparait dans (E.35). Immediatement apres
cette emission, 1'atome se retrouve dans 1'etat a, les photons laser
demeurant spectateurs : c'est le saut quantique b,N' -~a,N' considere
dans le paragraphe C-2-a. Pour emettre le second photon qui va etre
detecte un instant T apres le premier, 1'atome doit repasser de
a a b pendant ce temps r. Le second terme de (E.35) donne la
probabilite d'un tel passage, qui est elle-meme decomposee en plusieurs
contributions \a,N') -~ \b,N' — p) avec p = 1,2... Pour p = 1, le
second photon detecte est emis a partir de \b,N' - 1) qui appartient a
la meme multiplicite que |a,W) . Le terme/) = 1 de (E.35) correspond
done au cas ou le second photon detecte a t + T est le premier photon
de fluorescence emis apres le premier photon detecte a t. Le terme
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p = 2, qui correspond a une emission a partir de \b,N' - 2), corres-
pond au cas ou le second photon detecte" a t + r est le second photon de
fluorescence emis apres le premier photon detecte a 1'instant t, le
premier photon de fluorescence (emis a partir de \b,N' - 1» n'ayant
pas etc" detecte, et ainsi de suite... Nous voyons ainsi que le signal de
correlation de photons est parfaitement interpretable au moyen de
1'image de la cascade radiative introduite plus haut.

Montrons enfin qu'il est possible de transformer 1'expression (E.35).
Le second terme de (E.35) ne depend que de p et non de
N' (pour N' variant a 1'interieur de la largeur AN de la distribution du
nombre des photons laser). La somme sur/? de ce terme represente la
probabilite ^(b;r\a;Q) d'etre dans b a 1'instant r si Ton part de
a a 1'instant 0. La somme sur N' du premier terme de (E.35) represente
quant a elle la probabilite Trb d'etre dans l'6tat b. II est done possible
d'ecrire (E.35) sous la forme

Le resultat (E.36) aurait pu etre obtenu a partir des equations de
Bloch optiques et du theoreme de r6gression quantique (*). L'avantage
du point de vue de 1'atome habille est de conduire a des expressions
comme (E.35) ou apparaissent explicitement les contributions des
diverses etapes de la cascade radiative. En particulier, le terme
p = 1 fait apparaitre la fonction ̂ (b,N' — l;r \a,N'',0) qui est directe-
ment relic"e a la fonction K(r) introduite plus haut (§ C-2-c) et donnant
la repartition des d61ais entre deux emissions successives. On a en effet

Une telle fonction n'est pas aisement calculable a partir des equations
de Bloch optiques qui conduisent plutot a la fonction

donnant la repartition des delais entre deux emissions quelconques (non
necessairement successives).

Remarque

Comparons les deux fonctions/(r) et K(r) pour une excitation resonnante
(dL = 0) et saturante (f2l $> F). On trouve a partir des equations de Bloch
optiques

(*) Voir par exemple Cohen-Tannoudji, p. 98.
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alors que 1'expression (C.3) de K(r) donne

Pour T <^ r l, l'6mission spontanee peut Stre n6glig6e. Les deux fonctions
sont alors egales et refletent 1'oscillation de Rabi r6sonnante entre
| a , N ' ) et | b,N' - 1 > . Par centre, pour T > r~\ K(T) tend vers z6ro (la
premiere emission apres la premiere detection a surement eu lieu) alors
que J(T) tend vers F/2 qui n'est autre que F ir". En effet, {P(b;r |a;0) a
alors perdu tout souvenir des conditions initiales a T = 0 et tend vers la
population stationnaire de b.

c) GENERALISATION A UN SYSTEME A TROIS NIVEAUX: FLUORES-

CENCE INTERMITTENTE

Un autre avantage de la methode de 1'atome habille, pour 1'etude des
correlations de photons, est de pouvoir etre aisement generalisee a des
situations plus complexes que celles etudiees ici. Considerons par
exemple le cas ou deux transitions atomiques a -~- b et a ~. b' partant
toutes deux de 1'etat fondamental «, et de frequences propres
cu0 et O)'Q, sont simultan6ment excit6es par deux faisceaux laser
L et L' de frequences o>L et o>'L respectivement voisines de
o>0 et o>'0 (Fig. 14). Les largeurs naturelles des niveaux excit6s
b et b' sont notees F et T'.

Figure 14. Configuration de niveaux permettant d'observer
la fluorescence intermittente.

La fonction K(T) donnant la repartition des delais r entre deux
emissions successives (que ces emissions aient lieu sur la transition
b -^ a ou sur la transition b' -» a) peut 6tre calcule"e par une methode
tout a fait analogue a celle du paragraphe C-2-c. Considerons pour cela
1'atome habille par les deux modes laser L et L'. Les niveaux non
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couples du systeme A + L + L', reperes par les nombres quantiques
atomiques a, b ou b' et les nombres TV et N' de photons laser
a>L et w'L , se groupent maintenant en multiplicites $(N,N') de
dimension 3 :

Immediatement apres 1'emission d'un photon, 1'atome est projete dans
1'etat |«) et le systeme global se trouve par exemple dans 1'etat
\a,N + 1,/V' + 1) de #(N,N'). Les interactions entre A et L et entre
A et Z/, caracterisees par les frequences de Rabi 13, et Q\, couplent
un tel etat aux deux autres etats | b, N, N' + l)et | b', N' +l,N') de
^ (N, N') a partir desquels 1'atome peut emettre spontanement un
photon avec des taux F et F'. Tant que 1'atome n'a pas emis
spontanement de photon, le systeme reste dans la multiplicite
% (N, N') et son evolution peut done etre decrite par un hamiltonien
effectif non hermitique (voir chapitre III, § C-3). De maniere plus
precise, si

est la projection dans $(N,N') du vecteur d'etat du systeme, les
coefficients cfl, cb, cb< obeissent a des equations couplees analogues a
(C.2)

ou SL = o > L - o j 0 e t 8 ' L = o)'L- (t)'Q sont les desaccords de frequence
des deux excitations laser.

La fonction K(r) donnant la repartition des delais r entre deux
emissions successives est egale a la probabilite d'emission a 1'instant
T d'un photon pa'r 1'atome habille dans 1'etat (E.41), avec la condition
initiale | «A(0)> = |a,N + 1,AT + 1 > . Elle est done egale a

ou cb(r) et cb'(r) sont les solutions des equations (E.42) satisfaisant aux
conditions initiales ca(0) = 1, cb(0) = <v(0) = 0.

Les solutions cb(r) et ct-(r) des equations (E.42) sont des superposi-
tions d'exponentielles exp( - A ar) ou les - A a sont les racines caracte-
ristiques du systeme (E.42). Une situation particulierement interessante
est celle ou F>F ' (le niveau b' etant par exemple un niveau
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metastable de duree de vie beaucoup plus longue que celle de
b). Pour des valeurs suffisamment faibles de fi\, on trouve alors que
1'une des racines - A a fait apparaitre un temps d'amortissement (de
1'ordre de (F')"1) beaucoup plus long que les deux autres. II s'ensuit
que K(T) a alors une composante qui decroit tres lentement avec
T. Un tel resultat signifie qu'il y a une probabilite non nulle pour que
deux emissions successives soient separees par un temps tres long,
beaucoup plus long que le temps moyen (de 1'ordre de F"1) separant
deux emissions successives lorsque, seule, la transition b -«. a est excitee
par un laser resonnant et intense. Le fait de rajouter 1'excitation laser a
a)'L sur la transition a -~~b' peut done arreter la fluorescence de 1'atome
pendant un long intervalle de temps et faire apparaitre des « periodes
noires » dans cette fluorescence.

La methode de 1'atome habille permet ainsi d'etudier simplement ( *)
ce phenomene de « fluorescence intermittente » dont 1'interpretation
qualitative est la suivante. Toute absorption d'un photon laser
o)'L par 1'atome met ce dernier dans le niveau b' ou il peut rester
pendant un temps de 1'ordre de (-T')"1 et se trouve ainsi soustrait a
1'action du laser a o»L. L'interet d'une telle methode, dite « methode
del'etagere » (**) est de permettre de detecter 1'absorption d'un seul
photon a)'L (qui met 1'atome sur « 1'etagere » b') par I'absence d'un tres
grand nombre de photons de fluorescence sur la transition a -**. b. Un
autre interet est de permettre de detecter par 1'arret ou le retablissement
de la fluorescence les « sauts quantiques » que 1'atome effectue entre
a et b' sous 1'effet de 1'excitation laser a a>'L (***). Plusieurs
experiences ont permis d'observer de tels sauts quantiques sur un ion
unique piege (****).

Remarque

Une autre situation interessante est celle d'un atome ayant deux niveaux
inferieurs a et a' couples tous deux a un meme niveau excite b (voir
Fig.15).

(*) Voir par exemple C. Cohen-Tannoudji et J. Dalibard, Europhysics Letters 1, 441
(1986).

(**) Une telle methode a ete proposee par H.G. Dehmelt, Bull. Amer. Phys. Soc. 20,
60 (1975).

(***) Le lien entre les sauts quantiques et la fluorescence intermittente a ete souligne
par R.J. Cook and H.J. Kimble, Phys. Rev. Lett. 54, 1023 (1985).

(****) W. Nagourney, J. Sandberg and H. Dehmelt, Phys. Rev. Lett. 56, 2797
(1986) ; Th. Sauter, W. Neuhauser, R. Blatt and P.E. Toschek, Phys. Rev. Lett. 57, 1696
(1986) ; J.C. Bergquist, R.G. Hulet, W.M. Itano and D.J. Wineland, Phys. Rev. Lett.
57, 1699 (1986).
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Figure 15. Configuration de niveaux permettant
d'observer les resonances noires.

Lorsque les deux transitions a *» b et a' *» b sont simultanement excitees
par deux faisceaux laser de frequences <DL et <a'L telles que la condition de
rdsonance Raman h(<0L — w'L) = E'a — Ea est satisfaite, on observe une
disparition complete de toute fluorescence («resonances noires»)(*).
Dans le point de vue de 1'atome habille, un tel phenomene est du a
1'existence, dans chaque multiplicity $(N,N'), d'un niveau habille (c'est la
combinaison line'aire de \a',N,N' + 1) et \a,N + 1,W) non couplee a
\b,N,N') par 1'interaction atome-laser) qui est stable vis-a-vis de l'6mis-
sion spontanee, et dans lequel les atomes viennent se pi6ger(**).

4. Forces dipolaires

Pour terminer cette partie E, nous considerons maintenant le pro-
bleme des forces dipolaires liees aux gradients d'amplitude du champ
laser (voir § C-2-d du chapitre V). Nous introduisons tout d'abord des
diagrammes d'energie donnant les energies des niveaux habilles en
fonction de la position de 1'atome dans le champ laser (§ a). Nous
montrons ensuite comment ces diagrammes d'e"nergie permettent de
comprendre simplement la valeur moyenne (§ b) et les fluctuations
(§ c) des forces dipolaires.

(*) La premiere observation de ce phdnomene est rapportee dans G. Alzetta,
A. Gozzini, L. Moi and G. Orriols, II Nuovo Cimento 36B, 5 (1976).

(**) Voir par exemple P.M. Radmore and P.L. Knight, J. Phys. B15, 561 (1982) ; J.
Dalibard, S. Reynaud et C. Cohen-Tannoudji, dans « Interaction of Radiation with
Matter, A Volume in honour of Adriano Gozzini », Scuola Normale Superiore, Pisa
1987, p. 29.
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a) NlVEAUX D'ENERGIE DE L'ATOME HABILLE DANS UNE ONDE LASER
INHOMOGENE SPATIALEMENT

Si 1'amplitude de 1'onde associee au mode laser varie dans 1'espace, il
en est de meme de la frequence de Rabi f l l qui depend du point
r ou se trouve 1'atome et que nous noterons done /^(r) (*).

La figure 16 represente les variations, en fonction de la position
r de 1'atome, des energies des niveaux habilles des multiplicity's
$(N) et &(N - 1). Hors du faisceau laser, /^(r) tend vers zero et ces
niveaux se raccordent aux etats non couples \a,N + 1) et \b,N) pour
£(N), \a,N) et \b,N - 1> pour £(N - 1), separes par ti8L (la figure
est faite pour 8L > 0). A 1'interieur du faisceau laser, OI(T) est non nul
et 1'ecart

entre les deux niveaux habilles d'une meme multiplicite est d'autant
plus grand que /^(r) est plus grand.

Figure 16. Variations, en fonction de la position r de 1'atome,
des energies de quelques niveaux de 1'atome habille.

(*) Les modes propres utilises pour quantifier le champ ne sent pas ici des ondes
planes, mais des modes reproduisant la dependance spatiale du champ laser.
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Commencons par negliger 1'emission spontanee. Supposons que le
systeme soit dans 1'etat |1(AO> ou |2(AO> et que 1'etat externe de
1'atome soit decrit par un paquet d'ondes de dimensions tres petites
(devant la longueur d'onde du champ laser) et se depla?ant suffisam-
ment lentement pour qu'on puisse negliger toute transition non
adiabatique d'un niveau a 1'autre. Le systeme va alors suivre adiabati-
quement le niveau |l(Af)) ou |2(N)) dans lequel il se trouve
initialement, et les courbes d'energie de la figure 16 apparaissent dans
ce cas comme des courbes d'energie potentielle V1Af(r) et V2Ar(r).
L'atome habille subit done une force

s'il est sur un niveau de type 1 et une force

s'il est sur un niveau de type 2. Nous aboutissons ainsi a 1'image d'une
force agissant sur 1'atome habille et qui depend du type d'etat interne 1
ou 2 dans lequel il se trouve. II s'agit en quelque sorte d'un « effet Stern
et Gerlach optique » tout a fait analogue a 1'effet Stern et Gerlach
habituel se produisant pour un spin i dans un champ magnetique
inhomogene.

L'emission spontanee fait cascader 1'atome habille le long de son
diagramme d'energie. Les transitions radiatives qu'il subit peuvent
changer le type d'etat (1 ou 2) dans lequel il se trouve (par exemple, la
transition |1(N)> -»- \2(N - 1)) le fait passer d'un etat 1 a un etat 2),
ce qui fait changer brusquement le signe de la force qui agit sur lui.
Nous aboutissons ainsi a 1'image physique d'une force lumineuse
agissant sur I'atome et dont le signe change aleatoirement au cours du
temps.

b) INTERPRETATION DE LA FORCE DIPOLAIRE MOYENNE

En regime stationnaire, la force dipolaire moyenne apparait comme
la moyenne des forces Fj et F2 = - Fj donnees en (E.45), ponderees
par les proportions de temps passees dans les niveaux de type 1 et 2, qui
ne sont autres que les populations reduites stationnaires vrf et
TT" introduites dans le paragraphe D-2-d plus haut.

Compte tenu, des valeurs donnees plus haut a la limite seculaire pour
fl(r), Trf et 7r|f (voir (E.44), (D.21) et la definition (B.21) de
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0), on peut montrer que 1'expression (E.46) coincide bien avec la valeur
trouvee au paragraphe C-2-d du chapitre V a partir des equations de
Bloch optiques (voir reference a la fin du chapitre).

Nous nous contenterons ici d'interpre'ter le signe de <Fdip) (voir
Fig. 17). Pour CUL > o>0 (5L > 0) (Fig. 17.a), c'est le niveau 11(N)> qui
se raccorde a \a,N + 1) hors du faisceau laser. Ce niveau est done
moins contamine par \b,N) que 1'autre niveau habille \2(N)). H est
par suite plus stable et done plus peuple : Trf > TT|'- L'atome habille
passe done plus de temps sur les niveaux de type 1 ou il est pousse hors
du faisceau laser. La force dipolaire moyenne est done expulsante hors
des regions de haute intensite. Ces conclusions sont inversees pour
COL < o>0 (SL <0), ou c'est le niveau |2(7V)) qui se raccorde a
\a,N + 1> et qui est done le plus peuple : 7r|' > irf (voir Fig. 17.p).
Pour toL < W0, la force dipolaire moyenne attire done 1'atome vers les
regions de haute intensite. Enfin, pour a)L = o>0 (8L = 0), les deux
niveaux habilles sont egalement contamines par \a,N + 1> , -n-f = TT"
et <Fdip> = 0.

Figure 17. Niveaux habilles et populations reduites stationnaires pour
un disaccord 5 L > 0 (Fig. a) et pour un disaccord SL <cO (Fig. p).

c) FLUCTUATIONS DE LA FORCE DIPOLAIRE

La figure 18 represente 1'evolution au cours de temps de la force
instantanee agissant sur 1'atome. Cette force bascule a des instants
aleatoires entre ses deux valeurs possibles ¥l et F2 = — Fj (voir (E.45)).
Les intervalles de temps TJ et r2 passes dans chaque niveau habille de
type 1 ou 2 entre deux sauts successifs sont des variables aleatoires,
dont les valeurs moyennes sont de 1'ordre de T"1 pour une excitation
quasi resonnante.

La force fluctuante de la figure 18 produit une diffusion de 1'impulsion
atomique caracterisee par le coefficient de diffusion
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Figure 18. Variations au cours du temps
de la force dipolaire instantande agissant sur 1'atome.

L'ordre de grandeur de ce coefficient est donne par le produit de la
valeur du crochet de (E.47) en r = 0, qui est egale a Ff, par le temps de
correlation de la force fluctuante de la figure 18 qui est de 1'ordre de
(Ti) ~ ( T 2 ) ~ F l- A resonance, ¥1 — ft VH1, de sorte que :

Nous voyons sur (E.48) que le coefficient de diffusion associe aux forces
dipolaires croit tres vite avec 1'intensite laser, comme n^, alors que la
profondeur maximale des puits du potentiel associes a une telle force ne
croit que comme n± (voir paragraphe C-2-d du chapitre V). On
comprend ainsi pourquoi 1'echauffement associe a Z>dip rend difficile le
piegeage d'atomes neutres par des forces dipolaires (*) .
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COMPLEMENT Avl

L'ATOME HABILLE
DANS LE DOMAINE DES RADIOFREQUENCES

Dans le chapitre, nous avons introduit le point de vue de 1'atome
habille pour decrire un atome en interaction resonnante ou quasi
resonnante avec un faisceau laser. Le meme point de vue peut etre
utilise pour decrire 1'effet des transitions (reelles ou virtuelles) induites
par un champ de radiofrequence entre des niveaux de structure fine,
hyperfine ou entre des sous-niveaux Zeeman de 1'atome.

Par rapport au domaine optique, deux differences apparaissent.
D'une part, 1'emission spontanee sur la transition etudiee est negligea-
ble, ce qui simplifie les equations devolution. D'autre part, le nombre
fini de niveaux a prendre en compte permet d'aborder simplement des
situations de champs intenses ou la frequence de Rabi est du meme
ordre ou plus grande que la frequence de la transition (*).

Le but de ce complement est de presenter le cas particulierement
simple d'un systeme a deux niveaux interagissant avec un champ de
radiofrequence, 1'ecart huab entre les deux niveaux atomiques non
perturbes pouvant etre varie au moyen d'un parametre exterieur (par
exemple un champ magnetique statique). Le diagramme d'energie de
1'atome habille presente alors une infinite de niveaux d'energie dont les
variations avec fi(oab font apparaitre des « croisements » ou des « anti-
croisements » de niveaux. Aussi, nous commencons (§ 1) par rappeler
dans quelles conditions des resonances peuvent etre associees a des
croisements ou des anticroisements de niveaux d'energie. Nous presen-
tons ensuite (§2) le systeme etudie, un spin i place dans un champ
magnetique et interagissant avec un champ de radiofrequence. Deux
polarisations du champ sont plus particulierement considerees. Pour
une polarisation circulaire (§ 3), les calculs peuvent etre menes
exactement. Get exemple permet de degager les proprietes de la
resonance magnetique (frequence de Larmor des spins o>0 egale a la
frequence du rayonnement o>), ainsi que celles de resonances de
coherence observables au voisinage de o;0 = 0 ou o>0 = 2o>, pour des
intensites arbitrairement elevees du champ de radiofrequence. L'etude

(*) Bien sur, de telles situations peuvent aussi etre envisagees dans le domaine
optique. Mais a de telles intensites, les niveaux d'une transition optique sont en general
couples de facon importante a plusieurs autres niveaux excites, en particulier a des
continuums d'ionisation. Le calcul des phenomenes non lineaires correspondants est alors
bcaucoup plus complexe. Dans le domaine des radiofrequences au contraire, les
structures a 1'interieur d'un niveau sont considerablement plus petites que les ecarts
optiqucs entre niveaux.
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de la polarisation lineaire (§4) permet par ailleurs de trailer plusieurs
exemples d'effets d'ordre superieur calculables (transitions a plusieurs
quanta, deplacement radiatif des resonances, modification des proprie-
tes magnetiques de 1'atome).

Tous ces effets pourraient evidemment etre etudies a partir d'une
description classique du systeme utilisant les equations de Bloch. La
methode de 1'atome habille permet une analyse plus globale : elle
presente 1'avantage de relier tous les phenomenes de resonance
observables aux proprietes du diagramme d'energie d'un hamiltonien
independant du temps.

1. Generalites sur les resonances de croisement et d'anticroisement

Considerons un systeme d'hamiltonien non perturbe H0 et deux de ses
etats propres | <pa) et \<pb), d'energies Ea et Eb proches 1'une de 1'autre.
Lorsqu'on ajoute une perturbation V, les energies et les fonctions
d'onde de ces etats sont perturbees, d'une facon qui depend essentielle-
ment de 1'ecart d'energie entre les niveaux et des proprietes de
V. Dans ce paragraphic, nous introduisons les notions d'anticroisement
et de croisement de niveaux d'energie et nous montrons que des
resonances de nature differente peuvent leur etre associees.

a) ANTICROISEMENT SIMPLE SUR UN SYSTEME A DEUX NIVEAUX

Considerons tout d'abord le cas simple ou V ne fait que coupler entre
eux les etats | <p f l) et | (pb) :

et notons

Les energies des deux niveaux perturbes sont :

avec

En fonction de a>ab, les energies E{ et E2 varient comme les deux
branches d'une hyperbole admettant Ea et Eb comme asymptotes
(Fig. 1). Elles forment un anticroisement simple.
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Fig. 1. Anticroisement simple. Variations avec fto>afc des Energies non
perturb6es Ea et Eb (prises respectivement egales a hta^/2 et — h(oab/2 et
represent6es en traits tiretes), et des energies perturbSes (repr6sent6es en traits
pleins).

Les etats perturbes \xi) et |*2> sont donn6s par

avec

Au milieu de 1'anticroisement (Ea = Eb), les etats propres sont des
superpositions de | <pa> et | (pb) avec des amplitudes egales.

L'evolution temporelle du systeme, et en particulier 1'amplitude de
transition de 1'etat | (pa) vers 1'etat | (pb) , peuvent etre determinees par
differentes mdthodes. En prevision de situations plus complexes,
utilisons ici la methode de la resolvante. L'61ement de matrice
Gba(z), qui vaut d'apres la formule (C.48) du chapitre III,

admet El et E2 comme poles. L'amplitude de transition Uba(t), avec
t > 0, s'en deduit par 1'integrale habituelle (voir (A.22) du chapitre III)
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La probabilite de transition Pi>a(t) = \ Uba(t)\
2 vaut alors, compte tenu

de (4) :

Elle fait apparaitre les oscillations de Rabi dont 1'amplitude vaut 1 au
centre de 1'anticroisement. L'amplitude des oscillations decroit
lorsqu'on s'en ecarte, tandis que leur frequence augmente.

Dans de nombreuses experiences, on ne peut observer 1'oscillation de
Rabi indefiniment en raison de la dure"e de vie finie du systeme. Par
exemple, si les niveaux etudies sont deux sous-niveaux d'un etat
atomique excite de duree de vie 1/r, l'6mission spontanee fait
disparaitre le systeme au bout d'un intervalle de temps aleatoire
t dont la distribution est donnee par

Pour des sous-niveaux fondamentaux, la dure"e de vie des niveaux est
infinie, mais le systeme peut se ddplacer et quitter la region d'observa-
tion, ou encore 1'oscillation de Rabi peut etre interrompue par un
processus de relaxation resultant de 1'interaction du systeme avec son
environnement.

Dans la plupart des cas, il est n6cessaire de renouveler en permanence
le systeme observe par un processus de preparation adequat (excitation
optique, alimentation par un jet atomique d'une cellule contenant les
atomes observes, ...). Nous supposerons ici que les systemes etudies
sont prepares en permanence dans 1'etat | <pf l) et qu'ils 6voluent sous
1'action de I'hamiltonien H0 + V pendant un temps t aleatoire dont la
distribution est donnee par (10), 1'observation portant sur la population
moyenne de 1'etat | (pb). Or, cette derniere quantite n'est autre que la
moyenne Pba de Pba(t) avec le poids (10) :

soit encore, compte tenu de (9)

Ainsi, dans les conditions de preparation et de detection decrites
precedemment, ranticroisement se manifeste par un transfert de
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population de \<pa) a \<pb}, resonnant au centre de 1'anticroisement
(a)ab = 0). Ce transfert resonnant est proportionnel a £l\ pour
n^ <i r, et tend vers une limite egale a i pour F <^ fl^ La demi-largeur
de la resonance (variation de Pab avec ajab) est [r2 + fl^\ . Le fait que la
largeur de la resonance augmente avec 1'intensite f2l du couplage est
designe parfois sous le nom « d'elargissement radiatif ».

b) ANTICROISEMENT D'ORDRE SUPERIEUR

II est possible que la perturbation V ne couple pas directement 1'etat
\(pa) a 1'etat | <pb) (Vab = 0), mais que ce couplage existe a des ordres
superieurs par I'intermediate d'un ou plusieurs niveaux | <pc) , dont les
energies sont eloignees de Ea et Eb. De facon plus precise, nous
supposerons :

Pour calculer 1'amplitude de transition Uba(t), considerons alors la
restriction de la resolvante au sous-espace sous-tendu par | <pa> et
\<Pb)' Si P est le projecteur sur ce sous-espace, 1'expression de
P G(z)P est donnee par 1'equation (B.23) du chapitre III:

Dans la mesure ou les niveaux d'energie Ea et Eb sont proches 1'un de
1'autre et eloignes des autres niveaux | <p c ) , 1'operateur deplacement
R(z) peut etre approxime par sa valeur pour z = EQ = (Ea + Eb)/2.
Cela revient (comme nous 1'avons vu dans le paragraphe B-3 du
chapitre III) a decrire 1'evolution temporelle dans le sous-espace
<^0 au moyen de 1'hamiltonien effectif

Compte tenu de la condition (12), il est suffisant Se ne garder dans le
developpement de R(EQ) (voir formule (B.22) du chapitre III) que le
premier terme non nul. Soit p 1'ordre du premier terme non nul de
1'element non diagonal Rab(E^). En ce qui concerne les deux elements
diagonaux, il convient de noter que, pour toute valeur finie de
p, il existe au moins un element Vac et un autre Vbc. non nuls. Les
termes d'ordre deux du developpement de Raa(E^ et Rbb(EQ} sont done
necessairement non nuls, et ce sont les termes preponderants dans la
mesure ou nous supposons toujours Vaa = V bb = 0.

Avec ces approximations, nous sommes ramenes au probleme du
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paragraphe precedent a la substitution pres

Les niveaux |<p a) et \<pb} sont tout d'abord deplaces des quantites
Raa(Eo) et Rbb(E0), de sorte que leur point de croisement Ea = Eb s'est
deplace de

(voir fig. 2). De plus, ces niveaux sont couples par Rab(EG) et forment
un anticroisement. La distance minimum entre les deux niveaux
Ej et E2 est Rab(Eo), done d'ordre p en V. On dit qu'il s'agit d'un
anticroisement d'ordre/?. II est a noter, que sip > 2, le deplacement des
niveaux, d'ordre 2, est bien plus important que 1'amplitude de
1'anticroisement.

Fig. 2. Anticroisement d'ordre superieur. Comme sur la figure 1, les droites
en tiretes longs representent les energies des niveaux non perturbes | <pa> et
| <p f r >. Les droites en tiret6s courts representent les niveaux deplaces par les
quantites R^ et Rbb. Les courbes en traits pleins representent les niveaux
perturbes qui s'anticroisent.

Le calcul de Uba(t) a partir de 1'expression
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permet d'associer a ces anticroisements d'ordre superieur les memes
phenomenes physiques que pour 1'anticroisement simple : oscillation de
Rabi sur Pba(t), resonance sur Pba. II suffit de faire les substitutions (15)
dans (9) et (11). Les seuls phenomenes nouveaux sont, d'une part le
deplacement du centre de la resonance lie au remplacement de
Ea et Eb par Ea et Eb, d'autre part 1'elargissement radiatif de la
resonance qui varie en \Rab\, done en \V\P, et non plus en

fli~m-
c) CROISEMENT DE NIVEAUX. RESONANCE DE COHERENCE

II peut se faire que Rba(z) soit nul a tous les ordres, pour des raisons
de symetrie par exemple, les etats \<pa) et | <pb) appartenant a deux
sous-espaces qui ne sont pas connectes par la perturbation V. Les
niveaux d'energies continuent alors a se croiser, tout en e"tant deplaces.
Leurs energies Ea et Eb sont solutions des equations implicites

Les etats propres correspondants seront notes \<pa) et \<pb). L'evolu-
tion temporelle respecte la symetrie tout comme rhamiltonien, de sorte
que

II n'y a pas de transitions induites par V entre le niveau | <pa) et le
niveau \<f>b}.

Malgre 1'absence de transition, on peut observer une resonance au
point de croisement deplace defini par

si les systemes sont prepares dans une superposition des etats
|£a> et \<Pb) '•

et detectes dans un etat | « / /^> , lui aussi superposition de | <pa} et

ln>

(les points de suspension indiquent que | «/^-) et \*l>f) peuvent avoir des
composantes non nulles sur d'autres etats). Cette resonance est liee a
1'interference, dans 1'amplitude de transition de | ̂ ,) vers | «A/> , entre
deux termes associes a deux « chemins » passant respectivement par
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|<p a) ou \<pb). De maniere plus precise, la contribution de ces deux
termes a 1'amplitude de transition s'ecrit:

Dans la probabilite de transition P/,-(0» 1'interfe'rence entre les deux
termes de (23) donne lieu a une modulation a la frequence
tiba = (Eb - Ea)/h :

qui se traduit sur la probabilite moyennee Pfi definie en (11.a), par un
terme resonnant en aiab = 0 :

II est a noter que la resonance n'est observable que si les quatre
nombres A a , \b, pa,nb sont simultan6ment non nuls. II faut done
preparer et detecter des superpositions coh^rentes des niveaux qui se
croisent. Ce type de resonance est ainsi appele r6sonance de
coherence (*).

Remarque

II peut arriver que deux niveaux | <pa) et | <p fc) soient couples de maniere
indirecte par R^E), mais que ce couplage tende vers z6ro lorsqu'on se
rapproche du point de croisement. On peut alors montrer qu'en ddpit de
leur couplage les niveaux perturbes continuent a se croiser. Les resonances
observers au voisinage d'un tel croisement sont tres analogues aux
r6sonances de coherence, mais elles peuvent apparaitre meme si le systeme
est prepare dans l'6tat |<p f l> et d6tect6 dans l'6tat j <pfc> (**).

(*) Un exemple concret de resonance de croisement de niveaux (effet Hanle ou
Franken) est e"tudie dans 1'exercice 6.

(**) Pour plus de details, voir G. Grynberg, J. Dupont-Roc, S. Haroche et C. Cohen-
Tannoudji, J. Physique 34, 523 (1973) et 34, 537 (1973).
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2. Spin \ habille par des photons de radiofrequence

a) DESCRIPTION DU SYSTEME

Les structures fines, hyperfines ou Zeeman des atomes et des
molecules font intervenir un nombre fini de niveaux, souvent tres
proches les uns des autres en comparaison des excitations electroniques.
Nous considerons ici le cas le plus simple ou il n'y a que deux niveaux.
Un modele d'un tel systeme est fourni par un atome paramagnetique
suppose fixe a 1'origine, portant un spin i et plonge dans un champ
magn6tique B0. Le moment magnetique JA associe au spin S est donne
par

ou y est le rapport gyromagnetique, et ou Sx, Sy, Sz sont les trois
matrices de Pauli, multipliers par i. La vitesse angulaire de precession
du spin autour de la direction Oz du champ magnetique B0 est

Un tel spin est suppose interagir de plus avec un champ de
radiofrequence monochromatique. Comme les variations spatiales du
champ de radiofrequence sont negligeables a 1'echelle atomique,
1'atome n'est sensible qu'a la valeur B^O,?) de ce champ au point
0 ou il se trouve. Un mode ke du champ libre peut alors etre utilise pour
modeliser 1'action de Bj((M) sur 1'atome pourvu que sa frequence
a;, sa polarisation e et son etat quantique |«A(0) soient tels que la
valeur moyenne de 1'operateur champ magnetique B(0) soit egale a la
valeur experimentale B^O,/). Nous choisirons ici pour 11//(0) un etat
coherent \ a ( t } ) (avec a > 1) verifiant

L'a vantage de cette description du champ de radiofrequence est
evidemment qu'elle ramene 1'etude d'un probleme de perturbation
dependant du temps a celle de 1'evolution d'un systeme isole (1'atome
habille), pour lequel il existe des grandeurs conservatives comme
1'energie, le moment cinetique, etc... facilitant les calculs et 1'interpreta-
tion physique des resultats.

En 1'absence d'interaction entre 1'atome et le champ de radiofre-
quence, 1'hamiltonien H0 du systeme est la somme de 1'hamiltonien
atomique HA et de celui HR du mode du champ radiofrequence. L'effet
des autres modes du champ de rayonnement est neglige, ainsi que
1'energie de point z6ro du mode :
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Si | + > et | - ) sont les deux etats propres de Sz, et \ N ) 1'etat a
N photons du mode considere, les etats propres de H0 sont \ ± ,N),
d'energies E±^N

En fonction de 1'ecart fco>0 entre les niveaux atomiques, le diagramme
d'energie se presente sous la forme d'une infinite de droites de pentes
± i et d'ordonnees a 1'origine Nhto (fig. 3). Dans toute la suite, nous
considerons des niveaux tels que N = {N} l> 1

Fig. 3. Niveaux d'energie non perturb6s
du systeme spin i + photons de radiofr6quence.

b) HAMILTONIEN D'INTERACTION ENTRE L'ATOME ET LE CHAMP DE
RADIOFREQUENCE

L'hamiltonien d'interaction entre le moment magnetique porte par le
spin et le champ magnetique du mode de polarisation e est :

L'expression de B(0) decoule de la formule (30) de 1'appendice :

Compte tenu de (26) et (35), 1'expression (34) de V peut se mettre sous
une forme simple
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ou e est le vecteur polarisation du champ magn6tique et ou A joue le
role de constante de couplage ayant la dimension d'une energie.

Considerons de facon plus precise les elements de matrice de
V. Us ne sont non nuls qu'entre des etats | ± ,N) dont les valeurs de
N different d'une unit6 :

Les regies de selection sur les valeurs propres ms de 5Z dependent de la
polarisation e du champ magn£tique de Fonde. Deux cas particuliers
seront envisagees :

i) Polarisation circulaire
Les polarisations circulaires <r+ et cr_ par rapport au champ

magn£tique statique B0 sont obtenues en choisissant pour vecteur
polarisation e :

Le couplage s'ecrit alors :

et

II est facile de verifier que Va+ conserve le nombre quantique
ms + N. Cette regie de selection resulte physiquement de la conserva-
tion du moment cinetique du systeme total dans la direction Oz. Son
interpretation est tres simple : chaque photon du mode transporte une
unite de moment angulaire le long de Oz, de sorte que (ms + N)h
repr6sente le moment cinetique total du systeme, qui est conserve. De
facon analogue Va_ conserve ms-N, chaque photon ayant un
moment angulaire - h.

ii) Polarisation lineaire
Une polarisation du champ radiofrequence lineaire et perpendiculaire

a Oz est obtenue par exemple pour e = e .̂. Nous appellerons a une telle
polarisation.

Remarquons que Va change A^ de ± 1 et ms de ± 1, done ms + N de
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0 ou ±2. Ceci montre que V'a conserve le nombre quantique

Ce dernier prend selon les niveaux les valeurs +1 ou - 1.

Remarque

Dans les formulas (39.a), (39.b), (40), les op6rateurs a* et a sont les
op6rations de crdation et d'annihilation des photons des modes correspon-
dants (o-+ pour (39.a), er_ pour (39.b), a pour (40)). Us sont notes avec les
memes lettres pour ne pas alourdir les notations.

c) PREPARATION ET DETECTION

Differentes methodes peuvent etre utilis6es pour preparer des atomes
paramagne'tlques dans un 6tat de spin donne : la separation des atomes
d'un jet suivant leur etat de spin par des gradients de champ
magnetique est utilisable pour des etats electroniques fondamentaux ou
metastables. Le pompage optique peut dtre utilis6 dans les memes
conditions, ou pour les atomes contenus dans une cellule. Les 6tats ainsi
prepares ne sont pas n6cessairement les etats propres | ± ) de
HQ, mais peuvent etre aussi des superpositions coherentes de ceux-ci.
C'est ce qui se passe par exemple si un pompage optique transversal
(c'est-a-dire perpendiculaire au champ statique B0) prepare les spins
dans un etat propre de Sx ou Sy. L'excitation optique en lumiere
polarisee circulairement permet de la meme facon de pr6parer des 6tats
electroniques excites de moment cinetique i dans un sous-niveau
Zeeman donne ou dans une superposition de ces sous-niveaux. Enfin,
1'equilibre de Boltzmann a basse temperature dans un champ magn6ti-
que eleve est caracterise par des populations tres in6gales des deux
sous-niveaux | + ) et | - ). Des techniques d'impulsions radiofr6-
quence permettent eventuellement de preparer ensuite des superposi-
tions de ces etats.

Pour fixer les idees, nous supposerons dans la suite que le systeme de
preparation fournit des atomes dans 1'etat

ou pour une excitation coh6rente dans Pe"tat

etat propre de 5 .̂ de valeur - i. L'etat initial du systeme total est done
le produit tensoriel de ces etats par 1'etat du champ radiofr6quence a
1'instant de la preparation, qui sera soit un etat \N), soit un etat
coherent | a (t) > .
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Le triage magnetique et les methodes optiques (par exemple, la
mesure de 1'absorption d'un faisceau lumineux polarise circulairement)
peuvent egalement etre utilises pour la detection. Les signaux obtenus
sont proportionnels a la population d'un certain etat que nous
supposerons etre

ou, pour une detection coherente

Pour 1'atome habille, il faudra sommer sur N les populations des etats

Remarque

Nous supposons implicitement que les processus de preparation et de
detection ne sont pas affectes par le couplage avec le champ de
radiofrequence (ou bien qu'ils se font en dehors de la region de 1'espace ou
ce dernier agit). Une telle condition implique que les temps de correlation
caracteristiques des processus de preparation et de detection soient plus
courts que 1'mverse des frequences de Bohr pertinentes du systeme, ou que
le temps d'entree (et de sortie) des atomes dans la region d'interaction soil
suffisamment court pour que 1'approximation soudaine puisse etre appli-
quee.

3. Le cas simple des photons de polarisation circulaire

Ce cas est particulierement simple, car le diagramme d'energie et les
signaux de resonance peuvent etre determines analytiquement.

a) LE DIAGRAMME D'ENERGIE

Le couplage Va + n'a d'elements de matrice non nuls qu'entre etats
propres de HQ caracterises par la meme valeur de ms + N. La
diagonalisation de H peut done etre effectuee separement a Pinterieur
de chacun de ces sous-espaces. Comme ms ne peut prendre que les
valeurs ± i, ms + N prend des valeurs demi-entieres, et a chacune
d'entre elles est associe un sous-espace de dimension deux. Ainsi, le
sous-espace associe a la valeur N + \ est sous-tendu par les deux etats :

dont les energies non perturbees

sont separees par la frequence de Bohr a)ab = to — w0. Les elements de
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matrice de V a + dans ce sous-espace sont donnes par :

Comme la dispersion des valeurs de N autour de (N > est tres faible en
valeur relative, nous pouvons approximer 1'element de matrice (48.b)
par :

ou

Les etats perturbes issus des etats | + ,N) et | - ,N + 1) forment
done un anticroisement simple du type etudie au paragraphe 1-a. Les
niveaux d'energie E^N) et E2(N) sont deux hyperboles centrees en
o>0 = CD, dont les equations sont donnees par (3.a) et (3.b) avec les
valeurs (47) de Ea et Eb.

Les etats propres correspondants |*i(N)) et \X2(N)) s'expriment en
fonotion des etats non perturbes (46) par les formules (5):

Les niveaux d'energie sont traces sur la figure 4. Us sont formes d'un
ensemble d'hyperboles admettant les niveaux non perturbes de la
figure 3 comme asymptotes et dont la distance entre sommets est
directement h£l\.

Considerons a present les autres points de croisement du diagramme
des niveaux d'energie non perturbes. En presence du couplage
V, ces croisements ne se transforment pas en anticroisements. En effet,
les niveaux qui se croisent en ces points appartiennent a des sous-
espaces correspondant a des valeurs differentes de N + ms et ils ne sont
done couples par V a aucun ordre.
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Fig. 4. Variations avec fteo0 des niveaux d'6nergie d'un spin i
habil!6 par des photons de radiofrequence de polarisation circulaire.

b) LA RESONANCE MAGNETIQUE INTERPRETEE COMME UNE RESO-
NANCE D'ANTICROISEMENT DE L'ATOME HABILLE

L'etude du paragraphe 1-a permet d'associer a chacun des anticroise-
ments de la figure 4 un transfer! de population entre les etats non
perturbes |(pa> = | - , A T + l) et | <P&> = | + ,AO • Cette transition
entre etats de I'atome habille s'interprete comme le basculement du
spin de 1'etat | - ) a 1'etat | + ) avec absorption d'un photon
radiofrequence. Ce transfert est resonnant en a)ab = 0, soit co = o>0. Si
les atomes sont prepares en regime permanent dans l'6tat | - ) en
presence de N + 1 photons, la population de l'6tat \ + ,N) est donnee
par la formule (ll.b):

Dans cette expression, nous avons suppose N =* (N) , et fait 1'approxi-
mation (49). En realite, comme la preparation n'est pas faite avec une
valeur de N bien determinee et que 1'observation porte seulement sur
l'6tat du spin, il faut prendre la moyenne sur les differentes valeurs
initiales de N, avec le poids | (N|a) |2, et, pour chaque valeur de
N, sommer sur les valeurs finales possibles N' du nombre de photons.
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Comme 1'etat | - ,N + I) n'est couple qu'a F6tat | + ,N), la somme
sur N' ne comprend que le terme (54). II vient done :

Comme | (N |a ) | 2 n'a de valeurs notables que pour
N *=* (N) = |a|2, 1'approximation (49) faite dans 1'expression de
P( + JV; — ,N + 1) est valable. Cette derniere quantite, independante
de N peut etre sortie de la somme sur N, qui vaut alors 1 par suite de la
normalisation de | a ) . On a finalement :

La probabilite de transition moyenne P + _ varie avec w0 — to comme
une courbe de resonance, centree en o>0 = <o, de largeur 2[F2 + 132] ,
et dont la hauteur tend vers i quand fl-^/F tend vers 1'infini.

Remarque
Si le champ de radiofrequence est d6crit par 1'etat |a(?)), la matrice
densite decrivant un systeme prepar6 ^ 1'instant t est:

soit encore, en approximant 1'evolution du champ entre 0 et t par celle d'un
champ libre (la reaction des spins sur le champ est suppos6 n6gligeable) :

Ainsi, le terme source de 1'equation pilote d6crivant 1'evolution de
1'ensemble des spins en interaction avec le champ contient des termes
modules aux frequences (N-N')a). Ces termes donnent lieu a des
signaux rdsonnants, d6tectables pour N — N' = ± 1. Nous nous interessons
ici uniquement aux signaux statiques, pour lesquels il suffit de considdrer le
terme independant du temps de (58) :

Cette distribution d'etats | + ,N> avec les poids |<N|a (0) ) | 2 est
precisement celle que nous avons consideree pour calculer (56).
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c) RESONANCES DE CROISEMENT DES NIVEAUX HABILLES

En 1'absence de champ de radiofrequence, les deux niveaux d'energie
du spin dans le champ magnetique se croisent en a>0 = 0. Une
resonance de croisement peut etre observee sur des spins prepares et
detectes dans les etats 1t/>,-) et 11/^) donnes par (43) et (45). La
correspondance \a) = | — ) , ( £ ) = | + ) permet d'appliquer la for-
mule (25) avec A f l = - I/ V2, \b = fj-a = nb = I/ \/2, a>ab = - «0, ce
qui donne la forme de la resonance de croisement (*) :

En presence du champ de radiofrequence, mais en 1'absence d'interac-
tion, les energies des niveaux | + ,N) et | - ,./V) se coupent en
a>0 = 0. En presence d'interaction, les droites de la figure 3 deviennent
les hyperboles de la figure 4, qui ne se coupent plus en w0 = 0. De
facon precise, 1'ecart d'energie entre les etats E^N - 1) et E2(N) vaut
d'apres (51) :

II s'annule en

L'interaction deplace done le point de croisement. Pour de faibles
valeurs de O j , il se trouve en &>0 = .ftf/^eo et se rapproche de
co0 = <o lorsque 171 augmente. II disparait pour fl^ ^ o>.

Pour determiner analytiquement 1'expression de la resonance de
croisement, exprimons les etats non perturbes en fonction des etats
propres de 1'atome habille en inversant les formules (52) :

(*) Ccttc resonance de croisement en champ magnetique nul correspond a 1'effet
Hanlc (voir W. Hanle, Z. f. Phys. 30, 93 (1924) et aussi Brossel).
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Les etats prepares et detectes sont respectivement:

Pour appliquer la formule (25), 11 faut considerer les composantes de
\^i,N) et \{j/f,N) sur les niveaux qui se croisent, en 1'occurrence
| X i ( W - l ) > et |*2W>- Elles valent - s in0 /V2, -sin0/\/2,
+ sin0/\ /2, -sin0/\/2, ce qui conduit, apres sommation sur
N, a :

ou 6 est donne par (53) et &ab par (61). A la limite des faibles valeurs de
f 2 l , le croisement reste au voisinage de o>0 = 0, et sin 8 = 1. Le champ
de radiofrequence circulaire agit alors comme un champ effectif
statique parallele a Oz qui deplace la position du croisement de niveaux
d'une quantite egale a l3^/2o).

Le diagramme d'energie de la figure 4 presente de nombreux autres
croisements. Toutefois, un petit nombre d'entre eux peuvent etre
observes sur les signaux de detection. En effet, les etats prepares et
detectes ne se decomposent que sur les quatre etats propres de 1'atome
habille figurant dans les developpements (64.a) et (64.b). Seuls les
points de croisement entre les niveaux d'energie correspondants sont
observables sur les signaux de detection. Us sont au nombre de deux
seulement et correspondent aux points d'intersection de E2(N) et
Ei(N - 1) appeles CN et C 'N sur la figure 4. L'un des deux est celui que
nous venons d'etudier. Le second se situe a o>0 = 2a> a la limite des
couplages faibles, et se rapproche de o>0 = o> a forte intensite.
L'expression de la resonance correspondante est toujours donnee par la
formule (65), mais pour les valeurs de <o0 voisines du point de
croisement donne par la deuxieme solution de £>ab - 0, soit, d'apres
(61):
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A la limite perturbative et au voisinage de o>0 = 2o>, les formules (61) et
a2,

(53) donnent c5ab = [o>0 - (2<o - r— )], et cotg 2 6 = ut/fl-^, soit
2<u

2 0 = nl/o). La resonance se presente sous la forme

Elle n'est observable qu'en presence du couplage avec la radiofrequence
qui, en contaminant les etats | - ,7V + 1) par | + ,7V) et | + ,N — I )
par | - ,N), permet 1'excitation et la detection coherente des deux
niveaux qui se croisent.

4. Photons de radiofrequence de polarisation lineaire

Le diagramme d'energie d'un spin i habille par des photons de
radiofrequence <r+ (ou cr_) ne fait apparaitre qu'une resonance
d'anticroisement et deux resonances de croisement. Nous aliens
considerer maintenant le cas ou les photons de radiofrequence ont une
polarisation lineaire, perpendiculaire au champ magnetique (polarisa-
tion cr), et montrer qu'une telle situation est beaucoup plus riche en
phenomenes physiques.

a) PRESENTATION DES EFFETS NOUVEAUX

Comme Sx = (S+ + S_ )/2, 1'hamiltonien d'interaction (40) peut
s'ecrire sous la forme :

ou

V+ couple le niveau | + ,7V) au niveau j - ,7V + 1) ce qui fait
apparaitre un anticroisement en o>0 = o> comme dans le paragraphe
precedent. V, couple | + ,7V) a j - ,7V - 1) et donne naissance a un
anticroisement en w0 = - w. Les elements de matrice correspondants
sont:
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et peuvent etre approximes par

avec ( *)

A 1'ordre le plus has en /21? le diagramme d'energie comprend ainsi des
anticroisements en o>0 = ± w, auxquels sont associ6es deux resonances
symetriques par rapport a o>0 = 0.

Aux ordres superieurs, il faut considerer, outre les effets de saturation
produits separement par V+ et V_, les effets croises entre ces deux
termes. Ainsi, 1'anticroisenient cree par V_ au voisinage de <u0 = — to
deplace les niveaux qui sont couples de fa?on resonnante par
V+ en w0 = o>. Ce dernier anticroisement est alors deplace, ainsi que la
resonance magnetique associee : c'est le deplacement de Bloch-Siegert
que nous calculerons au paragraphe b.

De plus, des niveaux qui, pour un couplage V+ (ou V_) pur
appartiendraient a des sous-espaces non connectes par V+ (ou
V_) , sont maintenant couples a des ordres superieurs. Ainsi, 1'etat
| + ,N) est couple a 1'ordre 1 a | - ,N ± 1 > , & 1'ordre 2 a | + ,N ± 
et | + ,7V), etc... De fagon generate, | + ,N) est couple a tous les 6ta
| - ,N ± (2p + 1) > et | + ,N ± 2p) oup est un entier quelconque. Le
etats non perturbes peuvent done etre regroupes en deux sous-espaces
qui ne sont pas connectes par Va. Ces deux sous-espaces correspondent
d'ailleurs aux valeurs +1 et - 1 du nombre quantique r)(ms,N)
conserve par V a et donne en (41). Les croisements entre niveaux d'un
meme sous-espace sont transformes en anticroisements par V a. C'est le
cas des etats | + ,7V) et | -,A^ + (2p + l)) qui se croisent en
co0 = (2p + l)cu. Au contraire, les intersections entre niveaux de sous-
espaces diffe"rents restent des croisements. Ainsi en est-il pour les e"tats
| + ,N) et | - ,N + 2p) qui se coupent en o>0 = 2po>. Le diagramm
d'energie de 1'atome habilte presente done un spectre impair d'anticroi-
sements et un spectre pair de croisements, auxquels sont associees des
resonances qui seront etudiees dans les paragraphes c et d. Comme les
resonances o>0 = ± co, toutes ces resonances subissent des deplacements
radiatifs.

(*) Avec cette definition, /2, represente, comme dans le chapitre, la frequence de Rabi
pour la resonance a un photon (w0 = ± <o). II faut noter que la plupart des articles
originaux utilisent, pour un champ de radiofrequence de polarisation lineaire
B] cos wf e,, un autre parametre o)j = - -y Bj. La relation entre ces deux parametres
peut etre obtenue par decomposition du champ lineaire en deux champs circulaires droit
et gauche et s'ecrit wl = 2 flv



460 La methode de I'atome habille AVI.4

Par suite de 1'invariance de V„ et HR par renversement du sens du
temps et du caractere impair de HA dans cette operation, les niveaux
d'energie sont symetriques par rapport a o>0 = 0. II en resulte que les
croisements en champ nul ne sont pas deplaces (*). Lorsque 1'intensite
du champ varie, la pente des niveaux d'energie en champ nul, qui
represente le facteur de Land6 de I'atome habille, varie egalement.
Cette variation peut etre determined exactement pour toute valeur de
nl/a), comme nous le montrerons au paragraphs e.

b] LE DEPLACEMENT DE BLOCH-SlEGERT

Considerons les niveaux \<pa) = \ - ,N + 1) et \(pb) = \ + ,N)
entre lesquels se produisent les transitions caracteristiques de la
resonance magnetique au voisinage de o>0 = w, et utilisons les resultats
du paragraphic 1-b. Les elements de matrice de Pope"rateur R(E0) pris
pour

seront determines a 1'ordre le plus bas ou ils sont non nuls. L'element
non diagonal ne comprend d'ailleurs qu'un seul terme d'ordre 1, qui,
d'apres (71) vaut:

Pour les elements de matrice diagonaux, le terme d'ordre 1 est nul et il
faut considerer le terme d'ordre 2. Par exemple :

Le seul etat intermediate non resonnant qui contribue est 1'etat
\ + ,N + 2). En utilisant (73), (33) et en approximant w0 par
a), on obtient

(*) Le fait que les niveaux d'energie soient deux fois degeneres en champ nul est
d'ailleurs unc consequence du theoreme de Kramers ; voir Messiah, ch. XV.
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De la meme fagon

Ainsi 1'anticroisement est deplace, d'apres (16), de la quantite

qui est le « deplacement de Bloch-Siegert» (*). La resonance magneti-
que se produit dans un champ plus faible. II apparait clairement dans le
calcul precedent qu'un tel effet est du aux couplages non resonnants
induits par Va. Ces couplages disparaissent lorsqu'on fait, comme dans
le chapitre (§ B-3-b), 1'approximation du champ tournant. Un calcul
analogue montre que le deplacement de la resonance <o0 = - o> est
1'oppose de (78), de sorte que les deux resonances se rapprochent du
champ nul.

Remarque

Nous avons calcule le deplacement de Bloch-Siegert a 1'ordre le plus bas en
jf^/o). Pour determiner les termes d'ordre superieur, il faut considerer les
termes suivants du developpement de R(z) et ne pas faire 1'approximation
consistant a remplacer z par E0. Les energies E^(N) et E2(N) sont
determinees comme solutions d'une equation implicite donnant les poles
de G(z). Le centre de 1'anticroisement, defini comme le point ou les
niveaux d'energie ont une tangente horizontale, peut alors etre exprime
sous forme d'un developpement en puissances de fl^/u) (**).

c) LE SPECTRE IMPAIR DE RESONANCES D'ANTICROISEMENT

Considerons deux niveaux non perturbes se croisant en
o>0 = (2p + \)(t), par exemple | cpa> = |- ,N + 1} et | <pb) =
| + ,N — 2p) , et appliquons a nouveau les resultats du paragraphe 1-b.
Le deplacement Raa(E()) du niveau | <pa) est produit par son couplage
avec les niveaux \+,N) et |+ ,AT + 2), les elements de matrice
correspondants valant hfl-^/2. L'energie moyenne E0 vaut

de sorte qu'en approximant &>0 par (2p + l)a), les denominateurs

(*) Voir par exemple Abragam (chapitre II).

(**) Voir par exemple : C. Cohen-Tannoudji, J. Dupont-Roc et C. Fabre, J. Phys. B
6, L214 (1973).
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d'energies relatifs aux etats | -+• ,N) et | + ,W + 2) sont respective-
ment: (N -p + i ) tua - [(*w0/2) + Nfta) ] =» - 2p /to> et
(N -p + i) fteo - [(*<w0/2) + (A^ + 2) ftw ] « - (2/7 + 2) fto>. Finale-
ment

Le emplacement du niveau | <pb) est 1'oppose de (80), ce qui d'apres (1(
conduit a un deplacement du centre de la resonance

Determinons maintenant 1'element non diagonal Rab(E0) qui produit
1'anticroisement. Comme les etats | <pa) et | <pb) different de 2p + 1
photons, le premier terme non nul du developpement de Rab(EQ) est
d'ordre 2p + 1 :

et vaut, tout calcul fait

A 1'anticroisement est associe un transfert resonnant entre les etats
I Va) et I f b ) • Lorsque la resonance n'est pas saturee, c'est-a-dire pour
\Rab\ <§ [o^ab + r2] , son intensite est proportionnelle a Rgb, done a
Hip + 2. Son deplacement par rapport a a>0 = (2p + l)a> est donne par
(81). Notons que le deplacement en /2j2croit plus vite que 1'intensite en
£l\p"•"2 de sorte que lorsque les resonances sont notables, elles sont deja
considerablement deplacees.

Revenons sur {'interpretation physique des resonances impaires. Ce
sont des transitions multiphotoniques, comme le montre clairement la
comparaison de 1'etat initial | (pa) et de 1'etat final | <pb) du systeme. De
fac.on plus precise, le numerateur de (82) est un produit d'element de
matrice de Va qui, de gauche a droite, font diminuer a chaque etat
intermediaire le nombre de photons d'une unite, le spin passant
alternativement vers 1'etat | + ) ou | - ). Les photons a sont des
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superpositions lineaires de photons a+ et c r_ . A cause de la conserva-
tion du moment angulaire le long de Oz, la transition de 1'etat
| - ,N + 1) vers l'6tat | + ,N - 2p > est realisee par absorption
successive d'un photon <r+, puis d'un photon c r_ , etc... , soil au total
p + 1 photons tr+ et p photons cr_ . Pour la meme raison, une transition
a 1p photons entre les etats | - > et | 4- > est interdite en polarisation
cr, car le moment cinetique atomique ne pourrait pas avoir change
d'une unite de fi a Tissue de ce processus. Une telle transition serait par
contre autorisee si la polarisation du champ n'etait plus perpendiculaire
a Oz, les trois types de photons cr+ , cr_ et TT etant alors presents.

d) LE SPECTRE PAIR DE RESONANCES DE CROISEMENT

Les niveaux | + ,N) et | - ,N +2p) se coupent en co0 = 2po>. En
presence du couplage, les niveaux perturbes continuent a se croiser,
mais sont deplaces. Le calcul des elements de matrice diagonaux de
R(E0) est analogue a ceux du paragraphe precedent. Le resultat est
identique, au changement pres de 2p + I en 2p, ce qui donne pour le
deplacement du croisement

Comme dans le cas etudie au paragraphe 3-c, la resonance de croise-
ment^n'est observable que dans la mesure ou les etats perturbes
| + ,N) et |^N^+2p> contiennent des etats | -f ,N'> et | - ,N'>
avec le meme nombre de photons. Les etats initial et final |i//() et
|i//y) sont en effet des combinaisons^lineaires de | +_^j) et
| - ,N'>J___Or^Jes^ amplitudes <^,-,N' |+ ,N> , ^f,N'\+,N) et
(il/i,N'\- ,N + 2p> , ( t ( / f , N ' \ - ,N +2p) sont respectivement d'ordre
(nl/^)\N-N'\ et (/21/cu)lN + 2 ^- A " l . II s'ensuit que la resonance de
croisement est excitee a 1'ordre le plus bas pour N =s N' ^ N + 2p, et
que son intensite est d'ordre

Ces resonances de croisement sont interessantes dans la mesure ou
elles ne subissent pas d'elargissement radiatif et ou leur deplacement
radiatif est mesurable jusqu'a des valeurs de Hl de 1'ordre de
a). L'approximation quadratique (84) est alors insuffisante, et les
termes d'ordre superieur doivent etre pris en compte(*).

(*) Voir par exemple C. Cohen-Tannoudji, L Dupont-Roc et C. Fabre, 3. Phys. B 6,
L.218 (1973).
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e) UN CALCUL NON PERTURBATIF: LE FACTEUR DE LANDE DE
L'ATOME HABILLE

Jusqu'ici, nous avons adopte une approche perturbative. L'hamilto-
nien de 1'atome habille par des photons a- ne peut pas en effet etre
diagonalise explicitement, sauf en un point, a)0 = 0. II vaut alors :

Dans cette expression, 5,,. est le seul operateur atomique. H commute
done avec Sx et sa diagonalisation se ramene a celle de sa restriction
HE a chacun des deux sous-espaces propres de Sx, soit

ou e = ± 1. L'application a //e de 1'operateur translation
exp[eA(a+ - a)/2ha> ] (voir appendice, formule (66)) le ramene a
ha> a+a - (A 2/4fto>), dont la diagonalisation est immediate, ses valeurs
propres etant

Finalement, les etats propres de H correspondant a la valeur propre
EN sont :

(les etats | - *) et | + *> sont donnes respectivement par (43) et (45)
en fonction des etats propres | ± ) de 5Z).

L'effet Zeeman de ratome_Jiabille correspond a la levee de la
degenerescence des etats \± X,N} par 1'hamiltonien Zeeman

A la limite des faibles champs magnetiques (o>0<$ to), la theorie des
perturbations a 1'ordre 1 en Hz permet de determiner le terme lineaire
en cu0, done le rapport du facteur de Lande de 1'atome habille a celui de
1'atome isole. En utilisant les elements de matrice de 5Z dans la base
K>

on trouve que, dans le sous-espace |± X,N) , Hz est represente par une
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matrice 2 x 2 dont les elements de matrice sont

Le facteur (N |exp[A(a + — a)/hot ] \ N ) peut etre calcule explicitement
(voir la remarque ci-dessous). A la limite ou N =» N > 1, il s'exprime en
fonction de la fonction de Bessel d'ordre 0, 70 :

Ainsi la frequence de Larmor o>0 de 1'atome libre est, pour 1'atome
habille, multipliee par </0(2n1/oj). Cette fonction decroit a partir de la
valeur 1, s'annule, change de signe pour 2/2j/w =2,40 puis continue
d'osciller en decroissant lentement. Le facteur de Lande de 1'atome
habille peut done etre notablement different de celui de 1'atome libre.

Remarque (*)

Evaluons 1'element de matrice (93) pour TV = (jV> > I. En utilisant la
formule de Glauber, on peut le mettre sous la forme

Comme A / f t w <^ 1, le premier facteur vaut 1. Le second fait intervenir le
vecteur

Les valeurs de p qui contribuent principalement a (95) sont de 1'ordre de

Dans le calcul de ap \ N) , on peut done assimiler N - p a N, done a
(N) . Ceci conduit a utiliser 1'approximation :

II vient alors

(*) Voir N. Polonsky et C. Cohen-Tannoudji, J. Physique, 26, 409 (1965).



466 La methode de 1'atome habille Av,.4
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et

La somme apparaissant dans (100) n'est autre que le developpement en
serie de la fonction de Bessel J0, de sorte que

f) EVOLUTION QUALITATIVE DU DIAGRAMME D'ENERGIE AUX FORTES
INTENSITES

Tous les resultats que nous venons de discuter dans ce paragraphe 4
apparaissent clairement sur le diagramme d'energie du spin habille
represente sur la figures. Sur cette figure, tracee pour 17j <o>, on
distingue les anticroisements au voisinage de o>0 = o>, 3 o>..., les
croisements en o>0 = 0, 2o>,... Les deplacements radiatifs sont egale-

Fig. 5. Niveaux d'energie d'un spin i habille
par des photons de radiofrequence de polarisation a-.
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ment visibles de meme que la diminution de la pente des niveaux en
champ mil.

Lorsque f2l augmente, les anticroisements «o>0 = ± o>» et les croise-
ments «o>0 = ± 2o>» arrivent en CD0 = 0, en meme temps que s'annule la
pente des niveaux a 1'origine, c'est-a-dire pour 2fi1/tc> = 2,40... . Si
n j augmente encore, le facteur de Lande s'inverse, et, a leur tour, la
resonance a trois quanta et le croisement «o>0 = 4o>» viennent disparai-
tre a 1'origine pour le deuxieme zero de la fonction de Bessel
(2nl/o) = 5,52). Et ainsi de suite... L'etude du diagramme d'energie
du spin habille donne ainsi une vision globale des phenomenes et
permet de comprendre leur evolution lorsque 1'intensite de la radiofre-
quence augmente et qu'un traitement perturbatif n'est plus valable.
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COMPLEMENT BVI

PROCESSUS COLLISIONNELS
EN PRESENCE D'IRRADIATION LASER

De nombreuses differences existent entre les spectres d'emission d'un
atome isole et ceux d'un atome subissant des collisions centre d'autres
atomes. Considerons par exemple le spectre de la lumiere de fluores-
cence emise par un atome a deux niveaux. En 1'absence de collisions, un
tel spectre est constitue d'un triplet symetrique ou les deux bandes
laterales ont meme intensite (voir § E-l). De plus, a la limite des grands
desaccords par rapport a la resonance, 1'intensite de la raie centrale du
triplet est proportionnelle a fl \ (ou n j est la frequence de Rabi) alors
que 1'intensite des bandes laterales varie comme fl\. Nous allons
montrer dans ce complement qu'en presence de collisions, le triplet de
fluorescence devient asymetrique. En outre, a la limite des grands
desaccords, la bande laterale dont la frequence est voisine de la
frequence atomique o>0 change de comportement, son intensite deve-
nant elle aussi proportionnelle a f l ^ . Le spectre d'emission contient
alors deux raies dominantes, 1'une a la frequence du laser a>L et 1'autre a
la frequence atomique o>0 (figure 1). Cette raie a la frequence
a>Q provient de 1'excitation du niveau b dans un processus assiste par
collision, la collision fournissant le defaut d'energie ft(a>0 — o>L) entre
1'energie du niveau b (ligne en traits pleins sur la figure 1) et 1'energie
atteinte a partir du niveau a par absorption d'un photon (ligne en traits
tiretes sur la figure 1). Or, nous savons que cet echelon intermediaire
du processus d'excitation peut en realite etre interprete comme un

Figure 1. Raies dominantes observees dans le spectre d'emission d'un atome
soumis a des collisions. Outre la diffusion Rayleigh a la frequence o>L

(Fig. l.a), on observe une emission a la frequence o>0 due a 1'excitation du
niveau b dans un processus assiste par collision (Fig. l.fi).
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niveau d'energie du systeme global atome + photons (voir discussion
du paragraphe C-l du chapitre II a propos de la figure 13). La methode
de 1'atome habil!6 est done tout indiqu^e pour aborder 1'etude des
processus collisionnels en presence de rayonnement. C'est un tel point
de vue que nous allons exposer dans ce complement (*).

Apres avoir introduit les parametres decrivant la relaxation collision-
nelle d'un atome en 1'absence de rayonnement (§ 1), nous decrivons
1'effet des collisions dans la base des etats propres de 1'atome habille
(§2). Nous etudions ensuite les modifications des spectres d'absorption
et d'emission de 1'atome dues aux collisions (§ 3). Enfin, nous
indiquons comment les taux de transfert entre niveaux de 1'atome
habil!6 peuvent etre calcules dans deux limites differentes correspon-
dant a des ecarts a resonance petits ou grands devant 1'inverse de la
durde rcoli d'une collision (§ 4).

1. Relaxation collisionnelle en 1'absence d'irradiation laser

a) HYPOTHESES SIMPLIFICATRICES

Considerons un atome A a deux niveaux a, b place dans un gaz
constitue d'atomes X et subissant de fagon aleatoire des chocs centre
ces atomes. La duree rcoU de chaque collision est supposee petite devant
1'intervalle 7col, separant deux collisions : les collisions sont done
binaires et bien separees dans le temps. L'energie cinetique moyenne
des atomes (3kBT/2) est supposee bien plus petite que h(a0 = Eb - Ea,
de sorte que 1'excitation du niveau b a partir du niveau a au cours d'une
collision est energetiquement impossible. L'energie du premier niveau
excite de 1'atome X est supposee egalement tres grande devant
ficjQ. II s'ensuit que lors d'une collision, il n'est pas possible de
transferer 1'energie de 1'atome A excite a 1'atome X. Plus generalement,
nous supposerons qu'il n'y a pas de d6sexcitation non radiative
(« quenching ») de b vers a au cours d'une collision.

En conclusion, le seul effet des collisions considerees ici est de
modifier les energies des niveaux de A pendant la duree de la collision.
Appelons done Ea(r) et Eb(r) les energies des niveaux a et b de 1'atome
A en presence de 1'atome X a la distance r (voir figure 2) (**). Durant
la collision, la frequence de Bohr associee a la transition a ~- b est

(*) Un tel point de vue est utilise dans S. Reynaud et C. Cohen-Tannoudji, J. Physique
43, 1021 (1982).

(**) En revanche, nous supposons que les fonctions d'onde des niveaux a et
b sont tres peu modifiees par la presence de 1'atome X. En particulier, I'el6ment de
matrice du dipole electrique de 1'atome A entre les etats a et b est suppose etre le meme
que pour un atome isole.
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Figure 2. Niveaux d'energie de I'atome A
en presence d'un atome X a la distance r.

modifiee de sorte que 1'effet essential de la collision est d'induire un
dephasage sur 1'oscillation du dipole atomique. C'est pourquoi on
donne le nom de collisions dephasantes a ce type de collisions.

Pour simplifier, nous traiterons les collisions en supposant que
I'atome A est immobile et que les atomes X decrivent des trajectoires
classiques rectilignes (*).

b} EQUATION PILOTE DECRIVANT L'EFFET DES COLLISIONS SUR
L'ATOME EMETTEUR

Etudions d'abord 1'effet d'une collision elementaire. Les hypotheses
faites au paragraphe precedent entrainent que les elements diagonaux
aaa et a-bb de la matrice densite aA de I'atome A ne changent pas. En
revanche, I'element non diagonal est modifie d'une quantite qui, en
representation d'interaction, s'ecrit

ou 4> est le dephasage accumule lors de la collision. Celui-ci est egal a

o)ba(t} representant la frequence instantanee d'oscillation du dipole :

(*) Les effets associes au changement de vitesse de I'atome a Tissue de la collision sont
etudies par exemple par P.R. Herman in Les Houches XXXVIII, « New Trends in
Atomic Physics», ed. G. Grynberg et R. Stora (North-Holland, 1984) page 451.
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Considerons un intervalle de temps At long devant la duree Tcoll d'une
collision et court devant 1'intervalle de temps Tco]l separant deux
collisions (TCO,| < At < Tcoll). Puisque At <^ rcoll, la probabilite pour
qu'un atome A ait subi une collision pendant At est tres faible, de sorte
que la modification A&ba de &ba pendant At est petite. En revanche,
comme At > TCO,,, toute collision qui s'est produite pendant 1'intervalle
At a eu le temps de se derouler entierement. Pour trouver Aaba, il faut
sommer la relation (1) sur toutes les collisions possibles. Pendant
At, le nombre de collisions que subit 1'atome A avec un atome
X dont la vitesse est comprise dans 1'element de volume d\ autour de
v et dont la trajectoire a un parametre d'impact compris entre
b et b + db est :

ou N est le nombre d'atomes X par unite de volume et /(v) leur
distribution de vitesses. La variation Aaba/At peut done s'ecrire :

avec

ou 4>(b,v) est le dephasage pour une collision associee a une trajectoire
de parametre d'impact b et de vitesse relative v. Appelons y et
f] les parties reelle et imaginaire de (1 — ̂ ~ I*)co l l :

Pour des temps longs devant Tcoll, revolution de &ba peut etre decrite
par la « moyenne a gros grains » (5), de sorte que

En revanche, comme nous 1'avons mentionne plus haut, les collisions
dephasantes n'introduisent pas de transfert d'un niveau atomique a
1'autre, ce qui conduit aux equations suivantes pour les populations

Notons pour finir que les equations (8) et (9) peuvent etre decrites par
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une seule equation operatorielle

ou Sz est 1'operateur defini par 5Z | a ) = - (1/2) |a> , Sz \ b} = (1/2) | b}
(voir equation (A.15.c) du chapitre V).

Remarque

Tout systeme a deux niveaux peut etre considers comme un spin fictif (voir
§ A-4 du chapitre V). Comme une collision d6phasante modifie la
difference d'energie entre les deux niveaux, son effet en termes de spin
fictif est Equivalent a celui d'un champ magnetique b(?) parallele a
Oz qui serait appliqu6 au spin pendant la dur6e de la collision. L'angle
<t> repre"sente alors Tangle de rotation du spin autour de Qz sous 1'effet de
b(f). Notons que nous n'avons fait aucune hypothese sur <£ et que cet angle
peut correspondre a une rotation superieure a 2-Tr.

2) Relaxation collisionnelle en presence d'irradiation laser

a) LE POINT DE VUE DE L'ATOME HABILLE

Les collisions apparaissent egalement comme un processus de relaxa-
tion pour 1'atome habille et il est possible de decrire leur effet a 1'aide
d'une equation pilote. En de"pit du grand nombre de niveaux de I'atome
habille, le nombre de parametres necessaires pour decrire 1'effet des
collisions dephasantes est relativement restreint. Cela tient, d'une part
au choix d'un modele simple de collision (celui du paragraphe 1-a),
d'autre part au fait qu'il est generalement legitime d'utiliser 1'approxi-
mation seculaire permettant de decoupler 1'evolution des populations
de celle des coherences (ou encore 1'evolution des coherences ayant des
frequences propres differentes).

b) EVOLUTION DES POPULATIONS: TRANSFERTS COLLISIONNELS
ENTRE NIVEAUX HABILLES

Notons d'abord que les collisions dephasantes ne peuvent pas induire
de transfert de population d'une multiplicite a 1'autre : rf°^_^N,) est
nul si N T ^ N ' . En effet, nous avons suppose au paragraphe 1-a que
1'energie susceptible d'etre transferee au cours d'une collision est de
1'ordre de kBT, quantite qui est petite devant une energie optique. En
revanche, kBT est en general grand devant 1'ecart hfl entre les niveaux
|1(AO) et |2(AO> d'une meme multiplicite et les collisions peuvent
induire des tranferts de |1(./V)) vers |2(A^)) avec un taux r^) _ 2(w)
que nous noterons w (pour N voisin de (A^), w peut etre considere
comme independant de N). Remarquons que la relation hfl < kBT
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entraine (voir equation (C.10) du chapitre IV) :

Par ailleurs, nous supposerons que JQ est grand devant y, ce qui
permettra d'appliquer 1'approximation s6culaire et de n6gliger les
couplages entre populations et coherences. L'equation devolution des
populations TTI(A/) de 1'atome habilte sous 1'influence des collisions
s'ecrit done :

Les collisions dephasantes tendent ainsi a egaliser les populations entre
sous-niveaux d'une meme multiplied de 1'atome habille (figure 3).

Figure 3. Transferts entre niveaux de 1'atome habilld
induits par les collisions ddphasantes.

Remarque

Les 6quations (12) indiquent que, dans la base des niveaux habilles, la
relaxation collisionnelle n'affecte pas seulement les cohdrences, comme
c'est le cas pour 1'atome nu (voir equations (8) et (9)), mais egalement les
populations. Dans le langage de la r6sonance magnetique nuc!6aire, on
peut dire que la relaxation, qui est seulement de type T2 pour 1'atome nu,
devient partiellement de type Tl pour 1'atome habilte. Un tel re'sultat se
comprend bien a 1'aide de 1'image du spin fictif. Pour 1'atome nu, le champ
aleatoire b(t) repr6sentant 1'effet de la collision d6phasante est aligne le
long de Oz, comme le champ B0 associ6 a l'6cart d'energie ha)0 entre les
niveaux b et a. En revanche, en presence d'une onde laser, b(?) n'est plus
align6 avec le champ total Be dans le r6f6rentiel tournant. Rappelons en
effet que les composantes de Be le long de OZ et OX sont respectivement
proportionnelles a ( w 0 - o j L ) e t / 2 1 (voir figure 1 du chapitre V). Ainsi,
dans le refdrentiel tournant, le champ b(t) a une composante orthogonale a
Bg qui peut induire des transferts entre les 6tats propres | + ) et
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| - ) de la composante du spin selon Be. Les equations (12) ne font que
traduire quantitativement Fexistence de tels transferts entre niveaux
habilles.

c) EVOLUTION DES COHERENCES. AMORTISSEMENT ET DEPLACEMENT
COLLISIONNELS

Considerons maintenant les coherences (l(A^) | & \2(N)} et
(2(N}\&\l(N}} entre deux sous-niveaux d'une meme multiplicite
S'(N). La relaxation de ces coherences peut etre decrite au moyen de
deux parametres K et £ qui decrivent respectivement 1'amortissement
de la coherence et le deplacement de sa frequence devolution :

Contrairement a la situation rencontree dans le paragraphic D-2-c pour
1'emission spontanee, il n'y a pas ici de transfert de coherence entre
deux multiplicites. Ceci est du au modele de collision envisage ici qui
neglige tout phenomene de transfert collisionnel entre niveaux separes
par des energies optiques.

Remarque

L'influence des collisions sur 1'evolution de la coherence
(1(7V) | ff \2(N')) avec TV ^ N' est donnee par une equation semblable a
(13.a)

Ce point sera justifie dans le paragraphe 4.

d) FORME EXPLICITE DE L'EQUATION PILOTE A LA LIMITE D'IMPACT

Une situation particulierement importante du point de vue experi-
mental est celle ou n TCO,, «^ 1, f) 6tant la frequence de Rabi (B.19).
Cette condition, qui implique que les relations \a>L — o>0 | rcoll <^ 1 et
^i rcoii ^ 1 sont simultanement verifiees, correspond a la « limite
d'impact ». Dans ce cas, 1'oscillation de Rabi a la frequence fl n'a pas le
temps de s'effectuer pendant la duree rcoll de la collision. Nous sommes
alors dans une situation analogue a celle rencontree pour remission
spontanee dans le paragraphe D-l-a du chapitre. II est done, ici aussi,
possible d'utiliser 1'approximation des vitesses de variation independan-
tes pour trouver la forme explicite de 1'equation pilote de 1'atome
habille. Cette approximation consiste a ecrire que la vitesse de variation
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de aAL est la somme de la vitesse de variation (10) associee aux
collisions (les nombres quantiques relatifs aux photons laser restant
« spectateurs ») et de celle due a 1'hamiltonien HAL de 1'atome habille

Nous aliens maintenant projeter 1'equation (15) sur la base \ i ( N ) ) des
niveaux de Patome habille et montrer qu'il est possible a la limite
d'impact d'exprimer les trois parametres w, K et £ decrivant la
relaxation collisionnelle de 1'atome habille en fonction des deux
parametres y et 17 introduits pour 1'atome nu. Pour cela, utilisons les
elements de matrice suivants deduits de (B.20) :

Considerons d'abord (*) (1(N) \ a \ 1(W)) • En utilisant 1'approxima-
tion seculaire, nous deduisons de (15) :

Pour N = N', nous trouvons alors, en comparant (17) et (12.a), que la
valeur de w a 1'approximation d'impact n'est autre que :

Par ailleurs, en utilisant de nouveau (15) et 1'approximation seculaire,
nous obtenons pour 1'equation devolution de <1(N) | a |2(N')) :

(*) Nous omettons 1'indice AL de crAL lorsqu'il n'y a pas ambigu'ite.



476 La methode de 1'atome habille BVI.2

La comparaison avec (13.a) donne alors

Remarques

(i) II est possible de retrouver le coefficient w a la limite d'impact par une
approche plus physique. Pour cela, supposons que le systeme soil a
1'instant initial tt = — T dans 1'etat |1(AO) et etudions 1'effet d'une
collision avec un atome X. Comme n rcoll <? 1, nous pouvons ndgliger le
couplage atome-laser pendant la collision. L'effet de la collision est
simplement de dephaser les coefficients du developpement de 1'etat
|1(AO> sur les 6tats \a,N + 1> et \b,N) . Partant a 1'instant initial de
1'etat

le systeme se retrouve a 1'instant T dans I'e'tat

En supposant que la collision se passe a 1'interieur de 1'intervalle
( - T,T), nous pouvons, en utilisant (2), reecrire | ̂ (T)) (a un facteur
global de phase pres) sous la forme :

A la limite d'impact, on peut prendre un intervalle T grand devant
Tcon tout en ayant | 5L\ T < 1 de sorte que :

L'etat | ̂ (T)) a Tissue de la collision differe ainsi de 11(./V)) a cause du
dephasage e~l<t> sur la composante le long de \b,N). L'utilisation de
(B.20) donne alors pour la probabilite de transition

Le taux de transition de |1(N)) vers |2(N)> est obtenu par moyenne de
(26) sur toutes les collisions possibles. II suffit alors d'utiliser (7.a) pour
retrouver 1'expression (18) donnant w.

(ii) Un raisonnement analogue a celui de la remarque pr£cedente permet
de comprendre egalement certains effets d'origine collisionnelle en optique
et en spectroscopie non lineaires. Considerons, a litre d'exemple, un
atome a trois niveaux {a,b,b'} identique a celui de la figure 14 du
chapitre. Supposons que les deux faisceaux incidents de frequences
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<DL et a)' L excitant les transitions a -~- b et a *» b' soient non resonnants et
que fl\/\8L\ et fi'\/\8'L\ soient petits devant 1 (avec 8L = a)L- a>0,
8'L — u>'L— o)'0). L'atome etudie subit egalement des collisions avec des
atomes X et les conditions definissant la limite d'impact
( l ^ i . l > 1^ 'z . l ^ TCOH) sont supposees verifiees. Les etats propres de
1'atome habille dans la multiplicity $(N,N') introduite en (E.40) sont:

Si le systeme est initialement dans 1'etat |3(Af,7V')> et qu'il subit une
collision avec un atome X, une demonstration analogue a celle faite dans la
remarque precedente permet de montrer que son 6tat a Tissue de la
collision est:

r+ oo
ou </>' = dt (o)6,a(f) — (o'0) est le dephasage de la coherence entre les

J - CO

6tats a et b' induit par la collision. Comme l'6tat | <A(7)> differe de 1'etat
|3(N,A''')), nous trouvons des transferts vers les niveaux \2(N,N')) et
\l(N,N')) analogues a ceux discutes dans la remarque precedente. De
surcroit, une coherence entre les etats | l(N,N')) et \2(N,N')y est creee
par la collision :

La moyenne sur les collisions conduit a un taux moyen d'excitation de la
coherence egal a

°ti Tfra = 7 + i"n, yb'a et Tbfc' 6tant associes de fa§on analogue a la
relaxation des coherences crb,a et crw de 1'atome nu. Le terme du second
membre de (30) est gdneralement different de zero, ce qui montre que les
collisions sont susceptibles de creer des coh6rences entre niveaux de
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Tatome habille. Par ailleurs, nous savons (voir complement A Vl, § 1-c)
qu'une coherence ainsi excitee passe par une valeur resonnante lorsque sa
frequence devolution propre est nulle. La frequence devolution de la
coherence entre \2(N,N')y et |1(N,JV')> etant (8L — S'L), le processus
induit par collision que nous etudions ici doit etre resonnant lorsque
8L = 5'L, c'est-a-dire encore quand Eb — Eb> - h(b>L — w'L). La methode
de I'atome habille permet done de comprendre comment les collisions
peuvent faire apparaitre des resonances associees a des frequences de Bohr
entre niveaux excites (*). Nous presentons plus loin (voir la remarque (ii)
du paragraphe 3-d) un exemple de situation physique ou de telles
resonances peuvent apparaitre.

3. Modifications introduces par les collisions sur 1'emission et Pabsorp-
tion de lumiere par I'atome. Redistribution collisionnelle

Nous etudions maintenant comment la fluorescence de resonance
d'un atome excite par une onde laser est modifiee quand cet atome
subit en plus des collisions.

a) PRISE EN COMPTE DE REMISSION SPONTANEE

Dans le point de vue de I'atome habille, il faut tenir compte alors de
1'existence de deux processus de relaxation, la relaxation « radiative »
due aux processus d'emission spontanee et la relaxation « collision-
nelle » produite par les collisions. Le premier processus, etudie dans le
chapitre (§ C-l et partie D), est caracterise par un temps de correlation
rcl, au plus de 1'ordre d'une periode optique l/o>0> et un temps de
relaxation TRl egal a F~l. Pour le second processus, etudie dans le
paragraphe precedent, le temps de correlation rc2 est de 1'ordre du
temps de collision TCO]I et le temps de relaxation TR2 de 1'ordre du temps
entre collisions Tcon.

La possibilite de decrire separement chacun de ces processus de
relaxation par une equation pilote est due a 1'existence pour chacun
d'eux de deux echelles de temps bien distinctes, ce qui se traduit par les
deux conditions

Lorsque les deux processus de relaxation agissent ensemble, comme
nous le supposons ici, il faut, pour pouvoir calculer une vitesse de

(*) Pour plus de details, voir G. Grynberg, J. Phys. B 14, 2089 (1981). La premiere
observation d'une telle resonance a etc obtenue dans une experience de melange a quatre
ondes par Y. Prior, A.R. Bogdan, M. Dagenais and N. Bloembergen, Phys. Rev. Lett.
46, 111 (1981).
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variation « a gros grains » de VAL, introduire un intervalle de temps
At qui soit, a la fois long devant rcl et rc2 et court devant
TR\ et TR2, ce qui implique, en plus des conditions (31), que :

Nous supposerons dans ce qui suit que les conditions (32) sont
egalement verifiees.

Notons enfin que, comme rcl est en general tres petit devant
rc2, un processus d'emission spontanee peut se derouler entierement au
cours d'une collision. La probabilite pour qu'un tel evenement se
produise est de 1'ordre de Tcol,/Tcoll, qui est tres petit devant 1 d'apres
(31.b)(*). Cette condition permet done egalement de negliger toute
modification d'un processus de relaxation par 1'autre. Finalement, pour
obtenir 1'equation pilote de 1'atome habille, il suffit d'ajouter indepen-
damment les termes de relaxation radiative et collisionnelle, calcules
comme si chaque processus de relaxation agissait seul. On obtient
ainsi:

ou { daAL/dt} rad est donne par 1'equation (D.3) du chapitre et ou
{ dcrAL/dt} col| est donne par les equations (12) et (13) de ce comple-
ment.

Remarques

(i) Les conditions (31) et (32), qui permettent de justifier la structure de
1'equation (33), ne font pas intervenir la frequence de Rabi generalisee
(I = [/}j2 + 5^]*. La comparaison entre fl et TCI ou entre fl et TRi (i = 1,2)
apparait a un stade ult6rieur. Par exemple, quand fl rc2 = fl rcoll « 1
(limite d'impact), les termes { da-AL/dt} col| ont la meme forme que pour
1'atome nu, les photons laser restant spectateurs, car on peut negliger le
couplage atome-laser pendant la dur6e de la collision. Par ailleurs, les
conditions fl TRl l> 1 et fl 7^ > 1 sont a la base de 1'approximation
seculaire.

(ii) L'equation (33) et le theoreme de regression quantique ne permettent
pas de calculer correctement la frequence des photons emis spontanement

(*) Ceci suppose bien sur que la collision ne rend pas permise une transition spontanee
qui serait autrement quasi interdite (par exemple si a et b sont de meme parite). De telles
collisions ne pourraient d'ailleurs pas etre decrites dans le cadre du modele choisi ici
puisque nous avons suppose que 1'element de matrice du dipole entre a et b varie peu au
cours de la collision (voir § 1-a).
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au cours d'une collision, car la frequence atomique est alors fortement
perturbee (voir Fig. 2). L'erreur commise est cependant n^gligeable car
elle ne concerne qu'une petite fraction Tcol|/rcon des photons 6mis.

b) POPULATIONS REDUITES STATIONNAIRES

A partir de 1'equation (33), il est possible de determiner les valeurs
des populations stationnaires et done rintensite" des trois raies du
spectre de fluorescence de frequences euL, CUL - fl et a>L + fi.

Ainsi, une demarche analogue a celle du chapitre permet de deduire
de (33) les equations devolution des populations reduites. Plus
pr6cisement, la prise en compte du terme (12) d'origine collisionnelle
conduit a generaliser les 6quations (D.20) sous la forme suivante :

La solution stationnaire de ces 6quations est:

soit encore, compte tenu de (D.ll)

II est facile de verifier sur les expressions (35) ou (36) que les collisions
tendent a diminuer la difference | wf - ir^l entre les populations
stationnaires en accord avec 1'image de la figure 3.

c) INTENSITE DES TROIS COMPOSANTES DU TRIPLET DE FLUORESCENCE

Les deux raies laterales centrees en (o>L-/2) et (o>L + /2) ont des
poids 6gaux en 1'absence de collisions. Un tel re"sultat n'est plus vrai en
presence de collisions. Le poids de la raie centred en (o>L + f i ) , egal a
TT\ r^2 d'apres (E.17), differe de celui de la raie centree en
(<OL - n) qui d'apres (E.18) est e"gal a Trf T^. En utilisant (D.ll) et
(36), nous trouvons en effet
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qui ne coincident pas lorsque w ̂  0 (en dehors du cas de 1'excitation
resonnante ou sin20 = cos2 6 = i).

Le poids total de la rale centrale, qui se d6duit de (E.23) et (D.ll),
est inchange

mais la repartition entre contributions cohe"rente et incohe"rente est
modifiee. En effet, le poids de la raie coh6rente qui, d'apres (E.25), est
proportionnel a f^ (TT" - n^)2 diminue en presence de collisions.

En r6gime stationnaire, le nombre de photons absorb6s est £gal au
nombre de photons 6mis spontanement. II s'ensuit que 1'absorption
totale A varie comme la somme des trois poids (37.a), (37.b) et (37.c)
qui peut se mettre sous la forme :

II apparait ainsi clairement que A est une fonction croissante de
w, c'est-a-dire que 1'absorption augmente en presence de collisions.

d) INTERPRETATION PHYSIQUE A LA LIMITE nl< \8L « TC~,{

Dans ce paragraphe, nous considerons le cas d'une excitation non
resonnante a la limite perturbative (^ i / |5L |< l ) et a la limite
d'impact (\8L\ <^ r~0^). Dans ces conditions, et en supposant en outre
SL <0 (*), nous avons d'apres (B.21) :

II s'ensuit que cos20 ~ 1, sin20 ~ /22/4S£ et d'apres (18)

Les intensites des diverses composantes du triplet, a 1'ordre le plus bas
en /2 j / |S L | oil elles apparaissent, valent alors d'apres (37) :

(*) Dans le cas ou 8L ;>0, nous avons 6 = (ir/2) - (/ij/2SL) au lieu de (39). Partant
de ce resultat, il est facile de montrer que les formules (40) a (43) demontrees dans ce
paragraphe demeurent valables lorsque SL>0.
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L'asymetric entre les composantes du triplet de fluorescence apparait
clairement sur les formules (41.a) et (41.c). Alors que la raie de
frequence (2w0 — (OL) varie en (^i/^)4, celle de frequence o>0 est bien
plus grande puisqu'elle est proportionnelle a (&i/8L)2 seulement. En
outre, a cet ordre de perturbation, cette raie depend exclusivement des
processus collisionnels comrae le montre le coefficient y de la formule
(41.a). Notons d'ailleurs que le rapport /(WO)//(WL) ne depend, ni de
1'intensite du champ incident, ni du disaccord a resonance (si la
condition d'impact reste verifiee) et vaut :

Cette formule montre qu'on peut determiner le coefficient de relaxation
collisionnelle y en mesurant le rapport entre les intensites de la raie de
fluorescence de frequence co0 et celle de la raie de diffusion Rayleigh a
COL. L'absence de dependance de (42) avec le champ incident tient au
fait qu'a la limite perturbative, les deux processus consideres sont
associes a 1'absorption d'un seul photon incident (voir figures (l.b) et
(l.a)).

Les resultats precedents peuvent etre schematises sur le diagramme
des niveaux d'energie de 1'atome habille (fig. 4). Le systeme a une
probabilite relative voisine de 1 d'etre dans 1'etat |2(AO) qui, a la limite

Figure 4. Schema des processus radiatifs et collisionnels
a la limite perturbative.
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consideree, est peu different de \a,N + 1) (cette probabilite importante
est schematised par le cercle de grande dimension de la figure 4).
Comme le niveau |2(7V)) est peu contamine par \b,N) , la probabilite
d'emission spontanee a partir de ce niveau est tres petite. En utilisant
(D.ll) et (39), on trouve F f l l / 4 8 2

L pour la probabilite de transition
radiative de |2(7V)) a \2(N - 1)) et une quantite encore plus petite,
T /}f/166j, pour la probabilite de transition de |2(AT)> a | l(N - 1)>.
En revanche, le niveau |1(A^)>, qui est peu different de \b,N), se
desexcite facilement vers |2(7V-1)> ~ \a,N) avec une probabilite
egale a F. La population relative dans le niveau |1(AO) resulte d'une
competition entre 1'alimentation due aux collisions dont la probabilite
est w (donne par la formule (40)) et une fuite due a 1'emission
spontanee. La probabilite de trouver le systeme dans 1'etat |1(N)> est
done simplement w/F.

Notons enfin qu'a la limite consideree dans ce paragraphe, le signal
d'absorption (38) est egal (a 1'ordre 2 en /2 ly/5L) a :

et correspond a la somme de 1'intensite de la raie Rayleigh et de la raie a
la frequence atomique o>0. L'absorption augmente en presence de
collisions. Plus precisement, A croit lineairement en fonction du
nombre d'atomes perturbateurs X puisque y est proportionnel a
N d'apres les formules (6) et (7).

Remarques

(i) Au lieu d'observer la fluorescence sur la transition b -~- a, on peut aussi
sonder 1'atome avec un second faisceau laser de frequence a>'L sur une
transition partant du niveau b vers un niveau c d'energie plus e levee. Le
spectre d'excitation du niveau c comprend alors deux resonances : la
premiere sera obtenue lorsque a)' L + a>L = o>ca et est associee a 1'excitation
a deux photons du niveau c a partir du niveau a (figure 5.a). La seconde
correspond a a>'L = a)cb et est associee a un processus ou 1'atome est
d'abord porte dans le niveau b dans un processus assiste par collisions, puis
dans le niveau c par absorption d'un second photon resonnant pour la
transition c -~- b (figure 5.3). Notons que les deux processus schematises
sur les figures (5.a) et (5.(5) apparaissent au meme ordre en champ
uniquement en presence de collisions (*). Le rapport entre 1'intensite de la
raie a t»'L = ojcfc et celle a a>'L - a>ca — <OL croit avec le taux de collisions.
S'il est possible de negliger 1'effet des niveaux intermediaires autres que

(*) En 1'absence de collisions, les atomes ne peuvent etre effectivement portes dans le
niveau b que par des processus non lineaires impliquant deux photons lasers
WL (voir la figure 28 du chapitre II).
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Figure 5. Absorption d'un faisceau sonde de frequence <a'L par un atome
interagissant avec un faisceau non r^sonnant de frequence aiL et subissant des
collisions. Le spectre d'excitation comporte deux resonances associees aux
processus schematises sur les figures (5.a) et (5.(3).

b dans Fexcitation a deux photons, le rapport entre les intensites des deux
raies est a la limite d'impact 6gal a 2-y/T (*).

(ii) Considerons un atome poss6dant trois niveaux discrets a,b,b' et un
continuum d'ionisation (figure 6.a). Get atome interagit avec deux fais-
ceaux laser incidents non resonnants, de frequences W L et ca'L voisines de
toQ et & '„. Etudions 1'ionisation resultant de 1'absorption de deux photons,
1'un de frequence o>L, 1'autre de frequence CD'L. Outre 1'ionisation resultant
de 1'absorption simultan£e de ces deux photons, il existe, dans un
environnement collisionnel, une ionisation par echelons ou 1'atome est
porte dans une etape intermediaire dans 1'un des niveaux b ou b' par un
processus d'excitation assiste par collision (figures (6.3) et (6.7)).
Considerons alors les amplitudes de probabilite associees aux processus
d'ionisation schematises sur les figures (6.3) et (6.7). Si le transfer!
d'energie et d'impulsion du a la collision est le meme pour ces deux
processus, il n'est pas possible de determiner le chemin effectivement suivi
par le systeme et une interference entre les deux amplitudes de probabilite
est alors possible. L'energie transferee lors de la collision est egale &
h8L pour le processus (6.p) et a H8'L pour le processus (6.7). Une
condition necessaire pour que les deux diagrammes interferent est done
h8L = h8'L c'est-a-dire encore :

On voit ainsi apparaitre la condition de resonance mentionnee dans la
remarque (ii) du paragraphe 2-d. Les collisions conduisent effectivement a

(*) Pour plus de details, voir par exemple P.P. Liao, J.E. Bjorkholm and
P.R. Berman, Phys. Rev. A21, 1927 (1980).
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Figure 6. Schema des niveaux consideres dans cette remarque (ii). lonisation
par absorption de deux photons dans un processus assist^ par collisions. Le
niveau excit6 dans l'6tape interm6diaire peut etre soil b, soit b', selon que le
premier photon absorb6 est a)L ou o>'L.

une variation resonnante de la probabilite de photoionisation quand
O)L — U)'L varie autour de la valeur correspondant a 1'ecart entre les
niveaux excites b et b'. On peut montrer que 1'intensite de cette resonance
depend du facteur collisionnel (30) calcule plus haut.

(iii) Nous n'avons envisage jusqu'ici que le cas ou le champ incident est une
onde plane. Si le champ incident est la superposition de deux ondes planes
se propageant dans des directions differentes, le champ resultant est
module spatialement. Ceci a plusieurs consequences. D'abord, les fonc-
tions d'onde de 1'atome habil!6 changeant de point en point, le moment
dipolaire de la transition \i(N)) -~ \i(N + !)> (avec i = 1,2) varie
spatialement. II s'ensuit que 1'on cr6e ainsi un r6seau de moments de
transition, done d'indice, qui va suivre instantan6ment les variations du
champ applique. Par ailleurs, en presence de collisions, la probabilite de
transition w entre les niveaux |2(7V)> et 11(N)) est plus grande pour les
atomes situes aux ventres de 1'onde (voir formule (40)). On cree ainsi un
rdseau d'atomes excites. Le temps devolution caracteristique de ce second
reseau est la duree de vie radiative du niveau b, c'est-a-dire 1/T (voir
figure 4).
Ces reseaux atomiques donnent naissance a de nombreux effets en optique
non lineaire. Considerons a titre d'exemple la situation ou le champ
habillant r6sulte de la superposition de deux ondes planes de frequences
a)L et o)'L et de vecteurs d'onde k et k'. Le champ habillant est alors
module, non seulement spatialement, mais aussi temporellement (a la
frequence o > L - o > ' L que nous supposerons petite devant |5L |). Les
mecanismes donnant naissance aux r6seaux de moments de transition et
d'atomes excites considers plus haut sont alors modules dans le temps. A
la difference du reseau de moments de transition qui suit instantanement
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les variations temporelles du champ, le reseau d'atomes excites suit avec
une constante de temps F~ \ ce qui conduit a un dephasage entre le reseau
lumineux et le reseau d'atomes excites (*) et a un brouillage complet de ce
dernier des que | WL — <a' L \ ^> F.
Introduisons maintenant une onde sonde. Certains phenomenes de
melange a plusieurs ondes peuvent etre interpre'tes comme resultant de la
diffraction de 1'onde sonde sur les reseaux atomiques crees par les ondes
k, (DL et k', to'L. Le fait que 1'amplitude du reseau d'atomes excites induit
par collision varie de maniere resonnante autour de u>L = w'L permet de
comprendre pourquoi, en presence de collisions, la generation d'une
nouvelle onde peut varier de maniere resonnante sur un intervalle de
largeur F autour de WL — w' L — 0 (**).

4. Aper?u sur le calcul du taux de transfert collisionnel

a) EXPRESSION DU TAUX DE TRANSFERT EN FONCTION DE LA MATRICE
5 DE COLLISION

Revenons maintenant au cas general et introduisons la matrice
S decrivant 1'evolution interne du systeme atome A + mode laser dans
une collision avec le perturbateur X caracterise par les parametres
initiaux b et v. Une telle collision remplace 1'etat initial decrit par
crAL par 1'etat final 5 &AL^+ • Si nous considerons des intervalles de
temps At tels que TCO!I < At < Tcoll, la variation A&AL de la matrice
densite du systeme global pendant At est egale a

ou la moyenne sur les collisions < )coll a ete definie par la formule (6).
La quantite A &AL/At est la moyenne de d aAL/dt sur des temps longs
devant TCO,I. L'identification de ces deux quantites revient a faire une
« moyenne a gros grains », c'est-a-dire a ignorer le comportement de
&AL pendant des temps tres courts. Dans le cadre de cette approxima-
tion, Tequation pilote s'ecrit

Nous allons projeter cette equation sur la base \ i ( N } } des etats
propres de 1'atome habille. Comme nous avons suppose que les

(*) Un tel dephasage est a 1'origine d'un echange d'energie entre les deux ondes ; voir
D. Grand-Clement, G. Grynberg et M. Pinard, Phys. Rev. Lett. 59, 40 (1987).

(**) Voir A.R. Bogdan, M.W. Downer and N. Bloembergen, Opt. Lett. 6, 348
(1981).
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collisions ne peuvent pas coupler deux niveaux d'une multiplicite
diffe rente, les elements de matrice de S verifient la relation :

Ecrivons, a titre d'exemple, 1'equation d'evolution de
<1(N)|(7|1(N)>. En utilisant (46), (47) et 1'approximation s6culaire,
nous trouvons

Or, 1'unitarite de la matrice S entraine que

ce qui permet de montrer que 1'equation (48) coincide avec 1'equation
(12) d'evolution des populations de 1'atome habille et donne 1'expres-
sion de w :

Pour la discussion physique qui suit, il est commode de reexprimer
w en fonction des elements de matrice de S dans la base decouplee
{ \a,N + 1> , \b,N) } . Transformons done 512 = <1(N)|S|2(N)> en
utilisant (B.20). II vient

c'est-a-dire encore

II est parfois possible de negliger certains termes de 1'equation (52).
Considerons par exemple la limite d'impact. L'amplitude
(b,N |5|a,N + 1), qui est associee a 1'absorption d'un photon laser au
cours de la collision, est de 1'ordre de ^iTcoll que nous avons suppose
tres petit devant 1. Les deux derniers termes de (52) sont done d'ordre
^iTcoii au plus. Le premier terme de (52) est, a la limite perturbative,
de 1'ordre de fl-^f \ 8L\. II est plus grand que les deux derniers termes
dans la mesure ou 1/|SL| > rcoll a la limite d'impact. II est done
possible dans ce cas de calculer 1'effet des collisions en ne tenant compte
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que des dephasages (a,N + l\S\a,N + 1> et (b,N\S\b,N). C'est en
fait ainsi que nous avons precede dans le paragraphe 2-d (voir en
particulier la remarque (i)). Nous analysons dans le paragraphe suivant
une autre situation ou c'est au contraire le dernier terme de (52) qui est
preponderant.

b) CAS OtJ LA FREQUENCE LASER DEVIENT RESONNANTE AU COURS
DE LA COLLISION. LlMITE DES GRANDS DISACCORDS

Dans ce paragraphe, nous nous plagons a la limite perturbative ou
O\/\SL\ ^ 1- En supposant 8L <0, nous pouvons reecrire la formule
(52) en nous limitant aux termes d'ordre inferieur ou egal a 1 en
«I/«L:

Nous avons vu au paragraphe precedent qu'a la limite d'impact le
dernier terme du second membre de (53) est plus petit que le premier.
Nous allons maintenant montrer que ce resultat n'est plus exact pour de
grands disaccords \SL\ > rc~(].

Conside"rons les niveaux d'energie de la figure 2 et tra9ons les niveaux
d'energie du systeme atome A + mode laser en fonction de la distance
r entre A et X. Nous voyons sur la figure 7 qu'il y a deux situations
possibles selon le signe de 5L. Quand COL -c o>0, les courbes repre"sentant
Eb(r) + Nha) L et Ea(r) + (N + 1) fteo L se croisent en r = r0 (figure 7.a)
alors qu'il n'y a pas de croisement entre ces courbes de potentiel pour
CUL j> o>0 (figure 7.p). Envisageons d'abord le cas ou la frequence laser
devient resonnante pendant la collision, c'est-a-dire le cas ou il y a
croisement de niveaux. Comme les energies varient d'une quantite
egale ou superieure a ti8L pendant la duree rcol, de la collision, 1'ecart
AE entre les niveaux d'energie au voisinage du point de croisement est
en ordre de grandeur donne par AE = h8 L(t - t0)/Tcoll ou r0 est 1'instant
ou se produit le croisement (voir figure 8). La transition se produit
essentiellement pendant 1'intervalle de temps tel que \t - t0\ ^ h/AE
ce qui donne encore \t - t0\ ~ (TCO\\/\ 8L\) . L'amplitude de transition
(b,N 151 a,N + 1) est, en ordre de grandeur, 6gale a nl \ t - t0 \ c'est-a-
dire (iSL^coii)* & i/\SL\- A la limite des grands disaccords
( |SL |TC O H> 1), le dernier terme du second membre de (53) est done
plus grand que le premier dont 1'ordre de grandeur est fl-^/ \ 8L \. Dans
cette limite, la probabilite de transition entre les niveaux habilles est
done simplement 6gale a | (b,N \S\a,N + 1> |2. Ce terme etant plus
grand que le terme retenu & la limite d'impact, nous en deduisons que la
probability de transition decroit plus lentement en fonction de
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Figure 7. Variation des niveaux d'energie \a,N + 1) et \b,N) en fonction
de la distance r entre les atomes A et X. Schema obtenu pour deux signes
differents du desaccord a resonance : 8L <:0 (a) et 8L >0 (P).

Figure 8. Variation des niveaux d'energie non couples en fonction du temps
pendant une collision dans le cas o>L < w0. Sous 1'effet du couplage, un systeme
prepare dans 1'etat \a,N + 1 > avant la collision a la possibilite de transiter vers
le niveau |b,N) au voisinage des points de croisement situes aux instants
t0 et t'0.

\SL\ que la lorentzienne (41.a) trouvee a la limite d'impact. Un tel
resultat est lie a 1'existence d'un croisement entre les courbes de
potentiel de la figure (7.a). II s'ensuit que la probabilite de transition
prendra des valeurs differentes pour des valeurs opposees de 8L. Dans
la situation de la figure 7, la probabilite de transition sera plus grande
pour a)L < 6>0 que pour W L > cu0 (*).

(*) Une telle asymetrie entre les ailes de la raie d'absorption a ete observee, par
exemple par J.L. Carlsten, A. Szoke and M.G. Raymer, Phys. Rev. A1S, 1029 (1977).
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Remarque

Revenons a la situation rencontree dans la figure (7.a) ou il y a un
croisement entre les courbes de potentiel et indiquons brievement
comment il est possible de calculer la probabilite de transition entre
\a,N + 1) et \b,N) dans cette situation. La transition etant due a
1'existence du croisement de niveaux situe en r = r0, on peut calculer la
probabilite de transition pour chaque valeur du parametre d'impact
b et de la vitesse relative v au moyen de la formule de Landau

AE 6tant la derivee par rapport au temps de Eb(r(t)) - Ea(r(t)) prise en
t = t0. La formule (54) tient compte des deux croisements situes en
t0 et t'0. Pour obtenir w, il faut, d'apres (50), moyenner (54) sur
b et v. Notons cependant que pour de grandes valeurs de | dL \, le
croisement de niveaux en r0 est associe a un tres petit parametre d'impact,
de sorte que 1'approximation des trajectoires classiques rectilignes n'est
plus alors justified (*).

(*) Pour plus de details, voir V.S. Lisitsa and S.I. Yakovlenko, J.E.T.P. 39, 759 (1974)
et 41, 233 (1975).
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Exercices

1. CALCUL DE LA DUREE DE VIE RADIATIVE D'UN NIVEAU ATOMIQUE
EXCITE. COMPARAISON AVEC LE TEMPS D'AMORTISSEMENT D'UN
DIP6LE CLASSIQUE

Une particule, de masse m et de charge q, est liee au voisinage de
1'origine 0 par un potentiel statique V(r). Solent HP I'hamiltonien de
cette particule

| a) le niveau fondamental d'energie Ea, \b) le premier niveau excite,
d'energie Eb. Ces deux niveaux sont supposes discrets et Ton pose

a) Soit Hj I'hamiltonien d'interaction en jauge de Coulomb entre cette
particule et le rayonnement. Calculer 1'element de matrice de
Hj entre 1'etat |b;0> (particule dans 1'etat b ; 0 photon) et 1'etat
|o;ke) (particule dans 1'etat a en presence d'un photon ke). On
negligera les effets lies au spin et on fera 1'approximation des grandes
longueurs d'onde consistant a negliger les variations spatiales du
potentiel vecteur A sur Petendue des fonctions d'onde des etats
a et b.
b) Calculer le commutateur [r,HP] et en deduire une relation entre les
elements de matrice <a|p|b) et (a|r |6>. Exprimer 1'element de
matrice (a;ke|//7|b;0> en fonction de d = (a\qr\b), element de
matrice du dipole electrique de la particule. On supposera que
a et b sont des niveaux de nombre quantique magnetique m; = 0 de
sorte que seule la composante le long de 1'axe Oz de d (notee
d et supposee reelle) est differente de zero.
c) Calculer la duree de vie radiative r = T"1 du niveau excite, ou
F est la probabilite par unite de temps d'emission spontanee d'un
photon a partir de b. On effectuera la sommation sur toutes les
polarisations et directions du photon emis. Exprimer F en fonction de
d, o>0 et de diverses constantes fondamentales comme ft, c, e0.
d) On suppose que la valeur de w0 et celle de 1'etendue spatiale des
fonctions d'onde des etats a et b ont pour ordre de grandeur les valeurs
correspondantes pour un atome d'hydrogene dans les etats 1 5 et
2p. Calculer un ordre de grandeur de l/w0

T- Exprimer le resultat en
fonction de la constante de structure fine a = q2/4Tre01ic. Commenter
ce resultat.
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e) Soit Fcl 1'inverse du temps d'amortissement du mouvement d'une
particule classique de meme charge, oscillant parallelement a Oz a la
frequence o>0. On rappelle que (*)

Montrer que le taux d'emission spontanee F calculi plus haut peut
s'ecrire

ou fab est un parametre sans dimension caracteristique de la transition
atomique a -*- b, appele « force d'oscillateur » de la transition. Donner
1'expression de fab.

Solution

a) A 1'approximation des grandes longueurs d'onde, 1'hamiltonien H{ est egal a
- (q/rri) p.A(O). La decomposition de A(r) en modes (voir expression (28) de 1'appen-
dice) permet de reecrire Hj sous la forme :

ou jtfa. = (fc/2e0a>,.L3)}, ce qui donne :

b) Pour calculer le commutateur de r et HP, remarquons que r et F(r) commutent entre
cux, ce qui conduit a :

Nous trouvons alors pour 1'element de matrice de p

cc qui donne, compte tenu de (2) et (6)

Comme a et b ont des nombres quantiques m( = 0, la seule composante de
r couplant ces niveaux est z. En utilisant d = q (a \z\b~) , nous obtenons :

(*) Voir par exemple « Photons et Atomes - Introduction a 1'Electrodynamique
Quantique », exercice 7 du complement C {.
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c) La probabilite demission par unit6 de temps et d'angle solide d'un photon de
polarisation e est donn6e par la regie d'or de Fermi:

ou p(E) est donne par la formule (46) du complement A,. En remplacant p(E) et
s& par leurs valeurs, nous trouvons:

Pour trouver la probability d'emission d'un photon dans une direction et avec une
polarisation quelconques, il faut sommer sur e et integrer sur dfl, ce qui donne, compte
tenu de la relation (55) du complement A l:

d) Remplacons d par q a0 ou a0 est le rayon de Bohr. II vient :

Or, dans 1'atome d'hydrogene, o>0a0/c ~ a, ce qui donne :

Nous en concluons que la duree de vie du niveau excite est beaucoup plus longue, par le
facteur (I/a)3, que le temps devolution caracteristique d'un electron en mouvement
autour du noyau. La relation (15) exprime egalement que la largeur de la transition, de
1'ordre de I/T, est tres petite devant la frequence d'6mission o>0.

e) En comparant (13) a (4) et (3), nous voyons que

soil encore, en revenant a la definition de d = q <a I z I 6) :
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2. ^MISSION SPONTANEE PAR UN ION PIEGE. EFFET LAMB-DlCKE

Le but de cet exercice est d'etudier la structure des rales emises par un
systeme atomique excite dont le mouvement du centre de masse n'est
pas libre, mais confine dans une region finie de 1'espace par un potentiel
V(R). Ce type de situation apparait dans divers contextes : rayonne-
ment d'un noyau lie dans une matrice cristalline (effet Mossbauer),
d'un atome ou d'une molecule dont le libre parcours moyen est petit
devant la longueur d'onde du rayonnement emis (effet Dicke) (*)...
Nous considerons ici 1'emission spontanee d'un ion place dans un piege.

L'etat de 1'ion peut etre developpe sur une base \i) <S> \x) °u
| i > correspond aux degres de liberte internes (excitation des electrons
dans le referentiel du centre de masse) et |^> aux degres de liberte"
externes (relatifs au centre de masse). On supposera, pour simplifier,
qu'il s'agit d'un ion hydrogeno'ide compose d'un electron de charge
ql = q et de masse m1 et d'un noyau de charge q2 = - Zq et de masse
m2. Les charge et masse totales sont Q = (1 - Z)q et M = mi + m2. Les
variables du centre de masse R et P et les variables internes
r et p sont reli6es aux variables des deux particules par les equations :

ou m est la masse reduite :

a) Montrer qu'a 1'approximation des grandes longueurs d'onde, 1'hamil-
tonien en jauge de Coulomb pour un ion libre est:

ou HR est 1'hamiltonien propre du rayonnement et ou

(*) Voir par example : A. Abragam, « 1'Effet Mossbauer» Gordon and Breach
(1964) ; R.H. Dicke, Phys. Rev. 89, 472 (1953).



Ex.2 Effet Lamb-Dicke 495

Nous avons appele eCoul la somme des energies propres coulombiennes
et pose

b) Le centre de masse de 1'ion est suppose evoluer dans un potentiel
exterieur V(R) de sorte que le nouvel hamiltonien est H+V(R).
V(R) est suppose etre attractif et avoir un minimum en R = 0 de telle
facon que les etats propres de 1'hamiltonien

soient des etats lies discrets \xn) d'energie $'„.
A 1'instant initial, 1'ion est dans un niveau electronique excite

\b) en 1'absence de photons. Son vecteur d'etat est \b,xn'fi) ou
\Xn) decrit 1'etat d'excitation vibrationnelle initial du centre de masse.
Apres emission spontanee d'un photon ke, 1'ion aboutit dans son
niveau electronique fondamental \a). Montrer que 1'amplitude de
transition associee a un processus ou 1'etat final d'excitation vibration-
nelle est \xi) est proportionnelle a <a|p.e \b) (xi\e~l*"R\Xn) •

c) Calculer les frequences des photons emis spontanement dans une
direction donnee KQ par un ion suppose initialement dans 1'etat
\b,xn) , ainsi que les intensites relatives des raies correspondantes. On
supposera \Sn - @l\ < fteu0 ou fta>0 = Eb - Ea et on posera

ouk^ (o>0/c)Kp.
Montrer que 1'intensite totale emise sur toutes ces raies est indepen-

dante de F(R) et est done egale a 1'intensite totale emise par un ion
libre.

Montrer que, dans le cas ou 1'extension spatiale D du mouvement du
centre de masse est tres petite devant la longueur d'onde du rayonne-
ment emis, la raie de frequence <o0 est beaucoup plus intense que les
autres raies (effet Dicke).

d) L'emission d'un photon sur la transition b, xn-^
ai Xi fait varier

1'energie de vibration de 1'ion. Montrer que, pour un ion partant de
1'etat b, xn

 et emettant un photon dans la direction KQ, la valeur
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moyenne 8$ de cette variation d'energie est egale a

En utilisant le fait que la valeur moyenne de P dans l'6tat lie
\Xn)

 est nulle, montrer que 8$ coincide avec l'6nergie de recul d'un
ion libre.

La difference d'energie entre niveaux de vibration | ${ - $ n \ avec
/ ^ n est supposee tres grande devant 8$. Que peut-on en deduire
pour 1'intensite de la raie non deplacee de frequence <o0 ?

Solution

a) Partons de 1'hamiltonien en jauge de Coulomb

A Fapproximation des grandes longueurs d'onde, A(r0) peut etre remplace par
A(R). Le terme d'interaction avec le champ, lineaire en qa, devient alors

R6exprimons p, et p2 en fonction de p et P a 1'aide de (l.b) et (l.d) :

Les termes d'interaction Iin6aires en q sont

qui correspondent respectivement a Vint et au premier terme de Vat. Le second terme de
Vfx s'obtient directement a partir de (9), lors du remplacement de A2(ra) par
A2(R).

En utilisant finalement la relation :

nous retrouvons, apres avoir regroupe les termes, la forme (3) de 1'hamiltonien.

b) Les etats | b,xn'$} et I a>A"i;kE> sont des etats propres de H0 + //„, + HR d'energie
Eb + §n et Ea + §l + tick respectivement. Le seul terme de 1'hamiltonien couplant ces
etats est Vint (Vext ne dependant pas des variables internes, les elements de matrice de
Vgf, entre |a> et | fc) sont nuls). En utilisant la decomposition de A en a et
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a+ (voir Appendice, formule (21)), nous trouvons

c) La condition de conservation de 1'energie entraine que le photon emis a une frequence

Par suite de la discretisation des niveaux associes au mouvement du centre de masse, le
spectre d'emission spontanee possede une structure vibrationnelle (voir figure 1).

Figure 1 : ex- Schema des transitions possibles a partir du niveau excite \b,xny •
P-Allure du spectre d'emission dans le cas ou \§n - Sl \ > tiP (largeur
radiative de la transition).

Puisque | §n - ${ \ <f fta>0, la densite d'etats du champ electromagnetique varie peu
d'une raie emise a 1'autre et la probabilite d'emission d'un photon sur la raie
\b,xn~) —- \a,x>y est proportionnelle au carre du module de (14), le seul terme
dependant des variables du centre de masse etant /^(KQ).

Comme \&n-&i\ ^^0, nous negligerons egalement la variation du module du
vecteur d'onde k selon le niveau vibrationnel final et remplacerons k par ko puisqu'on
s'interesse a remission dans la direction K,,. Calculons alors ^ /^(KO). II vient:

(nous avons utilise la relation de fermeture £ |^,> <#,) =1). La condition de
;

normalisation (16) montre que Ini(^) peut etre considere comme la probabilite pour que
1'atome passe de !&,*„> a \a->Xi) en emettant un photon de frequence
«0 + ($n - &i)/h dans la direction KQ, avec une polarisation quelconque (/n/ est en effet
independant de e). La condition (16) montre egalement que 1'intensite totale emise dans
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la direction KQ est independante des nombres quantiques externes et done de
V(R).

Dans le cas ou | k0D \ <^ 1, elk°' peut en premiere approximation etre remplace par 1.
/^(KQ) est alors proche de

Dans ce cas, la transition ou 1'excitation vibrationnelle ne change pas (n = /) est bien plus
intense que les autres transitions. La frequence centrale pour cette raie coincide avec
w0 et n'est pas deplacee.

d) Pour obtenir 8£, il faut ponderer (&, - &„) par la probabilite /^(KO) de la transition
correspondante, puis sommer sur tous les etats finals \i possibles

expression que 1'on simplifie a 1'aide de la relation de fermeture sur | Xi)

Or, e lk°R est un operateur de translation, d'une quantite - ftk0, dans 1'espace des
impulsions. Nous pouvons done reecrire (20) sous la forme :

Comme la valeur moyenne de P dans 1'etat lie | #„> est nulle, on obtient

qui est bien 1'energie de recul d'un ion libre. Nous constatons egalement que, en
moyenne, 1'energie de vibration augmente au cours du processus d'emission spontanee (et
ceci quel que soil 1'etat initial de vibration). Notons que 8<f est independant de
KQ et reste done egal a 1'energie de recul lorsqu'on moyenne sur la direction d'emission du
photon.

Si 8£ < | S{ - £n | pour tout I & n, il faut, pour satisfaire 1'egalite (18), que la raie
associee a 1'emission d'un photon non depla?e co0 soit bien plus intense que les autres
raies. La condition \8&\ <§ \§l - £n\ pour / =£ n signifie que 1'ion emetteur est tres
rigidement lie dans le piege. II ne peut pas encaisser tout seul le recul lie a remission du
photon. C'est le systeme global « ion + piege » qui subit le recul. Ceci montre 1'analogie
tres etroite entre ce phenomene et 1'emission, sans effet de recul, d'un photon
•y par un noyau rigidement lie dans un potentiel cristallin (effet Mossbauer).

En ecrivant nous trouvons
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3. DIFFUSION RAYLEIGH

Le but de 1'exercice est de calculer la section efficace de diffusion d'un
photon par un systeme atomique a la limite ou 1'energie tia> du photon
est tres petite devant les energies d'excitation (Eb — Ea), a d^signant le
niveau fondamental et b les niveaux excites. On supposera le systeme
place a 1'origine des coordonn6es et on fera 1'approximation des
grandes longueurs d'onde, de sorte que Ton pourra utiliser 1'harniltonien
d'interaction dipolaire electrique H'1 - - d.Ex (0) (voir Appendice,
§5).
a) L'etat initial du systeme etant |<p , - ) = |a;ke) (atome dans 1'etat
fondamental en presence d'un photon ke), calculer 1'element de la
matrice de transition t>^ a 1'ordre 2 en //'/ entre les etats | < p ( > et
\<f>f) = |fl;k'e'). On calculera To^ a 1'ordre zero en ft(t)/(Eb — Ea) et
on exprimera le resultat en fonction du tenseur de polarisabilite statique
amn du systeme atomique :

ou d.em est la composante du dipole atomique d le long de la direction
Om (m = x,y,z).
b) Calculer la section efficace differentielle de diffusion d'un photon
ke dans un angle solide dfl' autour de k' avec la polarisation
e'. Pour cela, on calculera au prealable la probabilite de transition par
unite de temps vers tous les etats finals d6tectes.
c) On considere la situation habituelle en physique atomique ou le
tenseur de polarisabilite statique est isotrope (amn - a0 8mn). Que
valent dans ce cas la section efficace differentielle et la section efficace
totale ? Comparer ce dernier resultat a celui

obtenu (*) pour un electron classique elastiquement lie dont la
frequence de resonance est o>0 (r0 = q2/4/rre0mc2 est le rayon classique
de 1'electron). Pour cela, on exprimera a0 en fonction de la force
d'oscillateur definie par :

(*) Voir par exemple «Photons et Atomes - Introduction a 1'Electrodynamique
Quantique », exercice 7 du complement C /.
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Solution

a) L'6tat intermediate du processus de diffusion est, soil un etat a 0 photon
|6;0>, soit un etat a deux photons |£;ke,k'e'). Les elements de matrice de
H', entre ces etats et |<P;> peuvent etre calcules a partir du developpement de
Ex(0) en modes (voir Appendice, formule (89)):

Dans le developpement de Born de T>^ (voir chapitre I, formule (B.14)), nous ne
conservons que le terme d'ordre 2 (le terme d'ordre 1 est bien entendu nul puisque
H', ne couple pas directement |a;ke> et |a;k'e'»:

A la limite dcs basses frequences, c'est-a-dire pour hat, ti<a' « (Eb - £a), 1'expression
precede nte peut etre approximee par :

quc Ton pcut encore ccrirc

b) En utilisant les formules (47) et (51) du complement A / (la derniere formule etant
generalisee au cas d'un couplage indirect), nous obtenons pour la probabilite de transition
par unite de temps et d'angle solide :

soit encore, puisque la conservation de 1'energie impose <a — a>'

La section efficace differentielle est obtenue en divisant (9) par le flux de photons egal a
c/L3 (voir complement A /, formule (57)) :

La section efficace differentielle varie comme w4. Elle est d'autant plus grande que la
frequence est plus grande. Par exemple, pour la partie visible du spectre, les longueurs
d'onde bleues sont plus diffusees que les rouges.
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c) Remplasons a^ par a0 8^ dans (10). II vient

Pour calculer la section efficace totale, choisissons la direction Oz le long de
e. II faut ensuite effectuer la sommation sur e' perpendiculaire a K' et la moyenne
angulaire. En utilisant la relation (54) du complement A,, nous trouvons:

Pour calculer a0> exprimons le carre de 1'element de matrice | <a | z \ b} |2 en fonction
de la force d'oscillateur

En reportant cette valeur de a0 dans (12), nous trouvons 1'expression

qui peut etre reecrite sous la forme (2) a condition de poser

Comme ]T fab = 1 d'apres la regie de somme de Reiche-Thomas-Kuhn, I/WQ peut etre
b

considere comme la moyenne des quantites l/a>4a relatives aux diverses transitions
a-~b partant de a, ponderees par les forces d'oscillateur correspondantes.

Remarque sur le choix de I'hamiltonien d'interaction

Les calculs faits dans cet exercice utilisent l'hamiltonien dipolaire electrique. II est
egalement possible d'utiliser l'hamiltonien en jauge de Coulomb

Nous savons par des arguments generaux (voir « Photons et Atomes - Introduction a
1'Electrodynamique Quantique», exercice 7 du complement E,v) que les resultats
obtenus sont les memes dans les deux points de vue. Ce resultat peut etre egalement
verifid directement dans le cas de la diffusion Rayleigh. "G ,̂ apparait alors comme la
somme de deux termes, le premier semblable a (5), mais ou les elements de matrice
de d sont remplaces par ceux de p, le second provenant du terme en A2 qui couple
directement | (?,> a | <pfy. Si, dans la somme sur les niveaux intermediaires, on
neglige hw devant (Eb - Ea) au denominateur, on trouve un r6sultat nul, le terme en
A2 compensant exactement la sommation sur b (pour verifier ce point, il faut
remplacer < fe |p . e | a ) par (m/ifi)(Ea - Eb) <6 | r . e | a> de facon a pouvoir
introduire la relation de fermeture sur b). Ceci prouve que 1'approximation faite
avec Phamiltonien dipolaire electrique ne peut etre utilisee aussi sommairement
avec l'hamiltonien en jauge de Coulomb. II faut en fait dans ce point de vue
poursuivre le dcvcloppement des denominateurs d'energie (Ea + hu> - Eb)~

} et
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(Ea — fiai — Eb)~
l aux ordres superieurs en fiw/(£6 — Ea). Pour le terme d'ordre 1

vis a vis de cette quantite, on peut remplacer tous les elements de matrice de
p.e en fonction de ceux de r.e, introduire une relation de fermeture et montrer qu'il
est nul. C'est en fait le terme d'ordre 2 en ftw /(Eb - Ea) du developpement qui
coincide avec (6). Le calcul fait a partir de Phamiltonien en jauge de Coulomb est
done, pour ce probleme, plus long (tout en conduisant bien sur au meme resultat).
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4. DIFFUSION THOMSON

Le but de cet exercice est de calculer la section efficace de diffusion
elastique d'un photon par un electron atomique a la limite ou 1'energie
des photons ftw est grande devant 1'energie d'ionisation £/ de 1'atome
(hot > E[). En revanche, on supposera que fto> est petit devant
a me2 (ou a est la constante de structure fine), de sorte que
I'approximation des grandes longueurs d'onde puisse etre appliquee.
a) Le systeme, place a 1'origine des coordonnees, est suppose initiale-
ment dan 1'etat | <p; > = | a;ke ) (atome dans 1'etat fondamental | a )
en presence d'un photon ke). On se propose de calculer 1'element de
la matrice de transition 2T/( a 1'ordre 2 en q entre les etats | <p, > et
| cpf ) = | fl;k'e' > . Pour cela, on utilisera I'harmiltonien d'interaction
en jauge de Coulomb

avec Hn = - (q/m) p.A(O) et Hn = q2 A2(0)/2m. Calculer les contri-
butions de HH et H[2 a T>^- (on notera b les etats excites de I'hamiltonien
atomique).
b} Montrer que la condition fcw > E{ entraine que la contribution de
HI\ & ^>/i est petite devant celle de HI2.
c) En ne retenant que la contribution de Hn a 75^, calculer la section
efficace differentielle de diffusion d'un photon ke dans un angle solide
dO' autour de k' et avec la polarisation e'. Calculer la section efficace
totale et montrer que ce resultat coincide avec celui obtenu pour un
electron classique elastiquement lie (*)

r0 etant le rayon classique de Pelectron (r0 = q2/4TTeQmc2).

Solution

a) En utilisant le developpement de A(0) en modes (voir Appendice, formule (28)), nous
trouvons

qui conticnt des termes en akea,fv et a^e, ake couplant directement | (p(> et | <p^> . Nous

(*) Voir «Photons et Atomes - Introduction a 1'Electrodynamique Quantique»,
exercice 1 du complement C,.
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en dcduisons que la contribution "G^f de Hn a 13̂ , est egale a :

Calculons maintenant la contribution au second ordre de Hn. L'etat intermediate du
processus peut etre un etat a 0 photon | &;0) ou un etat a deux photons 16;ke,k'e'> , de
sorte que la contribution TSfi de Hn a la matrice de transition est egale a :

ou w ' = at par conservation de Penergie.

b) Les niveaux b pour lesquels 1'element de matrice <a|p.e |6> est suffisamment
important pour donner une contribution significative a (5) sont tels que
| Eb - Ea | ~ E, <: ftw. Si on neglige alors (Eb - Ea) devant fiu et - fto>' ( = - ftw), les
deux termes de (5) se compensent exactement. Pour trouver 1'ordre de grandeur de
T>^, il faut done poursuivre le ddveloppement a un ordre superieur en (Eb - £fl)/fto>.
Nous trouvons ainsi

En remplacant (Eb - Ett) par E, au numerateur et en utilisant ensuite la relation de
fermeture sur b, nous obtenons

Or, <a | (p2/m) \ a> est le double de 1'energie cinetique moyenne du niveau fondamental,
quantite qui est de 1'ordre de grandeur de E,. En definitive, la comparaison de (4) et (7)
montre que :

"5JP est done plus grand que t)^ par un facteur de 1'ordre de (/i&>/E;)
2.

c) Pour calculer la section efficace differentielle, nous procedons comme dans 1'exercice 3
(question b). La probabilite de transition par unit6 de temps et d'angle solide est 6gale a :

ou e2 = q2/4TT£0. Nous en deduisons, apres division par le flux de photons egal a
c/L3, la section efficace differentielle
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Pour trouver la section efficace totale, il faut sommer (e.e')2 sur les deux polarisations
orthogonales a k' et faire la moyenne angulaire. Un tel calcul a etc fait dans 1'exercice 3
(question c) et donne 8-rr/3. La section efficace totale est done la meme que celle
obtenue en electrodynamique classique pour un electron elastiquement lie.

Remarque sur le choix de I'hamiltonien d'interaction

II est evidemment possible de retrouver (2) en utilisant I'hamiltonien dipolaire
clcctrique. Les calculs sont cependant un peu plus delicats. II n'y a pas de couplage
direct entre | cp,) et | <p^> et 15fi, sur la couche d'energie, est egal a

On voit que si Ton neglige Eb - Ea devant tuo dans les denominateurs d'energie, les
deux termes du crochet se compensent exactement puisque w' = <w. II faut done
poursuivre le developpement des denominateurs d'energie a 1'ordre suivant en
(Eh - Ea)/ft«>. En remplacant alors (Ea-Eb) < fc |d .e | a ) par
(ihq/m) <fe |p.e |a) , on peut introduire la relation de fermeture sur b et aboutir
ainsi a une valeur pour T5/( identique a celle trouvee directement avec Hn (formule
(4) avec u> - w').
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5. DIFFUSION RESONNANTE

On considere un atome A dont le centre de masse est suppose fixe en
un point 0, pris pour origine. Soient |a) 1'etat fondamental de cet
atome, \b) le premier etat excite, supposes tous les deux non
degeneres. La frequence de Bohr de la transition b -*. a est note"e
O>Q. Pour simplifier, seule la composante dz de 1'operateur dipolaire
electrique de 1'atome est supposee avoir un element de matrice non nul
entre a et b. II sera suppose re"el et note dba

Le taux d'emission spontanee a partir de 1'etat b vaut (voir exercice 1) :

On considere un photon de vecteur d'onde k, de polarisation
e, dont la frequence a* est proche de la frequence de resonance
O>Q. La probabilite de transition par unite de temps pour que le systeme
passe de 1'etat initial

a 1'etat final

est egale a (formule (B.18) du chapitre I) :

ou TGfi est donnee par 1'expression (C.5) du chapitre II :

//'/ est 1'hamiltonien d'interaction a 1'approximation des grandes
longueurs d'onde dans le point de vue dipolaire electrique (voir
Appendice, formule (91))

a) Calculer explicitement 75^,. Etudier la variation de son amplitude et
de sa phase au voisinage de la resonance.

b) Montrer que la section efficace differentielle de diffusion d'un
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photon ke dans un angle solide dfl' autour de la direction K', avec une
polarisation e' (perpendiculaire a K') s'ecrit:

avec A0 = 27rc/w0.
c) Montrer qu'a resonance, la section efficace totale de diffusion d'un
photon de polarisation ez est de 1'ordre de AQ, avec un coefficient
numerique que Ton precisera.

Solution

a) D'apres 1'expression (6) de //'/, celle de E^(0) (Appendice, formule (89)) et les
relations (l.a) et (l.b), il vient:

D'ou

L'element de matrice de transition ^fi est un nombre complexe qui prdsente une
resonance pour u> = o>0. Son amplitude est maximum a resonance, et sa phase varie de
TT a 0 lorsque w passe par w0. "G^ est imaginaire pur a resonance. Comme on s'interesse
aux frequences proches de w0, on peut remplacer dans le coefficient du terme resonnant
w et a)' par w0, et remplacer dla par son expression en fonction de F tirde de (2). II vient:

b) Le nombre d'etats finals, d'energie comprise entre tick' et hc(k' + dk'), et dont le
vecteur d'onde pointe a 1'interieur de Tangle solide dfl' autour de K' vaut d'apres la
formule (46) du complement A,

Le taux de transition total vers 1'ensemble des etats finals d6tectes est done egal a :

De meme que precedemment, nous remplacons ck par o>0 dans les facteurs precedant le
terme resonnant.
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L'etat initial correspond a un photon dans le volume L3, se deplacant a la vitesse
c, soit un flux

La section efficace diffe"rentielle est finalement:

Elle depend implicitement de K' par e', qui est perpendiculaire a K'.

c) Si 1'on ne s61ectionne pas la polarisation a la detection, il faut sommer les probabilites
correspondant a deux polarisations e', et e'2 orthogonales entre elles (et a K'). On obtient
(formule (54) du complement^,)

La section efficace totale de diffusion s'obtient en sommant ensuite la section efficace
differentielle sur toutes les directions K'.

/•

Sachant que (e.) = 1, et que

on obtient, pour « = w0,

Ce resultat est identique a celui obtenu pour la diffusion resonnante d'une onde classique
par un electron classique elastiquement lie (voir « Photons et Atomes - Introduction a
1'Electrodynamique Quantique », exercice 7 du complement C/).
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6. DETECTION OPTIQUE DU CROISEMENT DE DEUX NIVEAUX ATOMI-

QUES EXCITES (*)

Un atome A, place a 1'origine des coordonn6es 0, possede deux etats
excites \b} et |c), d'6nergies Eb et Ec proches 1'une de 1'autre. Ces
niveaux sont relies a 1'etat fondamental \a} par des transitions
dipolaires electriques caracteris6es par les elements de matrice

Les etats \b) et |c) ont des durees de vie radiatives \/Tb et
1/FC. On suppose que les energies Eb et Ec peuvent etre modifiers au
moyen d'un parametre ext6rieur x (un champ magn6tique par exemple)
et que les niveaux se croisent pour une certaine valeur XQ du parametre
(fig- 1).

Figure 1. Croisement de deux niveaux excites |6> et |c>.

L'atome etant dans 1'etat |a> en presence d'un photon klel, on se
propose d'etudier le processus de diffusion resonnante faisant passer le
systeme global de l'6tat initial lajk^j) a l'6tat final |a;k2e2> . Du fait de
la quasi-resonance du photon incident avec les frequences de Bohr
a>ba = (Eb - Ea)/*1 et aca = (Ec - Ea)/fi, les etats |^> et |c> jouent un
role prepond6rant dans la diffusion. Une generalisation evidente de la

(*) Pour 1'observation experimentale de tels effets, voir W. Hanle, Z.f. Phys. 30, 93
(1924) ; P.A. Franken, Phys. Rev. 121, 508 (1961).
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formule (C.5) du chapitre II donne pour 1'element de la matrice de
transition 1'expression :

ou

est 1'hamiltonien d'interaction dipolaire electrique.
a) Expliciter 1'expression de Ij^ en fonction de dab et dflc.
b) En s'inspirant de la demarche de 1'exercice 5, montrer que la section
efficace de diffusion est la somme de sections efficaces resonnantes
a-(b) et a(c) relatives aux etats b et c, et d'un terme supplemental
8 a que Ton calculera.
c) L'atome A interagit avec un faisceau lumineux de largeur spectrale
A grande devant Fb et jTc. Ce faisceau est modelise par un flux
<f> de photons dont les frequences sont aleatoirement reparties selon
une loi de probabilite /(w), centree en w = o)ba et de largeur
A avec a)ba$> A$> Pb,rc.

a) L'intensite lumineuse /, diffusee dans Tangle solide 8fl2 autour de
K2 = k2/A:2, avec la polarisation e2, est decomposee en trois parties
I(b), I(c} et 87 correspondant respectivement a o-(b), ar(c} et
da. Calculer ces trois quantites. Montrer que les deux premieres
varient peu lorsque Eb et Ec varient sur un intervalle grand devant
Fb et Fc, mais petit devant A.

(3) Montrer que 87 varie de fac.on resonnante, lorsqu'on varie
x autour de x0. Quelle est la largeur de cette resonance ? A quelles
conditions doivent satisfaire les polarisations e-1 et e2 pour que Ton
puisse observer cette r6sonance ?

Solution

a) Les elements de matrice de H', sont calcules dans 1'exercice 5. On en d£duit:

b) La section efficace de diffusion s'ecrit d'apres 1'exercice 5
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ou

II vient

ou

Le developpement du carre du module de la somme fait apparaitre

ou

et une expression analogue pour tr(c), et

c) D'apres la definition meme de la section efficace differentielle, 1'intensite lumineuse
diffusee dans Tangle solide 8/22 autour de K2 est:

a) En remplacant a par son expression (9), on obtient

ou I(b), 7(c), 87 ont des expressions analogues a (12), au remplacement pres de
cr par cr(b), cr(c) OU Scr.

L'expression (10) montre que or(fe) n'est non nul qu'au voisinage de coj = <i>ba sur une
largeur Fb. Lorsqu'on fait Tintegrale sur o>j, le fait que la largeur A de /(wj) soil grande
devant rb permet d'assimiler la lorentzienne a une fonction S(o>] - w^,) :

L'expression de 7(c) est analogue. Lorsqu'on balaie Eb de quelques hFb, I(b) varie, en
valeur relative, d'une quantite de 1'ordre de Fb/A qui est tres petite.

P) De meme, Scr n'est important qu'au voisinage de <al =. w^, = WM. On peut alors
assimiler /(o^) a une constante /(wfca). L'integrale sur &)j de 8cr est effectu6e par la
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mcthodc dcs rcsidus ct donne

87 varie de facx>n resonnante en wc6 = 0, avec une largeur de 1'ordre de (Fb + Fc).
Lorsqu'on balaie x autour de x0, la forme de la resonance est lorentzienne, melange
d'absorption et de dispersion dependant de la valeur du nombre complexe SbS*. Pour que
57 soit non nul, il faut que

soit non nul, ce qui implique que chacun des facteurs doit etre different de zero.
Physiquement, il faut done que les polarisations et et e2 puissent exciter aussi bien 1'etat
6 que 1'etat c. Elles excitent et detectent respectivement des superpositions lin£aires des
etats \by et |c>. Au point de croisement, la superposition cr£ee par les photons
incidents est stationnaire. Elle subsiste jusqu'a la reemission du photon k2

ea- Loin de ce
point, la superposition d'dtats 6volue avant la reemission du photon qui se fait a partir
d'un etat different, de sorte que 1'intensite lumineuse detecte'e est en ge"n6ral diffdrente.

Le phenomene peut aussi etre compris comme une interf6rence entre les amplitudes de
diffusion permettant de passer du meme etat initial [askjEj) au meme etat final
|a;k2e2> via deux «chemins» diffdrents passant, soit par 1'etat |6;0), soit par 1'etat
|c;0> (Fig. 2). L'intensite diffusee est maximum lorsque les deux amplitudes sont en
phase. La difference de phase entre ces deux amplitudes d6pend de l'6cart d'energie entre
les deux etats et varie rapidement pour les photons resonnants en fonction de
Eb - Ec, ce qui se traduit par une variation rapide de 1'intensite diffusee sur un intervalle
de 1'ordre de ft(F4 + Fc) autour du point de croisement.

Figure 2. Amplitudes de diffusion dont 1'interference
donne naissance a la resonance de croisement de niveaux.
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7. DEPLACEMENT RADIATIF D'UN NIVEAU ATOMIQUE. FORMULE DE
BETHE POUR LE DEPLACEMENT DE LAMB

Le but de cet exercice est de calculer 1'expression du deplacement
radiatif des niveaux de 1'atome d'hydrogene, et de retrouver ainsi
1'expression etablie pour la premiere fois par Bethe (*) a propos du
niveau 25 (deplacement de Lamb). II est interessant de mener parallele-
ment le meme calcul dans les deux points de vue A.p et E.r, car, bien
que conduisant au meme resultat, les deux calculs se presenters de
fac.on assez differente. Un troisieme point de vue, celui de Pauli-Fierz,
est etudie dans la derniere question. II est particulierement commode
dans la mesure ou la correction de masse de 1'electron apparait deja
explicitement dans 1'hamiltonien.

Nous introduisons les simplifications suivantes :
- seuls les modes de vecteur d'onde inf6rieur a une borne kM telle que
kM a0 <^ 1 (a0 etant le rayon de Bohr) sont pris en compte. L'approxima-
tion des grandes longueurs d'onde sera faite pour ces modes.
- 1'electron est considere comme une particule sans spin, de masse
ra, de charge q. Le proton est suppose infiniment lourd, fixe a 1'origine,
de sorte que 1'energie potentielle de l'61ectron au point r est

Les operateurs r et p etant les operateurs quantiques habituels relatifs
a 1'electron, les hamiltoniens du systeme dans les points de vue
A.p et E.r s'ecrivent respectivement :

et

ou

avec

(*) Voir H.A. Bethe, Phys. Rev. 72, 339 (1947) et Bethe and Salpeter (§ 19).
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A 1'approximation des grandes longueurs d'onde, les hamiltoniens
d'interaction s'ecrivent:

L'energie propre dipolaire vaut

v i

On rappelle 1'expression des operateurs A(0) et Ex (0):

Soit |a;0) 1'etat fondamental de HA en presence du vide. Les
corrections a 1'energie Ea de cet etat, produites par le couplage de
1'electron avec le champ transverse, s'ecrivent respectivement dans les
deux points de vue, et a 1'ordre 2 en q :

a) En utilisant les notations suivantes,

montrer que Aa et A'a se mettent sous la forme

ou r0 est une constante que Ton calculera.
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b) On supposera kM grand devant toutes les quantit6s kba relatives aux
etats qui contribuent de facon appreciable aux sommes sur |6) des
expressions (12) et (13). Developper hAa et hA'a en puissances de
kM sous la forme

ou T,D,P,L sont des expressions d'ordres respectifs k3
M, klf,

kM et LogkM. Les termes d'ordre l/kM, (l/fcM)2, ... sont negliges.
Calculer ces differents termes et montrer que T'a est nul.

c) Etablir la relation

et d6montrer que D'a = Da, P'a = Pa et L'a = La. En introduisant la
quantite

interpreter physiquement le terme Pa.

d) La formule de Bethe est 1'expression du dernier terme La de (17). En
introduisant 1'energie d'excitation moyenne hcKa par la formule

* r

et en utilisant le double commutateur de p avec H0, montrer que
Lg se met sous la forme

(a = <72/47re0^c est la constante de structure fine).

e) Generaliser 1'expression (17) aux niveaux d'energie \nlrn) de
1'atome d'hydrogene autres que 1'etat fondamental. Montrer que, dans
une multiplicite n, tous les niveaux ont le meme deplacement
hAnh sauf les etats 5 (/ = 0).

/) Dans le point de vue de Pauli-Fierz, 1'hamiltonien s'ecrit (voir
formule (34') du complement Bu}
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ou m* = m + 8m et ou £ est donne par

a - Montrer qu'a 1'ordre 2 vis a vis du couplage avec le champ
transverse, le deplacement hA"a de 1'etat |«;0) s'ecrit

ou

IJL et v reperant les composantes x, y et z des vecteurs (; et
V.

P - Demontrer les formules

et

oii kba est positif, petit devant kM et ou km est une borne infe"rieure
suppos6e tres petite, mais non nulle.
7 - En utilisant les resultats precedents, montrer que L"a se met sous la
forme
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Interpreter physiquement le premier terme et la correction apportee
par le second.

A 1'aide de la formule (21) et du commutateur de p avec
HQ, montrer que L"'a est egal a La.

Solution

a) D'apres (7) et (10)

Le dernier facteur vaut 8fj et le remplacement de la somme discrete par une integrate
donne :

ou

est le rayon classique de 1'electron (a est la constante de structure fine). L'element de
matrice de Hn vaut

et le second terme de (12) s'ecrit

Notons que p^ = 0, de sorte que le terme b = a .ne contribue pas. La somme sur les
polarisations transverses s'effectue a 1'aide de la formule (54) du complement A,. Le
passage a une somme continue donne alors

En reportant (31) et (35) dans (12), on obtient 1'expression (15) de hAa.
Le premier terme de 1'expression (13) de HA'a s'ecrit, d'apres (9) :
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Le calcul du deuxieme terme de (13) est tres semblable a celui du deuxieme terme de (12)
au remplacement pres de ey.p par /mwyEy.r. En faisant cette substitution sur (35), on
trouve directement le second terme de (16).

b) Considerons les fractions rationnelles en k figurant dans les deuxiemes termes de (15)
et (16) et decomposons les en elements simples:

t -i

Le premier terme de (38) donne par intdgration une contribution en k\f a fcd'a, qu'il faut
rcgrouper avec le premier terme de (16). On constate qu'ils s'annulent de sorte que
T'a = 0. L'integration des autres termes de (38) ou de (37), ainsi que celle du premier
terme de (15) donne :

Dans la mesure ou ku > k^, on peut, dans les expressions (41), faire 1'approximation

c) Partons du commutateur

En prenant 1'e"lament de matrice de cette equation entre les etats |a> et | & > , on obtient
(19). Le remplacement, dans les expressions (41) et (40) de L'a et /"„, de &£, | rba \

2 par
\pat)\

2/m2c2 donne immediatement les expressions correspondantes de La et Pa.
Pour D'tt, il faut noter que

En reportant (44) dans 1'expression (39) de D'a, on retrouve 1'expression de Dtt.
Revenons sur 1'expression (40) de Pa. A 1'aide de la relation de fermeture sur

| b > , on peut la mettre sous la forme
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ou

Le terme Pa s'interprete comme la variation de la moyenne dans l'6tat |a> du terme
d'energie cin6tique p2/2m, due a une variation de masse 8m. D'apres (46), 8m est (au
facteur 4/3 pres du a la procedure de coupure non covariante) la contribution de l'6nergie
du champ coulombien de I'dlectron a sa masse, calcuWe en limitant 1'integrale sur
k a ku.

d) En faisant 1'approximation (42) dans 1'expression (41) de La, et en utilisant la formule
(21), on obtient

Remarquons que

Par ailleurs

de sorte que

Finalement, en utilisant (50) et (32) dans (47), La se met dans la forme (22).

e) Les niveaux autres que P6tat fondamental sont degen6res et 1'application de la theorie
des perturbations necessite quelques precautions. En fait, le champ de rayonnement est
isotrope, et lorsqu'on somme sur tous les modes, il n'introduit pas de couplage au second
ordre entre des niveaux de nombres quantiques (l,m) differents. Dans chacun des sous-
espaces (l,m), HA a un spectre non degenere caract6rise par le nombre quantique
n. On peut alors appliquer les memes calculs que prec6demment.

Une deuxieme difference apparait du fait que les denominateurs kba + k peuvent
maintenant s'annuler pour kba <0, traduisant la possibilite pour 1'atome dans des niveaux
excites d'emettre reellement des photons. Si on s'interesse aux positions des niveaux
d'energie, les expressions (12) et (13) restent valables, a condition de remplacer la
fraction par sa partie principale. Lorsqu'on precede a 1'integration sur k, il vient:
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Le resultat est le meme que pour k^ positif, a condition de remplacer k^ par
| kba \ dans le logarithme. On obtient ainsi:

avec

ou K^ est defini de facon analogue a Ka (voir formule (21)). Le premier terme de (52) est
independant du niveau et le second, d'apres le thdoreme du viriel, ne depend que de
n. Lri est proportionnel a la moyenne de 5(r), done a | <p^m(0) \2, qui est non nul
seulement pour les etats s (/ = 0). Le defacement des £tats s par rapport aux autres
niveaux de la meme multiplicity est positif. Son interpretation physique a £t£ donn£e dans
le chapitre II (§ E-l-b).
f) Flagons-nous dans le point de vue de Pauli-Fierz et considdrons d'abord les termes
d'ordre 0 vis-a-vis du couplage avec le champ transverse (| = 0, et done Hn = 0). Les
valeurs propres de 1'hamiltonien

ne sont pas identiques £ celles de H0. En effet, la contribution de la masse dlectromagndti-
que 8m de la particule a l'6nergie cinetique a etc deja prise en compte par 1'intermediaire
de m* (la signification physique des etats propres est aussi differente par suite de la
transformation des observables ; voir complement Bn). Nous noterons E* P^nergie de
1'etat fondamental |o;0> de H"0. Dans 1'expression du deplacement ft4"a de ce niveau,
nous ne retrouverons pas le terme Pa puisqu'il a et6 pris en compte dans E*.

a- A 1'ordre 2 vis a vis du couplage avec le champ transverse, Phamiltonien
H" s'6crit

ou

avec

Le deplacement tiA"a vaut done, a 1'ordre 2:

soil encore, apres utilisation de (31), (57) et avec 1'approximation E* - E£ == - fick^ :

L"tt etant donne par (26).

P - D'apres (24)
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En utilisant cet element de matrice et la formule (54) du complement A{, on trouve

D'ou la formule (27).
Pour (28), le calcul est tres semblable et on arrive a :

L'integrale vaut Log

(28).
y - En reportant (27) et (28) dans (26), on obtient immediatement (29) (le terme
b = a est nul dans (26) car <a | W0|a) = 0 et peut done etre exclu de la somme).
Comme il est explique dans le complement Bn (§-3-b), le premier terme represente le
resultat du moyennage du potentiel V0(r) par la particule lorsqu'elle effectue des
mouvements d'oscillation d'amplitude | sous 1'effet des fluctuations du vide. Toute
| ne represente vraiment le deplacement de la particule que pour une partic
C'est encore une bonne approximation pour les modes de frequence ckf grandes devant
les frequences propres ckba de la particule dans le potentiel V0(r). Pour les modes basse
frequence, la reponse de la particule est affaiblie par la presence du potentiel. C'est ce
qu'exprime le deuxieme terme de (29).

En prenant 1'element de matrice de [p,H0] = (h/i)V V0(r) entre |a> et | b > , on
obtient

Cette formule permet d'ecrire le deuxieme terme du crochet de (29) sous la forme

A 1'aide de (21) (ku 6tant change en kn) et de (50), il se met encore sous la forme

et se regroupe avec le premier terme du crochet de (29) pour donner Log (ku/K^). Le
remplacement de A V0(r) par (<?2/eo) S(r) conduit alors a une expression de
L"a identique a celle (22) de LA.

D'ou la formule
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8. RAYONNEMENT DE FREINAGE. CORRECTIONS RADIATIVES A LA
DIFFUSION ELASTIQUE PAR UN POTENTIEL

Le but de cet exercice et de 1'exercice suivant est d'etudier un certain
nombre de processus radiatifs qui apparaissent lors de la diffusion d'une
particule chargee par un potentiel. La partie A est consacr6e a 1'etude
de la section efficace d'emission d'un photon par une particule freinee
par un potentiel (rayonnement de freinage ou « Bremsstrahlung »). La
partie B examine les premieres corrections radiatives a la section
efficace de diffusion 61astique (diffusion sans emission de photons).
Enfin, 1'exercice suivant montre comment les divergences a basse
frequence des sections efficaces calculees en A et B peuvent etre
elimindes par une redefinition appropriee des grandeurs mesurees, qui
tient compte de la resolution finie en energie du detecteur observant la
particule diffusee.

Le point de vue de Pauli-Fierz est particulierement commode pour
aborder ces divers problemes. II sera adopte tout au long de ces deux
exercices. Le lecteur pourra se reporter utilement au complement Bn

qui presente en detail ce point de vue, de meme qu'au complement Aj
qui regroupe les resultats essentiels concernant le calcul perturbatif des
amplitudes et sections efficaces de diffusion.

Notations

Dans le point de vue de Pauli-Fierz, Phamiltonien H d'une particule
chargee, couplee a un potentiel exterieur statique et au rayonnement
transverse, s'ecrit:

Dans (1), q est la charge de la particule, m sa masse (corrigee de
1'inertie electromagnetique), r sa position (supposee proche de 1'origine
0), p son impulsion ; Ve(r + £) est 1'energie potentielle de la particule
dans le potentiel ext6rieur, evaluee au point r + € ou

Z(r) etant un op6rateur de champ (« vecteur de Hertz ») defini par :

Enfin, HR est 1'hamiltonien du rayonnement dont le deVeloppement en
a et a+ est donne" par la formule (45) de 1'appendice.
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Par rapport a 1'expression (34') du complement Bn, nous avons
ignore dans (1) 1'energie propre de Coulomb eCoul de la particule (qui
est une constante) et un terme de rayonnement en q2P^L (0)/2m dont on
peut montrer qu'il joue un role negligeable dans les problemes de
diffusion par le potentiel Ve etudie"s dans cet exercice et le suivant.

A. Rayonnement de freinage

Dans cette premiere partie, 1'etat initial du systeme particule + champ
est 1'etat

representant la particule d'impulsion pt en presence du vide de
photons. L'etat final est 1'etat

representant la particule d'impulsion p2 en presence d'un photon
ke, d'energie hco. On note E1 = Pi/2m, E2 - pl/2m. Les 6tats
|p,) seront discr6tis6s, comme les modes du champ, dans un cube de
cote L.
a) Montrer qu'a la limite non relativiste (p^/irKc), 1'impulsion
ftk du photon emis est tres petite devant p^ Dans toute la suite, on
negligera 1'impulsion des photons emis et on notera

la variation d'impulsion de la particule au cours de la collision.

b) Montrer que 1'hamiltonien d'interaction permettant de passer de
I'/'in) & I'/'/in) ne Peut provenir que du terme Ve(r + £) de
H. Calculer, a 1'ordre 1 en Ve et 1 en q, ramplitude J^(P! -*- p2 + ke)
pour que la particule soit diffusee de pl a p2 avec emission d'un photon
ke (element de la matrice 5 entre <«A/,n | et | «^/B». On exprimera le
resultat obtenu en fonction de

c) Sans entrer dans le detail des calculs, indiquer comment le calcul de
J^(P! -*- p2 + ke), a 1'ordre 1 en Ve et 1 en q, se presente dans le point
de vue de Coulomb. On pourra par exemple se contenter de discuter la
forme que prennent, dans le point de vue de Coulomb, les etats
asymptotiques des processus de diffusion et donner les diagrammes qui
contribuent a J^PJ — p2 + ke) dans ce point de vue. Pourquoi le point
de vue de Pauli-Fierz est-il plus simple ?
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d) On fixe pj et la direction n2 = p2//?2 de ^a particule diffusee.
Calculer, a partir des resultats de b), la probabilite par unite de temps
dw(p1 -» p2 + ke) pour que la particule soit diffused dans un angle
solide df22 autour de n2, avec emission d'un photon de frequence
comprise entre a) et c u + d c u , dans Tangle solide df2 autour de
K = k/k. En deduire la valeur de la section efficace differentielle
dcr(p1 -*. p2 + ke)/df)2df2da).

On suppose que la particule est un noyau de charge q = Zqp (ou
qp est la charge du proton) et que le potentiel diffuseur est celui cree" par
un noyau de charge Z'qp fixe a 1'origine. Exprimer la section efficace
differentielle precedente en fonction de Z, Z', p l 5 p2, a> et de la
constante de structure fine a.

e) Cette question examine la forme asymptotique de 1'amplitude
<^(Pi — P2 + ke) calculee en b) quand 1'energie h(o du photon emis est
tres faible devant EI et E2 et peut done etre negligee. Montrer que
«£/(P! _^ p2 4- ke) peut alors s'ecrire

ou J/^/O\PI -*- p2) est 1'amplitude de diffusion elastique (sans emission
de photons), calculee a 1'ordre 1 en Ve et 0 en q, et ou i?!(Q,ke) est un
coefficient correctif ne d6pendant que de Q et du photon ke emis.
Donner 1'expression de 17 lt

B. Corrections radiatives a la diffusion elastique

L'etat initial est toujours (4.a). Par centre, 1'etat final est maintenant

En 1'absence de couplage avec le champ transverse, c'est-a-dire a
1'ordre 0 en q, 1'amplitude de diffusion a 1'ordre 1 en Ve est notee
jtfe?\Pi -~ P2) et a d^ja ete introduite ene). Le but de cette partie B est
de calculer les premieres corrections (en q2), a cette amplitude.

f) Montrer qu'il faut d6velopper Ve(r + €) jusqu'a 1'ordre 2 en
£ pour obtenir la premiere correction radiative a Jtf$\Pi -*P2)-
Calculer cette correction et montrer, en utilisant les propriet6s de la
transforme'e de Fourier, qu'elle est proportionnelle a J^^PI -*- p2). En
deduire que 1'amplitude de diffusion 61astique J&ei(pi -* p2), a 1'ordre 1
en Ve et a 1'ordre 2 inclus en q, peut s'6crire
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ou le facteur de forme «^(Q) s'ecrit

T j j 6tant le coefficient introduit en (7). Quel est 1'effet physique de
^(Q)?
g) Montrer, apres avoir remplace la somme discrete par une integrale,
que la somme sur ke qui figure dans le terme correctif de (9) diverge
logarithmiquement en Log km ou km est la borne infdrieure de
1'integrale sur k = |k|. On gardera done km fini et non nul, avant
d'etudier dans 1'exercice suivant comment cette « divergence infra-
rouge » peut etre elimin6e.
h) Sans entrer dans le detail des calculs, indiquer les diagrammes qu'il
faudrait considerer pour etudier le meme phenomene physique dans le
point de vue de Coulomb.
i) Soit dcrel(pl _* \>2)/d(l2 la section efficace diff6rentielle de diffusion
elastique a 1'ordre 2 inclus en q. Montrer que

Ike.

ou do-$\pl-+p2)/dn2
 est la section efficace differentielle Elastique

d'ordre 0 en q.
f) On considere un ensemble § de modes tres basse frequence.
Montrer, en utilisant (7), (9) et (10) que la diminution de la section
efficace de diffusion elastique due a 1'emission et a la re"absorption d'un
photon dans 1'un des modes de 1'ensemble $ est egale en valeur absolue
a la section efficace d'6mission d'un photon dans Tun quelconque des
modes de 1'ensemble £'. Que peut-on en deduire sur les sections
efficaces de diffusion de la particule avec emission de 0 ou 1 photon ?

Solution

a) La conservation de Penergie globale entraine que

Comme £2 est positif, il decoule de (12) que

L'impulsion du photon emis est done tres petite en module devant celle de la particule.
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6) D6veloppons Ve(r + £) en puissances de £ = q Z(0) /m

Le terme d'ordre 1 en £ relie | i/»(n> a | <A/m> :

Nous avons utilise (3) et (5) et le fait que, si i^e(Q) est la transformed de Fourier de
Ve(r) d^finie en (6), la transformed de Fourier de VV^r) apparaissant dans
L3 <P21 We(r) | Pl > est egale a - i Q TT,(Q).

En utilisant la formule (19) du complement A,, on obtient alors, a 1'ordre 1 en
q et 1 en Fe :

ou 8(r) est une fonction delta de largeur de 1'ordre de h/T, Tdtant le temps d'interaction
(formule (20) du complement A}).

c) Notons tout d'abord que les 6tats (4.a) et (4.b) sont bien des 6tats asymptotiques
corrects dans le point de vue de Pauli-Fierz. En effet, en dehors de la zone d'action du
potentiel, le terme Ve(r + (j) de (1) peut etre negligd et 1'hamiltonien H se reduit alors a
1'hamiltonien (p2/2m) + HR dont les 6tats (4.a) et (4.b) sont bien des 6tats propres. Les
etats asymptotiques correspondant a (4.a) et (4.b) dans le point de vue de Coulomb
s'obtiennent en faisant agir sur (4. a) et (4.b) 1'operateur unitaire

et ont une forme plus compliquee que (4.a) et (4.b), car ils representent la particule
incidente ou diffusee « habillee » par un nuage de photons virtuels qu'elle emet et
reabsorbe.

Dans le calcul de 1'amplitude d'emission d'un photon reel par la particule, on peut, a
1'ordre le plus bas en q, remplacer T+ par 1 et utiliser (4.a) et (4.b) pour decrire les etats
initial et final du processus de diffusion dans le point de vue de Coulomb. II faut
cependant, dans ce point de vue, deux interactions, 1'une avec V/r), 1'autre avec
Hn — -9p.A±(0)/m pour passer de | i/f,-n> a | i^/In). Comme ces deux interactions
peuvent se produire avec deux ordres temporels differents, il y a deux diagrammes
(Figure 1). Le calcul de $4 est alors plus complexe car c'est un calcul du second ordre avec
un etat intermediaire (voir formule (28) du complement A,).

d) Pour obtenir la probabilite de transition par unite de temps a partir de 1'amplitude (16),
il faut suivre la ddmarche du paragraphe 3 du complement A;: clever au carre le module
de (16), utiliser le fait que le carr6 de 8(T) est proportionnel a T (voir formule (49) de
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\

Figure 1. Diagrammes representant 1'emission de rayonnement
de freinage dans le point de vue de Coulomb.

A,), ce qui permet, apres division par T, d'obtenir la probabilite de transition par unite de
temps

II faut ensuite sommer (18) sur les etats finals de la particule et du photon. Les formules
(42) et (46) de Al donnent, pour le nombre d'6tats de la particule dans dE2df!2, le r6sultat
L3mp2dE2dfl2/(2Trft)3 et pour le nombre d'etats du photon dans du>d£l le rdsultat
L3(o2dwdn /(27rc)3. L'integrale sur E2 fait disparaitre la fonction S(7^de (18), a condition
de remplacer E2 par El - hw et il vient finalement

Le flux associ6 a la particule incidente est <f> = L~3pl/m, ce qui donne la section
efficace differentielle

Si q = Zqp et si Vf(r) = ZZ'q2
p/4-rr£0r, on a d'apres (6) lTe(Q) = ZZ'q2

p/e0Q
2, ce qui

donne pour (20)

ou a = q2/4Tre0hc = 1/137.
La presence de w aux denominateurs de (20) et (21) montre que d c r / d u d f l d f l 2

diverge quand w _^0.
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e) A 1'ordre 1 en Vt et 0 en q, il ne faut garder que le premier terme de (14), ce qui donne

Si hot ^ Ei,E2,
 on Peut n6gliger h<a devant £, - E2 dans la fonction 8^ de (16) (dans la

suite des calculs, cette fonction 5(T) agit en effet sur des fonctions lentement variables de
I'e'nergie). Par ailleurs, si Aw < EVE2, on peut, compte tenu de (12), n£gliger dans (16) la
difference entre | PJ | et | p21, de sorte que pour pl et n2 = p2//>2 fixers, les vecteurs
d'onde Q apparaissant dans (16) et (22) peuvent Stre considers comme identiques
(rappelons que dans (22), | Pj | et | p21 sont rigoureusement 6gaux puisque Ej = E2).
Moyennant ces approximations, la comparaison de (16) et (22) entraine alors I'£galit6 (7)
avec

f) Le terme en £.Wt de (14) ne relie jppO) a |p2;0> qu'au deuxieme ordre et ne
contribue done a 1'amplitude de diffusion elastique qu'a 1'ordre 2 en Vt. Par contre, le
terme suivant, en £,-£;-, relie directement |pj;0> a |p2;0> (1'un des deux op^rateurs
f(. errant un photon que 1'autre de"truit), de sorte que ce terme donne la premiere
correction a (22), d'ordre 1 en Vt et d'ordre 2 en q.

Compte tenu de (2) et (3), I'etement de matrice du dernier terme de (14) entre
|p,;0> et <p2;0| vaut

D'apres (3), le premier element de matrice de (24) vaut

Quant au second, les proprietds de la transformation de Fourier entrainent que

Finalement, la premiere correction radiative a (22) s'ecrit

Le regroupement de (22) et (27) redonne bien (9) a condition de poser

ce qui demontre, compte tenu de (23), 1'egalite (10).
Les corrections radiatives reviennent finalement a remplacer ̂ (Q) par T^/"e(Q)^'(Q).

Tout se passe done comme si Ton remplacait le potentiel diffuseur Ve(r) par le produit de
convolution de Ve(r) par la transformed de Fourier F(r) de ^"(Q). Ce rdsultat traduit le
fait que la particule, vibrant sous 1'effet des fluctuations du vide, moyenne le potentiel
Ve(r) sur 1'dtendue de son mouvement de vibration.
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g) Le remplacement de £ par (L/27r)3 k2dkdf) T dans le terme correctif de (9) fait
ke J e

apparaitre 1'integrale du> /<a qui diverge logarithmiquement en Log km quand la borne
J

infdrieure tend vers zero.

h) Dans le point de vue de Coulomb, les corrections radiatives precedentes n'apparaissent
qu'au troisieme ordre et necessitent de faire intervenir Vt une fois et Hn deux fois, d'ou
les trois diagrammes de la figure 2. Un tel calcul du troisieme ordre est beaucoup plus
complexe que celui du premier ordre fait ici et utilisant le dernier terme de (14). De plus,
il n'est plus possible, dans le calcul d'ordre 2 en q fait ici, de remplacer T* par 1 dans (17)
et d'utiliser (4.a) et (8) comme etats final et initial de la diffusion dans le point de vue de
Coulomb (ce qui fait apparaitre des corrections de normalisation des 6tats initial et final).

Figure 2. Diagrammes representant, dans le point de vue de Coulomb,
les premieres corrections radiatives a la diffusion elastique par un potentiel.

0 Les calculs de dael et da-^ effectues a partir de sfel et j/^ font intervenir les memes
fonctions [S(T)]2, les memes sommations sur les etats finals et les mdmes flux incidents.
Comme, d'apres (9), «s/'el et s/^ sont proportionnels, on en deduit que le rapport
do-el/d<r^ n'est autre que le carre du crochet de (9) qui, a 1'ordre 2 en q, coincide bien
avec le crochet de (11).

/) La diminution de la section efficace de diffusion elastique due a 1'emission et a la
reabsorption virtuelle d'un photon dans 1'un quelconque des modes de Pensemble
£ est, d'apres (11), egale a

Par ailleurs, d'apres (7), la section efficace d'emission d'un photon dans 1'un quelconque
des modes de $ s'ecrit

La somme de (29) et (30) s'annule bien.
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Reexaminons, a la lumiere du resultat precedent, le probleme des divergences
infrarouges rencontrees plus haul, dans les questions d) et g). Pour cela, concentrons nous
sur les modes basse frequence et supposons que la particule n'interagisse qu'avec les
modes de 1'ensemble S'. La compensation entre (29) et (30) montre que la somme des
sections efficaces de diffusion avec emission de 0 ou 1 photon ne depend pas des modes de
§ ct ne presente done pas de divergence infrarouge quand I'ensemble & est agrandi de
maniere a contenir des modes de frequence de plus en plus basse.

Le rdsultat precedent permet alors de montrer que les grandeurs significatives
exp6rimentalement ne presentent pas de divergence infrarouge. En effet, le d6tecteur
observant la particule diffusee a toujours une r6solution finie en 6nergie. Si 1'energie
tiu du photon emis est inferieure a la sensibilite en 6nergie hd du d6tecteur, 1'observation
effectuee sur la particule diffusee ne permettra pas de savoir si un photon tres mou (de
frequence inferieure a 8) a et6 emis ou non au cours de la diffusion. La grandeur mesure'e
est done bien la somme de la section efficace de diffusion elastique et de la section efficace
de diffusion inelastique avec emission d'un photon de frequence inferieure a S. Cette
somme reste finie alors que chaque section efficace presente separement une divergence
infrarouge.

II convient toutefois de noter que les expressions (29) et (30) ont etc obtenues ici de
maniere perturbative et peuvent done n'avoir plus de sens dans certaines limites. Par
exemple, quand la frequence des modes de $ tend vers zero, le crochet de (29) peut
devenir superieur a 1 en valeur absolue, a cause de la divergence infrarouge. Un tel
resultat est evidemment absurde (il conduit a une section efficace de diffusion elastique
negative !). II montre la necessite de tenir compte alors des termes d'ordre superieur en
q. C'est pourquoi une discussion satisfaisante de la « catastrophe infrarouge » ne peut etre
donnee que dans le cadre d'un traitement non perturbatif en q (voir exercice suivant).
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9. RAYONNEMENT DE FREINAGE DE BASSE FREQUENCE. £TUDE NON
PERTURBATIVE DE LA « CATASTROPHE INFRAROUGE »

Le but de cet exercice est d'etudier le rayonnement emis a basse
frequence par une particule chargee lors de la diffusion de cette
particule par un potentiel statique Ve.

Le probleme est tout d'abord analyse dans le cadre de la theorie
classique du rayonnement (partie A). On etudie ensuite, dans une
deuxieme partie B, les amplitudes decrivant la diffusion de la particule
avec emission d'un nombre arbitraire de photons basse frequence. Le
calcul est effectue de maniere non perturbative vis a vis du couplage
entre particule chargee et champ transverse, dans le point de vue de
Pauli-Fierz. II est possible alors d'etablir un lien entre les descriptions
classique et quantique du champ rayonne et de montrer comment les
divergences « infrarouges » apparaissant dans le calcul perturbatif des
sections efficaces de diffusion peuvent etre eliminees.

Cet exercice constitue un prolongement de 1'exercice precedent (qu'il
est conseille au lecteur d'etudier au prealable). Nous ne redefinissons
done pas les notations deja introduites.

A. Etude classique du champ rayonne

Soit ake(0 la variable normale classique decrivant 1'etat du champ
transverse classique dans le mode ke. On rappelle que 1'equation du
mouvement de «ke(0 s'ecrit (voir Appendice, formules (18.b) et (26)) :

j ( k , t ) etant defini par

ou

est le courant associe a la charge q situee en r(t) avec une vitesse
r(0-

La portee du potentiel diffuseur Ve est suffisamment petite pour qu'il
soil possible d'utiliser 1'approximation des grandes longueurs d'onde
|k.r(f)| « 1, non seulement pendant la collision (^ =s= f =s ?2)» ma^s

egalement avant la collision (t s= ^) et apres la collision (t ~z t2). Par
ailleurs, on neglige la reaction du rayonnement emis sur le mouvement
de la particule, ce qui revient a considerer r(r) comme une fonction
donnee du temps.
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a) Soit Y! la vitesse de la particule avant la collision (t(t) = Vj si
?<?]) . Montrer que, dans le cadre de 1'approximation des grandes
longueurs d'onde, 1'equation (1) admet pour t == t1 une solution
particuliere /^(vj) independante du temps. Calculer Pke(\i). Que
repr6sente physiquement le champ decrit par les variables normales

{0k.(*i)}-?

b) Montrer que la solution de 1'equation (1), qui est egale a
/3ke(yi) P°ur t =* 'i> s'ecrit pour t =£ t2

ou v2 est la vitesse finale de la particule (t(t) = v2 pour t =2= t2). Calculer
7ke et montrer que yke est proportionnel a la transformee de Fourier
temporelle de 1'acceleration de la particule. Quel est le champ qui a ete
rayonne par la particule a Tissue du processus de diffusion ?
c) On considere la limite des basses frequences wr c <^ 1, ou rc est la
duree du processus de diffusion, de 1'ordre de t2 — tl. Montrer que
yke ne depend plus alors que de la variation de vitesse Sv = v2 — Vj de
la particule au cours du processus de diffusion.

d) Calculer, a la limite des basses frequences, 1'energie totale rayonnee
par la particule dans les modes de frequence inferieure a o>m. On
exprimera cette energie totale en fonction de tuom, 8\/c et de la
constante de structure fine (la particule chargee est supposee etre un
electron).

B. Etude quantique et non perturbative du champ rayonne

Dans toute cette partie, on distingue deux categories de modes : les
« modes basse frequence » k A e A , notes avec un indice grec minuscule et
tels que toA < o>m, et les modes haute frequence k^e^, notes avec un
indice grec majuscule et tels que o)m < a) A (*). Les contributions de ces
deux types de modes a un operateur champ, par exemple le vecteur de
Hertz Z(r), seront notees Zb-f(r) et Zh-f(r) (pour obtenir Zb'f ou
Zh~f il suffit de remplacer ke par kAeA ou kAeA dans la formule (3) de
1'exercice 8). Enfin, nous notons | { nA } , { nA } > un etat du champ ou
les «A sont les nombres de photons dans les modes k A e A , et les
nA les nombres de photons dans les modes k^e^, 1'energie d'un tel etat
etant ^ n A ^o> A + ̂  nAtui>A.

A A

(*) On suppose toutefois que o> A n'est pas trop grand pour qu'il soit possible d'utiliser
1'approximation des grandes longueurs d'onde, meme pour les modes haute frequence
(a>A<u)M).
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e) Dans 1'hamiltonien de Pauli-Fierz (voir formule (1) de 1'exercice 8),
1'interaction particule-champ transverse n'apparait que dans le terme
Ve(r + |). Pour Tetude non perturbative presentee ici, il est pre"f6rable,
plutot que de developper Ve(r + £) en puissances de £, de 1'exprimer en
fonction de la transformee de Fourier i^e(k) de Ve(r) (voir Equation (6)
de 1'exercice 8). Exprimer Ve(r + £) en fonction de T^e(k) et des
operateurs exp( - /k.r) et exp( - zk.£).
f) Calculer, a 1'ordre 1 en Ve et a tous les ordres en q, 1'amplitude
J&(PI, { QA } , { 0A } -~p2, { QA } , { «A } ) pour que la particule soit diffu-
see de p: a p2, avec emission de 0 photon haute frequence et d'un
certain nombre de photons basse frequence caract6rises par 1'ensemble
{«A } . On pose toujours P! - p2 = #Q. On exprimera cette amplitude
en fonction de ^(Q) et d'e!6ments de matrice d'operateurs de
rayonnement faisant intervenir les parties haute et basse frequence,
£*•> et £b-f, de t
g) On suppose que les o>A sont si petits que Ton peut negliger
completement £ « A ^ W A devant E± et E2, et negliger aussi la difference

A

entre j p j et |p2| dans 1'amplitude calculee dans la question/).
Montrer que Ton peut ecrire alors

ou la premiere amplitude figurant au second membre de (5) est
1'amplitude de diffusion elastique, a 1'ordre 1 en Ve et a tous les ordres
en q, calculee en ignorant completement les modes basse frequence.
Montrer que

h) Montrer qu'a Tissue d'un processus de diffusion qui fait passer la
particule de pl a p2 sans Emission d'aucun photon haute frequence,
1'etat final du champ basse frequence est exp[ - iQ.£b'f] \ { 0A } > .

/) Montrer que 1'etat du champ quantique rayonne a Tissue du processus
de diffusion pl5 { 0^ } -*p2, { 0A } est Tetat coherent associe au champ
classique rayonne au cours du meme processus de diffusion. Que peut-
on en conclure pour Tenergie moyenne du champ quantique rayonne a
basse frequence et pour la distribution du nombre de photons 6mis dans
chaque mode basse frequence ?
/) Le detecteur observant la particule diffusee dans la direction
n2 = p2//?2 a une resolution en energie trop faible pour pouvoir detecter
la perte d'energie ^ « A ^ W A de la particule due au rayonnement a basse

A
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frequence (c'est d'ailleurs cette resolution en energie qui fixe la borne
com choisie pour separer les deux types de modes). La probabilite de
transition par unite de temps, mesuree par le detecteur, s'ecrit done :

En utilisant (5) et (6), montrer que dH>mesur6e est simplement egale a la
probabilite de transition elastique par unite de temps
dw<?/(Pi> { 0^ } -HP2, { 0^ } ) calculee en ignorant completement les
modes basse frequence.

Generaliser le resultat precedent a d'autres processus ou des photons
haute frequence sont emis, par exemple dans la diffusion

Solution

a) Reportons (3) dans (2), puis (2) dans (1). En approximant exp[ - Jk.r(r)] par 1, nous
obtenons alors

Avant la collision (t ^ t:), la particule n'est pas dans la zone d'action du potentiel
diffuscur Ve. Sa vitesse t(t) est done constante et egale a v,. Le second membre de (8) est
alors independant du temps, ce qui montre que 1'equation (8) admet, pour ; =s < j , la
solution particuliere

independante du temps. Cette solution represente la valeur de la variable normale
associee au mode ke pour le champ transverse lie a la particule incidente, qui est en
mouvement de translation uniforme (voir complement B,,, § 1-b).

b) Apres la collision (t ^ t2), la particule est de nouveau libre, avec la vitesse
v2. La solution generate de 1'equation (8) est alors la somme d'une solution particuliere de
1'equation avec second membre, analogue a (9) avec Vj remplace par v2, et de la solution
gcnerale de 1'equation sans second membre, qui varie en exp( - iu>i) et peut done etre
ecritc yke cxp( - ia>t) :

Les deux termes de (10) decrivent respectivement le champ transverse « lie » a la
particule diffusee s'eloignant de la zone d'action de Ve et le champ transverse libre qui est
apparu a Tissue de la collision et qui est done le champ transverse rayonne par la particule
chargee.

Pour calculer -yk£, integrons formellement 1'equation (8) entre tl et ( >(2- H vient



Ex.9 « Catastrophe infrarouge » 535

L'identification de ake(?i) avec (9) et de ake(0 avec (10) donnent alors :

Comme f(r ') est nul pour t' <t} et t' >t2 puisque la particule est alors en mouvement

f' f"1'00

uniforme, il est possible de remplacer par dans (12), ce qui fait apparaitre la
J/l J - oo

composante de Fourier a la frequence w de I'acceleration de la particule. Un tel resultat
confirme 1'interpretation donnee plus haut du dernier terme de (10) comme decrivant le
champ rayonne par la particule.

c) Si a)(t2 - f t ) <l 1, on peut approximer 1'exponentielle de 1'integrale de (12) par 1, ce qui
permet de remplacer cette integrate par e.(v2 - v,) = E.5v. II vient alors

d) L'energie totale du champ libre decrit par les variables normales { yke exp( - i u>t)} et
de frequence w ^ (om s'ecrit, compte tenu de (13)

L'exprcssion (14) represente I'energie rayonnee a basse frequence (w -=rwm ) par la
particule. L'utilisation de la relation (54) du complement A, donne

et par suite

ou a = (?2/47re0/ic est la constante de structure fine. II apparait clairement sur (16) que

Jfb.f^^m-

e) L'inversion de la formule (6) de 1'exercice 8 donne

II suffit alors de remplacer r par r + | et d'utiliser le fait que r et £ = q Z(0)/m
commutent pour obtenir
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f) Calculons tout d'abord 1'element de matrice de Ve(r + g) entre | pl5 { 0^ } , { 0A } > et
<P2> { O/i } > { "A } I • Comme € = €A-/ + l*-/ et que f*'f et £6 7 commutent, cet element de
matrice se factorise en trois parties. La partie relative a la particule s'ecrit

Quant aux deux autres parties relatives a gh-f et |*'f, elles valent respectivement, compte
tenu du 8k Q apparaissant dans (19), < { 0 A } |exp( - iQ.f*^) | {0^} > et
< { n A } | exp(- iQ.€»- ' ) |{0 A }>.

Le regroupement des resultats precedents donne

g) Si V/iAfto)A est negligeable devant El et E2, on peut remplacer la fonction
A

8(Ti de (20) par S(1\El - E2). On peut egalement negliger la difference entre
I Pi I et I Pz I et remplacer Q par la valeur correspondant a la diffusion 61astique. Les
modes basse frequence n'interviennent plus alors que dans le dernier element de matrice
de (20). On obtient ainsi Fegalite (5) ou

ne ddpend pas des modes basse frequence.
Pour demontrer (6), il suffit d'ecrire le premier membre de (6) sous la forme

Comme les operateurs exp( ± /Q.|6'0 n'agissent que dans le sous-espace des photons
basse frequence, et que 1'operateur figurant entre crochets dans (22) n'est autre que
1'operateur unite dans ce sous-espace (relation de fermeture), Pexpression (22) se reduit a
< { 0 A } | { 0 A } > = 1 .

h) La factorisation de Pexpression (5) montre que, si la particule a ete diffusee de
p, a p2 sans emission d'aucun photon haute frequence, les coefficients du developpement
de 1'etat final du champ basse frequence sur les etats | { nA } > sont proportionnels a
< { nA } | exp( - iQ.|* 01 { 0A } > . La condition de normalisation (6) montre alors que
< { n A } |exp( - /Q.£*-')| { 0 A } > est bien 1'amplitude de probability de trouver le
champ basse frequence dans 1'etat | { «A } ). On en d£duit que 1'etat final du champ
basse frequence (a Tissue du processus de diffusion PJ, { QA } —^p2, { 0A } ) s'ecrit:

puisque les etats | { nA } > forment une base dans le sous-espace des etats des photons
basse frequence.
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/) Remplacons dans (23) Q par (pj - p2)/ft = - m S\/ti ou Sv = v2 - v1; puis
€6- f par q Zb'f(0)/m. En utilisant le developpement de Zfc '(0) en ake et a£ avec
a) < a m (voir formule (3) de 1'exercice 8), on obtient

ou -ykE est donne en (13). On en d6duit (voir formules (65) a (67) de 1'appendice) que
exp[ - /Q.|6''] est un operateur de translation pour ake

ct que | &bf'if
n) est 1'etat coherent correspondant au champ classique rayonne a basse

frequence

Le resultat (26) et les proprietes des etats coherents entrainent que la valeur moyenne
de 1'energie du champ quantique rayonne a basse frequence est egale a 1'energie classique
correspondante, donnee par 1'equation (16). De meme, la distribution du nombre de
photons ke emis est celle d'une loi de Poisson de moyenne | yke |

2.
Finalement, dans le calcul non perturbatif presente dans cet exercice, aucune

divergence infrarouge n'apparait dans les prddictions physiques concernant les photons
basse frequence emis. De plus, le lien avec la theorie classique apparait tres clairement
grace au resultat (26).

;) Elevens (5) au carre en module et divisons par la duree de 1'interaction. On obtient
pour les probabilites de transition par unite de temps :

ou le premier terme du second membre, dwel, est independant des modes basse
frequence. La somme sur {«A } de (27) donne alors, compte tenu de (6)

La grandeur mesuree ne depend done plus des modes basse frequence.
Tous les raisonnements precedents se generalisent ais^ment aux processus ou des

photons haute frequence sont egalement emis. II suffit de remplacer dans (5)
«^«f(Pi> { °/i} —P2> { ° / \}) Par 1'amplitude ^(pp { 0^ } —p2, { nA}) donnee par 1'equa-
tion suivante generalisant (21)

Dans (29), | pj | n'est bien sur pas egal a | p 21. Comme 1'amplitude (29) ne depend pas
des modes basse frequence, on peut, comme plus haut, utiliser (6) pour montrer que la
grandeur mesuree

nc depend pas des modes basse frequence.
Nous avons ainsi etabli de maniere rigoureuse et non perturbative que les grandeurs

significativcs experimentalement ne dependent pas des modes basse frequence.
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10. MODIFICATION DE LA FREQUENCE CYCLOTRON D'UNE PARTICULE
PAR INTERACTION AVEC LE RAYONNEMENT

Le but de cet exercice est d'6tudier comment 1'interaction avec le
champ de rayonnement modifie le mouvement cyclotron d'une particule
chargee placee dans un champ magnetique statique B0. On decrira par
un hamiltonien effectif la modification du mouvement lent de la
particule due au couplage avec les modes haute frequence du champ de
rayonnement.

Soit m la masse de la particule, q sa charge. Le champ magnetique
B0, uniforme, est decrit par le potentiel vecteur

et est parallele a 1'axe Oz. L'hamiltonien de la particule (supposee sans
spin) est:

a} Determiner Fexpression des trois composantes vx, vy, vz de 1'opera-
teur vitesse en fonction de p et r. Calculer leurs relations de
commutation. Ecrire les equations de Heisenberg des composantes de
la vitesse. En deduire leur mouvement et 1'expression de la frequence
cyclotron o>c.
b] On commence par etudier 1'effet de 1'interaction de la particule avec
un mode particulier du champ transverse de vecteur d'onde k et de
polarisation e, dont la frequence &> est supposee grande devant la
frequence cyclotron

L'hamiltonien du systeme est alors

ou

avec

jtf^ etant une constante egale a (ft/2e0u>L3)*.
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Montrer que, pour les etats de la particule d'energie faible, il existe
une large gamme de frequence w pour laquelle 1'approximation des
grandes longueurs d'onde est justifiee. On se placera dans ce cas dans
toute la suite.
c) En utilisant les resultats du complement /?/, determiner 1'hamiltonien
effectif qui ddcrit la dynamique de la particule en presence du vide de
rayonnement, au deuxieme ordre en q et dans 1'approximation
(oc/co <£ 1. Calculer la projection de la vitesse de la particule sur le
vecteur polarisation e ainsi que l'6nergie cine"tique du mouvement
correspondant. Interpreter physiquement le resultat obtenu.
d) La particule interagit maintenant avec tous les modes de frequence
comprise entre ckm et ckM

La borne sup6rieure est fixee par 1'approximation des grandes longueurs
d'onde ; la borne infdrieure est prise superieure a o>c, de maniere a
pouvoir utiliser les r6sultats de c) pour chacun de ces modes.

Montrer que Ton peut sommer independamment les hamiltoniens
effectifs associes a chacun des modes pour decrire le mouvement de la
particule en presence du vide. Comment est modifi6e la frequence
cyclotron ?

Solution

a) L'op6rateur vitesse de la particule en presence du potentiel vecteur Aj,(r) est:

so it

vt commute avec vx et vy, et

L'hamiltonien de la particule, qui decrit son energie cin6tique, peut s'ecrire :

Considerons alors les equations de Heisenberg relatives aux composantes de v
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vx et vy evoluent selon deux mouvements oscillant en quadrature a la frequence cyclotron

L'equation relative a vt s'6crit :

et montre que le mouvement le long de Oz est uniforme.

b) La relation de commutation (11) entraine la relation d'incertitude

Cette relation fixe 1'ordre de grandeur de la vitesse dans les niveaux d'6nergie (appeles
« niveaux de Landau») (*) les plus bas

soil

Le mouvement etant periodique, de p£riode 2ir/<ac, 1'extension spatiale des fonctions
d'onde est de 1'ordre de

Pour que Papproximation des grandes longueurs d'onde soit valable, il faut que

soil

Les conditions (3) et (21) entrainent alors que &> doit verifier

Pour un champ magndtique de 1 Tesla, cette gamme s'etend des microondes au visible.
Dans la direction Oz, la particule est libre, et done non localisee. On pourra supposer

qu'un potentiel approprie" la maintient au voisinage de z = 0 avec une extension ve'rifiant
aussi la condition (20).

c) Supposons la particule localisee au voisinage de 1'origine : r = 0. A 1'approximation des

(*) Voir par exemple Cohen-Tannoudji, Diu et Laloe, complement EV1.
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grandes longueurs d'onde, le terme #2A2(0)/2m ne depend que des variables du champ et
1'hamiltonien de couplage entre le champ et la particule se reduit a

Dans la multiplicity correspondant au vide |0> , <a + a"1") est nul. Le mouvement de la
particule est caracterise par la frequence o>c tres petite par rapport a celle du mode
(k e). On peut done appliquer directement les resultats du paragraphe 4 du
complement B{.

L'expression de 1'hamiltonien effectif est:

Le double commutateur se reduit a

et on obtient finalement

avec

Le couplage avec le mode k,e introduit une correction du terme d'energie cinetique
dans 1'hamiltonien effectif qui decrit le mouvement lent de la particule. Cette correction
est anisotrope, nulle pour les composantes de v perpendiculaires a e, et non nulle pour le
mouvement le long de la direction e. La vitesse du mouvement lent le long de
e, qui s'ecrit

est representee par 1'operateur

Dans 1'hamiltonen effectif 1'energie cinetique correspondante s'ecrit (a 1'ordre 2 en
9)
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Tout se passe comme si 1'inertie de la particule avait augmente dans la direction
e.

Pour le dernier terme de (26), on peut proposer 1'interpretation suivante. Dans
Phamiltonien initial, le terme (q2/2m) j^2

u represente 1'energie cinetique de vibration de
la particule sous 1'action des fluctuations du vide du mode ke. En presence du champ
magnetique, le mouvement de vibration de la particule dans le plan x y est modifie par le
champ magnetique qui courbe la trajectoire et fait apparaitre un moment magnetique
orbital proportionnel a B0. Le dernier terme de (26) repr6sente l'6nergie diamagnetique
associee a ce mouvement induit(*).

d) Le couplage Hn s'ecrit maintenant

II est lineaire en a et a"*", de sorte que dans le terme du deuxieme ordre de 1'hamiltonien
effectif n'apparaissent que des etats intermediates a un seul photon | k^.) . Le calcul de
la contribution correspondant a cet etat peut se faire en tenant compte du seul couplage
avec le mode k,e(. Ceci revient done a sommer sur i les hamiltoniens effectifs
(tf'pXidc-

La somme sur e et e' et la moyenne angulaire sur les angles polaires de k donnent, apres
passage a la limite continue (voir la formule (55) du complement .A;)

et une formule analogue pour la moyenne de e2. II vient alors

ou

(km est tres petit devant ku et peut etre neglige). On retrouve bien la correction de masse
dm deja calculee dans le complement B,, (voir formule (32)).

(*) Pour une discussion plus detaillee, voir par exemple, P. Avan, C. Cohen-Tan-
noudji, J. Dupont-Roc et C. Fabre, J. Physique 37, 993 (1976).
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Le deuxieme terme de (35) est constant et ne change pas la dynamique de la particule.
Revenant aux operateurs fondamentaux r et p, le premier terme s'6crit :

c'est-a-dire encore, a 1'ordre 1 en 8m

Tout se passe comme si la masse de la particule avait augmente de 8m de sorte que la
frequence cyclotron devient

Le mouvement cyclotron est done ralenti par 1'augmentation de la masse.
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11. INTERACTIONS MAGNETIQUES ENTRE SPINS

Le but de cet exercice est d'etudier une transformation unitaire
faisant apparaitre explicitement dans 1'hamiltonien des particules
1' interaction de contact de Fermi et 1'interaction dipdle-dipdle entre
deux spins. Dans le point de vue habituel, ces interactions sont dues a
un echange de photons transverses entre les deux spins. Pour simplifier
au maximum les calculs, les particules portant les spins seront suppos6es
ici fixes (nous ignorons done les interactions magnetiques Ii6es au
mouvement de translation des particules, comme 1'interaction courant-
courant, deja etudiee dans le paragraphe F-l du chapitre II, ou
1'interaction spin-autre orbite).

On considere des spins Sa, S^... situes en des points fixes ra, r^... Ces
spins interagissent, d'une part, avec le champ de rayonnement quantifie,
d'autre part, avec un champ magnetique statique B0. L'hamiltonien de
ce systeme est, dans le point de vue habituel:

ou HR est 1'hamiltonien du rayonnement libre :

Le rapport gyromagnetique ya est egal a gaqa/2ma ou ga est le facteur
g de la particule a, de masse ma et de charge qa. B(ra) est le champ
magnetique du rayonnement au point ra.

On decompose H en trois termes : HR, qui est d'ordre 0 en charge
electrique qa, H/ = - £ yaSa.B(ra) qui correspond 3 1'interaction

a
entre les spins et le champ de rayonnement B(r) et qui est d'ordre 1 en
qa, et Hs = - V yaSa.B0 qui correspond a i'interaction entre les spins

a

et le champ magnetique exterieur.
a) Considerons d'abord le cas BQ = 0. On se propose de faire, sur
1'hamiltonien H, une transformation unitaire T = exp(iF/ft), F 6tant
d'ordre 1 en qa, telle que le terme Iin6aire en qa de 1'hamiltonien
transform^ H' = T H T+ soit nul. Quelle est la relation verifiee par
F ? On pourra utiliser I'identit6
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b) L'op6rateur F est pris de la forme

Calculer /3a(k,e) et verifier que

ou Z(r) est le champ quantique vectoriel

c) Donner les termes d'ordre inferieur ou egal a 2 en qa de
1'hamiltonien transforme H'. Montrer que les interactions magnetiques
entre spins differents (interaction de contact de Fermi et interaction
dipole-dipole) apparaissent explicitement dans //'. Montrer qu'appa-
raissent egalement des termes d'energie propre pour chaque spin. Pour
calculer ces termes, on introduira une coupure (|k| ^ kc) dans le
developpement en modes des champs transverses.

Quel est le nouvel hamiltonien d'interaction entre spins et champ
transverse ?

d) Le champ BQ est suppose maintenant non nul. Calculer, en utilisant
la meme transformation unitaire que pr6c6demment et en se limitant
aux deux premiers termes de (4), 1'operateur H's transform^ de
Hs. Montrer qu'il apparait maintenant un nouveau terme d'interaction
entre les spins et le champ de rayonnement, lineaire en a et
a + . Interpreter physiquement la d6pendance de ce terme en 50.

Solution

a) En utilisant (4), nous trouvons que H' s'exprime en fonction de F sous la forme d'un
developpement:

Regroupons les termes de meme ordre en puissances de qa. II vient, comme F est
d'ordre 1 en qa

terme d'ordre 0

terme d'ordre 1

terme d'ordre 2
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Pour que le terme d'ordre 1 soit nul, il faut que

b) En utilisant la forme de F donnee dans I'enonce et les commutateurs

nous obtenons

Or, d'apres (1) et (3), H, est egal a

La condition (9) entraine que les facteurs des operateurs d'annihilation et de creation sont
opposes dans (11) et (12), ce qui conduit a:

Reportons cette expression dans la formule (5) donnant F. Nous voyons apparaitre le
developpement du champ vectoriel V x Z(r0), Z(ra) etant ddfini par (7), et nous
obtenons finalement la relation (6) de l'6nonce.

c) Le terme d'ordre 0 de H' est 1'hamiltonien du rayonnement HR ; le terme d'ordre 1 est
nul par suite de la condition (9) imposee a la transformation unitaire. Quant au terme
d'ordre 2, il est egal a

c'est-a-dire encore en utilisant (9) pour transformer le second commutateur

Les equations (1) et (6) permettent de redcrire H'2 sous la forme

Le commutateur relatif aux operateurs des particules est

eijk etant le tenseur antisymetrique. Calculons, en utilisant (3), (7) et (10), ainsi que la
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formule (33) de 1'appendice, le commutateur entre les operateurs de rayonnement

En utilisant la fonction delta transverse (voir appendice et complement A, de « Photons
ct Atomes - Introduction a 1'Electrodynamique Quantique »), nous pouvons reecrire (17)
sous la forme :

Finalement, la formule (15) donnant 1'hamiltonien H'2 se simplifie a 1'aide de (16) et
(18):

Etudions d'abord, dans le premier terme de H'2, la contribution des termes correspon-
dant a des particules differentes (a =£ (3). En utilisant la formule (34) de 1'appendice,
nous pouvons reecrire le terme relatif a la paire a,/3 :

On reconnait deux contributions dans //'2(a,/3) : la premiere est 1'interaction de contact
de Fermi, la seconde est 1'interaction dipole-dipole.

Le premier terme de (19), dans le cas a = /3, donne une contribution eSa a l'6nergie

propre des moments magnetiques

En introduisant une coupure |k| ss kc, nous obtenons pour S±(0)
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ce qui donne pour es

L'interaction des spins avec le champ transverse est donn£e par le dernier terme de (19)
qui est quadratique en fonction des op6rateurs d'annihilation et de creation ae(k) et
a*(k). Notons que 1'operateur B(ra), qui apparait dans cette formule, ne represente plus
dans le nouveau point de vue le champ magnetique total, mais plutot la difference entre le
champ magnetique total et le champ magnetique produit par les moments magnetiques
(discussion analogue a celle du paragraphe 2-a du complement Bn).

d) Dans la transformation unitaire, Hs devient:

Si nous ne gardens que les deux premiers termes de (4), nous obtenons pour la
composante (Sa),

expression qui peut etre transformed a 1'aide de (6) et (16)

En utilisant (24) et (26), nous obtenons ainsi pour H's :

Le dernier terme de (27) est un nouvel hamiltonien d'interaction spins-champ
transverse, lineaire en a et a"1" (terme a un photon):

II est manifestement lie a la precession du moment magnetique autour du champ statique
B0. Le spin ne peut rayonner et done emettre des photons que parce qu'il est en
mouvement de precession autour de B0.

Remarque

L'hamiltonien d'interaction du point de vue habituel H, differe de 1'hamiltonien
H'j trouve apres application de la transformation unitaire. Bien entendu, toutes les
provisions physiques doivent etre identiques dans les deux points de vue. Si nous
considerons par exemple un spin i dans un champ magnetique B0 align6 le long de
1'axe Oz, ce spin peut emettre un photon dans un mode ke du champ pour lequel
ck = - yaB0. Lorsque cette condition de resonance est verifiee, il est facile de
ddmontrer 1'egalite suivante :

(avec |ke> = a + (k)|0». L'egalite" (29) assure que les probabilites de transition
(absorption ou emission de photons) sont les memes dans les deux points de vue sur
la couche d'Onergie.
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12. MODIFICATION DU MOMENT MAGNETIQUE D'UN ATOME DUE A
L'INTERACTION AVEC LES FLUCTUATIONS DU CHAMP MAGNETIQUE
DU VIDE

Soit un atome paramagnetique dans son etat fondamental \a). On
considerera cet atome comme une particule neutre de moment magneti-
que M = y S ou S est le spin de la particule et y le rapport
gyromagnetique qui peut etre ecrit sous la forme y — ga q/2m, ou
q et m sont la charge et la masse de 1'electron et ga le facteur de Lande
de 1'etat a. Cet atome est place dans un champ magnetique B0 statique
parallele a Oz. L'evolution libre du moment magnetique couple a
B0 est un mouvement de precession de Larmor, de frequence
a)L = — y BQ. Le but de cet exercice est de montrer que cette frequence
est tres legerement modifiee par suite de 1'interaction du moment
magnetique atomique avec le champ magnetique des fluctuations du
vide. On utilisera pour cela la meme transformation unitaire que celle
introduite dans 1'exercice 11.

Pour etudier 1'effet du couplage avec le champ magnetique B(r) du
rayonnement, on prend 1'hamiltonien modele (*) suivant:

ou HR est 1'hamiltonien propre du rayonnement, Hs = - y S.B0 decrit
1'interaction du moment magnetique avec le champ statique et
Hj = - y S.B(r) 1'interaction avec le champ de rayonnement.
a) Calculer a 1'ordre 3 en q Poperateur H's transforme de Hs par la
transformation unitaire T=exp(iF/h) ou F = y(V x Z(r)).S ; les
champs B(r) et Z(r) sont donnes par les formules (3) et (7) de
1'exercice 11. On pourra utiliser la formule (4) de cet exercice avec
B = Hs, A = F/ti et calculer les trois premiers termes du developpe-
ment.
b) Calculer la valeur moyenne de H's dans 1'etat |m/,0> (msh 6tant la
valeur propre de Sz et |0) le vide de photons). Montrer qu'on obtient
ainsi une correction S<DL a la frequence de Larmor o>L. Exprimer

(*) Cet hamiltonien n'est pas suffisant pour predire quantitativement la modification
du moment magnetique d'un 61ectron libre. On peut en effet montrer qu'il existe des
termes d'origine relativiste dans 1'interaction electron-rayonnement, dont 1'effet, pour des
frequences du champ grandes devant les frequences atomiques, est du meme ordre de
grandeur que celui des termes conserves dans cet hamiltonien modele. Us ne changent pas
cependant qualitativement les conclusions deduites de (1). On trouvera une approche
plus complete et plus rigoureuse de ce probleme dans les references suivantes :
- P. Avan, C. Cohen-Tannoudji, J. Dupont-Roc et C. Fabre, J. Physique 37, 993 (1976)
- J. Dupont-Roc, C. Fabre et C. Cohen-Tannoudji, J. Phys. Bll, 563 (1978)
- J. Dupont-Roc et C. Cohen-Tannoudji dans Tendances Actuelles en Physique Atomi-
que, New Trends in Atomic Physics, Les Houches XXXVIII, p. 157, G. Grynberg et
R. Stora eds, Elsevier (1984).
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8a)L/a>L en fonction de XM = ha)M/mc2 (ou a>M = ckM est la frequence
de coupure du developpement en modes) et de la constante de structure
fine a = <72/47T-e0ftc.

c) Quelle est 1'origine physique de Su>L? Peut-on interpreter son
signe ?

d) Dans le meme champ magnetique B0, une particule de charge
q et de masse m effectue un mouvement cyclotron de frequence
o)c = - qBQ/m. L'interaction de cette particule avec le champ trans-
verse est responsable d'une variation de masse 8m et done d'une
variation 5cuc de la frequence cyclotron avec

dm etant egal a q2kM/3eQTT2c2 (voir exercice 10). Comparer 8a>L/<oLa
So) c/h)c.

Si on definit le facteur de Lande corrige g'a par la relation

avec (o'L = a)L + So)L et co'c = co c +5 to c , quel est le signe de la
correction 8ga = g'a - ga ? Quelle est son origine ?

Solution

a) Pour connaitre H's

a 1'ordre 3 en y, il faut calculer la transformee de 5Z a 1'ordre 2. Les termes d'ordres 0 et 1
ont ete calcules dans 1'exercice 11 (formules (25) et (26)). Nous calculons maintenant le
terme d'ordre 2

Partant de la relation (26) de 1'exercice 11, nous obtenons

Les composantes du champ V x Z(r) commutent entre elles. Transformons (6) en
utilisant la relation de commutation entre les composantes de S (voir formule (16) de
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1'cxercice 11)

On obtient finalement H's en regroupant - y B0 S'<2) avec les termes d'ordres 0 et 1
precedemment calcules

b) Calculons la valeur moyenne des termes d'ordre 0 et 1 de H's dans 1'etat
|m/,0> . On trouve - msh y BQ pour le terme d'ordre 0 et 0 pour le terme d'ordre 1
puisque ce terme est lineaire en ae(k) et a* 00 dont la valeur moyenne dans le vide est
nulle. Pour trouver la valeur moyenne du terme suivant, calculons auparavant

Les autres combinaisons d'operateurs d'annihilation et de creation ont une valeur
moyenne nulle dans le vide. En utilisant la relation de commutation

ct la formule (33) de I'appendice, nous obtenons :

En definitive, la valeur moyenne dans 1'etat \ms;Qy de 1'operateur H's ecrit en (8) est
donnec par:

On trouve ainsi une correction 8 WL a la frequence de Larmor WL = — y B0 egale a :
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Exprimons finalement 8 a>L/u>L en fonction de ga,xM et a. II vient

c) Le moment magnetique pre"cesse (en gardant un module constant) dans le champ total,
champ statique B0 + champ B(r) du vide. Les fluctuations du vide de frequence
01 elevee (devant &>t) font osciller angulairement le moment magnetique a la frequence
o>. Pour le couplage avec le champ statique B0, seule compte la moyenne temporelle du
moment magnetique qui a clairement un module plus petit que le moment magnetique
instantane. On s'attend done a ce que 1'oscillation angulaire rapide du moment
magnetique dans les fluctuations du vide diminue le moment magnetique effectif de
1'atome et produise done une correction S u>L/o>L negative en accord avec la formule
(14).

d) Exprimons la variation S aic/a>c de la frequence cyclotron en fonction de
XM et a. En utilisant la relation (2), nous trouvons

Nous voyons done que S wc/wc est lin^aire en XM, alors que S <»L/(i>L est quadratique
(voir (14)). Pour les modes basse frequence (XM<% 1), decrits correctement dans cette
approche th6orique, la modification de la frequence cyclotron est done plus importante
que la modification de la frequence de Larmor. Un tel r6sultat n'est pas surprenant. II
exprime que, dans le domaine non relativiste, les interactions magnetiques, responsables
de S <i>L/n>L, sont moins intenses que les interactions 61ectriques, responsables de
S o>c/o>c.

Si Ton definit g'a par la relation (3), le terme correctif preponderant provient de la
correction lineaire en xu de S wc/o>c. Par suite du signe de S wc/wc (15), ce terme
conduit a une valeur de g'a superieure a ga. Comme la frequence cyclotron wc diminue
plus que la frequence de Larmor a)L, le rapport 2wL/wc augmente. Done
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13. EXCITATION D'UN ATOME PAR UN PAQUET D'ONDES : ABSORPTION
EN RAIE LARGE ET EN RAIE ETROITE

On considere un atome dans son niveau fondamental a interagissant
avec un photon dont 1'etat est decrit par le paquet d'ondes | i//R) . Le but
de cet exercice est de calculer la probabilite pour que 1'atome passe
dans un niveau excite b sous 1'effet d'une telle excitation et de montrer
que 1'evolution temporelle de cette probabilite est tres differente
suivant que la largeur spectrale du champ incident est grande ou petite
devant la largeur naturelle Fb du niveau excite.

a) Montrer que 1'element de matrice (b;Q\G(E + i~n) |a;ke) de la
resolvante (ou 17 est un infiniment petit positif) peut etre pris, a une tres
bonne approximation, egal a

ou Ea et Eb sont les energies des niveaux a et b incluant les

deplacements radiatifs (Ei = E( + fiAi pour i = a,b).

b) En deduire Tamplitude de probabilite (b;01 U(t) |a;ke> de trouver le
systeme dans 1'etat |b;0) a 1'instant t sachant qu'il est dans 1'etat
|a;ke) a 1'instant initial. On posera ha}ba = (Eb - Ea).

c) On suppose maintenant que 1'etat initial du champ | if/R) est un
paquet d'ondes a un photon de la forme

ou kj est le vecteur d'onde moyen associe a la distribution des vecteurs
d'ondes de | «//^> et ou la sommation porte sur des etats de meme
polarisation e et de meme direction de propagation K = k//c. Donner
1'expression de 1'amplitude de transition <^;0| U(t) \a\tyR} = Uba(t).
On negligera la dependance en k des elements de matrice
(b;0|//71|a;ke) qui pourront ainsi etre Templates par un element de
matrice unique (b;0|//n (a^e) .

Dans toute la suite, on supposera que coj = ckl coincide avec la
frequence a)ba de la transition. En d'autres termes, le paquet d'ondes
incident a une frequence centrale resonnante avec celle de la transition
atomique.

d) Si la courbe donnant | g(k) \2 en fonction de A: a une largeur
Ak petite devant la valeur moyenne k\ de k, on peut montrer que le
carre du module de la transformee de Fourier de g(k) est, a un facteur
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pres, rintensite" du champ <£ (~^ ( + )) a 1'endroit ou se trouve
1'atome (*).

Soit f(t) la transformee de Fourier de g(k)

L'allure de f(t) est donnee sur la figure 1. Nous supposons que
/(/) est maximum pour t = t0 et a une largeur a mi-hauteur egale a
At. L'origine des temps est choisie de sorte que t0 soit tres grand devant
At et aussi devant Fb

!- L'instant initial t = 0 est done choisi bien
anterieur a 1'instant ou le paquet d'ondes incident arrive au voisinage de
1'atome

Figure 1. Allure de la fonction f ( t ) .

Montrer que, compte tenu de ces hypotheses, I'amplitude de transi-
tion Uba(t) calculee en c) est proportionnelle au produit de convolution
de f(t) par la transformee de Fourier de - [w + i(Fb/2)]~1.

e) On considere d'abord la situation ou | #(£)} est une fonction tres
etroite en k, de largeur Ak beaucoup plus petite que Fb (excitation en
raie etroite). Montrer que la probabilite de trouver 1'atome dans le
niveau b suit alors adiabatiquement 1'evolution temporelle de | / (t) |2 ,
c'est-adire celle de 1'intensite incidente.
f) On considere a present le cas d'une excitation quasi-percussionnelle
ou At < /Y l- Montrer que la probabilite de trouver 1'atome dans le
niveau b est alors represented par une courbe dont le temps de montee
est de 1'ordre de At et dont le temps de decroissance est egal a
J71-

(*) Voir «Photons et Atomes - Introduction a 1'Electrodynamique Quantique»,
chapitrelll, § C-2-c.
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Solution

a) Appelons &Q le sous-espace tendu par 1b;0) et P le projecteur sur ce sous-espace. La
relation (B.31) du chapitre III donne

Le meme type de raisonnement que celui conduisant de la relation (C.26) a la relation
(C.29) du chapitre III permet alors d'6tablir 1'equation (1).

b) L'amplitude de transition <6;01 U(t) \ a;ke> se deduit de (1) par 1'integrale de contour
(A.22) du chapitre III. L'integration par la m6thode des r6sidus donne alors

c) Comme | tyR} est une superposition lineaire d'etats |ke>,on trouve imm6diatement:

En utilisant (5), ainsi que 1'hypothese sur <6;0|//n |a;ke> , nous obtenons alors

c'est-a-dire encore, en effectuant le changement de variables k' - k - k{ et en utilisant le
fait que w, = ckl = &ba

d) Soit h(t) la transformee de Fourier de - [w + i(rb/2)]~l

ou 0(t) est la fonction de Heaviside.
Dans 1'integrale sur fc' de (7.b) apparait le produit de g(k') et - [<»' + i(rb/2)]~l, qui

par transformee de Fourier donne le produit de convolution foh de /(?) et h(t) que Ton
notera C
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Le premier terme, exp( - rbt/2), du crochet de (7.b) ne depend pas de k'. II donne
done naissance a une contribution proportionnelle a C(0) :

D'apres les hypotheses faites sur f(t) (voir Fig. 1), f(t') et 0(0 - f ' ) = * ( - O ne se
recouvrent pas, de sorte que ['equation (9) donne un resultat nul pour C(0). II ne reste
done que la contribution du second terme du crochet de (7.b) qui conduit pour
Uba(t) au resultat

e) Le produit de convolution foh s'obtient en faisant I'int6grale sur t' des deux fonctions
/(/') et h(t - t') repr6sent6es sur la figure 2.

Figure 2. Allure des fonctions h(t - t') et /(/')•

Dans un produit de convolution de deux fonctions de largeurs tres differentes, c'est la
fonction la plus large qui donne 1'allure de la variation temporelle du produit de
convolution.

Si la largeur Ak de g(K) est tres petite devant Fb (excitation en raie etroite), la largeur
\/Ak de /(*') est beaucoup plus grande que celle, Fb

l, de h(t -1'). Le produit de
convolution C(t) ressemble alors beaucoup & f(t) et la probability d'excitation
| Uba(f) |2 varie comme 1'intensite | /(r) |2 du champ incident a 1'emplacement ou se
trouve Tatome.

f) Si, au contraire, Ak > Fb (excitation en raie large), c'est f(t') qui est beaucoup plus
etroite que h(t - t') et C(0 ressemble alors beaucoup a h(t - f0), le flanc de montee en
t = f0 ayant une largeur de 1'ordre de At (Fig. 3).
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Figure 3. Allure de C(t) dans le cas ou At < /71.

| Uba(t) |
2 croit done sur un intervalle de temps de 1'ordre de At puis d£croit ensuite avec

une constante de temps egale a P^l. Dans ce cas, la phase de preparation du systeme dans
1'ctat excite, qui dure un temps At, est nettement dirf6renciee de la phase de
disintegration qui dure un temps F^1.
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14. ^MISSION SPONTANEE D'UN ENSEMBLE DE DEUX ATOMES PROCHES.

ETATS SUPERRADIANTS ET ETATS SUBRADIANTS (*)

On considere un ensemble de deux atomes identiques. Le premier,
Iocalis6 en Rl5 est schematise par un electron 1, de position
rl et d'impulsion p1? 6voluant dans un potentiel central. On appelle
«! le niveau fondamental de cet atome et b\ le premier niveau excite".
Pour le second atome, les grandeurs correspondantes sont notees
R2, r2 et p2 et les etats a2 et b2. La distance R = | R} - R21 entre les deux
atomes est supposee grande devant 1'extension spatiale aQ de chaque
atome, mais petite devant la longueur d'onde A0 de la transition
Oj .«. bl (ou «2 *». b2). On negligera 1'interaction electrostatique entre les
dipoles des deux atomes (forces de Van der Waals). En revanche, le
couplage de chaque atome avec le potentiel vecteur A du champ de
rayonnement est pris en compte. Le but de 1'exercice est d'e"tudier
1'emission spontanee d'un tei systeme. De maniere plus precise, il s'agit
de montrer qu'il existe des etats d'excitation du systeme des deux
atomes qui e"mettent un photon plus rapidement qu'un atome iso!6
(etats superradiants), et d'autres etats d'excitation qui n'6mettent pas
de photon du tout (etats subradiants).

Comme a0 <^ R < A 0, il est possible de faire 1'approximation des
grandes longueurs d'onde et de remplacer, dans 1'hamiltonien d'interac-
tion ///, A(FI) et A(r2) par A(0) en choisissant 1'origine des coordonnees
au voisinage de Rj et de R2. Ceci donne pour Hn 1'expression :

On appelle \<p\) — \ai,b2',Q) 1'etat ou 1'atome 1 est dans 1'etat
a, 1'atome 2 dans 1'etat b en presence de 0 photon et | <p2) = \bl,a2'$}
1'etat ou les excitations atomiques sont echangees. Les etats j^) et
| (?2) etant d^generes, il suffit d'etudier la restriction de la resolvante au
sous-espace &§ engendre par | <pj) et | <p2) pour determiner 1'evolution
du systeme a I'interieur de ce sous-espace.

a) Soit M la matrice M = P H0 P + P R(EQ + /i?)P, ou P est le

projecteur sur le sous-espace <f0. R est la matrice deplacement calculee
a 1'ordre 2 en q, EQ = Eb + Ea et 17 est un infiniment petit positif.
Exprimer les elements de matrice diagonaux Mn = (<p\\M\y\} et
^22 = (<P2\M\<P2) en fonction de Ea = Ea + hAa et Eb = Eb + fiAb ou
hAa et hAb sont les deplacements radiatifs des etats a et b.

(*) Les etats superradiants ont etc introduits par R. H. Dicke, Phys. Rev. 93, 99
(1954).
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b) Calculer les elements de matrice non diagonaux M12 = {^(M) <p2)
et Af21 = ( < P 2 \ M \ 9 i } . Montrer que le resultat obtenu peut s'ecrire

si on se limite aux seuls niveaux a et b dans le calcul des deplacements
radiatifs hAa et hAb. Dans la suite, on supposera que 1'atome est
effectivement decrit par un systeme a deux niveaux a et b et on utilisera
le resultat (2).

c) Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice
M. En deduire que si le systeme est dans 1'etat | <p,;0) ou

sa duree de vie radiative est plus courte que celle d'un atome isole (cet
etat est appele superradiant).

Pourquoi appelle-t-on subradiant 1'etat | <pa;0) oil

d) On suppose qu'a 1'instant initial, le systeme est dans l'6tat
| <P i ) . Quelle est la probabilite de trouver 1'un des deux atomes excites
au bout d'un temps long devant l/Tb.

e) Les hamiltoniens des atomes 1 et 2 sont not6s H^ et H$\ Calculer la
valeur moyenne du moment dipolaire de 1'atome 1, (<ps\qzi(t)\ <ps),
dans l'6tat superradiant ainsi que la fonction de correlation libre
q2(9s\Zi(t)z2(Q) | <ps) ou qZl(t) = Qxp(iH^)t/fi)qz1 exp( - iH^t/h) est
1'operateur moment dipolaire dans le point de vue de Heisenberg. Que
valent ces memes valeurs moyennes dans 1'etat subradiant | <p f l).
Comment peut-on interpreter physiquement 1'origine de la superra-
diance et de la subradiance ?

Solution

a) L'element de matrice Mn est egal a Ett + Eb + ̂ n(£0 + IT0- En procedant comme

dans le paragraphe C-l du chapitre III, nous trouvons a 1'ordre 2 en qa
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Dans la premiere somme, 1'atome 2 reste spectateur alors que c'est 1'atome 1 qui est
spectateur dans la seconde somme. Nous pouvons done ecrire

ou Raa(Ea + IT)) et Rbb(Eb + 117) sont identiques aux quantites calculdes au paragraphe C-
1 du chapitre III pour un atome isole. II vient done :

(le niveau fondamental etant stable, il n'y a pas de terme imaginaire associe a
hAa). II s'ensuit que

Un calcul identique montre que M22 = Mn.

b) Considerons a present M12 = RU(EO + J r?)

Comme Hn ne peut modifier que Petal d'un seul atome, il apparait clairement que les
seuls etats intermediaires susceptibles de donner un resultat non nul dans (9) sont
l&j . f r j j ke ) et |aj,a2;ke> de sorte que

Dans 1'hypothese ou on se limite a un atome a deux niveaux a et b, les sommes de la
formule (10) sont identiques a celles donnant R^Eg + irj) et Rbb(Eb + /TJ) , ce qui
demontre la formule (2) de 1'enonce.

c) L'hamiltonien effectif dans le sous-espace <?0 est represente par la matrice
M

Les vecteurs propres de la matrice M sont | <PJ;()> et | <pa;0> et les valeurs propres
associees sont :

On en deduit que 1'etat | <PJ) a une duree de vie radiative deux fois plus courte que celle
d'un atome excite isole. C'est pourquoi cet etat est appele superradiant. En revanche,
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1'etat | (p f l> est stable et est appele pour cette raison subradiant. II est facile d'ailleurs de
verifier que <<2j,a2;ke | Hn \ <pa;0> = 0, ce qui montre que 1'etat | <p f l> n'est pas couple au
continuum a un photon et ne peut done pas se desintegrer par emission spontanee.

d) Si le systeme est a 1'instant initial dans 1'etat

la projection du vecteur d'etat sur <f0 est, a un instant ulterieur, egale a :

Au bout d'un temps long devant !//%, P \ </f(?)> coincide, a un facteur de phase pres,
avec (I/ \/2) | <P f l;0> , de sorte que la probabilite de trouver 1'un des deux atomes excites
est egale a i (la probabilite etant la meme et egale a 1/4 pour chaque atome). L'evolution
de I'atome 1 est done profondement differente selon qu'il est isole ou proche d'un autre
atome identique. Cela est du a ce que les deux atomes 1 et 2 sont couples entre eux de
fa?on indirecte par le rayonnement qu'ils sont susceptibles d'emettre. Les deux etats
| ipj) et | <p2> sont couples au meme continuum et il serait incorrect d'appliquer la regie
d'or de Fermi a un seul de ces deux etats.

c) Lorsqu'on calcule < tps \ qz:(t) \ <p,> , on obtient en utilisant la decomposition (3) de
1'etat | <PJ> deux types de termes : les premiers, de la forme <«j \qz}(t)\biy <£> 2 l a 2) >
sont nuls a cause du produit scalaire < 6 2 | a 2 > » les seconds de la forme
<a i |<7z , ( r ) | « i> <^ 2 |6 2 > sont nuls parce que (al \qzl(t) | a j> est egal a (aj^jfli) qui

vaut 0 pour des raisons de parite.
Calculons maintenant la fonction de correlation entre les deux dipoles. En introduisant

la relation de fermeture entre Zj(f) et z2(0) et en ne conservant que les termes non nuls,
nous obtenons :

soil, en utilisant z^f) = exp [iH(^t/K\ z exp [ - iH(fi/h]

ou \d\2 = q2\zbaj
2. Les memes calculs fails pour 1'etat | (pa> donnent

Aussi bien pour 1'etat superradiant que pour 1'etat subradiant, la valeur moyenne de
chaque dipole electrique est nulle. En revanche, les dipoles des deux atomes sont
parfaitement correles. Us oscillent en phase dans 1'etat superradiant et en opposition de
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phase dans Petal subradiant (noter la difference de signe entre (17) et (18.b) pour
t = 0). Par consequent, les ondes emises par les deux atomes interferent de facon
parfaitement constructive dans 1'etat superradiant, ce qui a pour consequence que le
systeme rayonne de fagon plus efficace qu'un atome isole et qu'il a done une duree de vie
plus courte. En revanche, dans Petat subradiant, 1'interference est constamment
destructive, le systeme ne rayonne pas et sa duree de vie est infmie.
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15. CASCADE RADIATIVE DJUN OSCILLATEUR HARMONIQUE

Le but de cet exercice est de calculer la distribution spectrale des
photons emis dans une cascade radiative par un oscillateur harmonique
excite et de montrer, sur cet exemple simple, 1'importance des
interferences entre amplitudes de transition correspondant a des ordres
temporels differents pour remission des divers photons de la cascade.

Une particule de charge q et de masse m est assujettie a se deplacer le
long de 1'axe Oz et est H6e a 1'origme 0 par une force de rappel,
— m (&QZ, proportionnelle a l'61ongation (on negligera toute excitation
du mouvement perpendiculaire a Oz qui est suppos6 correspondre a des
frequences tres supSrieures a la fr6quence <o0 du mouvement d'oscilla-
tion le long de Oz). Soient b+ et b les op6rateurs de creation et
d'annihilation associe"s a un tel oscillateur harmonique a une dimension.
L'hamiltonien HA de la particule s'ecrit

et a pour 6tats propres les etats \un} (n = 0,1,2,...) de valeurs propres
En = (n + i) ha>0. A 1'approximation des grandes longueurs d'onde,
1'hamiltonien d'interaction entre 1'oscillateur et le rayonnement s'ecrit

ou

est 1'impulsion de 1'oscillateur et A2(Q) la composante sur Oz du
potentiel vecteur A(r) lvalue en r = 0.
a) Le systeme particule 4- rayonnement est initialement dans 1'etat

(oscillateur dans 1'etat \un) en presence du vide de photons). Calculer
la probabilite par unite de temps Fn pour que le systeme quitte P£tat
\<pn) Par ^mission spontan6e. Fn est appe!6e largeur naturelle du
niveau un. Exprimer Fn en fonction de F1 = F et calculer F en fonction
de <?,e0, m, c, 6>0.
b) Donner 1'expression, au second ordre en q, du deplacement radiatif
hAn de 1'etat |<p n ) . On ne cherchera pas a calculer explicitement
An, comme cela a ete fait pour Fn, et on supposera qu'une coupure
adequate dans la sommation sur les modes du champ permet de rendre
finie la valeur de An. A partir des propriet6s des Elements de matrice de
///! et H[2, montrer que An — An_ l = Al — A0. Que peut-on en deduire
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pour les energies perturbees En = En + hAn de 1'oscillateur ? On posera
dans la suite

c) Le systeme est initialement dans 1'etat | <p2) . On se propose d'etudier
1'amplitude

pour que 1'oscillateur passe au bout d'un temps r du niveau
«2 au niveau MO en emettant spontanement deux photons kaea et
kbeb. Dans (6), U(r) est 1'operateur d'evolution. Pour calculer (6), on
evaluera au prealable 1'element de matrice correspondant de la
resolvante G(z)

et on utilisera le resultat (etabli dans le paragraphe C-2-b du chapi-
tre III) d'apres lequel il suffit de remplacer dans 1'expression d'ordre le
plus bas en q de (7) les energies non perturbees En des etats

rn
un par En - ift — . En deduire la valeur de 1'amplitude (6) pour

£*

T > F~l. Montrer que cette amplitude est une somme de deux termes
que Ton exprimera en fonction de <30, o>a, cob, F et des quantites
fjia et fjib definies par

d) Soil I(o}a,a)b)da)adaib la probabilite pour que les deux photons emis
kflefl et kbzb aient des frequences comprises respectivement entre
a)a et a>a + do}a et (t>b et aib + da>b. Montrer que I(a)a,a)b) se factorise
sous forme d'un produit de deux fonctions de wa et a>b, ay ant meme
largeur. En deduire que les frequences des deux photons sont indepen-
dantes et calculer la repartition spectrale du rayonnement emis.
Comparer le resultat avec celui que Ton obtiendrait si Ton negligeait les
interferences entre les deux amplitudes calculees en c).
e) Pouvez-vous generaliser les resultats obtenus en c) et d) au cas ou
1'oscillateur part initialement du niveau | «3) et emet ensuite spontane-
ment trois photons kaefl,kfre6,kcec ?

Solution

a) L'hamiltonien HI2 n'agit que sur le rayonnement et ne peut changer 1'etat de
1'oscillateur. La probabilite par unite de temps Fn de quitter 1'etat | <pn) ne fait done
intervenir que Hn, qui couple | <pn> = |wn;0> a |w n ± 1 ; ke> . Dans 1'expression de
Fn, donnee par la regie d'or de Fermi, on peut negliger le couplage de | <pn> avec
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|M n + 1;ke) qui ne conserve pas 1'energie, et il vient

Or, les equations (2), (3) et le developpement de A_ (0) en akg et a££ entrainent que

de sorte que

et par suite

Pour calculer Fl = T, utilisons (9) et (10) avec n = 1 et remplagons la somme discrete
£ par une integrate. II vient
ke

La somme sur les polarisations donne (voir formule (54) du compldment A,)

et 1'integrale sur Tangle solide conduit a

de sorte qu'il vient finalement pour F

Le resultat (16) coincide en fait avec 1'inverse du temps d'amortissement radiatif de
1'energie d'une particule classique de charge q oscillant a la frequence o>0(*).

b) Au second ordre en q, tiAn s'ec-rit

(*) Voir par exemple « Photons et Atomes - Introduction a 1'Electrodynamique
Quantique », exercice 7 du complement C,.
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Le premier terme de (17) represente 1'effet de Hn au premier ordre. Comme
Hn n'agit pas sur |w n ) , ce terme est independant de n et represente un deplacement
global. Les deux termes suivants representent 1'effet de 1'emission et de la reabsorption
virtuelles d'un photon ke a partir de l'6tat | UB> , 1'oscillateur passant intermddiairement
dans \un + iy ou ( « „ _ ! > . En utilisant (11) et une identit6 analogue qui s'ecrit

on obtient pour (17)

equation qui entraine que

Les niveaux deplaces de 1'oscillateur restent done equidistants.

c) A 1'ordre le plus bas en q, 1'element de matrice (7) vaut

I'amplitude associee & (21) etant reprdsentee par une somme de deux diagrammes

correspondant a des ordres temporels differents pour les emissions des deux photons.
Pour etablir (21), on a utilise

et la definition (8) de p.a et M.&.
Comme dans le paragraphic C-2-b du chapitre III, remplagons dans (21) En par

En - ih —- (avec F0 = 0, Fl = T, T2 = 2F) et integrons 1'expression ainsi obtenue pour

(21) le long du contour C+ de la figure 1 du chapitre III (qui seul intervient pour



Ex.15 Cascade radiative d'un oscillateur harmonique 567

T >0). Pour T > F"1, seule subsiste la contribution du pole en E0 + tuaa + ftwfc et on
obtient pour 1'amplitude (6) le resultat

Mettons en facteur l/(wa + a>b - 2<30 + jT) dans le crochet de (24) et utilisons

II vient finalement pour Famplitude (6)

d) La densite de probability I(<a „,&>{,) est proportionnelle au carre du module de (26). Elle
se factorise done sous la forme

ce qui montre que les frequences wf l et w f r des deux photons 6mis dans la cascade sont
ind6pendantes.

Comme les variations de | nb \
2 et | Mf l |

2 avec a>b et wa peuvent etre negligees devant
celles des ddnominateurs, il apparait sur (27) que les photons 6mis ont chacun une
repartition spectrale lorentzienne centree en o>0 et de largeur totale a mi-hauteur
r.

Si Ton negligeait les interferences entre les deux amplitudes (24), on obtiendrait pour
I(a>a,(n)b) la somme des carres des modules des deux termes du crochet de (24). Le meme
calcul que celui fait a la fin du paragraphe C-2-c du chapitre III donnerait alors une
repartition spectrale qui serait une superposition de deux lorentziennes centrees en
<50 mais de largeurs differentes, respectivement 6gales a Fl + r0 = r et a T2 + /\ = 3F.
L'interference entre les amplitudes correspondant a des ordres temporels diffdrents pour
les Emissions des deux photons entraine done que la repartition spectrale du rayonnement
emis est la meme, que 1'oscillateur parte du niveau | M J > ou du niveau |M Z ) .

e) Si 1'oscillateur part du niveau | u3> , il y a maintenant 3 ! = 6 amplitudes differentes a
prendre en compte, correspondant aux six ordres possibles temporels demission des trois
photons kBea, kbeb, kcec. Le calcul de la question c) prec6dente se generalise aisement et
donne par exemple pour l'amplitude associee au processus ou kcec est emis d'abord, puis
kbe.b et enfin kaea le resultat
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II faut maintenant sommer (28) sur toutes les permutations possibles des trois frequences
«V wfc' w<:-

Sommons tout d'abord (28) sur les 2! permutations laissant inchange le premier photon
emis a>c. D'apres les resultats de la question precedente

L'amplitude de probabilite associee a 1'cnscmble des processus ou le premier photon emis
est kcec, c'est-a-dire la sommc dc (28) sur toutes les permutations de kaefl et
kfceft, peut done s'ecrire d'apres (29)

On a multiplie (28) en haut et en bas par [a>c - <50 + i(F/2)].
: II faut maintenant sommer n = 3 expressions analogues a (30) et differant par la

frequence du premier photon emis qui peut etre soit wc) soil o>fr, soit o>a. Comme les trois
fractions ont meme denominateur, il suffit s'ajouter les numerateurs

ce qui se simplifie avec le dernier terme du denominateur de (30) et donne finalement
pour 1'amplitude globale le resultat

La densit^ de probabilite I(u>a,u>b,a)c) donnant les frequences des trois photons emis,
qui est egale au carr£ du module de (32), est done la encore factorisee, ce qui montre que
les trois photons £mis ont des frequences independantes, reparties chacune suivant une
lorentzienne centree en w0 et de largeur totale a mi-hauteur T.

La demonstration pr6c6dente peut etre gen^ralisee par recurrence au cas ou 1'oscillateur
part d'un etat excite | wn> quelconque. Elle permet de montrer que 1'interference entre
les n I amplitudes correspondant aux n I ordres temporels possibles des n photons emis a
partir de | un> entraine que la repartition spectrale du rayonnement emis par 1'oscillateur
est la meme, quel que soit 1'etat d'excitation initiale de 1'oscillateur.
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16. PRINCIPE DU BILAN DETAILLE

Un systeme stf interagit avec un reservoir ^ de facon que la theorie
de la relaxation du chapitre IV soit applicable. On note Ea, Eb, Ec, ...
les niveaux d'energie de ̂ , et £M, Ev, ... ceux du reservoir $. Si
V est 1'hamiltonien de couplage, la probabilite de transition par unite
de temps pour que le systeme s4 passe de 1'etat |c) a 1'etat
| a) s'ecrit (voir la formule (C.5) du chapitre IV) :

ou p^ est la probabilite pour que le reservoir soit dans 1'etat
k>.

Le reservoir etant a 1'equilibre thermodynamique, verifier la relation

Quelle est la consequence de cette relation sur les flux de populations
entre les niveaux c et a a 1'equilibre thermodynamique du systeme
sf?

Solution

A 1'equilibre thermodynamique, les populations des etats microscopiques yu, et
v du reservoir sont dans le rapport

Rempla$ons alors dans (1) /?M en fonction de pv et de 1'exponentielle (3). II vient:

La fonction 5 permet de remplacer dans 1'exponentielle E^ — Ev par Ea — Ec. L'exponen-
tielle est alors independante de n et v, et peut etre mise en facteur dans la somme. En
intervertissant 1'ordre des sommations sur v et p et en utilisant 1'hermiticite de
V qui entraine que | </*>c | V \ v,a~) \ = | < v,a \ V \ /A,C> |, on peut mettre rc_a sous la
forme

D'ou la relation (2).
A 1'equilibre thermodynamique, les populations n" et IT" des niveaux |a> ct
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|c> du petit systeme sont dans le rapport

En regroupant (5) et (6), on obtient

Cctte relation exprime que les flux de populations de a vers c et de c vers
a s'equilibrent exactement. En gdneralisant ce r6sultat a toutes les transitions, on 6tablit
le principe de « bilan d£taille » qui exprime que les flux de populations entre les niveaux
s'equilibrent sur chaque transition s6parement.
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17. EQUIVALENCE ENTRE UN CHAMP QUANTIQUE DANS UN ETAT
COHERENT ET UN CHAMP EXTERIEUR

Des particules (charge qa, masse ma) interagissent avec le champ
61ectromagn6tique quantique. On se place en jauge de Coulomb et on
suppose qu'a 1'instant initial t = 0, chacun des modes du champ
(rep6re"s par 1'indice /) est dans un etat coherent | a;) (ce peut etre en
particulier 1'etat vide du mode, |0j»

Le but de cet exercice est de montrer qu'il est possible d'appliquer a
1'hamiltonien de 1'electrodynamique quantique une transformation
unitaire telle que, dans la nouvelle repr6sentation, les particules sont
coup!6es d'une part a un champ exterieur classique, d'autre part au
champ quantique initialement dans l'6tat vide (*).
a) On considere 1'op^rateur unitaire

ou les ay sont les nombres complexes apparaissant dans (1).
Calculer T(t) af T+(t) et 7X0 af T+(i). En d6duire que le transforme

T(t) A(r) T+(t) de l'ope"rateur potentiel vecteur transverse A(r) est la
somme du champ quantique A(r) et d'un champ classique
AC/( { « /} 5 r,0 dont on donnera 1'expression en fonction des a;.

On pourra utiliser dans cet exercice Pidentite

valable si [A,B] commute avec A et B.
b) Quelle est la relation entre le vecteur d'etat | «^'(0) dans la nouvelle
representation et le vecteur d'etat |«A(0) dans 1'ancienne ? Montrer
que le nouvel 6tat initial |^'(0)> est le vide |0).
c) L'hamiltonien qui decrit la dynamique du systeme « champ + particu-
les » en jauge de Coulomb s'ecrit

(*) Voir par exemple B.R. Mollow, Phys. Rev. A12, 1919 (1975).
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ou VCoul est 1'interaction de Coulomb entre les particules et ou
HR est 1'hamiltonien du rayonnement

Montrer que, dans la nouvelle representation, 1'hamiltonien H'(t) qui
decrit la dynamique du systeme global s'ecrit

d) Montrer que

En deduire 1'expression de H ' ( t ) , Interpreter physiquement cet
hamiltonien.
e) Generaliser la demonstration precedente au cas ou les particules
chargees forment un atome neutre, localise en 0, et ou 1'hamiltomen
d'interaction est 1'hamiltonien dipolaire electrique.

Solution

a) D'apres la formule (67) de 1'appendice, si T; = exp(Ay"a; - A/fl/), on a :

Avcc A ; = a;e~"";', les equations (9) deviennent :

Lorsqu'on remplace dans 7"A(r) T+ les operateurs T Oj T+ et T af T* par (lO.a) et
(lO.b), on obtient

oil

b) Dans la nouvelle representation, 1'etat du systeme est represente par
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A 1'instant t = 0,

Or, d'apres la formule (65) de 1'appendice

Soit encore

et en prenant le produit sur tous les modes

La comparaison avec (14) montre que :

c) L'equation devolution du nouveau vecteur d'etat est

L'equation de Schrodinger dans 1'ancienne representation donne
ih d | iHO> /dt = H\ iKO> • En introduisant T+T = I a gauche de | «KO> , on obtient
alors

d) Calculons d'abord iti [dT(t)/dt] T+(t). II convient de noter que, si X(t) ne commute
pas avec dX(t)/dt, alors d exp[AT(r)]/dt * [dX(t)/di\ e\p[X(t)]. H faut done, avant de
deriver, separer les facteurs en a et a+ en utilisant la formule (4). Le calcul se presente
sous la forme suivante :

Par ailleurs, d'apres (10.a) et (10.b),

En ajoutant (25) et (26), on obtient la formule (8).
La transformation T(t) n'agit pas sur ra et pa. Elle laisse VCoul inchangee et, d'apres

(11), change p0 - <?0A(ra) en pa - ?aA(ra) - <?aAc;( { af } ; ra,f), de sorte que le nouvel
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hamiltonien H'(t) s'ecrit :

Cet hamiltonien decrit des particules interagissant avec le champ quantique A(r) et avec
le champ classique Ac/( { a; } ;ra,f). L'etat initial du champ quantique est maintenant le
vide, d'apres (18). Ainsi, nous avons montre une complete equivalence entre un champ
quantique dans un etat coherent, et le champ classique correspondent auquel s'ajoute le
champ du vide.

e) Dans le point de vue dipolaire electrique, I'hamiltonien d'interaction du champ avec la
particule s'ecrit (voir Appendice, § 5-d)

La transformation T(t) n'agit que sur Ex(0) qu'elle transforme en
Ex(0) + Ec,( { a; } ;0,r) avec

On obtient ainsi

tandis que rhamiltonien des particules est inchange et que rhamiltonien du rayonnement
est transforme comme dans la question precedente. On retrouve le meme resultat: dans
la nouvelle representation, les particules interagissent avec le champ electrique classique
associe aux a;, et avec le champ du vide.
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18. ELIMINATION ADIABATIQUE DES COHERENCES ET TRANSFORMA-
TION DES EQUATIONS DE BLOCK OPTIQUES EN EQUATIONS DE
RELAXATION

Le but de cet exercice est d'6tudier une situation physique ou les
elements non diagonaux de la matrice densite d'un atome (coherences)
6voluent beaucoup plus rapidement que les populations de ces niveaux.
Les coherences peuvent alors etre reexprime'es a chaque instant en
fonction des populations et les 6quations de Bloch optiques transfor-
mees en Equations de relaxation pour les seules populations.

Un atome a deux niveaux (a ; 6tat fondamental ; b: 6tat excite^ de
largeur naturelle T, avec Eb - Ea = fto>0) interagit avec un champ laser
incident de frequence a)L, d'amplitude <?0. Les equations de Bloch
optiques decrivant 1'evolution de la matrice densit6 o-,; (i ,j = a ou
b) d'un tel atome s'ecrivent (voir formule (A. 13) du chapitre V) :

On a pose <tab = aab exp( - ic*Lt) = ((rba)*, 8L = <OL- w0. La fre-
quence de Rabi nl est definie par Ol = - dab.ff0/fi, ou dab est
l'61ement de matrice suppose reel du dipdle atomique d.

Cet atome est soumis de plus a des collisions 61astiques avec un gaz de
perturbateurs, qui n'induisent pas de transferts entre a et b, et dont le
seul effet est de d£phaser le dipole atomique. L'effet de ces collisions
sur a-fj se traduit done par un amortissement supp!6mentaire des
coherences &ab, de la forme

(le de"placement collisionnel de la raie est suppos6 inclus dans
o)0). Les populations aM et o-bb ne sont pas affecte"es par les collisions.

a) On suppose que les vitesses de variation dues respectivement au
couplage avec 1'onde laser et aux collisions peuvent etre ajout6es
independamment. Ecrire l'6quation devolution de la coherence
<*ab-

b) On considere tout d'abord le regime stationnaire. Exprimer dans ce
cas a-ab en fonction de (<rbb - a-M) et en d6duire 1'expression
<rbb de crbb en r6gime stationnaire.



576 Exercices Ex.18

Sachant que 1'intensite totale de la lumiere emise par 1'atome est
proportionnelle a F o-bb, indiquer comment cette intensite emise varie
avec y a la limite \8L\ > y, F, /^[l + (2y/r)]*. Comment interpre-
tez-vous ce resultat ?
c) On considere a present une situation ou y > P. On suppose
egalement que les populations evoluent tres peu sur un temps de 1'ordre
de y"1. Montrer qu'il est possible alors de considerer que les
coherences s'adaptent a chaque instant a Involution lente des popula-
tions. Quelle est 1'expression correspondante de a-ab en fonction de

<rm
 et <*bb ?

d) Reporter 1'expression precedente de &ab dans les Equations d'evolu-
tion des populations. Montrer que les equations obtenues s'interpretent
en termes de taux d'absorption, d'emission induite et d'emission
spontanee entre les niveaux a et b. Calculer le taux F' d'absorption et
d'emission induite en fonction de y, 8L et /2 l t

e) A quelle condition doit satisfaire fl l pour que 1'hypothese de
variation lente des populations, utilisee dans la question c, soit valable ?

Solution

a) L'equation devolution de d-ab est

fr) En regime stationnaire, d&^/dt = 0 et 1'equation (3) donne

En reportant cette valeur et celle de &ba = &£ dans 1'equation (La) ou (l.b), on trouve
une equation dont la solution en regime stationnaire est (compte tenu de a^ + a-"b = 1) :

A la limite consideree dans 1'enonce, nous trouvons

Le terme proportionnel a F est associe a la diffusion Rayleigh et celui proportionnel a
y correspond a une emission a la frequence o»0 consecutive a une excitation assistee par
collisions (voir compldment BVI et en particulier la figure 1 et la formule (43)).
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c) Si abb - orfla etait constant, #ab tendrait vers la valeur stationnaire (4) avec une
constante de temps qui est egale, d'apres 1'equation (3) a 1'inverse de y + (r/2) =* y. On
en deduit que si crbb - am varie lentement a I'e'chelle du temps y"1, tr^ peut s'adapter
quasi-instantanement a ces variations lentes de crbb - frm et prendre a chaque instant la
valeur donnee par l'6quation (4).

d) En portant 1'equation (4) dans les equations (l.a) et (l.b), nous trouvons

avec

Les equations (7) ayant la meme structure que les equations (E.15) du chapitre IV,
1'interpretation en termes d'absorption, d'emission induite et d'e"mission spontanee, s'en
deduit imme'diatement.

e) D'apres les equations (7), le temps devolution caracte"ristique de vbb - a-^ est
(r + 2r')~1. Ce temps est long devant y"1 si

c'est-a-dire encore si

Les equations (7) ne sont done valables que si la saturation par le champ intense est
suffisamment faible.



578 Exercices Ex.19

19. SUSCEPTIBILITY NON LINEAIRE POUR UN ENSEMBLE D'ATOMES A
DEUX NIVEAUX. &TUDE DE QUELQUES APPLICATIONS

On considere un milieu dilue" constitue d'atomes & deux niveaux
a et b. Ces atomes, supposes immobiles, interagissent avec une onde
plane <f0cos(cuLr - kL.r) se propageant dans le plan xQy. On suppose
que 1'element de matrice du dipole electrique dab est aligne le long de
Oz tout comme le champ <^0 de 1'onde incidente. Pour simplifier, on
considerera dans la suite ces quantit6s comme des grandeurs scalaires.

La valeur moyenne du dipdle atomique {d} peut etre ecrite sous la
forme

ou a = a' -i- ia" est la polarisabilite de 1'atome. Le but de cet exercice
est d'6tudier les non-line'arites de la polarisabilit6 a et d'appliquer les
resultats obtenus aux problemes de 1'autofocalisation et de la g6neration
d'une onde conjugu6e vers 1'avant.
a) La susceptibilite x=x' + ix" du milieu est egale au produit
Na du nombre N d'atomes par unite de volume par la polarisabilit6
atomique a. En utilisant les r6sultats du chapitre V, montrer que
X1 et x" sont respectivement 6gaux a

ou F est la largeur naturelle du niveau b, 5L = o>L — o>0est 1'ecart a
resonance et nl = - dab <f0A

 est ^a fr6quence de Rabi.
b) On 6tudie la situation ou \8L\ > F et on rappelle que 1'indice d'un
milieu dilue est egal a 1 + (x'/2). On suppose que la distribution du
champ dans le plan perpendiculaire a la direction de propagation
kL n'est pas uniforme et qu'elle est de la forme <f0 exp ( - r2/r$) a
Tentree du milieu (kL coincide avec Ox et r2 est egal & y2 + z2). Sans
entrer dans le detail des calculs, indiquer pourquoi 1'onde a tendance a
etre ddfocalisee lorsque o>L < w0 et pourquoi elle a tendance a dtre
focalisee lorsque o>L > o>0.

c) On considere a present le cas ou le champ incident est constitue de
deux ondes planes, de m£me frequence et de meme polarisation
parallele ^ Oz, mais se propageant dans des directions differentes dans le
plan xOy. Ces deux ondes sont notees <^0cos (o>Lt — kL.r) et
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gp cos(<oLt - k^.r) et on suppose &p < #0. Calculer <d> a 1'ordre 1 en
&p et en deduire les polarisabilit6s a'p et a"p pour 1'onde faible.
D6montrer que les susceptibilit6s pour 1'onde &p, x'P = ̂ a'P

 et

X "p = Na "p ne dependent pas de la direction de propagation de 1'onde
faible.

Montrer 6galement que (d) presente une composante oscillant
comme exp[ - i(io Lt - kc.r)] avec kc = 2kL - k,, susceptible de g6ne"rer
un champ dans la direction kc.
d) On suppose | 5L| > JT. En utilisant les valeurs de x'p et x' trouv6es
precedemment, calculer Tangle 0 que doivent faire kL et kp pour que la
condition d'accord de phase soit exactement verifiee (la generation de
1'onde dans la direction kc est alors la plus intense possible). Est-il
possible de realiser cette condition quel que soit le signe de
S L ?

Solution

a) En utilisant les relations (A.21) et (C.3) du chapitre V et en supposant kL parallele a
Ox, nous trouvons

Comme dfli et <?0 sont tous deux alignes le long de Oz, (3) peut etre redcrit:

Par ailleurs, la relation (1) entraine que

La comparaison de (4) et (5) redonne bien les formules (2) de 1'dnonce. Ces formules
montrent que x' et x " sont des fonctions decroissantes de Pintensit6 du champ incident (a
cause du facteur fl\ = dlb 8\/tf du ddnominateur). A tres forte intensite, la dispersion et
l'absorption tendent vers 0. En fonction de St, \' atteint ses extrema lorsque
SL = ± >/(r2/4) + ( f l i / 2 ) et change de signe pour SL = 0. Quant a ^", il est maximum

pour SL = 0 et est divis6 par 2 pour dL = ± ^/(P2/4) + (/21
2/2).

b) L'indice du milieu, qui egj 6gal a 1 +(x'/2), n'est pas le m6me en tout point de
1'espace puisque /22, qui est proportionnel a S\, n'est pas constant dans le plan
perpendiculaire a kL. Dans le cas ou 6L = o>L - w0 <cO, x' est positif, mais par suite des
effets de saturation, sa valeur au centre du faisceau est plus petite que sur les ailes. La
longueur optique d'une tranche d'epaisseur Sz du milieu est plus courte pour le rayon
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central quc pour les rayons lateraux : Ic milieu sc comporte comme une lentille divcrgcnte
et il y a autode"focalisation du faisceau (*).

Lorsque a>L > o>0, la susceptibilite x' est negative. Comme | x' I est plus petit au centre
du faisceau que sur les bords par suite de la saturation, 1'indice est plus grand au centre du
faisceau que sur les ailes. II s'ensuit que le milieu se comporte alors comme une lentille
convergente : il y a autofocalisation. Si le milieu est suffisamment long, la dimension
transverse du faisceau diminue au cours de sa propagation mais la saturation du milieu
empeche que cette dimension ne tende vers 0. En effet, au fur et a mesure que la
focalisation augmente, le champ au centre croit ainsi que la frequence de Rabi. Lorsque
celle-ci devient sup^rieure a | 8L\, la susceptibilite x' au voisinage du centre du faisceau
n'est pratiquement plus sensible aux variations transverses d'intensite" a cause de la
saturation et les effets de lentille sont ainsi fortement att£nu£s. La competition avec les
effets de diffraction conduit alors a la propagation d'une onde de dimension transverse
constante dans le milieu (**).

c) La valeur moyenne du dipole atomique est maintenant donnee par:

ou &' ct a" sont donnas par des formules analogues a celles de la question a), au
rcmplacement pres de Sl\ par d^ \ <?0exp(/kL.r) + ^expO'kp.r))2/^2- A 1'ordre 1 en
ffp, ce dernier terme s'ecrit

En developpant a' et a " a 1'ordre 1 en $p, nous trouvons

Du second terme de (8), nous deduisons

(*) Pour plus de derails sur les effets d'autodefocalisation et d'autofocalisation, voir
Shen (chapitre 17) ou S.A. Akhmanov, R.V. Khokhlov et A.P. Sukhorukov dans Laser
Handbook 2, F.T. Arecchi and E.G. Schulz-Dubois eds., p. 1151, North Holland 1972.

(**) Voir A. Javan and P.L. Kelley, I.E.E.E. J. of Quant. Elect. QE2, 470 (1966).
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La susceptibilite xp = Nap P°ur 1'onde faible &p differe done de la susceptibilite (2)
trouvee pour 1'onde intense. Ainsi, quand f2: augmente, x'p et \"P tendent vers 0 plus
vite que \' et x"- Meme pour des situations ou s£ + (F2/4) >• £l\, x'p et x"p

 ne

coincident avec x' et x" que pour le terme ind6pendant de fl\ (susceptibilitd lindaire
habituelle). Le premier terme non lineaire de la susceptibilite, qui est proportionnel a
fl\, est, dans cette limite, deux fois plus grand en module pour 1'onde faible que pour
1'onde intense. II est clair enfin sur les 6quations (9) que ap, et done xp, ne dependent pas
de la direction de kp.

Le troisieme terme de la formule (8) correspond a un terme source dans les equations
de Maxwell permettant de generer un champ se propageant dans la direction
kc.

d) Pour que la generation de 1'onde dans la direction kc soit importante, il faut que les
champs rayonnes par des plans successifs d'atomes soient en phase. Cela n^cessite que la
periode spatiale du champ des dipoles, egale a |k c |~ : = 12kL — l L p \ ~ l , coincide avec la
longueur d'onde pour une onde faible de frequence WL, qui est 6gale a
c/u>L[l + (x 'p/2)]. Comme cette derniere quantite est aussi 6gale a | kp \ ~

l, il faut done
pouvoir construire un triangle isocele de cotes kc = 2kL — k et k et dont la hauteur soit
kL (fig. l.b).

Figure 1. Disposition des vecteurs d'onde :
a) dans le cas general ; b) dans le cas ou il y a accord de phase.

La g6ometrie de la figure l.b est realisee lorsque

c'est-a-dire, pour des angles & petits, lorsque

L'angle & est done donne par 1'equation
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c'est-a-dire encore, d'apres (2.a) et (9.a) a la limite | SL\ > F

On constate que cette equation n'a de solution que pour 6L>0. L'angle 8 est une
fonction croissante de 8L pour 0 < SL < f l ^ / V6 puis une fonction decroissante au dela.
En fonction de la susceptibilite lineaire x0 = — N \ dttb\

2/e0hSL

ce qui montre que 6 reste toujours inferieur a ^/ | %o \ •
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20. ABSORPTION D'UNE ONDE SONDE PAR DBS ATOMES SOUMIS A UNE
ONDE INTENSE. APPLICATION A L'ABSORPTION SATUREE

On considere un ensemble d'atomes a deux niveaux a, b (frequence
de resonance w0, etat excite b de largeur naturelle T) interagissant avec
une onde plane monochromatique de fr6quence o>. Le champ electrique
de cette onde est suffisamment intense pour que la condition
nl^> F soit toujours verifi6e (Ol etant la frequence de Rabi). On
utilisera la methode de 1'atome habille, exposee dans le chapitre VI,
pour decrire 1'ensemble constitue par un atome et le mode laser.

Le but de cet exercice est de decrire la transmission d'une seconde
onde faible qui « sonde » un tel milieu. Les atomes seront tout d'abord
supposes immobiles (partie A) et on etudiera comment la transmission
de 1'onde sonde varie en fonction de sa frequence a*'. On envisagera
ensuite le cas d'atomes en mouvement (partie B) pour lesquels l'61argis-
sement Doppler est grand devant n^ et on calculera 1'absorption d'une
onde sonde de meme frequence que 1'onde intense et se dirigeant dans
une direction opposee (spectre d'absorption saturee). Dans tout
1'exercice, les dipoles atomiques ainsi que les polarisations des champs
sont supposes etre paralleles a un me"me axe Ox, de sorte que leur
caractere vectoriel pourra £tre ignore".

A. Effet d'une onde intense sur I'absorption d'une onde faible

a) On rappelle que 1'operateur d associe au dipole de 1'atome est egal a
d+ +d_ avec d± =dab^±, ou y+ = | & > < « | , V„ = |a> <f r | et
dab - (a\d\b) (dab est suppose re"el.) On rappelle egalement que les
Elements de matrice r6duits de 1'operateur densite cr de 1'atome nabiHe"
sont definis par <r$ = ̂  (i(N - p) \<r |;(N)> , ou les |»'(#)> (avec

N

i = 1,2) sont les niveaux habilles de la multiplicity <f N (voir chapi-
tre VI, formule (D.28)): Exprimer {d_ ) en fonction de dab, a-W> et de
Tangle 6 defini par cotg 20 = (w0 - w)/^! (0^28 < IT).

b) On considere d'abord le cas ou 1'atome interagit uniquement avec
1'onde intense. Que vaut dans ce cas {d_ > en regime quasi station-
naire ? On exprimera le resultat en fonction de dab, /21? o>0 et
0>.

c) Les atomes interagissent maintenant avec 1'onde intense et 1'onde
sonde. Cette derniere est decrite classiquement par un champ electrique
S"cos((o't - <p') d'amplitude <g" et de phase <p'. A 1'approximation de
1'onde tournante, 1'hamiltonien d'interaction entre 1'atome et 1'onde
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sonde est:

avec fifi1! = -dA8'.
Ecrire les Equations devolution des elements de matrice reduits

o-W (on pourra poser A^ = <r$ — o-ffl). Quelle est en regime quasi
stationnaire la solution de ces Equations a 1'ordre 0 en fi\ ?

d) On se propose maintenant d'6tudier par la th6orie des perturbations
la solution a 1'ordre 1 en f2\ des Equations prec^dentes. Calculer les
elements de matrice rdduits a^ proportionnels a fl\e19' et dont la
d6pendance temporelle est en e~l<a'1.

e) Calculer la composante de (d_} evoluant en n'1e~^(a>t~<p'\ On
pose

a' est assocte a la dispersion du milieu et a " a son absorption. Calculer
a". Pour quelles valeurs de (w' - <o) a" est-il resonnant ? Indiquer si
ces resonances correspondent a une attenuation ou a une amplification
et donner 1'origine physique des resultats obtenus.

B. Absorption saturte

On suppose a present que 1'onde intense et 1'onde sonde ont meme
frequence otL dans le referentiel du laboratoire, mais que ces ondes se
propagent le long de Oz dans des sens opposes. De plus, les atomes ont
maintenant une vitesse non nulle de sorte que les frequences des deux
ondes subissent dans le referentiel au repos de 1'atome des deplacements
Doppler oppos6s

ou vz est la projection de la vitesse atomique sur Oz.
Pour obtenir 1'absorption (ou la dispersion) moyenne de 1'onde

sonde, il faut moyenner le r6sultat de la formule (2) sur la distribution
des vitesses apres avoir remplac6 w et o>' par les expressions (3.a) et
(3.b). On obtient ainsi le dipole moyen :
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qui est une fonction de 8L = o>L - o>0 (le parametre u vaut ^j2kBT/m).
Rappelons que Ol est suppose tres petit devant la largeur Doppler
ku. On se propose de calculer la partie imaginaire de la polarisabilite
moyenne (qui sera notee a") pour \8L\ <ku.

f) On suppose SL fixe et verifiant la condition | SL\ <^ ku. Quelles sont
les classes de vitesse qui interagissent de fagon resonnante avec le
champ sonde ?

Montrer que, pour ces classes de vitesse, \vz\ « u et en deduire que
Ton peut remplacer exp [ - (v2

z/u
2)] par 1 dans (4).

g) Donner 1'expression de cotg20 en fonction de 8L,kvz et fl^ On
pose s = tg 6 (s varie de 0 a + oo ). Montrer que

avec

et

e(s) etant une quantite petite egale a

h) Soil sl la racine positive de f^s) = 0, s2 celle de f2(s) = 0. Calculer
5j et 52 et montrer que s2 = s^^/3. Exprimer (si/3) — (l/s^),
(5!/3)2 + (l/sj)2 et (^/S)4 + (I/si)4 en fonction de B J f l ^ .

i) Compte tenu de la condition 171 > F qui entraine e(s) < 1, on
remplace les fonctions e(s)/[e\s) + ff(s)] avec / = 1,2 par
*• 5[(* - s t ) /',-(*,-)] = [^/1 f'i(si) \]S(s- s(). En regroupant, apres
integration, les termes relatifs a sl et s2» montrer que
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En deduire en utilisant les resultats de la question h) que :

;) La formule (7.b) donne la forme de la raie d'absorption saturee a la
limite f < fl^ <^ ku. Comparer 1'absorption au centre (8L = 0) et sur
les ailes (\SL\ > /2j). Quel est 1'ordre de grandeur de la largeur de la
raie d'absorption saturee ?

Dans un modele 61ementaire de 1'absorption saturee, on considere
que les ondes pompe et sonde interagissent, pour 8L = 0, avec la meme
classe de vitesse kvz = 0. Dans ces conditions, 1'onde sonde traverserait
un milieu dans lequel les populations des niveaux a et b seraient
6galisees par 1'onde pompe. Un tel modele prevoit done que
~ar' = 0 pour 8L = 0. Ce r6sultat coincide-t-il avec celui de la formule
(7.b) ? Quelle est 1'origine physique de la difference ?
k) On suppose a present que 1'atome subit une relaxation collisionnelle
due a des collisions dephasantes. Est-il possible de prevoir simplement
comment varie a" pour 8L = 0 en fonction du rapport y/T (ou
y est le taux d'amortissement de la coherence entre les niveaux
a et b du aux collisions) ?

Solution

a) Partons de <rf_ > = Tr a d _ . En introduisant la relation de fermeture entre
cr et d_, on obtient:

Les seuls Elements de matrice non nuls de Sf'_ se deduisent des formules (C.4) du
chapitre VI et conduisent a :

b) Compte tenu des resultats (D.39), (D.40) et (D.21) du chapitre VI, il vient

II suffit alors d'exprimer ces fonctions trigonometriques en fonction de sin 20 et
cos 20 puis de cotg 26 = (o>0 - <a)//2j, pour obtenir
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(notons qu'un tel resultat coincide a la limite \Jfli + (&>0 - &>)2 £> F avec celui de
1'exercice 19).

c) La vitesse de variation de 1'operateur densite a- de 1'atome habille est donn6e par la
somme de deux types de termes : ceux qui decrivent 1'effet du couplage atome-onde
intense et de 1'emission spontanee et qui ont d6ja ete 6tudi6s dans le chapitre VI ; ceux
qui decrivent le couplage avec 1'onde sonde et qui s'ecrivent [V,tr]/ih. A partir de (1) et
des formules (C.4), (D.ll) et (D.31) du chapitre VI, nous trouvons alors comme equation
devolution pour 4W = tr$ - <r$

De meme, en utilisant la formule (D.30) du chapitre VI, nous trouvons

La solution de ces equations a 1'ordre 0 en fl ' j est, en regime quasi stationnaire, deduite
des equations (D.21), (D.39) et (D.40) du chapitre VI :

d) Pour trouver la solution a 1'ordre 1 en fl\, il suffit de remplacer dans les seconds
membres des equations (12), (13.a) et (13.b) A^, o-^et cr^ par leurs solutions a 1'ordre 0
donnees en (14.a) et (14.b) (dans 1'equation (12), on omet egalement le dernier terme,
proportionnel a (cos40 - sin40), qui est un terme source pour les termes d'ordre 0). On
trouve ainsi immediatement que le terme lindaire en (l'l dans le developpement de
A^ en puissances de fl \ est nul.

Considerons a present (13.a). Pour obtenir une evolution en e~l(a)''~*''), il faut prendre
p = - 1 et ne retenir du second membre que le premier terme qui est approxime par
- i(n 'j/2)cos20 4(0)exp[ - i(w 't - <p ')]• En utilisant (14.a) avec p = 0, on trouve ainsi:

De facon identique, la solution de (13.b) evoluant en e - ' ( ° ' ' - f " ) est
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e) Le report de (15) et (16) dans (9) donne :

L'utilisation de (2) et la definition fl\ = - dttb.&'/h, conduisent alors a

Supposons pour fixer les idees cos40 > sin40 (ce qui correspond a 8L <0). Dans ce cas,
la resonance se produisant en w ' = a> + fi est associde a un processus d'attenuation
(a" est positif) alors que la resonance se produisant en w' = w — fl est associe"e a une
amplification (a" est negatif). La largeur a mi-hauteur de chacune de ces resonances est
2rcoll. V amplification est plus petite que Pattenuation par un facteur
tg40 = (n - o>0 + o))2/(/i + w0 - <o)2. L'interpr^tation physique de ces resonances et
de leur signe (attenuation ou amplification du faisceau sonde) est donnee dans le
paragraphe E-2-b du chapitre VI.

f) D'apres (3.a) et (3.b), le second terme de (18) est resonnant pour la classe de vitesse
D! telle que

De meme, le premier terme de (18) est resonnant lorsque

En elevant au carre les expressions (19.a) et (19.b), nous constatons que kvl et
kv2 sont solutions d'une meme equation du second degre et valent:

Comme SL et ni sont tous deux petits devant ku, les equations (20) entrainent que
| vl | < u et | V21 <g u. II s'ensuit que les classes de vitesse qui contribuent de fagon
importante a (4) sont telles que 1'exponentielle de Boltzmann peut etre remplacee par 1.

Remarque

Les classes de vitesse qui interagissent de facon resonnante avec 1'onde sonde
peuvent etre aussi determinees par une methode graphique. Considerons tout
d'abord la frequence apparente du laser pompe pour un atome de vitesse
vt. Cette frequence est egale d'apres (3.a) a &L + kv2. Ses variations avec
kvz pour SL fixe sont celles d'une droite de pente 1, representee par la droite en
traits tiretes de la figure 1. De meme, la frequence apparente du laser sonde, qui est
egale d'apres (3.b) a u>L - kvr est representee par la droite en traits tiretes de
pente—1, qui coupe la premiere droite au point / d'abcisse 0 et d'ordonnee
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o)L. Pour chaque valeur de kvz, le spectre d'absorption de 1'atome dans son
rdferentiel au repos comporte, d'apres l'e"tude de la partie A, deux raies centres
aux frequences des bandes latdrales <o ± [(o> - o>0)

2 + fiff qui valent d'apres (3.a)

Les variations de ces deux frequences avec kvt pour 8L fix6 sont repr6sentees par les
deux branches de I'hyperbole tracee en traits pleins sur la figure 1 et dont 1'une des
asymptotes est I'horizontale d'ordonnee o>0. Pour SL fix6, les classes de vitesses
kvl et kv2 resonnantes avec 1'onde sonde, c'est-a-dire susceptibles d'absorber (ou
d'amplifier) cette onde sont donn6es par les abcisses des intersections Ml et
M2 de cette hyperbole avec la droite de pente —1.

Figure 1. Determination graphique des classes
de vitesse resonnantes avec 1'onde sonde.

Pour determiner si ces classes de vitesse absorbent ou amplifient 1'onde sonde,
introduisons la classe de vitesse kv0 = o>0 — caL pour laquelle 1'onde pompe est
resonnante. La verticale d'abcisse kv0 coupe Phyperbole aux points A et
B d'ordonnees w0 + n: et o>0 - f l \ (le milieu / de AB, d'ordonnee w0, est le centre
de 1'hyperbole). Pour t; < v0, la frequence apparente du laser est inf£rieure a
o>0. La branche A'A de 1'hyperbole, qui correspond a la bande laterale sup^rieure
est alors absorbante, alors que la branche B"B est amplifiante (voir la discussion ci-
dessus apres la formule (18) et la discussion du paragraphe E-2-b du chapitre VI).
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Pour v >• v0, ces conclusions sont inverses : la branche BB' est absorbante alors que
la branche AA" est amplifiante. On en conclut que, pour la valeur de 8L choisie
pour la figure 1, la classe de vitesse kv: est absorbante alors que la classe de vitesse
kv2 est amplifiante. Pour d'autres situations, par exemple <aL - a>0 — 0, auquel cas
v0 = 0, les deux classes de vitesse resonnantes sont toutes deux sur des branches
absorbantes.

g) A partir de (3.a), on deduit que

et par suite

Cette relation permet d'obtenir par differentiation

Dans 1'expression (18) donnant a", remplacons cos20 par l/(l+s2) et sin20 par
s2/(l + s2). Procedons de meme pour rcoh en utilisant Pequation (D.27) du chapitre VI

Les denominateurs des fractions apparaissant dans (18) sont respectivement de la forme
rloh + [ y/fl? + ( S L + kvl)2 ± 2kvJ2- La valeur de kv2 est donnee en (23). Par ailleurs,
^/n2 + (SL + kv2)

2 est egal a :

En utilisant (4), (18), (23), (24), (25) et (26), on retrouve la formule (5) de 1'enonce.

h) La fonction /,(.?) s'annule pour

1'autre racine negative etant en dehors du domaine d'integration de (5). De meme, la
seule racine positive de f2(s) est

Partons de

et utilisons le fait que f^Sj) - 0. D'apres (6.a), nous obtenons
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En clevant les deux membres de cette equation au carre, nous trouvons

et dc meme en elevant une nouvelle fois au carre

0 D'apres (6.a) et (6.b)

L'integralc de (5) donne alors

En utilisant s2 = Sj/3, on transforme (34.a) en (7.a). La reduction au meme denominateur
de (7.a) donne

En simplifiant par sl + (3/s,) et en utilisant (31) et (32) nous trouvons (7.b).

y) La courbe donnant a " en fonction de SL presente un minimum en 8L = 0, a une largeur
dc 1'ordre de f l l et tend vers une limite egale a VTT \dab\

2/e0ku lorsque | 8L\ $> f l ^
Cette limite correspond d'ailleurs a 1'absorption lineaire pour le faisceau sonde seul. II
convient de noter que la largeur de cette courbe est plus petite que ku ce qui montre qu'il
est possible de faire de la spectroscopie sans effet Doppler en utilisant 1'absorption
saturee (*).

La valeur de a" en SL = 0 est egale a 0.6 fois sa valeur asymptotique. Ceci montre que
le milieu n'est jamais totalement transparent pour le faisceau sonde contrairement aux
previsions du modele elementaire decrit dans 1'enonce de la question ;). En fait, lorsque
dL = 0, les classes de vitesse interagissant de fac.on resonnante avec le faisceau sonde
sont, d'apres (20.a) et (20.b), kv{ = fil/ J3 et kv2 = - Hl/ fe. Or, pour ces classes de
vitesse, la difference de population TT" ~ '""f entre deux niveaux d'une meme multiplicite

(*) Pour plus de details sur la spectroscopie d'absorption saturee, voir par exemple
T.W. Hansch dans Nonlinear Spectroscopy (Proc. Int. School Phys. Enrico Fermi,
Course LXIV), N. Bloembergen ed., p. 17 North Holland 1977 ; Lethokov and Chebo-
tayev (chapitre 3).
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dc Tatomc habillc cst tres diffcrente dc 0. Pius precisement, sl et s2 valant, d'apres (27) et
(28), V3 ct I/ v/3 lorsquc SL = 0, | TT," - rrf | cst egal, d'apres la formule (D.21) du
chapitrc VI, a 4/5. L'ondc sondc interagit done avec des classes de vitesse pour lesquelles
Ics populations dcs nivcaux habillcs nc sont pas egalisees.

k) En presence dc relaxation collisionnellc, la difference de population entre les niveaux
habillcs sc dcduit dcs formules (36) ct (18) du complement Bv, applicables a la limite
d'impact.

Pour obtenir la forme dc la raie d'absorption saturee, il faut done remplacer dans la
formule (5) 1/(1 + s4) par

I I faut cgalcmcnt remplacer e(s) par

(voir complement BVI, formule (20.a).
Dans la mcsurc ou le taux dc relaxation y reste petit devant ku, on peut remplacer

commc prcccdemmcnt Ics fonctions e'(s)/[e'2(s) + ffo)] par des fonctions de Dirac et
obtenir ainsi

au lieu dc (34.a).
Pour trouvcr le comportcment en SL = 0, remplacons s^ par v3 et s2 par I/ v3 dans

(38) ; on obticnt

Ouand le taux dc collision croit, a" diminue et tend vers 0. Cela est du au fait que les
collisions tcndcnt a egaliscr Ics populations des niveaux habilles. II s'ensuit que le milieu
dcvicnt dc plus en plus transparent pour le faisceau sonde.

On pcut alors se dcmander si 1'image elementaire presentee dans Penonce de la
question /) (qui prcdit cffectivemcnt a" = 0 pour 8L = 0) est mieux justifiee lorsque
y > r. En fait, cctte image est associee a une description de 1'atome uniquement en
tcrmcs des populations craa et crbb des niveaux atomiques a et b. Or, d'apres les equations
dc Bloch optiqucs, une tclle image cst generalcment fausse parce qu'ellc neglige les effets
lies a la coherence optique a-ab. Cependant, lorsque y croit, cette coherence optique est
dc plus en plus amortie ct il pcut etrc justifie de raisonner uniquement en termes des
populations craa ct abb (voir excrcice 18). II ne faut cependant pas perdre de vue que les
classes dc vitcssc qui interagissent effectivement avec le faisceau sonde restent determi-
nccs par le diagramme d'cnergic de 1'atome habille (voir figure 1 et equations (20)) et
sont indepcndantcs dc y.



APPENDICE

RESUME SUR L'ELECTRODYNAMIQUE
QUANTIQUE EN JAUGE DE COULOMB

Get appendice rappelle brievement la procedure de quantification du
champ electromagnetique en jauge de Coulomb et rassemble les
formules essentielles qui sont utilisees dans cet ouvrage(*).

Le systeme etudie en electrodynamique est forme de deux sous-
systemes en interaction : le champ electromagnetique d'une part, un
ensemble de particules chargees d'autre part. L'electrodynamique
quantique cherche a decrire, dans le cadre de la mecanique quantique,
les etats et la dynamique de ces deux sous-systemes dont les evolutions
sont couplees. Les particules chargees sont en effet les sources du
champ et le champ exerce des forces sur les particules.

Nous commenc.ons par rappeler les variables utilisees, en theories
classique et quantique, pour decrire le champ (§1) et les particules
(§2). Puis, nous introduisons Phamiltonien en jauge de Coulomb qui
permet d'etudier la dynamique du systeme global (§ 3). Nous passons
ensuite en revue quelques etats quantiques importants du champ (§ 4)
et nous introduisons enfin le point de vue dipolaire electrique utilise
couramment pour decrire des systemes localises de charges comme des
atomes ou des molecules (§ 5).

1. Description du champ electromagnetique

a) CHAMPS ELECTRIQUE E ET MAGNETIQUE B

En electrodynamique classique, les champs E(r,t) et B(r,f) obeissent
aux equations de Maxwell

(*) II n'est pas question ici d'aborder tous les aspects de la quantification du champ
electromagnetique ni de demontrer tous les resultats qui seront cites. Le lecteur interesse
pourra se reporter a « Photons et Atomes - Introduction a 1'Electrodynamique Quanti-
que ».



594 Appendice App.l

ou les densites de charge p(r,f) et de courant j(r,f) sont celles associees
aux particules. Apres une transformation de Fourier spatiale, les
equations de Maxwell deviennent (*)

ou E(r,f) et <?(k,r), par exemple, sont relies par :

Les deux equations (2.a) et (2.b) fixent les parties longitudinales
S\\ et ^9|| des champs electrique et magnetique, c'est-a-dire les
projections sur k/k de £ et 06 :

Ces relations deviennent dans 1'espace reel

La champ magnetique est purement transverse alors que le champ
electrique longitudinal coincide avec le champ de Coulomb associe a la
distribution de charge p(r,f) au meme instant. Les champs longitudinaux
ne sont done pas reellement des variables independantes pour le
champ. En effet, ils sont soit nuls, soit exprimables via p en fonction des
variables des particules. Par centre, les champs transverses &± et

(*) Nous utilisons systematiquement la convention suivante : un champ scalaire ou
vectoriel dans I'espace reel est note avec une lettre ordinaire, alors que sa transformed de
Fourier spatiale est designee par la meme lettre cursive ou italique.
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^x = ̂ , qui sont les projections de $ et ̂  dans le plan perpendicu-
laire a k, sont des variables independantes dont les equations du
mouvement se deduisent de (2.c) et (2.d)

b) POTENTIELS VECTEUR A ET SCALAIRE U

En theorie quantique, il est necessaire de considerer les potentiels
A et U relies aux champs E et B par les equations

qui deviennent dans 1'espace reciproque

Les champs E et B sont invariants dans la transformation de jauge
associee a la fonction F(r,t)

qui peut encore s'ecrire

II apparait clairement sur les equations (10) que seuls j&\\ et
<%t changent dans une transformation de jauge alors que $0L est
invariant de jauge

Par ailleurs, les equations (8) montrent que les champs transverses
&± et gft ne dependent que de j^x
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c) JAUGE DE COULOMB

La jauge de Coulomb (V.A = 0) correspond au choix

En comparant la partie longitudinale de (8.a) avec (4.a), on obtient
alors

c'est-a-dire encore

En jauge de Coulomb, le potentiel vecteur longitudinal est nul et le
potentiel scalaire coincide avec le potentiel de Coulomb associe a la
distribution de charges p(r,t) au meme instant. Les variables indepen-
dantes du champ sont done dans cette jauge le potentiel vecteur
transverse jt/±(k,t) et sa vitesse &/± (k,f) = - <fx(k,r).

d) VARIABLES NORMALES

La forme simple des equations du mouvement (6) des champs
transverses suggere d'introduire la combinaison lineaire suivante de
^ et $\ (ou, d'apres (12), de ««/_,_ et ««/_[_)

ou \(k) est une constante de normalisation que nous serons amenes
plus loin a prendre egale a - i ^e0/2fi(*>. L'equation devolution de
a est alors tres simple :

En 1'absence de sources (J± = 0), les variables ot(k,/) correspondant
aux diverses valeurs possibles de k evoluent independamment les unes
des autres, en exp( - icot) ou o> = ck. Les variables a. decrivent done
les modes normaux de vibration du champ libre et sont appelees pour
cette raison variables normales.

L'equation (16) montre que a est, comme g± et ^, un champ
transverse. Pour chaque valeur de k, on peut introduire deux vecteurs
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unitaires e et e', orthogonaux entre eux et tous deux perpendiculaires a
k. Chaque ensemble k,e definit un mode normal de vibration du champ
et la variable normale associee a ce mode

obeit, d'apres (17), a 1'equation devolution

En utilisant les conditions de realite des champs Ej_, B, A± , qui
s'ecrivent par exemple pour Ex

on peut inverser les equations (16) et exprimer «f±(k,r), 0&(k,t),
j2/±(k,f) en fonction de a£(k,f) et a£*( — k,f)- Une transformation de
Fourier donne alors les developpements en variables normales des
divers champs transverses. Ces developpements sont ecrits plus loin
directement en fonction des operateurs «£(k) et a^(k) qui sont associes,
en theorie quantique, aux variables normales «e(k) et af(k). II est
courant de designer par « rayonnement » 1'ensemble des degres de
liberte associes au champ transverse. L'etat du rayonnement est done
defini a 1'instant t par la donnee des variables normales a e(k,t) pour
tout k et tout e.

e) PRINCIPE DE LA QUANTIFICATION CANONIQUE EN JAUGE DE COU-
LOMB

La procedure de quantification canonique necessite d'identifier les
couples de variables dynamiques conjuguees (coordonnees et impul-
sions) qui deviennent, apres quantification, des operateurs dont le
commutateur vaut ifi.

Pour le champ electromagnetique, on peut introduire un lagrangien
qui ne contient que les variables reellement independantes du champ
(«s/j_ et &f±) et celles des particules (lagrangien standard en jauge de
Coulomb) et qui conduit aux equations de Maxwell pour les champs et
aux equations de Newton-Lorentz pour les particules. Vis-a-vis de ce
lagrangien, le moment conjugue de la coordonnee generalisee J/£(k) se
trouve etre egal a 7Ie(k) = £0t^e(k) et les relations de commutation
canoniques s'ecrivent

L'operateur ae(k) associe a la variable normale a£(k) s'exprime en
fonction des operateurs J^£(k) et 7te(k) = e0j/e(k) par une equation
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analogue a (16). En choisissant convenablement la constante de
normalisation \(k) (A(A:) = —i ^JeQ/2fici>), on trouve alors que la
relation (20.a) est equivalente a

tous les autres commutateurs etant nuls.
Pour suivre les calculs d'electrodynamique quantique presentes dans

cet ouvrage, il suffit en fait de retenir de ce qui precede les relations de
commutation (20.b) et les expressions des grandeurs physiques en
fonction des operateurs a et a+ qui sont discutees dans la suite de cet
appendice.

f) LES CHAMPS QUANTIQUES EN JAUGE DE COULOMB

Comme nous 1'avons deja explique plus haut, il est possible d'inverser
les equations (16) entre operateurs et d'utiliser les conditions d'hermiti-
cite de ces operateurs pour obtenir, par transformation de Fourier, les
developpements des operateurs champs en ae et a +. On trouve ainsi que

ou

Quant au champ electrique total E(r), il s'ecrit

ou E||(r) est donne en (5.a).
II est souvent commode de considerer que le champ est contenu dans

une boite cubique avec des conditions aux limites periodiques. La
dimension L de cette boite est choisie grande devant toutes les
dimensions caracteristiques du probleme etudie. Les composantes des
vecteurs d'onde sont alors des multiples de 2-73-/L, et les modes forment
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un ensemble discret rep6r6 par 1'indice /'. Les integrates de Fourier sont
remplac6es par des series suivant la regie

Les op6rateurs cr6ation et annihilation sont redeiinis par

ou Cj est la cellule 616mentaire de volume (2ir/L)3 autour de
k;. Les a( et af v^rifient la relation de commutation simple

Les champs s'expriment en fonction des a; sous la forme :

Donnons pour terminer ce paragraphe quelques formules utiles. Dans
les expressions bilin6aires vis £ vis des champs, on est souvent amen6 a
utiliser les sommes suivantes des composantes cart6siennes des vecteurs
polarisation transverses e et e', perpendiculaires a k :

ou /,m = x,y,z, elmn est le tenseur antisymetrique et ou K est defini en
(24.b). L'expression (31) repr6sente, dans 1'espace reciproque, le
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projecteur sur le sous-espace des champs transverses. Dans 1'espace
reel, ce oroiecteur est represent^ oar la fonction delta transverse :

ou Y( | r - r' |) est une fonction de regularisation 6gale a 1 partout, sauf
dans une petite sphere autour de |r - r' | = 0 ou elle tend vers zero.
Enfin, a partir (27), (28) et (29), on obtient les relations de commutation
suivantes pour les champs dans 1'espace r6el

2. Les particules

Les particules sont decrites dans le cadre de 1'approximation non
relativiste : leur vitesse est supposee petite par rapport a c, et leur
nombre est invariable. Dans cette limite, on peut faire Peconomie d'une
description de la matiere par une th6orie de champ, et se contenter de
la description usuelle reposant sur les variables conjugu6es ra (position)
et pa (impulsion), a reperant la particule. En th6orie quantique, ces
variables deviennent des observables obeissant aux relations de commu-
tation canoniques :

En pr6sence du potentiel vecteur, la vitesse va de la particule est reliee
a pa par :

(ma et qa sont respectivement la masse et la charge de la particule
a). Les densites de charge et de courant s'expriment en fonction des
grandeurs prec6dentes :
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Nous utiliserons egalement leur transformers de Fourier spatiales

U \ X

3. Hamiltonien et dynamique en jauge de Coulomb

a) HAMILTONIEN

L'hamiltonien H d6crit la dynamique du systeme forme par le champ
transverse et les particules, et a pour expression

Le premier terme de H est 1'energie cinetique des particules (voir
1'expression (37) de la vitesse).

Le second terme repr6sente 1'energie d'interaction des moments
magn6tiques de spin portes eventuellement par les particules (ga est le
facteur g de la particule a) avec le champ magnetique B(ra).

Le troisieme terme, VCoui, est 1'energie du champ longitudinal
(energie de Coulomb)

qui, d'apres (4.a) et (39.a), vaut

ecoui est 1'energie coulombienne propre de la particule a, qui s'exprime
dans 1'espace reciproque sous forme d'une integrale divergente, a moins
d'introduire une coupure kc

Le quatrieme terme de H represente 1'energie du champ transverse
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qui, compte tenu des expressions (29) et (30) de E± et B, se met sous la
forme :

En pr6sence de champs exterieurs decrits par les potentiels Ae(r,f) et
Ue(r,t), 1'hamiltonien (40) doit etre modifie de la facon suivante :

a

Notons finalement que 1'impulsion du systeme global champ + parti-
cules a egalement une expression simple en jauge de Coulomb :

Le premier terme represente 1'impulsion des particules et celle du
champ longitudinal qui leur est attache" ; le second terme est 1'impulsion
du champ transverse

ou les champs ont e"te remplaces par leurs expressions (29) et(30).

b) HAMILTONIENS NON PERTURBES ET HAMILTONIEN D'INTERACTION

II est interessant de decomposer 1'hamiltonien H du systeme global en
trois parties :

ou Hp ne depend que des variables ra et pa des particules (hamiltonien
des particules), HR ne depend que des variables a; et af du champ
(hamiltonien du rayonnement), /// depend a la fois de ra, pa et de
a;, af (hamiltonien d'interaction). A partir de 1'expression (40) de
//, on obtient, outre HR donn6 par (45) :
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ou Hn et ///! sont lineaires par rapport aux champs

et ou Hj2 est quadratique

Pour des systemes de particules liees, les ordres de grandeur relatifs
des differents termes d'interaction sont les suivants :

Pour de faibles intensites du rayonnement, le rapport Hn/Hp est petit,
ce qui entraine que HI2/Hn Test aussi. Quant au rapport Hfi/Hn, il est
de 1'ordre de :

qui est le rapport entre 1'impulsion hk du photon et celle, p, de la
particule. Pour des photons de faible energie (par exemple, dans le
domaine optique ou microonde) et un electron lie, ce rapport est tres
petit devant 1.

c) LES EQUATIONS DU MOUVEMENT

Dans le point de vue de Heisenberg, elles se deduisent de 1'expression
(40) de H et des relations de commutation canoniques (20.b) et (36).

Pour la position et la vitesse des particules, on retrouve respective-
ment la relation (37) entre la vitesse \a de la particule et 1'impulsion
pa, et l'6quation de Newton-Lorentz, convenablement symetrisee,
donnant 1'acceleration de la particule en presence des champs
E et B.

Pour les champs transverses, on retrouve les 6quations de Maxwell
entre operateurs ; comme les champs transverses s'expriment lineaire-
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ment en fonction des a; et a f , ces equations sont equivalentes aux
equations du mouvement des «;

qui sont les equivalents quantiques des equations (18.b), et qui ont la
structure d'equations d'oscillateurs harmoniques avec termes sources.
En general, leur solution n'est pas calculable explicitement, car le terme
source depend du mouvement des particules, qui sont elles-memes
affectees par le champ transverse cherche. Toutefois, en 1'absence de
particules, les evolutions des operateurs a}- sont d6couplees et 1'equation
(57) s'integre en

Le mouvement des champs libres s'en d6duit immediatement. Us
s'ecrivent comme des sommes d'ondes planes progressives de vecteur
d'onde k;, de frequence w; = ckj et de polarisation e;. Par exemple :

Dans certains calculs, en particulier ceux des signaux de photodetection,
il est necessaire d'isoler les composantes des champs de frequences
positive et negative. Pour les champs libres, les formules du type de (59)
en donnent une expression explicite. Par exemple

Dans le point de vue de Schrodinger, c'est le vecteur d'etat du
systeme qui evolue dans 1'espace des etats. Cette evolution est
gouvernee par l'6quation de Schrodinger.

4. Espace des etats

En jauge de Coulomb, la dynamique du systeme global se ramene a
celle d'un ensemble de particules non relativistes et d'une collection
infinie d'oscillateurs harmoniques representant les modes du champ
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transverse. Quantiquement, 1'espace des 6tats § du systeme est le
produit tensoriel des espaces des etats <f P et & R relatifs a chacun de ces
sous-systemes. Les espaces $P et <^R sont eux-memes des produits
tensoriels d'espaces relatifs respectivement a chacune des particules, et
a chacun des modes du champ transverse :

Considerons plus particulierement $R. Une base orthonormee de
chacun des espaces <f; est constitu6e par la base { |n;) } des etats
propres de 1'energie de 1'oscillateur /. Compte tenu des expressions (45)
et (48) de HR et PR, I'e'tat j^)... |n ;->..., not6 de facon plus concise
| { n};} > , est e"tat propre de ces deux observables :

II represente un etat du champ contenant n^ photons du mode
1, ...rij photons du mode /, chaque photon d'un mode / contribuant a
l'6nergie et a 1'impulsion totales par les «quanta» 61ementaires
ha)j et ftkj.

Le vide est l'6tat fondamental de HR correspondant a
n\ — ... — n}; = ... =0. II sera not6 plus brievement |0> et est caract6-
rise par la propri^te

Dans chacun des espaces <?;-, les |ny) ne sont pas les seuls 6tats
int^ressants. Les etats « coherents » |c*y) jouent un role particulier
pour la discussion de situations quasi classiques. Us se d^duisent du vide
|0) par une transformation unitaire

deiinie par

dont 1'action est une translation de 1'operateur a, de la quantite
ai
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L'etat | aj} est etat propre de 1'operateur d'annihilation «; de valeur
propre a;

et son developpement sur la base { |n;-) } est donne" par

5. Approximation des grandes longueurs d'onde et point de vue
dipolaire electrique

Les atomes et les molecules sont constitues de particules chargees
(electrons et noyaux) formant des etats lies dont 1'extension spatiale
a0 est typiquement de 1'ordre de quelques rayons de Bohr. Supposons
qu'un tel systeme interagisse avec un rayonnement radiofre"quence,
infrarouge, visible ou ultraviolet. La longueur d'onde A de ce rayonne-
ment est grande par rapport a aQ et il est 16gitime de negliger les
variations spatiales du champ electromagn6tique sur l'6tendue du
systeme de particules : toutes les particules voient le meme champ.
C'est 1'approximation des grandes longueurs d'onde.

Considerons pour simplifier un atome (ou une molecule) globalement
neutre, situe pres de 1'origine 0. A 1'ordre le plus bas en a0, il est
caracterise du point de vue electrique par son moment dipolaire
electrique

Une transformation unitaire sur 1'hamiltonien (40) peut faire apparaitre
explicitement le couplage entre 1'atome et le champ sous la forme de
1'interaction dipolaire electrique entre le dipole atomique d et le
rayonnement. Aux ordres superieurs en a0/\, la meme demarche ferait
apparaitre les couplages quadrupolaire electrique et dipolaire magneti-
que, etc... Dans la mesure ou nous les negligeons ici, nous omettons
egalement dans H le couplage magnetique de spin HJi, de sorte que
nous partons de Thamiltonien approche :

a) LA TRANSFORMATION UNITAIRE

La transformation
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ou

est une operation de translation portant a la fois sur les operateurs
pa et sur les operateurs a; et a f . Les op6rateurs fondamentaux sont en
effet transformes selon les lois suivantes :

La transformation etant independante du temps, le nouvel hamiltonien
s'ecrit :

ou

b) LES GRANDEURS PHYSIQUES DANS LE POINT DE VUE DIPOLAIRE

Les grandeurs physiques dans le nouveau point de vue sont represen-
tees par les transformers G' des observables G qui les represented
dans le point de vue initial

Partant des expressions (37), (21), (23) et (22) des operateurs represen-
tant respectivement la vitesse de la particule a, le potentiel vecteur
transverse, le champ magn6tique et le champ electrique transverse, on
obtient les expressions des nouvelles observables qui represented ces
grandeurs :
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ou Px(r) est la partie transverse de la densite" de polarisation
P(r) associee a 1'atome lorsqu'on le considere comme un dipole
ponctuel :

Notons que, d'apres (74.a), r'a = ra de sorte que la position des
particules, le dipole de 1'atome ou la densite de polarisation sont
representes par les memes operateurs dans les deux points de vue.

c] INDUCTION ELECTRIQUE

A partir du champ electrique total E(r) et de la densite de polarisation
P(r), introduisons 1'induction electrique :

Examinons ses proprietes dans 1'espace reciproque, ou elle s'ecrit:

(nous avons utilise la relation (82) pour calculer la transformee de
Fourier de P(r)). Avec 1'expression (39.a) de p(k), l'6quation de
Maxwell (2.a) s'6crit:

Le developpement en puissance de k.ra fait dans la formule (86) est
justifie a 1'approximation des grandes longueurs d'onde dans la mesure
ou kra = kaQ <£ 1. Le premier terme du crochet de la formule (86) est
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nul parce que le systeme de charges est suppos6 globalement neutre. Le
second s'exprime en fonction du dipdle electrique.il vient done, a
T approximation dipolaire :

II apparait ainsi que k.^(k) est nul de sorte que 1'induction electrique
est transverse pour un systeme globalement neutre.

Par ailleurs, la polarisation P(r) est nulle en dehors du systeme de
charges (r>«0), et (84) se r6duit a :

L'induction electrique est done le champ transverse qui coincide, au
facteur e0 pres, avec le champ electrique total en dehors du systeme de
charges. Un avantage de la nouvelle representation est de decrire
D(r)/e0, et done ce champ 61ectrique total, par un op6rateur tres
simple. En effet, la transversalite de D entratne, d'apres (84), que
D = e0Ej_ + Px. II d6coule alors de (81) que :

d) HAMILTONIEN DIPOLAIRE ELECTRIQUE

Revenons maintenant a 1'hamiltonien H'. Le dernier terme de (75)
est le nouvel hamiltonien d'interaction. Compte tenu de (89), il s'ecrit

et repr6sente 1'energie d'interaction entre le dipole electrique et
1'induction electrique. Nous 1'ecrirons aussi souvent

etant entendu que E± (r) est Poperateur mathematique defini par (29)
ou (89) en fonction de «; et af. Par habitude, on le designe souvent par
le terme «champ electrique», bien qu'il ne coincide avec cette
grandeur qu'en dehors du systeme de charge. H' s'ecrit ainsi:

HR est donne par (45), H1
1 par (90) et H'P par
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Le nouvel hamiltonien des particules s'obtient simplement en ajoutant
a Hp donne en (50) une 6nergie propre dipolaire de"crite par 1'expression
(76). II faut toutefois noter que, dans H'P, p2

a/2ma est bien 1'energie
cin6tique de la particule a, compte tenu de (78), alors que ce n'est pas
le cas dans (50), car la vitesse est donne"e dans ce point de vue par (37).

Dans tout ce qui precede, 1'atome est suppose immobile a 1'origine
des coordonn6es. Dans certains problemes, il est important de tenir
compte du mouvement du centre de masse de 1'atome, repe"re par
R. Si 1'atome est globalement neutre, il suffit, a 1'approximation
dipolaire electrique, de remplacer, dans //'/, 0 par R :

REFERENCES

Pour plus de details, voir «Photons et Atomes - Introduction a
1'Electrodynamique Quantique ».

On pourra aussi se reporter aux ouvrages de Kroll, Heitler, Power,
Loudon, Haken.
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Index

A

Absorption
- entre deux etats discrets 76
- entre un etat discret et un 6tat du

continuum 77
- entre deux etats du continuum 80
- dynamique du processus d' 81
- lien avec la diffusion 82
- probabilite par unite de temps 83,

113, 204, 249, 275, 313, 354, 576
- d'un paquet d'ondes 553
- pour un oscillateur harmonique 313
- a deux photons 98, 200, 426, 483
- a deux photons sans effet Doppler 99
- a trois photons 100, 206
- nombre de photons absorbes par

unite de temps en regime
stationnaire 353

- dans le point de vue de 1'atome
habille 398, 401

- d'un faisceau sonde par un atome
soumis a un faisceau intense 422,
583

- d'un faisceau sonde par un atome
soumis a un faisceau intense et a des
collisions 483

- assistee par collisions 481, 483
- saturee 424, 583, 589

(voir aussi multiphotonique)
Absorption et r66mission virtuelles de

photons 40, 107, 112
Acceleration des particules et couplage

avec le rayonnement 157, 159, 307,
532

Adiabatique
- branchement, d6branchement 10
- elimination (des variables rapides)

286, 348, 575
Amortissement (voir coherences,

radiatif, collisionnel)
Amplification 88, 104, 424, 588

Amplitude de diffusion 84, 217, 523
Amplitude de transition (ou de

probabilite)
- gen6ralitds 7, 9, 161
- comportement temporel 11
-calcul perturbatif 13, 15, 21, 24, 25
- d'ordre 1 en couplage 13, 27
- d'ordre 2 en couplage 28
- etude non perturbative 70, 161, 195,

217, 227
- interferences entre 103, 106, 192,

446, 484, 512, 562, 563
(voir aussi diagrammatique, non
perturbatif)

Analytique(s)
- propriet6s de la r6solvante 166, 208
- prolongement de la r6solvante 166,

212
Annihilation (operateur d') 597, 599,

604
Anomalie g - 2 112
Anticroisement (de niveaux)
- gen6ralit6s 199, 441
- r6sonance d' 443, 454, 461
- d'ordre superieur 444, 461
- dans le diagramme d'energie de

1'atome habil!6 398
- pour un spin i habilte par des

photons RF 454, 459, 461, 466
Antinormal (ordre), 134, 317, 331
Antir6sonnants (termes ou couplage)

342, 395
Approximation (voir champ tournant,

grandes longueurs d'onde, vitesses
de variation independantes)

Asymptotique (6tat) 159, 217, 224,
227, 526

Atome a deux niveaux
- Emission spontan6e 179, 273
- absorption et emission induite 275,

398
- diffusion quasi resonnante 91, 104
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- Equation pilote 273
- equations de Bloch optiques 340
- comparaison avec un oscillateur

harmonique 376
- representation par un spin fictif 345
- susceptibility non Iin6aire 578
- relaxation collisionnelle 469

(voir aussi habille, Langevin)
Atome & trois niveaux
- fluorescence intermittente 431
- resonances noires 434
- soumis a deux faisceaux laser 422,

425, 431
- processus radiatifs assisted par

collision 476, 483, 484
Atome habille (voir habille)
Autler-Townes (doublet ou effet) 425
Autofocalisation 578

B

Battements quantiques (dans la
cascade radiative de 1'atome habille)
407

Bethe (formule de)
- dur6e de vie 197
- deplacement de Lamb 513, 515
Bilan d6taille (principe ou equation

du) 266, 414, 417, 569
Bloch (Equations de) 347
Bloch (vecteur de) 345
Bloch-Langevin (equations de) 369,

372, 381
Bloch-Maxwell (6quations de) 340
Bloch optiques (equations de)
- generalites 337
- forme dependante du temps 341
- formes independantes du temps 343,

344, 345, 347
- differences avec d'autres Equations

devolution 348
- transformation en equations de

relaxation 575
- representation g6om6trique en

termes de spin fictif 345, 410

- solution stationnaire 352, 575
- solution transitoire 351
- lien avec le point de vue de 1'atome

habille 409, 414
Bloch-Siegert (deplacement de) 343,

395, 460
Born (developpement de) 15, 31, 220
Breit (hamiltonien de) 119
Bremsstrahlung 75, 522, 531
Bremsstrahlung inverse 80
Brownien (mouvement) 250, 321

c

Capture radiative 72
Cascade radiative
- definition 188
- amplitudes d'ordre le plus has 189
- amplitude non perturbative 190, 564
- distribution spectrale des photons

6mis 191, 564
- interferences entre plusieurs

amplitudes 193, 564
- pour un oscillateur harmonique 563
- et correlation de photons 402, 406,

427
- de 1'atome habille" 400, 401, 404, 406,

415
Casimir et Polder (effet) 123
Cavit6 (Emission spontande dans une)

71, 393
Centre de masse (voir degr6s de

Iibert6)
Champs 61ectromagn6tiques
- g6ne"ralit<£s 593
- deVeloppements en variables

normales ou en a et a+ 598, 599
- Ii6s & une particule 145,147,159,534
- dans le point de vue dipolaire

eiectrique 608
- dans le point de vue de Pauli-Fierz

150
- exte"rieurs 340
- en jauge de Coulomb 598
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- equation devolution de a et a+

604
- excitations 616mentaires 605

(voir aussi libre, longitudinal,
source, transverse, vide)

Champ tournant (approximation du)
342, 375, 461

Coherences (de la matrice densitd)
- definition 250
- equations devolution 266, 274, 315,

412, 474
- amortissement et defacement de

frequence 267, 274, 315, 413, 474
- transfer! de 315, 412
- couplage avec les populations 348
- elimination adiabatique 348, 575
- reduites 413
- induites par collision 477

Coherence (resonance de) 446, 456,
463

Coherent(e,s)
-etat 316, 320, 393, 396, 415, 533,

571, 605
-diffusion 103, 366, 368, 421, 481

Collision(s)
- processus assiste par 468
- dephasante 470, 575, 586
- temps caracteristiques 469, 478
- limite d'impact 474, 481
- moyenne sur 471, 486
- matrice 5 de 486
- resonances ou coherences induites

par 477, 478, 484
- fluorescence en presence de 478, 480
- croisement de niveaux au cours

d'une 488
Collisionnel(le,s)
- processus 468
- transferts entre niveaux habil!6s 472
- amortissement et deplacement 474
- taux de transfert 472, 474, 486
- redistribution 478

(voir aussi relaxation collisionnelle)

Commutation (relations de)
- des champs quantiques 597
- du dipole atomique et du champ

libre 366, 383
- des operateurs a et a+ 598, 599
- des particules 600
Comptage de photons 403

(voir aussi correlations de photons)
Compton (diffusion) 86, 89
Conditions aux limites periodiques

598, 599
Conservation (manifestations de la)
- de 1'energie 27, 68, 76,79, 90, 97, 99,

105
- de 1'impulsion 68, 76, 79, 90, 99, 283,

358
- du moment cinetique 99, 450

Contact (interaction de) 544
Continuum
- generates 32
- couple a un etat discret (voir discret)
- couple a un continuum 15, 36
- plat 48
- discr6tise 49
- de largeur finie 233, 238
- d'ionisation 72, 74, 77, 80, 89, 90,

101, 126
Corrections radiatives
- spontanees 107, 115, 145
- de masse 107, 111, 155, 306, 519, 542
- a la diffusion eiastique par un

potentiel 522
- du facteur g 112, 464, 549
-stimuiees 112, 115, 203, 304, 460,

464
Correiation(s)
- entre le syst6me et le reservoir 255,

258, 271, 428
- entre deux dipdles atomiques 561
-temps de 251, 322, 400, 478

Correlation (fonction de)
- generates 125, 129
- du dipdle atomique 131, 365, 368,

385
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- du champ de rayonnement 131, 251,
302

- d'ordre supdrieur 142, 371, 427
- sym^trique 292
- du reservoir 257, 300
- du champ du vide 302
- pour une particule brownienne 324
- des forces de Langevin 322, 329, 384

Corr61ations de photons
- expression du signal 140, 143, 364
- lien avec la fonction de corrdlation

du dipdle emetteur 365, 371
- d6groupement de photons 402, 407
- point de vue de 1'atome habille" 402,

406, 427
- delai entre deux Emissions

successives 402, 430
- entre photons de fluorescence filtr^s

en frequence 405
- dans les systemes & trois niveaux 431

Coulomb
- potentiel de 596
- interaction de 17, 20, 118, 601
- Snergie propre de 17, 306, 601
- jauge de 17, 20, 596, 598
Couplage (voir continuum, discret,

indirect, non r^sonnant)
Coupure
- singularity de la r^solvante 166, 175,

211, 213
- dans le ddveloppement en modes du

champ 146
Creation (op^rateur de) 598, 599
Croisement de niveaux
- resonances de 446, 456, 463, 509
- dans le diagramme d'6nergie d'un

spin i habil!6 453, 456, 459, 463, 466
- au cours d'une collision 488
Cyclotron (frequence) 112, 306, 538,

550

D
Decroissance exponentielle
- d'une amplitude de probability 14,

55, 183, 233

- corrections & la 185, 216, 243
Degr£s de liberte
-internes 273, 280, 351, 355, 494
- externes ou de translation ou du

centre de masse 280, 290, 354, 359,
434, 494

D6groupement (de photons) 402, 407
D61ai (entre deux 6missions successi-

ves) 402, 430, 431
Delta-transverse (fonction) 122, 600
Densite
- de charge et de courant 594, 600
- de polarisation 608
Densit6 (op6rateur, matrice) 250, 349

(voir aussi r6duit, factorisation)
Density d'dtats
- pour une particule mateYielle 32
- pour un photon 34
- cas g6n6ral 34, 209
Densit6 spectrale 133, 138

(voir aussi spectral)
Ddphasage (du a une collision) 470
D6placement de niveau (ou de r6so-

nance)
-gen6ralit6s 11, 14
- radiatif 108, 110, 182, 183, 191, 224,

274, 303, 305, 313, 513
-lumineux 114, 203, 206, 278, 305,

314
- dans le domaine des radiofr6quences

460, 462, 463
- dft au couplage avec un reservoir

267, 297
- interpretation physique 297, 303
- collisionnel 474
Defacement (opeYateur)
- gSne'ralites 171, 173
- non hermiticite" 174, 196, 204
- calcul approchd 175, 177, 180, 195,

202, 444
- pour un 6tat atomique excit6 181
- pour un niveau discret coupte a un

niveau instable 195
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- pour deux niveaux discrets couplds
indirectement 202

- pour deux niveaux discrets couples
au mdme continuum 558

Derive (vitesse ou terme de) 319, 332,
386

D6sint6gration
- d'un 6tat discret couple a un conti-

nuum 14, 55, 233
- radiative 110, 183, 557
Developpement des champs (voir

champs)
Diagrammatique (reprdsentation)
- des 61ements de matrice du couplage

22
- des amplitudes de transition 21, 23
- resommation de la s6rie des pertur-

bations 168, 176, 181, 187, 190, 192,
222, 223

- des divers processus radiatifs
(voir les rubriques correspondantes)

Diagramme d'energie
- de 1'atome habille 394, 397, 398, 402,

404, 406, 435
- d'un spin i habilld par des photons

de radiofrequence 449, 454, 466
Dicke (effet) 70, 494
Diffusion d'une particule par un poten-

tiel 522
Diffusion d'un photon
- amplitude de 84, 217
- section efficace de 16, 37, 113, 499,

503, 506, 510
- Compton 86, 89
- Raman 87
- Rayleigh 86, 499
- rgsonnante 58, 86, 91, 221, 506
- r6sonnante au voisinage d'un croise-

ment de niveaux 509
- quasi resonnante 104
- d'un paquet d'ondes 94
- Thomson 88, 503
-cohdrente 103, 366, 368, 421, 481
- incoh6rente 366, 368

-elastique 86, 88, 368, 421, 503
- indlastique 87, 89, 368, 370, 421

Diffusion (coefficient ou terme de)
- pour 1'impulsion d'une particule

brownienne 323
- pour 1'impulsion d'un atome 287, 288
- pour un oscillateur harmonique

amorti 319, 334
- pour un atome & deux niveaux 382,

385, 387
- associ6 aux forces dipolaires 437
Dipolaire electrique
- point de vue 606
- hamiltonien 607, 609
- energie propre 514, 607, 610

Dipdle atomique
- d'un atome & deux niveaux 342
- composantes en phase et en quadra-

ture avec le champ incident 345,
347, 352, 357, 360, 578, 584

- lien avec le champ rayonn6 363
- commutateur avec le champ libre

366, 383
- dans la base des niveaux habil!6s

418, 583
(voir aussi corr61ation)

Dipdle-dipdle (interaction) 544
Discret (6tat)
- eloigne de tous les autres 6tats 11
- coup!6 a un autre 6tat discret proche

12, 32
- couple & un continuum plat 48
- couple & un continuum quelconque

13, 35, 62, 69, 82
- coup!6 a un continuum de largeur

finie (modele simple soluble) 233
- coupte a un 6tat instable 56, 193
- etats couples a un m6me continuum

561
- densite de prdsence dans un conti-

nuum 50, 53, 93, 213
(voir aussi anticroisement, indirect)

Discretisation
- d'un continuum 49



620 Index

- des modes du champ 598
Dispersion (relation de) 182
Dissipation d'6nergie 295
Dissipative
- susceptibilit6 296
- force 357
Dissociatif (etat) 73, 79
Dissociation radiative 73
Divergence
- des corrections radiatives 109
- infrarouge 525, 531
Doppler (effet) 70, 99, 281, 282, 283,

288, 583
Dur6e de vie 14, 55, 70, 183, 198, 491,

557

E

Echanges de photons 116, 119, 158
Echanges d'6nergie
- entre systeme et reservoir 299
- entre atome et rayonnement 306,

353
Echanges d'impulsion entre atome et

rayonnement 283, 288, 358, 360
Echelles de temps 251, 259, 269, 355,

400, 478
Effectif (hamiltonien) 38, 116, 196,

204, 403, 432, 444, 538
Efficace (champ) 347
Einstein
- 6quations d' 249, 277
- relation d' (pour le mouvement

brownien) 323
- relation d' (pour 1'effet photo-elec-

trique) 78
- coefficients d' 83, 249
- g6n6ralisation de la relation d' 334,

386
Elargissement radiatif 114
Elastique (diffusion) 86, 88, 368, 421,

503
Electrodynamique quantique
- en jauge de Coulomb 17, 593

- dans le point de vue dipolaire 61ectri-
que 606

- dans le point de vue de Pauli-Fierz
145, 150, 153

Emission et r6absorption virtuelles de
photons 40, 107, 110, 116, 223

Emission induite
- g6n6ralit6s 76
- pour un atome a deux niveaux 249,

276
- pour un oscillateur harmonique 313
- probabilite par unite" de temps 249,

276, 576
- lien avec la force dipolaire 360
- dans le point de vue de 1'atome

habilld 398
Emission spontanee
- entre deux 6tats atomiques discrets

67
- probability par unit6 de temps 68,

182, 249, 491
- dans une cavit6 71
- par un ion pi6g6 494
- de deux atomes proches 558
- entre un 6tat du continuum et un 6tat

discret 71
- entre deux 6tats du continuum 74
- a deux photons 96
- amplitude pour que 1'atome reste

excite 179
- distribution spectrale des photons

emis 185, 191
- amplitude d'6mission d'un photon

185, 191
- nombre de photons emis par unitd de

temps en regime stationnaire 354
- description par une equation pilote

273, 408
- pour un oscillateur harmonique 313,

320, 563
- pour 1'atome habille 400, 408
- en presence de collisions 478
Energie propre
- de Coulomb 17
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- dipolaire 61ectrique 514, 607, 610
- d'un moment magnetique 547

Equation pilote
- generalities 249, 348
- 6tablissement 254
- pour les populations 264, 274, 276
- pour les coherences 266, 274, 278
- pour un atome a deux niveaux 273
- pour les vitesses atomiques 279
- pour un oscillateur harmonique

amorti 309
- forme op6ratorielle 260, 310, 408,

409, 472
- dans la base des etats coherents 316
- discussion des approximations 269
- pour 1'emission spontanee de 1'atome

habille 408
- dans la base des niveaux habilles

410, 473
(voir aussi relaxation collisionnelle)

Equilibre thermodynamique 266, 277,
289, 303, 316, 320, 323, 331, 569

Etagere (m6thode de 1') 433
Evolution (operateur d') 25, 163, 166
Espace des etats 604
Excimeres, exciplexes 73
Excitation (probabilit6 d') 127, 553
Excite (evolution d'un etat atomique)

179, 491
Externes (voir degres de libertd)
Exterieurs (champs) 340, 571, 602

F

Facteur g 112, 549
Factorisation (de 1'operateur densit6)

258, 270, 428
Fano (profils de) 59, 101
Fermi
- regie d'or de 13
- interaction de contact de 544

Fictif (spin) 345, 410, 472, 473
Fierz (voir Pauli)
Fluctuations
- dynamique des 292

- du reservoir 257, 291, 298, 300
- du vide 109, 111, 157, 251, 302, 304,

307, 381, 521, 549
-du rayonnement 131, 302, 307
- lien entre fluctuations et dissipation

303, 323, 330, 387
- du dipole atomique 366, 369, 385
- des forces radiatives 356, 437

Fluorescence intermittente 431

Fluorescence de resonance
- gdn6ralit6s 94, 363
- expression des signaux 364
- intensity totale 365, 366
- r6partition spectrale 106, 365, 368
- corr61ations de photons 371, 402,

405, 427
- etude perturbative 105, 370
- dans le point de vue de 1'atome

habille 400, 402, 405, 418, 427
- triplet de fluorescence 106, 370, 405,

418
- intermittente 431
- en presence de collisions 480

Flux incident
- pour une particule mat6rielle 36
- pour un photon 36

Fokker-Planck (6quation de)
- pour le mouvement brownien 251
- pour un oscillateur harmonique

amorti 319
- pour la fonction de distribution des

vitesses d'un atome 283, 287
Fonctions (voir correlation, Green)
Forces dipolaires
- moyennes 359, 436
- dans le point de vue de 1'atome

habilhS 434
- fluctuations des 437

Force d'oscillateur 492, 499
Forces radiatives moyennes 354, 436

(voir aussi forces dipolaires, pression
de radiation)

Franken (effet) 447, 509



622 Index

Freinage (rayonnement de) 74, 80,
522, 531

Frequence positive, negative (compo-
sante des champs de) 132, 343, 364,
604

Friction (force ou coefficient de) 250,
287, 288, 321

G

Glauber (repr6sentation P de) 316,
318, 320

Grandes longueurs d'onde (approxima-
tion des) 159, 606

Green (fonction de) 163, 319
Gros grains (vitesse de variation a)

251, 258, 471, 479, 486

H

Habilld (atome)
- g6neralites 389, 392
- hamiltonien 390, 393, 395, 449
- dtats non couple's 393, 394, 401, 449
- multipliers 394, 432
- e"tats couples ou habiltes (6nergies et

fonctions d'onde) 396, 435, 453
- diagramme d'dnergie 394, 397, 398,

402, 404, 406, 435, 449, 454, 466
- processus d'absorption et d'6mission

induite 398, 401
- absorption d'un faisceau sonde 422,

483, 583
- fluorescence de r6sonance 400
- cascade radiative 400, 401, 404, 406,

415
- corr61ations de photons 402, 405, 427
- transitions permises entre niveaux

habiltes 404
- triplet de fluorescence 405, 418
- equation pilote pour remission spon-

tane"e 408
- lien avec les 6quations de Bloch

optiques 409, 414

- forces dipolaires 434
- dans le domaine des radiofrequences

440
- croisement de niveaux habiltes 453,

456, 459, 463, 466
- anticroisement de niveaux habil!6s

398, 454, 459, 461, 466
- facteur de Lande 460, 464
- processus collisionnels 472
- & trois niveaux 422, 425, 431, 434,

476, 483, 484
Hamiltonien
- en jauge de Coulomb 17, 601
- dipolaire 61ectrique 607, 609
- de Pauli-Fierz 153, 156
- du rayonnement 17, 601
- des particules 19, 20, 602
- d'interaction entre particules et

champ transverse 18, 156, 501, 505,
603

- effectif 38, 116, 196, 204, 403, 432,
444, 538

- non hermitique 174, 196, 204, 349,
403, 432

Hanle (effet) 447, 456, 509
Harmoniques (g6n6ration d') 102
Heisenberg-Langevin (equations de)
- pour un oscillateur harmonique

amorti 327, 377
- pour un atome & deux niveaux 349,

377, 380
Hilbert (transformee de) 182

I

Impact (limite d')
- definition 342, 474
- Equation pilote a la 474
- triplet de fluorescence a la 480
- matrice 5 de collision a la 476, 487
Impulsion du champ, des particules

602
(voir aussi conservation, ^changes
d'impulsion, vitesse atomique)



Index 623

Incohe" rente (diffusion) 366, 368
Indice (d'un milieu) 115, 578
Indirect (couplage entre deux 6tats)

45, 56, 81, 92, 116, 193, 200, 204,
444, 459, 462, 561

Induction 61ectrique 608
Induite (voir Emission induite)
In61astique (diffusion) 87, 89, 368, 370,

421
Infrarouge (catastrophe ou divergence)

525, 531
Instables (etats) 212
Integrate de contour 166, 215
Inte'grodifferentielle (Equation) 237,

328
Intensite (du rayonnement) 137

(voir aussi fluorescence)
Interaction (voir contact, dipdle-

dipdle, echanges de photons, hamil-
tonien, magnetique, point de vue)

Interferences entre amplitudes de tran-
sition 103, 106, 192, 446, 484, 512,
562, 563

Intermittente (fluorescence) 431
Internes (voir degrds de liberte)
lonisation
- <§nergie d' 72, 77, 126
- continuum d' 72, 74, 77, 80, 89, 90,

101, 126
- a un photon 77, 78, 135
- a plusieurs photons 101
- a plusieurs photons et en presence de

collisions 484

J

Jauge 20, 595

K

Kramers 159, 460
Kuhn (voir Thomas)

L

Lamb
-ddplacement de 111, 158, 304, 513
- transition de 193
Lamb-Dicke (effet) 70, 494
Landau (formule de) 490
Landd (facteur de)
- pour 1'electron 112, 306, 549
- de 1'atome habille 464
Langevin (equation de)
- pour le mouvement brownien 250,

321
- pour un oscillateur harmonique

amorti 327
- pour un atome a deux niveaux 350,

369, 372, 377, 381
Langevin (force de)
- pour le mouvement brownien 250,

321, 322
- pour un oscillateur harmonique

amorti 328, 331
- valeur moyenne 322, 329, 382
- fonctions de correlation 322, 324,

329, 382, 384
- pour un atome a deux niveaux 350,

369, 381, 382
Largeur naturelle 71, 110, 139, 191,

553
Larmor (frequence ou precession de)

112, 346, 465, 549
Libre (champ) 130, 366, 377, 383, 534,

604
Lie (champ transverse) 145, 147, 159,

534
Lienard-Wiechert (potentiels de) 147
Lineaire (rdponse) 152, 291, 294

(voir aussi susceptibilite)
Longitudinal (champ) 594, 595
Lumineux (voir deplacement de

niveau)

M

Magnetique(s)
- moment 112, 448, 549, 601
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- interactions 118, 158, 544
Markov (processus de) 259
Masse
- correction de 107, 111, 155, 306, 519,

542
- reduite 494
Matrice de transition 15, 92, 93, 220,

231
Matrice S
- definition 10, 15, 218, 227
- deVeloppement perturbatif 15, 27, 30
- lien avec la rdsolvante 218, 228

Maxwell (6quations de) 593
Melange a plusieurs ondes 486, 578
Metastable (etat) 96, 193, 200
Mode(s) (de vibration du champ)
- gendralites 596
- ddveloppement en 598, 599
- nombre moyen de photons par 276
- laser 389, 392
Monochromatique (voir rayonnement)
Mossbauer (effet) 70, 494
Moyennes
- & un temps 135, 256, 364
- a deux temps 129, 257, 291, 331, 335,

369, 382, 385, 418, 420, 421, 427
Multiphotoniques (processus)
- g6n6ralit6s 96
- Emission spontanee 96
- ionisation 101, 484
- absorption 98, 99,100, 200, 206, 426,

462, 483
- generation d'harmoniques 102
- diffusion quasi r6sonnante 104
- dans le domaine des radiofrdquences

99, 462
- probabilite de transition par unite de

temps 204, 206
- frequence de Rabi generalised 205,

206, 462

N
Naturelle (voir largeur)
Non hermitique (operateur) 174, 196,

204, 349, 403, 432

Non lindaire (reponse ou susceptibilitd)
377, 578

Non pertubatif(ve,s,ves)
-approche ou calcul 161, 272, 353,

464, 531
- amplitude de transition 70, 161, 179,

202
- matrice de transition 92, 93, 220, 231
- amplitude de diffusion 217

Non resonnant (couplage) 38, 342,
395, 461

Normal (ordre) 132, 317, 331, 378
Normale (variable) 148, 531, 596

O

Operateur (voir annihilation, creation,
defacement, Evolution, translation)

Oscillateur harmonique amorti
- equation pilote 309
- absorption et 6mission 313
- defacement de niveaux 313, 314
- evolution des populations 313
- evolution des coh6rences 315
- densite de quasi-probabilit6 316
- cascade radiative 193, 563
- equation de Fokker-Planck 319
- equations de Heisenberg-Langevin

327
- comparaison avec un atome a deux

niveaux 376

P

Paquet d'ondes (diffusion d'un ou exci-
tation par un) 94, 226, 553

Pauli-Fierz (transformation ou point
de vue de) 109, 145, 149, 513, 522,
531

Periodiques (voir conditions aux limi-
tes)

Perturbatif (developpement)
- de la resolvante 167, 168
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-de I'op6rateur devolution 21, 25,
163

- de I'op^rateur deplacement 172
- de la matrice S 15, 27, 30

Phase (accord de) 103, 106, 579
Photod6tecteur
- & bande large 126, 134
- a bande etroite 126, 137
Photod6tection (signaux de)
-calcul des 125, 128
- double 140
- pour un detecteur & bande large 135,

364
- pour un detecteur a bande etroite

138, 364
- lien avec les moyennes & un ou deux

temps du dipole 6metteur 363
Photodissociation 79
Photoionisation
- simple 77, 78, 135
- a plusieurs photons 101
- a plusieurs photons et en pr6sence de

collisions 484
Pieges (pour atomes neutres) 362, 438
Point de vue
- de Schrodinger 9, 24, 262, 604
-de Heisenberg 321, 349, 354, 372,

603
- d'interaction 24, 254, 262
- dipolaire electrique 606
-A.pet E.r 501, 505, 513
-de Pauli-Fierz 109, 145, 149, 513,

522, 531

Polarisabilitd atomique 499, 578
Polarisation
- energie de 295, 297, 298
- densite de 608
Polarisation (du rayonnement)
- sommation sur 36, 599
- circulate 100, 450, 452
- lineaire 450, 458

P61es (de la resolvante) 166, 178, 210,
212

Populations (de niveaux d'6nergie)
- definition 250
- equation devolution 264, 274, 276,

313, 411, 472, 576
- transfer! ou flux 349, 472, 569
- equilibre thermodynamique 266,

277, 569
- couplage avec les coh6rences 348
- reduites 413, 480
Potentiels (vecteur et scalaire) 595
Pression de radiation 357
Probabilite de transition (voir les rubri-

ques correspondant aux divers pro-
cessus ; voir aussi Fermi)

Projection (operateurs de) 170
Propagateur 163, 165, 235
Propagation des interactions (correc-

tions liees a la) 118, 123

Q

Quantification canonique 597
Quasi classique (6tat), (voir coherent)
Quasi-probabilit6 (densite de) 317
Quasi resonnant(e)
- etat intermediate 100, 102, 104
- diffusion 104
- excitation 342
Quasi stationnaire (6tat pour la cascade

radiative de l'atome habille) 415

R

Rabi
- frequence, nutation ou oscillation de

12, 32, 71, 82, 139, 199, 205, 233,
239, 247, 341, 347, 351, 396, 399,
401, 407, 431, 440, 443

Radiatif(ve,s)
- duree de vie 70, 183, 491
- capture 72
- dissociation 73
- ddplacement 108, 110, 182,183, 191,

224, 274, 303, 305, 313, 513
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- amortissement 274, 338, 351, 413,
414, 491

- disintegration 110, 183, 557
- 61argissement 114

(voir aussi cascade radiative, correc-
tions radiatives)

Radiofrequences (domaine des) (voir
habille, resonance magnetique)

Raman
- diffusion 87
- effet Raman stimu!6 88

Rayleigh (diffusion) 86, 499
Rayon classique (de 1'electron) 89,

499, 503
Rayonnement
- de freinage 74, 80, 522, 531
- densite d'6nergie a la frequence

o> 249, 278, 305
- a large bande spectrale et faible

intensite 252, 275, 280, 300
- du corps noir 249, 252
- isotrope et non polarise 277,280, 300
- monochromatique 338, 340, 389
- r6action de 305, 307, 381
- lien entre descriptions quantique et

classique 340, 396, 571
(voir aussi fluctuations)

Reaction
-de rayonnement 305, 307, 381
- du reservoir 298

Reactive
- susceptibilite 297, 298
- force 357, 359

Recul (energie ou effet de) 69, 77, 99,
281, 283, 355, 359, 496

Redistribution du rayonnement
- dans une onde stationnaire 360
- collisionnelle 478
Reduit(e,es)
- operateur densite 250, 254
- populations et coh6rences pour

1'atome habille 413, 480, 583
Referentiel tournant 346, 351

R6gression quantique (th6oreme de)
- pour un oscillateur harmonique

amorti 335
- pour un atome & deux niveaux 369,

372, 385, 420, 421
Reiche (voir Thomas)
Relaxation (equations de) (voir 6qua-

tion pilote)
Relaxation (temps de) 269, 400, 478
Relaxation collisionnelle
- en 1'absence d'irradiation laser 469
- en presence d'irradiation laser 472
- equation pilote decrivant la 470
- dans la base des niveaux habilles

472, 487
- equation pilote & la limite d'impact

475
Renormalisation 159, 232
Reponse lineaire (voir lineaire, suscep-

tibilite)
Reseau
- de moments de transition 485
- d'atomes excites 485
Reservoir
- generalites 251
- etat 255, 275, 569
- moyennes a un et deux temps

d'observables du 256, 259
(voir aussi corr61ation, fluctuations,
reaction, susceptibilite)

Resolvante
- definition 165
- lien avec I'opdrateur devolution

166, 215, 236, 442
- proprietes analytiques 166, 208
- prolongement analytique 166, 211,

212
- developpement perturbatif 167, 168
-restriction dans un sous-espace 171,

180, 195, 201, 234, 444, 558
- restriction entre deux sous-espaces

173, 186, 553
- lien avec la matrice 5 218, 228

(voir aussi resommation)
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Resommation (du d6veloppement per-
turbatif de la resolvante)

- formelle 168
- partielle 176, 181, 187, 190, 222, 223
Resonance (associee a un etat instable)

95, 215
Resonance magnetique
- a un photon 100, 454, 459
- a plusieurs photons 100, 462
- de coherence 456, 463
Resonances noires 434
R6sonnante (diffusion) 58, 86, 91, 221,

506, 509
R6trecissement par le mouvement

(condition de) 252, 270

S

Saturation (parametre de) 353
Saturee (absorption) 424, 583, 589
Saut quantique 401, 429, 433
Section efficace d'un processus 16

(voir aussi diffusion d'un photon)
Seculaire (approximation ou limite)

262, 266, 410, 422, 424, 473
Sonde (faisceau) 422, 483, 583
Source(s)
- atome 143, 365
- champ des 364, 377, 379

Spectrale (densite ou puissance) 133,
138, 249, 298, 302

Spectrale (distribution)
- des photons 6mis spontanement par

un atome excite 185, 191
- des photons 6mis dans une cascade

radiative 191, 192, 564
- des photons de fluorescence de reso-

nance 106, 364, 368, 418
- des photons absorbes sur un faisceau

sonde 422, 483
Spin(s)
- spin i fictif 345, 410, 472, 473
- spin i habille par des photons

radiofrequence 448

(voir aussi anticroisement, croise-
ment, diagramme d'6nergie)

- interactions magn6tiques entre 544
Spontanee (voir emission)
Stark dynamique (effet) 114, 305

(voir aussi ddplacement de niveau
lumineux)

Stationnaire (etat ou r6gime)
- pour un atome a deux niveaux 277,

352
- pour les vitesses atomiques 289
- pour un oscillateur harmonique

amorti 316, 320
- pour les populations et coherences

reduites de 1'atome habille 414
Statistiques (fonctions) 291, 301
Stern et Gerlach optique (effet) 436
Stimule"e(s) (voir emission induite, cor-

rections radiatives)
Stokes, anti-Stokes (diffusion Raman)

87
Superradiance et subradiance 558
Susceptibilit6 lineaire
- d'un oscillateur classique 293, 296
- d'un systeme quantique 294
- du reservoir 257, 294, 298, 300
- du rayonnement 302

(voir aussi dissipative, rdactive)
Susceptibilite non lineaire 578

T

Taux de transition (voir les rubriques
probabilite de transition par unite de
temps des divers processus ; voir
aussi equation pilote, populations)

Thomas-Reiche-Kuhn (regie de) 501
Thomson (diffusion) 88, 503
Townes (voir Autler)
Transformation (voir unitaire)
Transition (voir amplitude, matrice)
Transitoire (regime) 351, 414, 416
Translation (operateur de)
- pour a et a+ 149, 537, 572, 605
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- pour une particule 152
(voir aussi degres de liberte de)

Transverse (champ) 594, 595, 609
(voir aussi H6)

Triplet de fluorescence
- £tude a partir des 6quations de Bloch

optiques 368, 370
- dans le point de vue de 1'atome

habille 405, 418
- en presence de collisions 480
- raies laterales 106, 405, 420, 480
-raie centrale 106, 405, 421, 481

U

Unitaire (transformation) 41,149, 544,
550, 571

V

Van der Waals (interactions de) 119,
122

Variance (vitesse de variation de la)
323, 332

Vecteur de Bloch 345
Vertex 22
Vibration
- d'une particule dans le champ trans-

verse 152, 157
- d'un ion pieg6 495

Vide
-etat 67, 107, 145, 273, 605

-fluctuations du 109, 111, 157, 251,
302, 304, 307, 381, 521, 549

- champ du 364
Virtuelles (transitions) 40, 47, 107,

112, 187
Virtuels (photons) 119, 159, 160, 224,

225, 526
Vitesse(s) atomique(s)
- operateur 538, 600, 607
- fonction de distribution des 283
- evolution des 279
- taux d'amortissement des 287
- coefficient de diffusion des 287, 288

Vitesse de derive 319, 332, 386
Vitesses de variation independantes

(approximation des)
- pour un atome soumis a un champ

laser 341, 408, 412
- pour un atome subissant des colli-

sions 342, 474, 575

W

Weisskopf-Wigner (decroissance expo-
nentielle de) 55, 233, 242

Wiechert (voir Lienard)
Wiener-Khinchine (th6oreme de) 326
Wigner (distribution de) 317
Wigner-Brillouin (developpement de)

224
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