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Introduction du tome 2

0.6 But de 'ouvrage

Ce livre présente une introduction aux principaux concepts et outils com-
muns a la physique statistique et a la théorie quantique des champs : développe-
ments perturbatifs et diagrammes de Feynman, intégrales de chemin et inté-
grales fonctionnelles, théorie de la renormalisation et groupe de renormalisa-
tion.

Ces concepts et ces techniques mathématiques sont apparus a partir des
années 1940-1950 a la fois en physique des hautes énergies (QED, théorie de la
renormalisation, théories de jauge non abéliennes), en physique du probléme a
N-corps (physique nucléaire, physique de la matiére condensée) et en physique
statistique. Ces développements croisés ont culminé au début des années 1970
avec les applications du groupe de renormalisation & la fois (1) en physique
des hautes énergies : construction du modéle standard des interactions électro-
faibles et de la chromodynamique quantique, liberté asymptotique, et (2) en
physique statistique par la théorie moderne des phénomeénes critiques : les
transitions de phase continues et les comportements critiques associés sont en
fait décrits par des théories quantiques des champs !

Depuis lors ces idées et ces méthodes théoriques se sont appliquées & de
trés nombreux domaines de la physique statistique (phénomeénes critiques, sys-
témes désordonnés, phénomenes hors équilibre, processus de croissance), de
la physique de la matiére condensée (physique des solides, matiére molle, sys-
témes mésoscopiques), de la physique des systémes quantiques (atomes froids),
des systémes dynamiques (transition vers le chaos, turbulence, systémes com-
plexes), pour citer les principaux. Elles sont en train d’irriguer et d’inspirer des
domaines importants des mathématiques. Elles sont regroupées souvent sous
le terme de « théorie statistique des champs ». Plutét qu’une théorie comme la
relativité ou la mécanique quantique, la théorie statistique des champs est une
« boite a outils » (outils venus de la physique statistique et de la physique quan-
tique) dont le contenu est maintenant indispensable au physicien théoricien.

Ces succes reposent sur deux éléments.

(1) Tout d’abord il existe une analogie profonde entre le traitement mathéma-
tique des fluctuations thermiques en physique statistique et celui des « fluc-
tuations quantiques » (principe d’incertitude) en physique quantique. Cette
analogie est particuliérement claire dans la formulation de la mécanique quan-
tique en termes d’intégrale de chemins (Feynman). Une intégrale de chemin
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en « temps imaginaire » est analogue & une somme sur les micros états d’un
systéme statistique classique 1D dans ’ensemble grand canonique, la constante
de Planck % jouant le role de la température T. Cette analogie se généralise
trés naturellement entre les champs quantiques en D dimensions d’espace et
les systémes statistiques étendus en D + 1 dimensions.

(2) Ensuite, les théories quantiques des champs (en général) et les phénomeénes
critiques sont des systémes physiques avec un trés grand nombre de degrés de
liberté indépendants ou les fluctuations (quantiques et statistiques) sont impor-
tantes sur une trés grande gamme d’échelles de distance (longueur d’onde) et de
fréquence (énergie). Leurs couplages et leur influence sur la dynamique « effec-
tive » du systéme ne peuvent étre traités simplement. La théorie du groupe
de renormalisation permet précisément de controler — plus ou moins propre-
ment — ces couplages multi-échelles, en définissant proprement le concept de
« théorie effective » et en permettant de calculer les « couplages effectifs ». Elle
permet de dégager quels sont les degrés de liberté importants (en théorie quan-
tique quels sont les champs) pour décrire la dynamique d’un systéme a une
échelle donnée. De ce point de vue, le groupe de renormalisation a révolutionné
notre fagon d’aborder de nombreux problémes en physique (nature des inter-
actions fondamentales, émergence de comportements complexes, apparition de
lois d’échelles) et au-dela.

Il faut aussi mentionner d’autres idées trés importantes qui font partie de
cette boite a outils, en particulier dans I’étude des systémes de basse dimension-
nalité et des systémes désordonnés : excitations topologiques (solitons, vortex,
instantons) et effets non perturbatifs, solutions exactes et systémes intégrables,
invariance conforme, supersymeétrie... Elles forment le socle de la théorie des
cordes. Elles sont également & 1'origine des contacts et de la fertilisation croisée
entre la théorie quantique des champs et les mathématiques.

Enfin un certain nombre de méthodes de discrétisation (théories sur réseau,
développements de couplage fort) et de méthodes de simulations numériques
(Monte-Carlo), venues de la physique statistique, sont devenues des outils stan-
dards en théorie quantique des champs et en physique des hautes énergies.

0.7 Contenu de 'ouvrage

Cet ouvrage est donc une introduction aux applications de la théorie des
champs a la mécanique statistique. Son contenu est cohérent, il peut étre utilisé
seul, ainsi que comme une introduction a certains aspects de la physique des
champs et des particules, et & la physique statistique des systémes a I’équilibre.
Il ne dispense pas de la pratique de traités de théorie quantique des champs
pour la physique des hautes énergies, ni d’ouvrages consacrés a la physique
statistique et a la physique de la matiére condensée.

Ce manuel est divisé en quatre grandes sections, et pour des raisons pra-
tiques en deux tomes. Le premier tome se compose des parties I et II, et
traite plutdt des aspects théorie quantique et théorie quantique des champs.



Introduction du tome 2 xi

Le deuxiéme tome se compose des parties I1I et IV, et traite surtout des aspects
liés a la physique statistique.

La partie I traite de I'intégrale de chemin en mécanique quantique. Le but
de cette partie est de bien faire comprendre ’analogie entre physique statis-
tique & l’équilibre et mécanique quantique (formalisme du temps imaginaire).
Les chapitres 1, 2 et 3 en forment la partie essentielle. Les chapitres 4 et 5
présentent des aspects plus avancés. Ils peuvent étre sautés en premiére lec-
ture, et leurs différentes sections peuvent étre lues indépendamment en général.

La partie II est une introduction a I'intégrale fonctionnelle en théorie quan-
tique des champs, essentiellement dans le cas de la théorie ¢*. Les formulations
de la théorie & temps réel et a temps euclidien et les régles de Feynman pour
construire la théorie des perturbations sont traitées dans les chapitres 6 et 7.
La théorie de la renormalisation perturbative et les équations du groupe de
renormalisation sont introduites en détail au premier ordre dans le chapitre 8.
Une breéve introduction aux aspects plus généraux de la renormalisation per-
turbative est donnée dans le chapitre 9. Les formulations non perturbatives de
la renormalisation « & la Wilson » et I’équivalence entre la théorie des champs
¢* renormalisée et la limite d’échelle au point critique du modéle d’Ising sont
abordées plus bas.

La partie IIT traite de la physique statistique des phénoménes critiques
et de la théorie du groupe de renormalisation dans ’espace réel. Un rappel
des concepts de base de physique statistique est donné dans le chapitre 10.
Les théories du champ moyen et de Laudau des phénoménes critiques sont
introduites dans le chapitre 11. Le principe de la théorie de K. Wilson du
groupe de renormalisation et ses conséquences pour les phénomeénes critiques
sont donnés dans le chapitre 12. Le chapitre 13 est consacré a des calculs
explicites sur la théorie de Landau-Ginsburg-Wilson (LGW), essentiellement
dans 'approximation du potentiel local. Ceci illustre la puissance de la théorie
de Wilson, et permet de discuter en profondeur les relations entre renormali-
sation de Wilson et renormalisation perturbative en théorie des champs.

La partie IV présente des applications physiques de la théorie statistique
des champs en physique statistique et en physique de la matiére condensée :
applications de la théorie du groupe de renormalisation aux phénomeénes cri-
tiques pour différents problémes (chapitre 14) ; introduction aux modeéles de
spins classiques et quantiques (modéles sigma) et aux transitions topologiques
(modele XY et transition de Kosterlitz-Thouless) dans le chapitre 15 ; modeéles
d’interfaces et de surfaces fluctuantes dans le chapitre 16 ; introduction a la
théorie des effets de taille finie dans le chapitre 17. Enfin le chapitre 18 est con-
sacré & une introduction trés succincte a l'invariance conforme, concept trés
important et encore en fort développement théorique (et en mathématiques).

En principe les parties I (intégrale de chemin en mécanique quantique) et
III (mécanique statistique, phénomeénes critiques et groupe de renormalisation)
peuvent étre lues indépendamment (bien que pour la fin de la partie IT il vaille
mieux avoir vu I et le début de IT). La partie 11T (théorie quantique des champs)
peut étre lue a la suite de I et indépendamment de III.
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Mettons en garde le lecteur a propos de ce qu’il ne trouvera pas, ou peu,
dans cet ouvrage :

— une exposition détaillée aux méthodes numériques et de calcul formel
(analyse des développements en séries de haute température, simulations
par Monte-Carlo, matrice de transfert) ;

— une introduction aux méthodes exactes (systémes intégrables, ansatz de
Bethe, matrice S) ;

— un traité sur l'invariance conforme et les techniques relices (gaz de
Coulomb, dualité) ;

— une introduction a la physique des systémes désordonnés (un sujet en
soi) ;

— un traité sur les approches mathématiques rigoureuses (théorie construc-
tive des champs, groupe de renormalisation exact, théorie de la renor-
malisation a tous les ordres) ;

— une introduction au groupe de renormalisation pour les systémes
quantiques.
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0.9 Bibliographie sommaire

La littérature sur le sujet est trés riche, et il existe déja d’excellents ouvrages
d’introduction a la physique quantique, la physique statistique, la théorie des
champs et la théorie statistique des champs. Cet ouvrage essaye d’avoir une
présentation quelque peu originale du sujet, surtout en ce qui concerne les
relations entre groupe de renormalisation perturbatif et groupe de renormali-
sation wilsonien, mais je me suis inspiré consciemment ou inconsciemment de
plusieurs ouvrages et cours que j’ai eu 'occasion de suivre.

Ouvrages en francgais

En mécanique classique des ouvrages de base sont le livre de Laudau-
Lifchitz [LL94] et le livre d’Arnold [Arn74]. Pour la mécanique quantique des
références sont les deux volumes incontournables Cohen-Diu-Laloé [CTDL73a)
et le récent troisiéme volume Cohen-Laloé-Diu [CTLD17], ainsi que le Le Bel-
lac [LB13a, LB13b]. Pour une introduction a la mécanique statistique on peut
citer les deux volumes de cours de R. Balian [Bal82, Bal94]. Une introduc-

tion détaillée a l'intégrale de chemin en mécanique quantique est le livre de
J. Zinn-Justin [ZJ12].

Le classique (un peu ancien) Itzykson-Zuber [ID13] est une bonne intro-
duction a la théorie quantique des champs, plutoét du point de vue physique
des hautes énergies.

Des introductions classiques & la théorie statistique des champs sont les
deux volumes du (un peu plus récent) Itzykson-Drouffe [ID13, ID89], et
le Le Bellac [LB12].

Ouvrages en anglais

Si l’'on passe a l'anglais, qui est la lingua franca de la communauté scien-
tifique, et tend a le devenir pour l’enseignement pré-doctoral et doctoral, la
littérature devient immense.

Les ouvrages en frangais précités sont pour la plupart disponibles en ver-
sion anglaise : pour la mécanique quantique le Cohen-Diu-Laloé [CTDL92|, le
Le Bellac [LB06], le Zinn-Justin [ZJ10] ; pour la théorie des champs le Itzykson-
Zuber [1Z12], le Ttzykson-Drouffe [ID91], le Le Bellac [LBB91].
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Des ouvrages trés classiques sont pour la théorie quantique des champs
(donc surtout orientés physique des hautes énergies) : Le Weinberg [Wei95]
(le premier des trois volumes pour ce qui est traité ici), le Peskin-Schroeder
[PS18]. Le Zinn-Justin [ZJ02| est une bible orientée a la fois vers la physique
des hautes énergies et la physique statistique. Beaucoup moins rigoureux et
moins complet, mais stimulant est le Zee [Zeel0]. Et pour ne pas oublier I’école
russe, citons 'inspirant livre de Polyakov [Pol87].

Pour la théorie statistique des champs et ses applications & la mécanique
statistique, citons (outre le Zinn-Justin) le Parisi [Par98], et plus courts, mais
plus récents le Brézin [Brél0] et le Cardy [Car96]|. Des ouvrages récents orientés
vers la physique de la matiére condensée sont le Tsvelik [Tsv07], le Fradkin
[Fral3] et la trés compléte introduction & la physique de la matiére condensée
de Chaikin et Lubensky [CLO00].

Des références de base sur les méthodes mathématiques pour la physique
théorique, indispensables pour un lecteur peu familier avec les outils mathéma-
tiques utilisés dans cet ouvrage, sont le Schwartz [SH82| et le Courant-Hilbert
[CHO8| (ancien, mais actualisé), et le plus récent et moderne Stone et Goldbart
[SGO09].

Des références plus précises ou plus avancées seront données a la fin des
différents chapitres.
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0.10 Plan structuré

Basique (premiére lecture) Avancé (optionnel)

TOME 1

1 Rappels de mécanique classique et

quantique

2 Intégrale de chemin : introduction

3 Intégrale de chemin et physique

statistique
4 Intégrale de chemin : présentation
générale
5 Bosons, fermions et spins

6 Intégrale fonctionnelle : le champ
libre
7 ¢" : théorie des perturbations
8 ¢* : renormalisation & 1 boucle
9 Renormalisation : théorie générale

TOME 2

10 Rappel sur les phénomeénes

critiques

11 La théorie du champ moyen

12 Le groupe de renormalisation de

Wilson
13 Relations avec la théorie des
champs

14 Applications de la théorie de

Landau-Ginsburg-Wilson
15 Modéles de spins et modéles
sigma
16 Surfaces, interfaces et
membranes
17 Effets de taille finie
18 Invariance conforme






Troisiéme partie

Mécanique statistique :
phénomeénes critiques et
groupe de renormalisation






Chapitre 10

Rappels : introduction aux
phénoménes critiques, le modéle
d’Ising

10.1 Introduction

Ce chapitre est une introduction a la physique des phénoménes critiques,
essentiellement sur l'exemple du modéle d’Ising, modeéle statistique simple
présentant un point critique. Nous rappelons tout d’abord sur I'exemple des
systémes magnétiques ce que sont les transitions de phase et les points cri-
tiques, et leurs caractéristiques (fluctuations critiques, lois d’échelle, exposants
critiques, universalité). Sur I'exemple du modeéle d’Ising, les outils théoriques
de base de la physique statistique & I’équilibre (fonctions thermodynamiques,
potentiel de Gibbs, matrice de transfert) sont donnés. Dans le chapitre suivant
11, nous discuterons la théorie du champ moyen, qui permet de comprendre
qualitativement la physique des points critiques et ’apparition de comporte-
ments d’échelle, mais qui n’est en général pas valable lorsque ’on est trés prés
du point critique (domaine critique). Ensuite, dans le chapitre 12, la théorie
de Wilson du groupe de renormalisation est présentée. Elle permet de com-
prendre quantitativement les propriétés des points critiques et l'existence des
lois d’échelle. Enfin, dans le chapitre 13, nous discuterons les relations entre
groupe de renormalisation de Wilson en physique statistique et groupe de
renormalisation pour les théories quantiques des champs, et pourquoi ce sont
des théories quantiques des champs qui décrivent la physique au voisinage des
points critiques.
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10.2 Bréve introduction aux phénoménes
critiques : exposants critiques,
lois d’échelle et universalité

Un exemple classique de phénoméne critique est la transition de phase
ferromagnétique-paramagnétique au point de Curie dans les matériaux
magnétiques. Je renvoie aux manuels de physique statistique et de physique
de la matiére condensée pour une présentation précise du sujet. Je ne vais
considérer ici que des situations trés idéalisées ot on peut décrire la physique
de la transition par des modéles simples, qui permettent de capturer ’essence
de la physique sous-jacente a la transition de phase.

10.2.1 Transition ferro-paramagnétique et point critique

Dans ces matériaux, a basse température il existe une aimantation spon-
tanée globale ./\—/io. Dans des domaines de taille macroscopique (trés grande
devant la maille élémentaire du cristal), l'aimantation est non nulle et
homogeéne. La physique des domaines d’aimantation et des parois de domaine
est riche et complexe, mais nous allons simplifier énormément les choses en nous
intéressant a ce qui se passe dans un seul domaine. Nous allons de plus traiter
le cas d’un ferromagnétique uniaxe, ¢’est-a-dire un matériau trés anisotropique
tel que aimantation spontanée ne peut s’orienter que dans une seule direction
(disons l'axe z, tel que .A70 = Myé). Pour sélectionner une aimantation spon-
tanée, My, on applique au matériau un champ magnétique externe B (selon
laxe z), auquel cas il apparait une aimantation induite M (du méme signe que
B). A basse température (matériau ferromagnétique) lorsque I'on fait tendre
B vers 0, 'aimantation tend vers £.M, ('aimantation spontanée) suivant le
signe de B. Lorsque B = 0 'aimantation est discontinue, puisqu’elle saute de
+Mjy & =M (transition du premier ordre).

Par contre a haute température le matériau devient paramagnétique :
I’aimantation spontanée en champ nul est nulle et 'aimantation M varie

e M

-

T<T, T>T,

FIGURE 10.1 — Variation de I'aimantation induite M avec le champ externe B dans
la phase ferromagnétique et la phase paramagnétique.
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M

FIGURE 10.2 — Variation de 'aimantation spontanée M, avec la température 7.

M B
Ferro Para Ferro _ Para
T, T ler ordre 'Tr: T
FicURE 10.3 — Diagramme température-aimantation (& gauche) et

température-champ magnétique (& droite).

contintiment avec B quand B change de signe. Dans les cas qui nous intéressent,
la transition entre la phase ferro (basse température) et la phase para (haute
température) est une transition de phase continue (transition du deuxiéme
ordre). A la température critique (la température de Curie) T,, 'aimantation
spontanée M s’annule continiment. Les diagrammes de phase du systéme dans
les variables température-aimantation et température-champ magnétique
sont illustrés figure 10.3.

10.2.2 Paramétre d’ordre et brisure de symétrie

La caractéristique principale du point critique est qu’il sépare deux phases
thermodynamiques ot la symétrie du matériau est réalisée d’une fagon dif-
férente. Dans un magnétique uniaxe le matériau doit étre au niveau micro-
scopique invariant sous une réflexion dans un plan orthogonal & l'axe z, c’est-
a-dire sous la transformation

zZ— —Z

tant que le champ externe B est nul bien sfir.
Dans la phase paramagnétique (T' > T.), cette symétrie est satisfaite. En
effet le systéme est dans une seule phase thermodynamiquement stable, telle
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que sous une réflexion z — —z 'aimantation spontanée reste inchangée puisque
M — —M = M = 0. Cette phase est la phase désordonnée.

Par contre dans la phase ferromagnétique (7' < T.), cette symétrie est
spontanément brisée. En effet le systéme posséde maintenant deux phases
thermodynamiques stables et distinctes : celle d’aimantation positive M et
celle d’aimantation opposée —M. Sous la réflexion z — —z les deux phases
s'interchangent. Ces deux phases pures sont les phases ordonnées du systéme.
L’aimantation spontanée M est le paramétre d’ordre de la transition.

10.2.3 Singularités au point critique et exposants
critiques

La premiére caractéristique d’une transition du deuxiéme ordre est que
les quantités thermodynamiques du systéme se comportent de fagon continue
au point critique, mais que leurs dérivées sont (en général) divergentes a la
transition. Le point critique apparait donc mathématiquement comme une
singularité dans le diagramme de phase. Les divergences sont caractérisées par
des exposants critiques.

Pour notre systéme, les deux quantités thermodynamiques a considérer
sont l'énergie interne par unité de volume E, et I’aimantation par unité de
volume M,,. Ces deux quantités s’obtiennent a partir de 1’énergie libre totale
F', qui est une fonction de la température T' et du champ magnétique appliqué
B, comme les dérivées

2

N (A .
1% Vol. OT Vol. OB
ou Vol. est le volume du systéme. Si la transition est continue et du deuxiéme
ordre E, et M, sont continues au point critique (T, B) = (T, 0). Par contre on
constate expérimentalement que leurs dérivées, la chaleur spécifique par unité

de volume C,, et la susceptibilité magnétique (par unité de volume) y

0F, oM,

C, = a7 , X = 9B (10.2)

divergent au point critique. La divergence de ces quantités est algébrique, c’est-
a-dire donnée par des lois de puissance caractérisées par des exposants critiques
(appelés aussi indices critiques). Les singularités de C, et x définissent quatre
exposants critiques, notés dans la littérature «, 3, v et §. Les trois premiers se
référent au comportement du systéme en champ nul (B = 0) quand T' — T..

- (10.1)

Co(T) o |T—T, (10.3)
M (T) o« |T-T.° (10.4)
X(T) x |T—-T]|7" (10.5)

L’exposant § se référe au comportement de I’aimantation en fonction du champ
a la température critique

M,(T,, B) < |B|? (10.6)
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Gy Ly

FIGURE 10.4 — Divergences de la chaleur spécifique et de la susceptibilité magnétique
au point critique.

En anticipant sur la suite, la théorie simple du champ moléculaire (Curie-
Weiss) ou théorie du champ moyen prédit pour ces exposants les valeurs

a=0, B=1/2, ~=1, §=3 (10.7)

10.2.4 Corrélations et fluctuations au point critique,
longueur de corrélation et exposants associés

La seconde caractéristique essentielle d’une transition continue est qu’il
existe dans le systéme des fluctuations thermodynamiques trés importantes en
amplitude et sur de grandes échelles spatiales et temporelles. L’existence de
singularités dans les quantités thermodynamiques est en fait la conséquence
de ces fluctuations critiques.

Corrélations : Pour mesurer ces fluctuations, il faut considérer les cor-
rélations entre quantités thermodynamiques locales du systéme. On définit
donc Paimantation locale m(x) au point & comme la moyenne spatiale de
I’aimantation sur un petit domaine autour de x, domaine trés petit devant la
taille de ’échantillon, mais qui est bien siir plus grand que la distance inter-
atomique. L’aimantation globale par unité de volume M est bien stir donnée
par la valeur moyenne de la moyenne spatiale de m(x)

1
M, = v/d:c(m(:c» = (m) (10.8)

ou () désigne la moyenne sur les fluctuations thermiques (voir plus loin les
rappels de mécanique statistique).
L’aimantation locale fluctue autour de sa valeur moyenne. Ces fluctuations

sont mesurées par
m(x) = m(z) — (m(x))
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La fonction de corrélation spatiale de m en deux points est la fonction a
deux points connexe !

Gz,y) = (mx)m(y)) = (m(x)m(y)) — (m(z))(m(y)) (10.9)

G(z, z) mesure Pamplitude des fluctuations de m autour de sa valeur moyenne
au point x (variance). G(z,y) mesure les corrélations entre les fluctuations
de m aux points x et y. En pratique, dans des matériaux magnétiques, la
transformée de Fourier de la fonction de corrélation est accessible par des
expériences de diffusion de neutrons ou de rayons X.

Longueur de corrélation : On observe de facon générale que cette fonction
de corrélation décroit exponentiellement & grande distance comme

Glx—y) o exp(—|z—y|/§)  quand |z —y|— o0 (10.10)

ou & est la longueur de corrélation pour les fluctuations d’aimantation (en
pratique £ dépend légérement de l'orientation du vecteur x—y par rapport aux
axes cristallographiques, mais cette anisotropie s’avére négligeable au voisinage
du point critique, pour des raisons que 'on verra plus loin). La longueur de
corrélation définit la distance sur laquelle les fluctuations des aimantations
locales sont corrélées.

Loin du point critique, la longueur de corrélation & est petite (typique-
ment de l'ordre de la portée des forces d’échange entre moments magné-
tiques, quelques mailles de réseau tout au plus). Dans la phase paramagné-
tique ou 'aimantation moyenne est nulle, ¢ est la taille typique des domaines
ou l'aimantation locale est de signe donné. Dans la phase paramagnétique, &
est la taille typique des ilots ot 'aimantation locale est du signe opposé a celui
de 'aimantation globale. Ceci est représenté dans la figure 10.5.

Prés du point critique, la longueur de corrélation devient trés grande et
elle devient infinie au point critique. Cette divergence refléte la présence des
fluctuations critiques. Toutes les échelles sont présentes dans les fluctuations
de I'aimantation locale et les configurations microscopiques ont un caractére
fractal. Ceci est représenté sur la figure 10.6.

Exposants v et 77 : A cette divergence sont aussi associés deux exposants
critiques, notés v et 7. Quand T tend vers la température critique T, (& champ
nul), ¢ diverge en effet en suivant une loi de puissance

€ o« |T =T (10.11)

qui définit 'exposant v de la longueur de corrélation. Puisqu’a T'= T, £ = oo,
ceci veut dire que la fonction de corrélation a deux points G(z,y) décroit a

I La dénomination conneze vient du fait que dans une représentation diagrammatique,
seuls les diagrammes connexes contribuent & G(z, y), tandis que les diagrammes non connexes
contribuent aussi & (m(z)m(y)). En théorie des probabilités et en statistiques, les fonctions
connexes sont les cumulants de la variable aléatoire m(x).
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FI1GURE 10.5 — Configurations typiques des domaines d’aimantation pour le modéle
d’Ising en D=2 dans la phase ferromagnétique (a) et dans la phase paramagnétique
(b). Le noir représente les spins s = +1 =1, le blanc les spins s = —1 = |.

FIGURE 10.6 — Configurations typiques des domaines d’aimantation pour le modéle
d’Ising en D=2 au point critique.

grande distance plus lentement que toute exponentielle ; en fait elle décroit
aussi en suivant une loi algébrique de la forme

G(z,y) o [z —y~P7" . quand |z —y| - o0 (10.12)

oll D est la dimensionnalité du systéme? et 7 est 'exposant de la fonction de
corrélation. Cette définition de 1 vient du fait qu’on a accés a la transformée de
Fourier G (k) de G dans l'espace réciproque, et que le comportement algébrique
pour G devient une divergence algébrique & petit vecteur d’onde pour G

- 1

G(k) T , quand |k| — 0 (10.13)

2 D = 3 pour les matériaux usuels, mais on peut fabriquer et étudier des matériaux de
structure bidimensionnelle (D =2) et unidimensionnelle (D =1).
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En anticipant encore sur la suite, la théorie du champ moyen prédit pour ces
exposants les valeurs
v =1/2 , n =20 (10.14)

10.2.5 Universalité et lois d’échelle

Les phénomeénes critiques sont intéressants, car ils soulévent des questions
fondamentales sur la physique des systémes avec un grand nombre de degrés
de liberté, en particulier sur I’émergence d’'une dynamique non triviale sur une
gamme trés grande d’échelles de longueur (de vecteur d’onde) ou de temps
(d’énergie).

Invariance d’échelle au point critique

Au point critique, les fluctuations (thermodynamiques) sont importantes
a toutes les échelles de distance. Si on étudie la dynamique des fluctuations
au point critique, elles sont aussi importantes a toutes les échelles de temps.
Ceci entraine le phénoméne du ralentissement critique. Les temps de corréla-
tions, comme les longueurs de corrélations, divergent au point critique. En con-
séquence, les configurations typiques (les échantillons de configurations dans
un langage de statistique) présentent un caractére fractal et des propriétés
d’invariance d’échelle au point critique.

Lois et relations d’échelle

On constate que prés du point critique les fonctions de corrélations (les
observables) prennent des formes universelles qui ne dépendent que des rap-
ports des distances avec la longueur de corrélation. Par exemple, la fonction a
deux points se comporte comme

Gz, y;T) oc H(lw —yl|/&(T)) (10.15)

ou H est une fonction d’échelle universelle. Cette propriété a été observée et
postulée étre générale pour des systémes proches de la criticalité par B. Widom
(hypothese d’échelle ou scaling hypothesis). Cette hypothése entraine que cer-
tains rapports entre quantités physiques sont aussi universels au voisinage d’un
point critique. Par exemple, si la longueur de corrélation diverge en T, comme
. { X (T-T.)" quand T >T, (1016)

X (T-T.)" quand T <T.

le rapport X;/X_ est une quantité universelle. De telles quantités sont
appelées rapports d’amplitudes critiques.

Les exposants critiques ne sont pas donnés par la théorie simple du champ
moyen. Cependant il existe des relations d’échelle entre eux. Par exemple, les
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exposants «, (3, v et  s’expriment en fonction des deux exposants v et 7

a=2—-vD (10.17)

§=gu(D~2+1) (10.18)

y=v(2-7n) (10.19)
D+2-n

§= D270 (10.20)

Certaines de ces relations découlent déja de 'hypothése d’échelle. Mais la jus-
tification de cette hypothése et la démonstration de ces relations n’ont été
fournies que par la théorie du groupe de renormalisation de Wilson.

Universalité

Les exposants critiques sont les mémes dans la phase paramagnétique et la
phase ferromagnétique. Différents systémes magnétiques du méme type (ferro-
magnétique uniaxe) et des modéles simples comme le modéle d’Ising (voir plus
loin) ont le méme comportement critique : mémes exposants critiques, mémes
fonctions d’échelle pour les fonctions de corrélations prés du point critique,
mémes rapports d’amplitudes.

De plus, des systémes physiques complétement différents peuvent avoir
le méme comportement critique. Par exemple, le point critique des fluides
binaires est le méme que celui des ferromagnétiques uniaxes ! Les variables
température T et fraction relative x des deux constituants remplacent les vari-
ables température T et aimantation moyenne M. Ceci est vérifié pour les
mélanges binaires de liquides non polaires. A priori le point critique d’un flu-
ide comme ’eau est du méme type, mais les interactions & longue portée, dues
a la nature polaire de fluide et aux forces de van der Waals, modifient la nature
du point critique.

XA/B 1 phase “a/B

2 phases ! ptcritique . ‘ pt critique
| qer o i
! "
! "
1 1
! "
! "

1 phase

. T . T
T

c c

FIGURE 10.7 — Diagramme de phase et point critique pour les fluides binaires dans
les variables température/fraction relative (gauche) et température/potentiel chi-
mique relatif (droite).
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Autres systémes et classes d’universalité

La nature de paramétre d’ordre et la dimensionnalité du systéme influent
sur le comportement critique. Les ferromagnétiques bi-axes (I’aimantation est
dans un plan) ou habituels ('aimantation peut prendre toutes les orientations)
ont des comportements critiques différents. Des systémes physiques ont des
parameétres d’ordre plus complexes (systémes magnétiques frustrés) ou d’autres
interactions interviennent (désordre par exemple). Il existe plusieurs classes
d’universalité caractérisées par des comportements critiques différents. Mais
les relations d’échelle sont toujours satisfaites.

Le tableau suivant donne des exemples pour le modeéle d’Ising (systéme
magnétique avec N = 1 composante), le modéle XY (modéle & N = 2
composantes), le modeéle de Heisenberg ou modéle O(3) (modéle & N = 3
composantes), et le polymére en bon solvant (équivalent a la marche aléa-
toire auto-évitante ou self avoiding walk = SAW), qui peut étre formulé aussi
comme un systéme magnétique avec N = 0 composante ! Les valeurs des
exposants en D = 2 sont exactes et obtenues par les méthodes des sys-
témes intégrables et de la théorie des champs conforme. Les valeurs trés pré-
cises pour le modeéle d’'Ising en D = 3 sont obtenues par les méthodes de
« bootstrap conforme ».

! B v 4 v n
Champ moyen 0 1/2 1 3 1/2 0
Ising D =3 0,11008 | 0,32642 | 1,23707 | 4,78984 | 0,62997 | 0,03629
Tsing D = 2 0 /8 7/4 15,0 I 1/4
XY D=3 0,0 0,34 1,31 0,67 0,03
OB) D=3 -0,1 0,36 1,38 0,70 0,03
SAW D =3 0,23 0,30 1,16 0,58 0,03
SAW D =2 1/2 | 15/192 | 43/32 | 91/5 3/4 5/24

Les comportements critiques sont donc wuniversels. Des systémes physiques
différents ont en général le méme comportement critique si la symétrie et le
schéma de brisure caractérisant leurs points critiques respectifs sont les mémes.
On dit que ces systémes, ou plus précisément ces points critiques appartiennent
a la méme classe d’universalité.

Invariance d’échelle en physique

L’apparition de fluctuations spatiales et temporelles sur de grandes gammes
d’échelles et I'invariance d’échelle peut se manifester pour des systémes et dans
des contextes différents. Citons quelques exemples :

— Matiére molle : polymeéres, cristaux liquides, colloides, membranes

— Systémes hors d’équilibre : processus de croissance, agrégation, fractures,
coalescence

— « Systémes critiques auto-organisés », turbulence développée
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— Systémes fractals

— Systémes dynamiques et « systémes complexes » : économie, biologie,
astrophysique

Une question essentielle, a laquelle la théorie du groupe de renormalisation a
apporté un point de vue nouveau et des réponses précises dans de nombreux
cas est la suivante : I’émergence de propriétés d’échelle et de comportements
universels, indépendants des détails microscopiques des interactions et de la
dynamique, peut-elle étre décrite et comprise par des mécanismes et un cadre
conceptuel théorique simples ?

10.3 Rappels de mécanique statistique et
modéle d’Ising

Dans cette section on rappelle les concepts de base de physique statistique
pour les systémes a l’équilibre, sur I’exemple du modéle d’Ising.

10.3.1 Le modéle d’Ising

Le modéle d’'Ising est un modéle simple de spin classique & deux états sur
réseau. On considérera un réseau hypercubique A de maille a = 1. Pour le
systéme infini A = ZP. Pour un systéme fini, pour simplifier on considérera un
réseau de taille L = Na (N entier) avec des conditions aux limites périodiques,
c’est-a-dire un tore A = (Zy)P. La coordinance (nombre de voisins) d’un site
est C' = 2D. Les sites sont étiquetés par un vecteur entier ¢ = (i1, - ,ip) €
ZP. On pourra aussi considérer des réseaux triangulaires, anisotropes, des
conditions aux limites plus compliquées, etc. A chaque site i est attaché un
spin classique S; qui prend la valeur +1.

S;==1

Le couplage entre spins est un couplage ferromagnétique entre plus proches
voisins, c’est-a-dire entre les spins qui sont sur des sites 7 et j appartenant
a un lien < ij > du réseau. De fagon compacte on notera S (en gras) une
configuration S = {S;; i € A} des spins sur le réseau A. L’énergie d’une
configuration S = {S;} est donnée par le hamiltonien® de Ising-Lenz

HIS] = —J Z SiS; ) J >0 couplage (10.21)
<ig>

3 Mathématiquement S est une fonction de A = ZP — Zy = {—1, +1} et le hamiltonien
H[S] est une fonction de la fonction S, c’est-a-dire une fonctionnelle de tous les spins. Dans
toute la suite on désignera une fonction f d’une simple variable x avec des parenthéses par
f(z). On notera une fonctionnelle F d’une fonction X avec des crochets par F[X].
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<ij>

FIGURE 10.8 — Le réseau carré 2D.

Cette énergie est minimale quand tous les spins sont alignés. En présence d’un
champ magnétique externe B, il faut rajouter & H un terme en — B, S;

Hiwmg[S] = —J Z SiS; — BZSZ- , B champ externe (10.22)
<e7> 7

10.3.2 Ensemble canonique, fonction de partition

L’ensemble canonique décrit un systéme en équilibre avec un thermostat a
température T'. Le poids de Boltzmann d’une configuration S est

w[S] = exp (= Huins[S]) : B = kBLT (10.23)

Pour simplifier, on absorbe le facteur de Boltzmann dans la définition de la
température, c¢’est-a-dire
1
kg = 1 b= T (10.24)

La fonction de partition du systéme a température 7" est donnée par la somme
sur toutes configurations

Z =Y ws] (10.25)

et les valeurs moyennes a I’équilibre des observables A[S] sont données par

ES: A[S]wl[S]
(4) = W (10.26)
L’énergie libre est
F = —-Tlog Z (10.27)

et I’énergie interne est

0 o (F
= = 2— = — 2— —
E = (MulS) = T 5zlog Z T o (T> (10.28)
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L’aimantation totale M est
8F
<§ S> - (10.29)

et I'aimantation moyenne par site m est

= M/V V volume du systéme (10.30)

10.3.3 Observables et fonctions de corrélation

La chaleur spécifique totale est

oF
¢ = oT = 77 (<Hlsing [S]H1eine[S]) — <H1sing[s]><HIsing[S]>) (10.31)
et la chaleur spécifique par unité de volume est C,, = C'/V. La susceptibilité

magnétique est
_om _ 1 (S:5;) — (S:)(S;) (10.32)
X~ %8~V ZJ i25) = {9i)42; '

On voit apparaitre la fonction de corrélation connexe de deuzx spins (déja
introduite pour les systémes magnétiques)

Gij = (8iS;) — (Si)(S))

et la relation entre x et G;; est le premier exemple d'une relation de type
fluctuation-dissipation reliant ici la susceptibilité magnétique, une quantité
caractérisant la réponse du systéme a une perturbation (ici magnétique), a
I'intégrale d’une quantité mesurant les fluctuations a [’équilibre du systéme, la
fonction de corrélation a deux spins

X = ZGZ] — Z SS >Connexe (1033)
J

De la méme fagon, la chaleur spécifique (réponse du systéme a une perturbation
de température) est reliée (& B = 0) a la fonction de corrélation de ’observable
d’énergie locale E; associé a un site, définie comme

J 2 connexe
B = -3 >SS, Cy = T*) (EE) (10.34)

j voisin de i 7

10.3.4 Limite thermodynamique

Rappelons que dans la phase de haute température (paramagnétique) il
n’y a qu'une phase thermodynamique stable en champ nul B = 0. La limite
thermodynamique (limite de volume infini) V' — oo et la limite de champ nul
B — 0 commutent.
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Par contre dans la phase de basse température (ferromagnétique) il y a
deux phases pures stables possibles, d’aimantation respective m = +my. Pour
que le systéme soit dans une de ces phases pures, disons celle o m = mg > 0,
il faut d’abord prendre la limite thermodynamique V' — oo en champ non
nul B > 0, puis prendre la limite de champ nul B — 04. Si a 'inverse on
prend d’abord la limite de champ nul B — 0 & volume fini V' < oo, puis que
l’on prend la limite thermodynamique V — oo, le systéme est dans une phase
mixte (mélange équiprobable des deux phases pures) et 'aimantation totale
moyenne est nulle m = 0. Les limites thermodynamiques et de champ nul ne
commutent donc pas, on dit que la symétrie Zo qui change le signe de tous les
spins m «— —m est spontanément brisée.

10.4 Potentiel thermodynamique et
transformation de Legendre

10.4.1 Définition
Introduction

Une quantité importante est le potentiel thermodynamique ou potentiel de
Gibbs. C’est 'analogue en physique statistique de ’action effective introduite
en théorie quantique des champs. On 'appellera donc souvent potentiel effec-
tif. 11 posséde les mémes propriétés mathématiques, mais on va rappeler sa
définition et ses propriétés dans le contexte du modéle d’Ising pour avoir des
notations cohérentes dans ce chapitre.

Le potentiel thermodynamique permet d’étudier le modeéle d’Ising en fonc-
tion de son aimantation (spontanée ou induite) M plutot que du champ
appliqué B qui a permis d’obtenir cette aimantation. Il est défini par une
transformée de Legendre & partir de ’énergie libre, de la méme facon qu’en
thermodynamique on passe des propriétés d'un gaz en fonction du volume,
données par son énergie interne E, & celles du gaz en fonction de la pression,
données par son enthalpie H.

Source externe et aimantation locale

On couple chaque spin S; & un champ externe (appelé aussi source externe)
h;. Chaque source h; est un parameétre indépendant, fixé, alors que 'on fait la
moyenne sur les configurations de spin. Comme pour les S; on notera h une
configuration de ces champs externes

h ={h;; i€ A} (10.35)
Le hamiltonien total du systéme couplé a la source est donc

Mu[S] = MuwslS] — h-S, avech-S=> hS; (10.36)
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Sa fonction de partition Z et son énergie libre F' sont maintenant des fonctions
des sources {h;}, donc des fonctionnelles de h (et toujours des fonctions de J/T
et de B/T).

Zh] = Z e_%(Hlsing[S] —h-S) , Flh] = —T log Z[h] (10.37)
{S:}

Comme en théorie des champs le logarithme de la fonction de partition est la
fonction génératrice connexe* du systéme W.

Wh] = TlogZh] = — FIh] (10.38)

L’aimantation locale m; du site i, en présence des sources, est simplement la
dérivée partielle de W par rapport a la source h; du site @
OW [h]

oh;

m; — <Sz>h = (1039)

De méme, la fonction de corrélation connexe & deux spins est donnée par la
dérivée seconde de W par rapport aux sources

82Wh]

Gij = (SiSj)p — (Si)n(Sin = TW

(10.40)

Définition du potentiel effectif I'[m]

Maintenant au lieu de considérer que les aimantations m; dépendent des
champs externes h;, inversons les variables et considérons que ce sont les h;
qui sont des fonctions des m;.

Le potentiel effectif I" est défini par la transformée de Legendre de F' par
rapport aux h;, c’est-a-dire que c’est la fonction des m; définie comme
OWh]

Oh;

I'm] = m-h — Wh]; mh = (10.41)

avec toujours la notation m-h = 3" m;h;.

10.4.2 Propriétés du potentiel thermodynamique

Les propriétés du potentiel thermodynamique découlent des propriétés
standard de la transformée de Legendre, déja utilisée en section 7.6 (tome 1).
Les plus importantes sont les suivantes :

4 Elle s’écrit en fonction des diagrammes connexes dans un développement de basse
température.
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1 - Définition variationnelle de I"

La définition de m correspond & extrémiser F[h] + hm par rapport aux
variations de la source h. En fait 'extremum est un maximum, au vu des
propriétés de convexité de I'. Une définition équivalente du potentiel T' est
donc

Im] = m}zlmx(F[h] +h-m) (10.42)

2 - Relation champ/aimantation

Le champ externe au site i, h; est la dérivée partielle du potentiel par
rapport a ’aimantation m; au site ¢

- 9[m]
hi = o (10.43)

3 - La transformée de Legendre est une involution

W est la transformée de Legendre de ’action effective I'.

Whi = hom—Thm]=; hfm] = 5= (10.44)

4 - Définition variationnelle de I’énergie libre F’

A partir de T on a

F[h] = min(I‘[m] — h-m) (10.45)
m

5 - Aimantation moyenne comme minimum de I

Ceci implique que, si on connait le potentiel I', les aimantations moyennes
des sites ¢ dans le champ externe h sont données par les solutions de I’équation
10.44. En particulier, Paimantation en champ nul m;(h = 0) est donnée par le

zéro de la dérivée de T, c’est-a-dire par le point ol le potentiel est extrémal
(et en fait minimal, par des propriétés de convexité).

mo = aimantation en champ nul < mg minimum de I'[m]
et de fagon générale
m(h) = aimantation en champ » <  m(h) minimum de I'm]—hm

C’est donc le potentiel T' qu’il faut minimiser pour obtenir I’état thermody-
namique d’équilibre du systéme.
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6 - Corrélations a 2 spins et dérivée seconde de T

Il existe aussi une relation importante entre la matrice des dérivées secondes
du potentiel effectif par rapport aux aimantations

oI
Hy = ——— 10.4
om;0m; (1046)

et les fonctions de corrélations connexes a deux spins, définies comme au-dessus
par

Gij = (8iS;) — (Si)(S;)
(pour un systéme fini avec N sites, H;; et G;; définissent des matrices N x V).
Ces deux matrices sont I'inverse 'une de lautre (a la température preés)

Z G Hij = Ty
%

autrement dit
G=TH'! (10.47)
7 - Convexité de I'

Ceci implique en particulier que le potentiel T' est une fonction convezre
des m;. En effet, comme les poids de Boltzmann du modéle d’Ising sont
réels et positifs, la matrice G;; = (AS;AS;) (AS; = S; — (S;)) des cor-
rélations connexes & deux spins est une matrice définie positive (c’est-a-dire
que >, u;Gijuj > 0 Vu # 0). Sa matrice inverse H;; est donc aussi définie
positive, comme c’est la matrice des dérivées secondes de I', I" est une fonction
convexe. Si [ a un extremum, c’est un minimum.

8 - Potentiel effectif dans un champ externe

11 est facile de montrer que si I'[m] est le potentiel effectif pour le modeéle
d’Ising en champ externe nul B = 0, le potentiel effectif du modeéle en champ
non nul est simplement donné par

Ilm;B] = I''m| — B Zm (10.48)

Si le champ externe est non homogéne B — B;, la relation reste valable

Im;B] = T[m] — Y Bim; (10.49)

9 - Le potentiel effectif comme énergie libre avec contrainte

Enfin donnons une formule trés utile. On peut écrire le potentiel effectif T’
comme

I'm] = (Huwe), — TSh], Sh] = entropie du systéme (10.50)
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T est la température. Hy;,, est le hamiltonien « interne » du systéme de spins
(sans tenir compte du couplage au champ externe h), et (H . ..)n est la valeur
moyenne de H,,,, calculée pour le systéme couplé au champ externe h. S[h]
est l’entropie totale du systeme de spin lorsqu’il est couplé au champ externe
h (donc décrit par le hamiltonien microscopique Hy = Hine — b - S. Enfin,
dans la formule, le champ externe h est fixé a sa valeur telle que ’aimantation
moyenne (S;)n = m,.

10.4.3 Exercices

Exercice 10.1. Propriétés variationnelles de I'
Montrer les propriétés 1 et 2 du potentiel effectif. On aura intérét a utiliser la
formule fondamentale des changements de coordonnées x = (z%) — y = (y%)

-1\ c c 8yc
I I S O R

Exercice 10.2. Energie libre versus potentiel effectif

En utilisant 10.43, démontrer les propriétés 3, 4 et 5. Pouvez-vous mettre ceci
en relation avec les propriétés de 'action effective en théorie des champs (voir
la section 7.6) ?

10.5 Matrice de transfert

Les méthodes de matrice de transfert sont un outil important en physique
statistique. Elles ont permis de résoudre le modeéle d’Ising en une et en deux
dimensions. Elles sont a la base de méthodes exactes et approchées de calcul
et des techniques de systémes intégrables tels I’ansatz de Bethe en physique
statistique. C’est sur elles que repose également 1’équivalence entre problémes
de physique statistique et problémes quantiques (matrice de transfert ~ opéra-
teur d’évolution). Enfin elles permettent des études numériques précises, par
les méthodes des lois d’échelle pour les systémes de taille finie (finite size
scaling).

10.5.1 Modéle d’Ising en D =1

On considére le modeéle d’Ising 1D sur une chaine unidimensionnelle. Les
sites 7 sont simplement étiquetés par des entiers ¢ € Z, et dans la suite on
considére une chaine de longueur L avec des conditions aux limites périodiques
Si+r = S;. Le hamiltonien est donc

L
H[S] =Y —JSiSi11 — BS; (10.51)

i=1
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et peut se réécrire comme une somme sur chaque lien de termes ne dépendant
que des spins aux extrémités du lien.

H[S] =) E(Si,S41) »  BE(Si,8i1) = =JSiSiv1 — B(Si + Sit1)/2

(10.52)
On définit la matrice de transfert Ty pour le lien (¢) = (4,7 4+ 1) comme la
matrice dont les lignes e et les colonnes f sont étiquetées respectivement par
toutes les configurations « entrantes » possibles e; des spins sur le site 7, et les
configurations « sortantes » f;; pour le site ¢ + 1 du lien ¢. Dans notre cas
c’est une matrice 2 x 2 car il y a deux états « in » e et 2 états « out » f

e — {Sl =+1, S, = —1} , f - {Si+1 =+1, Si+1 = —1}
(10.53)
Les éléments de matrice T de la matrice de transfert pour ce lien ¢ = (7,i+1)
sont les poids de Boltzmann pour ce lien

Tef == T(Sl, Si+1) = exp(—ﬂ E(Si,SH_l)) (1054)
La matrice de transfert est explicitement pour la chaine d’Ising
To, T,_ eBU+B)  o=pJ
T = <T_+ T__ - eiﬁ‘] eﬁ(‘]iB) (1055)
C’est une matrice réelle symétrique.

Le point crucial est que le poids de Bolzmann d’une configuration S s’écrit
comme un produit d’élément de matrice T

e_ﬁH[S] = T01702T02703 o .Tai—lqaiTaiyaiJrl e TaLﬂl (1056)

ou chaque a; correspond a l’état du site ¢ (a; = £ si S; = £1). La somme sur
tous les micro-états S correspond a sommer sur tous les indices a; répétés ;
donc a prendre la trace (a cause des c.a.l. périodiques a1 = a1) d’un produit
de N matrices de transfert. On a donc simplement pour la fonction de partition

Z = tr(TF) (10.57)

De facon similaire, on peut calculer les fonctions de corrélations de spin en
introduisant la matrice 3 dont les éléments de matrice sont Xey = (S;)ede, /-
Ici cette matrice est la matrice diagonale

Y= dlag(Sl) = ((1) _01> = 03

Les fonctions de corrélation a un point et a deux points sont données simple-
ment par

1 1
<Sl> = Etr(ETL) s <SZS7,+77,> = Etr
On en déduit que la longueur de corrélation du modéle est donnée par le
rapport des deux valeurs propres A\g > A; de T par

§=1/log(Ao/M) (10.59)

(=TrETE) (10.58)
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10.5.2 Modéle d’Ising en D =2

Ceci se généralise facilement pour le modéle d’Ising en dimension D = 2.
Considérons simplement un réseau A carré, infini dans une direction, et pério-
dique de taille L dans la deuxiéme, si bien que A = Z x Z. Les sites sont
étiquetés i = (i1,42). Une configuration de spin dans une tranche i; = x fixée
est un vecteur de longueur L, S, = (Sy.1,- -, S5, 1) dont les coefficients pren-
nent les valeurs &1. Il y a bien stir 2* configurations de tranches S, possibles.
Une configuration globale de spin est une collection de vecteurs de configura-
tions de tranches S = (S;).cz. On peut écrire 1’énergie d’une configuration
en séparant les contributions des liens entre liens dans une tranche x donnée
e = ((z,7),(z,j+1)) et celle des liens entre une tranche z et la suivante x + 1,

€= ((Ia.])v (I+ 17]))

=Y Ei[S.] + Ea[S, Saa] (10.60)
xc”Z
avec
L L
Sw] = _JZ Sw,jsw,j-i-l - BZ S_j (1061)
j=1 Jj=1
L
B[Sy, Supi] = =T SujSut, (10.62)
Jj=1

La matrice de transfert T(L) entre tranches de taille L est une matrice de
taille Moontig. X Noontig. avec ici Neonsig. = 2% le nombre de configurations de
tranches. Les éléments de matrice de la matrice de transfert entre la tranche
x et la tranche x + 1 sont

T(L)Sm7sm+1 = exXp (_ﬂ (El [Sz]/2 + E2[Swa Sac-i-l] + F4 [Sm+1]/2)) (1063)

Comme toujours § = 1/kgT. Pour le modeéle d’Ising sur un tore de taille Ly
dans la premiére direction et Lo dans la deuxiéme (donc avec des conditions
aux limites périodiques), la fonction de partition est donnée par la trace

Z1,x1,(B) = tr (T(L2)™) (10.64)

C’est la diagonalisation exacte de cette matrice (en ’absence de champ externe
B = 0) par Onsager, et les développements ultérieurs, en particulier la refor-
mulation de la matrice de transfert comme celle d’'un systéme de fermions
libres en 1 + 1 dimensions, qui a permis de résoudre le modéle d’Ising en deux
dimensions.

10.5.3 Exercices

Exercice 10.3. Diagonalisation de la matrice de transfert D =1
Calculer les 2 valeurs propres Ag > A1 > 0 de T de la matrice de transfert du
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modéle d’Ising unidimensionnel et leurs vecteurs propres associés. En déduire
la valeur de I’énergie libre par site F' et la forme de la fonction de corrélation
a deux spins (S) et (S;5;) dans la limite thermodynamique de la chaine de
longueur infinie L — oc.

Exercice 10.4. Absence de transition de phase en D =1

En déduire la longueur de corrélation du modéle d’Ising en D = 1. Montrer
que cette longueur de corrélation est toujours finie si la température est non
nulle 7" > 0 i.e. § < co. En déduire que le modéle d’Ising D = 1 est toujours
dans une phase désordonnée (paramagnétique) & T' > 0 avec une magnétisation
nulle (en champ nul) et que c’est seulement & température nulle 7' = 0 qu’il
peut étre ordonné.

Exercice 10.5. Généralisation en D = 1 & des modéles a plusieurs
états

Pour un modéle de spin classique a ¢ états en une dimension avec des interac-
tions entre plus proches voisins < 4,741 >, montrer que la fonction de partition
s’écrit toujours comme la trace d’une puissance de la matrice de transfert T,
avec T' une matrice ¢ x ¢. En déduire que la formule 10.59 se généralise, Ao 1
étant les deux plus grandes valeurs propres de T

Ao > AL >N >

Exercice 10.6. Modéle de Potts

Appliquer la méthode de la matrice de transfert pour le modeéle de Potts & ¢
états en D = 1. Le modeéle de Potts a g états est défini de la fagon suivante.
Le « spin » classique S; en chaque site peut prendre maintenant ¢ valeurs
différentes

S;=1,2,--,q (10.65)

L’énergie d’une configuration est comme pour le modéle d’Ising donnée par
une somme de termes de liens e entre plus proches voisins

3 _ !
H[S] =—J Z 5Si75j ) 65,5' - {1 S5 =5 , (1066)

~ 0 sinon.
e=(4,5)

Ecrire la matrice de transfert pour le modéle D =1 pour g = 3 et ¢ = 4.
Montrer que le modéle D = 1 est toujours désordonné a température 7" > 0.
Montrer que la symétrie interne du modéle est celle du groupe des permutations
a q éléments G,.

10.6 Notes

L’introduction aux phénomeénes critiques et a la mécanique statistique
est standard, et peut étre trouvée dans de nombreux ouvrages, par exem-
ple [Kad00][ZJ02][Car96][LB12]. Une bible sur les phénoménes critiques est



362 Théorie statistique des champs

fournie par la collection de Domb-Green-Lebowitz [DGLO01] regroupant des
revues de références sur les différents systémes, aspects et méthodes concer-
nant les phénomeénes critiques en physique. Des références plus précises seront
données dans les chapitres suivants.



Chapitre 11

L’approximation du champ moyen
et la théorie de Laudau
des phénomeénes critiques

11.1 Introduction

Apreés ces rappels de physique statistique, nous présentons la théorie la
plus simple des phénoménes critiques : 'approximation du champ moyen pour
des modéles simples, et sa généralisation par Landau & une théorie générale
des phénomeénes critiques. Cette approche, bien que limitée, est importante
historiquement. Elle permet de comprendre qualitativement ’origine des tran-
sitions de phases. De plus, elle fournit dans beaucoup de cas une bonne descrip-
tion de la physique des systémes lorsque 1’on est proche, mais pas trop, d’un
point critique. La théorie du champ moyen est une (parfois trés) bonne théorie
phénoménologique, mais elle néglige l'effet des fluctuations thermiques aux
grandes échelles de longueur. Les physiciens ont réalisé dans les années soixante
que ces fluctuations ne peuvent pas étre négligées lorsque ’on est trés prés d’'un
point critique (domaine critique). C’est ce qui a conduit a la théorie du groupe
de renormalisation, qui permet de comprendre et décrire la physique aux points
critiques. Néanmoins il est trés important de bien comprendre ’approximation
du champ moyen, la théorie de Laudau, et leurs limites, pour pouvoir aborder
la théorie du groupe de renormalisation. C’est ce que nous faisons dans ce
chapitre.

Dans la section 11.2, nous traitons le modéle d’Ising dans I’approximation
du champ moyen, d’abord dans 11.2.1 de fagon simple et globale (équation de
Curie-Weis pour 'aimantation totale), puis de fagon plus locale et systéma-
tique dans 11.2.2 en montrant que c’est un exemple simple d’approximation
variationnelle. Dans 11.2.3 nous appliquons la méthode variationnelle au
modéle d’Ising.

Dans la section 11.3, nous discutons en détail le diagramme de phase,
dérivons les valeurs de champ moyen des exposants critiques et dans la section
11.4, nous étudions la fonction de corrélation de spin.
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La section 11.5 est consacrée a la théorie générale de Landau, présentée
comme une généralisation pour une énergie libre phénoménologique (hamil-
tonien de Landau) de ce qui a été fait précédemment. Les principes et
hypothéses de base sont présentés en 11.5.1 et "application a Ising en 11.5.2.
Les systémes plus généraux, en particulier ceux caractérisés par des symétries
continues, sont discutés en 11.5.3.

Nous avons déja dit que les fluctuations thermiques sont mal prises en
compte dans I'approximation de Landau. A basse température, ces fluctuations
thermiques sont a priori petites. Leur effet dans ce régime est discuté dans
la section 11.6. En basse dimensionnalité il s’avére qu’elles peuvent modifier
qualitativement 'image donnée par le champ moyen. En dimension d = 1 un
argument de Peierls montre qu’il ne peut pas y avoir de transition de phase
pour un systéme avec une symétrie discréte, voir 11.6.2. Pour des systémes
avec une symétrie continue, I'existence de « modes mous » de basse énergie
(ondes de spin ou modes de Goldstone) implique qu’en dimension d < 2 il ne
peut pas non plus y avoir de transition de phase, voir 11.6.3.

L’effet des fluctuations au voisinage d’un point critique est discuté dans
la section 11.7. Nous donnons plusieurs versions du critére de Ginzburg, qui
indique quand les fluctuations deviennent importantes, et présentons le con-
cept important de dimension critique supérieure. Ces arguments montrent que
pour les points critiques standard comme celui d’Ising, la dimension critique
supérieure est dy,. = 4, et donc que les fluctuations ne peuvent pas étre nég-
ligées en deux et trois dimensions. Ce qui nous aménera au chapitre suivant...

11.2 Le modéle d’Ising dans I’approximation du
champ moyen

11.2.1 Le champ moyen : version Curie-Weiss

On considére le modeéle d’Tsing sur réseau carré (hypercubique) en dimen-
sion D. Le spin sur un site n’est couplé qu’avec ceux sur les sites plus proches
voisins. L’approximation du champ moyen consiste a négliger les corrélations
entre les fluctuations de ces spins sur les sites voisins et & supposer que le spin

FIGURE 11.1 — Principe de I’approximation du champ moyen.
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d’un site ¢ « voit » juste une moyenne des spins de ses ¢ = 2D voisins, moyenne
qui ne fluctue pas. Cette moyenne est le « champ local » ou « champ moyen »
ou « champ moléculaire » de Curie-Weiss. Ici elle est notée e et on la déter-
mine de fagon auto-cohérente. L’énergie locale du spin S = S; au site ¢ dans le
champ moyen de ses voisins est donc (en remplacant les S; par 'aimantation
moyenne e pour les voisins de ¢ dans le hamiltonien d’Ising)

H.(S) = —(cJe+B)S , ¢=2D pour le réseau hypercubique
(11.1)
La valeur moyenne de S avec ce hamiltonien est facile a calculer (on a main-
tenant un systéme a 2 états S = +1)

o—He(+1) _ o—He(~1)

(S) = 7y ey ey tanh(cJe + B) (11.2)
et I’énergie moyenne par site! est simplement
E = (cJe/2+ B)(S) (11.3)

La condition d’auto-cohérence est la suivante : 'aimantation moyenne m d’un
spin calculée dans I'approximation du champ moyen doit étre égale au champ
local e mis au départ dans ’approximation, donc que

m = (S) = e = m = tanh(cJm + B) (11.4)

Cette équation d’état de champ moyen donne I’aimantation m en fonction du
champ appliqué B et du couplage J, et en utilisant (11.3) ’énergie interne (par
spin). En champ nul B = 0, cette équation admet une seule solution m = 0 si

cJ <1 = m = 0 phase paramagnétique (11.5)

Si le couplage J est plus grand que la valeur critique

1 1
Jo = - = — 11.6
c 2D ( )
L’équation admet aussi deux solutions non nulles
cJ > 1 = m = +myp phase ferromagnétique (11.7)

d’énergie plus petite que la solution paramagnétique m = 0. Elles décrivent
donc les deux phases ferromagnétiques d’aimantation spontanée +myg, plus
stables que la phase paramagnétique.

Quand J — J, 'aimantation spontanée s’annule comme mg ~ /J — J, et
elle est pour J < J.. Le couplage critique J. est donc un point critique (point
de Curie) et la transition ferro/para est continue (transition du second ordre).

1 Noter le facteur ¢/2 = D au lieu de ¢ = 2D qui vient du fait que I’énergie —JS;S; d’'un
lien < 77 > est partagée entre les sites i et j.
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tanh(c J m) tanh(c J m) tanh(c J m)

FIGURE 11.2 — Les solutions de I’équation du champ moyen 11.4 pour I’aimantation
m, de g. a d. & basse température, au point critique et & haute température.

Au voisinage du point critique J. il suffit de développer tanh(cJm + B) a
I’ordre trois pour obtenir I’équation d’état approchée en champ non nul

1
m:ch—gmg—i—B—i—--- (11.8)

On en déduit les quatre exposants critiques dans ’approximation du champ
moyen

a=0, pB=1/2, ~=1, 6&=3 (11.9)

« = 0 indique que la chaleur spécifique par unité de volume C, est discontinue
a J..

11.2.2 Le champ moyen comme approximation
variationnelle

Le champ moyen est un cas particulier d’approximation basée sur une mé-
thode variationnelle. Les méthodes variationnelles sont trés générales et jouent
un role trés important dans de nombreux domaines de la physique. Le champ
moyen traité comme approximation variationnelle permet de résoudre le
modéle d’Ising en champ non homogéne, de calculer le potentiel thermody-
namique et donc de calculer toutes les fonctions de corrélations de spin. Cela
permet en outre de suggérer des améliorations au champ moyen.

Hamiltonien d’essai et inégalité de convexité

L’idée de base est d’approximer la dynamique initiale donnée par le hamil-
tonien H par une dynamique plus simple a traiter donnée par un hamiltonien
d’essai Hegsai. Pour cela on réécrit d’abord la fonction de partition exacte en
fonction de celle pour le hamiltonien d’essai et d’une valeur moyenne (- - - )gsai
avec Hegsai donc avec les poids de Boltzmann wessai = exp(— Hessai[S])-

7= Yot = 3 o HenlS] gHenlS1HIS) = 7, <e(Hcssai[s1H[s1)>
S S essai

(11.10)
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avec la définition standard pour la fonction de partition et les valeurs moyennes
avec le hamiltonien d’essai

1

Zessai O[S] e~ Hessai 18]

chsai = ZeiHcssai[S] ) <O[S]>cssai:
S S
(11.11)

Cette relation est exacte | La température T' est incluse dans la définition de
H et Hcssai-

On utilise maintenant le fait que la fonction exponentielle exp(X) est con-
vezxe sur les réels c’est-a-dire que

exp((X1 + X3)/2) < (exp(X1) + exp(X3))/2

et que plus généralement, pour n’importe quelle variable aléatoire X avec une
distribution de probabilité sur R, on a I'inégalité sur les valeurs moyennes (les
espérances)

exp (E[X]) < E [exp(X)) (11.12)

On peut appliquer ceci & la variable aléatoire X = Hegsai[S] — H|[S] avec distri-
bution de probabilité sur R induite par la distribution de Boltzmann sur les
configurations de spin S associée au hamiltonien d’essai Hegsai- Cette variable
aléatoire X est donc définie de telle fagon que pour toute fonction X — F(X)
sur les réels

E[F(X)] = (F (Hessai[S] — H[S]))essai (11.13)

On a donc l'inégalité générale
<exp(Hessai [S] - H[S])>essai 2 exp (<Hessai[s] - H[SDessai) (1114)
qui est d’ailleurs valable pour n’importe quelle fonctionnelle réelle A des spins

<exp(A[S])>cssai Z exp (<A[S]>cssai) (1115)

Prenant le logarithme on obtient une inégalité rigoureuse pour 1’énergie
libre F' exacte faisant intervenir ’énergie libre obtenue avec Hegsai, Fessai =
— l0g Zegsai, €t les valeurs moyennes du hamiltonien exact et du hamiltonien
d’essai, calculées avec Hqggai

F S Fessai + <H[S] _Hessai[s]> (1116)

essal
Estimation variationnelle pour 1’énergie libre

Le principe des méthodes variationnelles est le suivant. On choisit une
famille © de hamiltoniens d’essai H., dépendant d’un ensemble €& de
parameétres (pour simplifier ces parameétres sont notés e). Donc

Famille d’essai § = {H.: e € € espace des paramétres d’essai} (11.17)
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On va chercher dans cet ensemble le meilleur hamiltonien d’essai, c¢’est-a-dire
celui qui minimise F, + (H[S]— H, [S]>6 pour obtenir I’énergie libre variation-
nelle Flar

Fuar = min [F. + (H[S] — H.[S]),] (11.18)

Far est donc la meilleure approximation possible de 1’énergie libre exacte F,
calculée avec la famille de hamiltoniens d’essai §), car

F S Fvar

Comme (H.[S])e = & ('énergie interne) et que F, = & — TS, ou S, est
Pentropie du systéme avec le hamiltonien d’essai H,. (on a ressorti la tempéra-
ture T' de H et H,), on peut réécrire

For = min [(H[S]), -~ T5] (11.19)

Estimation variationnelle pour le potentiel thermodynamique

Ceci se généralise simplement au potentiel thermodynamique. On rajoute
les sources externes h = {h;} au hamiltonien microscopique

H[S] — Hy[S|=H[S]-h-S (11.20)
L’énergie libre variationnelle pour le systéme avec sources est
Fear[h] = min [(H[S] — hS), — TS.] = min [(H[S]), —h(S)_ —TS.]

ecC ecC
(11.21)

Le potentiel thermodynamique variationnel T'y,;[m] est sa transformée de
Legendre

Cyar[m] = max (Fyar[h] + hm) = max Ierélél [(H[S])e = TSe + h(m — (S).)]

(11.22)
ou les m = {m;} sont les aimantations moyennes. On a maintenant un dou-
ble probléme d’extrémisation par rapport aux sources h et aux paramétres
variationnels e, ot la dépendance dans les sources h est linéaire. Les sources h

jouent donc le role de multiplicateurs de Lagrange, ’extrémisation par rapport
a h impose les contraintes sur les aimantations locales

extrémisation par rapport 4 h; = m = (S). (11.23)

qui portent sur les paramétres e des hamiltoniens d’essai. On est donc ramené
4 un probléme de minimisation sous contrainte. 1l s’agit de minimiser I’énergie
libre interne I', = (H). — T'S., calculée avec les hamiltoniens d’essai H,, mais
sur le sous-ensemble des e; tels que les aimantations locales résultantes soient
fixées et égales aux m;.

Fyarm] = min [(H). —TS.] ¢m] = {e€€&: m = (S).}

e€¢[m)]
(11.24)
La dépendance dans les aimantations m est contenue seulement dans les con-
traintes €[m] sur les paramétres d’essai e.
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11.2.3 Application : champ moyen pour le modéle d’Ising
Choix des hamiltoniens d’essai

L’approximation du champ moyen pour le modéle d’Ising consiste & prendre
une famille de hamiltoniens d’essai trés simple ot pour chaque site ¢ le spin .5;
est indépendant des autres et couplé seulement & un champ local ¢; (a priori
différent pour chaque site). La famille des parameétres variationnels € est donc
juste ’ensemble des champs locaux e; sur le réseau

e = (e;,1 sites du réseau) (11.25)
et le hamiltonien d’essai correspondant est simplement

He[S] = —JZ@Z-SZ- (11.26)

Aimantation, énergie libre et entropie

Chaque spin S; fluctue indépendamment des autres spins. Pour un site
donné, avec un champ local e, la fonction de partition d’un spin est simplement

z = z(e) = 2 cosh(Je) (11.27)
I’'aimantation locale du site est
m(e) = (S). = tanh(Je) (11.28)
et 'entropie du site est

log (1 + e_2‘]e) log (1 + eQJe)

1 _|_ef2Je 1 _|_62Je
(11.29)

s =s(e) = —(p+ logps +p_logp_) =

ou p+ est la probabilité que le spin S = +1

2exp(xJe) 1
= = 11.30
p+(e) cosh(Je) 1+ eF2Je ( )

On notera que 'on peut réexprimer entropie s(e) en fonction de aimantation
m(e) comme

s(e) = _{1—;m10g<1—;m)+1—2m10g<1—2m>} , m = m(e)
(11.31)
puisque
pile) = 21O (11.32)

L’énergie libre et 'entropie totale pour un hamiltonien d’essai H, sont simple-

ment
Fe= > —log(z(e;)) , Se= > s(e:) (11.33)

1€réseau 1€réseau
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Energie libre variationnelle

C’est maintenant trés simple de calculer ’énergie libre variationnelle pour
le modéle d’Ising avec cette famille de hamiltoniens d’essai locaux. En effet, les
spins en différents sites fluctuent indépendamment donc les valeurs moyennes
se factorisent

(Si)e = m(e;) = tanh(Je;) (11.34)
(5iS)e = {m(eiim(ej) WA (11.35)
sii=j.

On peut donc facilement calculer 1’énergie interne du modéle d’Ising
(Hising[S]),, et en utilisant 11.19 on obtient I’énergie libre variationnelle pour
le modéle d’Ising

Fur = minFle] ,  Fle]=—J Z m(ei)m(e;) — ZBm(ei) —s(e;)
<13> )

(11.36)
ou Paimantation par site m(e) et Uentropie par site s(e) sont données par
11.28 et 11.29. Pour obtenir le champ local e; et I'aimantation m; dans
I’approximation du champ moyen, il suffit de résoudre les équations varia-
tionnelles

OFle] _ Cogldm s
de; ~J Y mle)—B de(ez) de(ez)—o (11.37)

j voisin de @

ou de fagon équivalente

—J Y—B| - ZENE 11.38
jvoigde im(e]) dm(el) ( )
De 11.31 on obtient
d 1 1
dvjm((ee)) =5 log (11——2) = —arctanh(m) m=m(e) (11.39)

L’équation variationnelle qui détermine les champs e; est donc

m(e;) = tanh | J Z m(e;) + B (11.40)

j voisin de

Elle admet une solution homogene e; = e (si le réseau est invariant par trans-
lation), et est équivalente a I’équation de Curie-Weiss 11.4 pour I'aimantation
locale m; = m.

m = tanh(cJm + B) (11.41)

ot ¢ est la coordinance = nombre de voisins d’un site, ¢ = 2D pour un réseau
cubique.
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Le potentiel thermodynamique dans ’approximation du champ
moyen

Le calcul du potentiel thermodynamique I'[m] pour le modeéle d’Ising dans
I’approximation du champ moyen est extrémement simple, car il y a autant
de contraintes sur les paramétres d’essai (venant des aimantations locales
m;) que de parameétres d’essai (les champs locaux e;). Comme on I'a vu, les
champs locaux sont entiérement déterminés par les aimantations locales. Les
contraintes 11.23 donnent en effet

) = m; R 11.42
m(e;) = m = e 57 Og<1—mi> ( )

L’entropie s; d’un site ¢ s’exprime trés simplement en fonction de ’aimantation
locale du site, m;, par la relation s;(e;) = s(m;) avec toujours

s(e) = s(m) = —[1—;mlog(1—;m)+1_2m10g(1_2m>} (11.43)

On reconnait dans s(m) les probabilités py pour un spin d’étre égal a +1, si
I’aimantation est m.

pa(m) = HETm — Pls = +1| E[s] = m] (11.44)

En utilisant la définition 11.24 pour le potentiel thermodynamique varia-
tionnel, T’y [m], on obtient immédiatement le potentiel effectif variationnel

Ivar[m] = Higing[m] — Z s(m;) (11.45)
ol Higing[m] est le hamiltonien d’Ising pour des spins « continus » m; (et non
plus les spins d’Ising entiers S = +1)

Hyginglm] = —=J > mim; — > Bm; (11.46)
<ij> i
et s(m;) Uentropie variationnelle locale, définie par 11.43.
On peut réécrire le potentiel effectif comme somme de deux termes, un

terme contenant les variations spatiales de m et un terme de potentiel local
V(m)

J 2
Fvar[m] = b) Z (m; — mj) + Zv(mi) (11-47)
<13> [
avec
V(m) = —DJm? — Bm + 1_|_m10g 1+m —|—1_mlog l-m
2 2 2 2
(11.48)

Le potentiel local V(m) est bien str défini pour les valeurs physiques de
I’aimantation locale —1 < m < 1. Le premier terme qui décrit le couplage
effectif entre les aimantations est > 0 (J > 0), et s’annule si 'aimantation est
homogéne m; = m.
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Equation d’état variationnelle

La minimisation de T'y,;[m] par rapport aux ¢ redonne 'équation d’état
pour les aimantations locales, déja obtenue plus haut

81—‘lvar [m] 1 1— my
—_— = —J i — B — -lo =0 11.49
om; > m 2 %\ T3 m, (11.49)

j voisin de
En champ externe homogéne B, les aimantations locales sont toutes égales
m; = m et on a (sur réseau carré le nombre de voisins d’un site est C' = 2D)

1 1—my
_(2DJm+B)—§log( m): <  tanh(2DJm+ B) = m
ey

(11.50)
On retrouve donc toujours ’équation d’état obtenue par la méthode du champ
local.

11.2.4 Exercices

Exercice 11.1. Pouvez-vous construire une approximation de champ moyen
pour un modéle d’'Ising dilué a trois états S; = £1,0. L’état S; = 0 décrit
Pabsence de spin au site i (lacune) et 1’énergie d’une configuration de spin est

HS| = —=J Y SiS;—pnd (1-59) (11.51)

<ij> i

i est le potentiel chimique pour les lacunes (sites sans spin). Pouvez-vous
écrire, sans les résoudre, des équations pour les probabilités que S =1, —1 et
0, et pour 'aimantation m = (S;) et la densité de lacunes py, = (1 — S2) ?

Exercice 11.2. Pouvez-vous construire une approximation de champ moyen
pour un modéle de Potts a g états. Dans ce modéle les spins peuvent prendre
q valeurs (disons S; = 1, 2,---¢ et 'énergie d’une configuration de spin est
donnée par une somme sur les paires de spins voisins

H[S] = =T Y ds.s, (11.52)
<ij>

Exercice 11.3. Méme question pour un modele O(N) de type Heisenberg
ou les spins sont des vecteurs unité & N composantes S;, |S;| = 1, avec un
hamiltonien de type Ising

H[S] = —J > SiS; (11.53)

<ij>
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\'% \'%

FIGURE 11.3 — Le potentiel effectif V(m) dans les phases de basse et haute tem-
pérature, et au point critique (le champ externe est nul B = 0).

11.3 Diagramme de phase et exposants critiques

11.3.1 Diagramme de phase et point critique
Le point critique

En champ nul B = 0, le potentiel local V' est une fonction paire de m. Ses
dérivées sont

V/(m) = —B — 2DJm + tanh™*(m) , V"(m) = —2DJ + 3
—-m

(11.54)

Sa dérivée seconde a lorigine V”(m = 0) change de signe pour une valeur

critique du couplage.

1

Jo=—
2D

(11.55)

Ce point définit le point critique du modéle d’Ising (dans I’approximation
variationnelle).
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Les phases du modéle

Les différentes phases du modéle d’Ising s’analysent facilement & partir de
la forme du potentiel V.
Phase paramagnétique : En couplage faible, J < J. = %, V' est une
fonction convexe avec un seul minimum en m = 0. On est dans la phase
désordonnée (paramagnétique) de haute température, puisque J joue le role
de l'inverse de la température 7.

Phase ferromagnétique : En couplage fort, J > J., V a deux minima
symétriques en m = +myp(J). On est dans la phase ordonnée (ferromagnétique)
de basse température o la symétrie Zo (m — —m) est spontanément brisée.

Point critique : Pour J = J., 'aimantation spontanée s’annule. C’est le
point de Curie qui sépare les deux phases et auquel est associée une transi-
tion de phase continue. Au voisinage de ce point critique J ~ J. = 1/2D,
I’aimantation est petite et on peut ne garder dans le potentiel que les termes
en m? et m?.

_ Je—J " 6
V(im) = —Bm + 57 m- + 5™ + O(mP®) (11.56)
L’équation d’état est
. — 1
JJch—F gm3 =B (11.57)

11.3.2 Exposants critiques

La valeur des exposants critiques «, [, v et § s’obtient facilement. Partant
de la phase ordonnée, I’aimantation spontanée en champ nul s’annule au point
critique comme
Jo—J

Je

L’aimantation spontanée au point critique (J = .J;.) se comporte comme

| = /3 b=3 (11.58)
m* =3B = 4§=3 (11.59)

L’énergie libre par site est simplement

By = Vim) ~ 4T =1 ST > (11.60)
v o siJ < J. '

Donc la chaleur spécifique C,

ON82FUN 1 siJ>J.,
YT0J2 T o siJ< ..
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Enfin, la susceptibilité magnétique est

om 1
Xo =58 = =] = gl (11.62)

11.3.3 Exercices

Exercice 11.4. On a vu que le potentiel effectif doit étre une fonction convexe
de m. Expliquer pourquoi dans ’approximation du champ moyen c’est une
fonction non convexe de m dans la phase de basse température. Suggérer un
reméde & ce probléme.

Exercice 11.5. Etudier le diagramme de phase du modéle d’Ising dilué dans
Papproximation du champ moyen (voir exercice 11.1).

Exercice 11.6. Etudier le diagramme de phase du modéle de Potts dans
Papproximation du champ moyen (voir exercice 11.2).

Exercice 11.7. Etudier le diagramme de phase du modéle O(N) dans
Papproximation du champ moyen (voir exercice 11.3).

11.4 La fonction de corrélation a deux points

La méthode variationnelle nous a permis d’obtenir le potentiel effectif 11.47
pour des configurations d’aimantation quelconque. On a donc accés non seule-
ment & 'aimantation spontanée, mais aussi aux fonctions de corrélation, c’est-
a-dire aux fluctuations d’aimantation. Nous allons nous intéresser a la fonction
4 deux points.

11.4.1 La dérivée seconde du potentiel
thermodynamique

D’aprés 10.47, la fonction de corrélation connexe a deux spins G;; est
I'inverse de la dérivée seconde (Hessien) H du potentiel effectif T'[m]. Dans
I’approximation variationnelle, les éléments de H s’écrivent

H;,; = —JAij + V”(mo) (Sij (1163)

ot les A;; sont les éléments de matrice de 'opérateur A (Laplacien discrétisé
sur le réseau)

0 sinon.

1 siiet i voisi
ANy =Cy —Céi; , Ciy = { SLU e VOISHS (11.64)

C = 2D pour le réseau carré. Cj; est la matrice de connexion du réseau.
On note M la racine carrée de la dérivée seconde du potentiel local, si bien
que
V'(mo) = JM? | Hy = J(=Ay + M?6;;) (11.65)
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La masse carrée M? est toujours > 0, et s’annule au point critique J = J.
comme

Cl&t] soT<
M? ~ S (11.66)
2C {]—CC siJ > J..

11.4.2 La fonction a deux points dans 1’espace réel et
dans I’espace réciproque

La fonction & deux points G;; = (5,5;) — (S:)(S;) est donc dans
I’approximation du champ moyen
1 1
S = -1 = — _—
Gy = H), =5 (_A+ 21)@_ (11.67)

Les G;; sont les éléments de matrice de 'opérateur G = H™!, considéré comme
opérateur agissant sur espace £ = £2(A) des fonctions de carré sommable sur
le réseau carré A = ZP. Ils correspondent au propagateur du champ scalaire
libre, régularisé sur réseau, étudié précédemment.

Cette fonction & deux points s’étudie facilement dans I’espace réciproque du
réseau ZP, c’est-a-dire dans la zone de Brillouin, par transformation de Fourier.
L’opérateur H commute avec les translations sur le réseau, donc est simul-
tanément diagonalisable avec les opérateurs de translation, dont les vecteurs
propres (non normalisés) sont les ondes planes

V(@) = exp(—ik - @) (11.68)

les vecteurs & coordonnées entiéres @ = (a*, p = 1, D) € ZP sont les points du
réseau. Les k = (ks = 1,D) € [—m/a,n/a[P sont les vecteurs d’onde dans
I'espace réciproque [R/27Z]P du réseau, la zone de Brillouin. Les 1z sont donc
des vecteurs propres du Laplacien discret A, de valeur propre Az

D
Agp = =My, Ap =4 sin®(k,/2) (11.69)
p=1
donc les vecteurs propres de G
1 1
Gvg = =+ U
k J Ap + M? k

et par transformée de Fourier inverse, les corrélations des spins sont (intégrales
sur la zone de Brillouin)

1 /™ 4Pk exp (11_5(?—5’))
Gii = — , M? =V"(My) (11.70
/ J/ (2m)P 4 3 sin?(k,/2) + M2 (Mo) ( )
pn=1,D

Ce résultat pour la fonction a deux points est trés important. On va le retrouver
dans la discussion de la théorie de Landau.
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11.4.3 Comportement a grande distance de la fonction de
corrélation

Le comportement a grande distance de la fonction de corrélation & deux

points permet de calculer la longueur de corrélation et les valeurs des exposants
critiques v et 7.

Loin du point critique

Loin du point critique, M? = V" (mg) est d’ordre 1, voire beaucoup plus
grand. On s’attend & ce que la fonction & deux points décroisse exponentielle-
ment avec la distance entre les deux points |i — j| sur le réseau. Ceci peut se
vérifier explicitement en dimension D = 1, ot 'on trouve

efm‘ifjl

Gij = 2 sinh(m) ’

m = ¢ = 2arcsinh(M/2) (11.71)

En dimension D > 2 il y a toujours décroissance exponentielle, mais avec une
longueur de corrélation finie qui dépend de la direction

L -
=02 11.72

C’est une conséquence de la brisure de I'invariance par rotation par la présence
d’un réseau. On a & grande distance

Gij e—li—il/&(@) avec (i) ~1/M (11.73)

Prés du point critique

Prés du point crlthue M? =V"(mg) < 1 est trés petit devant 1. On peut
montrer facilement qu’a grande distance, donc quand |i — j| = M~ > 1, le
terme dominant dans l'intégrale de Fourier 11.70 est le voisinage de 'origine
ol |E| ~ M < 1. On peut donc remplacer

4 Zsm (k. /2)? Zk2 = k2 (11.74)
et l'intégrale sur la zone de Brillouin par l'intégrale sur tout l'espace des

moments. .
~ ﬂ d k (11.75)

On retrouve le propagateur continu du champ scalaire massif, étudié précédem-
ment, et on a bien une fonction de corrélation invariante par rotation et décrois-
sante exponentiellement

Gy o e l'IE e —1/M (11.76)
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car donnée explicitement par

de eikaﬁ
S L 11.
G(z) /[RD 2m)D B+ (11.77)

Au point critique

Au point critique, on a vu que M? = V" (0) = 0. La longueur de corrélation
est donc infinie.
& = (11.78)
L’approximation précédente pour la fonction a deux points est toujours valable,
et donc par analyse dimensionnelle, & grande distance, si D > 2 elle décroit
algébriquement comme

dPL eik(ifj)
Gy = rE T = R 11.79
= [ g m —en limd (11.79)

Le cas D = 2 est particulier car la fonction a deux points, dans I’approximation
du champ moyen, souffre de divergences infrarouges et n’est pas bien définie.
La fonction & deux points exacte du modéle d’Ising est quant & elle bien définie
et ne souffre pas de ce probléme.

11.4.4 Exposants v et n
Quand J — J., la solution du champ moyen prédit que M? = V' (my)
s’annule comme |J — J;|. Donc la longueur de corrélation diverge comme

x |J = J.|7V? = v = = 11.80
§ o |

Au point critique (J = J.) la fonction & deux points décroit algébriquement

comine
Gij o |i—j*7P = n =0 (11.81)

11.4.5 Comportement au point critique, limite continue
Limite continue pour la fonction de corrélation

Lorsque l'on est prés du point critique, la longueur de corrélation £ est trés
grande devant la maille du réseau (ici prise égale a 1)

E > 1

et a grande distance la fonction a4 deux points devient invariante par rotation,
c’est-a-dire ne dépend que de la distance géométrique x = |i — j| > 1. Elle est

donnée par
de eikaﬁ
G = —_—— 11.82
() /RD 2m)D &2 + M2 (11.82)
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On peut en effet négliger les bords de la zone de Brillouin, puisque dans la
transformée de Fourier seuls comptent les k ~ 1/x < 1. Elle satisfait ’équation
elliptique

(-Az + M?) G(z) = 6(z) (11.83)

olt A, est le laplacien sur R”, et vaut explicitement

P(45)

/T M?

ou K,(z) est la fonction de Bessel modifiée de deuxiéme espéce.
Cette fonction de corrélation G(x) se retrouve dans le contexte de la théorie
des champs euclidienne (fonction de Green ou propagateur de Feynman).

G(x) (Mx/2)'"% Koz (Mz) (11.84)

Limite continue pour le potentiel effectif I'[m]

Si on s’intéresse a la réponse du systéme a fluctuations de grande longueur
d’onde et de faible amplitude de l'aimantation (qui sont celles qui dominent
prés du point critique), on peut considérer une aimantation m; qui varie spa-
tialement de fagon continue et lente. On peut donc remplacer m; par un champ
continu m(x) tel que

m; — m(x) o ml <1, |[Vem| < 1 (11.85)

Si on revient & la forme 11.47 pour le potentiel effectif dans ’approximation
du champ moyen

J
Lyaelm] = 3 > (mi—my)? + > V(m)
<ij> i
et qu'on absorbe J dans la définition de m
m; — J~Y%m(z)

on identifie le premier terme au carré du gradient

> (mi—my)* — /deC (Vim(x))®

<ij>

et on peut ne garder que les termes d’ordre m, m? et m* dans le développement
de V(m) donné par 11.56. On obtient un potentiel effectif de la forme simple

12
(11.86)

Lm;] — Hm] = /dDﬂC E (6m(;§))2 + %mQ(:v) — hm(z) + £m4(:v)

ol on a identifié

1
= = 11.87
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Ce potentiel effectif, qui est a priori une approximation du potentiel effectif
dans 'approximation variationnelle, a une forme en fait plus générale et joue
un roéle trés important dans la théorie des phénoménes critiques, puisqu’il est
a la base de la théorie de Landau.

11.4.6 Exercices

Exercice 11.8. Démontrer la forme exacte 11.71 du propagateur en D = 1.

Exercice 11.9. Montrer que la forme exacte de la longueur de corrélation
&(w) dans 11.73 dans 'approximation du champ moyen sur réseau carré est

donnée par

(@ = inf (77) (11.88)

ou B est 'hypersurface définie par I’équation
B =7eR”: Y sinh*(gu/2) = M?/4 (11.89)
pn=1,D

En déduire que prés du point critique la longueur de corrélation est bien
indépendante de la direction, c’est-a-dire du vecteur unité .

Exercice 11.10. Montrer que le coefficient c¢p dans 11.79 pour la fonction a
deux spins au point critique dans I'approximation du champ moyen est

1 Sp_
=—-——I1(D-2 11.90
b= s (D ~2) (11.90)
ou
Sp =27P/2/1(D/2) volume de la sphére unité dans R” (11.91)

Identifier les divergences infrarouges quand D < 2 et discuter leur origine.

Exercice 11.11. Déduire la limite continue (prés du point critique) du poten-
tiel effectif dans 'approximation du champ moyen pour le modéle O(N) (voir
exercice 11.3).

11.5 La théorie de Landau des phénoménes
critiques

11.5.1 Principe de approximation de Landau

La théorie de Landau des phénomeénes critiques est une théorie
phénoménologique inspirée de l'approximation du champ moyen. Elle four-
nit une approche générale, basée sur le concept de paramétre d’ordre macro-
scopique et de hamiltonien effectif (fonctionnelle d’énergie libre). Bien que
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s’avérant incorrecte en général pour comprendre ce qui se passe précisément a
un point critique, elle est trés utile et joue un grand roéle pour la compréhension
des transitions de phases. Le principe de la théorie de Landau est le suivant :

1.

On identifie tout d’abord un paramétre d’ordre m macroscopique et
local du systéme, qui décrit les degrés de liberté importants au point
critique. En général des considérations de symétries vont nous guider
dans la recherche de ce paramétre d’ordre. Pour le modéle d’Ising, c’est
Paimantation locale m(z) et ¢’est donc un scalaire.

On s’intéresse donc aux propriétés macroscopiques du systéme en fonc-
tion du paramétre d’ordre macroscopique. Les coordonnées d’espace x
sont des variables continues (z € RP).

. On construit ensuite une fonctionnelle d’énergie libre effective

Hp[m] (hamiltonien effectif ou hamiltonien de Landau) supposant
que les fluctuations thermodynamiques du paramétre d’ordre sont
petites, et que les variations spatiales de ces fluctuations sont égale-
ment petites (a priori c’est une bonne approximation au voisinage
du point critique, au moins dans Papproximation du champ moyen).
On ne va donc garder que les termes de plus bas degré dans un
développement en puissance de m et de ses dérivés spatiaux Vm,
VVm, etc.

. Hr|[m] devra respecter les symétries du systéme. En général ceci permet

d’éliminer de nombreux termes permis par I’analyse dimensionnelle.

On suppose que les fluctuations thermiques sont petites, donc qu’il est
suffisant de minimiser I’énergie libre Hy [m] pour trouver la configuration
m,(x) caractérisant le fondamental. L’énergie libre du systéme sera donc

Fo = Hp[m,] m, = minimum de Hy[m] (11.92)
et la valeur moyenne du parametre d’ordre
(m) = m, (11.93)

Il est possible de calculer les fonctions de corrélations spatiales du
paramétre d’ordre (voir plus loin).

. Enfin on suppose que les paramétres de ce hamiltonien effectif vont

dépendre de facon « réguliére » des parameétres microscopiques du sys-
téme considéré (dans notre cas J, T', B, les détails du réseau et des cou-
plages entre les spins, etc.) et du champ extérieur appliqué. En faisant
varier ces parameétres effectifs et en regardant comment le paramétre
d’ordre et ’énergie interne du systeéme varient, on obtient le diagramme
de phase du systéme et l'existence éventuelle de transitions de phase
qu’il conviendra ensuite de relier aux paramétres physiques (tempéra-
ture, champ appliqué) ou microscopiques du systéme.
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Cette énergie libre effective H [m] est appelée souvent hamiltonien de Lan-
dau (c’est en fait la partie « énergie potentielle » ne dépendant pas des dérivées
temporelles d’un hamiltonien effectif ou hamiltonien variationnel). On emploie
souvent le terme d’action effective dans le contexte de la théorie statistique des
champs (c’est la version euclidienne d’une action effective).

11.5.2 Théorie de Landau pour le modéle d’Ising
Hamiltonien de Landau-Ginzburg pour le modéle d’Ising

Hamiltonien en ’absence de champ externe : Pour le modéle d’Ising, le
paramétre d’ordre est naturellement ’aimantation moyenne m(x) = (S(z)) et
c’est un champ scalaire. Les symétries que 'on va imposer sur le hamiltonien
sont la symétrie interne Z, de renversement des spins m(z) — —m(z) (en
Pabsence de champ magnétique externe) et la symétrie d’espace du réseau (ici
la symétrie du réseau cubique).

Les arguments précédents conduisent a la méme forme générale que celle
obtenue pour le potentiel thermodynamique I'[m] dans Papproximation du
champ moyen au voisinage du point critique. La forme générale pour H,[m]
sera

Hibm] = [d% [5(Fm(@)’ + §wie) + fmi@)] (L9
z, a et ¢ sont des paramétres effectifs dépendant de fagon « réguliére » des
parameétres microscopiques (ici J/T'). On a négligé les termes avec plus de
deux dérivées spatiales ((Vm)?, (VVm)?, etc.) et ceux avec des puissances
plus élevées de m (m% m®, etc.). On va justifier cette approximation plus bas.
Pour que Hy[m] soit borné inférieurement (stabilité), il faut évidemment que
z et ¢ soient positifs.

z>0 , ¢>0

On peut enfin normaliser le parameétre d’ordre m pour que le coefficient z de
(Vm)? soit égal a 1, c’est ce qui est fait généralement dans la littérature.

Couplage a4 un champ externe : En présence d’'un champ magnétique
externe h(x), la symétrie m — —m est explicitement brisée et on doit intro-
duire des termes impairs en m(z) dans H[m]|. Le hamiltonien doit donc main-
tenant étre invariant sous la transformation m — —m et h — —h. Toujours
inspiré par le calcul de champ moyen, on peut montrer qu’il suffit d’ajouter
un terme en h(x) m(z) pour traiter le couplage entre le parameétre d’ordre et
le champ externe.

Hi[m] = / @ [2(Fm(@)’ + Sm*(w) + o mi(a) — h(r) mr)]

2 4!
(11.95)
Un terme en hm? est permis par la symétrie, mais on va voir qu’il est sous-
dominant dimensionnellement. Les coefficients z, a et ¢ peuvent aussi dépendre
de h mais au voisinage du point critique ces corrections sont sous-dominantes.
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Corrélations spatiales : L’introduction d’un champ externe dépendant
du temps permet de calculer les fonctions de corrélations (connexes) du
paramétre d’ordre, par le méme argument que celui utilisé dans le cadre de
Papproximation variationnelle. La minimisation de Hy,[m] donne 'aimantation
moyenne dans un champ externe inhomogéne

m(z) = (m(2)), (11.96)

C’est donc une fonctionnelle du champ externe h. Sa dérivée fonctionnelle
donne la fonction de corrélation connexe & deux points

5m(‘r) —_ conn. __
Sh(y) = (m(z) m(y)) = {m(z)m(y)) — (m(z))(m(y)) (11.97)

que 'on va déterminer un peu plus loin.

Diagramme de phase, point critique et exposants critiques

Comme on ’a vu dans la discussion de la solution de champ moyen, c’est le
signe du paramétre a, coefficient du terme quadratique en m?, qui est crucial.
On suppose que a dépend de fagon réguliére et monotone de la température
T, au moins au voisinage du point critique. La température critique T, est
donc telle que a(T.) = 0. On va développer a(T') en fonction de I’écart a la
température critique T,. Cet écart est la température réduite ¢, définie comme

T-T,

t=—% ;oa(T) = art + OF*) a, >0 (11.98)

Au voisinage du point critique [t| < 1, les autres paramétres z(T') et ¢(T)
peuvent étre considérés comme constants

2(T) = 2o+ O), 2>0 e(T) = ¢+ 0@F), ¢o>0 (11.99)
Notons que par une redéfinition adéquate de m et x, les coefficients z, et a,
peuvent étre fixés a 'unité z, = a, = 1.

Diagramme de phase : En labsence de champ externe (h(z) = 0), la
minimisation de Hz[m] conduit donc & une aimantation homogeéne telle que
m(z) = mp , a,tmy + ¢,mj/6 = 0

avec une phase désordonnée (para) pour ¢ > 0 et deux phases ordonnées (ferro)
pour ¢ < 0 (brisure spontanée de la symétrie Zs).

0 0 si t>0,
m, =

0 +/6ay /ol [t1/2 si t<0.
On en déduit la valeur de ’exposant 3

B=1/2 (11.101)

(11.100)
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potentiel potentiel

potentiel

FIGURE 11.4 — Le potentiel de Landau V(m) pour ¢t > 0,t =0et t <0 (h = 0).

FIGURE 11.5 — Aimantation spontanée m en fonction de ¢ et h dans la théorie de
Landau.

Equation d’état : En présence d’un champ externe h(zx), la minimisation
de Hp[m] donne 'équation d’état générale

—2z,A, m(z) + ta, m(z) + ¢, m*(x)/6 = h(x) (11.102)
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En champ homogene h(x) = h, on retrouve I’équation d’état du champ moyen
artmy + comi/6 = h (11.103)

qui donne Paimantation mg(t, k). La forme de cette fonction est donnée dans
la figure 11.5. La susceptibilité magnétique (par unité de volume) diverge en
t = 0 comme

- (9m0
Xv = on

)1 i t
_ ) () e 0, (11.104)
h—0 (2a1]t])~ =i t<0.

On en déduit la valeur de ’exposant ~y
Au point critique ¢ = 0, "'aimantation s’annule avec le champ h comme

my(t = 0,h) o hs e §=3

Chaleur spécifique : La chaleur spécifique ¢, est (au moins sa partie sin-
guliére au point critique) proportionnelle a

o2 f

Co =% f=aim?/2 + com{ /4! — hmg densité d’énergie libre
(11.106)
En champ nul ~ = 0 on trouve donc
0 t>0
=4, pour =5, (11.107)
3ai/co pour t<O0.

La chaleur spécifique est discontinue en ¢t = 0. On en déduit la valeur de
I’exposant «

a=0 (11.108)

Longueur de corrélation : Enfin la fonction de corrélation a deux spins
est donnée par

om(z)
Oh(y)

= (—20Az + a1t + comj/6) Gz —y) = 6(z — y)

(11.109)
C’est donc simplement la fonction de Green (euclidienne) d’un champ libre
scalaire de masse m,

G(:va) -

dPk eik(acfy)
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dont la masse m est donnée par

m = \/ait + comg(t)2/6 (11.111)

et s’annule en t = 0. Cette fonction de corrélation décroit exponentiellement
a grande distance. La longueur de corrélation £ = m~!. Elle diverge en t = 0

comme
1 (0,115)71/2 si t>0),
= = 11.112
E=m {(2a1|t|)‘1/2 sit<0. ( )

On en déduit la valeur de 'exposant v
v=1/2 (11.113)

Enfin au point critique ¢t = 0, la fonction de corrélation est celle d’'un champ
libre de masse nulle
G(z) o« |z|*7P (11.114)

On en déduit la valeur de ’exposant 7 dans la théorie de Landau

n=70 (11.115)

Les exposants critiques : Nous avons donc obtenu tous les exposants cri-
tiques du champ moyen avec la théorie de Landau.

a=0, B=1/2, vy=1, §=23, v=1/2, n=0(11.116)

Justification du comptage dimensionnel

On va maintenant expliquer pourquoi on a négligé les termes de dimen-
sionnalité supérieure dans Hy, (point 2).

La théorie de Landau décrit le voisinage du point critique, donc ¢ et h sont
petits. Plus précisément, au vu de I’équation d’état 11.123, elle s’applique si
[t| est petit et si les trois termes dans 11.123 sont du méme ordre, donc si le
champ h et 'aimantation m du systéme sont d’ordre

tj<1, W<l , §h~t?) m~t!/? (11.117)

De plus on a vu que la longueur de corrélation & se comporte comme [t|~1/2,
donc les configurations d’aimantation & considérer sont celles qui varient lente-
ment en x, avec une longueur de variation ¢ d’ordre . Les gradients sont eux
aussi petits, d’ordre

Ve~ T~ tl/? (11.118)

Dans le régime critique, ott & > 1, on voit que les quatre termes qu’on a
conservés dans H, sont d’ordre 2
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Par contre, tous les autres termes de plus haut degré en V, m ou h et autorisés
par la symétrie (m < —m, h <> —h) du systéme sont d’ordre plus élevé en ¢

(Vm)', (V?m)?, m*(Vm)® , m®, hm® ~ 5 ~ ¢

(Vm) | -, m® hm® | B¥m ~ t* ~ 78 (11.120)
Ces termes sont donc bien négligeables au voisinage du point critique.

Au voisinage du point critique les deux termes am? et cm?* dans H[m]
sont du méme ordre O([t|?), et les termes négligés m®, m8, etc. sont bien
négligeables

tm? ~ mt ~ 2 > mb o~ P> mS o~ )t -

De méme, on s’attend (et on va le montrer plus loin) a ce que la longueur de
corrélation £ se comporte comme

¢ oc |t71/7
En conséquence le gradient du parameétre d’ordre se comporte comme
Vi ~m/€ ~Jt] = (Vm)? ~ |t

et donc le terme en (Vm)? est bien du méme ordre que les deux autres, ce qui
justifie qu’on lait gardé dans H[m]|. Par contre les termes avec plus de dérivées
sont bien petits

(VQm)2 ~ |t|3 ) (vm)4 ~ |t|4 )

En présence d’'un champ magnétique externe h(zx), la symétrie m — —m
est explicitement brisée et on doit introduire des termes impairs en m(z) dans
H[m]. Le hamiltonien doit maintenant étre invariant sous la transformation
m — —m et h — —h. Toujours inspiré par le calcul de champ moyen, on peut
montrer qu’il suffit d’ajouter un terme en h(z) m(z) pour traiter le couplage
entre le paramétre d’ordre et le champ externe.

@) = h(z)m(a)|
(11.121)

Un terme en hm? est permis par la symétrie, mais on va voir qu’il est sous-
dominant dimensionnellement. Les coefficients z, a, ¢ peuvent dépendre de h,
mais au voisinage du point critique ces corrections sont sous-dominantes.

La minimisation de H[m] conduit a I'équation reliant m(z) a h(z)

H[m] = /dD:c E (ﬁm(a:))2 + ng(z) +

—2, A, m +ta,m + cem®/6 = h (11.122)
En champ homogeéne h(z) = h on retrouve 1’équation du champ moyen

tmo + -m3 = h (11.123)
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et au point critique t = 0 ’aimantation s’annule avec le champ h comme
m o h?

On voit que les termes m* et hm sont du méme ordre, un éventuel terme en
hm? est négligeable

hm ~ m* ~ h*3 > hm® ~ K2

d’ou son absence dans H|[m].
Enfin, comme précédemment, la fonction de corrélation de deux aimanta-
tions est donnée par

(m@m(u)* = (mm() - ) m) « S (L2
et est donc donnée par la fonction de Green G(x — y), solution de
(—20As + ta, + com/2) G(z) = 6(z) (11.125)

donc le méme résultat que la limite continue de la fonction de corrélation a
deux spins obtenue dans 'approximation du champ moyen

B de eikaﬁ . . )
G(z) = @nP E 12 ; m® = (a, + com(/2) [z, (11.126)
La « masse » M est l'inverse de la longueur de corrélation £ et se comporte

bien comme
&= M o |t]M/? (11.127)

On retrouve donc bien le méme comportement critique que celui du champ
moyen au voisinage du point critique en fonction des deux variables ¢ (écart
en température au point critique) et h (champ externe). En particulier, les
exposants critiques sont ceux du champ moyen

a=0, B=1/2, vy=1, §=23, v=1/2, n=0(11.128)

11.5.3 Théorie de Landau pour d’autres systémes
critiques

Discussion générale

Pour le modéle d’Ising la construction d’un hamiltonien de Landau-
Ginzburg est simple. Le parameétre d’ordre macroscopique (aimantation locale)
est relié simplement & la physique microscopique (spins classiques localisés).
En général c’est plus compliqué. Identifier quel est le bon paramétre d’ordre
caractérisant un systéme a un point critique et quelles sont les interactions
pertinentes pour construire une bonne théorie de Landau peut étre plus

difficile.
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Modéles avec symétrie continue O(N)

Le modéle de spins classiques sur réseau le plus simple avec une symétrie
continue est le modeéle de spin classique avec symétrie O(N) (le groupe des
rotations dans RY). Sur réseau ce modéle est décrit par des spins classiques
a N composantes, donc des vecteurs S;aN composantes réelles, et de norme
1 (|S;] = 1) sur chaque site i (si S = {Sq; a = 1,---N}, |S]? = 32, 52). Le
hamiltonien est la généralisation du hamiltonien d’'Ising, avec couplage entre
plus proches voisins sur le réseau

H[S] = =7 ) SiS; (11.129)

<ij>

Ce modele est invariant sous les rotations globales O(N) dans I’espace interne
des spins & N composantes.

S; —» RS, , R € O(N) matrice de rotation

puisque

gi'gjﬁgi-RTR-gjzgi'gj
Pour J > 0 le couplage est ferromagnétique et 1’état de plus basse énergie
est celui ou les spins sont tous orientés dans une méme direction (arbitraire).
Cette symétrie globale (le groupe de transformation agit de la méme fagon sur
tous les spins) peut étre brisée explicitement en introduisant un champ externe
HaN composantes et en ajoutant le couplage

H[S] = =T Y S8 -HY S (11.130)

<ij> i

Le cas N =1 (une composante) est évidemment le modeéle d’Ising. Le cas
N = 2 (deux composantes) est appelé le modéle XY. Chaque spin peut étre
représenté par un angle 6;, avec S; = (X;,Y;) = (cos0;,sin6;). Le hamiltonien

est
H[g] = —J Z cos(6; — 6;) — HZCOS(ei — o) (11.131)
<ij> i

Le cas N = 3 (trois composantes) est appelé le modeéle de Heisenberg classique.

Un autre cas intéressant est le cas N — oo, car dans cette limite le modéle
est soluble et "approximation du champ moyen est exacte (voir exercice). Cette
limite est appelée le modéle sphérique.

Enfin un dernier cas intéressant est la limite N — 0, modéle a zéro com-
posante ! Proprement définie, cette limite décrit en fait un polymére sur réseau
(chaine avec interactions répulsives d’auto-évitement). Ce modele et les dif-
férentes maniéres de modéliser les polymeéres seront discutés en détail plus
loin.

Si ce modéle posséde un point de Curie, avec une transition de type ferro-
magnétique/paramagnétique, le hamiltonien de Landau pour décrire ce point
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critique s’obtient simplement. Le parameétre d’ordre doit avoir [N composantes,
donc étre un vecteur de norme non fixée m = (mq,--- ,my). En Pabsence de
champ externe, on doit avoir la symétrie de rotation O(N). La méme analyse
que pour Ising (symétries + analyse dimensionnelle) conduit a 1’énergie libre

Ho[i] = /de (2 (Vi) + § (@) + £ (%)’ @) — F(a)
(11.132)
Comme pour le cas N = 1, z, a et ¢ sont des paramétres phénoménologiques qui
dépendent de fagon réguliére de la température, z et ¢ sont > 0, et a s’annule
au point de Curie. Dans la phase désordonnée de haute température a > 0,
ses propriétés ne sont pas trés différentes de celles du modele d'Ising (N =
1). Par contre dans la phase ordonnée de basse température, ses propriétés
sont qualitativement différentes pour N > 2 a cause de la présence de modes
zéros (modes de Goldstone) qui seront discutés plus bas. De fagon générale,
la transition de phase va décrire le passage d’une phase avec symétrie globale
O(N) a une phase o cette symétrie est spontanément brisée, et ou seul un
sous-groupe de symétrie, ici le sous-groupe O(N — 1), n’est pas brisé

O(N) — O(N —1) (11.133)

Le modéle avec une symétrie O(2) est important car il est & la base de
la théorie de Landau-Ginzburg de la supraconductivité. Le parameétre d’ordre
est la fonction d’onde ¥ (z) du condensat (théorie BCS) qui est une fonction
d’onde complexe. Le groupe de symétrie correspond au changement de phase
global de la fonction d’onde, donc a une transformation U(1) = SO(2). Le
couplage au champ électromagnétique rend la symétrie U(1) locale et est a
I’origine des propriétés fascinantes des supraconducteurs.

Dans le contexte de la physique des hautes énergies, le modéle O(N) est
parfois appelé modéle sigma linéaire.

Des modeéles de spins classiques ou quantiques peuvent exhiber des
symétries et des mécanismes de brisure de symétrie trés riches, qui seront
décrits pas des théories de Landau avec des paramétres d’ordres plus complexes
(vecteurs, champs complexes, champs matriciels, etc). De méme pour des sys-
témes statistiques avec frustration, des systémes désordonnés, et les systémes
en physique de la matiére mal organisée (matiére molle), tels les polymeres, les
cristaux liquides, les systémes membranaires présentant de I’ordre géométrique
macroscopique. Ces systémes possédent souvent des excitations topologiques
(vortex, lignes de défaut) qui induisent des transitions de phase, plus difficile
a aborder a I’aide d’une approximation de Landau.

Fluides binaires

On a vu que les fluides binaires possédent un point critique (extrémité de la
ligne de coexistence de phases) qui appartient & la méme classe d’universalité
du modeéle d’Ising (en absence d’interactions a longue portée). Ceci peut se
comprendre dans le cadre de la théorie de Landau. Dans un modéle idéalisé de



11. La théorie du champ moyen 391

fluide binaire, les paramétres relevants sont la température 7' et la différence de
potentiel chimique entre les deux composantes A et B, = us — pp. Le point
critique est (T, 11c) et la densité du fluide est p. Au point critique p = p.. Une
théorie de Landau se construit en considérant les paramétres réduits t = T—T,
s = i — pe et comme paramétre d’ordre ¢ = p — p.. Le hamiltonien sera

H¢| = /dDa: (%(&b)? a1+ %¢2 + %(ﬁ + %(b“) (11.134)

Les a; = a;(t, s) sont des paramétres effectifs qui dépendent de fagon réguliere
de s et t, et tels que au point critique

a1 =as=a3=0,apetas >0 a s=t=0 (11.135)

En apparence il faut ajuster trois quantités pour atteindre le point critique,
mais un changement adéquat de définition du paramétre d’ordre

¢(x) — (x) = ¢(x) — o (11.136)

avec ¢o dépendant de s et t permet de se ramener au cas az = 0 et au hamil-
tonien de Landau pour les systémes magnétiques N = 1.

11.5.4 Exercices

Exercice 11.12. Fluides binaires

Ecrire explicitement le changement de paramétre d’ordre 11.136 qui permet
de passer du hamiltonien général sans symétrie Zs pour les fluides binaires au
hamiltonien de Landau-Ginzburg.

Exercice 11.13. Symétries cubiques

Les systémes magnétiques de structure cristalline donnée ont généralement
des interactions entre moments magnétiques locaux dépendant de la structure
du cristal. En conséquence, pour un modéle en D dimensions, le paramétre
d’ordre d; sera en général un vecteur & D composantes, donc N = D, mais
le groupe de symétrie pour les rotations de 5 ne sera pas le groupe des rota-
tions O(D), mais un sous-groupe fini, le groupe des rotations qui préserve la
structure du réseau cristallin.

Dans le cas d’un modeéle magnétique & N composantes, écrire le modéle
de Landau le plus général qui posséde le groupe de symétrie du réseau hyper-
cubique ZV agissant sur le paramétre d’ordre 5 = (¢q; a =1,---N), c’est-a-
dire le groupe de transformation obtenu en changeant les signes de certaines
composantes de ¢, ¢, — —¢, et en permutant certaines des composantes

(g y) = (P Bar)

Exercice 11.14. Modéles de Potts
Des modéles de physique statistique trés intéressants, qui généralisent le
modéle d’Ising, sont les modéles de Potts. Ces modéles sur réseaux sont définis
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comme suit. Chaque site porte un spin S; qui peut étre dans @) états, états
que l'on va étiqueter par des nombres entiers

S;=1,2---Q (11.137)

Ces étiquettes ne correspondent pas a la valeur d’'un moment magnétique
donné. Le hamiltonien décrit des interactions entre spins voisins, avec cou-
plage qui favorise des spins voisins dans le méme état.

Hpous[S] = =J > ds,.5, (11.138)
<ij>
Quel est le groupe de symétrie de ce modeéle de Potts ? Pouvez-vous écrire un
hamiltonien de Landau pour un tel modéle ?

Exercice 11.15. Points tricritiques

Le modéle d’Ising avec interactions entre plus proches voisins exhibe
seulement une transition ordre/désordre du second ordre. Des modeéles plus
généraux peuvent présenter une transition ordre/désordre qui est, soit du deu-
xiéme ordre, soit du premier ordre, en fonction des paramétres. La transition
entre les deux types de points critiques peut elle-méme étre considérée comme
un point multi-critique intéressant.

C’est le cas du modéle de spin a 3 états, équivalent & un modéle d’Ising
dilué, c’est-a-dire que les spins peuvent étre absents de certains sites. Les spins
classiques locaux prennent trois valeurs

S, = +1 spin d’Isir'lg sur le s.ite ?, (11.139)
0 pas de spin sur le site .
Le hamiltonien local est
HIS] = =J > SiS; — p> S} (11.140)

<ij> i
J est le couplage ferromagnétique d’Ising. p est le potentiel chimique pour les
lacunes (sites o il n’y a pas de spin). Dans la limite © — oo on retrouve le
modéle d’Ising standard.
Question 1 : En fonction du signe de u, quel est le fondamental du
systéeme ?
Question 2 : Pouvez-vous proposer un hamiltonien d’essai local qui prenne
en compte la présence de lacunes, et résoudre le modéle dans ’approximation
du champ moyen par la méthode variationnelle ?
Question 3 : Montrer que suivant la valeur de u la transition est du premier
ou du deuxiéme ordre.
Question 4 : Au point (J., pt.) ou la transition change de nature, montrer
que le potentiel thermodynamique I'[m] en fonction de Paimantation m est a
grande distance et pour des valeurs petites de m, de la forme

Tm] = /de (%(me)Q—i-)\mﬁ) (11.141)
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Cette théorie, et de facon générale les théories contenant des termes en ¢2, ¢*
et ¢%, seront discutées en détail plus loin.

11.6 Fluctuations dans la phase de basse
température : dimension critique inférieure

11.6.1 Dimension critique inférieure

La théorie de Landau suppose que les fluctuations thermiques sont petites,
et ne changent pas qualitativement les propriétés du systéme. Il s’agit main-
tenant d’estimer I'importance des fluctuations dans le cadre de la théorie de
Landau, et de s’assurer si elles sont effectivement petites.

Plus la dimensionnalité D du systéme est grande et moins 'effet des fluc-
tuations sera important. Par exemple, pour des modéles de spin chaque site
aura un plus grand nombre de voisins (d’ordre D), effet des corrélations entre
les fluctuations des spins voisins sera a priori d’ordre 1/ VD par rapport a leur
moyenne (loi des grands nombres). Il sera donc relativement petit par rap-
port & l'effet de 'aimantation moyenne, pour de grandes valeurs de D. On
peut montrer de cette fagon pour le modéle d’Ising que l'approximation du
champ moyen devient ezacte dans la limite D — oo. Réciproquement plus D
sera petit et plus leffet des fluctuations sera a priori important, toutes choses
égales par ailleurs.

Dans cette section, on va étudier l'effet des fluctuations dans la phase de
basse température, ot la symétrie du systéme est spontanément brisée. On
va voir que si la dimensionnalité du systéme D est suffisamment petite, les
fluctuations thermiques sont suffisamment fortes pour détruire ’ordre & toute
température. Il n’y a pas de transition ordre-désordre. La dimension D;. en
dega de laquelle ceci se produit est appelée la dimension critique inférieure
(lower critical = lc). Dy, dépend de la nature de la symeétrie, discréte ou con-
tinue, et de la nature des interactions (courte ou longue portée).

11.6.2 Symétrie discréte : D). =1
Défauts et argument énergie/entropie

Un argument simple (d & R. Peierls) montre que sous des conditions assez
générales il n’existe pas de phase ordonnée & 7" > 0 en dimension D = 1. Cet
argument se base sur le role des défauts (excitations thermiques), la comparai-
son entre 1'énergie et I'entropie des défauts. Considérons le modéle d’Ising. A
basse température, il est possible d’avoir des domaines macroscopiques ot le
signe de 'aimantation est différent. Ces domaines sont séparés par des parois,
caractérisés par une énergie par unité de surface finie (tension de surface) et
une épaisseur finie. Dans le cadre de 'approximation de Landau, donc en uti-
lisant le hamiltonien 11.94 avec ¢ < 0, on montre facilement (voir exercice)
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que la tension de surface est op o v/z|al?/c et que I'épaisseur est du méme
ordre que la longueur de corrélation e x £ = \/z/|al.

En une dimension (D = 1), les domaines sont des intervalles et les défauts
des points sur la droite réelle séparant ces domaines. La tension de surface
d’un défaut est simplement une énergie de défaut, puisqu’en dimension D, o
a la dimension énergie/longueurD_l.

Considérons donc un systéme de taille L (disons avec des conditions aux
limites périodiques), et les configurations avec N domaines ; séparés par des
défauts en des points 0 < 1 < x2 < --- < &y < L. L’énergie de ces configu-
rations est proportionnelle au nombre de défauts, donc

Energie = oo N (11.142)

et indépendante de la position respective des défauts. L’entropie de ’ensemble
de ces configurations & N défauts (traités comme un état macroscopique) est
donc celle d’un gaz de N particules indiscernables de taille e qui s’évitent sur
un intervalle de longueur L, donc d’ordre

Entropie ~ kg log((L/e)V/N!) ~ kg N log(L/(Ne)) (11.143)
L’énergie libre en fonction du nombre de défauts est donc
Fn ~ 09N — kT N log(L/Ne) (11.144)

Le nombre moyen de défauts N est obtenu en minimisant cette énergie
libre. Pour un systéme de grande taille L > e exp(oo/kpT) il est toujours
entropiquement favorable d’avoir un nombre macroscopique N de domaines
différents, avec

L
N x —exp(—oo/kpT) (11.145)
e

donc une densité de défauts finie, plutdét qu'un petit nombre de défauts. On
note le facteur exponentiel avec I’énergie d’activation du processus de création
de défauts. Le systéme est donc toujours dans une phase désordonnée. A noter
que la distance moyenne entre parois fournit une estimation pour la longueur
de corrélation & basse température en accord avec la solution exacte & D =1

¢ ~ L/N ~ exp(oo/kpT) (11.146)

La longueur de corrélation est finie pour 7' > 0, mais diverge exponentiellement
quand T — 0.

La conclusion est qu’en dimension D = 1 les fluctuations thermiques ont
une entropie grande et détruisent toujours la phase ordonnée, aussi petite que
soit la température 1" > 0.

En dimension D > 1, 'argument n’est plus valable. Considérons un
domaine de taille R d’aimantation m < 0 a l'intérieur du volume (de taille
L) d’aimantation globale m > 0. L’énergie de surface d’un tel domaine dépend
de sa taille et est d’ordre

E, « o9 RP™! (11.147)
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L

FIGURE 11.6 — Une configuration avec plusieurs domaines.

L’entropie du domaine dépend trés qualitativement de la taille comme
Si1 « kp log (L”/RP) (11.148)

A basse température, les domaines ot I'aimantation change de signe sont trés
petits et entropiquement défavorisés. Les systémes unidimensionnels sont donc
trés différents des systémes en plus grande dimension.

Deiit. int. = 1 est la dimension critique inférieure pour un systéme avec une
symétrie discréte.

symétrie discréte = Deyit. inr. = 1

Limitations de Pargument de Peierls
Deux hypothéses implicites ont été faites dans cet argument :

1. Les forces d’interactions sont a courte portée (pour le modéle d’Ising
elles sont entre plus proches voisins).

2. Les poids statistiques des configurations (poids de Boltzmann w =
exp(—pF)) sont locaux et positifs.

Des systémes unidimensionnels avec des interactions a longue portée (soit
explicites, soit induites par d’autres interactions, par exemple par des phonons)
peuvent étre ordonnés a basse température. Des modéles de statistique
géométriques en D = 1 ou des systémes désordonnés peuvent étre également
dans ce cas.

11.6.3 Symétrie continue et modes de Goldstone
Introduction

La situation est trés différente pour le cas d’un systéme avec une symétrie
continue. Des modes de masse nulle (modes de Goldstone) sont présents dans
la phase ot la symétrie est brisée spontanément, modes absents si la symétrie
est discréte. Les fluctuations restent donc de longue portée pour T < T,. Des
résultats rigoureux de mécanique statistique (théoréme de Mermin-Wagner)
et des arguments de théorie des champs (Goldstone, Coleman) montrent que
dans ce cas les fluctuations détruisent I'ordre & toute température si la dimen-
sionnalité du systéme est inférieure ou égale a deux, et si les interactions sont
a courte portée. Donc dans ce cas

symétrie continue = Deyis. inf. = 2
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FIGURE 11.7 — Le potentiel du modéle sigma linéaire (pour N =2) et 'ensemble de
ses états fondamentaux (cercle). Les modes de Goldstone sont les excitations mi(z)
qui restent confinées au fond du potentiel.

Dans cette section nous discutons ces modes, appelés souvent modes de Gold-
stone, ou ondes de spin dans le contexte de la matiére condensée.

Modéle sigma linéaire O(N)

Considérons le modéle de Landau-Ginzburg & N composantes avec symétrie
O(N), dans la phase de basse température ot a < 0, ¢ > 0. Le hamiltonien se
réécrit (& une constante additive prés) comme

Hm] = /d%%(vm)? + % (m? _mg)2 (11.149)
m = {m% a=1,N} (11.150)

mg > 0 est Paimantation moyenne, ¢ > 0 la constante de couplage. Sous
cette forme, le modéle est souvent appelé modeéle sigma linéaire, une appel-
lation qui vient de la physique des hautes énergies (Schwinger). Le potentiel
pour le champ 7 est représenté sur la figure 11.7 (pour le modéle & N = 2
composantes). L’état de plus basse énergie du systéme est ordonné, avec une
aimantation d’amplitude fixée, mais dans une direction 4y arbitraire.

m(x) =moty , |do] =1

La symétrie globale O(N) du modéle est spontanément brisée. Il y a un ensem-
ble continu d’états de plus basse énergie. Si (m) o, 'état de plus basse
énergie est invariant sous le sous-groupe O(N — 1) des rotations autour de cet
axe Up.

symétrie brisee  O(N) — O(N —1)

On voit immédiatement que changer continiment et globalement
Porientation (par une rotation globale des spins) change le fondamental
sans changer ’énergie. On s’attend donc a ce que des variations locales de
I’orientation des spins 1 ne cotlitent pas beaucoup d’énergie si le gradient de
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ces variations est petit. De telles fluctuations sont les modes de Goldstone
(ondes de spin), que nous caractérisons maintenant.
Fluctuations et modes de Goldstone (ondes de spin)

On étudie les fluctuations autour d'un fondamental dans le cadre de
Papproximation de Landau en calculant la fonction de corrélation (connexe) a
deux points

Gz —y) = (m*(x)m’(y)) — (m"(2))(m"(y)) (11.151)
Pour simplifier, 'aimantation moyenne est choisie dans la direction a = 1
’I”?LO = moﬁo ; _»0 = (1700) (11152)

G (x—y) est I'inverse du hessien de H, c’est-a-dire 'opérateur dérivée seconde
du hamiltonien Hess = H”

5%H[m] 0%V () c
H a:7:_A:E§a _ V":_*2_ 2\2
©88ab = S nasmb bt omaeomb | _ .’ () S(m mo)
(11.153)
On trouve facilement que
10 --- 0
9V (m) b N A
e W— =cmimy = emg | . . . ) (11.154)
Omeomb I Do
0 0 0
et la transformée de Fourier du hessien est
pP+M?2 0 --- 0
0 p> - 0
Hess,,(p) = _ o _ : M? = em3  (11.155)
0 0 - p?

La fonction de corrélation & deux points est donc simplement en transformée
de Fourier

=t 0 0
0 # e 0

e = | . T (11.156)
0 0 p%

Il y a une excitation longitudinale (paralléle & 'aimantation spontanée 1)
massive de masse M, et N — 1 excitations transverses (orthogonales a 1)
de masse nulle. Ces excitations transverses sont de basse énergie aux grandes
longueurs d’onde, et elles correspondent & des modes « mous » de déforma-
tions qui font passer le systéme d’une aimantation spontanée 1y a une autre
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aimantation 7, de fagon continue. Elles portent les noms d’ondes de spin en
physique statistique et de modes de Goldstone en théorie des champs.

Cette mise en évidence de modes de masse nulle si une symétrie continue
est brisée spontanément se généralise facilement & des schémas de brisure plus
généraux. Elle est faite ici dans le cadre de la théorie du champ moyen, mais
des arguments non perturbatifs de théorie quantique des champs (unitarité,
positivité, représentation de Kéhlen-Lehmann) montrent que l'existence de
modes de Goldstone est trés générique.

Modes zéro et mode o
La dynamique des modes s’étudie facilement en réécrivant le champ comme
m=(mo+o,7) , 7 champa N — 1 composantes (11.157)

Le hamiltonien se linéarise en

1 M? 1
H = /dDa: <§(80)2 + Ta2> —|—§(8ﬁ)2 + termes non linéaires (11.158)

7 représente les N — 1 modes de Golstones, de masse nulle, o le champ massif
longitudinal. Les termes non linéaires sont des termes de couplages entre les
champs o et 7, d’ordre trois ou quatre dans les champs.

11.6.4 D, =2 et argument de Mermin-Wagner-Coleman

La présence de modes de masse nulle dans la phase de symétrie brisée
entraine l'existence de singularités infrarouges (IR) dans les fonctions de cor-
rélations. Ces singularités a grande distance peuvent se traduire par des diver-
gences IR dans les amplitudes de Feynman, qui peuvent elles-mémes poser
probléme pour la cohérence de la théorie des perturbations et ’approximation
du champ moyen.

Divergences IR en D = 2 et argument de Coleman

Ces singularités posent probléme en dimensions D < 2 car la fonction de
corrélation de masse nulle est divergente IR. En effet elle est définie par la
transformée de Fourier

de ikx 1
———=e* — ~ [ dlk||k|P®  divergent en k=0si D <2 (11.159
[ Gm e e = [ awin : <2 (11.159)
On peut régulariser le systéme dans l'infrarouge (régularisation IR) en le met-
tant dans une boite de taille finie L (avec par exemple des conditions aux
limites périodiques). La fonction a deux points pour un champ de masse nulle
se comporte alors dans le régime a < |x| < L, a étant le régulateur comme

log(L/|x|) si D=2,
G 11.160
() o {LZ—D siD < 2. (11.160)
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La contribution des fluctuations devient prépondérante a grande distance et
détruit I'ordre présent a courte distance. Ceci se voit si on calcule la fonction
a deux points (non connexe) au premier ordre dans un développement de
basse température (c’est-a-dire au premier ordre dans le développement semi-
classique). 11 suffit d’utiliser laction linéarisée (équation 11.158) et on trouve
qu’a grande distance (on a normalisé mg = 1, T est la température, a = A~!
la maille du réseau)

(m(z)m(0)) = 1 — T(N — 1)% log(|z|/a) + - (11.161)

On voit que, alors qu’a priori la fonction a deux points est bornée (elle doit
étre d’ordre m3 & basse température), le terme d’ordre T diverge a grande
distance x > a. Les fluctuations dominent si D = 2 et 'hypothése a la base
de I'approximation de Landau n’est pas valable. Donc ’hypothése qu’a basse
température la symétrie est brisée spontanément n’est pas cohérente.

Ce type d’argument est dit & S. Coleman. Comme on ’a écrit plus haut,
I’existence de modes de Goldstone est en fait générique dés qu'une symétrie
continue est brisée spontanément. On en déduit que pour des systémes avec une
symeétrie interne continue (comme le groupe des rotations O(NN) dans l'espace
interne), la dimension critique inférieure est a priori 2

symétrie continue = Dj;. = 2

Roéle des défauts en D =2

Une autre facon plus qualitative de voir le probléme est de considérer
Iénergie d’'un domaine avec défaut d’orientation de taille ¢ (m(x) = +myg si
|z| > ¢, m(0) = —m(0)). Comme on peut faire tourner contintiment les spins,
I'énergie d’une telle configuration est d’ordre E ~ ¢P~2m2 et donc indépen-
dante de la taille £ du domaine en D = 2. Un argument énergie/entropie
(similaire a Pargument de Peierls pour les symétries discrétes) montre que
c’est maintenant pour D < 2 que le désordre I'emporte & toute température
T > 0.

Théoréme de Mermin-Wagner

Cet argument est corroboré pour certains modeéles par un résultat rigoureux
de physique statistique : le théoréme de Mermin-Wagner (qu'’il est hors de
question de démontrer dans ce cours). Ce théoréme énonce que pour un systéme
de spin classique en D = 2 avec symétrie continue et avec interactions a courte
portée, la fonction de corrélation (non connexe) a deux spins décroit et tend
vers 0 a grande distance a toute température T positive, donc que I'aimantation
moyenne est toujours nulle. Ceci implique qu’en D = 2 un systéme de spins
avec une symétrie continue ne peut pas avoir un paramétre d’ordre non nul et
une phase ordonnée ol la symétrie est brisée spontanément.

Par contre ce théoréme ne précise pas si la fonction de corrélation de spin
décroit exponentiellement (longueur de corrélation finie = mass gap > 0,
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FIGURE 11.8 — Un défaut d’aimantation en dimension 2.

c’est en fait le cas pour les modeles O(N), N > 2) ou seulement algébriquement
(c’est le cas pour le modele XY N = 2 a basse température T < Txr).

Limitations de argument de Mermin-Wagner-Coleman

Attention, il y a la aussi des hypothéses implicites pour que ces arguments
s’appliquent et qu’il n’y ait pas de phase ordonnée a toute température positive.

1. Le paramétre d’ordre est local, de la forme m/(z).

2. Les interactions sont a courte portée, elles ne font intervenir que des
dérivées du paramétre d’ordre.

3. Le groupe de symétrie est compact.

Lorsque les interactions sont a longue portée (interactions électrostatiques,
interactions induites par les phonons), il peut y avoir brisure spontanée d’une
symétrie locale, méme en deux dimensions. De tels cas se rencontrent notam-
ment en physique de la matiére molle (cristaux liquides, membranes).

Les transitions de phases comme la transition de Kosterlitz-Thouless dans
le modéle XY en 2D sont associées & un ordre topologique non local.

Enfin pour des systémes avec désordre, comme dans le probléme de la loca-
lisation d’Anderson, on peut décrire la transition par une théorie de Landau
faisant intervenir un groupe de symétrie non compact. Le groupe de symétrie
du plan hyperbolique SL(2,R) = O(2,1) est un exemple de tel groupe. C’est
également le cas des polymeéres en deux dimensions, décrits par une théorie
O(n) avec n = 0 (un « groupe » non compact). Enfin un exemple simple est
la transition de cristallisation en 2D, vue comme brisure spontanée du groupe
des translations en 2D (si on ne tient pas en compte les défauts).
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FIGURE 11.9 — Profil d’aimantation de paroi entre un domaine d’aimantation m > 0
et un domaine d’aimantation m < 0 en D = 1 dimension.

11.6.5 Exercices

Exercice 11.16. Parois de défauts dans le modéle ¢*
Trouver une solution m(x) de I’équation classique de Landau-Ginzburg non
linéaire 11.102 dimension D =1

—zm(z)+am+em®*=0, a<0 (11.162)

dans la phase de symeétrie brisée (donc ¢ < 0) qui interpole entre la phase
« —» (m=—-mgp < 0) quand x — —oco et la phase « + » quand z — +o0.
Indication : essayer un ansatz a partir de la fonction tanh(z).

Montrer que cette solution décrit le profil d’aimantation d’une paroi de
domaine dans le cas général D > 1.

Montrer que la taille typique (épaisseur) de cette paroi est e o< & x /z/|al
et que 'énergie (par unité de surface) de la paroi (tension d’interface) est

e x & x \/z/|al

Exercice 11.17. Couplage modes de Goldstone / mode massif
Exprimer le hamiltonien total H[m] du modéle sigma linéaire en termes
des champs de Goldstone 7 et du champ massif o. Décrire les couplages.
Comment le groupe de transformation O(N) agit-il sur les champs (o, 7) ?
Veérifier que le hamiltonien H[o, 7] est toujours invariant sous ces transfor-
mations.

Exercice 11.18. Mécanismes de brisure plus généraux
Pouvez-vous imaginer un modéle de type Landau-Ginzburg exhibant un
schéma de brisure spontanée de symétrie du type

O(N) — O(N-2) ? (11.163)

A combien de modes de Goldstone vous attendez-vous ?
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Exercice 11.19. Fonction a deux points

Calculer la fonction & deux points au premier ordre en température dans
le modéle sigma linéaire et montrer la relation 11.161. On pourra utiliser un
régulateur UV dur sur les moments ou bien une régularisation sur réseau.

Exercice 11.20. Limite m, — oo

On considére le modéle sigma linéaire donné par le hamiltonien 11.149,
dans la limite ot ¢ — oo, mg restant fixé d’ordre 1. Montrer que la masse du
champ o tend vers l'infini. Quelle relation existe-t-il entre o et les champs 7
dans cette limite ? Pouvez-vous écrire un hamiltonien effectif pour les champs
7 dans cette limite 7 Les résultats de cet exercice seront repris dans le chapitre
sur ’étude des modeéles sigma non linéaires.

11.7 Fluctuations au point critique, critére de
Ginzburg, domaine critique et dimension
critique supérieure

Discutons maintenant la validité de la théorie de Landau pour décrire le
point critique lui-méme (on est donc en D > D;..). On revient au cas du modéle
4 une composante, qui suffit pour cette discussion. On a vu que la théorie de
Laudau est une théorie effective qui décrit la thermodynamique du paramétre
d’ordre macroscopique m(x) par le hamiltonien effectif de la forme

t
Hpm] = /d% (2—20(me)2 + % m2 + % m4) (11.164)
Les conditions nécessaires pour la validité de la théorie de Landau sont les
suivantes.

1. On est proche du point critique, ¢ et h sont donc petits de fagon a ce que
le parameétre d’ordre m soit petit et la longueur de corrélation £ grande.

2. On peut donc bien négliger les termes de plus haut degré en m et en V,
dans Hp[m].

3. Les fluctuations thermodynamiques du paramétre d’ordre autour de sa
valeur moyenne mg sont également petites, de fagcon & ce que 'on puisse
approximer 1’énergie libre du systéme par sa valeur au minimum mg de

HL[m]

C’est cette derniére hypotheése qu’il s’agit de vérifier maintenant. On va voir
qu’elle n’est valable que si la dimensionnalité du systéme D est plus grande
qu’une certaine dimension D,., la dimension critique supérieure. Les argu-
ments pour montrer que D,. existe et est égale & D,. = 4 sont basés sur
I’analyse dimensionnelle. J’en donne ici deux versions.
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11.7.1 Amplitude des fluctuations au voisinage du point
critique

Estimons, dans le cadre de la théorie de Landau, 'amplitude des fluctua-
tions Am(z) du parameétre d’ordre m(z) autour de sa valeur moyenne my.

m(z) = mo + Am(x) (11.165)

L’amplitude des fluctuations Am va dépendre de leur extension spatiale
(vecteur d’onde) £. Au voisinage du point critique, |t < 1 la longueur de
corrélation ¢ est grande et les fluctuations sont découplées au-dela de cette
échelle de longueur. L’échelle £ naturelle pour estimer ’amplitude des fluctu-
ations est donc simplement la longueur de corrélation elle-méme

(¢ (11.166)

Pour estimer 'amplitude Am d’une fluctuation de taille ¢ (voir dessin), il faut
considérer les contributions des deux termes — linéaires et non linéaires — dans
Hpr[mo + Am]. Le premier terme vaut

AHym, = /zo (Vm)2/2 +aitm?/2 ~ (P 2a;t(Am)? ~ 2 P72(Am)?

(11.167)
Le deuxiéme vaut

A,’_(nonlin = /C0m4/4! ~ EDCQ(Am)4 (11168)

On a absorbé la température dans les coefficients effectifs zy et ¢y de Hp.
L’amplitude des fluctuations typique est donnée par la condition que le facteur
de Boltzmann (dans la fonction de partition) pour une fluctuation Am soit
d’ordre 1

ALl = AH ~ 1 (11.169)
Il faut donc que
Sup (AHuin, AMnontin) =~ 1 (11.170)
donc les fluctuations de m sont d’ordre
Am? ~ TInf (zo_1€27D, cal/QﬁfDﬂ) (11.171)

On voit qu’il y a deux cas trés différents quand on est prés du point critique,
donc quand ¢ > 1, comme illustré sur la Fig. 11.10.

1. Si D > 4, c’est le terme linéaire qui contréle 'amplitude des fluctuations,
et ces fluctuations sont beaucoup plus petites que le paramétre d’ordre
lui-méme (dés que h # 0 ou que t < 0).

D >4 = (Am)? ~ 2P P < m? ~ 6z0/col?
(11.172)
Les hypothéses a la base de la théorie de Landau sont donc vérifiées, et
ce d’autant mieux qu’on est prés du point critique !
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FIGURE 11.10 — Le potentiel effectif V(m) (en fin) et le profil de distribution de
probabilité pour les valeurs de m (en épais), prés du point critique, dans la phase de
symétrie brisée t < 0. Am est la largeur de cette distribution (écart type). Si |[Am| <
|m| (cas de gauche), le critére de Ginzburg est satisfait et la théorie de Landau est
valable. Si [Am| > |m| (cas de droite), les fluctuations sont trop importantes et la
théorie de Landau n’est plus valable.

2. Si D < 4, c’est le terme non linéaire qui contréle 'amplitude des fluc-

tuations, mais ces fluctuations sont alors beaucoup plus grandes que le
paramétre d’ordre lui-méme

D <4 = (Am)? ~ 061/2€_D/2 > m? ~ 6z/col >
(11.173)
La théorie de Landau n’est valable que dans le domaine ot la longueur de
corrélation £ est grande devant les longueurs microscopiques du systéme,
mais reste petite devant la longueur « critique » £,

1 < &< b, = (22)cy)TD (11.174)

Dans le cas contraire £ > /., c’est-a-dire si on est dans le domaine
critique ou la température réduite ¢ est suffisamment petite

i <t~ =[] (11.175)
ar | 2P

les fluctuations sont plus importantes que les valeurs moyennes du
paramétre d’ordre et la théorie de Landau n’est plus valable.

C’est bien ce que les expériences et les calculs théoriques nous indiquent :
les exposants critiques pour des systémes 2D et 3D sont différents de ceux
prédits par le champ moyen et la théorie de Landau.

. Le cas D = 4 est dit marginal, les termes linéaires et non linéaires sont

toujours du méme ordre et une analyse plus fine sera nécessaire. En
fait la théorie du groupe de renormalisation et les analyses numériques
indiquent que la théorie de Landau est (plus faiblement) invalidée par
des corrections logarithmiques (en puissance de log([¢])).



11. La théorie du champ moyen 405
11.7.2 Critére de Ginzburg et dimension critique
supérieure
Ce critére de validité de la théorie de Landau

(Am)? < m?

est le critére de Ginzburg. La dimension D = 4 est la dimension critique
supérieure D, (u.c. = upper critical).

Dye = 4.
Et suivant la dimensionnalité du systéme, la théorie de Landau est valable

dés qu’on est proche du point critique [f] < 1 si D > Dy,
seulement en dehors du domaine critique . < [t < 1 si D < Dy .

11.7.3 Analyse dimensionnelle pour la température
effective

Le role de D = 4 peut aussi étre compris, & un niveau plus qualitatif, par
une analyse dimensionnelle simple.

Température effective 7
On rescale simplement = et m(z) pour réécrire le hamiltonien de Landau

‘H1 comme

Hrlm;7,t] = l/dD:c [(Vam(z))® + tm(z)® + m(z)?] (11.176)

T

T est une température effective (elle controle amplitude des fluctuations ther-
miques). t est la température réduite et mesure ’écart au point critique.

Analyse dimensionnelle pour 7

Comment les parameétres varient-ils avec 1’échelle ¢ des fluctuations spa-
tiales du parameétre d’ordre m(x) ? Une analyse dimensionnelle naive est effec-
tuée en dilatant les distances

xr — Az =ux) (11.177)

et en transformant m(x) pour que les termes en V,m(x)? et m(x)* gardent la
méme forme. Puisque sous cette transformation V, — A7V, , ceci implique
qu’il faut changer le paramétre d’ordre m(x) comme

m — \'m ie. m(z) — ma(zy) = A" m(zx/N) (11.178)
On a immédiatement

Hrlmx;7,t] = Hp[msma,ta], ™ = MNPt = A%t (11.179)
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FIGURE 11.11 — Changement d’échelle sur z et m.

Le comportement en échelle de ¢ n’est pas surprenant ; dans ’approximation
de Landau, t o« M? = £72 ot £ est la longueur de corrélation, et il est normal
que sous notre changement d’échelle

£ — & =&/ (11.180)

Le point important est le comportement de la température effective 7. Elle se
transforme avec A comme A\*~P. Autrement dit, si on se place au point critique
t = 0 ou la longueur de corrélation est infinie, le seul paramétre restant et qui
contrdle 'amplitude des fluctuations thermiques est la température effective 7.
Les fluctuations du paramétre d’ordre d’extension (longueur d’onde) ¢ sont
caractérisées par une température effective 7. Suivant la dimensionnalité du
systéme, on a des situations trés différentes.

D > 4 : La température effective décroit avec I’échelle £. A grande distance,
les fluctuations thermiques sont moins importantes qu’a courte distance.
On s’attend donc bien & ce que la théorie de Landau soit valable pour
décrire les propriétés macroscopiques du systéme.

D < 4 : La température effective croit avec ’échelle £. A grande distance, les
fluctuations thermiques sont plus importantes qu’a courte distance. La
théorie de Landau n’est pas valable pour décrire les propriétés du point
critique.

D =4 : Clest le cas dit « marginal » ot I'analyse dimensionnelle simple dit
que le systéme est invariant d’échelle.

On retrouve donc bien le fait que D = 4 est la dimension critique supérieure

par une simple analyse dimensionnelle.

11.7.4 Analyse dimensionnelle pour le couplage non
linéaire
Dans une variante plus connue de cet argument, on écrit le hamiltonien de
Landau sous sa forme standard

Hr[ma; t,v] :/dD:c [(Vam)® +tm® +vm] (11.181)

(v est le couplage qui mesure Pamplitude des termes non linéaires) et on con-
sidére les transformations d’échelle qui laissent cette forme invariante. Dans ce
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cas la transformation d’échelle a faire sur m est
m— my = ADP=2)/2,
et c’est le couplage non linéaire v qui scale comme
= Py (11.182)

On dit que la dimension d’échelle de v est 4 — D. Pour D > 4, les non-linéarités
(couplages de modes) sont moins importantes quand X croit (grandes échelles)
et la théorie de Landau est valable. Pour D < 4, v croit avec A et les non-
linéarités sont importantes aux grandes échelles. Ces deux versions de I’analyse
dimensionnelle sont mathématiquement équivalentes.

11.7.5 Discussion

Tous ces arguments ont été présentés dans le cas du modéle de Landau-
Ginzburg a une composante. Il est facile de voir que ces arguments sont tout
a fait généraux, et s’appliquent a tous les problémes dont la théorie de Lan-
dau met en jeu un hamiltonien de la forme 11.164 avec un paramétre d’ordre
a plusieurs composantes et des couplages dépendant de la physique et des
symétries du probléme. En particulier

1. Pour des hamiltoniens de cette forme, la dimension critique supérieure
sera toujours D, = 4.

2. Ceci est donc indépendant du caractére discret ou continu de la symétrie
du paramétre d’ordre.

3. Ceci sera toujours lié¢ a la dimension D — 4 des couplages non linéaires
pour les termes en m?* dans le hamiltonien de Landau-Ginzburg.

4. Comme on le voit dans ’exercice 11.22, dans des calculs perturbatifs
de corrections au champ moyen ce sera toujours lié a la présence de
divergence IR en dimension D < 4 au point critique (ou la théorie est
massive).

Par contre dans certains systémes, des points critiques (points multicritiques,
points de Lifchitz, systémes désordonnés) ne sont pas décrits par un hamil-
tonien de Landau en [(V,m)? 4+ m?) et leur dimension critique supérieure
peut étre différente de 4 !

11.7.6 Exercices

Exercice 11.21. Théorie ¢°

On verra que le point tricritique du modéle d’Ising est décrit dans
I’approximation de Landau par une théorie avec un terme non linéaire en
m® (plutét que le terme en m* pour le point critique ordinaire). Pouvez-
vous déterminer quelle est la dimension critique supérieure pour ce point
tricritique 7
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Exercice 11.22. Divergences IR pour la chaleur spécifique

On a vu que dans le cadre de 'approximation variationnelle (champ moyen)
pour le modéle d’Ising, la chaleur spécifique C,, est discontinue, mais finie au
point critique. Mais ce résultat ne tient pas compte des fluctuations. On peut
calculer la contribution des fluctuations dans le cadre du champ moyen et
montrer qu’elle diverge au point critique si D < 4 en raison de divergences IR.
On revient donc a la section 11.2.2.

L’énergie interne variationnelle du modéle d’Ising peut étre définie naive-
ment par

(11.183)

mais alternativement, & partir de la formule exacte pour l’énergie interne,
E=(H)=-J ). (55;), par

<ij>

E\(,iz =—J Z (Si)var (S )var + (Si55)var (11.184)
<ij>

Question 1 : Montrer que E\(,él)p et E\(,fu)r difféerent par le second terme
(S;Sj)cemrrexe dans 11.184, qui représente la contribution des fluctuations a
I’énergie interne.
Question 2 : En utilisant la forme de la fonction & deux points G;; =
(S;Sj)comrexe obtenue dans la section 11.2.2, en déduire lexpression de la
chaleur spécifique dans I'approximation du champ moyen

OER)
oT
Question 3 : Montrer que la contribution des fluctuations dans C\,, est pro-

portionnelle & un terme qui s’écrit (prés du point critique) comme une intégrale
sur les impulsions

C'Var =

(11.185)

/dem , M =¢1 masse effective (11.186)
ou ¢ est la longueur de corrélation, calculée dans I'approximation variation-
nelle. Cette intégrale peut-elle étre divergente infrarouge (IR) lorsque M = 0,
et si oui pour quelles valeurs de D 7 En déduire que, & cause des fluctuations,
Cuar diverge au point critique si D < 4 et reste fini si D > 4.

On retrouve donc ici, par un calcul quantitatif de la chaleur spécifique,
le fait que les fluctuations sont prépondérantes en dessous de la dimension
D, =4, et invalident les hypothéses de 'approximation de Landau.

11.8 Notes

La théorie du champ moléculaire ou du champ moyen a été introduite par
P. Weis en 1907, inspirée des résultats et idées de P. Curie et P. Langevin. Elle a
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été développée et appliquée & beaucoup de systémes et de situations en matiére
condensée, matiére molle et en physique statistique. Mentionnons en particulier
la théorie du champ local de L. Néel qui explique les antiferromagnétiques par
exemple, et plus récemment les méthodes du champ moyen dynamique, qui
permettent de traiter des systémes quantiques fortement corrélés. Voir par
exemple [Kad09]. La théorie de Landau des phénoménes critiques, basée sur
le développement polynomial de 1’énergie libre, a été proposée par Laudau en
1937. Ginzburg a discuté de l'influence des fluctuations et introduit le critére
de Ginzburg en 1961, au début de la décennie qui a vu I’émergence des idées de
groupe de renormalisation et a culminé dans les travaux de Wilson au début de
la décennie suivante. La présentation que nous donnons ici est assez standard,
mais nous avons traité la formulation variationnelle de la théorie du champ
moyen de fagon assez détaillée.






Chapitre 12

La théorie de Wilson du groupe de
renormalisation

12.1 Introduction

La théorie de groupe de renormalisation (dite théorie de Wilson) fournit
un cadre général et cohérent pour traiter 'effet des fluctuations prés d’un
point critique et pour comprendre les propriétés générales des phénoménes
critiques : apparition de fluctuations critiques, existence des lois d’échelle,
relations d’échelle entre exposants critiques et entre amplitudes critiques, uni-
versalité et classes d’universalité. Elle fournit en fait un nouveau paradigme
pour traiter ces phénoménes « émergents » aux grandes échelles et & basses
énergies en physique, et a permis de comprendre la relation profonde entre ces
phénomeénes et les comportements & hautes énergies en physique quantique
(physique des hautes énergies et théorie quantique des champs) donc la rela-
tion avec la théorie de la renormalisation et du groupe de renormalisation,
initialement formulée dans le cadre de la QED (Stueckelberg — Petermann et
Gell-Mann — Low).

L’idée de base est de partir d’'un hamiltonien microscopique qui décrit la
physique d’un systéme, et de voir comment se transforme le hamiltonien effectif
(ou renormalisé), construit en prenant en compte seulement les fluctuations a
petites échelles, hamiltonien calculé par une procédure de « granularisation »
(le terme standard en anglais est coarse graining) en fonction de ’échelle.
Si la formulation de cette théorie est en grande partie due & K. Wilson, et
date du début des années 1970, elle représente (comme souvent en physique)
Paboutissement de deux décennies de recherches (théoriques et expérimen-
tales) et de réflexions, auxquelles sont associés beaucoup de grands noms de la
physique statistique et de la physique de la matiére condensée (L. Kadanoff,
P. Anderson, B. Widom, M. Fisher, etc.). Elle doit également énormément a
la physique des hautes énergies, domaine d’ot1 venait K. Wilson, et auquel il a
apporté des contributions trés importantes.

Dans cette section, je présente le principe de la théorie de Wilson du groupe
de renormalisation, dans sa formulation standard, telle qu’on la trouve dans de
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nombreux manuels, et sans faire référence aux aspects historiques. La présen-
tation sera faite a partir de 'exemple de la théorie du point critique du modéle
d’Ising (point de Curie pour un systéme avec un paramétre d’ordre & une com-
posante), en s’intéressant seulement aux propriétés d’équilibre. On insistera a
la fin de la section sur les relations entre ce formalisme du groupe de renorma-
lisation et les théories quantiques des champs. Les applications & des systémes
critiques différents, les aspects de dynamique temporelle (dynamique critique),
la généralisation de 'invariance d’échelle a I'invariance conforme, seront traités
ou au moins abordés dans les sections suivantes.

12.2 Principe des transformations du groupe de
renormalisation

12.2.1 Introduction, systéme microscopique
Introduction

Je commence par donner une définition abstraite — mais mathématique-
ment non rigoureuse — des transformations du groupe de renormalisation
dans 'espace réel. Nous verrons des exemples et des calculs plus explicites,
qui justifient le formalisme, dans les sections suivantes. Nous partons d’un
systéme microscopique sur réseau décrit par un hamiltonien Hy. Nous
définissons des transformations de décimations (transformations de bloc de
spin) qui consistent & moyenner les fluctuations dans des blocs de taille finie,
B, puis, en réabsorbant cette transformation par des changements, de définir
un hamiltonien renormalisé H' qui décrive la physique du systéme a ’échelle
des blocs. L’itération de cette procédure définit les « flots du groupe de
renormalisation » (en fait un semi-groupe d’applications itérées) agissant dans
un espace de hamiltoniens possibles pour le systéme.

Systéme et hamiltonien microscopique

Pour simplifier, je considére un systéme statistique avec un paramétre
d’ordre continu ¢ — le champ — et des transformations de renormalisation
linéaires sur ce champ. Ce modéle défini sur réseau carré A ~ ZP (en dimen-
sion D), avec une maille de réseau a (qui fixe Péchelle minimale de distance).
D’autres types de réseaux sont évidemment possibles.

Les degrés de liberté sont des variables ¢; attachées aux sites ¢ du réseau A.
Génériquement je considére que les ¢; sont des variables continues réelles, avec
une mesure « plate » D[¢] = [[ d¢;. Les contraintes éventuelles sur ces variables

K3
seront incorporées dans le hamiltonien microscopique H[¢] (par exemple la
contrainte |¢;| = 1 pour le modéle Ising est obtenue en ajoutant un terme en
A>.(¢7—1)% , et en faisant tendre A — 00). Dans des cas plus élaborés, les ¢;
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auront plusieurs composantes, par exemple un champ vectoriel d; = {¢%a =
1, N} décrivant des degrés de liberté supplémentaires.

La physique (a I’équilibre) du systéme est décrite par un hamiltonien micro-
scopique (fonctionnelle énergie libre) H[¢| local, qu’on peut écrire comme une
intégrale sur tout l’espace (une somme sur les sites ¢ du réseau) d’une somme
de termes associés aux observables locales O,. Ces observables O, sont des
fonctions de ¢ et de ses dérivés spatiales Vg, V2@, etc. évaluées au site i (sur
le réseau les dérivées V sont bien str remplacées par des différences finies). A
ce stade cette définition est assez vague, mais on ’écrit simplement

o] = /d% D a%0a = Y aP Y k¥ 0uldi, Vi ] (121)

€A

Les coefficients Kk sont les paramétres, ou constantes de couplages, du modéle.
L’index « est attaché comme index « contravariant » aux couplages x pour
indiquer que les k sont des coordonnées locales dans un espace des hamil-
toniens (notations d’Einstein, similaires a la notation z* pour les coordonnées
d’espace-temps d’un point x dans lespace-temps). Les paramétres physiques
comme la température, les champs appliqués, les couplages entre sites, sont
contenus dans ces paramétres de H. La fonction de partition Z du modéle sur

réseau est donc
7 = ZQ—HM = /Hd@e—ﬁ[aﬁ] (12.2)

iEA

On suppose que H est tel qu’on soit suffisamment « proche » d’un point critique
pour que la longueur de corrélation £ du systéme soit grande devant la maille
du réseau & > a. Alors il est naturel de s’intéresser au systéme a des échelles
intermédiaires a < ¢ < €. C’est ce que permettent de faire les transformations
de groupe de renormalisation.

12.2.2 Décimation et transformations d’échelle
Transformation de renormalisation

1 - Décimation — variables de bloc : On s’intéresse & la dynamique
moyenne des spins dans un « bloc ». Pour cela on subdivise le réseau en blocs
b de taille B x B x --- B, (hypercubes de BP sites). On définit le champ

moyenné sur le bloc b par la moyenne arithmétique ¢, des spins sur les sites
dans le bloc b

A (129
i€b

B est un entier, et cette opération est usuellement appelée transformation de
« bloc de spin » ou « décimation ». Ces blocs b forment un nouveau réseau A
de maille @ = Ba. B est le facteur d’échelle de cette procédure de décimation.
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2 - Hamiltonien effectif pour les variables de bloc : Pour caractériser
la statistique des variables de bloc ¢, on moyenne sur les fluctuations des
spins a l'intérieur des blocs pour arriver & un hamiltonien effectif Heﬂr[(bb] pour
les variables de bloc d)b attachées aux sites du réseau A de maille @ = Ba. Hesr
est défini simplement par

o Hett (93] /H do; H ) <¢b 5D Zd)l) (12.4)

€A beA i€b

On a bien sir

- / [T ddyeTerié] (12.5)

beA

Génériquement ce hamiltonien effectif n’est plus « ultralocal », c¢’est-a-dire que
méme si H ne contient que des termes d’interactions entre spins & distance finie
|i — 4’| < dmax, Hes contiendra des termes d’interaction entre blocs a des dis-
tances |b — b'| arbitrairement grandes. Cependant, en général on peut montrer
que ces interactions restent « locales », c’est-a-dire décroissant exponentielle-
ment avec la distance entre blocs. Voir [Bac84| pour une dérivation générale
(dans le cadre de la théorie des perturbations et de la théorie des champs) et
Pexercice 12.2 pour un calcul explicite dans un cas simple (le champ libre).

3 - Changements d’échelle : La troisiéme étape consiste & comparer cet
hamiltonien effectif (qui décrit la dynamique a I’échelle @ = Ba des blocs)
avec le hamiltonien de départ (qui décrit la dynamique a Péchelle a du réseau
initial). Pour cela, il faut effectuer des changements d’échelle sur le réseau
et sur le champ ¢ et considérer des quantités « renormalisées » qui soient
effectivement comparables. Ceci est illustré sur les figures 12.1-12.2.

— ~
a 2a

FIGURE 12.1 — Les 3 étapes d’une transformation élémentaire du GR : 1) définition
de variables de bloc de spin a partir du réseau initial ; 2) calcul du hamiltonien
effectif pour les variables de bloc ; 3) rescaling de z et des champs pour obtenir un
modéle renormalisé.

3.a - Changement d’échelle dans ’espace : Il faut d’abord changer
Péchelle des distances (rescaling)

r —a2 =uz/B (12.6)
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pour que le réseau A de maille @ = Ba redevienne un réseau A’ identique au
réseau A de maille a

A—=AN=A , beA—ieN=A (12.7)

3.b - Changement d’échelle sur les champs ¢ : Simultanément on fait
un changement d’échelle sur les champs, en redéfinissant les variables sur le
nouveau réseau A’ comme

¢y — ¢y =B, (12.8)

A est un facteur a ajuster, que l'on appellera la dimension d’échelle de ¢. La
justification pour ce rescaling du champ 12.8 est la suivante : on souhaite que
H'[¢},] « ressemble le plus possible » au hamiltonien initial H[¢;]. Un exemple
de détermination de A est d’imposer que les fluctuations de ¢’ en un site ¢’
soient du méme ordre que les fluctuations de ¢ en un site i du réseau initial
(autrement dit que les variances soient du méme ordre)

(05 %)50 =~ (6525 (12.9)

Cette renormalisation du champ est illustrée sur la fig. 12.2. Naturellement le
choix pour A dépend en général du hamiltonien initial H (c.-a-d. que A =
A[H]). Le champ ¢’ est appelé le champ renormalisé.

i *

D D [

FIGURE 12.2 — Les distributions typiques pour le champ en un site (illustrées ici
pour un champ discret, type Ising). La distribution du champ moyenné sur un bloc

¢p est plus resserrée que celle de ¢;, on rescale ce champ ¢, — @, pour reobtenir
une distribution du méme type (méme variance).

Une fois ces rescalings effectués, la théorie effective pour le champ renor-
malisé ¢}, fait intervenir le hamiltonien renormalisé H'[¢},], défini simplement
par le changement de variable dans la mesure de probabilité

H dgbefﬁeff[gb] _ H e, oM (0] (12.10)

beA i’ EA

Transformations non linéaires dans les champs

Ici on a considéré une opération de moyennage des ¢ dans un bloc
(pi — &) qui est linéaire. D’autres procédures de renormalisation, par
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exemple les transformations de Migdal-Kadanoff pour le modeéle d’Ising (voir
section 12.3), sont non linéaires. Ceci n’obére pas la suite de Uanalyse, qui con-
sidére les transformations de renormalisation dans I'espace des couplages. Par
contre pour prendre en compte l'effet des transformations de renormalisation
sur les fonctions de corrélations, il faudra regarder proprement la renormali-
sation du champ externe h (voir plus loin).

12.2.3 Hamiltonien renormalisé et conséquences pour les
observables

On a obtenu ainsi un hamiltonien renormalisé H'[¢'] qui décrit la physique
du systéme pour et en termes des variables de blocs renormalisées ¢, aprés
intégration sur les degrés de liberté a I'intérieur des blocs de taille B et trans-
formation d’échelle par le facteur B~!. Si cette opération est faite exactement,
on n’a évidemment pas changé la physique du systéme. On a donc des relations
simples entre les observables du systéme initial et celles du modéle décrit par
H'.

Fonctions de partition

Les fonctions de partition des deux systémes sont évidemment égales

Z = /d¢e—H[¢’1 - /d¢ e 1] (12.11)

mais ce ne sont pas exactement les mémes systémes.

Si on est parti d'un systéme sur un réseau de taille finie L (disons avec
L > a et des conditions aux limites périodiques pour éviter de discuter les
effets de bord), le systéme renormalisé est de taille L' = L/B, et on a

Zw(L) = Zy(L/B) (12.12)

Fonctions de corrélations

Je note maintenant les coordonnées de fagon continue x = x; = a i, donc
o(x) = ¢;. On a des relations simples entre les fonctions de corrélations du
modéle initial et celle de la théorie renormalisée. Pour la fonction a un point

(D)3, = (D) = Do)y, = B 2@y . o/ =2/B (12.13)

Pour la fonction a deux points, au moins tant que |i; —iz| > B, i € b, i3 € by,
on a aussi

<¢i1¢i2>H = <$b1$b2>Hcff

Le signe ~ indique qu’il y a une petite différence faisant intervenir des cor-
rélations entre V¢. Il est naturel de supposer que ces différences auront un
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FIGURE 12.3 — La renormalisation change la taille du systéme.

effet négligeable sur les propriétés a grande distance des fonctions de corréla-
tions (mais il convient de le vérifier). On a donc la relation entre fonctions de
corrélation a deux points de la théorie initiale et de la théorie renormalisée

(p(1)(2))y, = B2 (¢ (21/B)¢ (w2/B))yy (12.14)

On aura évidemment des relations similaires pour les fonctions & K points

(p(x1) - P(xx))y =~ B (¢ (w1/B) ¢ (vrc/B))yy (12.15)

FIGURE 12.4 — Renormalisation des fonctions de corrélations.

Longueur de corrélation

Enfin 12.14 entraine la relation évidente entre les longueurs de corrélations
de la théorie initiale £ = &5, et de la théorie renormalisée & = &y

¢ =B¢ (12.16)
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12.2.4 Itération et (semi-)groupe de renormalisation
Principe

Pour déterminer les propriétés du systéme a grande distance (typiquement
la longueur de corrélation & > a), il suffit en principe d’itérer la procédure.
Pour arriver a ’échelle ¢ en partant de I’échelle microscopique a, il faut faire une
transformation d’échelle par un facteur S = ¢/a, donc itérer N fois avec N =
log S/ log B pour arriver & un hamiltonien renormalisé Hg. Si ce hamiltonien
n’est pas trop compliqué, la détermination des propriétés aux grandes échelles
x ~ £ du systéme initial sur réseau de maille a est équivalente a déterminer les
propriétés a courte distance ' ~ a = ¢/S du systéme renormalisé, probléme a
priori plus simple.

On pourrait évidemment faire une seule transformation de renormalisation
avec B = S pour passer de a & £, mais c’est un probléme difficile, équivalent
a calculer directement le potentiel effectif T'[¢] & partir du hamiltonien micro-
scopique H[¢p]. Comme on va le voir, décomposer une grosse transformation
d’échelle en beaucoup de petites offre plusieurs avantages.

Hamiltoniens et champs renormalisés

Les transformations itérées donnent donc un « flot » (en fait ici une appli-
cation itérée — donc des « mappings ») dans l'espace des hamiltoniens

H—-H —-H —- = HYN D 1N = g (12.17)

On passe du hamiltonien initial H au hamiltonien renormalisé Hg, en fonction
du facteur d’échelle
S =B (12.18)
Hs dépend a la fois du facteur d’échelle S' et du hamiltonien initial H, donc
devrait s’écrire H*™[S; H].
Simultanément on a effectué une série d’opérations de renormalisation et
de changements d’échelle sur les champs

o(x) = BT2¢(') = B8 (o) = - = BrAraTralT 40
(12.19)
qui conduit & définir un « champ renormalisé » ¢4 relié au champ initial ¢ par
un facteur multiplicatif Z(S)

¢s(ws) = ¢ (as) = Zsdlz) ;  ws=ua/S (12.20)
avec le facteur de renormalisation du champ
Z(S) = Zg = BATA +o ATy (12.21)

Rappelons que chaque A peut dépendre du point (dans 'espace des hamil-
toniens) H(™ 0w on est arrivé a 'étape n en partant du hamiltonien initial 7.
Donc le facteur de renormalisation du champ Z(S) dépend du facteur d’échelle
S et du hamiltonien initial H, et devrait s’écrire Z(S;H).
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Le (semi-)groupe de renormalisation

Notons Rg la transformation dans « I’espace des hamiltoniens » correspon-
dant & une transformation itérée de facteur d’échelle S

H B s S facteur d’échelle (12.22)

Ces transformations forment un (semi-)groupe multiplicatif dans le facteur
d’échelle S

Rs, ©Rs, = Rs,s, (12.23)

C’est dans un semi-groupe additif dans le logarithme de S, que 'on va noter
s, et d’incrément As

s = log(S) = NAs As = log(B) (12.24)

s joue le role d'un « temps » discret pour les transformations d’échelle.
L’ensemble de ces transformations dans « ’espace des hamiltoniens du sys-
téme » forme ce qu’on appelle le groupe de renormalisation. Rappelons qu’un
semi-groupe est un objet mathématique analogue a un groupe, mais sans
inverse. Ici les transformations n’ont pas d’inverse, car en général deux hamil-
toniens différents peuvent conduire au méme hamiltonien renormalisé. En effet
dans la procédure de renormalisation on « perd de 'information » sur les degrés
de liberté et la dynamique du systéme. Un exemple explicite est donné dans
12.8.

Action du groupe de renormalisation sur les observables

Les caractéristiques de I’action d’une transformation élémentaire de renor-
malisation (bloc de spin) s’étendent évidemment aux transformations itérées
générales. Si Zy (L) désigne la fonction de partition pour le systéme initial,
mais pour un réseau fini de taille L (et de maille a) on a

Zn(SL) = Zx (L) (12.25)
Pour les fonctions de corrélation, on a la relation trés importante

(@(Sz1) - O(SwK ) =~ Z2(8)" % (ps(z1) - '¢S(xK)>HS (12.26)

ou Z(S) est le facteur de renormalisation de ¢ défini par 12.20. La
méme relation s’applique évidemment aux fonctions de corrélations connexes
(¢---¢)59"™. Enfin, la longueur de corrélation &y pour le hamiltonien H est
définie par le comportement a grande distance de la fonction a deux points

(D(@)p(y))m oc e lTmul/en quand |z —y| — oo (12.27)

et on a

En = S&ns (12.28)
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12.2.5 Des applications itérées aux flots du groupe de
renormalisation

Réduction & un nombre fini de couplages

En pratique, dans les applications de ce formalisme général, on doit tron-
quer l'espace des hamiltoniens (objet mathématique mal défini) & un sous-
espace de hamiltoniens (mieux — voire bien — défini) ne dépendant que d’un
nombre fini ou discret de parameétres (couplages). La projection sur un tel
sous-ensemble se fait en utilisant des transformations du groupe de renormal-
isation approchées, par une procédure de troncature, et en fixant un nombre
fini de conditions de normalisation (autant que de couplages). On va voir des
exemples explicites dans la suite. Ceci s’avére justifié aux voisinages des points
fixes, ou la méthode est pertinente. Tout le jeu consiste & trouver de bons
choix de troncatures tels que les caractéristiques globales des transformations
de renormalisation soient préservées, et qui permettent de calculer avec une
bonne précision ces flots.

Des applications itérées aux flots continus

Quand le nombre d’itérations est grand, N > 1, on peut souvent considérer
le facteur d’échelle S comme un parameétre continu et non plus discret. Cette
approximation est justifiée au voisinage des points fixes des transformations du
groupe de renormalisation, ou la vitesse du flot est petite, donc ou les « pas »
des itérations dans 'espace des couplages dx = k' — k sont petits. On peut
donc faire un grand nombre d’itérations en restant dans un petit domaine de
couplages. On le vérifiera explicitement sur des exemples dans la suite.

Une autre justification est donnée par 1’étude des modéles définis avec un
régulateur UV dans I'espace des moments k au lieu de I'espace des positions x
(modification du comportement & haute énergie au lieu de discrétisation par
réseau). Dans ces cas on peut définir assez proprement des transformations de
renormalisation dépendant d’un paramétre continu S.

Dans le cas o le nombre de parameétres est fini, ou au moins discret, et
ou les transformations de renormalisation dépendent d’un parameétre d’échelle
continu S, s = log(S) est un paramétre réel et on peut alors supposer que les
transformations du groupe de renormalisation forment un groupe continu de
transformation. Autrement dit, on peut oublier les détails de la discrétisation
et le fait que des hamiltoniens trés différents peuvent se renormaliser dans le
méme Hg.

Dans ce cas les itérations du GR prennent la forme d’équations de flot (de
courant) engendré par un champ de vecteur dans l'espace des couplages.
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Opérateurs et flots dans ’espace des couplages

Pour rendre ces considérations plus précises — sans qu’elles soient plus
rigoureuses a ce stade —, on considére des hamiltoniens de la forme

H[o] = a”> > K Oaloi] (12.29)

€A«

ou les O, sont des opérateurs locaux (dans le sens d ’observables locales) dans
les champs, de la forme générale

Oulgi] = V"¢ V™2 Vg, (12.30)
V désignant 'opérateur de différence finie sur le réseau.

Vudi = Piter — @i (12.31)

Par exemple, pour les hamiltoniens de type Landau-Ginsburg(-Wilson) les
opérateurs sont

1, 6%, &', (Vo)?, ¢° ¢°, (Vo)', (A9)*, ¢°(Vg)?, etc. (12.32)

Les paramétres k% sont les couplages associés aux opérateurs O,. Dans la
littérature ils sont parfois appelés des « champs », car certains correspondent
a des champs externes (par exemple le couplage associé & ¢ est le champ
externe h). Cette dénomination peut induire des confusions avec le champ ¢ (le
parameétre d’ordre). Donc ici on parlera de couplage pour les k%, d’opérateurs
pour les observables locales O, [¢] et de champ seulement pour ¢.

Les k® sont les coordonnées d'un point k& = {k*; a = 0,1,---} dans un
espace de hamiltoniens. Les transformations de renormalisation agissent donc
sur les couplages comme un groupe de transformation additif & un paramétre
continu s = log(9)

Kk 25 ks = K(k,s) s = log(S) (12.33)

Elles définissent un flot dans 'espace des couplages (voir figure 12.5).

K, K, K3
K (s=0) k()

FIGURE 12.5 — Les itérations des transformations du GR peuvent étre remplacées
par un flot continu dans ’espace des couplages.

Si on suppose que ces transformations sont suffisamment réguliéres dans
le paramétre s (en fait elle doivent étre au moins de classe C!, c’est-a-dire
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différentiables, et dans la suite on supposera qu’elles sont C?), en utilisant
Padditivité et la structure de groupe K(K(k, s1),s2) = K(k,s1 + s2), et en
prenant un s, infinitésimal,

s1=s=1log(S), s2=ds=4dS/S (12.34)
elles peuvent s’écrire sous forme différentielle
k(S +dS) = k(S) 4+ dS ST W(k(S)) + O(dS?) (12.35)

W est un champ de vecteur défini sur lespace des couplages. W (k) est le
vecteur au point k. Dans le systéme de coordonnées donné par les couplages
{k% a=0,1,---},les composantes du champ de vecteur W sont des fonctions
des couplages {W%(k); « = 0,1,---}. Ces fonctions seront appelées ici les
fonctions de Wilson. A chaque couplage k® est associée une fonction de Wilson
W, qui dépend a priori de tous les couplages du modéle.

12.2.6 Equations de flot et dimension d’échelle de ¢
Fonctions de Wilson et équations de flot

Avec ces définitions, les transformations de renormalisation prennent la
forme d’équations de flot (flot de transformations engendrées par un champ de
vecteur)

d
SEH(S) = W(k(9)) (12.36)

ou en termes de composantes (les couplages individuels)

d e} . (e}
SEK (8) = W*(k(9)) (12.37)

Renormalisation et dimension d’échelle du champ ¢

Lorsque les transformations de renormalisation peuvent s’écrire comme des
équations de flot, la renormalisation du champ ¢ peut s’écrire également sous
forme différentielle. La variation du facteur de renormalisation (linéaire dans
notre procédure) du champ, Z(S), ne dépend en effet que des couplages a
léchelle S, k(s). On peut donc écrire, comme on ’a supposé

S% log[Z(9)] = A(k(9)) (12.38)

ot A(k) n’est autre que la puissance A qui intervient a chaque étape de la
renormalisation du champ ¢, cf. Eq. (12.8). La fonction A(k) est appelée la
dimension d’échelle du champ ¢, et est notée A,. Elle dépend des couplages
K en général, et c’est une fonction sur I'espace des couplages.
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Renormalisation du champ ¢ et du champ externe h

Le traitement du champ ¢ semble différent de celui des couplages k. En
fait le champ ¢ est I'opérateur associé au champ externe h considéré comme
couplage supplémentaire. Il correspond a I’ajout au hamiltonien microscopique
du terme

Mol — Mo+ M), 5HIg) = ~h [ dPwola) = —aP 3o hor (1239)

€A
Dans une étape élémentaire de la procédure de renormalisation, ce terme se
transforme comme

Y héi = > hB ¢, = Y hBP¢ (12.40)

i€A beA iEA
donc le couplage h est renormalisé comme
h — I = BP=%h

En itérant pour obtenir un rescaling par un facteur d’échelle S, le couplage h
se transforme donc en

h — h(S)=SPZ(S)'h (12.41)

On peut donc définir une fonction de Wilson associée au couplage h. Elle
dépend de h et des couplages k, et est simplement
h a
W"(k;h) = S%h(S) = (D - A(n)) h (12.42)
La dimension A, du champ ¢, qui nous dit comment le champ ¢ est rescalé par
les transformations du GR, est donc simplement reliée au flot de la constante
de couplage h (le champ externe) par

Wh = (D—-2Ay)h (12.43)

Cet argument est général et permet de définir la dimension d’échelle A pour
le champ ¢ a partir du flot pour h dans le cas de transformations d’échelles
non linéaires dans le champ, en particulier les transformations dites de bloc de
spin ou de décimation a la Migdal-Kadanoff (voir section suivante).

Covariance des équations de flot

Le fait que les transformations du GR dérivent d’un flot implique que lors
d’une redéfinition des couplages (c’est-a-dire d’un changement de systéme de
coordonnées dans U'espace des hamiltoniens), kK — & les fonctions de Wilson
changent W — W comme des vecteurs contravariants (composantes d’un
champ de vecteur)

_ Or“

kY — RY We — W avec W*(R) = a—ﬁWﬁ(n) (12.44)
K
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La dimension du champ Ay se transforme comme un scalaire (0-forme)

gl = By[R] = Aglw] (12.45)

12.2.7 Exercices

Exercice 12.1. Théorie de Landau
On peut considérer la théorie de Landau du point de vue de Wilson. Partir du
modeéle défini par le hamiltonien de Landau

H[g] = /d% B(w)? + %%2 + %qﬁ‘* — hoo (12.46)

(ro = t est la température réduite). Montrer que dans le programme des trans-
formations du groupe de renormalisation, si on néglige les fluctuations en iden-
tifiant les champs et hamiltoniens effectifs de bloc avec leurs correspondants
microscopiques

dx) = o(x) et Hexld] = H[4] (12.47)

le reste de lanalyse (rescaling et étude des couplages renormalisés) se réduit
a l’analyse dimensionnelle classique présentée dans la section sur la théorie de
Landau dans 11.7.4. En déduire que les fonctions de Wilson pour les couplages
r, u et h sont simplement

_2+D

We=2t, Wu=(@-Du, Wi==3"h (12.48)

Quelle relation y a-t-il entre les fonctions W et les dimensions des couplages 7

Exercice 12.2. Modéle gaussien D =1

Le modéle gaussien sur réseau est un cas exactement soluble de calcul de renor-
malisation. La physique n’est pas intéressante (pas de transition de phase),
mais met en évidence les propriétés des transformations : localité, caractére de
semi-groupe, etc. On part du modéle gaussien sur réseau & D = 1. Le réseau
est Z. Le hamiltonien le plus général invariant par translation est

M) = Y LomKnaot)  Kpu = Km-n)  (1249)
VA

On effectue des transformations avec des blocs de 2 spins (B = 2) donc
A

&' (m) = 27(¢>(2m) + ¢(2m + 1)) (12.50)

Question 1 : Montrer que la renormalisation s’exprime simplement sur la
transformée de Fourier G(k) de linverse du noyau K, ,, le propagateur
Gm,n = (K_l)m,n

K(k)y=Y e ™Ky, ., Glk) = K(k)™? (12.51)
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comme G — G’ avec
G'(k) = ? [G(k/2)(1 + cos(k/2)) + G(k/2 +m)(1 — cos(k/2))] (12.52)

Question 2 : En partant du modéle ultralocal ot Ky, ,, # 0 si m —n| <1
(interactions entre plus proches voisins), montrer que les hamiltoniens renor-
malisés H(Y) sont caractérisés par des noyaux K,(nN% avec interactions décrois-
sant exponentiellement avec la distance |K7(nNT)L| < exp(—clm —n]), ¢ > 0. Une
telle décroissance garantit le caractére local des interactions dans la limite
continue.

Question 3 : De fagon générale, vérifier que si K est un noyau local positif
(décroissance exponentielle a Uinfini + parité) ceci implique que K (k) est ana-
lytique dans une bande autour des k récls et que K(k) > 0 si k # 0. Alors
montrer que K’ est aussi local et positif. R

Question 4 : Montrer que les modeéles de masse nulle tels que K (k) = a k* +
O(k*) (donc K(0) = 0) se renormalisent dans des modéles de masse nulle. Si
K (0) # 0, comment ce terme dominant se renormalise-t-il ?

Question 5 : Montrer qu’il est naturel de choisir A = —1/2 pour que le terme
dominant a petit k pour les théories de masse nulle ne soit pas renormalisé

Kk)=ak?+ 0k — K'(k)=ak®>+ 0@k (12.53)
Question 6 : Montrer que le point fixe de ces transformations est

~ 1 1
G (k) = —5—— — = 12.54
*) 4 sin*(k/2) 6 ( )
Question 7 : Montrer que deux noyaux différents K7 # K5 peuvent donner
par renormalisation le méme noyau renormalisé K] = KJ. Ceci implique que
les transformations de renormalisation forment un semi-groupe. Pouvez-vous
caractériser I’ensemble des noyaux qui ont la méme image ?

Exercice 12.3. Modéle gaussien D > 1

Essayer de répondre aux mémes questions pour un modéle gaussien général
sur un réseau hypercubique Z” en dimension D > 1 et des transformations de
« bloc de spin » sur des hypercubes de taille B = 2 contenant 2 sites.

Exercice 12.4. Décimation sur le modéle gaussien

On considére le méme modéle gaussien sur réseau Z2, mais avec une procédure
de renormalisation différente. On intégre sur les fluctuations de ¢ tous les sites
qui n’ont pas de coordonnées purement paires, et on garde comme champs
renormalisés les champs ¢ sur ces sites pairs, sans les faire fluctuer. Autrement
dit on passe lors de la transformation de bloc de spin du réseau A et du champ
¢ au réseau \ et au champ ¢ avec

A=7P - A=02%x2)", ¢m — ém = dom avecm € Z°  (12.55)

Répéter 'exercice, au moins pour le cas D = 1. Caractériser le nouveau point
fixe de ces transformations. Montrer que les transformations forment toujours
un semi-groupe.
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12.3 Renormalisation & la « Migdal-Kadanoff »

12.3.1 Modéle d’Ising sur réseau triangulaire, principe
Introduction

Des transformations de bloc de spins pour des modéles simples comme
le modéle d’Ising ont été introduites par L. Kadanoff dans les années 1960,
et représentent une étape importante dans la compréhension des phénomeénes
critiques et l'idée du groupe de renormalisation. Nous allons en donner ici
un exemple simple, inspiré des idées de L. Kadanoff et de A. Migdal. On
va considérer pour simplifier le modéle d’Ising en deux dimensions, et sur
un réseau triangulaire (ce cas est commode pour les calculs). La méthode est
basée sur des transformations de bloc de spin simple, et sur une approximation
variationnelle pour traiter les interactions entre les blocs.

Le hamiltonien microscopique pour des interactions entre plus proches
voisins est noté

HS] = — | JoNaites + 1 D S1S5+ 12 8, (12.56)

<ij> A

Les paramétres sont notés J. Jy est juste relié a I’énergie du fondamental, J;
est le couplage ferro, Jo est le champ externe. La température est normalisée
akpT =1.

Transformation de bloc de spin

La procédure de décimation est construite & partir des blocs de trois spins
organisés en triangles disposés comme sur la figure 12.6. Le réseau des blocs
A est encore un réseau triangulaire, tourné de 7/6 et dilaté par rapport au
réseau initial par un facteur d’échelle

B=+V3 (12.57)

>
>

N

NN/

FIGURE 12.6 — Transformation de « bloc de spin » sur le réseau triangulaire.
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Le spin effectif d'un bloc b = {i,j,k}, Sy, est défini comme le signe de la
moyenne des trois spins du bloc

Sy, = Signe(S; + S; + Sk) (12.58)
Explicitement

(F4) (ht), (=4, () = ()
(= ), =) -0 = ()

Les spins de bloc sont donc toujours des spins d’Ising S, = +1. Contrairement
aux transformations 12.3 considérées dans la section précédente, la transfor-
mation 12.58 est ici une transformation non linéaire dans le parameétre d’ordre
microscopique S; — Sp.

Enfin on rescale le réseau A — A/, qui est le méme que le réseau initial
A (& une rotation d’angle 7/6 pres), par le rescaling des distances © — 2’ =

x/+/3. Les spins S n’ont pas besoin d’étre renormalisés puisque les spins .S
sont toujours des spins d’Ising (S = +1). Done

S, — S,=8, (12.59)

K3

12.3.2 Approximation variationnelle

Pour calculer le hamiltonien renormalisé H’, on va traiter exactement les
couplages dans chaque bloc, et les couplages entre blocs par une approximation
de champ moyen. Dans le cadre de cette approximation, nous allons voir que
H’ reste de la méme forme que le hamiltonien d’Ising initial H.

On sépare les termes de couplage de spins en deux contributions, celle des
liens dans un bloc < b >, donc associée aux sites du réseau renormalisé, et
celle des liens entre blocs voisins < bb’ >, donc associée aux liens sur le réseau
renormalisé.

DSSi=D0 D SSi+ Y, Y, SS

<ij> b <ij>€b <bb'> <ij>E<bb >

Le hamiltonien renormalisé H’ s’écrit par définition

e~ M[S] Z e~ HISi] — H Zvloc|Sh] <eJ2 Dchbl> 2o<ig>e<bb! > Sisj>
Si—Sy b

{Su}
Zuloe étant la somme des termes & 'intérieur du bloc b
Tiioc£1] = 30 (315372 4 3e=h12) (12.60)

C’est le deuxiéme terme qui est compliqué et qui va donner des termes
d’interactions & N > 2 spins et des termes non locaux dans H’. On fait une
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approximation (du type variationnelle) pour estimer ce terme, en le remplacant
par

<exp lJQZ > sisij]>{Sb}—> exp <J2Z > sisj>{5b}

<bb'> <ij>e<bb’ > <bb'> <ij>e<bb >
(12.61)
Comme les variables de bloc S, sont fixées dans chaque bloc, le terme dans
I’exponentielle de droite se factorise en

<J2 >y Sisj> = 25 ) (Si)g,(Si)s, (12.62)
{Su}

<bb'> <ij>E<bl > <bb'>

avec
e3J1i3J2 + e—JliJg

<Ssite>:|:1 = e3/153)5 { 3a— 1t (12'63)

On peut donc, dans le cadre de cette approximation variationnelle, écrire le
hamiltonien renormalisé comme celui d’'un modéle d’Ising avec interactions
entre plus proches voisins

HIS] = He[S1==> (Jo+ 1550 — > JiSiS; (12.64)

7 <ij>

12.3.3 Couplages renormalisés

Le calcul des couplages renormalisés J’ en fonction des couplages initiaux J
est un calcul algébrique facile, mais un peu fastidieux. Le point intéressant est
que les relations peuvent étre linéarités lorsque le champ externe J; est petit.
La renormalisation du couplage ferromagnétique .J; s’obtient assez facilement
en faisant Jo = 0

3J; —J1\ 2
! € te 2
Celle du champ externe Jo est
3J; —J
! © +e 3

12.3.4 Points fixes et flot du GR

Considérons les itérations de cette transformation pour le modéle en champ
nul (J; ~ B = 0). La transformation J; — J| a trois points fixes, deux points
fixes attractifs triviaux J; = 0 et 400 et un point fixe répulsif non trivial

1
Ji = log(1+ 2v/2) ~ 0, 3356... (12.67)
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Para point critique Ferro
° -~ - °
*
0 J;

FIGURE 12.7 — Les 3 points fixes de la transformation de renormalisation pour le
couplage d’Ising et leur interprétation.

Si0< J < Jf,0< Jj < Jp, tandis que si J; > J7, J| > Ji. Autrement
dit si on itére la transformation, le couplage renormalisé tend respectivement
vers le point fixe J; = 0 (modéle d’'Ising a température co) ou vers le point
fixe J; = oo (modéle d’Ising & température nulle). On va voir dans la suite
que le point fixe J;* s’identifie au point critique du modeéle d’Ising, et que les
deux domaines [0, Jf[ et ]J;, 00] correspondent aux deux phases du modéle
(respectivement désordonnée = paramagnétique et ordonnée = ferromagné-
tique). On voit également qu’en champ externe Jo # 0, J> est renormalisé et
que | J5| > |J2| pour toute valeur de .J;. Les transformations de renormalisation
sont répulsives, donc éloignent Jo de 'axe Jy = 0.

Enfin, on voit qu’au voisinage du point fixe J; = JJ, Jo = 0, les trans-
formations de renormalisation sont petites et que l'on peut approximer les
applications itérées J — J' — J” — .- JW) par un groupe de transforma-
tions continues J — J(.9).

12.3.5 Exercices

Exercice 12.5. Transformations complétes

Déduire la forme compléte (non linéaire en J3) des transformations de renor-
malisation pour J; et Jy (et si vous le souhaitez Jy). Analyser la structure des
flots.

Exercice 12.6. Linéarisation des flots

Linéariser les transformations J — J’ au voisinage du point fixe J* = (J5,0).
Montrer que (J' —J*) = M(J — J*) ou M est une matrice 2 x 2. Montrer que
cette matrice est diagonale et calculer (numériquement) ses valeurs propres A
et Ao. La théorie de Wilson discutée dans la section suivante montre que les
exposants critiques sont

log B
vV =
log Ay

log A2
log B

., m=2+2-2

o B = /3. Calculer ces exposants dans cette approximation et les comparer
aux valeurs exactes pour Ising 2D.

Exercice 12.7. Couplage a trois spins
On ajoute un terme de couplage a 3 spins dans le hamiltonien microscopique,
donné par la somme sur tous les triangles t = (i1, 42,43) du réseau triangulaire
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du produit des spins

HlSl=—Js > S8i8,5% (12.68)

t=(41,i2,i3)

Montrer que la procédure de bloc de spin introduite précédemment permet de
traiter également ce couplage. Construire les transformations de renormalisa-
tion pour les couplages Jo, Ji et J3, au moins & 'ordre linéarisé en J; et Js.
Analyser les flots des transformations dans I’espace de ces trois couplages. La
nature du point fixe est-elle changée 7

Exercice 12.8. Décimation sur réseau carré

D’autres procédures de bloc spin sont possibles. Voici un exemple. On consi-
dére le modeéle d’Ising sur un réseau carré. On divise le réseau en bloc de deux
spins (dimeéres) organisés comme indiqué ci-dessous. Chaque bloc contient un
site blanc et un site noir. On décime les spins blancs en choisissant le spin
renormalisé comme étant égal au spin noir. Autrement dit on oublie le spin
blanc en sommant sur ces deux valeurs possibles

b= (e,0), Sp=25 (12.69)

Le principe d’une telle procédure de décimation est illustré ci-dessous

(12.70)

Quel est le facteur d’échelle B de cette transformation ? Avec le méme schéma
d’approximation (variationnel) que précédemment, écrire les transformations
pour les couplages J2 et J; du modele d’Ising.

Pouvez-vous construire des procédures de décimation analogues pour le
modéle d’Ising sur réseau hypercubique ZP en D dimensions ? Ecrivez les
transformations pour les couplages. Pouvez-vous dire quelque chose sur la
limite D — oo ?

12.4 Points fixes et variétés critiques

La théorie du groupe de renormalisation consiste a généraliser et systéma-
tiser I'analyse des transformations de renormalisation dans I'espace des hamil-
toniens, et & associer les points fixes et sous-espaces invariants sous ces trans-
formations aux points et aux comportements critiques du modéle statistique
que l'on étudie par ces méthodes. Dans cette analyse un role essentiel est joué
par les points fixes du groupe de renormalisation et par 'analyse de ce qui se
passe au voisinage de ces points fixes.
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phase A

FIGURE 12.8 — Un point fixe attractif des flots du GR : le bassin d’attraction
correspond a une phase du systéme.

12.4.1 Principe général : géométrie des flots et phases du
systéme

Pour qu’une analyse de renormalisation soit possible, on fait généralement
les hypotheses suivantes (validées en pratique, par exemple dans les calculs
approchés de transformations de « block spin » discutés précédemment).

1. Les transformations du groupe de renormalisation K — k(S) sont des
fonctions réguliéres des paramétres (couplages) k.

2. On peut les traiter comme des flots continus en s = log(S), engendrés
par un champ de vecteur W donné par les fonctions de Wilson

Ak dk

— = W(k — = W(k 12.71

= W) = = W) (12.71)

3. La topologie et la géométrie des trajectoires sont relativement simples
(dans les cas physiques génériques), pas de cycles limites, d’attracteurs
étranges, etc. La structure globale des flots sera décrite par les points
fixes et les bassins d’attraction.

Ces hypotheéses sont hautement non triviales en fait, et sont plutot au
départ des observations. De fagon générale, ce que l'on observe est la chose
suivante.

1. Le bassin d’attraction A d’un point fixe attractif k4 correspond a une
phase donnée du systéme. Pour toute valeur des paramétres micro-
scopiques Kk € A, les propriétés macroscopiques (grande distance) du
systéme seront les mémes, et sont décrites par celles du point fixe.
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,,,,, ligne instable

b B IS

Vo ~...... surface critique
R, point fixe K*

phase B

FIGURE 12.9 — Les flots du groupe de renormalisation au voisinage d’un point fixe
avec une direction instable : son bassin d’attraction est la surface critique qui sépare
deux phases du systéme.

2. La frontiére entre deux bassins d’attraction A et B est une variété V
de codimension un dans ’espace des paramétres. Elle correspond & la
transition entre ces deux phases : si on fait varier contintiment un des
paramétres, par exemple la température, on se déplace dans 'espace
des paramétres et quand on traverse la surface V, les propriétés macro-
scopiques du systéme changent de A & B. V est donc une (hyper)surface
critique, ’ensemble des couplages correspondant a un point critique entre
les phases A et B.

3. Cette variété critique est stable sous les flots du groupe de renormali-
sation. On s’attend donc a ce qu’elle contienne elle-méme un point fixe
Kk*, avec une seule direction instable. La variété critique est le bassin
d’attraction de ce point fixe k*, qui va donc décrire les propriétés a
grande distance du systéme au point critique.

On va donc étudier les propriétés des flots au voisinage d’un tel point fixe et
leurs conséquences pour la physique du systéme.

Comme on ’a dit, en théorie les flots du groupe de renormalisation pour-
raient présenter des cycles limites, voire des comportements plus complexes
(attracteurs étranges, régimes chaotiques). En pratique ce n’est généralement
pas le cas, sauf pour des systémes physiques trés particuliers. Il y a des raisons
sous-jacentes pour cela. En dimension deux D = 2, le « Théoréme C » de
A. B. Zamolodchikov [Zam86] montre que pour de nombreux systémes les
flots du groupe de renormalisation sont des flots qui dérivent du gradient
d’une « fonction ¢ », qui ne peut donc que décroitre sous les flots, ce qui
exclut des comportements complexes. Le théoréme C repose sur les pro-
priétés d’invariance conforme et d’unitarité de nombreuses théories des champs
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bidimensionelles, qui seront discutées dans le chapitre 18. Il existe des général-
isations de ce résultat en dimension D > 2, en particulier un « Théoréme A »
en dimension 4 [KS11]. C’est un domaine encore activement étudié.

12.4.2 Linéarisation au voisinage d’un point fixe : champs
et dimensions d’échelles

Les propriétés locales des flots du GR au voisinage d’'un point fixe K*
suffisent déja pour déterminer beaucoup de caractéristiques des points cri-
tiques, en particulier les propriétés d’universalités et les lois d’échelle aux points
critiques.

Linéarisation des flots

Un point fixe est un zéro des fonctions de Wilson, donc au voisinage d’un
point fixe k* on peut linéariser les flots

Wk) = W% - (5% — k) + O(|k — k*]?) (12.72)

avec la convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés. Les WG
sont les dérivées du champ de vecteur au point fixe
owe

K

et forment la matrice jacobienne W’ = {W%} du champ de vecteur W au
point K*.

A ce stade nous allons faire une hypothése supplémentaire, en général satis-
faite pour des systémes physiques « simples ». Nous supposons que la matrice
réelle W' est diagonalisable, donc avec des valeurs propres réelles, et qu’il
existe une plus grande valeur propre \g, et que les valeurs propres de W' sont
dénombrables et s’ordonnent comme

A>A > A > > A > (12.74)

Dans ce cas, on peut diagonaliser W’ = U~ ' diag(\,) U et se placer dans un
systéme de coordonnées locales k — g = {¢g*} (dans l'espace des couplages)
dont le point fixe est I'origine et dans lequel la matrice W’ est diagonale. Un
tel systéme est donné simplement par

g=U(k—K") ie  g*=U%r —r*") (12.75)

Comme W est un champ de vecteur dont les composantes W< se transforment
comme 12.44 sous un changement de coordonnée, dans les nouvelles coordon-
nées g% le point fixe et la matrice W’ deviennent respectivement

K — g~ =0, W' —  diag()\.) (12.76)
Autrement dit, au voisinage du point fixe, dans ce nouveau systéme de coor-
données, les fonctions de Wilson sont simplement

We(g) = Xag®+0(g?) (12.77)
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Couplages/champs d’échelle et opérateurs d’échelle

Réexprimer le modéle et les transformations du GR en termes des nouveaux
couplages équivaut a réécrire le hamiltonien H (défini par 12.1) comme une
perturbation du hamiltonien correspondant au point fixe H*, perturbation
obtenue en ajoutant de nouveaux opérateurs O, avec les couplages g%

Hg) = H'6] + / P2 7 0uld] (12.78)

Les couplages g% sont appelés couplages d’échelle ou champs d’échelle (scaling
fields). Ils mesurent ’amplitude de la perturbation du hamiltonien au point fixe
par des opérateurs associés O, (¢), les opérateurs d’échelle (scaling operators).
La dénomination « champ d’échelle » (scaling field) vient de ce qu’on peut
voir les g% comme des champs externes couplés aux opérateurs O,. Ils se
transforment simplement sous les transformations de renormalisation puisque
ces couplages effectifs sont tels que

dg®(S)
s

= Aag®(8) + O(g*) = g%8) =S8N g*+..- (12.79)

En fait la situation est un peu plus complexe, & cause d’opérateurs qui cor-
respondent & une reparamétrisation des ¢ (opérateurs redondants), mais nous
n’en discutons pas a ce stade.

Dimensions d’échelle

La valeur propre A* de W associ¢e au couplage g caractérise comment
le couplage évolue avec S et est appelée naturellement la dimension d’échelle
(scaling dimension) de g*.

AY = dim[g?] = Age dimension d’échelle de g“ (12.80)

De méme la dimension d’échelle de l'opérateur associé O, est définie comme

Ao, = dim[O,] = D — X" dimension d’échelle de O, (12.81)

C’est en accord avec les définitions déja données pour les dimensions du champ

¢ (Vopérateur associé au parameétre d’ordre) et du champ externe (le terme
source) h.

A = A¢ = dlm[¢] ) Ah = dlm[h] =D — A¢ (1282)

Nous sommes donc en train de parler de dimension en impulsion k (espace

réciproque) ou en masse m, c¢’est-a-dire en inverse des distances x dans l'espace
réel. On a [k] = +1, [z] = —1.
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Couplages essentiels, inessentiels et marginaux

Le signe de la dimension du couplage g détermine si le flot du GR est
attractif ou répulsif au voisinage du point fixe. Si le flot est répulsif le couplage
est dit pertinent ou essentiel (relevant en [fr|anglais), si le flot est attractif
le couplage est dit non pertinent ou inessentiel (irrelevant en [frlanglais), si
la dimension est nulle le couplage est dit marginal. Les mémes dénominations
s’appliquent & I'opérateur associé O.

couplage relevant A>0 opérateur relevant A<D
couplage irrelevant A < 0 opérateur irrelevant A > D (12.83)
couplage marginal A = 0 opérateur marginal A = D

En premiére approximation seuls les couplages essentiels sont importants pour
le comportement aux grandes échelles S — oo. Comme on va le voir, ce sont
leurs dimensions d’échelle A (et donc de celle des opérateurs correspondants
A) qui vont déterminer les exposants critiques associés au point fixe.

Retour sur les hypothéses

Revenons maintenant sur '’hypothése que la matrice W’ est diagonali-
sable. C’est d’abord une observation « expérimentale ». Dans un grand nom-
bre de situations physiques, les calculs explicites de renormalisation (renor-
malisation dans Pespace réel, développement en €) montrent que les valeurs
propres sont réelles (au moins les plus petites que ’on peut calculer). Cela peut
ensuite s’expliquer par des arguments généraux de théorie des champs basés
sur I'unitarité. Comme on va le voir plus loin, les classes d’universalité sont
associées a des théories quantiques des champs, et les théories les plus simples
qui décrivent les points critiques « usuels » comme le modéle d’Ising, les sys-
témes magnétiques, etc. sont des théories unitaires. Les opérateurs d’échelle O,,
(voir plus loin) correspondent aux observables locales (opérateurs hermitiens)
de la théorie des champs, et 'unitarité implique que leur dimension d’échelle
est réelle. Enfin, 'unitarité se traduit pour des modéles de mécanique statis-
tique sur réseau (avec des degrés de liberté classiques et discrets) par le fait
que leur matrice de transfert est auto-adjointe (symétrique ou hermitique).

Les situations ot les valeurs propres de W sont complexes, ou bien ou
W' n’est pas diagonalisable sont plus rares, mais se rencontrent dans certains
systémes, en particulier des systémes désordonnés. Il faut signaler aussi qu’il
existe des classes importantes de systémes physiques avec des points fixes ol
les dimensions des opérateurs d’échelle sont réelles, bien que la théorie des
champs associée soit non unitaire ! Enfin 'unitarité assure en général qu’on
n’a pas de situation « exotique » ot les itérations du GR présentent des cycles
limites, des attracteurs étranges et un comportement chaotique, etc.
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12.5 Exposants critiques, lois d’échelle et
universalité

12.5.1 Point fixe avec une direction instable

Avant d’aborder la discussion détaillée de ce qui se passe au voisinage
d’un point fixe, et plus généralement d’une surface critique, faisons un rap-
pel important. Les concepts de couplages d’échelle (relevants ou irrelevants) et
d’opérateurs d’échelle sont relatifs au voisinage d’un point fixe dans l’espace
des couplages, et ne sont pas absolus. En général les flots du GR possédent
plusieurs points fixes, et les dimensions des couplages et des opérateurs (quand
on peut les considérer globalement) sont différentes aux différents points. Un
couplage peut étre relevant au voisinage d’un pont fixe et irrelevant au voisi-
nage d’un autre.

Considérons d’abord le cas le plus simple : le point fixe ne posséde qu'une
seule direction instable, il n’y a donc un seul couplage relevant gg, tel que
Ao > 0. Les autres couplages g, sont irrelevants (0 > a3 > ag > ---). La
surface critique (bassin d’attraction du point fixe) est donc de codimension 1,
et sépare les deux phases go > 0 et gg < 0.

Ce cas s’applique au modéle d’Ising et au modéle de Landau Ginzburg en
champ nul A = 0. On se restreint aux hamiltoniens H|[¢| pairs, invariants 75
(¢ — —¢). Le couplage essentiel est 'écart a la température critique

T-T.
==

go =1
et I'opérateur associé Og(x) est 'opérateur « énergie » locale, noté e(x).

12.5.2 Invariance d’échelle au point fixe, exposant 7

On suppose que l'on est au point fixe g* = 0. L’action générale d’une
transformation d’échelle sur les fonctions de corrélations & /N points est donnée
par 13.4.4

(@(Sz1) - o(Str))g = Z(S)™™ (p(a1) - d(zK))g(s)
Au point fixe g*, g(S) = g* et Z(S) = S*" on
A* = Ay(g") (12.84)

est la dimension d’échelle du champ ¢ au point fixe. Les fonctions de corréla-
tions sont donc invariantes d’échelle

(@(Sa1) - d(Swr)g = STFA (d(a1) - dlak))gr (12.85)

Elles doivent décroitre algébriquement avec la distance, et la longueur de cor-
rélation est infinie.
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En particulier, en supposant que la fonction & deux points est invariante
par rotation a grande distance (ceci sera justifié plus loin), elle doit bien étre
de la forme (a priori exacte au point fixe)

(@(@)p(y))g. = clz—y| 72 (12.86)

ol ¢ est une constante non universelle (dépendant du modele). On rappelle
qu’a un point critique d’'un systéme statistique la fonction & deux points se
comporte algébriquement comme

(D(2)P(Y)) erig, % |2 — 9> P77

L’exposant critique 7 (correction au champ moyen) est donc relié a la dimen-
sion du champ au point critique A* par

n=D+2-2A, = 2—D+2A* (12.87)

12.5.3 Approche du point fixe, longueur de corrélation
et exposant v

On considére maintenant le systéme au voisinage du point fixe. Dans un
premier temps on néglige les couplages inessentiels g,, @ = 1,2,---, et donc
seul go # 0. On est sur la ligne instable, trajectoire des flots qui s’échappent
du point fixe (figure 12.10).

_ = O e

0 go

FIGURE 12.10 — Flots du GR au point fixe avec un seul couplage essentiel go.

Puisqu’on est en dehors de la surface critique, on est a priori dans une
phase massive et la longueur de corrélation £ est maintenant grande, mais
finie. On ne connait pas sa valeur précise £(go), mais on sait que

En(S) = gel) et (S = S0 (1288)

On connait donc la dépendance en gg de &

E(g0) =a lgo| (12.89)

avec a une constante non universelle (dépendant du modeéle). Puisque Ao est
positif (le couplage go est relevant), la longueur de corrélation ¢ devient bien
infinie au point fixe critique gg = 0.

Pour le modeéle d’Ising ou le modéle de Landau-Ginsburg, le couplage
important k est la température et le couplage (champ) d’échelle gy est donc
relié a ’écart au point critique

go x T =T, (12.90)
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_— e e

0 g

FIGURE 12.11 — Flots sur la surface critique avec un seul couplage inessentiel g;.

L’exposant critique v (divergence de la longueur de corrélation) est égal a
Iinverse de la dimension du couplage relevant gy au point fixe

1 1
%~ dmlg (1251)

Donc les deux exposants 7 et v sont directement reliés aux dimensions d’échelle
du champ ¢, A*, et du couplage essentiel gy, \g, au point fixe.

12.5.4 Universalité des lois d’échelle sur la surface
critique

Il faut maintenant vérifier que les autres couplages inessentiels au voisinage
du point fixe ne modifient pas ces résultats.

En général, pour un systéme donné (par exemple le modéle d’Ising avec
couplages entre plus proches voisins) au point critique, c’est-a-dire a la tem-
pérature critique T, on n’est jamais au point fixe, mais seulement quelque part
sur la surface critique (variété stable de codimension 1), a une distance finie
du point fixe. Si on est dans ce cas général, donc sur la surface critique, mais
pas exactement au point fixe, il faut tenir compte des couplages inessentiels et
estimer s’ils modifient ou non les comportements d’échelle.

Je considére ici pour simplifier le cas simple ou il y a un seul opérateur
inessentiel O; avec le couplage g1 (de dimension A\; < 0) et ol on est toujours
suffisamment prés du point fixe pour pouvoir linéariser les flots du GR (et
donc considérer que la dimension du parametre d’ordre A, = A ne dépend
pas du couplage ¢1).

Je suppose donc que je suis a un point critique, donc sur la surface critique
go = 0, mais & une distance finie du point fixe, donc g1 # 0. La fonction a
deux points se comporte toujours comme

(p(S1)d(S72))g, = S22 (P(21)b(72)) gy ()

mais comme g;(S) oc S est petit quand S — oo, puisque A\; < 0 on peut
développer au voisinage du point fixe

= 572 ((@(e1)6(@2)) =0 + Og1(S)))
= S_QA*<¢(I1)¢(CC2)>g1:O + O(S_QA*JFM)

donc on trouve finalement que le comportement & grande distance de la fonc-
tion a deux points est de la forme

(D(2)d(y) =z —y| 722" (c+dlz—yM+-+) (12.92)
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avec ¢ et d des constantes dépendant des modéles. On obtient donc un terme
sous-dominant. Cet argument se généralise simplement a plusieurs couplages
inessentiels g1, g2, g3 de dimensions 0 > Ay > Ao > A3 --- , et aux fonctions &
N points.

La théorie du groupe de renormalisation prédit donc deux choses :

1. Universalité du comportement d’échelle : Les fonctions de corréla-
tions ont un comportement d’échelle & grandes distances, contrélé par
I’exposant A*, sur la surface critique au voisinage du point fixe.

2. En général il existe des corrections sous-dominantes & ce comportement
d’échelle. Ces corrections sont elles-mémes des puissances de |z —y| avec
des exposants universels, données par les dimensions d’échelle des cou-
plages inessentiels, les amplitudes de ces corrections ne sont pas uni-
verselles, mais dépendent de la position sur la surface critique.

Pour I'instant on est resté proche du point fixe, si bien que la linéarisation
des flots est une approximation valable. On verra plus loin que ces conclusions
restent valables méme si on est loin du point fixe, mais toujours sur la surface
critique.

12.5.5 Universalité de approche au point critique,
limite continue, fonctions d’échelle

Regardons maintenant ce qui se passe quand on s’approche d’un point
critique général, c’est-a-dire qu’on s’approche de la surface critique en restant
4 une distance finie du point fixe. Pour simplifier, on va d’abord considérer le
cas d’un couplage essentiel gy et un seul couplage inessentiel g1, et ot on peut
linéariser les flots.

Longueur de corrélation

On se place d’un coté donné de la surface critique (par exemple go > 0), et
on choisit un point de référence R sur la ligne instable, c’est-a-dire un couplage
giet # 0. La longueur de corrélation & = £(gi, 0) est finie en ce point, et
varie continliment avec les couplages g et g1 au voisinage de ce point. On sait
déja que si g1 =0, & x |g§°f'|1/)\0.

On est intéressé en fait au comportement de £ quand on s’approche d’un
point critique ¢ sur la surface critique qui n’est pas le point fixe 0 (voir la
figure 12.12), c.-a-d.

go — 04, g1 # 0 fixé (12.93)

Pour cela on va suivre les flots du GR a partir d’un tel couplage microscopique
jusqu’au voisinage du point R, et ajuster le facteur d’échelle S = S(gg) en
fonction de gy pour que

G(S) = g = S(go) = [go/gi] ™ (12.94)
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référence
€ finie

FIGURE 12.12 — Flots du GR au voisinage de la surface critique, go — 0 mais a
distance finie du point fixe (g1 # 0).

Ce facteur d’échelle diverge quand on s’approche de la surface critique
(S(go) — +o0 quand gy — 0) et donc dans cette limite on s’approche de
plus en plus du point R

a0
91(5(g0)) = S(90) g1 = [90/gb] * g1 — 0  puisque A <O0.

Autrement dit, ces flots ajustés du GR envoient le voisinage de ¢ dans un
voisinage de R sur I'axe instable.
On sait que la longueur de corrélation obéit & la relation d’échelle

£(g0,91) = 5&(90(5),91(5))

et qu’elle est analytique dans les couplages au voisinage de R. Donc on peut
développer ¢ en fonction de g1 (S) qui est petit. On obtient un développement
de £ en

5(90791) - Sg(QBCfvagls)\l)

= [g0/g5"] 0 |& + [90/96°"] 0 9104, €(g5°,0) +
(12.95)

On voit que quand on traverse la surface critique en un point qui est a une
distance finie du point fixe, la divergence de la longueur de corrélation est
la méme (universalité de l’exposant v). Mais on obtient maintenant des cor-
rections non analytiques et sous-dominantes pour la longueur de corrélation,
corrections qui sont de la forme générale

1 _M
= ) lgo| %0 [3+(91)+b+(91) lg0|~ %0 +} (12.96)

go—0
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ou les coefficients ai, by sont non universels, et des fonctions réguliéres du
couplage inessentiel g;. Enfin, notons que bien que I'argument utilise un choix
d’un point de référence R, le résultat final n’en dépend pas, comme il se doit.

Le méme argument peut étre répété de l'autre coté de la surface critique
go < 0. On obtient pour & un développement quand gy — 0_ de la méme
forme, mais avec des coefficients a_, b_ différents puisqu’on doit utiliser un
point de référence R’ différent (sur la ligne instable, mais de Pautre coté du
point fixe).

Exposants de corrections aux lois d’échelle

Dans le cas du modéle d’Ising par exemple, ceci implique que la longueur
de corrélation diverge au point critique comme
() = IT-T|™ [Ay + By [T —T.| + -] (12.97)
L’exposant v est toujours donné par 12.91 et est bien universel. Les coefficients
A, B etc. sont différents si T' > T, (cas + phase désordonnée) ou si T' < T, (cas
— phase ordonnée). Les premiéres corrections aux lois d’échelle sont décrites
par un autre exposant w > 0. Cet exposant est aussi obtenu par les valeurs
propres des équations des flots linéarisés, et est donc un autre exposant critique
universel

w = -2L (12.98)

Conclusion

Cet argument se généralise au cas de plusieurs couplages inessentiels gq.
La longueur de corrélation diverge lorsque l'on traverse la surface critique,
la divergence est universelle, controlée par I'exposant v. Les corrections sous-
dominantes au comportement d’échelle de £ dans le domaine critique font
intervenir des puissances de [T — T.|* avec des exposants eux-mémes universels
de la forme générale w = ng + Za>1 NoWa, Wa = —Aa/A0, e € N.

La théorie du groupe de renormalisation prédit donc bien l'existence et
I'universalité des lois d’échelle pour ¢ & I'approche du point critique.

12.5.6 Fonctions d’échelle et limite continue

L’analyse effectuée dans la section précédente sur la longueur de corréla-
tion au voisinage d’un point critique s’applique également aux fonctions de
corrélations du systéme. Elle conduit & la notion trés importante de fonctions
d’échelle. L’existence de ces fonctions d’échelle est cruciale pour calculer les
autres exposants critiques (o, 3, v et § pour le modéle d’Ising), démontrer
les relations d’échelle entre ces exposants, et comprendre la relation entre les
phénomeénes critiques et les théories quantiques des champs.

La procédure précédente consistait & s’approcher d’un point ¢ sur la surface
critique en faisant tendre le couplage relevant go — 0, les couplages inessentiels
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étant fixés, et a rescaler simultanément toutes les distances © — 2/ = x/S
de fagon a ce qu’elles soient proportionnelles & la longueur de corrélation du
systéme. Pour cela, on choisissait un point de référence R sur la ligne instable,
de coordonnées (ggef',O, --+). Ce point est caractérisé par une longueur de
corrélation finie £(g5t, g1 = -+ = 0) = Eet..

Considérons la fonction & deux points. Si on rescale les distances par le
facteur d’échelle

S = g/gref.

cette fonction de corrélation se transforme comme

(D)o grgr = S ($(31/8)B(w3/S)) gt onis) (12.99)

que I'on peut remplacer lorsque & > & (donc S > 1 et g1(S) ~ 0), par la
fonction & deux points sur la ligne instable, au point de référence

S
grcf.

Cette relation se généralise aux fonctions a K points.

On en déduit que quand on s’approche de la surface critique et donc que
& — 00, les fonctions de corrélations & K points prennent une forme universelle
donnée par

(1) dlak)) ~ K2 G/, 2k /€) (12.101)

—2A*
(Beoa oo > [2] (06 1/0(6un 22/ e (12100

Les fonctions d’échelle universelles G (21, - - , zx) ne dépendent plus de cou-
plages irrelevants. Elles sont données par les fonctions de corrélations de la
théorie au point R, donc définies sur la ligne instable (et correspondant & la
perturbation du point fixe par le couplage essentiel gg).

GK(Zla tee 7ZK) - (grcf.)KA* <¢(Zl grcf.) Tt ¢(ZK grcf.)>R (12102)

A* est la dimension d’échelle du champ ¢ au point fixe 0, et &, = £(R) la
longueur de corrélation au point de référence R sur la ligne instable. Les vari-
ables de position z; = x; /¢ et la fonction G sont maintenant sans dimension.
Etant donné 12.101, les fonctions d’échelle Gx ne dépendent en fait pas du
choix du point de référence R sur la ligne instable.

Les fonctions d’échelle ne sont pas les mémes a priori si on est d’un coté ou
de Vautre de la variété critique go — 04. Il y aura donc en fait deux familles
de fonctions d’échelle Gf(.

Si on veut comparer les fonctions de corrélations a K spins d’'un modéle
d’Ising aux fonctions d’échelle, il faut tenir compte de la normalisation précise
des champs, c’est-a-dire quelle est la relation entre les spins d’Ising micro-
scopiques o(z;) et les champs continus ¢(z;). Il faut aussi tenir compte du fait
que 'on ne part pas nécessairement d’'un point critique proche du point fixe
(donc les couplages irrelevants peuvent étre d’ordre O(1) et la linéarisation au
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voisinage du point fixe non valable). Ceci entraine des constantes multiplica-
tives non universelles si on veut comparer les corrélations de spin aux fonctions
d’échelle du type

<O'((E1) o U(‘TK)>Ising = CK g_KA* G}t((ml/é-? e 71'[(/5)

Mentionnons que les fonctions de corrélations d’autres opérateurs ont égale-
ment une limite continue décrite par des fonctions d’échelle. Pour le modéle
d’Ising c’est le cas des fonctions de corrélation de 'opérateur énergie locale
e(x)

—KAr A+
<€(I1) e E(IK»Ising & 5 © Gsms(‘rl/gv T aIK/g)

et de méme pour les corrélations entre spins o et énergies e.

Contrairement aux fonctions de corrélations du modéle de départ, dont
le comportement a courte distance dépend du régulateur & courte distance
(réseau), les fonctions d’échelle ont un comportement a courte distance uni-
versel donnée par la théorie au point fixe. Comme on va le voir plus loin,
ces fonctions d’échelle s’identifient aux fonctions de corrélations d’une théorie
quantique des champs euclidienne. Le groupe de renormalisation révéle donc
une relation profonde entre les phénomeénes critiques et les théories quantiques
des champs.

12.5.7 Au-dela de la linéarisation : universalité et
domaine critique

Les raisonnements précédents ont utilisé le fait qu’on était suffisamment
prés du point fixe pour qu’on puisse linéariser les équations de flot. En fait
leurs conclusions sont valables méme si on traverse la surface critique loin du
point fixe. En effet si on est & une distance finie du point fixe, mais suffi-
samment prés de la surface critique, les flots du GR nous ameénent prés du
point fixe avant que le couplage relevant 'emporte et que I'on ne soit entrainé
loin de la variété critique. Ceci est représenté Fig. 12.13. L’important pour
obtenir le comportement d’échelle caractérisé par le point fixe est que le
flot du GR nous améne en un « temps » s; = log(S1) = O(1) fini dans le
domaine ou la linéarisation des flots est valable et nous laisse dans ce domaine
pendant un temps so = log(S2) > 1 suffisamment grand par rapport au pre-
mier avant d’en étre finalement éjecté. Cette condition définit le domaine cri-
tique.

Finalement, pour observer un comportement critique pour un modéle
statistique donné, décrit par un nombre fini de paramétres, il suffit que, en
faisant varier un de ces paramétres, on traverse la surface critique en un point
(dans le domaine d’attraction du point fixe). Les comportements d’échelle
observés si on est suffisamment prés de ce point critique seront toujours décrits
par le méme point fixe. Ceci est illustré (trés abstraitement) sur la Figure 12.14
pour le cas du modéle d’Ising. Le modeéle microscopique (Ising sur réseau carré
avec couplage entre plus proches voisins, et en champ nul) ne dépend que
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point fixe

Domaine de

linéarisation Surface critique

Domaine critique

FIGURE 12.13 — Le domaine critique (gris clair) est le voisinage de la surface critique
d’ou sont issus les flots du GR qui passent suffisamment prés du point fixe (domaine
en gris foncé) pour que 'approximation de linéarisation des flots du GR soit valide
pendant un « temps » s = log(S) long et qu’on observe donc les comportements
d’échelle.

d’un parameétre, la température 7. Les transformations du groupe de renor-
malisation envoient ce modéle dans un espace beaucoup plus grand de théories
dépendant d’un grand nombre de couplages. Quelque part dans cet espace va se
situer le point fixe, et la surface critique. La ligne (de dimension 1) paramétrée
par T et correspondant au modeéle d’Ising traverse la surface critique (de codi-
mension 1) en T¢, la température critique du modéle d’Ising. D’autres modéles
appartenant a la méme classe d’universalité (Ising sur un réseau différent, avec
des couplages entre seconds voisins, a plusieurs spins, avec des spins continus,
etc.) vont étre décrits par d’autres courbes dans I'espace des couplages, qui
traverseront la surface critique en des points différents, donc leurs tempéra-
tures critiques respectives seront différentes. Néanmoins, leur comportement
a grande distance a leur point critique respectif sera toujours décrit par le
point fixe, et leur comportement au voisinage du point fixe (dans leur domaine
critique) sera décrit par la ligne instable. Donc ils sont dans la méme classe
d’universalité. Leurs exposants critiques sont les mémes et les fonctions de
corrélations données par les mémes fonctions d’échelle.
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Autres
_ couplages

surface critique

modele 1 B

poin@xe N\
ligne instable

Modele d’Ising

I -

. ~--~""  modele?2

FIGURE 12.14 — Tllustration de 'argument général pour l'universalité. Quand on
fait varier la température pour différents modéles (Ising, Modéle 1 et Modéle 2), les
températures critiques T¢, T., T, sont différentes. Au voisinage des points critiques,
la physique & grande distance ¢ > £ est universelle, et décrite par le point fixe et sa
variété instable.

12.6 Calcul des exposants critiques et
des relations d’échelle pour les systémes
magnétiques

12.6.1 Systéme en champ externe h, point bicritique

Nous pouvons maintenant déduire les relations d’échelle qui relient les
exposants v et 7 aux autres exposants critiques «, 3, v et d pour les systémes
magnétiques. L’existence des fonctions d’échelle est le point essentiel.

Revenons au modéle d’Ising dans un champ externe h. Dans I'espace des
parameétres température, champ externe (7, B), le point de Curie est un
point bicritique, il faut ajuster les deux paramétres T = T,, B = 0 pour
atteindre le point critique. Comme on ’a vu dans la section 12.3, les calculs de
renormalisation dans 'approximation de Migdal-Kadanoff suggérent qu’il lui
correspond un point fixe avec deux directions instables, donc deuz couplages
essentiels (relevants) :

1. le couplage t (température réduite ~ T'—T,. ) couplé a Popérateur énergie
& ~ ¢* (opérateur pair pour la symétrie Z : ¢ — —¢), c’est le couplage
considéré jusqu’a présent ;

2. le champ externe h, couplé a lopérateur de champ o = ¢ (opérateur
impair).
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FIGURE 12.15 — Les flots du GR pour le modéle d’Ising en fonction des deux cou-
plages essentiels ¢ (température réduite) et h (champ magnétique).

Les flots du GR au voisinage du point fixe ont ’allure représentée sur la
Fig. 12.15 (la variété instable est maintenant une surface de dimension 2).
On a vu que les dimensions des couplages t et h et des opérateurs associés &
et o sont reliées aux exposants 7 et v par

1

1

Ay == , Ae=D—-A,=D—= (12.103)
14 174

A, = w . AL=D-A, = w (12.104)

Il suffit d’exprimer les quantités thermodynamiques en termes de fonctions de
corrélation des opérateurs d’échelle et de faire I'hypothése que ces corrélations
prennent une forme universelle donnée par une fonction d’échelle prés du point
critique pour obtenir les exposants «, 3, v et d.

12.6.2 Calcul des exposants critiques
Susceptibilité magnétique x et exposant v

La susceptibilité magnétique x est 'intégrale de la fonction (connexe) a
deux spins, qui prend la forme d’une fonction d’échelle G,, prés du point
critique (¢ = h = 0). Par homogénéité on peut donc I’écrire

x = / 4P ()0 (0))© = / 4P €230 Gop(af€) = C D=2

avec C = [ dPz Gy (2) une constante sans dimension. 1l existe deux fonctions
d’échelle, donc deux constantes C* suivant le signe de ¢, mais ceci n’affecte
pas la suite de Pargument. On a omis également le suffixe (¢) pour « connexe »
pour les fonctions d’échelle.
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La longueur de corrélation ¢ diverge comme |t|~% = t~1/2¢ (pour h = 0).
Donc la susceptibilité magnétique est singuliére en ¢ = 0 et se comporte comme

2A45—D
X o< [t
L’exposant v est donc simplement
D —2A,
y=—=v(2-n) (12.105)

Ay
C’est la relation d’échelle 10.19 (relation d’hyperscaling).

Chaleur spécifique C, et exposant «

Le méme argument s’applique a la chaleur spécifique. La partie singuliére
de la chaleur spécifique est donnée par I'intégrale de la fonction & deux points
(connexe) pour 'opérateur énergie €, qui a une limite d’échelle donnée par une
fonction G,

A A 2A¢-D
Cy = / 7z (e(2)e(0))" = / APz £ Gee(0/€) oc €072 ocft] B
(12.106)
L’exposant a est donc
D —2A
a=—"22¢_92_up (12.107)
Ay

Il y a juste une petite subtilité, car la densité d’énergie FE, a une partie
réguliére, analytique en t, et I'argument s’applique pour la partie singuliére

en t de C), qui n’est pas une divergence (a > 0).

Aimantation M, exposants § et §

L’aimantation est donnée par la fonction a un point G, qui scale avec la
longueur de corrélation comme

M= (o) x £ 4 (12.108)
Quand h =0, t — 0_ on a vu que &  |t|~1/4¢ ; donc
Ay v
= — =—-(D-2 12.109
f=73 =3 +1) ( )

Quand ¢t = 0, h # 0 c’est maintenant ~ qui joue le role du couplage essentiel.
Les mémes arguments s’appliquent en remplagant ¢ par h, et donc la longueur
de corrélation diverge quand h — 0 comme & o< |h|~Y/2% si bien que
_Ap  D+2-19
A, D-24n

L’ensemble des relations d’échelle 10.17-10.19 a donc été obtenu.

5 (12.110)
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12.6.3 Lecas D >4

On a vu dans l'ex. 12.1 que la théorie de Landau peut se comprendre comme
un cas particulier ou les fluctuations sont négligeables, et o en fait le point
fixe des transformations de renormalisation est gaussien. Mais d’autre part les
exposants de la théorie de Landau

1 1
a=0,0==-,v=1,6=3,v==,1n=0
B=35:7 5 1
ne satisfont pas les relations d’échelle 10.17-10.19 ! On va voir plus loin que ceci
s’explique par le fait que les fonctions d’échelle sont singuliéres. La terminologie
précise est I'existence d’opérateurs inessentiels dangereux en dimension D > 4.
Donc il ne s’agit pas en fait d’'une contradiction avec la théorie générale.

12.7 Notes

Cette présentation schématique et non rigoureuse du concept du groupe de
renormalisation dans I'espace réel, selon Wilson, et appliqué aux phénomeénes
critiques, est basée sur du matériel standard que I'on peut trouver dans les
ouvrages cités en référence dans l'introduction. On pourra se référer aussi a la
revue de Wilson et Kogut de 1974 [WKT74], et pour les aspects historiques sur
le développement du concept de groupe de renormalisation pour la physique
statistique et la matiére condensée, aux contributions contenues dans ’ouvrage
édité a la mémoire de K. Wilson [BHPP15]. On y trouvera également des
détails et des hommages aux contributions de K. Wilson en physique des hautes
énergies et en théorie quantique des champs.



Chapitre 13

Groupe de renormalisation de
Wilson et théorie des champs

13.1 Introduction

Nous présentons maintenant des calculs explicites de groupe de renormal-
isation de Wilson, appliqués au point critique du modeéle d’Ising, qui utilisent
des techniques de théorie quantique des champs. Ces méthodes permettent de
garder un certain contrdle sur les approximations faites. Elles permettent de
justifier (au moins au niveau physique) les hypothéses de la théorie du groupe
de renormalisation de Wilson. Ces calculs sont basés sur la théorie des per-
turbations et le développement en boucle, et seront valables si la théorie est
« proche » du point fixe gaussien. Ces techniques sont & la base du développe-
ment en e (epsilon-expansion) de K. Wilson et M. Fisher, ainsi qu’a d’autres
techniques perturbatives de calcul des exposants critiques, qui ont été jusqu’a
trés récemment les techniques les plus précises de calcul de ces exposants en
3 dimensions. Elles sont maintenant dépassées par les méthodes de bootstrap
conforme pour un certain nombre de cas.

Ces calculs vont nous permettre de discuter précisément les relations entre
les calculs de groupe de renormalisation en physique statistique (point de vue
Wilsonien) et ceux en théorie quantique des champs (point de vue perturbatif
a la Stueckelberg—Pettersson, Gell-Mann—Low et Callan—-Symanzik). Apparai-
tra clairement la raison pour laquelle une classe d’universalité est associée a
une théorie quantique des champs, dont les fonctions de corrélation seront les
fonctions d’échelle dans le domaine critique.
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13.2 Modéle de Landau-Ginzburg-Wilson dans
I’approximation du potentiel local

13.2.1 Approximation du potentiel local
Principe de ’approximation

Voici un exemple de calcul explicite de Groupe de Renormalisation avec
une théorie continue (le modeéle de Landau-Ginzburg-Wilson) et des transfor-
mations d’échelle continues. Ce type de calcul est en fait un calcul d’action
renormalisée au premier ordre en perturbation, et se trouve déja dans les arti-
cles fondateurs (voir par exemple la revue de K. Wilson et J. Kogut [WKT74]).
J’en donne une version un peu plus proche des techniques de calcul d’action
effective renormalisée (développés par Wetterich), mais ces deux méthodes
sont équivalentes (au moins dans le cadre des approximations faites ici). Les
principes du calcul sont les suivants.

1. On part de la théorie de Landau, donc d’un hamiltonien microscopique
du type Landau-Ginzburg-Wilson, avec un potentiel local.

2. On tient compte de la renormalisation par les fluctuations thermiques
dans un calcul au premier ordre dans la température (calcul & une
boucle).

3. On fait le calcul de groupe de renormalisation avec un régulateur dans
I’espace des impulsions plutot que dans 'espace des positions. Ceci per-
met de considérer des transformations par un facteur d’échelle S continu
dés le départ.

Les calculs reposent donc sur des techniques de théorie quantique des
champs et d’intégrale fonctionnelle, qui ont été présentées dans la partie II.

On part d’un modeéle avec un paramétre d’ordre continu ¢(z) (le champ) et
un hamiltonien de Landau-Ginzburg H[¢] avec un potentiel local V' (¢) régulier,
mais pour I'instant non précisé.

Hol = [ % 5907 4 v(0) (13.1

La fonction de partition est définie par la somme sur les configurations de ¢.
L’intégrale fonctionnelle (sommation sur le champ microscopique ¢) conduit
au potentiel effectif (ou action effective) I'[] qui est une fonction d’un champ
macroscopique non fluctuant ¢(z) qui est appelé champ de fond et correspond
4 une aimantation moyenne. Attention

p(x) = (¢(x)) # ¢(x)

Rappelons-en le principe (voir 10.4). On introduit un terme source (champ
externe) h(x), la fonctionnelle connexe Wh| est le logarithme de la fonction
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de partition dans le champ h. Le potentiel effectif T'[¢] est la transformée de
Legendre de Wh]. ¢(z) est le champ de fond (aimantation moyenne).

WI[h] =T log Z o~ 7T (H[g]—h-¢) (13.2)

Régularisation dans ’espace des moments

Pour définir proprement la somme sur les configurations de champ > & il
faut avoir un régulateur & courte distance qui définit le modeéle. Au lieu de
considérer le modeéle sur un réseau (carré) de maille a, ce qui revient a limiter
les fréquences spatiales de ¢ a la zone de Brillouin

gg(k) deéfini dans la zone de Brillouin &, € [—7/a, 7/a] (13.4)

on va utiliser un régulateur dur (sharp regulator) dans l’espace des moments,
en définissant la sommation sur les champs ¢ comme la somme sur les modes
¢ de moments plus petits qu'une certaine échelle de moment A

pk)£0 & |kl <A (13.5)

A est un régulateur ultra-violet ~ 7/a. Autrement dit, dans l'intégration sur
les modes de ¢ on remplace la zone de Brillouin de taille 27/a par la boule de
rayon A (voir figure 13.1)

Zone de Brillouin Boule

FIGURE 13.1 — Régularisation sur réseau versus régularisation « dure », vues dans
I’espace des impulsions.

Potentiel effectif & une boucle dans ’approximation locale

Le potentiel effectif est donné a I’ordre d’une boucle (c’est-a-dire au premier
ordre en température T')

Tlp] = Hle] + %trlog [A+V"(p)] + O(T?) (13.6)
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On introduit une seconde approximation en négligeant les gradients de ¢ dans
le calcul de trlog[—A 4+ V" (p)]. Ceci veut dire que 1’on suppose que le champ
de fond varie lentement par rapport a ’échelle de courte distance |Vp| < 1.
Ceci nous permet de remplacer le trlog[—A + V' ()], qui est une quantité
non locale, par quelque chose de beaucoup plus simple, I'intégrale sur « d’'une
quantité locale

trflog [-A+ V" (¢)]] — /dDI (xllog[-A +V"(p(x))]|x)  (13.7)

En effet, (x|log[—A + V"(¢(x))]|z) est maintenant un élément de matrice
diagonal d’un opérateur invariant par translation dont x est simplement un
paramétre. En effet, dans cette approximation, l'opérateur O, = —A +
V" (p(x)) agit sur des fonctions 1 (y) comme

O, -(y) = =Ay(y) + V" (0(x)) ¥(y) (13.8)

et ce quel que soit y. En passant en transformée de Fourier (sur les fonctions
¥(y)), on peut donc écrire le terme (x|log(O4)|x) comme une intégrale sur les
impulsions k

dPk
(2m)P

La trace correspond simplement a intégrer cet objet sur les x

(2] log [~ + V" ()] |2) = / log [(k2 + V"(p(x))]  (13.9)

tr — /dDa: (13.10)

C’est cette intégrale 13.9 divergente sur k qui est régularisée par I'introduction
d’un régulateur dur A. L’intégrale sur les impulsions k est bornée par le régu-
lateur A. Le terme régularisé devient simplement

tra [log[—-Az + V" (¢ /dD /

[k|<A

— log [(K* + V" (p(x))) /A?]

(13.11)
Par cohérence dimensionnelle il faut diviser le terme dans le log par AZ.
On note I'analogie entre ce résultat pour un régulateur sharp et la forme
analogue pour un laplacien sur réseau carré, obtenue pour le champ libre

g [(% Zsim2 (kya/2)+ m2> a21

(13.12)

tr [log [—A + mQ]] = [ dPx

|kl <%

ou l'intégration est restreinte a la zone de Brillouin.
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13.2.2 Renormalisation par intégration sur des tranches
d’impulsions

Etape 1 : Intégration sur les modes rapides

Le principe des transformations de renormalisation est illustré sur la figure
13.2.

decimation rescaling

FIGURE 13.2 — Principe de la renormalisation dans I’espace des moments avec un
régulateur dur |k| < A.

Les transformations de blocs de spin (intégration sur les fluctuations a
petite échelle) vont ici étre effectuées en intégrant sur les modes de grand
nombre d’ondes de ¢ — les « modes rapides » ou « modes durs » — (ﬁ(k) a grand
k, et en gardant les « modes lents » ou « modes mous » a petit nombre d’onde
k. Si B > 1 est le facteur d’échelle de la transformation de renormalisation,

les moments durs et mous sont respectivement tels que
kdursi A/B <kl <A kE mousi |k| < A/B (13.13)
On sépare donc ¢(z) en composantes rapides (fast) et lentes (slow)

(]5 = (Zsfast + (bslow (1314)

définies simplement par les composantes de Fourier de ¢

- (k) si k] < 4, - 0 silk <A,

slow k) = B P as k) = -~ B

Fetow (k) {o si |k > 4. Ftast (k) B(k) silk] > 4.
(13.15)

Le hamiltonien effectif Heg[p] est obtenu en intégrant sur les composantes
rapides

e #7018 — [ Dlgr) o rrld (13.16)
Le champ moyenné est défini comme la composante lente de ¢
QNS - ¢slow (1317)

La théorie effective pour ¢ est donc caractérisée par le nouveau cut-off A’

A = A/B (13.18)
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Etape 2 : Calcul de H.s dans ’approximation du potential local

Heogr se calcule facilement dans le cadre de I'approximation du potentiel
local, présentée précédemment. Pour un champ de fond ¢ variant lentement
(c’est-a-dire tel que ¢ = <« = @), action effective I'y/[p] obtenue avec Heg
doit étre la méme que celle obtenue avec H

Tale] = Tarle] (13.19)

(intégration sur les modes durs ne change pas la dynamique des modes mous).
En utilisant la forme explicite de l'action effective dans l'approximation du
potentiel local 13.6, 13.7 et 13.11, on en déduit sans calculs supplémentaires
que le hamiltonien effectif pour ¢ est de la méme forme que H

Honld] = [ a7 |5(V67 + Vin(3) (13.20)

avec un potentiel local effectif Vog donné par le potentiel initial V', plus une
correction venant de l'intégration sur les modes durs

- N D N
Ver[o] = V[¢] + g /A<k<A% 10g[(k2+V”(¢))/A2} (13.21)

L’intégrale sur k& dans le terme de droite est juste une fonction du parametre

V"(¢) (qui est maintenant un nombre réel, puisque ¢ ne dépend plus de ),
du régulateur A, du facteur d’échelle B, et de la dimension D.

Etape 3 : Rescaling

L’étape finale consiste a rééchelonner (rescaler) les champs et les dis-
tances/impulsions, pour obtenir les champs et le hamiltonien renormalisés.
Ici, avec les notations de la section 12.2, il faut faire

e=2B,k=kK/B, ¢=B7 ¢ (13.22)
afin de réobtenir le terme cinétique et le régulateur UV initial. Le hamiltonien
renormalisé est

H'[¢'] = /dD:E' [% (V¢/)2 + VB(¢/):| (13.23)
ou seul le potentiel local V' est renormalisé V(¢) — Vien(@') avec

Vien(¢) = BP Vog (B~%9)

D 1.1
= BDV(B_A(;S) + T/ d kD log

(B—Qk/Q + V//(B_Ad))) ‘|

2/ (2n) A2
A<|K'|<AB
(13.24)
L’exposant de rescaling A pour le champ ¢ est sa dimension canonique
D -2
A= —— (13.25)

2
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13.2.3 Equation de flots pour le potentiel local

Le flot prend une forme particuliérement simple dans la limite ot on intégre
sur une tranche infinitésimale de moments a chaque itération, c’est-a-dire si
on prend au départ

B =1+ds ds < 1 (13.26)

auquel cas on obtient (on absorbe T dans les normalisations de V' et ¢)

Vien(¢) = V(¢) +ds |DV(p) — ApV'(¢) + %AD (fo)’D log [1+A?V"(¢)]

Sp est le volume de la sphére unité dans RP, Sp = 2 «#P/2/T(D/2).

En itérant cette équation N fois, on obtient le potentiel renormalisé Vs (¢)
aprés une transformation d’échelle de facteur S = (1 + ds) qui peut étre
considéré continu. L’équation de flot pour Vg prend la forme d’une équation
aux dérivées partielles non linéaire (en termes des dérivées par rapport a la
variable ¢). Si on normalise z, k et ¢ pour que A = 1, cette équation de flot
s’écrit

0 D -2

S=5Vs(¢) = DVs() — 5

55 OVs(9) + Alog[l+Vg(¢)]  (13.27)

avec

A= (47)" P2 )1(D/2)

une constante positive. La premiére équation correspond a une renormalisation
de Iénergie du fondamental qui n’a pas de conséquence physique (normalisa-
tion globale de la mesure). La valeur exacte de la constante A ne va pas jouer de
role dans la discussion qui suit sur la structure des flots du GR et le calcul des
exposants critiques dans cette approximation. Elle sera importante pour com-
parer les calculs de théorie des champs et ceux du groupe de renormalisation
dans ’espace réel.

13.2.4 Flots et points fixes a D = 4—¢

Nous pouvons maintenant étudier de fagon générale ces équations et la
géomeétrie des flots dans I’espace des potentiels locaux V(). On remarque aussi
que dans I’équation 13.27 la dimension D de ’espace est juste un paramétre,
que l'on peut traiter D comme une variable, et regarder ce qui se passe quand
D variede D > 4 & D < 4. Cette idée est a la base du développement en € de
Fisher et Wilson.

Projection sur les potentiels en ¢*

Nous allons analyser I’équation 13.27, lorsque D < 4, et que le point fixe
gaussien V' (¢) = 0 est instable, en faisant une approximation supplémentaire.
Si le domaine intéressant est celui ot les potentiels V(¢) ne sont pas trés
différents du potentiel de Landau-Ginzburg en ¢ et ¢*, nous allons projeter
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I’équation de flot en ne gardant que les termes de degré 4 au plus en puissance
de ¢ (procédure de troncature). On part donc d’un potentiel

V(@) = e+ 56"+ 5ot (13.28)

et dans 13.27 on tronque le développement en ¢ a 'ordre quatre

u2

4
8(1+r)? ¢
(13.29)
Le terme en log [1 + 7] est juste une renormalisation additive de 1’énergie libre
e. On obtient des équations de flots fermées pour les couplages e, u et r, donc
les fonctions de Wilson associées

¢* —

log[1+V"(9)] = log [1+7+ gqﬂ ~log (1+7) + 2(11 5

S%e = We(e,r,u) = De+ Alog(147)
7] U
S%r = Wy(r,u) = 27‘+A(1+T)
90— Watrw) = (4— D) e (13.30)
A '

Le point fixe de Wilson au premier ordre en ¢
On note de fagon standard (la dimension critique supérieure est D, = 4)
e =4—-D (13.31)

et on va étudier ces flots en supposant que € est petit. Si on développe a ’ordre
2 en r et u (c’est justifié au premier ordre en €), les fonctions de Wilson sont

We(r,u) = 2r + Au — Aru , Wy(r,u) = (4—D)u — 3Au* (13.32)

Les flots correspondants sont représentés sur les Figs 13.3, 13.5 et 13.4.
Outre le point fixe trivial & 'origine, on trouve un point fixe non trivial W

ou les fonctions de Wilson s’annulent. C’est le point fize de Wilson

1 1

r = ——e, U = —¢

6 3A
Il est dans la région physique v > 0 si D < 4. Ce point fixe est & une distance
O(e) de lorigine (le point fixe gaussien) donc l'approximation précédente est
bien justifiée. La matrice des dérivés des flots a ce point fixe est

oW, W) (2—¢ A(1+5)

(13.33)

\\%

Donc r correspond a une direction essentielle (1,0) et u a une direction
inessentielle (—A, 2). Les dimensions d’échelle des couplages d’échelle (champs
d’échelle) associés gg = (r—r*)+ (u—u*)A/2 = r+uh/2 et g1 = (u—u*) sont

Ao = 2—% D P (13.35)
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phase para

S direction instable
| | (

point fixe
point fixe de Wilson
gaussien

G % ;  ‘

R ligne critique

phase ferro D<4

FIGURE 13.3 — Flots du GR en u et r pour D < 4 (G est le point fixe gaussien, W
le point fixe de Wilson).

phase para

point fixe
gaussien
G ¢

ligne critique

phase ferro D>4

FIGURE 13.4 — Flots du GR en u et r pour D > 4.

Donc pour D < 4, les flots sur la surface critique sont attirés vers le point
fixe de Wilson, et non pas vers le point fixe gaussien G. C’est donc W qui
décrit la classe d’universalité du point critique du modéle d’Ising. Ce point fixe
est & distance € du point fixe gaussien (qui correspond au champ moyen).

Cas D >4: Pour D > 4 on a retrouvé les résultats du champ moyen. C’est
le point fixe gaussien G en v = 0 qui gouverne le comportement critique.
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phase para

point fixe
gaussien
G ,,,,,

ligne critique

phase ferro D=4

FIGURE 13.5 — Flots du GR en u et r pour D = 4.

Cas D=4 : Pour D = 4 la fonction W,, = —16%13 est < 0siu>0.Le
couplage u est marginalement inessentiel (s’il est positif), ¢’est-a-dire que sur
la surface critique le flot du GR est attiré vers le point fixe gaussien u = 0,
mais les flots convergent vers G beaucoup moins rapidement que pour D > 4.

Nous reviendrons sur ce cas plus loin.

Exposants critiques

Les relations générales de la section 12.6 permettent de calculer les
exposants critiques associés au point fixe de Wilson. On a vu que dans
lapproximation du potentiel local la dimension A, du champ ¢ est inchangée
par rapport a sa dimension canonique. Par contre \g # 2 et de plus la dimen-
sion A1 va nous donner I’exposant w des premiéres corrections aux lois d’échelle.
On a donc obtenu a l'ordre € les trois exposants critiques indépendants

€

13.
T (13.36)

€
= O = —
n y W 5

N =

A ce stade il est déja intéressant de prendre € = 1 et de comparer aux exposants
critiques pour les systémes dans la classe d’universalités du modele d’Ising a
3 dimensions

D=3 | champ moyen | ordre ¢ | analytique | expérience
v 1/2 0,58 0,630(1) 0,625(10) (13.37)
n 0 0 0,035(3)

Ici nous avons cité les estimations analytiques par les calculs de renormalisa-
tion. Des estimations beaucoup plus précises sont obtenues par le bootstrap
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conforme. On voit que les corrections au champ moyen données par ce cal-
cul simple de groupe de renormalisation vont qualitativement dans la bonne
direction.

Développement en ¢ et autres extensions

En fait la théorie quantique des champs permet de construire (a partir
de la théorie ¢*) un développement perturbatif systématique en ¢ = 4 — D
(développement en e de Wilson-Fisher) pour les exposants critiques et les fonc-
tions d’échelle.

En particulier, cette théorie permet de justifier a l'ordre € les approxima-
tions faites ici dans I'approximation du potentiel local : les termes négligés
dans le calcul (les gradients de ¢ et les termes d’ordre supérieurs en ¢ et Vo)
n’interviennent que dans les corrections en O(e?).

A Pordre 2 le développement en e donne

1 € 72 €2

= -4 — 4+ = — 13.
v=gtotig " (13.38)

Ce qui donne pour € =1 (d = 3)
v=062 , 1=002 (13.39)

La méthode de renormalisation dans l'espace des k et 'approximation
du potentiel local peuvent étre systématisées et généralisées pour beaucoup
d’applications (équation de Wilson-Polchinski, potentiel effectif moyenné de
Wegner-Wetterich). Des résultats rigoureux peuvent étre obtenus par ces
méthodes.

13.2.5 Exercices

Exercice 13.1. Calcul par intégration directe sur les modes rapides
Déduire directement ’expression 13.21 en intégrant sur les modes rapides ¢rast
tels que A/B < |k| < A, en faisant l'approximation du potentiel local et
I’approximation gaussienne. Montrer que I'on obtient le méme résultat que
celui obtenu directement a partir de 'action effective totale.

Exercice 13.2. Etude compléte de D’équation de flot dans
I’approximation du potentiel local
Généraliser I'étude précédente en tronquant le potentiel & ordre ¢, n > 2,
et en étudiant (numériquement) les flots de 1’équation 13.27 obtenus dans
I’approximation du potentiel local. Montrer que le point fixe de Wilson obtenu
en tronquant a l'ordre ¢?" est stable quand n — oo ; c’est-a-dire converge
vers un point fixe de I’équation de flot non tronquée 13.27.

Calculer (numériquement) la valeur de 'exposant v en fonction de 'ordre
n de la troncation du potentiel.

A titre d’exemple, je représente dans la Fig. 13.6 les estimations pour v
pour n < 12 (et e = 1). On voit que 'on converge vers un Vpot.loc. = 0, 68(1)
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qui est plus grand que la valeur théorique exacte (sans l'approximation du
potentiel local).

2 4 6 8 10 12

FIGURE 13.6 — Estimation de v en D = 3 dans ’approximation du potentiel local
en fonction de 'ordre n de troncation du potentiel V(¢).

Exercice 13.3. Autres points fixes
En tronquant les équations de flot a lordre ¢® ou ¢®, pouvez-vous trou-
ver d’autres points fixes que le point fixe gaussien et le point fixe de Wil-
son ? Etudier qualitativement leur stabilité en fonction de la dimension D de
I’espace.

La physique de tels points fixes sera discutée plus en détail dans la section
sur les points multicritiques.

13.3 D =4 et couplage marginalement
inessentiel

Nous n’avons pas encore discuté le cas d’une perturbation d’un point fixe
par un couplage g marginal, de dimension nulle A; = 0. C’est ce qui arrive
pour le modéle de Landau-Ginzburg-Wilson en dimension D = 4. Le point
fixe gaussien est perturbé par le couplage en ¢* qui s’avére étre marginalement
inessentiel.

Cette situation se rencontre également pour QED (couplage marginalement
inessentiel) et pour les théories de jauge en dimension D = 4, ou le couplage
est alors marginalement essentiel (liberté asymptotique). Ce cas est aussi trés
important pour certains systémes de physique statistique en dimension D = 2,
et en physique des systémes quantiques unidimensionnels, ot la dimension de
I’espace-temps est D = 1 + 1. Dans ce cas il faut développer les équations de
flots au deuxiéme ordre en g et la situation dépend du signe de la fonction de
Wilson.
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13.3.1 Couplage marginalement inessentiel : corrections
logarithmiques aux lois d’échelle

On considére le cas d’une théorie qui ne dépend que d’un seul couplage g
marginal. A I'ordre dominant au voisinage du point fixe ¢g* = 0 la fonction de
Wilson W pour ce couplage est

W(g) = bag®+O(g%) (13.40)

Si ba < 0 le couplage g est dit marginalement inessentiel (du moins pour
g > 0). Le couplage renormalisé ¢(.S) décroit avec le facteur d’échelle spatial
S, mais selon une loi logarithmique, au lieu d’une loi de puissance.

C’est le cas pour la théorie ¢* (LGW) a D = 4. Si on identifie go ~ r a la
température réduite ¢t = (T — T¢.)/T. et g1 ~ u, les fonctions de Wilson sont

990 og1
S =Wyo=Xogo , do>0 ; —— =W) = —c29® , ¢ >0 (13.41
S 0 090 0 95 1 291 2 ( )
La température réduite t = gg est toujours un couplage essentiel mais le cou-
plage non linéaire u = ¢; est marginalement inessentiel. On peut répéter

I’analyse faite en 12.5.5 lorsque le couplage g1 est inessentiel. La longueur
de corrélation £(go, g1) diverge toujours au point critique, c’est-a-dire quand
go — 0, g1 > 0 fixé. Si g1 # 0 il y a des corrections aux lois d’échelle, mais
le calcul montre qu’elles sont logarithmiques, et non plus en loi de puissance
comme dans 12.97.

13.3.2 Couplage marginalement essentiel, divergence
exponentielle de ¢

On considére maintenant le cas d’une théorie qui ne dépend que d’un seul
couplage g marginalement essentiel quand g > 0. Ce n’est pas le cas de ¢*. A
I'ordre dominant au voisinage du point fixe g* = 0 la fonction de Wilson W
pour ce couplage est maintenant

W(g) = b2g’+0(g>) ,  b2>0 (13.42)

En intégrant I’équation de flot on trouve alors que le couplage renormalisé g(S)
croit avec le facteur d’échelle S comme

g
N~ — 13.43

9(5) T gby10gS (13.43)
I1 croit donc a grande distance et décroit & courte distance (hautes énergies).
C’est le phénomeéne de liberté asymptotique (asymptotic freedom,).

Dans ce cas, la longueur de corrélation diverge exponentiellement quand
on s’approche du point fixe ¢ — 04 comme

1

—) quand g — 04 (13.44)
bag

)
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donc plus vite que toute loi de puissance. Autrement dit, la masse m de la
théorie des champs correspondante s’annule avec g comme

m ~ exp (—%) (13.45)

29

Cette situation sera discutée plus en détail dans 1’étude des modéles de
spin (modeéles sigma non linéaires) en dimension D = 2.

13.3.3 Ligne de points fixes : exemple du modéle XY

Enfin si la fonction de Wilson W(g) = 0 est identiquement nulle, on est
en présence d’une ligne de points fizes. Chaque valeur de g décrit une théorie
différente, appartenant & classe d’universalité différente, avec des exposants
critiques qui varient continiiment en fonction de g.

Un exemple fameux (et physiquement important) est le modéle XY en
2 dimensions, qui décrit la transition de Kosterlitz-Thouless. Ce modéle et
sa renormalisation seront présentés dans 15.3. A ce stade nous décrivons et
discutons ses flots de renormalisation.

Le modéle XY sur réseau est le modéle de spin classique & deux com-
posantes et symétrie continue O(2). En deux dimensions, en plus des ondes
de spins (les modes de Goldstone qui sont les excitations de basse énergie),
ce modéle posséde des excitations topologiques, les vortex, d’énergie finie, qui
introduisent du désordre. Nous discuterons plus en détail le concept de vortex
en 15.3, mais des exemples d’onde de spin et de vortex sont représentés en
Fig. 13.7.
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FIGURE 13.7 — Onde de spin et vortex dans le modéle XY 2D.

La théorie effective est caractérisée par deux paramétres: k = T, la raideur
de spin (la température effective des ondes de spin) et un nouveau parameétre
z, la fugacité des vortex.

Si z = 0 (absence de vortex), le modéle est en fait gaussien et la tem-
pérature T' n’est pas renormalisée. Si z > 0, il y a des vortex. A trés basse
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Transition de KT

ligne de pt fixes stables TKT ligne de pt fixes instables

FIGURE 13.8 — Les flots du modeéle XY : un exemple de ligne de points fixes.

température, l'effet des vortex n’est pas trés important. Il s’avére qu'il existe
une température critique Tkt > 0 au-dela de laquelle les vortex sont libérés et
la physique change (c’est la transition de Berezinski-Kosterlitz-Thouless). En
notant ¢t = (T — Tkr)/Tkr la température réduite, les fonctions de Wilson W,
et W, pour les deux paramétres z et t sont, d’aprés un calcul de renormalisation
au premier ordre

W, =tz , Wy=2? (13.46)

La premiére fonction W, décrit comment la fugacité des vortex z est renor-
malisée par les fluctuations thermiques, en fonction de la température t. Pour
t < 0 (donc T < Tkr) leffet est négatif, la fugacité renormalisée est plus
petite que la fugacité « nue ». Pour ¢ > 0 (T > Tkr) leffet est positif, la
fugacité renormalisée est plus grande que la fugacité « nue ». La deuxiéme
fonction W; décrit comment la température effective ¢ est renormalisée par la
présence de vortex. L'effet est toujours positif : plus de vortex = plus de
désordre = température effective plus grande.

On peut déduire ces équations de flot 13.46 a partir de la théorie de Sine-
Gordon, d’action

S[¢] = / d*x [%(8@2 — zcos(¢) (13.47)

qui est la théorie des champs duale du modéle XY.

Les flots du groupe de renormalisation dans le plan (¢, z) sont représentés
dans la Fig. 15.14. L’axe z = 0 est une ligne de points fixes. Pour ¢ < 0 ces
points fixes sont stables dans la direction z (perturbation par une densité petite
de vortex). Ils décrivent des théories de masse nulle, dont les fonctions de cor-
rélations (de spin) décroissent algébriquement. Si ¢ est positif, les points fixes
sont instables. Partant d’une valeur petite de la fugacité z, la fugacité renor-
malisée z croit et la densité de vortex devient grande. Les vortex sont libérés,
le systéme est désordonné, les fonctions de corrélations (de spin) décroissent
exponentiellement. Le point z =t = 0 est un point critique qui décrit la tran-
sition de libération des vortex. On peut montrer qu’a la transition, la longueur
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de corrélation &, qui est finie dans la phase massive ¢ > 0, diverge en t = 0
comme

& x exp <%) (13.48)

13.3.4 Exercices

Exercice 13.4. Corrections logarithmiques aux lois d’échelle
Dans le cas d’'un modéle avec un couplage essentiel gy et un couplage marginale-
ment inessentiel g; avec les fonctions de Wilson de 13.41, montrer que la
longueur de corrélation £ diverge a la surface critique gg — 0 comme

E(g0) =~ Algo| ™™ |1+ B ) e (13.49)

log(1/1go|
Appliquer ce résultat au modéle de Landau-Giszburg-Wilson & une composante
(modéle d’Ising) en dimension D = 4.

Exercice 13.5. Couplage marginalement essentiel
Déduire les relations 13.44 et 13.45 pour une théorie avec un couplage
marginalement essentiel g et une fonction de Wilson donnée par 13.42.

En partant d’un couplage nu petit go < 1 a une échelle de distance micro-
scopique ag, & quelle échelle le couplage renormalisé devient-il d’ordre O(1)
et s’attend-on a ce que les effets non perturbatifs deviennent importants ?
Comparer cette échelle & la longueur de corrélation &.

Exercice 13.6. Modéle XY
Montrer que la ligne critique associée a la transition KT est la ligne z 4+t = 0,
z > 0. En déduire la relation 13.48 pour la divergence de la longueur de
corrélation £ a la transition.

Quelle est la dimension d’échelle A, de la fugacité z (sur la ligne de points
fixes) en fonction de t 7 Que se passe-t-il a la transition ?

13.4 Limite continue et relation avec les théories
quantiques des champs

Nous avons vu dans la section 12.5.6 que prés d’un point critique les fonc-
tions de corrélations (ou du moins leur partie singuliére) d’un modéle statis-
tique prennent une forme universelle, donnée par des fonctions d’échelle. Ces
fonctions sont caractérisées uniquement par la classe d’universalité du point
critique. Nous allons développer ceci, et montrer que ces fonctions d’échelle
sont en fait les fonctions de corrélations (fonctions de Green) d’une théorie
quantique des champs (euclidienne) associée au point fixe correspondant a la
classe d’universalité. C’est cette relation extrémement profonde et importante
entre la théorie des phénoménes critiques et la théorie quantique des champs
qui a été mise en évidence par la théorie du groupe de renormalisation de
Wilson.
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13.4.1 Limite continue et fonctions d’échelle

Les fonctions d’échelle s’obtiennent & partir des fonctions de corrélation
pour un systéme statistique donné (o(z1)---o(zx)) en dilatant 1’échelle des
distances par un facteur d’échelle S (z — 2’ = s/.9) et en faisant simultané-
ment tendre les couplages vers le point critique (donc ici T — T, H — 0) en
« remontant » les trajectoires du groupe de renormalisation de fagon a ce que
les observables se comportent comme dans la limite continue. Pour le modéle
de Landau-Ginsburg-Wilson (modeéle d’Ising), on définit les « constantes de
couplages renormalisées » tr et hr et le « champ renormalisé » ¢r pour la
théorie continue comme

tp =tS2™ | hr = hS® | or=S8%¢c (13.50)

t x T —T. et h x H sont des couplages « réduits » sans dimension. Les
fonctions d’échelle G pour le champ ¢ sont obtenues en prenant la limite
d’échelle des fonctions de corrélations du champ renormalisé S — oo, tp et hr
fixés (donc les couplages t et h tendent vers le point critique t. = h, = 0)

Grlwr, o anitrhg) = Jim (52)" (o(Sa1) - 0(SzK)), , (13.51)
tr,hg fixed

Autrement dit, on part d’un systéme statistique défini avec un régulateur a
courte distance fini (pour Ising la maille de réseau a = 1), on rescale les
distances @ — 2/ = 2/S c’est-a-dire qu’on fait tendre le régulateur vers 0
(limite continue a — o’ = 1/S — 0) tout en ajustant les couplages (ici ¢ et h)
et la normalisation des observables locales (ici le champ ¢ = &) pour que la
longueur de corrélation et les fonctions de corrélations restent finies. Ceci est
illustré sur la Fig. 13.9. La théorie du groupe de renormalisation assure que ceci
est possible si on est au voisinage d’un point critique, et il faut ajuster autant
de couplages qu’il y a de couplages essentiels au point fixe correspondant, en
suivant les flots du GR issus du point fixe.

N RN

FIGURE 13.9 — Limite continue : les fonctions d’échelle sont obtenues en faisant
tendre le régulateur a courte distance vers 0 et en faisant tendre simultanément les
couplages vers le point critique ¢, de fagon a ce que les couplages renormalisés (et
donc la longueur de corrélation) restent finis.

Les fonctions d’échelle de la théorie continue ainsi obtenues ne sont rien
d’autre que les fonctions de corrélations pour le modéle statistique initial



466 Théorie statistique des champs

restreint a la variété instable (ici de dimension 2) issue du point fixe par les
flots du groupe de renormalisation. Les couplages renormalisés tr et hr ne
sont rien d’autre qu'un choix de coordonnées sur cette variété (surface) insta-
ble V. Il y a une relation simple entre tr et hg et les couplages effectifs ¢(.5) et
h(S) qui sont les coordonnées initiales sur la surface instable. Ceci est illustré
sur la Fig. 13.10.

limite continue © i

\ t
pO.IIl[ CIitique
modele microscopique

/ //hR
v
N te
/

/
surface instable ‘

point fixe

FIGURE 13.10 — Limite continue : le comportement au voisinage du point critique
¢ pour un modéle microscopique avec un régulateur UV fini (surface du haut), est
décrit par la variété instable (surface du bas). Il ne dépend que d’un nombre fini de
couplages essentiels renormalisés (ici tr et hr).

13.4.2 Conséquences
Fonctions d’échelle en champ nul

Les fonctions d’échelle en champ nul h = 0 obtenues dans les deux phases,
respectivement désordonnée (t — 0.) et ordonnée (t — 0_), G%(x1, -+, 2K),
sont donc juste des valeurs particuliéres des fonctions d’échelle générales

GE (w1, ,ox) = Gr(r1, - ,xx;t=+1,h=0) (13.52)
Elles ne sont donc pas indépendantes, puisqu’elles sont données par les fonc-

tions de corrélations d’une seule et méme théorie.

Rapports d’amplitudes critiques

On en déduit que les quantités sans dimensions obtenues en prenant des
rapports de fonctions d’échelle dans les deux phases sont aussi des quantités
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universelles, qui ne dépendent que de la classe d'universalité du point critique.
L’exemple le plus connu est le rapport d’amplitudes pour la longueur de cor-
rélation

A+ —v
T S5, AsIT-T . T>TouT<T.  (1353)

Fonctions d’échelle pour des points critiques différents dans la méme
classe d’universalité

Si on construit les fonctions d’échelle par la procédure de limite continue &
partir de deux modéles différents, avec des points critiques différents ¢ et ¢’ (par
exemple en partant d’'un modeéle d’Ising sur des réseaux carré ou triangulaire),
on obtient des fonctions d’échelle G(z; gr) et G'(x, gr) a priori différentes (je
note gr l'ensemble des couplages renormalisés). Les mémes arguments que
ceux pour I'universalité montrent que ces fonctions d’échelle sont équivalentes
par une redéfinition finie des couplages renormalisés gr — g% (donc & un
changement local de coordonnées sur la variété instable F) et un changement
de normalisation des champs ¢ — ¢’ = Z¢

Gr(w;9r) = 28 G (w3 95) (13.54)

Donc la théorie des champs associée a la limite continue et la physique dans
le domaine critique sont bien universelles.

13.4.3 Relation entre modéle de Landau-Ginzburg-
Wilson et théorie des champs ¢*

La construction des fonctions d’échelle par cette procédure de limite con-
tinue d’'un systéme statistique (en dimension D) est tout a fait analogue a
la construction de la mécanique quantique (& temps euclidien) comme limite
continue d’un systéme statistique unidimensionnel de chemins (voir la partie I
du livre). En fait on construit ainsi une théorie quantique des champs (a temps
euclidien) en dimension D, et les fonctions d’échelle sont les fonctions de cor-
rélations de cette théorie des champs, c’est-a-dire les éléments de matrice de
produits d’opérateurs locaux pour cette théorie. Voir la partie IT du livre pour
les détails. Ce qu’il faut retenir c’est que de fagon générale :

1. A un point fixe du groupe de renormalisation est associée une théorie
quantique des champs de masse nulle (théories invariantes d’échelle).

2. La variété instable associée a ce point fixe (déformation par des opéra-
teurs essentiels) décrit des théories quantiques des champs massives
(théories non invariantes d’échelle).

3. Les couplages d’échelle essentiels (champs d’échelle) sont les constantes
de couplages de cette théorie quantique des champs massive.



468 Théorie statistique des champs

4. Les fonctions de corrélations du modéle statistique sur la variété instable
sont les fonctions d’échelle associées a la classe d’universalité du point
fixe. Ces fonctions d’échelle sont données par les fonctions de corrélations
(éléments de matrice dans le vide de produits d’opérateurs locaux) de la
théorie des champs correspondante.

A titre d’exemple, je représente dans la figure 13.11 les théories quantiques
des champs (QFT) correspondant aux limites d’échelle du modéle de Landau-
Ginzburg-Wilson en dimension 1 < D < 4. On considére ici le modéle en
champ nul h = 0. r = t est la température réduite (couplage essentiel) et u le
couplage en ¢*. On a deux points fixes ; G le point fixe gaussien et W le point
fixe de Wilson.

1. La théorie d’Ising « vit » sur la ligne d’instabilité du point fixe de Wilson
W et ne dépend que d’un seul paramétre (la masse m? ~ r ~ t). C’est
la limite continue du modéle d’Ising.

2. La théorie ¢* « vit » entre la ligne du champ libre et la ligne Ising, sur
le domaine d’instabilité de G, elle dépend de deux paramétres, la masse
m? et le couplage u ~ g. C’est la limite continue du modéle de LGW,
qu’on a étudié dans la partie IT par des développements perturbatifs.

3. En particulier, la ligne des flots du GR qui part de G pour arriver en W
correspond aux théories ¢* de masse nulle.

4. La théorie pour u = 0 est le champ scalaire libre, limite continue du
modéle gaussien.

5. 11 faut bien stir considérer aussi le modéle dans un champ externe h,
qui est toujours un couplage essentiel. En pratique il suffit de connaitre
toutes les fonctions de corrélations de la théorie en champ nul h = 0
pour pouvoir calculer celles de la théorie en champ externe h # 0.

13.4.4 Equations du groupe renormalisation pour la
théorie continue

La théorie continue ne dépend que d’un ensemble fini N de constantes de
couplage renormalisées, gr = {¢%; a = 1, N} qui correspondent aux couplages
essentiels (champs d’échelle) sur la variété instable F pour le point fixe 0. Les
fonctions d’échelle étant les fonctions de corrélation pour la théorie sur F, elles
obéissent a la relation de base 13.4.4 pour les fonctions de corrélation

(@(Sz1) - (Str))yy = Z(S)™ K (s(x1) - b5 (k) 3¢,

mais maintenant restreinte & un nombre fini de couplages, les couplages renor-
malisés, sans qu’il soit fait d’approximation. Je note comme dans la discussion
générale par W*(gp) les fonctions de Wilson pour les couplages renormalisés
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FIGURE 13.11 — Théories des champs associées au modele de LGW en D < 4.

gr = {9% a =1, N} (ce sont les composantes d'un champ de vecteur W
sur F qui engendre les flots du groupe de renormalisation sur F) et A(ggr) la
dimension du champ ¢ sur F (c’est une fonction scalaire sur F). On a donc

d

W(gn) = ST=gh(S) .

Algr) = S-% log 2(8)

ds

En dérivant la relation générale 13.4.4 par rapport au facteur d’échelle S,
on obtient ’équation différentielle qui donne le comportement d’une fonction

d’échelle

Gr(21,- ,vx;8R) = (p(21) - '¢(55N)>gR

sous une dilatation.

0 a
S% - za:W (gr)

9%

0

+ K A(gr)

GK(S'Tla' o 7S$K7gR)

0

(13.55)

Cette équation réexprime simplement le fait qu'un changement d’échelle est
réabsorbé dans une redéfinition (renormalisation) des constantes de couplage et
des champs. Elle se généralise simplement au cas des fonctions de corrélations
avec plusieurs types d’opérateurs (par exemple o ~ ¢ et & ~ ¢? pour la
théorie d’Ising), chacun avec leur dimension A (pour Ising A, = A =D — A,

et Ag :D—At)

Cette équation est extrémement importante en théorie des champs et est
reliée a I'équation de Callan-Symanzik qui décrit comment une théorie des
champs dépend de « I’échelle de renormalisation ».
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13.4.5 Etude des phénomeénes critiques par la théorie des
champs

La relation entre phénoménes critiques et théorie quantique des champs
mise en évidence par la théorie du groupe de renormalisation s’est avérée
extrémement fructueuse.

Pour étudier des phénoménes critiques, on peut bien str étudier les flots du
groupe de renormalisation et les points fixes pour un modéle particulier. En
pratique c’est souvent assez lourd et les approximations faites sont délicates a
controler.

On peut aussi chercher & identifier la théorie des champs qui correspond a
la classe d’universalité du systéme, et ’étudier directement. Les méthodes de
théories des champs sont par exemple

1. La théorie perturbative des champs : ceci conduit aux développements en
D = 4 — e de Wilson-Fisher pour les systémes magnétiques, ou a des cal-
culs directs en dimension 3. Voir I'introduction a la théorie perturbative
des champs.

2. L’invariance conforme. De larges classes de points critiques en 2D ; et cer-
tains systémes quantiques 1D, correspondent & des théories des champs
invariantes conformes (invariantes sous des transformations d’échelle
locales), qui possédent des propriétés mathématiques fascinantes. On
peut classifier mathématiquement ces théories (du moins une tres large
classe, calculer le contenu en opérateurs, les dimensions d’échelle, les
fonctions de corrélations, etc. Ceci s’est avéré extrémement fructueux
pour les systémes bidimensionnels. Plus récemment les méthodes de
« bootstrap conforme » ont permis de faire de grands progrés pour le
calcul des exposants critiques en dimension 3.

3. Systémes intégrables. Les déformations de ces théories critiques (théories
massives décrivant le domaine critique) sont souvent des théories des
champs intégrables (possédant une infinité de quantités conservées) pour
lesquelles on peut également calculer exactement un certain nombre de
quantités. Les modéles statistiques sur réseau correspondant sont sou-
vent intégrables. Rappelons que c’est l'intégrabilité du modele d’Ising
bidimensionnel qui a permis in fine & L. Onsager de le résoudre.

4. Enfin, mentionnons les approches récentes basées sur les idées
d’holographie et de correspondance ADS/CFT qui permettent d’aborder
I’étude des systémes critiques par des techniques de théorie des cordes
et de gravitation.
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13.5 Opérateurs dangereux et opérateurs
redondants

13.5.1 Relations d’échelle pour D > 4 et opérateurs
inessentiels dangereux

Les exposants donnés par la théorie du champ moyen (valable si D > 4)
ne satisfont pas toutes les relations d’échelle, alors que la validité de
I’approximation de Landau a D > 4 s’explique par le fait que c’est le point
fixe gaussien trivial qui décrit le point critique. Ce paradoxe n’est qu’apparent.
Il s’explique par le concept d’opérateur « inessentiel dangereux » (di a
M. Fisher). C’est un point technique que je détaille ici. Il se rencontre pour
certains points critiques.

Nous allons considérer des couplages r, h et T et un champ ¢, définis en
réécrivant le hamiltonien de Landau (LGW) comme

H[g] = % /dD:c B(Wﬁ)? + %qu? + i& — ho¢ (13.56)

En dimension D > 4, les deux couplages pertinents sont ry (I’écart a la tem-
pérature critique, analogue a la masse carrée), hy (le champ magnétique),
tandis que T' (la température effective) est non pertinent. Les opérateurs cor-
respondant aux couplages o et hy sont ’énergie £ et 'aimantation o

E=¢> et o=2¢ (13.57)
En effet, si je rescale comme
r— Sz, ¢p— S D (13.58)
et en choisissant Ay = 1 les couplages scalent comme
T—Ts=8"PT, rg—rg=25%y, h— hg=25h (13.59)
Donc
Ar=4—-D, A =2, A, =3, Ap =1, Ag =2 (13.60)

Les exposants (3 et § faisant intervenir la fonction & un point (¢) scalent bien
comme attendu, de méme que la longueur de corrélation, et on a donc toujours

1 A¢ o Ah

—T,ﬁz—,é—A—¢ (13.61)

YTA A,

Par contre les fonctions connexes a deux points (£€)¢ et (oo)© sont nulles a
T = 0 (puisqu’il n’y a pas de fluctuations). Le terme dominant donnant le
comportement d’échelle pour ces fonctions est donné par le terme linéaire en
T quand T — 0, et pas par le terme constant en 7°. Techniquement on dit que
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la température T est un « couplage non pertinent dangereux » et 'opérateur
associé un opérateur inessentiel dangereux (dangerous inessential operator),
c’est-a-dire intervenant quand méme dans certaines fonctions d’échelle.

Par exemple on vérifie simplement qu’avec nos notations la susceptibilité
magnétique y et la chaleur spécifique C sont reliées aux fonctions a deux
points par

Co = 1 [Pale@e) . x = 3 [ewe0) 362

Les fonctions a deux points pour 'opérateur d’énergie et 'opérateur de spin
(champ) sont respectivement

H(x—y) = Z({E@)E(0) et Glx—y) = 5 (d(x)6(0) (13.63)

Ce sont bien des fonctions d’échelle non nulles dans la limite 7" — 0, mais il
faut tenir compte de la dimension de T, A7, dans leur comportement d’échelle
au point fixe (ici le point fixe gaussien). Par exemple

G(S(x—y)) = S22TET Gz —y) (13.64)

En tenant compte de cette dépendance supplémentaire, il faut rajouter un
terme en A dans les relations donnant les exposants 7, a et § en fonction de
Ay et Ag. Ceci donne

D —2Ap+ A D —2A4+ A
D-2+4n=20,—Ar, a= AE+ L,y = A¢+ = (13.65)

Le concept d’opérateurs inessentiels dangereux est important dans des cas
physiquement intéressants.

13.5.2 Equivalence des procédures de renormalisation et
opérateurs redondants

Discutons finalement les opérateurs redondants. C’est un concept un peu
subtil, di & Wegner, mais qu’il est bon d’avoir en téte pour avoir une bonne
compréhension du formalisme du groupe de renormalisation. Pour une méme
classe de modeles, des procédures de renormalisation différentes (par exemple
des procédures de décimations ou des procédures de moyenne sur des blocs
de taille ou de forme différente) conduisent & des flots différents dans l'espace
des couplages, qui en général ménent a des points fixes différents. Or ces dif-
férents points fixes doivent étre équivalents, car décrivant la physique a grande
distance du méme modéle microscopique.

La solution de ce probléme est que des procédures de renormalisation dif-
férentes (disons Rg et R') sont alors équivalentes modulo des redéfinitions des
champs ¢g(z) — ¢'s(x). Ces redéfinitions sont en général locales, non linéaires
mais non ultra-locales. Ceci veut dire que la valeur ¢'(z) de ¢’ au point x, va
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dépendre de la valeur de ¢ au point z, ¢(x), mais aussi de ses dérivées locales
Vé(x), Vi¢(a), ete.
¢ — ¢ =96V, ] (13.66)

Si les deux procédures de renormalisation different de fagon « infinitésimale »,
'(z) = o) + €[¢](x) (13.67)

les hamiltoniens renormalisés Hg et H'y (sous les deux procédures) différent
par des opérateurs locaux O, (z) proportionnels aux équations du mouvement
du modéle (voir la section 12.8).

Mol — Hlo) = Mol + [drOu(a) (13.05)

Les valeurs moyennes de ces opérateurs donnent zéro pour toutes les obser-
vables physiques. Ces opérateurs sont appelés opérateurs redondants. Les cou-
plages associés (couplages redondants ou redundant scaling fields) sont les
générateurs des redéfinitions des champs dans l'espace des couplages. Ces
générateurs redondants engendrent ’ensemble des H équivalents physique-
ment, car donnant les mémes observables.

Mathématiquement, il faut donc considérer les transformations du groupe
de renormalisation comme agissant dans I’espace des hamiltoniens locaux, quo-
tienté par les redéfinitions locales des champs. Ceci n’est a ce stade pas du tout
défini rigoureusement, et doit étre regardé cum grano salis.

13.5.3 Exercices

Exercice 13.7. Relation explicite entre couplages nus et renorma-
lisés

En se basant sur le calcul de renormalisation du modéle de IGW dans le cadre
de l'approximation du potentiel local, écrire les relations explicites entre les
couplages nus ¢ et ug du modeéle discrétisé (avec cut-off A) et les couplages
renormalisés de la théorie des champs correspondante (la théorie ¢*, avec
échelle de renormalisation ;) en dimension D < 4.

Faire I'identification entre les fonctions de Wilson W,, et W,. et les fonctions
de groupe de renormalisation 3, et (; de la théorie ¢* en D < 4, telles que
calculées en 8.9.2. Comparer les équations de flots dans ces deux formulations
et discuter pourquoi elles décrivent la méme physique.

Exercice 13.8. Couplages inessentiels dangereux
Refaire le raisonnement de 13.5.1 en considérant 'action de LGW de la forme

H= /de [(V§)? +td® +u o]

Montrer que c’est alors ¢* qui est opérateur inessentiel dangereux.
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Exercice 13.9. Opérateurs redondants
Montrer que pour le modeéle de Landau (LGW) de hamiltonien

_ (1 2 P Uy
H—/2(8¢) + LR+ ot
les opérateurs

O1 = =86 +716 + 2

et
0y = (Vo) +7¢> + g0

sont des opérateurs redondants. Quelles sont les redéfinitions des champs asso-
ciées ?
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Chapitre 14

Applications de la théorie de
Landau-Ginsburg-Wilson

14.1 Reégularisation dimensionnelle,
renormalisation et développement en ¢

Nous avons vu dans 13.4 que la limite d’échelle est décrite par une théorie
des champs. Il est donc possible de construire une théorie continue normalisée,
et de calculer directement les exposants critiques dans ce cadre. Pour la théorie
¢, il est particuliérement intéressant d’utiliser la régularisation dimensionnelle
et la procédure de soustraction minimale pour construire la théorie renorma-
lisée. Nous en détaillons juste le principe, et renvoyons & 8.9 pour les détails
des calculs & une boucle. La régularisation dimensionnelle consiste a effectuer
les calculs d’intégrales de Feynman en dimension D générale, par exemple en
utilisant la représentation des paramétres o de Schwinger (temps propre) pour
les propagateurs. D apparait alors comme un parameétre et on peut définir les
intégrales comme des fonctions méromorphes de D dans le plan complexe. Les
poles correspondent aux divergences UV. La présence d'un régulateur UV A
n’est plus nécessaire. Il faut juste supposer que les intégrales homogeénes sur
des puissances de moments donnent zéro.

/de k™2 =0 Vn (14.1)

Ceci correspond mathématiquement & choisir une prescription de partie finie
pour régulariser les intégrales divergentes, ou si 'on préfére utiliser un régula-
teur UV, A\, a remplacer toutes les puissances divergentes de A par zéro.

AP 0 (14.2)

La procédure de renormalisation par soustraction minimale (ou renormalisa-
tion dimensionnelle) consiste a renormaliser la théorie & D = 4 en introduisant
des contretermes qui ne contiennent que de purs pdles en € = 4 — D, mais pas
de partie analytique finie en e. En partant des contretermes & une boucle
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pour ¢* obtenues en 8.138 et 8.139, ceci correspond & choisir pour la relation
entre constante de couplage nue gp et constante de couplage renormalisée sans
dimension ug

. 31
gB = H (UR + Ui 3972 z) (143)

et pour celle entre masse nue (au carré) et écart renormalisé au point critique
tr (sans dimension)

1 1
2 _ 2

En prenant les définitions standard (Gell-Mann—Low, Callan-Symanzik) des
fonctions béta pour ces paramétres 8.140

0 0
ﬂu(uR) = Ma_uR , 6t(URtR) = Na_tR (14-5)
K 9B H gB,m2B
on obtient 3
Bultir) = —€up +uj 337 (14.6)
et .
/Bt(uRa tR,)) =1gr (—2 + ugp W) (147)

On constate que dans ce schéma, seul le premier terme de la fonction g,
(correspondant a la dimension classique) dépend de € = 4 — D. Les corrections
quantiques ne dépendent pas de €, seulement du couplage renormalisé. De
fagon similaire, la fonction 3;, donc la dimension anormale de t ne dépend pas
de e.

Cette propriété du schéma de soustraction minimale est valable a tous les
ordres de perturbation. Dans ce schéma, les contretermes pour le couplage sont
de la forme

gB = p <uR + Z bt oy (6)) (14.8)
k=1

Le contreterme a 'ordre de k boucles étant de la forme

Ci(e) = zk: Ck,j (%)J (14.9)

Jj=1

N

Le fait que la fonction béta soit finie quand ¢ = 0 implique que a l'ordre
k, les coefficients cj ; pour j > 1 s’expriment en fonction des contretermes
précédents C,, h < k. A Dordre k, seul le coefficient du péle simple ¢k, est
nouveau et doit étre calculé explicitement, et on trouve que

Bu(u) = —eu+ Z uF T kg (14.10)
k=1
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La fonction béta en dimension D = 4 — € s’exprime donc simplement & partir
de la fonction béta en dimension D = 4

B (u) = —eu+ B2 (u) (14.11)

De la méme facon, la dimension anormale de t = m? est une fonction de u
indépendante de €, de méme que la dimension du champ ¢ (sauf pour le terme
classique qui sera (2 — D)/2 = —1+¢€/2).

On peut alors exprimer dans ce schéma de renormalisation le point fixe de
Wilson-Fisher comme une série formelle en e

Biu)=0 = w'=> u (14.12)
k=1

De fagon similaire, la dimension anormale de ¢ au point fixe (qui donne
lexposant v), et celle du champ (qui donne I’exposant 1) s’exprimeront comme
des séries en ¢, et ce a partir du calcul en € = 0. C’est le principe du développe-
ment en e de Wilson-Fisher. Pour ¢* a l'ordre de deux boucles, il donne

explicitement
1 € 7€ €2
- L2 4. = — 14.13
S T T o B - (14.13)
L’exposant n n’a pas de terme d’ordre € car il n’y a pas de renormalisation du
champ a une boucle.

14.1.1 Notes

L’idée du développement en € est due & K. Wilson et D. Fisher et est intro-
duite en [WFT72]. Son utilisation systématique est détaillée par exemple dans
le volume 6 du Domb-Green [DGLT76] consacré au groupe de renormalisation,
voir en particulier la contribution de E. Brézin, J.-C. Le Guillou et J. Zinn-
Justin, et celle de D. J. Wallace. Pour les détails de calculs aux ordres élevés,
on pourra par exemple consulter le livre de H. Kleinert [KSF01].

14.2 Modéles & N composantes
14.2.1 Modéle O(N)

Le modéle de Landau-Ginzburg-Wilson vectoriel avec symétrie O(N) est
deéfini par un champ vectoriel réel & N composantes ¢(z) = {¢q}a=1,n§ €t par
I’action euclidienne

—

S:/de%(Vm$)2+m72$2+%(52)2 P = (ba)emy  (14.14)

Ce modéle est invariant sous les rotations dans l’espace interne des com-
posantes de ¢. Le propagateur porte des indices de couleur a, b puisque pour
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la théorie libre (g = 0)
(a(X)Pp(M)g = 6ap Go(x—y) = a—a (14.15)

Le vertex d’interaction porte maintenant deux indices de couleur indépendants
a et b puisque le terme d’interaction s’écrit

52\2 ‘ °
() = dtgsaowon =
a b (14.16)

Il se représente donc comme deux lignes en contact, chacune portant un indice
de couleur sans les échanger au contact.

Le facteur de symétrie du vertex est donc 1/8 = (1/2)3 car on peut per-
muter maintenant seulement les deux lignes dans chaque paire portant le méme
indice, et les deux paires portant des indices a priori différents. Ceci justifie le
choix de normalisation g/8 pour la constante de couplage. Attention ! Lorsque
N =1 on retrouve le modéle du champ scalaire, ¢* mais la normalisation est
différente (g/8 au lieu de g/24).

14.2.2 Développement perturbatif

La combinatoire du développement perturbatif est la suivante. Il faut tenir
compte des indices de couleur a € {1, N} quand on applique le théoréme de
Wick. Les diagrammes de Feynman sont construits avec des lignes continues
transportant de la couleur. Une ligne continue joignant deux vertex externes
donne alors un facteur d,, pour les indices de couleurs a et b portés par les
champs g(zz) (pour les fonctions de corrélations) (ou par les champs de fond
B(z;) pour les fonctions irréductibles). Il peut y avoir des boucles internes
fermées portant des indices de couleurs indépendants. Chaque boucle va donner
un facteur NV via la somme sur tous les indices possibles transportés par chaque
boucle Y, , 0o = N. Il faut tenir compte de cette description quand on calcule
les facteurs de symétrie des diagrammes.

La fonction irréductible & 2 points est

r® —s,, r® (14.17)

b
I® = s——a + g 1a@a+ at—+a

avec

+ “ee

| =

(14.18)

La fonction irréductible & 4 points est

T = (6abOed + acObd + Saadse) T (14.19)
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avec

C
r_ga><b & 2a>y> <iblea <:b
a b a b
a b
+1a>©b+l + 1
a

(14.20)

Les amplitudes (intégrales de Feynman) associées a chaque diagramme sont
les mémes que pour ¢* scalaire (N = 1). Seuls les facteurs de symétries qui
prennent en compte les sommations sur les indices de couleur changent.

14.2.3 Fonctions 3 & une boucle

Le calcul de la renormalisation du modéle et des fonctions du GR se fait
exactement comme pour le cas N = 1. On trouve pour les paramétres renor-
malisés sans dimension ug = gru‘ et tg = m%u~? (ici en dimension D = 4 —¢
et en appliquant le schéma de 8.9)

N +38 1—(u/A)¢
g = p (UR + uf, 5 Cp (/:/ ) + —I—(’)(u:}})) (14.21)
N +2 A)—2 1— (u/A)E
mQB:’LLQ (tR+uR 5 Cp (_(‘ué—)e +tr ('g/ ) ) —I—O(u%))
(14.22)
Avec le coefficient (associé a la divergence a une boucle)
2(4m)~P/2
Cp=2A= ———— 14.23
D’ou les fonctions béta & une boucle
N +38
Bu(ur) =—ecur + TCDU%—I—
N 42
ﬁt(uR,tR) =ir <—2+TCDUR+"') (1424)
La structure des flots est la méme que pour N = 1 (au moins tant que

N > —8 ...). Notez que pour N = 1 les fonctions ne sont pas exactement
celles du modele scalaire, simplement parce que le couplage (coefficient du
terme en ¢* dans 'action) n’est pas normalisé de la méme maniére. Le point

fixe UV est en
2 1

N +8Cp

wh =€ (14.25)
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et 'exposant de la longueur de corrélation

1 1 1N+2
_ _ L, v+ 14.26
VSR 2TINis " (14.26)

14.2.4 Limite N— oo

Dans la limite N — oo on doit retrouver un modeéle avec les mémes
symétries que le modéle sphérique. Voir les exercices de TD sur ce modéle.
Pour obtenir un développement perturbatif qui a un sens dans la limite n — oo
il faut rescaler la constante de couplage en ¢’

gN =g (14.27)

et prendre la limite N — oo, ¢’ fixé. Dans cette limite, seuls les diagrammes
avec le maximum de boucles fermées (donnant chacune un facteur N) sur-
vivent. Pour la fonction a deux points, ce sont les diagrammes dits « en cactus »
représentés sur la figure 14.1.

(O
O

FIGURE 14.1 — Les diagrammes « en cactus » dominent quand N — oo.

Les fonctions béta sont & une boucle

1
Bulu) = = eup + 3Cpulp’ +---
1
Bi(up,tr) =tg | =2+ =Cpug + - - (14.28)
2
d’ou
1 1

En fait les résultats a une boucle sont alors exacts.

Une fagon plus simple de construire la limite N = oo est d’utiliser I'intégrale
fonctionnelle et des champs auxiliaires. On retrouve les résultats perturba-
tifs et on peut étudier le modeéle via un autre développement perturbatif, le
développement en puissance de 1/N.
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14.2.5 N =0

Un autre cas intéressant est N = 0, qui décrit la limite d’échelle des longs
polyméres en bon solvant (longue chaine flexible avec une interaction de con-
tact répulsive). L’exposant v est alors 'exposant pour le scaling de la taille
d’un polymeére R en fonction du nombre de monomeéres L

R LY (14.30)

L’exposant v est 'inverse de la dimension fractale dp de la chaine v = 1/dp.

A Tordre € c’est
1
=-+4+ = 14.31
2 + 16 + ( )
Ceci traduit l'effet de gonflement des chaines di aux effets stériques. Nous

reviendrons plus en détail sur les polymeéres section 14.4.

14.2.6 Notes

Une présentation plus détaillée de la limite N — oo et du développement
en 1/N peut étre trouvée dans la contribution de S.-K. Ma du Vol. 6 du Domb
& Green [DGLT76]. Voir aussi la collection de contributions dans le livre de
Brézin et Wadia [BW93] (les premiéres traitent des modeéles vectoriels, toutes
les suivantes des modéles matriciels, de la limite planaire et des développements
topologiques).

14.3 Modéles a symétrie cubique

Les modeles avec des groupes de symétrie discrets peuvent également étre
traités.

Je donne I'exemple du modéle ou le champ 5 est un vecteur & N com-
posantes, mais oil le groupe de symétrie est celui du réseau hypercubique ZV.
Il y a alors deux constantes de couplages indépendantes qui correspondent aux
deux termes possibles d’ordre 4

/d%—z \ 6u)° Z¢>2 § o T (1432
a#b

Si ga = 3g1, on retrouve le modele O(N). Si g1 = 0, on a simplement N copies
indépendantes du modéle scalaire N = 1. Le potentiel est borné inférieurement
pourvu que

g2>0 et g1 > —g2 (14.33)

3(N—1)

(utiliser I'inégalité de Schwarz).
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Champ moyen : Sit¢ > 0, le minimum du potentiel est en (5 =0etla
symétrie n’est pas brisée. Si ¢ < 0, la symétrie cubique est spontanément
brisée.

Le schéma de brisure dépend du rapport g;/g2. Pour N = 2, on trouve
que si g1/g2 > 1/3, il y a quatre minimas du potentiel, situés sur les axes
(¢1 = 0 ou ¢ = 0), alors que si —1/3 < g1/g2 < 1/3, les quatre minima
sont sur les diagonales ¢1 = +¢5. Pour N quelconque ce schéma est le méme :
si g1 > ¢2/3 les minimas sont sur les axes principaux (gbj = O,j £ 1), si
g2/3 > g1 > g2/3(1 — N) sur les axes diagonaux (¢ = £¢o = --- = £¢n).

Groupe de renormalisation : 11y a deux fonctions irréductibles a 4 points.

(4

La premiere I', /,, avec a # b va donner la renormalisation de g;

aab
- 1 a_ & b
S ART LLEC R SR AT b e S
a
a <b a b
+g1g2 ><><: a <'b +g7 @ Q\\
a b a b (14.34)
la deuxiéme P&‘f}aa donne la renormalisation de go
a XA a
a //\‘
N—1 a a N-1cl| ¢
X te >< >< vy X vg o L
a x
a a
a a
a a YA\ a a
1 -1 c| Je 1
+g§§ a a \ +g§§ a \
a a a a a a
(14.35)
La fonction irréductible a deux points I‘,(ﬁl) est
E\ a
o
v g N1 \/ P Q
+—t —
a at 81 3 at—ta 822a a (14.36)

Les amplitudes des diagrammes sont toujours celles de la théorie scalaire.
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On répéte le calcul de la renormalisation sans difficulté. Les couplages g1
et go sont renormalisés. Les couplages sans dimension associés sont u; = g1 pu°
et us = gopu€ et on trouve pour les deux fonctions béta de ces couplages up et
uy en dimension D < 4

N 42
ﬁul = —e€ui + (u% + uy UQ> Cp+--- (1437)
3(N -1 3
Puy = —€u2+(U%(T)+U§§> Cp+--- (14.38)
La fonction béta pour le couplage t = m?u~2 (le carré de la masse) est
N -1 1
ﬂt=t<—2+ (ul 5 +U2§) CD+"') (14.39)
Pour € > 0 (D < 4) il y a maintenant quatre points fixes.
le point fixe gaussien up =uz =0 (14.40)
le point fixe du modéle scalaire up =0, wug= 3¢ (14.41)
2 6
1 int fixe d dele O(N = =
e point fixe du modeéle O(N) =g W= g
(14.42)
et un nouveau point fixe cubique Uy = i Ug = 2(N7_1)
v p X q 1= 3N € 9 2 — 3N €
(14.43)

Ce qui est intéressant est la position relative de ces points fixes et leur stabilité.
Il y a deux cas, suivant que N est plus petit ou plus grand qu’une certaine
valeur critique N., qui vaut au premier ordre en €

N.=4 (14.44)

N < N.: Lespoints fixes sont disposés comme sur la Fig. 14.2 et c’est le point
fixe O(N) qui est attractif. Son domaine d’attraction est une région du plan.
Meéme si on part d’un modéle microscopique qui n’a que la symétrie cubique,
en général a la transition la symeétrie est la symétrie O(N). Ce phénoméne
est connu sous la dénomination de « symmetry enhancement ». Le point fixe
cubique est un point fixe multicritque. Son domaine d’attraction est une ligne.
Cette ligne sépare le domaine d’attraction du point fixe O(N) d’un autre
domaine, ot les couplages sont envoyés a l'infini. Sans discuter plus en détail
ce cas, signalons qu’en fait cela implique que la transition de phase devient du
premier ordre (transition du premier ordre induite par les fluctuations).

N > N, : Les points fixes sont disposés comme sur la Fig. 14.3 et c’est le
point fixe cubique qui est attractif. Donc a priori a la transition la symétrie est
une symétrie cubique, sauf si on part au niveau microscopique d’un systéme
avec la symétrie O(N).
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FIGURE 14.2 — Flots des couplages pour le modéle cubique pour N < N..

Gaussien

FIGURE 14.3 — Flots des couplages pour le modéle cubique pour N > N..

N =N, :

Ce cas est un peu particulier et est représenté sur la Fig. 14.4.

C’est la valeur de N ol les points fixes sont confondus et échangent leurs roles.
Le double point fixe a une direction irrelevante (attractive) et une direction
marginale (attractive d’un coté, répulsive de I’autre).

14.3.1 Notes

Pour ceci, nous renvoyons encore au Vol. 6 de Domb & Green [DGLT76], en
particulier a la contribution de V. Privman, P. C. Hohenberg et A. Aharony.
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Gaussien J, u

FIGURE 14.4 — Flots des couplages pour le modéle cubique pour N = N..

14.4 Polyméres

14.4.1 Introduction aux polyméres

La théorie des polymeéres et des marches aléatoires est un domaine impor-
tant de la physique statistique, avec de nombreuses applications fondamentales
et appliquées. Il est hors de question d’introduire le sujet dans sa généra-
lité. Il existe d’excellents ouvrages comme pour ce qui va nous concerner
[dCJ10, dCJ87]. Nous allons voir ici comment la théorie du groupe de renor-
malisation et la théorie des champs ont permis de comprendre le comportement
des polymeéres en bon solvant.

Les polyméres sont de longues, voire trés longues, macromolécules, com-
posées d’une suite d’unités moléculaires élémentaires, les monoméres, unis par
des liaisons moléculaires fortes (liaisons covalentes). Lorsqu’un polymeére est
composé d’'une seule sorte de monomeére, on parle d’homopolymeéres, si ce sont
plusieurs sortes on parle d’hétéropolymeéres. Si la trés grande majorité des
systémes étudiés et d’intérét pratique comportant des polymeéres sont denses
(matiéres plastiques, matériaux composites, etc.), certains polymeéres peuvent
étre dans des phases diluées ou semi-diluées dans un liquide qui écrante suf-
fisamment les interactions inter-polymeéres pour qu’on puisse considérer un
polymeére comme une longue chaine flexible interagissant peu avec les autres
polymeéres. On parle alors de polymeére en solution. Si de plus les interactions
a longue portée entre monomeéres sont écrantées par le solvant (forces électro-
statiques si le polymeére est chargé, mais surtout forces de van der Waals), on
parle d’un polymeére dans un bon solvant.

C’est cette situation qui va nous intéresser ici, car dans ce cas des modéles
théoriques simples peuvent étre utilisés, et des propriétés universelles émergent.

Un tel polymeére flexible, composé de N monoméres, peut étre modélisé par
une chaine de N segments de longueur «a fixée (la taille du monomeére), joints
entre eux par leurs extrémités, et libres de tourner les uns par rapport aux
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autres. On néglige donc les effets de la rigidité, qui va s’avérer non pertinente
pour les trés longues chaines N > 1. Une configuration du polymeére est donc
donnée par les vecteurs positions 7, 7 = 0, - - - IV des extrémités des monomeres,
avec la contrainte de longueur |7; —7;_1| = a, comme représenté sur la Fig. 14.5.

On va supposer que toutes les configurations de la chaine sont équipro-
bables, aux contraintes stériques prés, qui interdisent & deux monoméres
d’occuper la méme place dans 'espace. On va voir que ces contraintes stériques,
ou d’autoévitement, sont en fait importantes. Les propriétés d’une configura-
tion typique (un échantillon) seront donc obtenues en faisant la moyenne sur
un ensemble statistique de toutes les configurations autorisées.

Ce modéle trés simple doit permettre de calculer des quantités caractéris-
tiques du polymeére en bon solvant. Les observables les plus simples sont la
distance bout a bout (entre les deux extrémités) d(N)

d(N) =[x — 7ol (14.45)

et le rayon de giration R (N) qui est la variance de la position des monomeéres
1 & &Y

Ro(N)= | ——=) = —— ) 7 14.46

() N+1i:0r <N+1;r> (14.46)

On peut d’ailleurs avoir accés expérimentalement & ces quantités. Elles vont

donner qualitativement ’extension spatiale d’'un polymeére de longueur N.
Nous allons voir que ces quantités (leurs valeurs moyennes) se comportent

selon une loi d’échelle pour de trés longs polymeéres, et plus précisément comme

(d(N)?) ~ (Ra(N)?) ~ N9 quand N — oo (14.47)
dp est la dimension fractale de la chaine (si la chaine était un segment rigide
de longueur N, on aurait d(N) = Na et Rg(N) = Na/2v/3, donc Dp = 1).
14.4.2 Polymeéres, marches aléatoires et champ libre

Ce modéle trés simple de chaine polymeére est en fait un modéle de marche
aléatoire dans l'espace, de longueur de pas fixée a. Il est donc possible de

FIGURE 14.5 — Un modéle de chaine de segments de longueur fixée pour le polymeére.
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FIGURE 14.6 — Un modéle de chaine élastique pour le polymére.

le mettre en relation avec les résultats classiques concernant le mouvement
brownien, mais également, via l'intégrale de chemin, avec la mécanique quan-
tique et la théorie des champs. Une fagon simple de comprendre ceci est de
passer d’un modéle de monoméres de longueur fixée & un modéle élastique
et statistique, ot les monomeéres sont maintenant des ressorts de raideur x,
et ot donc a chaque configuration de monomére i d’extrémités 7;_1 et 7; est
associée une énergie interne E; = x(7; — 7;_1)%/2. A température finie T, les
fluctuations thermiques impliquent que la longueur moyenne du monomeére a,
est

kT
kK
Cette longueur moyenne va jouer le role de la longueur élémentaire a dans le
modéle de maillon rigide. La chaine élastique est donc une chaine harmonique
de N ressorts, comme représenté sur la Fig. 14.6. A une configuration de chaine
de N éléments, caractérisée par les vecteurs positions des N 4 1 points

a® = (7, — 7_1)%) (14.48)

r={r,i=0;N}
est associé un poids statistique de Boltzmann (par simplicité on a absorbé le
facteur de Boltzmann dans x, donc normalisé kT = 1)

N
W] = exp (— S S- >> (14.49)

i=0
La fonction de partition d’une chaine de longueur N dont les extrémités sont
fixées est donc

N—-1 N
Z[if, i N] = / [T a7 exp (—Z S FH)?) (14.50)
To,7 N fixés i=1 i=1

Cette intégrale gaussienne est similaire au propagateur a temps euclidien dis-
crétisé pour la particule libre. Elle vaut explicitement

27N\ 2 K
Z[ro, TNy N] = (T) exp (—ﬁ(f}v - F0)2) (14.51)
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d est la dimension de l'espace. Dans la limite de trés longue chaine N > 1 on
peut considérer que la chaine se comporte comme une trajectoire brownienne
(une marche aléatoire continue), et en renormalisant les longueurs, et en notant
L = N/+/k la longueur de la chaine, identifier la fonction de partition a un
élément de matrice du noyau de la chaleur

ou A est le laplacien (Popérateur de Laplace-Beltrami) dans I'espace de d
dimensions.

Bien sfir, les chaines polymeéres sont en général de longueur fixée. Puisqu’on
s’intéresse aux propriétés des trés longues chaines, il est intéressant de consi-
dérer I’ensemble grand-canonique ou la longueur des chaines peut varier, et
d’associer une fugacité z a chaque monomere. La fonction de partition grand-
canonique est alors

Z[’FQ,'Fl;Z] = Z ZNZ[’FQ,’Fl;N] (1453)
N=0

Si on considére la fugacité comme ’exponentielle d’'un potentiel chimique p
pour un élément de longueur de la chaine, dans la limite continue de grande
chaine ceci peut se réécrire, L étant toujours la longueur de la chaine

2l Fisn) = [ dL exp(-nL) Z[ro, i (14.54)
0

La fonction de partition 14.53 & potentiel chimique de longueur fixée pu est
donc la transformée de Laplace de la fonction de partition 14.52 & longueur
fixée L. En termes du laplacien c’est, en intégrant explicitement sur L

1

Z[ro, ™5 ] = (1]
C’est donc le propagateur euclidien pour le champ libre scalaire de masse
m = /i ! Ceci n’est en fait pas surprenant, et a déja été discuté dans le cadre

de l'intégrale de chemin et de l'intégrale fonctionnelle dans les sections 3.2.1,
4.8.3 et 6.8.

14.4.3 Effets stériques et classe d’universalité

De la forme explicite de la fonction de partition pour une chaine polymeére
idéale, on déduit facilement ses propriétés en particulier sa dimension fractale
drp = 2. Cependant ce modéle trés simple néglige complétement les effets
d’encombrement stérique, c’est-a-dire que méme en I’absence de forces a longue
portée entre monoméres, deux monoméres situés loin le long de la chaine ne
peuvent pas occuper la méme position, alors que cela est possible pour une
chaine brownienne.
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Un argument dimensionnel trés simple permet d’estimer si les effets
stériques sont importants ou pas, en fonction de la dimensionnalité de ’espace.
Si on considére deux chaines browniennes indépendantes, comme elles sont cha-
cune de dimension fractale dp = 2, elles ont une probabilité nulle de se croiser
si la dimension de I’espace d est

d>dp+dp =4 (14.56)

et elles ont une probabilité d’ordre un de se croiser si d < 4. On peut songer
a lanalogie avec le fait que deux droites prises au hasard ne se croisent pas
génériquement dans l'espace (d = 3 > 1+ 1), alors qu’elles se croisent dans le
plan (d =2 =1+1). Ainsi d = 4 joue le role de dimension critique supérieure
pour les effets stériques.

Les effets stériques entrainent un effet de gonfiement stérique de la chaine,
qui va occuper plus de volume dans l'espace qu'une chaine purement brow-
nienne qui peut se recouper. Les expériences, et les calculs théoriques, mettent
en évidence ce comportement, et montrent que la chaine reste un objet fractal,
donc avec des propriétés d’échelle pour les trés longues chaines, comme ceux
donnés pour le rayon de giration et la distance aux extrémités par 14.47, mais
maintenant avec une dimension fractale plus petite

drp <2 si d<4 (14.57)

Il s’avére que ce comportement est universel, et que dr ne dépend que de la
dimension de l’espace d. De ce point de vue les polymeéres sont des systémes
critiques, définissant une nouvelle classe d’universalité.

Enfin, signalons a ce stade que le comportement sera le méme pour des
chaines polyméres ouvertes (avec deux extrémités) que pour des chaines
polymeéres fermées, donc des boucles. Si on fait abstraction en dimension 3 des
effets topologiques liés a la présence d’entrelacements (des nceuds), la dimen-
sions fractale d’une chaine fermée sera la méme que celle d’une chaine ouverte.

Grace en particulier a P.-G. de Gennes, cette classe d’universalité peut
étre décrite comme celle d’'un systéme magnétique & n composantes, comme
étudié dans la section 14.2, mais dans la limite un peu particuliére ot n = 0.
Deux idées sont importantes : (i) si une chaine brownienne peut étre décrite
en termes d’un champ libre ¢, les interactions stériques peuvent étre décrites
par des interactions en ¢*, (ii) une chaine brownienne isolée est en fait décrite
par un champ vectoriel (E avec n composantes et symétrie O(n) dans la limite
ou le nombre des composantes du champ est n = 0.

Les effets stériques peuvent étre modélisés de plusieurs maniéres. Tout
d’abord on peut imposer les contraintes d’autoévitement sur la chaine de deux
fagons : (i) autoévitement dur, la chaine ne peut pas se toucher (voir Fig. 14.7) ;
(ii) autoévitement douz, la chaine peut se toucher ou se croiser, mais cela cotite
une certaine énergie E, positive par point de contact, ce qui défavorise ces con-
figurations (voir Fig. 14.8). Le premier cas correspond bien str & E. = +o0.
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FIGURE 14.7 — Autoévitement fort : la chaine ne peut pas se croiser.
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FIGURE 14.8 — Autoévitement faible : une énergie positive F. est associée aux points
de croisement.

14.4.4 Modéle de gaz de boucles et limite n =0

Donnons un exemple simple, sur réseau bidimensionnel, dans le cas d’un
autoévitement fort, ot I’équivalent avec un modele de spin & n = 0 com-
posantes est explicite. On considére le réseau en nid d’abeille, ou réseau hexa-
gonal. Ce réseau est particulier car les vertex sont trivalents, cela va s’avérer
important. A chaque vertex i est associé un spin classique & n composantes
S(i) = (8,(i),--- Sy(i)). La longueur du spin est fixée par commodité a /7,
donc S(i)2 = n. En généralisant le cas étudié dans le développement & haute
température du modeéle d’Ising, on choisit comme poids de Boltzmann pour
une configuration S = {S(i)} le produit sur les liens e = (i,7) du réseau
hexagonal

WI[S] = /dS wisl= [] +USH53)) (14.58)

e=(4,5)
i et j étant les extrémités du lien e. U est un paramétre positif. Le poids W[S]
est maximal si les spins sont tous alignés S(i) = S (ordre ferromagnétique).
Si U = 0 les spins sont totalement désordonnés, ce qui correspond a la phase
de haute température (phase paramagnétique). La fonction de partition Z du

modéle est une fonction de U et de n. Elle peut se développer en puissances
de U. Le terme d’ordre U s’exprime comme une somme sur tous les ensembles
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€ de N liens distincts (e; = (i1, 1), --en = (in, jn)) du réseau hexagonal de
I'intégrale sur les spins (donc sur les sphéres de rayon /n) en chaque vertex
de produits scalaires de spins

[e%s) N
7= vV }:(/dSII&%ua&%@u (14.59)
N=0 |E]=N a=1

|| est le nombre de liens dans &. L’intégrale sur chaque spin S(i) se réduit aux
quatre cas suivants (puisque le réseau hexagonal est trivalent) : (i) aucun lien ne
contient le site 4, (ii) un seul lien contient le site 4, (iii) deux liens contiennent le
site ¢, et enfin (iv) trois liens contiennent le site 7. Mais la moyenne (I'intégrale)
sur le spin donne respectivement (en normalisant l'intégrale pour que le volume
de la sphére soit égal a l'unité)

(i) [dS1=1 , (i) [dS Sa=0
(14.60)
(iii)  [dS SaSs=0us , (iv) [dS S,85S, =0

Les seuls ensembles de liens £ qui subsistent dans 14.59 sont donc ceux tels
que les liens forment des boucles fermées. La géométrie du réseau hexagonal
fait que ces boucles ne peuvent se toucher. De plus, en sommant sur les indices
« des spins dans une boucle, on obtient un produit de symboles de Kronecker
Oaya20asas ** * Oara, = 1 (avec la convention d’Einstein de sommation sur les
indices répétés). On a donc un facteur n par boucle fermée et la fonction de par-
tition s’exprime simplement comme une somme sur les ensembles géométriques
B de boucles qui ne se touchent pas sur le réseau hexagonal

Z(U,n) = > UL®B) Bl (14.61)

B={boucles disjointes}

ou L(B) est la longueur totale des boucles (nombre de liens) et |B| le nombre
de boucles. Une telle configuration est représentée Fig. 14.9. De tels modéles
géométriques sont appelés des modeles de gaz de boucles auto-évitantes. U est
la fugacité des liens (monomeéres) et n la fugacité des boucles. On peut de
la méme fagon représenter des configurations incluant des polyméres ouverts
dont les extrémités sont fixées en calculant des fonctions de corrélations du
modeéle. Par exemple la fonction & deux points (non normalisée)

Z(i,5) =y _ WIS]S(H)S(j) (14.62)

s’écrit comme somme sur les configurations auto-évitantes P de boucles fer-
mées B et d'un chemin ouvert P dont les extrémités sont les vertex i et j
(Fig. 14.10)

Z(U,nli,j) = > ULP) plPl (14.63)

P={boucles + polymeére i — j}
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FIGURE 14.10 — Une configuration de polymére ouvert et de boucles sur le réseau
hexagonal.

ol maintenant |P| égale le nombre de boucles+1, et L(P) est le nombre
total de liens de la configuration. Dans sa formulation comme gaz de boucles et
de polyméres, le nombre de composantes n du spin n’est plus qu’un paramétre.
Pour obtenir la fonction de partition pour une boucle auto-évitante, il suffit
de prendre la limite n — 0

1-Z(U.
Zl bouclc(U) = Z UL(C) = lim M

n—0 n

(14.64)

une boucleC
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De méme, pour obtenir la fonction de partition pour un polymeére ouvert

. . Z(U,nlt,g
Zl polymére(Uhaj) = Z UL(P) = lim (7|]) (1465)

P polymeérei—j n0 n
En effet, n étant la fugacité des boucles, ces limites n — 0 permettent de
ne garder que les configurations avec une seule boucle, ou un seul polymeére.
Puisque si n = 0, la fonction de partition Z(U,n = 0) = 1, la fonction a deux
points est simplement la fonction de corrélation du modéle de spin

. N S
2 potgmere(Uli- ) = lim — ($(0)8(7)) (14.66)
Enfin, pour remonter a la fonction a deux points pour un polymere de longueur
fixée L, Z1 polymere(L|i, 7) il faut faire une transformation de Laplace inverse,
puisque

Zl polymérc(U|7:, .]) = Z UL Zl polymérc(Lﬁ, j) (1467)
L=0

exactement comme pour le chemin brownien 14.53.

14.4.5 Limite d’échelle et théorie ¢} _,

L’exemple simple en dimension deux s’étend & d’autres réseaux en dimen-
sions plus grandes. De facon générale, on peut formuler un modéle de polymeére
autoévitant comme la limite n — 0 d’un modéle de spin & n composantes. En
particulier, il est possible de formuler directement dans le continu un modéle
de marches aléatoires faiblement auto-évitantes (comme représenté Fig. 14.8 et
discuté section 14.4.3) en termes d’'une théorie des champs ¢* & n composantes,
dans la limite n — 0.

Si on revient a ’exemple du modéle de boucles sur réseau triangulaire, U
(la fugacité des monomeéres) joue le role de Uinverse de la température pour
le modéle de spin. Pour U trés petit, donc la phase de haute température du
modéle de spin, seules de trés petites boucles sont présentes. Comme il s’agit
d’un modéle de spin, similaire au modéle d’Ising, qui correspond a n = 1,
on peut montrer qu’il existe un point critique a un U, > 0, ou le systéme
magnétique passe d’une phase désordonnée de haute température a une phase
ordonnée de basse température, et ot la longueur de corrélation du modéle
devient infinie, et diverge comme

Ex U - U™ (14.68)

ou v est I'exposant critique de la longueur de corrélation. Mais d’autre part,
dans le modéle de boucle ou de polymére, la longueur moyenne du polymére
est simplement

(L) = U% log(Z(U)) (14.69)
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Autrement dit, la longueur du polymére L est le paramétre conjugué de la
fugacité U. On en déduit facilement que le point critique U, est le point ou les
boucles deviennent grandes, et que la longueur moyenne des boucles dans la
fonction de partition diverge comme

(L) o (U, —U)™* (14.70)

Autrement dit, le point critique U, décrit le comportement des grandes chaines
ouvertes (polymeéres) ou fermées (boucles). Une étude un peu soigneuse de
la fonction & deux points 14.65 au point critique permet de montrer que
la longueur de corrélation £ pour cette fonction & deux points correspond
a lextension moyenne dans 'espace de la chaine. C’est naturel car ce sont
chacune la seule grandeur ayant la dimension d’une longueur que l'on peut
respectivement considérer pour les deux modeéles (modeéle de spin et chaine
polymére) dans la limite d’échelle. Mais ceci implique que le point critique
décrit le comportement d’échelle du polymére, donc les comportements du
rayon de giration et de la distance bout & bout d’un polymere de grande taille.

longueur de corrélation{ o rayon de giration Rg (14.71)

Ces arguments d’échelle et d’analyse dimensionnelle, qui peuvent étre rendus
rigoureux, permettent de relier la divergence de la longueur de corrélation
au point critique avec les effets de gonflement stérique et les comportements
d’échelles de la chaine

Ex|U.-U™ , |U.-Ul"'«L , Rgo LY (14.72)

et donc de relier simplement la dimension fractale dp du polymére a ’exposant
critique v du modele n = 0 par

dF = - donc RG ox LY (1473)

Cette identité fondamentale étant obtenue, il suffit d’appliquer les calculs
du comportement critique du modéle vectoriel n composante et symétrie O(n)
considéré dans la section 14.2 pour le cas n = 0 pour obtenir des résultats
sur le comportement d’échelle des polymeéres en bon solvant. En particulier on
obtient bien que d = 4 est la dimension critique supérieure, comme argumenté
plus haut. Les effets stériques ne sont par pertinents en dimension d > 4,
et la dimension fractale d’'un polymére est toujours dp = 2. Par contre, en
dimension d < 4 en particulier d = 3 et d = 2, le gonflement stérique est
important. La dimension fractale de la chaine en dimension d = 3 peut par
exemple étre calculée par un développement en € = 4 — d, avec a ’ordre d’une

boucle
1L o@ (14.74)
T 16 '

Le fait que les polymeéres en bon solvant soient décrits dans la limite d’échelle
par une théorie des champs permet aussi en dimension d = 2 d’appliquer les
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techniques des théories conformes (théories des champs invariants conformes)
pour obtenir la valeur exacte de I'exposant v.

v=23/4 pour d=2 (14.75)

Nous terminons ici cette trés bréve introduction aux polymeéres.

14.4.6 Notes

L’idée de relier le polymére en bon solvant a un systéme magnétique & N =
0 composante est due & P.G. de Gennes. Les références de base sont le livre de
P.G. de Gennes [dG79] et celui de J. des Cloizeaux et G. Janninck [dCJ10]. Les
polymeéres et gaz de boucles en dimension deux (D = 2) sont trés particuliers et
intéressants. Leur physique est intimement liée aux systémes intégrables, aux
théories conformes, et aux systémes stochastiques conformes. Nous renvoyons
aux livres de J. Cardy [Car96], de P. di Francesco et al. [DFMS12] et de
G. Mussardo [Mus10], pour une introduction a ce domaine trés riche.

14.5 Points multicritiques

14.5.1 Introduction

La théorie du champ moyen prévoit lexistence de points multicritiques,
c’est-a-dire de transitions de phases continues particuliéres requérant d’ajuster
plus d’'un paramétre (la température) pour les observer. Nous avons déja vu
que le point critique du modele d’Ising (point de Curie) nécessite d’ajuster deux
paramétres, le champ externe appliqué B = 0 (par symeétrie) et la température
(T = T.). De méme, le point critique dans un fluide nécessite d’ajuster la
température et la pression. Ce sont donc en fait des points bicritiques. Nous
allons étudier un exemple simple de point tricritique, et voir que ce point est
aussi décrit par une théorie des champs.

14.5.2 Modéle d’Ising avec lacunes, point tricritique

Le modéle d’Ising avec vacances est une extension simple du mo-
déle d’Ising, dans lequel on autorise certains sites du réseau & ne
pas porter de spin d'Ising, on parle alors de « lacune » ou de
« vacance ». Ces lacunes sont mobiles, et peuvent se situer n’importe
o sur le réseau. Elles introduisent un désordre « recuit » (annealed
disorder) et sont a traiter comme des variables aléatoires, comme les spins
d’Ising eux-mémes. Ce cas est tres différent de la situation ou les vacances
seraient distribuées de fagon aléatoire, mais fixe, on parlerait alors de désordre
« gelé » (quenched disorder), cas intéressant et physiquement plus difficile &
traiter.

On peut considérer ’ensemble grand canonique ot le nombre des lacunes est
variable, et associer a chaque lacune une fugacité z, ou un potentiel chimique
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p (Iénergie nécessaire pour créer une lacune dans le systéme). On peut alors
traiter le modéle d’Ising comme un systéme de soin a trois états

+1 siil y a un spin au site ¢ et il vaut T,
S(i) = <=1 siily aun spin au site i et il vaut |, (14.76)
0 si il y a une lacune au site ¢, et donc pas de spin.

L’énergie d’une configuration microscopique sera (on considére un réseau carré
7% pour simplifier) une somme sur les liens et une somme sur les sites

HIS| = > —JS@HSG) + Y n(l—53)?) (14.77)
e=(ij) %

Le poids de Boltzmann d’une configuration sera toujours
W(S] = exp(H][S]) (14.78)

La fugacité des lacunes z = exp(mu) controle la densité des lacunes. Si z
est petit, il y a peu de lacunes et le systéme se comporte comme le modéle
d’Ising, avec une transition continue entre une phase désordonnée & petit J
(haute température) et une phase ordonnée a grand J (basse température),
ou J =1/T. Si z est plus grand, la densité de lacunes devient importante, et
les interactions effectives entre spins plus faibles, la température critique sera
plus basse. Il s’avére que si z est suffisamment grand, la transition devient du
premier ordre, la magnétisation subit un saut de (S) =0si T > T, a (S) #0
siT < T, et en méme temps la densité de lacunes p subit également un saut !
Le point le long de la ligne critique dans le plan des deux parameétres (7', z) ou
la transition passe du deuxiéme ordre au premier ordre est le point tricritique.
Ce diagramme de phase est représenté schématiquement Fig. 14.11. Le point
tricritique est localisé & une température et une fugacité bien précises Ti., 2.

z Y
point tricritique
, 1°" ordre
eF=——===c__ e phase
Orq;e désordonnée
O
=
8
gn| phase ordonnée
£

Température T. T

FIGURE 14.11 — Diagramme de phase du modéle d’Ising avec lacunes, T est la
température, z la fugacité des lacunes.
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14.5.3 Champ moyen et théorie ¢

Il est possible d’étudier le modéle d’Ising avec lacunes dans I’approximation
du champ moyen, en utilisant la méthode variationnelle de la section 11.2.2, ou
par la théorie de Landau. Le résultat est qu’au voisinage du point tricritique,
le hamiltonien effectif (ou de Landau) pour aimantation ¢ doit étre pris de
la forme

Hg] = /ddx %(a¢>)2 +V(p) avec V() =t¢" +g¢" +A¢° (14.79)

Il faut maintenant tenir compte du terme en ¢°. Le couplage A\ de ce terme
doit étre positif (pour que le potentiel soit borné inférieurement). ¢ correspond
toujours & une température réduite ¢t ~ (T — Ty./T}.). Le couplage g du terme
en ¢* tient compte d'une fugacité réduite des lacunes g ~ (24 — 2)/2¢e. g > 0
correspond a une fugacité petite, donc une faible densité de lacune, g < 0 a
une fugacité élevée, donc une densité de lacune plus grande.

A étant fixé et positif, la fagon dont le potentiel V() évolue avec la tem-
pérature réduite ¢ dépend du signe de g, qui peut étre négatif ou positif. Si g
est positif, le potentiel évolue comme pour le modéle ¢* (Landau-Ginzburg),
comme représenté sur la Fig. 14.12. Pour ¢ négatif, le potentiel a deux min-
ima symétriques, la symétrie Z, est spontanément brisée, et il existe une ma-
gnétisation spontanée. Pour ¢ positif, le minimum du potentiel est en ¢ = 0.
Lorsque t < 0 tend vers zéro, la longueur de corrélation diverge et ’aimantation
s’annule comme

Eox [t|™V2 et () o |t|M? si o g>0

La demi-ligne t = 0, g > 0 est donc une ligne critique correspondant a une
transition de type Ising, mais elle se termine en g = 0.

FIGURE 14.12 — V(¢) de t négatif a ¢ positif pour g > 0, la transition est du second
ordre.

Si g est négatif, le potentiel évolue avec t de la fagon suivante, représentée
sur la Fig. 14.13. Si t est négatif, le potentiel posséde deux minima symétriques.
Si t est positif mais suffisamment petit, le potentiel posséde trois minima,
deux minima absolus non nuls, et un minimum relatif en ¢ = 0. La phase
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FIGURE 14.13 — V(¢) de ¢ négatif a ¢ positif pour g < 0, la transition est du premier
ordre.

désordonnée est métastable, et le systéme est encore ordonné. Si ¢ augmente,
il existe une valeur critique ¢.(g) > 0 telle que le potentiel a ses trois minima
de méme énergie, I'un en ¢ = 0, les deux autres en ¢ = +¢o(g). Trois phases
sont en coexistence. Pour ¢ > T.(g) mais pas trop grand, les deux phases
ordonnées sont maintenant métastables et c’est la phase désordonnée qui est
stable. La transition phase ordonnée - phase désordonnée en t. est donc une
transition discontinue, donc du premier ordre. Si ¢ = 0, la transition est du
second ordre au point tricritique ¢ = 0, mais elle est d’une nature différente de
celle pour g > 0. Par exemple, 'aimantation est non nulle pour ¢ négatif, et la
longueur de corrélation est finie. Si la longueur de corrélation diverge quand
t = 0 comme pour g > 0, 'aimantation s’annule différemment

Eoc|t|™Y? mais (@) o [t|Y* si t<0, g=0 (14.80)
Le point tricritique peut également étre atteint suivant la ligne t =0 ; g — 0.

Pour g < 0 la symétrie est brisée. La longueur de corrélation et ’aimantation
se comportent comme

Eoclgl™h et (@) oxlgl/? si g<0,t=0 (14.81)

La théorie du champ moyen prédit donc déja que la transition de phase au
point tricritique ne doit pas appartenir & la méme classe d’universalité que
celle du point critique standard (g > 0). Le diagramme de phase de la théorie
est schématiquement représenté Fig. 14.14.

14.5.4 Renormalisation et fonction béta

Comme pour le point critique du modéle d’Ising, la question est de savoir
si les fluctuations invalident ou pas la théorie du champ moyen pour le point
tricritique. La théorie au point tricritique t = g = 0 est la théorie ¢°

S[6] = / o (%(a@? + %¢6> (14.82)

La constante de couplage est normalisée pour simplifier son développement
perturbatif. En suivant les arguments généraux développés pour la théorie ¢*,
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FIGURE 14.14 — Le diagramme de phase de la théorie ¢° dans le plan (¢, —g). t est
le couplage #2, g le couplage ¢*.

la dimension canonique du champ étant toujours Ay = (2—d)/2, la dimension
canonique de A est
Ay =2(d—3) (14.83)

Le couplage A est donc essentiel en dimension d < 3, marginal en dimension
d = 3 et inessentiel en dimension d > 3. Pour aller plus avant, il faut faire un
calcul de groupe de renormalisation, donc étudier la théorie ¢® au voisinage de
sa dimension critique supérieure qui est d,. = 3. Nous résumons ici quelques
aspects de cette analyse. Le développement perturbatif de la théorie ¢5 fait
intervenir le propagateur habituel, mais un vertex d’interaction de degré six,
donc ayant six pattes externes.

= 1/p* _><_ = h
P (14.84)

Au premier orde en théorie des perturbations, la théorie ¢ en dimension d = 3
posséde des divergences ultraviolettes. Outre des divergences proportionnelles
a des insertions en ¢? et ¢*, qui sont attendues puisque ¢ et ¢ sont des cou-
plages essentiels (comme t est un couplage essentiel pour ¢?), la divergence
intéressante est une divergence logarithmique proportionnelle & une insertion
d’un opérateur ¢°, donc qui signale une renormalisation du couplage ). Cette
divergence est donnée par le diagramme irréductible & deux vertex internes,
six pattes externes et trois lignes internes, donc deux boucles, qui apparait
dans la fonction irréductible & six points

1
e =h -%— . ( %@% + 9 diagrammes équivalents
6 (14.85)
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Ce diagramme donne une divergence ultraviolette. La facon la plus simple de
la déterminer et de représenter ’amplitude du diagramme dans ’espace des
positions, car si on note x; et x5 les positions des deux vertex dans R3, comme
le propagateur correspond au potentiel de Coulomb, ce diagramme est

1 1 1 1
= = — d3
A7 ix; — x| XX ()3 f R TTEaE

(14.86)
L’intégrale diverge a courte distance quand xo — 1. En introduisant un régu-
lateur & courte distance

|zg — 21| >a=m/A (14.87)

1
~ ——1logA
9% @np ° (14.88)

et elle est absorbée dans une renormalisation du couplage, le couplage renor-
malisé étant

La divergence est en

10 1

h=nh —

"6 )2

Le calcul standard de la fonction § donne au premier ordre en théorie des
perturbations

h% log(A /) (14.89)

B(hr) = > 1 h% (14.90)

3 (4m)?
La fonction béta est positive, le couplage h du terme ¢° est donc marginalement
essentiel. Les mémes arguments que pour la théorie ¢* ménent aux conclusions
suivantes.
(1) En dimension d > 3, le champ moyen (la théorie de Landau) est correct.
(2) En dimension d = 3, les résultats de la théorie du champ moyen sont
modifiés par des corrections logarithmiques.
(3) En dimension d < 3, la fonction (3 est (dans le schéma minimal)

5 1
Elle posséde un zéro non trivial en
* 6 2
h* =€ 3(471') (14.92)

qui correspond & un point fixe infrarouge (sur la ligne h = g = 0), 'analogue
tricritique du point fixe de Wilson-Fischer pour ¢*. Ce point fixe, et les
exposants critiques correspondants pour le point tricritique peuvent étre en
principe calculés dans un développement en € = 3—d. Il faut garder en mémoire
que si pour Ising il y a deux opérateurs essentiels, I'un pair, ¢ conjugué a la
température réduite ¢ (donc 'opérateur énergie &), et Pautre impair ¢, con-
jugué au champ externe appliqué h (donc l'opérateur de spin), pour le point
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tricritique on s’attend a deux opérateurs essentiels pairs, ¢? et ¢* et deux
opérateurs impairs, ¢ et ¢3, qui auront chacun une dimension d’échelle non
triviale si d < 3. Les flots du groupe de renormalisation dans le plan des
couplages (renormalisés) ¢ et g pour d < 3 sont représentés sur la Fig. 14.15.

Perturbation
q)4

point fixe
tricritique—\ Perturbation @2

point fixe critique

FIGURE 14.15 — Les flots du groupe de renormalisation dans le plan (¢, —g) corres-
pondant au digramme de phase de la Fig. 14.14. Dans la direction g (couplage ¢*) le
flot va du point fixe tricritique (point fixe UV) vers le point fixe d'Ising (point fixe
IR). Ces deux points fixes sont instables (UV) dans la direction ¢.

14.5.5 Points multicritiques
Modéles O(n)

Des points multicritiques peuvent exister dans de nombreux cas. Tout
d’abord, mentionnons que les modéles avec symétrie O(n), ou des symétries
plus générales, peuvent présenter des points tricritiques. Pour un modéle vec-
toriel, la théorie des champs correspondante sera bien str une théorie avec un
terme d’interaction en ¢%, donc

Slel = /d% (%(%5)2 + % (52)3) (14.93)

Point © des polymeéres

Un exemple intéressant est le point théta (point ©) des polymeéres. Nous
avons vu que pour des polymeéres en bon solvant, l'effet entropique de la répul-
sion stérique peut se modéliser simplement dans une théorie effective par un
terme d’interaction & deux corps, donc deux polyméres en g ¢* pour un mo-
dele O(n) a n = 0 composantes. La physique au niveau moléculaire et macro-
moléculaire des polyméres est bien stir plus compliquée, les détails des inter-
actions polymeére-solvant et monomére-monomére doivent étre pris en compte.
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Si I'interaction a courte distance entre deux monomeéres devient attractive, cet
effet va contrebalancer la répulsion stérique. Si cette interaction attractive est
forte, le polymeére va s’effondrer et former une pelote dense (on parle de la phase
dense) de dimension fractale dp = d. Les phases denses des polymeéres sont un
sujet en soi, avec de nombreuses applications. Si cette interaction attractive
n’est pas trop forte, il peut exister un point d’équilibre ot son effet et celui
de la répulsion stérique se compensent exactement. Il faut tenir compte dans
la théorie effective des termes d’ordres supérieurs, donc du terme en ¢°, qui
va correspondre & un terme de répulsion de contact a trois polymeéres si son
coeflicient est positif.

Le point © sera donc décrit dans la théorie ¢® pour le modéle vectoriel a
n = 0 composantes. En ce point, on s’attend a ce que le polymeére soit gonflé
par rapport & la chaine brownienne, mais moins gonflé que le polymére avec
répulsion stérique en bon solvant.

Points multicritiques généraux

Bien entendu, la possibilité d’observer des comportements multicritiques
ne s’arréte pas au cas d’un point tricritique. Dans un modéle de spins sur
réseau, ou le spin peut prendre k valeurs différentes sy, - - - s;, ou un modéle de
spin continu décrit par un modeéle de Landau-Ginzburg avec un potentiel V()
ayant k minima distincts, un point multicritique général peut étre atteint en
ajustant k parameétres du modeéle. Sans aller plus avant dans les détails, un
point multicritique d’ordre k sera obtenu en partant d’une théorie avec un
potentiel polynomial d’ordre 2k, donc de la forme

k
V(g)=> ti¢™ (14.94)
i=1

avec t; > 0 et en ajustant les ¢; pour ¢ < k. Dans la théorie de Landau, il suffit
de prendre les ¢; = 0. Dans la théorie de Wilson, les ¢; sont renormalisés. La
dimension canonique du couplage t; est

Ay, = —d+i(d—2) (14.95)

Si d > 2, le couplage le plus pertinent est toujours #; (le terme ¢?) si bien que
I’exposant de la longueur de corrélation au point k-critique est dans la théorie
de Landau

v(k)=1/(2(k - 1)) (14.96)

Mais la dimension critique supérieure pour la théorie k-multicritique sera
duk (k) =2k/(k—1) (14.97)

Les points multicritiques d’ordre k£ > 3 sont décrits par la théorie du champ
moyen en dimension trois (d = 3).

Par contre, en dimension deux (d = 2) tous les points multicritiques sont
non triviaux, et leurs exposants critiques ne sont pas donnés par la théorie
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(I)Qk

(I)Qk-2

(k-1) - critique k - critique

FIGURE 14.16 — Flot du point fixe k-critique (UV) vers le point fixe (k—1)-critique
dans le plan des couplages de ¢2(k71) et ¢**.

du champ moyen. En fait la théorie conforme des champs permet de prédire
exactement la nature des flots du groupe de renormalisation entre les points
fixes correspondants, et la valeur des exposants critiques associés aux points
multicritiques en dimension deux. De fagon générale, le point k-critique du
modéle de Laudau-Ginsburg-Wison est décrit par un point fixe avec k — 1
directions instables auxquelles sont associés des couplages d’échelles et des
opérateurs essentiels pairs, qui seront les ¢?/ pour 1 < j < k. Comme pour le
point tricritique, dans la direction ¢,_, associée a Popérateur $>*~1) | le flot
va du point fixe k-critique (UV) vers le point fixe (k—1)-critique (IR) (voir
Fig. 14.16).

14.5.6 Notes

Nous renvoyons a la contribution de I. D. Lawrie et S. Sarbach et a celle de
C. M. Knobler et R. L. Scott dans le Vol. 9 du Domb & Lebowitz. La structure
des points multicritiques et les flots de renormalisations peuvent étre étudiés
de fagon trés explicite en deux dimensions, et nous renvoyons a [DFMS12] et
[Mus10].






Chapitre 15

Modéles de spins et modéles sigma
(classiques et quantiques)

15.1 Modéle sigma non linéaire

Le modéle sigma non linéaire O(N) décrit la phase de basse tempéra-
ture du modéle de Landau-Ginzburg avec symétrie continue, en ne retenant
que la dynamique des excitations de basse énergie, les modes de Goldstone.
C’est 'exemple le plus simple d’une classe de modéles trés importants pour la
physique, les systémes de basse dimensionnalité et les systémes quantiques uni-
dimensionnels. L’étude de ses propriétés en deux dimensions est trés intéres-
sante. Nous avons vu qu'en deux dimensions, la symétrie globale O(N) du
modéle ne peut pas étre spontanément brisée. Les fluctuations des modes de
Goldstone sont suffisamment fortes a grande distance (ou basse énergie) pour
détruire la phase de symétrie brisée, et donc a prior: redonner une masse a la
théorie. Comme on va le voir, c’est un calcul de renormalisation qui permet
de mettre en évidence ce phénoméne, et de comprendre comment la masse se
comporte en fonction du couplage entre modes, ou si 'on préfére, comment la
longueur de corrélation du modéle se comporte & basse température. D’autre
part (mais les deux propriétés sont reliées), le modéle sigma en deux dimen-
sions s’avére un exemple de théorie des champs asymptotiquement libre & haute
énergie, comme les théories de jauges non abéliennes de dimension quatre. Ce
modeéle est cependant plus simple, car la physique des couplages entre modes
de Goldstone est plus simple que celle du confinement.

Ce modéle est également intéressant car il présente des excitations
topologiques, les « instantons », qui jouent un réle important dans sa physique.
Mentionnons aussi que le modele O(3) est en 1+1 dimension une théorie des
champs dite intégrable, possédant outre la symétrie globale O(3) des symétries
non locales correspondant a des courants conservés non locaux. Ceci conduit &
des propriétés trés intéressantes, et par exemple a pouvoir déterminer exacte-
ment sa matrice de diffusion quantique (la matrice S).

Les modéles sigma basés sur des groupes de symeétries G plus généraux
apparaissent dans beaucoup de problémes de physique (matiére condensée,
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chaines de spins quantiques, systémes désordonnés, matiére molle). Ils jouent
un role fondamental dans les théories des cordes, donc les questions de quan-
tification de la gravitation, et d’unification des interactions fondamentales.

15.1.1 Le modéle

Le champ S est un champ vectoriel & N composantes réelles, mais dont la
longueur est fixée |S| = 1. S appartient donc a la sphére Sy _;.

S(x) ={Si(x),i=1,---N}, S§*=>"S=1 (15.1)

L’action est celle du modéle linéaire avec la contrainte 15.1. Elle s’écrit, en
ajoutant un champ externe H

HIS] = /d% (%(vmsm)f _ S(x) -H) (15.2)

g > 0 est la constante de couplage, elle joue le role de la température. Son
inverse Kk = g~ ! est appelé souvent rigidité de spin.

En l’absence de champ externe H = 0, l'action est invariante sous les
rotations globales, donc sous le groupe orthogonal O(N)

S(z) - R-S(x), ReO(N) (15.3)

Par contre les minima de l'action sont les configurations ot le champ est
constant, mais pointe dans une direction arbitraire sur la sphére

La symétrie O(N) est spontanément brisée, et la symétrie résiduelle est celle
des rotations dans le plan orthogonal & Sy. On a donc a basse température un
schéma de brisure spontanée de symétrie

O(N) — O(N — 1) (15.5)

et le champ appartient a ’espace quotient, la sphére de dimension N —1 (c’est
un espace symeétrique)

S(z) € Sy—1=0(N)/O(N —1) (15.6)
En présence d’un champ externe uniforme H # 0, la symétrie est brisée
explicitement et le champ s’aligne dans la direction de H.
15.1.2 Théorie des perturbations
Principe : champs 7 et o

Pour quantifier ce modéle, on doit construire I'intégrale fonctionnelle

Z = /D[S] e~ MIS) (15.7)
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Attention, la mesure fonctionnelle D[S] n’est pas la mesure pour le champ

scalaire, elle incorpore la contrainte S? = 1. Pour construire une théorie
de perturbation, il existe plusieurs approches (qui vont donner des résultats
équivalents).

Le plus simple est d’utiliser une projection de la sphére sur le plan RV~!

pour représenter explicitement les N — 1 degrés de liberté comme des champs
scalaires. Ceci consiste donc a représenter S dans un systéme de coordonnées
locales au voisinage de la solution classique Sg. Cette représentation ne tient
pas compte de la structure globale de la sphére. La projection la plus simple
est la projection orthogonale. On représente

S(x) = (w(x),0(x)), =(x)=(mx),i=1,---N-=1), o(x)=+/1—m(x)?
15.8)
et pour simplifier on choisit le plan orthogonal & H

H = (0, H) si bien que HS(x) = Ho(x) (15.9)

L’action se développe en

H[S] = /de [—H + (%(VIW(:C))2 + gﬂ2(x)) + O(7r4)] (15.10)
Le terme quadratique décrit bien N — 1 champs scalaires de masse m? =
gH. Ils sont de masse nulle quand H = 0, ce sont les champs de Goldstone.
En rescalant @ — /gmw (et H — g 'H) il est facile de voir que les termes
d’interactions venant de la composante o sont des termes d’ordre g%, k > 1,
donc négligeable a couplage faible ¢ — 0. Par contre il faut en tenir compte
dans un développement perturbatif en puissance de g.

On note que cette décomposition ne représente que la moitié de la sphére.
Elle sera donc inadéquate pour décrire les effets des fluctuations quand g est
grand. On peut utiliser d’autres représentations du champ, par exemple la
projection stéréographique.

Méthode du champ auxiliaire

On peut aussi représenter la contrainte S(x)?> = 1 a laide d’un champ
auxiliaire (ici noté A(z)). Ceci est équivalent a représenter la contrainte en
transformée de Fourier comme

s(is@) -1 = | D) ) (15.11)

2im

—ico

On réécrit donc l'action en termes d’un champ S(z) qui est maintenant un
champ vectoriel & N composantes réelles, sans contrainte, et d’un champ
auxiliaire A(x) (et on rescale A — (2g)~ '\ pour simplifier)

HIS, N = /de % (VoS(2))? + A@)(S(x) — 1)) (15.12)
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Iintégrale fonctionnelle devenant
Z- /D[S]D[)\] o HISA (15.13)

(on a fait H = 0). La mesure D[S] est maintenant la mesure standard pour le
champ scalaire & N composantes. La mesure D[)] est une mesure d’intégration
sur un contour d’intégration complexe ! Sur un réseau hypercubique de maille
€ ces mesures sont explicitement

/D[S] = /_:O 11 <dNS(;v) [fdii] _N/2> (15.14)

x

/Dm - /j: 1;[d <>\(:c) {2167;9} 1) (15.15)

Cette représentation est extrémement utile pour étudier le modeéle dans sa
limite N — oo et pour mettre en évidence des effets non perturbatifs.

15.1.3 Renormalisation a D =2

Introduction

L’analyse dimensionnelle indique que le champ S est sans dimension et
que la constante de couplage a la dimension (en termes de longueur ¢ ou de
masse [i)

9] ~ [P ~ [u)*P (15.16)
On s’attend donc a ce que le modéle soit renormalisable en dimension D = 2.
Le montrer nécessite une analyse soigneuse, en tenant compte de la symétrie
O(N) et des identités de Ward associées. Nous présentons juste le résultat :
on a besoin de renormaliser le couplage et le champ. Les divergences UV dis-
paraissent si on réexprime les corrélations en termes du couplage renormalisé
sans dimension gp

9=u>""G(gr) (15.17)

et du champ renormalisé Sg
S =Z(gr)"? Sg (15.18)

1 est 'échelle de renormalisation.
La renormalisation du couplage se note généralement G(gr) = gr Z4(9r)-
Le facteur de renormalisation du champ est tel que la contrainte pour le champ

renormalisé s’écrit
Syt = Z(gr) (15.19)

Les contretermes Z, et Z contiennent les divergences UV, donc des log(A/p)
ot A est un régulateur UV et p l’échelle de renormalisation (ou des poles en
e = D — 2 en régularisation dimensionnelle).

Les fonctions de corrélations du champ renormalisé Si sont finies UV,
exprimées en série des perturbations en puissance de gg.
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Fonctions béta

La fonction béta pour la constante de couplage est (au premier ordre)

N -2
Bylgn) = ———9gr + - (15.20)

Il y a une fonction v pour le champ, qui équivaut a une fonction béta pour le
champ externe renormalisé hr (le terme de brisure explicite de la symétrie)

N -1
On = hgr (—2—|— gr + ) (1521)
47

Liberté asymptotique et restauration dynamique de symétrie

Pour N > 2 la fonction béta est < 0 et le modéle est donc asympto-
tiquement libre (dans le régime UV). Par contre le couplage effectif revient
grand dans le régime IR (grandes distances/basse énergie) et le modeéle sigma
est fortement couplé. On s’attend donc & ce que le « vide perturbatif » de
la théorie (N — 1 modes de Goldstone / ondes de spin faiblement couplées)
soit déstabilisé par les fluctuations. En fait la symétrie O(N) n’est pas brisée.
Les excitations du modéle sont massives, et pour la théorie lorentzienne en
141 dimension, les états & une particule sont N bosons massifs, appartenant
a la représentation fondamentale standard de O(N). On parle de restauration
dynamique de la symétrie O(N).

Si le modéle est massif, les arguments standard du groupe de renormalisa-
tion montrent que la masse physique m se comporte en fonction de la constante
de couplage renormalisée g comme

4 1
m X [t exp <—N i 5 5) (15.22)

1 étant I’échelle de masse de renormalisation. En effet la masse m est simple-
ment I'inverse de la longueur de corrélation . C’est un invariant du groupe de
renormalisation donc

0 0

ny — Bolo)gom =0 (15.23)

qui est de la forme m = u x fonction(g). A tous les ordres de la théorie des
perturbations, la masse est nulle. On parle de création dynamique de masse
(dynamical mass generation) et il s’agit d’un phénomeéne non perturbatif. Ce
scénario est compatible avec le théoréme de Mermin-Wagner-Coleman, qui
énonce que, en 2 dimensions, et présence de forces a courtes portées, il n’est

pas possible d’avoir de brisure spontanée d’une symétrie continue comme dans
le schéma O(N) — O(N —1).
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15.1.4 Détails du calcul perturbatif & D =2
Introduction

On présente ici le calcul perturbatif direct de la fonction & deux points au
premier ordre (une boucle) en théorie des perturbations. Il existe des méthodes
plus générales et plus puissantes de calcul de la renormalisation du modéle, en
particulier les méthodes de calcul de ’action effective dans une configuration de
champ de fond (background field configuration) générale. Nous allons utiliser
la régularisation dimensionnelle et des fonctions de corrélations invariantes
O(N), car dans ce cas les divergences infrarouges qui apparaissent & H = 0
(pas de champ externe) disparaissent (théoréme d’Elitzur-David).

Diagrammatique

D’abord on rescale

™ —/gm donc S=(/gm 1—gn?)

Il faut développer a l'ordre g I’action 15.10
1
H= /d2x 5((9H7r)2 + g(m’hﬂrf +0(g?) (15.24)

Mais il faut tenir compte du fait que la mesure pour I'intégration fonctionnelle
est non linéaire.

T 72—~ [[omto exp<—§zlog<1—gr2<x>>>
v ’ (15.25)

Donc il faut rajouter a ’action un terme de mesure qui au premier ordre en g
92 .
s’écrit

AHmes. = — g 5(0) /dD:c w2 + 0(g%) (15.26)

ott §(0) = (2m)~P [dPk est la valeur (infinie !) de la fonction de Dirac &
Porigine (I'inverse du « volume du point »).

Le propagateur G () est celui du champ libre de masse nulle pour le champ
a N — 1 composantes 7 (les modes de Goldstone). Au premier ordre en g il y
a un vertex d’interaction & 4 pattes, mais chaque ligne transportant un indice
i =1,---N — 1 porte une dérivée d,, donc en représentation d’impulsion un
moment entrant ik,, que 'on représente par une fléche. Le terme de mesure
donne un vertex a deux pattes (vertex de masse) avec un coefficient infini.
Les termes suivants du développement en 7 de ’action et de la mesure vont
introduire un nombre infini de vertex avec un nombre arbitrairement grand de
pattes externes.
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> o

FIGURE 15.1 — Le propagateur et les vertex d’interaction et de mesure présents a
I'ordre g pour le modéle sigma non linéaire.

La fonction 4 deux points

La fonction & 2 points est

(S@SW) = lgm(@)m(y) +VI—gm2@)VI-gn2@))  (15.27)

que 'on développe a 'ordre 2 en g
L+ g (mlo)mt) - 350 + 7))
+ g (370 - @+ (P0)P) + 0’ (1529

Le terme d’ordre deux en 7 est calculé facilement & 'ordre dominant en g
(les termes d’interactions ne comptent pas, il suffit d’appliquer le théoréme de
Wick)

g(N = 1) (Go(z —y) — Go(0)) (15.29)

Le terme d’ordre quatre en 7 est aussi calculé facilement a 'ordre dominant

N -1
g° —— (Go(z — y)* — Go(0)?) (15.30)
Le terme sous-dominant d’ordre g2 pour le terme d’ordre deux en 7 requiert
les vertex d’interaction et de mesure. On obtient

g (N —1) GO(O)/dQZ (0uGo(z — 2)0,Go(z — y)) — 0,Go(—2)0uGo(2))
= g* (N — 1) Go(0) (Go(0) — Go()) (15.31)

En utilisant les équations du mouvement —AGy(z) = §(x), en éliminant les
termes qui s’annulent par parité, et en notant que les diagrammes quadratique-
ment divergences UV en [dPk = (2m)P§(0) sont exactement compensés par
les diagrammes avec un terme d’interaction en §(0) 72 venant de la mesure, la
fonction & deux points est

1+ g(N —1)(Gole) ~ Goly) + 9~ (Golw) ~ Go(0))* +O(g?) (15.32)
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FIGURE 15.2 — La fonction a deux points a ordre g2.

Renormalisation

Le modeéle est régularisé dans I'IR et dans I’'UV. Le propagateur de masse
nulle est en D =2

1
Go(z) = o log(L/|x) L 1R regulator (15.33)
7T
et & points coincidants
1 1
Go(0) = e log(L/a) a= UV regulator (15.34)
i

On vérifie que les divergences IR (L — o00) se compensent (théoréme d’Elitzur),
mais que la fonction & deux points est encore divergente UV

~ L 1og2(a/lal) + O(¢®) (15.35)

(S(@)S(0)) = 1+ 9~5— lox(a/ o)) + 4" 57—

Pour éliminer les divergences UV, il faut renormaliser le champ comme

Sp=2728 Z=1-—g—— ! log(ap) + O(g?) (15.36)

et le couplage comme

N -2
gr =g = 9° —— log(ap) + O(¢”) (15.37)

On en déduit la fonction §, et la dimension d’échelle du champ Ag par les
formules habituelles

0 B
By(gr) = Hopdn Ag = "o log(Z'/?) (15.38)

pour obtenir 15.20 et 15.21, en se rappelant que 8, = =W, = h(=2 + Ay).
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FIGURE 15.3 — La fonction 8 du modéle o non linéaire en D = 2 et en D > 2.

15.1.5 Modéle sigma en dimension D > 2

De méme que I’on peut étudier la renormalisation de la théorie ¢* en dimen-
sion D # 4, on peut définir le modeéle o non linéaire en dimension D # 2 (par
régularisation dimensionnelle par exemple). Le calcul perturbatif en D = 2 au
premier ordre non trivial en g s’étend facilement au premier ordre en e = D —2
puisqu’on obtient par analyse dimensionnelle (en utilisant 15.17)

N -2
By(9r) = €gr — I 9% +O0(g%) D=2+e (15.39)
Toujours pour N > 2, il existe un point fixe UV non trivial en

47
N -2

gh= e+ O(e?) (15.40)
Ce point fixe sépare une phase ordonnée de basse température 0 < gr < g5,
ou le couplage renormalisé gr(S) — 0 dans I'IR (S — o0), d’une phase désor-
donnée de haute température gr > g5, ot le couplage renormalisé gr(S) — oo
dans I'IR. Le point fixe g% est donc le point critique qui décrit la transition de
phase para/ferro (le point de Curie) dans le modéle O(N).

Le couplage g est essentiel au voisinage du point fixe g*, sa dimension
d’échelle est \g = —ﬂ; (¢*) = e. L’exposant v de la longueur de corrélation se
comporte quand D — 24 comme

v=Y400) ., D=2+ (15.41)
€

résultat indépendant de N, mais valable si N > 2. Il faut noter (voir exercice)
que ce résultat est exact dans la limite N — oo

1
v =55+ O/N) (15.42)

et qu’en D = 4 on retrouve le résultat de la théorie du champ moyen v = 1/2.
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15.1.6 Aspects non perturbatifs, instantons
Invariance conforme

Le modéle sigma en D = 2 posséde plusieurs propriétés remarquables. Le
modéle classique est non seulement invariant d’échelle, mais invariant con-
forme (voir la discussion générale sur linvariance conforme plus bas). Cela
veut dire la chose suivante. On considére le modéle comme défini sur la sphére
de Riemann (obtenue en complétant le plan complexe C par le point & l'infini,
et en notant les coordonnées x = (z,z)) et soit une configuration de champ
S(z) « réguliere » a linfini, c’est-a-dire quand la variable 2/ = (271,z71),
S'(2') = S(z) est réguliere (C') en 2z’ = 0. Alors on vérifie que l'action est
invariante sous les transformations conformes globales de la sphére (transfor-
mations homographiques, ou transformations de Mobius, du groupe SL(2, C))

az+b

— = — ! ) — —
z W= o S(z,2) S'(z,z2) = S(w, w) (15.43)

C’est-a-dire que I’action est invariante (en ’absence de champ externe H = 0)
H[S'] = H[S] (15.44)

Puisque la fonction 3, est non nulle & une boucle, la théorie quantique présente
une anomalie de trace, elle n’est ni invariante d’échelle, ni invariante conforme.

Charge topologique du modéle O(3) bidimensionnel

Le modele O(3) est particuliérement intéressant, car lorsqu’il est défini sur
la sphére de Riemann, une configuration classique S est une application de la

sphére sur la sphére <

52 — 82 (1545)
De telles applications sont caractérisées par un nombre topologique entier
Q@ € Z, correspondant au nombre d’enroulements de la sphére sur elle-méme,
puisque le groupe d’homotopie de la sphére II5(S2) = Z. Pour une configura-
tion réguliére (de classe C1') ce nombre topologique est donné par I'intégrale
d’une densité locale

QLS| = % /d2:c S-(O1Sx0S) = % /d2:c M oo Sa uSh DuSe (15.46)
et est le symbole antisymétrique d’ordre 2 et €gp. est le symbole anti-
symétrique d’ordre 3 (symbole de Kronecker).

@ est un invariant topologique, puisqu’une déformation continue S — S’
ne change pas la valeur de . Cet entier @ est ’analogue bidimensionnel du
nombre d’enroulements d’une trajectoire sur un cercle, discuté lors de la quan-
tification de la particule chargée sur un cercle, sur le réle du flux magnétique
et l'effet Bohm-Aharonov.

L’espace des configurations est donc divisé en une collection de « secteurs
topologiques » étiquetés par entier ). La quantification du modéle sigma
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doit prendre en compte 'existence de ces secteurs topologiques. En particulier,
chaque secteur contient des configurations classiques qui minimisent ’action
du modéle dans ce secteur, mais qui ne sont pas équivalentes au minimum
classique de l'action dans le secteur @@ = 0, qui est une configuration constante
SQ (:v) = ﬁo.

Instantons

Ces configurations classiques de topologie non triviale sont appelées instan-
tons (cette dénomination est due a G. ‘t Hooft, pour désigner des configu-
rations localisées dans le temps & un instant donné, pour les distinguer des
solitons, qui sont des configurations qui se propagent dans le temps).

En particulier, la solution dans le secteur () = 1 est simple, elle correspond &
des rotations internes (transformations O(3)) et des transformations conformes
dans le plan, & la bijection triviale de la sphére sur la sphére

c=s L s, =c (15.47)
Cet instanton est caractérisé par sa position, sa taille et son orientation. La
solution d’action minimale dans le secteur () = —1 est obtenue par changement
d’orientation et est appelée « anti-instanton ». Les configurations plus générales
@ > 1 seront des multi-instantons, et on peut étudier 'effet des configurations
de type « gaz d’instantons et d’anti-instantons ».

Angle 0

Par analogie avec l'effet Aharonov-Bohm, le modéle sigma O(3) peut étre
défini et étudié en présence d’un tel terme topologique. Le modéle est défini
par l'intégrale fonctionnelle

Zy = /D[S] exp (—%/d% (0,8)? +10Q> (15.48)

Comme @ s’écrit comme l'intégrale d’une densité de charge topologique locale,
cette action est bien locale, ne faisant intervenir que S et ses dérivées d’ordre 1.
@ étant toujours entiére, la variable 6 est définie modulo 27. Elle est appelée
I’angle théta.

Si 6 # 0, le modeéle n’est plus invariant par parité z — —z (PT-invariance
en 1+1 dimension). C’est I'analogue en deux dimensions du fait qu’en une
dimension (mécanique quantique) la présence d’'un champ magnétique brise
explicitement I'invariance par renversement du temps ¢ — —t (T-invariance).

Un cas intéressant est le cas §# = 7. Comme pour la particule dans un
champ magnétique sur le cercle, pour cette valeur de 6 on s’attend a ce que
la théorie soit invariante par parité (PT-invariance), mais cette symétrie sera
réalisée de fagon particuliére, et spontanément brisée.

A priort les divergences UV et la renormalisation du modéle O(3) se
traitent de la méme maniére dans le secteur perturbatif Q = 0 et les autres
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secteurs topologiques @@ # 0, car la théorie de la renormalisation nous assure
que les contretermes ne dépendent pas du champ de fond (background config-
uration), qui peut trés bien étre du type instanton. Mais il faut tenir compte
du fait que le modéle classique étant invariant d’échelle, les instantons sont de
taille arbitraire et peuvent étre trés petits. Les instantons de taille de I'ordre du
cut-off & courte distance vont donc interférer avec les effets de renormalisation.
Terminons donc en présentant le diagramme des flots du groupe de renor-
malisation dans le plan (g,0), qui est en partie conjectural, mais obtenu sur
la base de calculs de renormalisation, d’arguments de modéles intégrables, et
d’étude de modeles en 1+1 dimension (chaine de spins) qui sont censés étre
équivalents. On s’attend a avoir un point fixe IR non trivial pour 8 = .

g

I

0 b 2 0

FIGURE 15.4 — Flot du groupe de renormalisation pour le modeéle O(3).

La présence de ce point fixe implique que les fonctions de corrélations
doivent décroitre de fagon algébrique & grande distance pour 6 = =, con-
trairement au cas # # w. Ceci n’est pas incompatible avec le théoréme de
Mermin-Wagner-Coleman car les modes de masse nulle ne sont pas des bosons
de Goldstone. Le modéle a encore une symétrie O(3)~ SU(2). Une analyse
plus poussée (qu'on ne fera pas ici) montre que la théorie effective & 6 = =
est un modele de Wess-Zumino-Witten SU(2)x—1, ot SU(2) est le groupe de
symétrie, et k est un entier qui désigne le niveau du terme topologique de ce
modele (c’est 'analogue du spin s demi-entier dans la représentation du spin
par une intégrale de chemin).

Autres aspects non perturbatifs

Enfin, mentionnons un autre aspect trés important du modéle sigma O(n),
qui va bien au-deld de ce qui est discuté dans cet ouvrage. La théorie des
champs & temps réel posséde une infinité de charges classiques non locales
conservées (en plus de Iénergie et de 'impulsion). Ces quantités conservées
en font une théorie des champs intégrable. Ces symétries non locales sont
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préservées par la quantification. Le modéle O(n) est une théorie quantique
intégrable. Ceci a des conséquences frappantes. La matrice S de diffusion du
modéle est factorisable, et peut étre exprimée entiérement en termes des élé-
ments de matrice S a deux corps. Il n’y a que des collisions élastiques possibles
entre deux particules, et toute la physique est contenue dans les déphasages
lors des collisions. Ces éléments de matrice S peuvent étre calculés exactement.

15.1.7 Autres modéles sigma

D’autres modéles sigma jouent un réle important en physique, notamment
en physique de la matiére condensée. Nous discuterons plus loin le cas des
chaines de spin. Mentionnons-en quelques-uns.

Modéles CPy

Les modeéles CPy sont des modéles sigma basés sur le plan projectif com-
plexe (de dimension N) plutot que sur la sphére (ou le plan projectif réel). Ce
plan projectif est un quotient

CPy = U(N + 1)/U(N) x U(1) (15.49)

On peut les formuler de fagon similaire au modéle sigma en termes d’un champ
qui est un vecteur complexe & N + 1 composantes de norme unité

Z(z) ={Zi(x)}icingr 5 Z(@)Z() =Y Zi(2)Zi(x) =1  (15.50)

avec 'action
H[Z] = L /dd:c (0,2-0,Z — (2-0,Z)(Z-0,Z)) (15.51)

Dans cette formulation, une des composantes réelles de Z est encore redon-
dante, car 'action posséde une invariance de jauge U(1) résiduelle

Z(z) — D Z(x)

Ces modeéles possédent des propriétés similaires & celles des modéles sigma
O(N). Ils sont renormalisables en dimension deux (d = 2), avec une fonction
béta négative, donc ils sont asymptotiquement libres dans I'ultraviolet. Ils sont
aussi susceptibles d’un développement en 1/N a N grand. Ils possédent des
solutions de type instantons. Ils sont classiquement intégrables et invariants
conformes. Par contre, comme l'invariance conforme, 'intégrabilité est perdue
lors de la quantification (anomalies).

Modéles chiraux

Une autre extension est la classe des modéles chiraux. Ils sont basés sur
un groupe de Lie G, généralement les groupes SU(N). Le champ prend ses
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valeurs ¢g(z) dans les éléments du groupe, donc le champ g est une application
espace — (. Ils décrivent la dynamique des modes de Goldstone pour un
schéma de brisure de symétrie

G x G — G puisque G=GxG/G (15.52)

Le hamiltonien (pour un groupe SU(N)) sera

Hlg] = %/d% tr((g~" - 0ug)-(g" - 0ug)h)
= % /d2:v tr (8Hg-8ugT) (15.53)

On note la constante de couplage A pour la distinguer du champ g(z). Ces
modéles sont également invariants conformes classiquement en deux dimen-
sions, renormalisables, et sont asymptotiquement libres si le groupe est com-
pact. Ces modéles jouent un roéle important en physique de la matiére conden-
sée. Les modeles basés sur des groupes non compacts type SU(N, M) intervi-
ennent dans les problémes de systémes désordonnés, localisation par exemple.
Ils sont présents aussi en physique des hautes énergies. Leurs extensions super-
symétriques, basées sur des super-groupes comme SU(N|M) sont également
présentes dans les modéles de supergravité et de gravitation quantique.

Modéles de Wess-Zumino-Witten

Le groupe SU(2) étant le recouvrement universel du groupe des rotations
SO(3), il est topologiquement équivalent & la sphére tridimensionnelle S* (la
sphére unité dans R*). Le modéle chiral SU(2) est perturbativement équivalent
au modele sigma O(4). Non perturbativement il sera un peu différent. Ce
modéle admet des extensions topologiques particuliéres intéressantes en deux
dimensions.

Nous avons vu dans les chapitres sur I'intégrale de chemin pour la particule
chargée dans un champ magnétique et pour le spin qu’il est nécessaire de
prendre en compte dans l'intégrale de chemin un terme de phase géométrique.
En particulier dans la Sect. 5.2, nous avons considéré un spin comme une
particule contrainte & se déplacer sur la sphére unité S? dans R?, en présence
d’un champ magnétique externe, orthogonal & la surface de la sphére, créé
par un monopole magnétique au centre de la sphére. Ceci revient a ajouter
au terme cinétique dans Paction (ici pour une trajectoire périodique en temps
euclidien, en notant A = A/m)

1 (T didi
L )
S() 2)\/0 i

un terme géométrique Q[7i] donnant une phase géométrique

el s ] (15.54)
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FIGURE 15.5

ou Q] est 'angle sphérique total sur la sphére englobé par la trajectoire
périodique sur la sphére. C’est donc aire A[C] de la surface englobée par une
courbe fermée orientée C dans S2.

c: S'—g5? (15.55)

Une telle aire est définie modulo I'aire totale de S2, qui est 4, et la phase
géométrique devant étre définie de fagon non ambigué, le spin est quantifié

s=k/2 , keZ (15.56)

Une phase géométrique peut s’introduire de fagon similaire pour le modéle
chiral SU(2) en deux dimensions. Le modéle étant invariant conforme (clas-
siquement) on considére pour simplifier le modéle euclidien ou I’espace-temps
est la sphére bidimensionnelle S2. Une configuration du champ chiral g est une
application de S? dans SU(2)

g: S? — SU(©2) (15.57)

L’image de S? est donc une surface fermée S. On peut considérer le volume
algébrique enclos par cette surface S dans SU(2) (qui est tridimensionnel),
Vol(C). Ce volume est défini modulo le volume total de SU(2), Vol(SU(2)) =
272. On peut obtenir ce volume pour un champ g(z) de la fagon suivante. Toute
application continue g : z — g(z) de S? — SU(2) peut étre étendue en une
application continue de la boule unité B®> — SU(2) (B? = {z € R?: |z| < 1}).
Le volume sera proportionnel a

/BS trlg™" (2)dg(x) A g~ (z)dg(x) A g~ (x)dg ()] (15.58)

L’intégrant étant une dérivée totale dans B3, ceci peut étre réécrit comme
une intégrale de bord, donc une intégrale sur S? faisant intervenir seulement
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g e R fesSU2)

FIGURE 15.6

g et ses dérivées sur la sphére, comme il se doit pour une théorie de départ
bidimensionnelle. On peut donc ajouter a ’action du modéle chiral un terme
géométrique (dit terme de Wess-Zumino-Witten) de la forme

Swzwlg] = ik 27 Vol[C,]/Vol[SU(2)] , k€7 entier (15.59)

k est un entier qui est appelé le niveau du modéle, et on parlera de modéle
de WZW SU(2). Ceci se généralise a des modéles chiraux sur des groupes
compacts plus généraux.

Comme pour la particule sur une sphére, lintroduction d’une phase
géométrique (un « flux magnétique externe » quantifi¢) modifie profondément
la dynamique du modéle. On peut montrer que le terme de WZW modifie la
fonction béta du modéle a l'ordre A3, qui a maintenant un point fixe attractif
A* a une distance finie de 'origine. Le modéle SU(2), a une limite de basse
énergie qui est une théorie invariante d’échelle, et en fait une théorie conforme,
a la différence du modeéle chiral (donc pour k£ = 0) qui a une limite de basse
énergie massive.

15.1.8 Notes

Le modéle sigma non linéaire a été introduit par M. Gell-Mann et
M. Lévy en 1960 dans la cadre de la physique des particules et de la théorie
de la désintégration béta. La quantification et la renormalisation de ce modéle
et des modéles chiraux ont été initiées dans les années 1970. Sa renormalis-
abilité et le calcul de sa fonction béta en 2 + ¢ dimensions ont été étudiés par
A. Polyakov, puis par Brézin et Zinn-Justin et beaucoup d’autres dans les
années 1970. L’étude du modéle sigma dans le cas général ot ’espace des con-
figurations du champ est une variété riemannienne quelconque a été initiée
par D. Friedan en 1980, et trouve des applications importantes en théorie des
cordes. Les modéles de Wess-Zumino-Novikov-Witten (WZW) ont été intro-
duits par Wess et Zumino en 1971. Pour des références générales sur les appli-
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cations a la physique statistique, on pourra consulter (comme toujours) le livre
de Zinn-Justin [ZJ02]. Pour les applications a la physique des théories de jauge,
une bonne référence est [NSVI84|. Pour les aspects classiques et intégrabilité,
voir [OMS81].

15.2 Chaines de spin quantiques et modéles
sigma

15.2.1 Introduction

Les modéles sigma bidimensionnels apparaissent aussi comme théorie quan-
tique effective de basse énergie pour des systémes quantiques non relativistes
unidimensionnels particuliers, les chaines de spins quantiques antiferroma-
gnétiques. C’est un exemple intéressant, car on voit comment une dynamique
effective relativiste en 141 dimension peut émerger d’'une dynamique micro-
scopique. Un autre exemple est la théorie effective des excitations de bord dans
leffet Hall quantique (pour un systéme bidimensionnel), qui est aussi en 1+1
dimension. Un autre exemple plus récent est le graphéne, ot une dynamique
relativiste de fermions de Dirac (ou de Majorana) en 2+1 dimensions peut
émerger d’une dynamique microscopique non relativiste en 2 dimensions.

15.2.2 Chaine quantique antiferromagnétique

Nous partons d’une chaine unidimensionnelle de longueur M, ot chaque
site i porte un spin quantique S (i € {1, M}). La valeur du spin est s = k/2
(entier ou demi-entier), la méme pour tous les sites. Pour simplifier M = 2N
est pair et on prend des conditions aux limites périodiques §i+ M= S:-. L’espace
de Hilbert de la chaine est donc le produit tensoriel des M espaces de Hilbert
pour chaque spin 7, C25+!

H = @25-1-1 ® @28"1‘1 R ® @25-1-1 ® C2S+1 (1560)
M

S, désigne l'opérateur de spin s agissant au site ¢, donc dans I'espace de Hilbert
du site 7. C’est donc une notation compacte pour

Si=19---918 S81®---®1 (15.61)
—_———— —_————
1—1 N—i

Chaque vecteur S a trois composantes (Sz,Sy,S-) chacune un opérateur,
bien siir. Le hamiltonien du systéme est simplement donné par des couplages
d’échange isotropes entre plus proches voisins (c’est le cas simple de la chaine

XXX).
M

H=> JS;Sij1, J>0 (15.62)

i=1
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Noter le signe du couplage, qui fait que le modéle est antiferromagnétique. Si
les spins étaient classiques, & température nulle ils alterneraient en direction
avec §i = (-1) M. Pour J < 0 il correspondrait au modéle ferromagnétique
O(3) quantique (sur une chaine).

Ce modéle est exactement soluble pour s = 1/2. C’est en effet pour celui-ci
que H. Bethe a introduit son Ansatz de Bethe, promis a une belle postérité...
Nous allons étudier par des méthodes approchées sa limite de basse énergie
par des méthodes d’intégrale de chemin.

15.2.3 Intégrale de chemin

Nous avons vu dans l'intégrale de chemin qu’un spin quantique isolé dans
un champ magnétique externe B, dont le hamiltonien est

H:—ug-g

peut se formuler par une intégrale de chemin sur la sphére unité dans R?, donc
sur des chemins de la forme 1 = {7i(t);t = 0,1t} avec |7i(t)| = 1

(7t | exp (—itH) |;) = / D] exp (iS[]) (15.63)

avec une action contenant un terme correspondant au hamiltonien et un terme
de phase géométrique pour prendre en compte le caractére quantique du spin

S[i) = us/ot du 7i(u)-B — s/ot A (u)

dQ(u) = (fi(u) x dii(u))-€/(1+ e 7i(u)) est I'élément d’angle solide engendré par
le chemin 7i(u) pendant U'intervalle de temps [u, u + du] (voir la figure 15.7). I
est défini en référence & un vecteur fixe € qui permet de définir la base d’états
cohérents |7).

Il est assez facile de voir par les méthodes d’états cohérents de spin que
cette intégrale de chemin se généralise a notre probléme de chaines de spin en
interaction. Il suffit d’avoir un spin classique 7, (¢) par site, donc un champ de
spin et d’utiliser ’action

M M
S[{ﬁz}] = —5 Z/dﬂ] + Js? (Z/dt (ﬁi+1(f)ﬁi(f))> (1564)
Jj=1 i=1

ou d; désigne l'angle sphérique engendré par la trajectoire du vecteur §;(t)
pendant I'intervalle dt.

Cependant, comme le couplage est antiferromagnétique, les orientations
des spins ont tendance & alterner. Il est plus approprié de formuler les choses
en termes de spins répartis (staggered spins) 1;, définis comme

5 = (=1)" 1, (15.65)
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FIGURE 15.7 — La phase géométrique et I’angle solide intervenant dans ’intégrale
de chemin pour le spin.

L’action pour ces nouveaux spins s’écrit (& une constante additive prés)

Slit] = s ZN: </ Q1 — /szj) —JTSQ (g/dt G0 _ﬁi(t)b)

j=1

(15.66)
ou df); désigne maintenant l'angle sphérique engendré par la trajectoire du
vecteur 77;(t) pendant 'intervalle dt, voir Fig. 15.7.

15.2.4 Theéorie effective de basse énergie

Jusqu’a ce stade aucune approximation n’a été faite. On cherche main-
tenant a déterminer 'action effective pour les excitations de basse énergie de
cette chaine de spins quantiques, en utilisant une approximation de type champ
moyen, non rigoureuse mais éclairante, proposée notamment par D. Haldane.

On note ag la maille élémentaire de la chaine (distance entre sites). On
suppose que le spin 7i; peut s’écrire en termes de deux composantes, lentement
variables par rapport au temps ¢ et a la coordonnée d’espace x = agi : une
composante 1m,;(t) correspondant aux fluctuations du parameétre d’ordre m
(pour Pordre de Néel), et une composante £;(£) correspondant aux fluctuations
de 'aimantation moyenne, elle aussi petite, car du méme ordre que les dérivées
de m. On écrit donc

—

Aoi(t) = mi(t) + ao Gi(t) ,  Aaipa () = ma(t) — ao Li(t) (15.67)

On a fait 'hypothése que m et ¢ varient lentement, donc sont des fonctions

—

réqulieres m(t, z) et £(t, ) du temps ¢ et Uespace & = 2ag i. La taille du systéme
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est L = N2ag. Dans la limite continue ag — 0 on suppose donc que

m2=1 e  L-m=0 (15.68)

Au premier ordre en ag, on peut donc écrire (en symétrisant un peu les choses)

52i(t) — Saj_1(t) = ao (amm(m) +20(t, :v)) (15.69)

S2141(8) — 53;(t) = ao (Duri(t, ) — 201, 7)) (15.70)

et donc les termes dans 'action 15.66 s’écrivent (en utilisant la formule dif-
férentielle pour df?)

/dQijl — /dQQj = ao/dt <8I7’71—|— 2?) . (T?L X 825771) (1571)
et

(5oj () — Foj—1 (1)) + (Bajs1 (t) — 525 ())* = a? (2 (0xm)? + 8[2) (15.72)

L’action effective qui en résulte en termes de m et 7 ne contient pas de dérivées
de lz et est d’ordre deux (quadratique) en /. On peut donc intégrer explicite-
ment sur le champ 7 dans Iintégrale fonctionnelle 15.63 pour obtenir une
théorie donnée par une action effective pour le champ m seulement.

Lo 1 Lo 2 AN Lo .
Sot|m) = 29 fj dt dx (Z (Oum)” — vs (Opm) )—i_ﬂ ff dt dz: m-(Ogmi X Opmm)
(15.73)
avec les parameétres effectifs
2
g=—- , vs=2Jsay , 0=27s (15.74)
s

15.2.5 Modéle O(3) et conjecture de Haldane

Cette action effective 15.74 pour le paramétre d’ordre antiferromagnétique
m est une action & temps réel. Elle contient deux termes. Le premier terme est
un terme dynamique effectif, le deuxiéme est un terme topologique.
Discutons d’abord le premier terme. La densité lagrangienne du premier
terme
1 12 L2
(— (Om)” — vg (O,) )
Us
est celle du modéle sigma non linéaire O(3) en 1+1 dimension, ou le temps et
I’espace sont rééchelonnés comme

t—tyus .z —a/us
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Autrement dit, il décrit la dynamique d’ondes de spin (modes de Goldstone)
pour le paramétre d’ordre antiferro, se propageant & une vitesse

vitesse des ondes de spin = k/w = wv,

au lieu de la vitesse de la lumiére k/w = 1 pour le modeéle relativiste décrit
en 15.1.1. Le paramétre g joue le role d’'un couplage effectif pour les ondes de
spin.

On est donc dans la situation trés intéressante d’un systéme quantique
étendu (ici une chaine de spin quantique unidimensionnelle) qui n’est bien
entendu pas un systéme relativiste, mais dont la dynamique de basse énergie
(dynamique des modes de Goldstone de masse nulle) exhibe une symétrie rela-
tiviste, donc une invariance sous un groupe de Lorentz SO(1,1). Cette symétrie
est une symétrie effective de basse énergie. Ceci est di au caractére linéaire
a basse énergie/grande longueur d’onde de la relation de dispersion des ondes
de spin (dans ’approximation linéaire)

w/k = twvg

Les paramétres g et vy sont des paramétres effectifs. Leurs valeurs données par
15.74 dans l'approximation de type champ moyen seront a priori modifiées
dans une démonstration exacte.

Le deuxiéme terme est un terme topologique. En effet, 'intégrale de ce
terme s’écrit

ﬂdtdgg - (O X Opih) = 27 Q (15.75)

ot @ est la charge topologique (un nombre entier) définie par 15.46 dans
la section 15.1.6 pour le modele sigma O(3) bidimensionnel. Le paramétre 6
correspond bien a I’angle topologique du modeéle O(3). La relation entre cet
angle et le spin s,

0=2ms

est une relation topologique. On s’attend donc a ce qu’elle reste valable dans
une théorie effective exacte. L’angle topologique 6 est défini modulo 27, on a
donc deux cas trés différents

spin s entier =— 0=0 (15.76)

et
spin s demi-entier = fO=m (15.77)

On en déduit que la dynamique de basse énergie est trés différente suivant ces
deux cas.

Spin entier : Il n’y a pas de terme topologique. La théorie de basse énergie
est celle du modele sigma O(3) en 141 dimension. Comme cela a été discuté
en section 15.1.3 les fluctuations (ici quantiques) ont pour effet de restaurer
dynamiquement la symétrie O(3). La théorie effective de trés basse énergie
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est en fait massive. Ceci veut dire que la chaine de spin quantique antiferro-
magnétique est désordonnée, et que le spectre en énergie posséde un gap en
énergie. I état fondamental est invariant O(3) et le premier état excité est un
singlet de O(3), donc un multiplet vectoriel composé de trois états d’énergie
AE ~ exp(—4r/g).

Spin demi-entier : L’angle 6 vaut 7. Comme discuté (au niveau empirique)
dans la section 15.1.6, c’est la valeur particuliére pour le terme topologique
ou la dynamique de trés basse énergie du modéle sigma est gouvernée par
un point fixe infrarouge non trivial ! La symétrie O(3) n’est pas restaurée
dynamiquement. Les fonctions de corrélations vont décroitre algébriquement &
grande distance, et non pas exponentiellement. On parle alors de pseudo-ordre,
car le théoréme de Mermin-Wagner-Coleman n’est pas violé, il y a des modes
de masse nulle, mais ce ne sont pas des modes de Goldstone. En tout état de
cause, le modéle n’a pas de gap en énergie.

Conjecture de Haldane Ceci conduit donc a la prédiction générale sur le
spectre de basse énergie d’'une chaine de spins quantiques antiferromagnétique,
énoncée par D. Haldane

spin s entier =  gap en énergie

spin s demi-entier = == pas de gap en énergie (15.78)

Cette conjecture est confirmée par de trés nombreuses études : résultats exacts
par des méthodes de systémes intégrables pour des petites valeurs du spin
(s =1/2, s = 1), étude numérique et analytique du spectre pour des chaines
de taille finie et analyse par les méthodes de loi d’échelles de taille finie (finite
size scaling ou FFS).

15.2.6 Notes

Le contenu de cette section s’inspire assez largement du livre de Tsvelik
[Tsv07]. On pourra consulter également celui de Fradkin [Fral3].

15.3 Modéle XY, gaz de Coulomb et modéle de
sine-Gordon

15.3.1 Définition, ondes de spin

Le cas du modele sigma O(2) est particulier et trés intéressant, car il
met en évidence le role des excitations topologiques que sont les vortex, et
I’existence d’un ordre topologique, et la possibilité d’avoir des transitions de
phases topologiques en deux dimensions.



15. Modeéles de spins et modéles sigma (classiques et quantiques) 529

FIGURE 15.8 — Onde de spin dans le modéle XY 2D.

Le cas N = 2 est spécial, car le spin peut s’écrire en termes d’une seule
variable d’angle 6
S(x) = (cos(8(x)),sin(6(x))) (15.79)

L’action continue pour le modéle sigma non linéaire N = 2 s’écrit simplement
en termes de cette variable

H[0] = /d2x2—19(vz9(:v))2 (15.80)

C’est I'action d’un champ libre scalaire en deux dimensions, donc naivement
il n’y a pas de renormalisation possible, ni pour le couplage (température) g,
ni pour la norme de S.

15.3.2 Vortex

Les choses ne sont pas si simples, et plus intéressantes, car il faut se souvenir
que la variable 6 est un angle, donc n’est définie que modulo 27. On dit que
le champ @ correspondant & un boson est « compactifié », ici sur un cercle
de rayon unité R = 1. Il est possible d’avoir des configurations de spin avec
des singularités topologiques, les vortex. Si I'on considére une courbe fermée
orientée C dans le plan, la charge topologique my totale contenue dans le
domaine D a lintérieur de la courbe est définie comme le nombre de tours
effectué par le spin lorsqu’on le suit le long de la courbe. C’est donc un entier.

%dw“ 0l =2rmyp mp € Z entier (15.81)
c

Ces vortex sont inévitablement présents dans le modeéle sur réseau. Dans les
figures 15.8, 15.9 et 15.10 sont représentées respectivement une configuration
sans vortex (onde de spins), des configurations avec une singularité élémentaire
de charge m = 1 (vortex), et des configurations avec une singularité de charge
m = —1 (anti-vortex).

Il faut souligner que les différentes configurations de la figure 15.9 sont
obtenues par une rotation globale des spins, elles sont donc topologiquement
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FIGURE 15.9 — Des vortex m = 1 dans le modéle XY 2D.
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FIGURE 15.12 — Paires vortex-vortex dans le modéle XY 2D.

ol Oyortex €St une configuration d’énergie minimale, les singularités ou la charge
topologique est localisée étant fixées. onde de spin représente les fluctuations
autour de ces configurations.

15.3.3 Analogie électrostatique

Cependant les vortex ont une énergie grande. Il est facile de voir que le
gradient du champ décroit avec la distance & un vortex élémentaire de charge
m = £1 (ici situé a l'origine) comme

1

|vovortcx($)] =~ m (1583)

Donc I’énergie d’une configuration avec un vortex est

Evortex = H[evortex] = g 10g(L/a) (1584)

a étant le régulateur a courte distance (la maille du réseau) et L un régulateur
a grande distance (la taille du systéme).

De méme, si on considére une paire vortex-vortex & une distance d, telle
celle représentée sur la figure 15.12, la configuration d’énergie minimale a une
énergie

T L*
Evortex—vortex = E IOg <W) (1585)
tandis que pour une paire vortex-antivortex, telle celle représentée sur la figure
15.13, ’énergie est

T d?
Eortex—antivortex = Elog (_> (1586)

On voit sur ces résultats que les vortex se comportent comme des charges
électriques en 2 dimensions, de charge égale & leur charge topologique g = m.
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FIGURE 15.13 — Paires vortex-antivortex dans le modéle XY 2D.

L’électrostatique de Coulomb en deux dimensions est simplement définie par
le potentiel de Coulomb créé par une charge ¢ au point xg

bq(x) = _;]_ﬁ log(|z — 2o (15.87)

qui donne un champ électrique radial en 1/7.

Cette analogie électrostatique est profonde et peut se formuler mathéma-
tiquement. Le champ électrique E*, le potentiel de Coulomb ¢ et la densité
de charge topologique p sont donnés par

EY = e 0,0 =0, , Ap=2mp (15.88)

Le modéle XY sur réseau peut étre formulé comme un modéle de gaz de
Coulomb bidimensionnel, avec des charges entiéres m = +1,+2,--- couplées
(faiblement) & un champ d’ondes de spin décrites par un boson (champ scalaire)
non compactifié.

On voit que des vortex de mémes charges se repoussent, mais que des
vortex de charges opposées s’attirent. L’énergie d’une configuration avec un
seul vortex ¢ = m = £1, ou plus généralement d’une configuration de charge
topologique totale @, diverge avec la taille du systéme L comme Q?log(L). 11
n’est donc possible a priori d’avoir des vortex dans un systéme de grande taille
seulement si la charge totale est nulle ) = 0, autrement dit s’il y a autant de
vortex que d’antivortex.

15.3.4 Thermodynamique des vortex/gaz de Coulomb

Le fait que ’énergie d’un vortex isolé se comporte comme le log du volume
implique qu’il existe un phénoméne de libération des vortex & haute tempéra-
ture. Ici g joue le role de la température T dans la fonction de partition

Z = /I;Idﬁ(:c) exp <—%/d2x (3#9)2) (15.89)
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L’entropie S d’un vortex est le logarithme du nombre de configurations possi-
bles W, qui est simplement le nombre de sites ou le vortex peut étre localisé

I\ 2
W=N= (—) (15.90)
a
L’énergie libre est donc
F=E—-TS=(m—2g)log(L/a) (15.91)

Tant que g < /2 (basse température), 1’énergie libre d’un vortex est plus
grande que celle d'une configuration sans vortex. Les vortex sont thermody-
namiquement trés peu probables. Par contre si ¢ > /2 ils sont thermody-
namiquement favorisés, le gain en entropie I’emporte sur le cotit en énergie.

15.3.5 La transition de Kosterlitz-Thouless-Berezinski

La température critique
grr = /2 (15.92)

correspond & une transition de phase topologique. A basse température les
vortex peuvent étre négligés. C’est la phase de Coulomb. Le champ 6 peut
étre traité comme un champ libre non compactifié, la densité de vortex est
nulle, et la fonction a deux points décroit algébriquement

G(z) = (cos(0(z) — 0(0))) =~ |z/a| (15.93)

Par contre dans la phase de haute température, la densité des vortex est finie,
et le systéme est dans une phase plasma 2D. Il y a écrantage de Debye et la
fonction de corrélation décroit exponentiellement (phase massive) comme

G(z) = (cos(0(x) — 0(0))) = exp(—|z[/£) (15.94)

Cette transition de phase porte le nom de Berezinski-Kosterlitz-Thouless (BKT
ou KT).

Une analyse de groupe de renormalisation est possible, en considérant les
deux paramétres importants dans un modeéle de gaz de Coulomb : la tempéra-
ture g et un paramétre effectif z correspondant a la fugacité des vortex (ce
paramétre sera d’ordre O(1) a l'échelle microscopique du réseau). Les fonc-
tions de Wilson donnant les flots du groupe de renormalisation ont été déja
présentées en section 13.3.3, et sont

Wq(g,z)za22 ) Wz(gvz):bz(g_gKT) (1595)

avec a et b des constantes positives. Le principe du calcul sera donné dans le
cadre du modeéle dual de sine-Gordon. La ligne critique g.(z) définie par

9c(2) = gxr = —/afbz (15.96)
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FIGURE 15.14 — Les flots du modéle XY : un exemple de ligne de points fixes.

sépare les deux phases. La fugacité renormalisée tend vers zéro dans I'IR si
g < g. (phase de Coulomb de basse température) et devient grande dans I'IR
si g > q. (phase massive « plasma » avec écrantage & haute température). La
méme analyse de scaling que pour le voisinage d’un point fixe ordinaire permet
de montrer que si on part d’'un modéle microscopique avec une fugacité z, la
longueur de corrélation £ dans la phase massive diverge au point de KT quand
on abaisse la température g (z étant fixé) comme

¢ ocexp (c(z)/\/g — gc(z)) (15.97)

c(z) dépendant de a, b et z. La longueur de corrélation diverge exponentielle-
ment & la transition KT. C’est différent d’une transition de phase ordinaire,
ou elle diverge algébriquement comme & x |g — gq4| ™.

15.3.6 Le modéle de sine-Gordon

Le modéle de sine-Gordon (SG) est une théorie des champs en 1+1 dimen-
sion qui a de nombreuses propriétés remarquables. Il est défini par 'action
euclidienne

H[¢] = /d% %(3@)2 — u cos(fp) (15.98)

et est donc invariant par des translations discrétes du champ ¢ — ¢ + 27/(.
Ce modéle posséde des solutions de type soliton, est intégrable classiquement
et quantiquement (il posséde une infinité de quantités conservées non locales,
en plus de l'énergie et de 'impulsion du champ). On peut le voir également
comme la limite m — oo de la théorie de LGW décrivant un point m-critique
avec m minima, ou d’un modéle d’horloge 7,

Il nous intéresse ici, car il est dual du gaz de Coulomb et donc du modéle
XY dans le sens suivant. Si on développe la fonction de partition du modéle
de SG en perturbation dans le « couplage » u, on obtient

= 3 0 [ feosAton) oGt (1590
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ou (- -+ )g est la valeur moyenne pour la théorie du champ libre de masse nulle
(la théorie & u = 0). A partir du propagateur

(6(e1)6(2))0 = —5 gl — w2]/1) (15.100)

ou L est la taille du systéme (régulateur IR), il est facile de calculer que dans
la limite L — oo, seuls les termes pairs N = 2M subsistent, et peuvent se
calculer comme

1<i<M 1<i<j<M

o s
I wi—wls [ le—wl% (@5.101)

1<i<j<M 1<i#j<M

a est le régulateur UV, définissant le propagateur & points coincidants
(p(x)p(x))0 = —5= log(a/L). Autrement dit, le terme d’ordre u?M est égal
a la fonction de partition d’un ensemble de M particules indiscernables de
charges +1 et de M particules indiscernables de charges —1, interagissant par
un potentiel de Coulomb, et & température T = 27/3%. Le modéle de sine-
Gordon est donc équivalent au gaz de Coulomb et au modéle XY, si on identifie
u avec la fugacité z des vortex, et on identifie la température g du modele XY
avec 'inverse de la température du modéle SG

g 27
J L =
2m 32
Le modéle de sine-Gordon est dual du modéle XY dans le sens suivant : la phase
de haute température d’'un modéle est identifiée a la phase basse température
de 'autre modéle. On peut également identifier le champ ¢ du modéle de SG
au potentiel ¢ dual du champ 6 du modéle XY dans 15.88. Les vortex de charge
m = +1 dans XY correspondent dans le modéle de SG aux « opérateurs de
vertex » exp(+if ¢).

Les renormalisations de la fugacité z et de la température g dans le mo-
déle XY peuvent s’obtenir par cette dualité a partir de la renormalisation
du couplage u et de la température 32 du modéle de SG, qui se calcule en
théorie des perturbations. Il faut renormaliser les opérateurs de vertex par une
prescription de produit normal

z e u/2

(15.102)

. 2 :
oEIBS. _ i (TS (15.103)

ce qui conduit & la renormalisation de u, donc de z. La renormalisation de 32,
donc de g est un peu plus subtile et vient des singularités a courte distance
dans 15.103, qui correspondent au développement a courte distance (OPE) du
produit de deux opérateurs de vertex

e90(5) ¢=99(5) = a0/ [t (bata + claf? 6) 0,00,6(0) + -]
(15.104)
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15.3.7 Exercises

Exercice 15.1. En utilisant 15.88, calculer la configuration Oyortex()
d’énergie minimale du modéle XY avec un vortex de charge m en un point
xo. En déduire que 'énergie est F,, = m2§ log(L/a).

Exercice 15.2. Calculer la configuration 6(z) d’énergie minimale (dans le
continu et dans l’espace infini) d’une configuration avec N vortex de charges
respectives m1, mo --- my en des points arbitraires x1, T2 - - TxN.

Exercice 15.3. En supposant un régulateur IR L (taille du systéme) grand
devant les distances entre vortex, et un régulateur UV a petit devant ces mémes
distances, montrer que l’énergie totale de la configuration diverge avec la taille
du systéeme L comme mtotal Tlog(L) ol Miotal = M1 + ma + ---mpy est la
charge topologique totale de la configuration. Montrer que cette énergie est
finie seulement quand miota = 0 (et a > 0).

Exercice 15.4. Calculer cette énergie. Comment diverge-t-elle quand a — 0 ?
Exercice 15.5. Déduire l'identité 15.101 pour le modéle de SG.

Exercice 15.6. En utilisant le théoréme de Wick et le propagateur de masse
nulle en d = 2, calculer les coefficients a, b et ¢ dans 'OPE 15.104 de deux
opérateurs de vertex pour le champ libre de masse nulle.

Exercice 15.7. En déduire les flots du GR pour u et $2. Montrer que u
est relevant (au sens du GR de Wilson) quand 3% < 87 et irrelevant quand
32 > 8. Comparer avec les flots du modéle XY.

Exercice 15.8. Montrer que des termes d’ordre plus élevés dans 'action
comme cos(26¢), cos(36¢) sont toujours irrelevants au sens du groupe de
renormalisation au voisinage du point critique 32 = 8.

15.3.8 Notes

La transition topologique du modéle XY a été proposée indépendamment
par V. Berezinsky en 1972 et par J. Kosterlitz et D. Thouless en 1973. Le
modéle classique de sine-Gordon en 1+1 dimensions est connu depuis le XIX®
siécle des mathématiciens. Depuis les années 1970 il est trés étudié par les
physiciens, en raison de ses propriétés d’intégrabilité classique et quantique,
de l'existence de solitons, et de ses propriétés de dualité, a la fois avec le gaz de
Coulomb, et avec un modéle de fermions, le modéle de Thirring (cette célébre
dualité a été découverte par S. Coleman). La discussion du modéle présentée
ici suit les ouvrages classiques, voir en particulier [ID91] et [Car96], ainsi que
le chapitre 2 du livre de D.R. Nelson [Nel02]. D’autres systémes présentent
une transition topologique induite par des singularités topologiques de type
vortex. On peut mentionner notamment la théorie de la fusion cristal/liquide
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en deux dimensions, et la possibilité d’une phase intermédiaire dite phase hex-
atique, induite par les défauts (dislocations et disinclinaisons). Les défauts
jouent également un role fondamental dans la théorie des cristaux liquides.
Enfin, mentionnons que le modéle de sine-Gordon et le modéle XY sont égale-
ment reliés au probléme de la transition rugueuse (voir plus bas).






Chapitre 16

Surfaces, interfaces et membranes

16.1 Interfaces et mouillage

Des problémes faisant intervenir des interfaces (soit entre des phases fluides,
soit entre phases magnétiques) peuvent étre traités comme des problémes de
physique quantique ou de théorie des champs. C’est par exemple le cas des
problémes d’interaction d’une interface avec une paroi, qui permettent de
traiter les phénoménes de mouillage. Nous en donnons un apergu ici.

16.1.1 Mouillage en 141 dimension
Mouillage : théorie de champ moyen

On considére un systéme en dimension deux présentant deux phases ther-
modynamiques A et B en coexistence (modéle d’'Ising a T' < T, fluide binaire,
fluide & la ligne de coexistence liquide/vapeur, etc.). Il y a donc possibilité
d’interface entre ces deux phases. L’énergie d’une interface peut s’écrire comme

Einterface = 0 X aire de l'interface
ou o est la tension de surface entre les 2 phases A et B
OAIB =0 >0

En dimension D = 2 l'interface est de dimension D — 1, donc c¢’est une ligne,
et o est la tension de ligne, mais nous gardons la dénomination générique de
tension de surface.

Supposons maintenant que le systéme (le fluide) est dans un espace semi-
infini (demi-plan) et est donc en contact avec une paroi plane (une ligne). Il
faut associer une énergie de surface aux configurations ou c’est ou la phase A,
ou la phase B qui est en contact avec la paroi.

O Alparoi = 0A O B|paroi — OB

Si la paroi préfere étre en contact avec la phase A plutdt qu’avec la phase B,
ceci veut dire que
oA < OB

sinon c’est 'inverse.
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FIGURE 16.1 — Interaction goutte-paroi et mouillage en fonction des tensions de
surface.

Maintenant, considérons le cas dans lequel le systéme est dans la phase B,
en contact avec la paroi, avec une goutte de volume (aire) fini V, et fix¢, de la
phase A. S’il n’y a pas de paroi (systéme infini), la configuration d’équilibre
(énergie minimale) est une bulle sphérique (cercle) de A dans B qui minimise
laire (la longueur) de 'interface.

En présence de la paroi, la bulle de A peut venir se coller & la paroi.
On dit alors qu’il y a mouillage. Pour voir quelle situation est énergiquement
favorisée, il faut comparer les trois tensions o, g4 et op. Si op + 0 < 04 la
paroi est directement en contact avec la phase B et il n’y a pas de mouillage.
Siop — o0 <oy <op -+ o lagoutte de phase A colle a la paroi avec un angle
de contact 6. On dit qu’il y a mouillage partiel. Enfin si 04 < op — o la paroi
préfere étre isolée de B par un film mouillant de la phase A. En particulier, si
une goutte de A entre en contact avec la paroi, elle la mouille complétement.
On dit qu’il y a mouillage complet.

Dans le cas intermédiaire du mouillage partiel, 'angle de contact de
I'interface avec la paroi, 6, est fixé simplement par 1’équilibre des forces de
tension superficielle qui s’exercent sur le point de contact P entre les deux
phases sur le mur (figure 16.2).

op=04+0cos(f) = 0 =arccos (M)
o
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FIGURE 16.2 — Angle de contact de I'interface avec la paroi dans la phase de mouil-
lage partiel.

Transition de mouillage

La transition entre le mouillage partiel et le mouillage total a toutes les
caractéristiques d’une transition de phase (on parle de transition de paroi). En
effet, elle sépare deux phases macroscopiquement différentes pour l'interface.
Quand il y a mouillage partiel ou pas de mouillage I'interface préfére étre loin
de la paroi, tandis que quand il y a mouillage total l'interface préfére étre
proche de la paroi.

L’angle de contact 6 peut étre considéré comme un paramétre d’ordre de
la transition (c’est 'analogue de la magnétisation pour le modéle d’Ising).
Le paramétre qui gouverne la transition est la tension de l'interface o car si
on considére que o4 et op varient peu en fonction des paramétres physiques
(température, etc.) alors que o varie plus vite, il existe une tension critique
Ocrit

Ocrit = 0B —0A (161)

telle que si 0 < o, le mouillage est total et § = 0 tandis que si 0 > o, le
mouillage est partiel et # > 0. En fonction d’un parameétre réduit ¢ défini par

exemple comme

o OB —0A—O
t=1—- =72 -
Oc OB —0A

I’angle de contact se comporte comme

0=0 si t>0 ; O~/|f] si t<0 (16.2)

Un modéle microscopique en 1+1 dimension

Ce traitement est une théorie du champ moyen. Il ne prend en compte ni
la structure de l'interface, ni les détails de l'interaction a la paroi, ni l'effet des
fluctuations thermiques.

En fait, puisque la transition de mouillage (par la phase A) se produit a
o4 =0p — 0 et que ¢ > 0 on est dans la situation ot 04 < op et ou la paroi
préfére étre en contact avec A qu'avec B. Au niveau microscopique, dans la
situation de mouillage partiel, les régions ou la paroi n’est pas mouillée par
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FIGURE 16.3 — L’angle de contact en fonction du paramétre t.

A sont quand méme en contact avec A, mais par un film d’épaisseur micro-
scopique (quelques molécules) comme on va le voir dans le modéle micro-
scopique qui suit.

Pour aller plus loin et prendre en compte l'effet des fluctuations, on va
utiliser ici un modéle semi-microscopique ultra simplifié en 1+1 dimensions.

Il faut d’abord une modélisation des fluctuations de I'interface. L’interface
est caractérisée par sa hauteur z(x) > 0 au-dessus de la paroi. On suppose
que les ondulations (fluctuations thermiques) sont de faible amplitude (com-
parées a leur longueur d’onde), si bien qu’on néglige les « surplombs » et qu’on
approxime ’énergie de 'interface en ne gardant que les termes quadratiques

0z
/ 1
ginterface = O'/dl' 1+ (VZ)2 ~ O'/dl' E(VZ)Q (163)

en Vz = 5=

On modélise ensuite l'interaction interface-paroi. Cette interaction est
modélisée par un potentiel a courte portée (typiquement exponentiel si on
suppose que les interactions fluide-paroi sont écrantées a une échelle ¢), de la
forme (par exemple)

Eintoraction = / dzU(z(z)) U(z) = e 2/t 4 te?/t (16.4)

Le paramétre t va jouer le role du paramétre réduit ¢ de la théorie de champ
moyen. Le premier terme modélise Ueffet répulsif de la paroi (a courte dis-
tance), le second terme linteraction répulsive ou attractive a plus longue
portée, qui va induire la transition de mouillage.

On considére bien str un systéme infini dans la direction x et semi-infini

dans la direction z, donc on travaille dans la limite thermodynamique

—00 < T < 00 (16.5)
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FIGURE 16.4 — Modélisation de I'interface comme une fonction de hauteur z(z).

Pour un systéme fini dans la direction x, il n’y a pas de transition.
Dans une approximation de champ moyen, il faut juste minimiser 1’énergie
d’une configuration homogéne

Z(CC) ) H[Z] - gintcrfacc + gintcraction X U(Z) (166)

Le paramétre ¢ controle bien la transition de mouillage. Si t < 0, 'interface est
piégée en un z = zyin(t) fini. On a un film mouillant d’épaisseur microscopique

et on est dans la situation de mouillage partiel. L’énergie de l'interface a ce

minimum est
Unmin = U(Z = Zmin) <Uyx = U(Z = +OO) (167)

et ces énergies correspondent dans la description macroscopique a
Umin = 0B s Uoo E Ny (168)

Sit > 0, l'interface préfére étre a grande distance de la paroi £ < z — oo. On
est dans la situation du mouillage total.

La fagon dont la distance zmin(t) diverge et dont I'énergie Upin — Uso =
o4 + 0 — op s’annule quand le parameétre microscopique t — 0_ dépend des
détails de 'interaction interface-paroi.

Influence des fluctuations thermiques

Quelle est l'influence des fluctuations thermiques sur la transition ? Pour
cela il faut sommer sur les différentes configurations de U'interface et calculer
la fonction de partition

Z- /D[z(ac)] o T HIE() (16.9)
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= |

FIGURE 16.5 — Le potentiel U(z) d’interaction entre U'interface et la paroi : a droite,
t > 0 potentiel répulsif ; & gauche, t < 0 potentiel attractif.

avec T' la température et H 1’énergie

Pl 2
H[Z] - gintcrfacc + gintcraction - /dCC (% <8—i> + U(Z)> (1610)

Dans la suite on absorbera la température 7' dans la normalisation de la tension
o et du potentiel U(z), de fagon a ce que T'= 1. On peut également normaliser
x et z de fagon & ce que la tension o = 1. Le seul parameétre du modéle est le
paramétre ¢ dans le potentiel U(z) donné par 16.4.

On va s’intéresser a la distance moyenne de l'interface a la paroi (z)

() = 5 [ Dle@)] 7 a0) (16.11)

L’importance et la portée des fluctuations thermiques sont caractérisées par la
fonction de corrélation connexe

Gz —y) = (2(2)z(y)) — (z(x))(z(y)) (16.12)
et la longueur de corrélation &
Gz —y) ~ e 1*9/¢ quand |z —y| — (16.13)

Une autre quantité intéressante est ’énergie libre par unité de longueur
1
f=- ﬁlim 7 log(2) L taille du systéme dans la direction z  (16.14)
— 00

o Zj est la fonction de partition pour une interface libre, donc avec Up(z) = 0.
En effet f va correspondre a la tension effective du systéme lorsque U'interface
est en contact avec la paroi (mouillage partiel, B en contact avec la paroi),
c’est-a-dire

[ =[0Blu. (16.15)
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Le terme « effectif » voulant dire : les fluctuations thermiques étant prises en
compte, afin d’obtenir des énergies libres.

Si Zj est la fonction de partition pour une interface libre, donc avec Uy(z) =
0, la densité d’énergie libre correspondante f

1
fo=— ﬁlim 7 log(Zy) L taille du systéme dans la direction =z (16.16)

est la tension effective du systéme lorsque l'interface est loin de la paroi (mouil-
lage total, A en contact avec la paroi et une interface A/B loin de la paroi).
Donc fjy correspond a

fo=loa+0lg (16.17)

Lorsque le parameétre ¢ varie, (z), et f varient. On s’attend toujours a
rencontrer un point critique .3t correspondant & une transition de mouillage.

Quand t < t. Uinterface reste accrochée a la paroi (situation de mouillage
partiel) et on aura (z) < oo (I'interface est a une distance finie de la paroi),
¢ < oo (la longueur de corrélation est finie) et f < fo (I’énergie libre est
minimisée lorsque l'interface est proche de la paroi).

Au contraire, quand ¢ > t. interface est libre (situation de mouillage
total), et (z) = oo, & = oo, f = fo (Iénergie libre est minimisée lorsque
linterface est loin de la paroi et n’interagit plus avec elle).

Le probléme est donc de déterminer si effectivement il a une telle transition,
d’estimer la valeur de tcyit, et comment (z) = oo et € divergent (s’ils divergent)
quand t — terit, et comment f tend vers fy. En effet par les mémes arguments
de champ moyen, on s’attend a ce qu’a la transition, I'angle de contact 6 se

comporte comme
0 fo—f (16.18)

16.1.2 Modéle quantique, exposants critiques

La fonction de partition est donc (on normalise T' = 1)

7~ /’D[z] exp(—/dm (S +U@)) (16.19)

Z est donc 'intégrale de chemin & temps euclidien pour une particule quantique
de masse m = o, de coordonnée ¢ = z sur une ligne dans le potentiel U(z). Le
hamiltonien quantique est donc

1 0

H=_—P*+V(z) , P=i—

20 (2) 0z
En utilisant le dictionnaire quantique/statistique précédent, les propriétés du
systéme interface/paroi s’obtiennent en fonction du fondamental du modéle
quantique et de son spectre. Il faut donc caractériser le spectre de ce systéme
en résolvant I’équation de Schrodinger

—¢" + U(2)$ = Ey.
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On peut, a la place du potentiel U(z) donné par 16.4, utiliser un potentiel
encore plus simple en palier de la forme

400 siz <0,
U(z)=(t si0<z</t (16.20)
0 siz> /L.

On a donc un mur dur en z = 0, un puits de potentiel de largeur ¢ et de
profondeur |¢| si ¢ < 0, et une demi-ligne ou le potentiel est zéro jusqu’a
Iinfini.

Il est évident que le spectre du systéme contient toujours un continuum
d’états libres (ondes planes quand z — oo réfléchies par la paroi en z = 0,
d’énergie positive commengant en E = 0). Le puits de potentiel introduit juste
un déphasage entre les ondes entrantes et les ondes sortantes.

La physique dépend de savoir s’il existe des états liés, c’est-a-dire des états
propres d’énergie ¢ (z) d’énergie t < E < 0 et localisés prés de la paroi. Pour
obtenir de tels états, il faut trouver des solutions de ’équation de Schrédinger
satisfaisant les conditions

$(0) =0 (16.21)
¥(2) et ¥’'(2) continus en z = /¢ (16.22)
Y(z) =0 quand z — 400 (16.23)

Il faut donc raccorder des solutions de la forme

¥(2) x {sin(\/E—t z) si0<z</

16.24
exp(—vV—E z siz>/¢ ( )

Les conditions de raccord donnent I’équation pour les niveaux d’énergie des
états liés

VE —tcot(VE -t ) ++V—-E =0 (16.25)

Il est facile de voir que cette équation n’admet de solutions avec t < E < 0

que si

2

402
Sit > tui il n'y a pas d’état lié, tous les états propres sont délocalisés et
le minimum du spectre est

t<terit = — (16.26)

Ey=0 (16.27)

Sit < teir < 01ily aun fondamental ¢(z) d’énergie Eo(t) < 0, qui est
un état lié a la paroi, piégé dans le puits de potentiel, mais avec une queue
exponentielle en dehors du puits (effet tunnel). De I'équation il est facile de
voir que quand ¢ — teyit, Fo(t) — 0 comme

Fo(t) o (teris — t)? (16.28)
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FIGURE 16.6 — Energie du fondamental E en fonction de la profondeur du puits ¢.

L’énergie du fondamental en fonction de ¢ est représentée sur la figure 16.6.
2 2
On notera que tant que —% <t < —gz il n’y a quun seul état lié, le

fondamental, et que de fagon plus générale si —% <t< —% il
n’y a que n états liés dans le puits.

La situation est résumeée sur la figure 16.7.

Le cas t < tqit correspond & la phase de mouillage partiel. L’interface reste
accrochée a la paroi, car les fluctuations thermiques ne sont pas assez fortes
pour la décrocher. S’il n’y a qu’un état lié, la longueur de corrélation est donnée
par

§=1/|Eo(t)] (16.29)

La fagon dont I’énergie du fondamental s’annule quand ¢t — ¢, caractérise donc
la divergence de la longueur de corrélation. Cette divergence est caractérisée
par un exposant critique v, défini comme

§~ fterie — 2|7 (16.30)

et on a
v=2 (16.31)

La distance de l'interface & la paroi est donnée par
Ly = (2) (16.32)
Elle diverge a la transition et on définit un exposant critique v par
Cp ~ |te —t]7¥ (16.33)

Cette distance est donnée via le dictionnaire quantique/statistique par

Ly = (Yolz|th) = /OO dz z|ho(2)|* avec bg(z) le fondamental (16.34)
0
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Uz)

Continuum

Fondamental (état 1ié)

interface localisée
Uz)

Continuum

pas d'états liés

interface délocalisée

FIGURE 16.7 — Energie du fondamental dans le cas localisé (mouillage total) et
délocalisé (mouillage partiel).

et comme dans notre cas ¥g(z) a une queue exponentielle en exp(—v/—Ey z),
il est facile de voir que quand t — t¢¢

lw~ 1/\/—Eq (16.35)

donc 'exposant critique vaut
Yp=1 (16.36)

Enfin, en utilisant 16.18, on prédit qu’a la transition, I’angle de contact 6 va
s’annuler linéairement comme

0 ~ |terit — t| (16.37)
ce qui est trés différent de la théorie du champ moyen qui prédit
Ochamp moyen ~ Vicrit —t avec d’ailleurs tepir = 0 (16.38)

Ces résultats s’avérent indépendants de la forme du potentiel U(z), tant
qu’il reste & courte portée et que la transition reste du deuxiéme ordre. Pour
des interactions interface/paroi plus compliquées, ou en présence d’effets de
gravité, la transition de mouillage peut aussi étre du premier ordre.



16. Surfaces, interfaces et membranes 549

16.1.3 Mouillage en 241 dimension

Bien siir, le cas D = 141 est un cas idéalisé. On peut néanmoins concevoir
des expériences, et ce cas peut étre étudié en grands détails par les méthodes
d’intégrabilité et de mécanique statistique rigoureuse. Le cas physique est le cas
d’une interface interagissant avec une paroi dans un systéme tridimensionnel
(demi-espace). L’analogue du modéle continu effectif donné par le hamiltonien
16.10 est celui d'un champ bidimensionnel z(Z,Z) = (z1,22) ou & est une
coordonnée sur la paroi, et z la distance de l'interface & la paroi, avec un
hamiltonien de la forme

H[] = /d%‘c‘ (% (ﬁwz)z + U(z)) (16.39)

avec un potentiel U(z) répulsif a courte distance du mur et attractif a grande
distance.

La théorie du champ moyen pour la transition de mouillage sera la méme
qu’en 141 dimension. Par contre, 'effet des fluctuations thermiques sera beau-
coup moins important. En effet loin de la paroi, les fluctuations de z sont celles
d’un champ libre gaussien (GFF) en dimension deux, donc logarithmiques

D=2+1 = ((2(0) = 2(2))?)  log ||
alors qu’en dimension 141 ce sont celles d’un brownien, donc linéaires
D=1+1 = {((=(0) = 2@)?)  |o]

L’interaction effective de U'interface avec la paroi due aux fluctuations (répul-
sion stérique) sera de beaucoup plus faible portée. En fait, si on considére le
probléme général et théorique du mouillage en D + 1 dimensions, un argument
dimensionnel standard indique que D = 2 est la dimension critique supérieure
du probléeme.

Dy =2

Pour D > 2, donc en dimension d’espace supérieure a trois, la théorie clas-
sique (champ moyen) est valable. En dimension D < 3, donc en dimension
d’espace plus petite que trois, les fluctuations thermiques sont pertinentes, et
les exposants critiques ne sont plus ceux du champ moyen.

Le cas marginal D = 2 est intéressant. Il a été étudié notamment par
Brézin-Halperin-Leibler par des méthodes de groupe de renormalisation fonc-
tionnel. Il s’avére qu’il faut considérer un potentiel d’interaction interface/paroi
exponentiel de la forme

U(z) =ae 2/ —pe2/t | a&b>0 (16.40)

avec ¢ une longueur caractéristique de portée d’interaction, pour traiter le
probléme en dimension 2+1. Mentionnons également que le probléme peut étre
étudié dans le cadre d’un développement en D = 2 — ¢, avec des propriétés de
non-analyticité en € intéressantes.
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FIGURE 16.8 — Une interface d’un cristal & température nulle (ici en 1+1 dimension).

FIGURE 16.9 — Une interface d’un cristal a trés basse température (phase plate ou
lisse), les défauts sont des marches (ici en 1+1 dimension).

16.1.4 Transition rugueuse

Enfin, ce type de modéle d’interface en 2+1 dimensions permet de traiter
le phénomeéne de la transition rugueuse. Ceci concerne les propriétés des inter-
faces cristallines (entre autres). Nous présentons ici une introduction trés suc-
cincte.

Considérons un cristal idéal sans défaut, par exemple avec symétrie
cubique simple. On peut penser par exemple & un cristal de glace en équili-
bre avec de l'eau liquide le long de la courbe de coexistence dans le plan
pression/température. A température nulle, une face (0,0,1) est simplement
un plan (voir fig. 16.8). La forme de l'interface est simplement décrite par
léquation (x,y, z = cste).

A température non nulle, les atomes peuvent bouger et I'interface n’est
plus plane. Si on néglige la possibilité de surplomb, d’arches, etc., on peut
supposer que l'interface est toujours décrite par une fonction univaluée de
hauteur (x,y,z = z(z,y)). Cette approximation est a priori valide a basse
température. A trés basse température, les défauts d’horizontalité sont des
marches et & chaque marche est associée une énergie d’activation, en premiére
approximation proportionnelle & la longueur de la marche.

Dans cette phase de trés basse température, on s’attend a des petites fluc-
tuations de la hauteur z, mais d’amplitude finie. L’interface du cristal reste
plane, avec un nombre trés petit de défauts (marches). A plus haute tempéra-
ture, mais avec une tension d’interface (tension de surface) toujours finie (donc
bien en dessous de la température de fusion du cristal), le nombre de défauts
augmente, et & une certaine température critique 7., les fluctuations de hau-
teur divergent. On dit que l'interface devient rugueuse, T, est la température
critique pour la transition rugueuse (roughening transition).

Des modéles simples sur réseau pour la transition rugueuse sont les modéles
de type solid-on-solid (modeéle SOS). Il s’agit dans sa version la plus simple
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2 4 O % + 2

FIGURE 16.10 — L’interface d’un cristal dans la phase rugueuse.

d’un modéle gaussien discret sur réseau (ici un réseau carré) ou a chaque site
i € L = 77 est attachée une variable de hauteur discrétisée z(i) € Z. Le
hamiltonien (énergie) d’une configuration microscopique z = {z(i); i € L} est
similaire a celui du modeéle gaussien (ou du modeéle d’Ising), donné par une
somme sur les liens e = (ij) du réseau

Hlz) = 5 Y (2(i) — 2())* (16.41)
(i)

Le parameétre de couplage o est l'analogue du couplage ferromagnétique
du modéle d’Ising, et joue le role de la tension de surface pour le modéle
d’interface. Dans le modeéle SOS stricto sensu le terme (z(i) — 2(j))? est rem-
placé par |z(i) — z(j)|. D’autres modéles imposent des contraintes comme
|2(i) — 2(4)| < 1, ou sont définis sur des réseaux différents et plus adaptés,
qui permettent de formuler le probléeme comme des modéles de boucles.

Ce modéle a une symétrie globale Z, z(i) — z(i)+m, m entier. Une transfor-
mation de dualité exacte (analogue a la dualité Ising basse température /
Ising haute température sur réseau carré) permet de transformer ce modéle
en un modéle avec symétrie continue O(2) sur réseau carré, le modele de
Villain, qui se formule également comme un modeéle de gaz de Coulomb, et
aussi comme un modéle de gaz de boucles orientées. Rappelons que le groupe
(abélien) O(2) des rotations dans le plan est le groupe dual du groupe (abélien)
des translations entiéres Z.

Prés de la transition rugueuse, la limite continue pour un modéle d’interface
gardant mémoire de la structure cristalline périodique, et donc du fait que les
positions préférentielles de l'interface sont discrétes, une théorie effective est
assez naturellement le modeéle de sine-Gordon (SG), avec un hamiltonien de la
forme

H[z] = /d2:c (g(ﬁz)Q — i CoS (ﬁ)) (16.42)

a étant la période du réseau, o une tension de surface et y un potentiel chimique
de marche (ou l'inverse d'une température). A basse température pu > .
Iinterface est piégée dans un minimum du potentiel z = ma, m € Z, c’est la
phase lisse (phase massive de SG). A la température critique s (transition
rugueuse,/dépiégeage) 'interface se libére et pour p < . on est dans la phase
rugueuse (phase de masse nulle de SG).
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16.1.5 Notes

Pour plus de détails sur la trés riche physique du mouillage (en 2+1 dimen-
sions, interactions & longue portée, influence du désordre, dynamique, mouil-
lage multicritique, etc.), voir le cours de M. Fisher dans [NPWO04], ainsi que
la contribution de S. Dietrich dans le volume 12 de la série Domb-Green-
Lebowitz [DGLS8S], et celle de G. Forgacs, R. Lipowsky et Th. M. Niewenhuisen
dans le volume 14 de la méme série [DGLI1]. La physique de la transition
rugueuse (aspects dynamiques, réalisations expérimentales, en particulier dans
Ihélium a trés basse température) est trés riche et beaucoup plus complexe
que ce qui a été présenté ici. Pour une introduction, voir toujours G. Forgacs,
R. Lipowsky et Th. M. Niewenhuisen dans le volume 14 de [DGL91]. Pour les
études dans ’hélium a basse température, voir les revues de S. Balibar et al.
[Bal87, BGEPS5]

16.2 Membranes

16.2.1 Introduction

La physique statistique des membranes est un sujet trés intéressant. Il
fait partie du trés vaste domaine de la physique et de la physicochimie de la
matiere molle. Ce domaine s’est trés fortement développé depuis les années
1970, notamment sous l'impulsion de P.G. de Gennes (a qui on doit cette
dénomination). Il porte sur 'étude des propriétés et sur les nombreuses appli-
cations des systémes souples ou plus ou moins fluides (par opposition a la
physique de la matiére condensée dure) tels les colloides, les tas de sable, les
polyméres, les gels, les cristaux liquides, les tissus biologiques et les assem-
blages de molécules biologiques, les fluides non newtoniens, etc. Typique-
ment dans des systémes tels les cristaux liquides ou les membranes, il suffit
de considérer que les composants élémentaires ne sont pas les atomes isolés,
mais des molécules, macromolécules ou des clusters de taille beaucoup plus
grande (typiquement de quelques dizaines de nanomeétres jusqu’au micron, qui
interagissent par des forces qui ne sont pas des liaisons fortes (covalentes ou
ioniques), mais beaucoup plus faibles (liaisons hydrogéne et forces d’hydra-
tations, forces de van der Waals). Les énergies d’excitations et donc les tem-
pératures auxquelles les fluctuations thermiques sont importantes sont plus
élevées, et typiquement aux températures ambiantes.

Le terme membranes désigne des objets bidimensionnels étendus et sou-
ples (donc pouvant étre modélisés par des surfaces géométriques) pour lesquels
les effets de la rigidité de courbure sont importants et & prendre en compte.
A ce titre ils different des polymeéres et des modéles d’interfaces consi-
dérés précédemment, pour lesquels ce sont les effets de la tension qui sont
prépondérants.

Deux grandes classes d’objets peuvent étre considérées : les membranes
fluides et les membranes polymérisées (il y a des systémes intermédiaires, qui



16. Surfaces, interfaces et membranes 553

H, CH, CH, CH, CH, CH, CH, CH
AV VA VAVAVAVYAY
CHy—0—C CH, CHy CHy CH CHy CHy CH,
OCH, CH, CH, CH, CH, CH, CH, CH,
l VA VA VA VA VAVAVAY
tH—o0—c CH, CH, CHy CHy CH, CH, CH,

0 I ]
f 0
(H,— 0 —P—0—CH,

| |
CH, S
|
S

3

FIGURE 16.11 — Vue schématique d’une molécule amphiphile (DPPC) avec sa téte
hydrophile (gauche) et ses deux queues hydrophobes (droite).

(a) (b)

FIGURE 16.12 — Vue schématique d’une micelle (a) et d’une monocouche (b).

sont également intéressants). Nous allons d’abord donner une bréve introduc-
tion aux membranes fluides et a leur relation avec des problémes de théorie
des champs.

16.2.2 Membranes fluides : introduction
Films amphiphiles

Les phospholipides sont des molécules composées de deux parties bien
séparées : une téte polaire (un groupe phosphate) qui est hydrophile (énergé-
tiquement il préfére étre en contact avec de l'eau), et une ou deux longues
chaines lipidiques (de longues chaines hydrocarbonnées) qui sont hydrophobes
(elles préférent étre en contact entre elles, comme des molécules d’huiles,
qu’étre en contact avec des molécules d’eau). Un exemple de telle molécule (le
DPPC) est représenté Fig. 16.11. En solution dans de I'eau, ces molécules vont
préférer se disposer en micelles sphériques, comme sur la Fig. 16.12 (a). Dans
un mélange binaire eau/huile elles vont former une monocouche a l'interface
eau/huile, réduisant trés fortement la tension de surface de 'interface, comme
sur la Fig. 16.12 (b). Pour cette raison on désigne aussi ces molécules comme
des molécules de surfactant ou molécules tensioactives.
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Pour un mélange ternaire eau/huile/surfactant, suivant les proportions
le systéme peut étre dans une grande variété de phases, ordonnées ou désordon-
nées. Les principaux types sont représentés Fig. 16.13. Les phases ordonnées
correspondent & des phases de type cristal liquide, les phases désordonnées
a des phases de type microémulsion. L’échelle typique de ces structures (dis-
tance entre les monocouches) peut aller de 10 A a plusieurs centaines d’A. Les
cristaux liquides et les microémulsions sont des systémes fascinants, mais nous
allons nous restreindre au cas des bicouches et des vésicules.

Bicouches et vésicules

Dans des mélanges binaires solvant/surfactant (avec quelques additifs
bien dosés pour optimiser les propriétés du mélange), les molécules de surfac-
tant s’organisent pour former des bicouches de grande taille, voir Fig. 16.14.
La structure en bicouches minimise le contact entre le solvant (par exemple
de leau) et les queues hydrophobes des molécules de surfactant. Les bicouches
sont trés importantes en biologie et en biophysique, car elles peuvent former
des vésicules sphériques (voir Fig. 16.15), et sont a la base de la structure des
membranes cellulaires.

La bicouche sera dite fluide si les molécules de surfactants dans la bicouche
sont libres de se déplacer dans la bicouche, et forment donc un liquide bidi-
mensionnel. Un modéle simple pour décrire les bicouches comme des surfaces
est d’attribuer une énergie H & une configuration, qui ne dépendra que de sa
géométrie dans 'espace tridimensionnel. La bicouche est traitée comme étant
d’épaisseur et de densité surfacique fixée. On ne tient pas compte de la struc-
ture interne locale de la membrane.

Si pour linterface entre deux phases, le terme dominant pour un hamil-
tonien effectif est proportionnel & I’aire de I'interface, avec o une tension super-
ficielle

Hinterface = o Aire (1643)

pour une membrane isolée, composée d’un nombre fixé A/ de molécules, s’auto-
assemblant en une couche ou une bicouche de densité surfacique fixée, l'aire de
la membrane est fixée. Le terme 16.43 est présent, mais constant. Il ne controle
donc pas les configurations de la membrane. Il faut aller & 'ordre suivant (si on
considére un hamiltonien effectif comme un développement dans les échelles
de tailles respectives de 'objet) et se concentrer sur les propriétés de rigidité
de la membrane, donc sur sa courbure.

16.2.3 Un peu de géométrie des surfaces
Géométrie différentielle

Donnons d’abord quelques rappels de géométrie différentielle. Nous ren-
voyons & des ouvrages d’introduction comme ceux de M. Spivak [Spi70] et de
B. Dubrovin, A. Fomenko et S. Novikov [DFN84|, et pour une bréve introduc-
tion pour les membranes la contribution de auteur [Dav04] dans [NPWO04].
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FIGURE 16.13 — ©Exemples de phases pour un mélange ternaire
eau/huile/surfactant : (a) lamellaire, (b) tubulaire hexagonale, (c) micel-
laire cristalline, (d) bicontinue cristalline (phase « cauchemar du plombier »), (e)
micellaire diluée, (f) bicontinue irréguliére (phase « éponge »).

Mathématiquement, une surface est un objet bidimensionnel « régulier »
plongé dans R? (cas tridimensionnel) ou R? (cas général d-dimensionnel). C’est
donc une variété bidimensionnelle S plongée dans R%. Un point s dans la variété
abstraite S a une position X (s) (un d-vecteur) dans R? (I'espace de plonge-
ment). Une variété 2d (une surface) est un objet mathématique obtenu en
recollant des « bouts » de R2, c¢’est-a-dire des ensembles ouverts V; semblables
(homéomorphes) & des ouverts U; de R?, de fagon & recouvrir toute la variété.
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FIGURE 16.14 — Exemple schématique de bicouche plane, formée de deux couches
de surfactants dont les tétes hydrophiles sont en contact avec le solvant.
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FIGURE 16.15 — Exemple schématique de vésicule formée par une bicouche.

On parle d’'un « atlas » de S. Les U; sont des cartes locales de §. Un point
s € V; C S est image d’un point o = (0%);—12 de U; C R% (o1, 0?) sont les
coordonnées! du point s dans le systéme de coordonnées locales correspondant
a la carte U;. Sa position dans Iespace est notée (par abus de langage) X (o)
(Fig. 16.16). Passer d'une carte U; a une carte « voisine » U; (donc telle que
leur intersection est non vide V; NV # @) correspond a un changement de
systéme de coordonnées locales.

Meétrique de plongement et courbure
Pour une surface « physique » plongée dans l'espace, la distance dans R¢

de deux points voisins définit une métrique riemannienne sur la variété, dite
métrique de plongement. Dans un systéme de coordonnées o, la distance entre

1 Les indices * sont en haut, car les coordonnées o* sont les composantes d’un vecteur,
donc d’un tenseur contravariant.
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FIGURE 16.16 — Coordonnées locales sur une surface.

FIGURE 16.17 — La longueur (dans I’espace) d’une courbe sur une surface ne dépend
que de la métrique intrinséque g;; (induite par le plongement) sur la surface.
deux points o et ¢’ de coordonnées proches
o= (c'0%, o =0+do=(c"+dot o*+do?) (16.44)
est donnée par
dist(o,0")? = | X (0) — X (¢"))? = do' do? gi;(0) (16.45)
avec le tenseur métrique g;;.

0X(0) 0X(0)

9:4(0) = =775 =0, X-0;X (16.46)

Toutes les propriétés « internes » de la surface se déduisent de cette métrique
(Fig. 16.19).

Par contre, la géométrie extrinséque de la surface, c’est-a-dire la facon
dont la surface est plongée dans l'espace, est caractérisée par d’autres objets.
Le premier est la courbure extrinséque, dont nous rappelons briévement la
définition. Au voisinage d’un point o sur la surface S, on peut prendre comme
systéme de coordonnées la projection de la surface sur le plan tangent au
point (description de Monge). Pour un systéme de coordonnées o, ce plan P,
est engendré par les deux vecteurs tangents, définis de fagon générale comme

fi(x) = 9 X(x) = af(ff) (16.47)

o=0(x)
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FIGURE 16.18 — Projection d’une surface sur le plan tangent en un point o.

Si on considére une base de vecteurs orthonormés (dans l'espace euclidien
E3 = R?) (€1, €2, €3) dont Porigine est le point o et telle que les vecteurs (€1, €3)
sont dans le plan tangent en x, Px. Le vecteur €3 = 7 est donc orthonormal &
la surface. Au voisinage de l'origine, si on projette orthogonalement un point
s de la surface sur le plan P,, les coordonnées de ce point seront

(z', 22 23) = (Z, h(Z)) (16.48)

h(Z) est la hauteur de la surface au-dessus du point # du plan tangent. Pour
une surface réguliére (plongement C2) h(F) se développe a I'ordre deux comme

h(Z) = %KJ z'x! + O(|7)?) (16.49)

Le tenseur K = (K;) est un tenseur symétrique d’ordre (2,0). C’est le tenseur
de courbure extrinséque.

Le tenseur K peut se diagonaliser suivant deux directions principales
orthogonales, toujours dans le plan tangent. Les deux valeurs propres sont
les deux courbures principales.

K = <[gl 132) (16.50)

Les courbes sur la surface suivant les deux directions principales ont un
rayon de courbure local donné par

R =1/Ki, Ry=1/K, (16.51)

Suivant les signes des courbures, la structure locale de la surface par rapport
au plan tangent est celle d’'un sommet/fond (K1K, > 0), d’'un point selle
K1K5 <0 ou d'un cylindre/plan (K7 K2 = 0) (Fig. 16.20).
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FIGURE 16.19 — Les deux directions principales (cas K1 < 0, K2 > 0).

L7 T L

1: 2: K>O K =0 K<0 K
D ) &7
K,<0 , K,<0 K,>0, K,>0 K>0 . Ky<0

FIGURE 16.20 — Les différentes configurations de courbure locale.

Plutot que de considérer les courbures principales, il est intéressant de
considérer la courbure moyenne H et la courbure scalaire ou courbure de Gauss
R, définies respectivement comme

H= (K +K)/2, R=2K K, (16.52)

Ces concepts peuvent se formaliser et se généraliser a des surfaces plongées
dans R?, d > 3. Dans un systéme de coordonnées locales, le tenseur de courbure
est un vecteur

Ky = DiD; X (16.53)
avec D; la dérivée covariante par rapport & la métrique de plongement g;; =
ai)?aj)?. Ceci donne

K;; = 8,0;X —~T50,X (16.54)

avec l"fj la connexion affine (décrivant le transport paralléle dans la métrique
g), définie par

. 1.
W= 59“; (Ok gje + 05 ger. — O gji) (16.55)
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FIGURE 16.21 — Deux plongements inéquivalents d’une surface avec une métrique
interne g fixée, ici la métrique plate.

De fagon standard en géométrie riemannienne, la convention d’Einstein de
sommation sur les indices covariants et contravariants est adoptée, et la matrice
g* est I'inverse de la métrique g;;

.
Chaque composante K;; est un vecteur orthogonal & la surface. En trois
dimensions (d = 3), ¢’est donc un vecteur colinéaire au vecteur normal 77, et

Ky =i K, (16.57)

et on a -
H = tr(K)/2 = g”Kl-j/2 , R=2 det(K) (16.58)

Enfin, notons que la courbure locale R n’est rien d’autre que la courbure
scalaire associée au tenseur métrique g = (g;;). Elle ne dépend que de ce
tenseur métrique, et pas de la géométrie extrinséque, donc de la fagon dont la
surface est précisément plongée dans l'espace (voir Fig. 16.21).

Pour une surface fermée, son intégrale donne un invariant topologique,
la caractéristique d’FEuler x, elle-méme reliée au nombre de poignées g de la
surface, appelé aussi le genre g de la surface, par

/d2a VIR=4mx x =2(1—g) (16.59)

16.2.4 Le modéle de Canham-Helfrich
La fonctionnelle d’énergie de Canham-Helfrich

Une fonctionnelle d’énergie (hamiltonien) apte a décrire les propriétés
mécaniques et statistiques de membranes fluides se construit en développant
en termes locaux en fonction du nombre de dérivées du champ de position X ,
et en imposant I'invariance par reparamétrisation (si on paramétrise la mem-
brane en termes de coordonnées locales générales). On obtient la fonctionnelle
d’énergie géométrique suivante

_ 2 Ko 00 Ko
H—/ds(ro—i- SH + 2R) (16.60)
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d?s est 'élément d’aire
d* = d%r \/g(0) (16.61)

H la courbure moyenne et R la courbure scalaire.

Cette fonctionnelle (hamiltonien) a été introduite par P. Canham et
W. Helfrich dans les années 1970 [Can70, Hel73]. Elle contient trois paramétres.
ro est proportionnel a 'aire de la membrane, et est une tension de surface
microscopique. Il sera important si on est dans un ensemble grand-canonique
ou laire (le nombre de molécules) de la membrane peut varier. Ce cas est
en théorie possible, et souvent plus commode & considérer pour le calcul que
I’ensemble canonique discuté plus haut, ou 'aire de la membrane est fixée.

Le paramétre kg, proportionnel au carré de la courbure moyenne locale, est
la rigidité de courbure. kg doit étre positif pour que la membrane soit stable, et
mesure le cotit local en énergie pour courber la membrane dans ’espace. k¢ est
la rigidité gaussienne. L’intégrale de la courbure gaussienne (courbure scalaire)
d’une surface étant un invariant topologique, donc constant quand on déforme
localement la membrane, ce dernier terme n’aura pas d’effet sur les fluctuations
locales. Par contre, il sera important pour I’étude des configurations globales,
topologiquement non équivalentes, d’'une membrane, telles celles représentées
sur la Fig. 16.13.

Ces trois paramétres dépendent bien sir de la structure microscopique
de la membrane et du milieu dans lequel elle est plongée. La fonctionnelle
de Canham-Helfrich permet d’analyser de nombreux aspects des comporte-
ments mécaniques et propriétés thermodynamiques des membranes fluides.
Nous ne discuterons pas ici toute la trés riche physico-chimie des membranes
et des surfactants, et nous les traitons comme des paramétres effectifs et
phénoménologiques, comme pour la théorie de Landau des phénoménes cri-
tiques.

Mentionnons simplement que si kg est positif et grand, les configurations
privilégiées sont de courbure moyenne nulle, ce qui veut dire que les deux
courbures principales sont opposées K1 = —Ks. Si Ko est négatif, une cour-
bure scalaire R = K7 K5 positive ou nulle est privilégiée. Les phases lamellaires
similaires & celles représentées en (a) de la Fig. 16.13, formées de plans paral-
léles, minimisent le hamiltonien. Si kg est positif, ce seront des configurations
de genre g positif et élevé, donc de caractéristique d’Euler négative avec beau-
coup de trous (poignées) qui sont similaires aux configurations de type (d) ou
(f) de la Fig. 16.13 (cauchemar de plombier, phase éponge).

Le terme de courbure moyenne est donc le plus important, et c’est celui
que nous allons discuter dans la suite. Notons qu’en dimension trois (d = 3) il
peut se réécrire comme

N2
H? = (AX) (16.62)
ou g est la métrique donnée par le plongement de la surface

G = 0, X0, X (16.63)
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et A est le laplacien scalaire dans cette métrique.
. 1 »
A=D;D'"=—0;9"/g0, 16.64
7 V9 9; (16.64)

Dans la derniére expression, 7 est le vecteur normal & la surface. Ceci conduit
a deux remarques.

Relation avec les modéles sigma

Le terme de courbure moyenne peut donc se réécrire comme 'action d’un
modele sigma non linéaire O(3) sur une surface S courbe munie d’une métrique
g. 7 est le vecteur normal & la surface.

f/d%sH? = f/d%\/gauﬁgwayﬁ (16.65)
2 S 2 S

La rigidité de courbure & joue le role de la rigidité de spin k = ¢g~' dans
le modéle sigma de la section 15.1. Mais dans notre cas, la métrique g est
la métrique de plongement (Eq. 16.63). Elle est donc dynamique. Le champ
vectoriel normal 77 découle également du plongement, donc il n’est pas indépen-
dant de la métrique g. Cette situation est différente de celle d’un modéle sigma
dans une métrique de fond courbe (voir la section 15.1). Pour ces modéles la
métrique g est fixée (champs de fond classique), et le champ 7i est le champ
dynamique (champ quantique).

Il est intéressant d’étudier les relations de ce modéle avec les théories o
la métrique fluctue de fagon plus générale, et indépendamment des champs
sur la surface, qui apparaissent dans les problémes de gravité quantique et
dans les théories des cordes. Ces relations ont été initiées par le théoricien
russe A. Polyakov [Pol86].

Membranes en dimension d

Dans sa premiére formulation 16.62, le modéle se généralise immédiate-
ment & des membranes bidimensionnelles plongées dans un espace euclidien
d-dimensionnel R%. Ceci ne correspond bien sir pas a des cas réalistes, mais
c’est intéressant a considérer. En particulier la limite d — oo présente de fortes
analogies avec la limite n — oo pour les modéles sigma O(n) et les modéles
vectoriels & n composantes considérés précédemment. De nombreuses obser-
vables peuvent étre calculées exactement et pas seulement en perturbation aux
premiers ordres.
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16.2.5 Fluctuations thermiques et renormalisation du
module de rigidité

Analyse dimensionnelle

L’étude et la modélisation des membranes appartiennent au vaste domaine
de la physique de la matiére molle. Les membranes sont des objets souples
et les énergies d’activation conduisant a des changements de configuration
sont petites. Les fluctuations thermiques s’avérent souvent importantes aux
températures ambiantes, et de petites variations des paramétres (comme la
température, la salinité ou le pH du milieu) peuvent avoir un effet considérable
sur les propriétés macroscopiques du systéme.

L’importance des fluctuations thermiques est amplifiée par le fait qu’elles
peuvent se manifester a toutes les échelles de longueur. En effet, I’énergie de
courbure pour une membrane bidimensionnelle est invariante d’échelle. Cela
veut dire la chose suivante. Considérons ’énergie de courbure d’une configura-
tion arbitraire de membrane, donnée par un champ X (¢), 0 = (o1, 03) étant
un systéme de coordonnées (local) donné sur la surface

Hcourbure[X] - /d20\/§ (%H2 + %R) (1666)
Lorsqu’on dilate la membrane par un facteur d’échelle A,
X(0) — Xa(o) =X (0) (16.67)

on change donc sa taille, mais pas sa forme, il est facile de vérifier que I’énergie
de courbure totale de change pas

Hcourbure [)?A] = 7_(courbure [)?] (1668)

En effet, sous une dilatation, les rayons de courbure principaux R; et Rs sont
dilatés d’un facteur A, et donc les courbures changent comme

Kio— AN'Kio, H—)XN'H, R—)’R (16.69)

alors que 1’élément d’aire est dilaté d’un facteur A% qui contrebalance le premier
facteur. Le terme d’énergie de surface

Hsurface[)z] = /d20'\/§ (1670)
change bien évidemment comme
Hsurface [X)\] — )\2 Hsurface[)z] (1671)

Autrement dit, le paramétre de tension microscopique ry dans la fonctionnelle
d’énergie de Canham-Helfrich 16.60 a comme dimension canonique ¢~2, donc
la dimension d’une masse? dans le langage de la théorie des champs, alors que
les paramétres de rigidité de courbure kg et Ko ont une dimension zéro. Ils
correspondent & des couplages renormalisables dans ce langage.
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Fluctuations au premier ordre

Pour estimer l'effet des fluctuations sur les propriétés de rigidité de la
membrane, il faut donc effectuer un calcul de renormalisation, comme pour les
modeles sigma bidimensionnels (ou la rigidité de spin est aussi un paramétre
sans dimension). Nous présentons ici le principe du calcul de renormalisation &
une boucle (au premier ordre dans la température), tel qu’il a été donné dans
les publications originelles par L. Peliti et S. Leibler [PL85], par A. Polyakov
[Pol86] et par D. Forster [For86].

Une fagon simple est d’utiliser la méthode du champ de fond, et de calculer
la contribution des fluctuations autour d’une telle configuration. Considérons
donc une configuration classique de la membrane, qui est dénotée Xo. o étant
un systéme des coordonnées locales sur la membrane, ¢’est une fonction M —
R3, Xo(a). Une petite déformation de cette configuration de fond est une
fonction X (o) = Xo(0) + X (o). Mais il faut spécifier dans quel systéme de
coordonnées est définie la déformation. Par exemple si X (o) est tangent a
la membrane au point X (o), la déformation correspond & un changement de
coordonnées sur la membrane, et non pas a une déformation de la configuration
de la membrane. Dans un langage de théorie quantique des champs, il faut fizer
la jauge avec laquelle on travaille (relative au groupe des difféomorphismes,
c’est-a-dire aux changements de coordonnées locales sur la membrane). Cest
Panalogue des problémes de fixation de jauge en électrodynamique (par rapport
au groupe de jauge local U(1)), dans les théories de jauge non abéliennes (par
rapport & un de Lie général comme SU(2) ou SU(3)), et en relativité générale
(par rapport au groupe des diffécomorphismes de l’espace-temps Diff; 3, donc
des transformations de Poincaré locales).

Un choix de jauge naturel pour les déformations par rapport a une con-
figuration de fond de référence X, arbitraire (mais suffisamment lisse) est de
considérer les déformations orthogonales a cette configuration, donc telles que

X (o) soit orthogonal au plan tangent a la membrane en )Z'o(a). Pour une mem-
brane dans un espace tridimensionnel, si on désigne par 7iy(c) le vecteur unité
normal a la surface en Xo (o) (ceci requiert juste un choix d’orientation locale
sur la membrane), la déformation est caractérisée par une fonction scalaire
h(o), puisqu’on peut 1’écrire

X(0) = Xo(0) + h(o) o (o) (16.72)

Clest cette fonction h(o) qui est la variable aléatoire dont on va traiter les
fluctuations.

Le principe d’un calcul de renormalisation & une boucle est exactement
le méme que pour les calculs avec la méthode du potentiel local. On part
de D'énergie de courbure de Canham-Helfrich 16.66 Hcourbure[f], et on la
développe a l'ordre deux dans la perturbation h autour de la configuration
de fond X'o (approximation gaussienne). C’est un calcul classique de géométrie
différentielle, qui est un peu long, mais simple en principe. Nous ne le détail-

lons pas ici et renvoyons & [F6r86]. A partir de 16.72 on obtient la variation



16. Surfaces, interfaces et membranes 565
au deuxiéme ordre du tenseur métrique
9ij = 9oi; — 2h Kogj + 0;h 9;h + Koy, 9o Koyy h* + O(h?) (16.73)

ol go est le tenseur métrique et Ky le tenseur de courbure extrinséque pour la
configuration de fond Xy. Poursuivant le calcul, on arrive & la variation d’ordre
deux en h pour I’énergie de courbure

Ko

5 d*0 /g0 [AR AR +2h (H? + 2R)Ah

+2H K" D;h Djh + (2H — R)(20H? — R)h’] (16.74)

Ici H = 2C (avec C' la courbure moyenne), R (la courbure gaussienne), et D;
(les dérivées covariantes) sont définies pour la configuration de fond Xo (le
suffixe ¢ est omis). A est le laplacien scalaire 16.64 par rapport a la métrique
de fond gp.

On notera que le terme de courbure gaussienne dans 16.66 ne joue aucun
role (il n’y a pas de terme proportionnel & gy dans 16.73). Ceci est di a
la formule d’Euler-Poincaré 16.59, qui indique que l'intégrale de la courbure
gaussienne est un invariant topologique (la caractéristique d’Euler) qui est un
nombre entier. Donc il ne peut pas changer sous une déformation infinitésimale
de la configuration de la surface. A tous les ordres en h, la variation de ’énergie
de courbure gaussienne est zéro !

Le premier terme dans 16.74 représente 1’énergie des fluctuations trans-
verses par rapport a la configuration plate, telle que H = R = 0. Ce terme
quadratique en h (approximation gaussienne) fait intervenir quatre dérivées
d’espace, donc est quartique dans les impulsions, puisqu’il s’écrit en transfor-
mée de Fourier

Ko d2]€
2 (27)2

h(k) [k|* (=)

Le terme quadratique dans les impulsions, présent pour les modéles d’interface
avec tension de surface o

o d’k . 92
§/Wh(k)|k| h(—k)

est donc absent. En conséquence les fluctuations de la membrane a grandes
distances (grandes longueurs d’onde ou petits nombres d’onde) sont beaucoup
plus importantes pour les membranes sans tension que pour les interfaces avec
tension. Ceci se traduit par des singularités infrarouges plus fortes pour le
propagateur

1

(k) h(=k)) o ThA

Il est plus intéressant de considérer la fonction de corrélation & deux points
pour les normales 7 a la membrane. Pour les fluctuations autour d’une
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membrane plate (Xo(o) = (¢,0)), o étant choisi comme les coordonnées eucli-
diennes sur le plan, cette corrélation vaut au premier ordre

(o) A(0)) ~ 1 — % <(6h(0) _ ﬁh(o))2> (16.75)

ce qui donne explicitement

1

T Ko

(ri(o) 1(0)) ~1— 5 log(|o|/a) (16.76)
ol a est un régulateur a courte distance (typiquement la taille des constituants
moléculaires de la membrane). Nous retrouvons la méme forme que pour le
propagateur du modéle sigma non linéaire O(3) (le modeéle de Heisenberg) en
deux dimensions, au premier ordre en perturbation (ko étant dans ce cas la
rigidité de spin), comme discuté dans la section 15.1.

Renormalisation et fonctions béta

Ce résultat n’est bien str valable que pour des distances |o| petites. A des
échelles plus grandes, il faut tenir compte du couplage non linéaire entre les
modes h, et faire un calcul de type groupe de renormalisation. Pour cela,
revenons a 16.74. Les termes suivants dans 16.74, quadratique en h, mais
contenant la courbure moyenne C = H/2 = trK/2 et la courbure gaus-
sienne R, décrivent (au premier ordre non trivial) les couplages non linéaires
géométriques entre les modes, puisque H et R dépendent de la déformation.

En suivant le raisonnement de la méthode du potentiel local, on peut écrire
le hamiltonien effectif & une boucle

Hert (X) = Heourvure| X + %tr log [A? + (2H? = R)A —D; HK"V D; + - -- |
(16.77)
- représente les termes de dimension 4 sans opérateurs dérivés, et faisant
intervenir C' et R, qui ne joueront pas de role dans la suite de 'analyse.
Pour étre exact, il faut rajouter a la contribution des fluctuations un terme de
Fadeev-Popov (le log d’un autre déterminant) pour tenir compte de la fixa-
tion de jauge, mais ce terme ne joue pas non plus de role dans le calcul de
renormalisation & une boucle. En développant le tr log en supposant que la
courbure de la membrane est petite (donc les quantités H et R), il peut se
réécrire comme

trlog[---] =~ trlog [A*] + tr [A™'(2H® — R) — A™*(D; H K" D;)] + - -~

(16.78)
Dans le premier terme de 16.78, le laplacien est toujours pris dans la
métrique courbe de la membrane g;; = 0;X0;X. Le terme tr log[—-A] =

log det[—A] dépend en fait des propriétés intrinséques de la métrique g, donc
s’avére dépendre de la courbure gaussienne ou courbure scalaire R, mais pas
de la partie extrinseque de la courbure contenue dans H. C’est le phénoméne
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d’anomalie conforme, ou anomalie de trace, qui sera discuté plus en détail dans
la section 18.3.

Dans le deuxiéme terme de 16.78, les opérateurs différentiels D; et A
peuvent étre pris dans une métrique plate. En ne gardant dans la trace
tr~ [ d’*c Ik d?k que la contribution d’une tranche de modes rapides

kmin < |k| S kmax:A: E
a

(c’est la méme idée que le schéma de renormalisation de la section 13.2) on
obtient au final, par un calcul similaire un terme additionnel pour que la
contribution de ces modes de la forme locale

/d%\/g%“H? +/d20\/§6;R (16.79)

avec explicitement les deux termes de renormalisation de rigidité

3 2

Keff = K+0K Ok = ~ % log k‘;"‘x (16.80)
5 m21n

Reff = K+ OR , 0k = +E lOg kgldx’ (1681)

Ces explications succinctes ne remplacent pas le calcul explicite de [PL85],
[Pol86], [For86], qui utilise les mémes techniques que celles pour les modéles
sigma non linéaires.

Complétons la discussion par le résultat pour une membrane plongée dans
I’espace euclidien de dimension d quelconque, qui se calcule de la méme
maniére.

= K+ 51 = — - Jog | Fin (16.82)
Keff = K Ko, K= & Iy k?nin .
_ _ _ — d—38 k?nax
Reff = Ii+6li y Ok = —m log k?nin (1683)

Précisons également que les fluctuations thermiques et les effets de rigidité
renormalisent la tension de surface de la membrane, lorsqu’il faut la prendre
en compte, en ajoutant a I’énergie de courbure un terme de tension de surface

Hsurface[)z] = T/d20'\/§ (1684)

En d = 3 cette renormalisation est

2
max

k2

min

—1
Feff = T <1 +5 log +- ) (16.85)
81
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16.2.6 Longueur de persistance et phase froissée

La conséquence principale du fait que le module de rigidité s est renor-
malisé, et que le signe de la correction dans 16.80 et 16.82 est négatif, est que
le module de rigidité décroit aux grandes échelles de distance. C’est quan-
titativement le méme effet que la décroissance aux grandes échelles de la
rigidité de spin k = g~! pour les modéles sigma non linéaires en dimen-
sion d = 2. De la méme fagon que les corrélations de spin (S()S(y)) pour
un modeéle de spin vont en fait décroitre & grande distance, suivant une loi
exponentielle caractérisée par une longueur caractéristique finie £, la longueur
de corrélation du modéle, on s’attend & ce que les corrélations des normales
a la surface (7i(z)7(y)) décroissent avec la distance des points sur la surface

d(z,y) = | X (@)X (y)| comme

(fi(x)7i(y)) ~ exp (d(x,y)/&p) (16.86)

ot la longueur de corrélation &, est appelée longueur de persistance. Ce concept
a été introduit par P.G. de Gennes et C. Taupin [DGT82] pour 'étude des
microémulsions. Cette longueur de persistance apparait dynamiquement, et
le calcul de renormalisation montre qu’elle varie avec le module de rigidité
comme

& o exp(kdm/dksT) (16.87)

On a réintroduit la température 7T, normalisée jusqu’ici a kgT = 1.
L’apparition de cette longueur de persistance &, signifie que les fluctuations de
formes (ondulations thermiques de la membrane) réduisent le role de la rigi-
dité, et qu’elles I’écrantent complétement & des échelles de longueur plus
grandes que &p. A ces grandes échelles, la rigidité ne compte plus, et
lorientation du plan de la membrane est arbitraire. On dit que la membrane
est dans une phase froissée (crumpled phase), 'analogue de la phase désordon-
née pour les modéles de spin. La membrane pourra étre dans des configura-
tions désordonnées comme les phases micellaires (e) et les phases éponges (f),
représentées schématiquement figure 16.13. La préférence entre ces deux cas
sera gouvernée par la valeur de la rigidité gaussienne % (renormalisée), puisque
k > 0 favorise des caractéristiques d’Euler négatives (donc des phases éponges)
et k£ < 0 des caractéristiques d’Euler positives (donc des phases micellaires).

16.2.7 Répulsion stérique, adhésion et décrochage des
membranes

Interactions stériques

Les interactions entre membranes sont bien entendu & prendre en compte,
et jouent un role important dans la physique, et la biophysique, des membranes.
D’un intérét tout particulier sont les interactions stériques (déja discutées pour
les polymeéres), et Uinfluence des fluctuations thermiques sur ces interactions.
Un exemple simple est une membrane isolée, positionnée au-dessus de — et
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FIGURE 16.22 — Une membrane élastique en interaction avec une paroi, les fluctu-
ations thermiques (en gris) induisent une répulsion entropique.

parallélement & — une paroi plane, comme représenté sur la Fig. 16.22. Les
fluctuations thermiques induisent des ondulations de la membrane, et des fluc-
tuations importantes de sa distance a la paroi. Les interactions de contact
(stériques) entre la membrane et la paroi ne peuvent pas étre négligées, et ont
des effets trés importants.

Un argument dimensionnel simple di a W. Helfrich indique que ces fluc-
tuations sont si importantes que méme en ’absence d’interactions autres que
I'interaction de contact, une membrane est repoussée par la paroi, pour des
raisons entropiques. Le nombre de configurations accessibles pour une mem-
brane loin de la paroi est plus grand que pour une membrane prés de la paroi.
L’entropie S est donc plus haute, donc I’énergie libre F' = E — T'S plus basse.
Cette « répulsion entropique » est décrite par un potentiel effectif (une énergie
libre par unité de surface de la membrane) dépendant de la distance d entre
la membrane et la paroi, de la forme

(kgT)? 1

Kk d?
ou k est le module de rigidité de la membrane, T la température, et C un
coefficient positif (d’on effet répulsif) sans dimension.

Si la membrane interagit avec la paroi par des forces attractives de courte
ou longue portée (forces d’hydratation, van der Walls), il y a compétition entre
ces forces et la répulsion entropique, qui augmente avec la température. Ceci
peut conduire & une transition de phase, entre une phase de basse température
ou la membrane adhére a la paroi, et une phase de haute température ou
la membrane se décroche, et est repoussée par la paroi. Cette transition de
décrochage est ’analogue de la transition de mouillage pour les interfaces prés
d’une paroi, discutée plus haut au chapitre 16.1.

F(d)=c¢ (16.88)

Phases lamellaires

Ces effets entropiques peuvent étre importants dans les phases lamel-
laires diluées de membranes, consistant en un empilement de bicouches
séparées par un solvant, représentées en Fig. 16.23 (cristaux liquides smec-
tiques lyotropes). Les effets de répulsion entropique sont 1a aussi en compéti-
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FIGURE 16.23 — Une phase lamellaire de membranes (empilement de bicouches) :
les fluctuations thermiques induisent une répulsion entropique entre les membranes.
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tion avec les effets attractifs entre membranes qui stabilisent la phase lamel-
laire. Si les interactions microscopiques sont suffisamment a courte portée,
la répulsion entropique entraine un effet de gonflement (swelling) et la dis-
tance entre couches peut étre trés grande (des centaines voire des milliers
d’&ngstroms), elle sera stabilisée par les effets de pression osmotique sur-
factant /solvant. Les propriétés élastiques de la phase lamellaire sont donc
principalement données par la compétition entre les effets de pression osmo-
tique et la répulsion entropique. La encore, W. Helfrich en a déduit 'apparition
d’une compressibilité verticale B donnée par une formule universelle en fonc-
tion de la distance d entre couches, du module de rigidité et de la température,
dérivant d’une énergie libre entropique d’une forme similaire a celle pour un
systéme membrane-paroi

(kT 1 (16.89)

Fiam(d) - Clam d2

avec un coefficient numérique Cj,y, universel, différent de C. Ces effets peuvent
étre observés et estimés dans des expériences.



16. Surfaces, interfaces et membranes 571

Un modéle analytique

La position de la membrane au-dessus de la paroi sera notée h(z) avec
x = (x1, 22) les coordonnées de la projection orthogonale sur le plan de la paroi
d’un point x de la membrane, donc de coordonnées dans 1’espace (21, €2, h(x)).
C’est la représentation de Monge de la surface, qui suppose qu’il n’y a pas de
surplombs. h est positif h > 0, puisque la paroi est située en h = 0.

Les interactions paroi-membrane peuvent étre modélisées simplement par
un potentiel effectif U(h). Ces interactions résultent d’effets divers, forces de
van der Waals, effets d’hydratation et interaction avec le solvant, etc. Nous ne
discuterons pas toute cette physique et cette physico-chimie ici, et renvoyons
par exemple au cours de S. Leibler [Lei04] dans [NPWO04]. Si la membrane
n’interagit pas avec la paroi lorsqu’elle n’est pas en contact avec elle, sans
pouvoir la traverser, il suffit de prendre

0 sih>0
U(h) = =0 (16.90)
oo sih<O.

Si la membrane est attirée par la surface a distance suffisamment courte
(accrochage par des forces a courte portée), on prendra par exemple

0 sih>a,
U(h)=4-Ey Ey>0,si0<h<a, (16.91)
oo sih<0.

Si la membrane est & I’équilibre & une distance finie d de la paroi, il faut tenir
compte de l'effet des ondulations thermiques qui font varier la position de la
membrane localement, et peuvent 'amener a toucher la paroi. L’amplitude
de ces ondulations est contrélée par la rigidité . Tant que la distance d est
petite devant la longueur de persistance (a priori grande), on peut négliger
les termes non linéaires de couplages entre modes, et linéariser 1’énergie de
courbure en ne gardant que les termes quadratiques en h. La fonctionnelle
d’énergie & considérer est alors simplement

H[h] = / P (5(Ah(@)? + Uh())) (16.92)

Cette fonctionnelle est similaire a la fonctionnelle 16.39 utilisée en
section 16.1.3 pour les problémes de mouillage d’interface. L’énergie de sur-
face en (Vh)? (quadratique dans les dérivées) est remplacée par I'énergie de
courbure (Ah)?, qui est quartique dans les dérivées.

Etude par renormalisation

L’influence des ondulations thermiques de la hauteur de la membrane peut
étre étudiée par les méthodes d’action effective et ’approximation du potentiel
local présentées au chapitre 13.2.2. L’équation 13.21 pour le potentiel effectif
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Vogr obtenu aprés intégration sur les ondulations thermiques dans une tranche
de moments A/B < |k| < A (avec A = 1/a un “cutoff’ de moments, et ¢ un
régulateur de courtes distances, typiquement ’épaisseur de la membrane) dans
une approximation du type potentiel local sera remplacée par une équation
équivalente pour le potentiel d’interaction membrane-paroi U. En définissant
V(h) = U(h)/k, elle est simplement de la forme

Vea[h] = VIR] + i /A<|k|<A% 1og[(k4+v”(ﬁ))/A4] (16.93)

La différence essentielle étant que le terme cinétique k% pour la théorie de
Landau-Ginzburg-Wilson (LGW) et pour le mouillage critique est remplacé
par le terme de courbure k*. La dimension du « champ » de hauteur h est
Ap =1, au lieu de Ay = 0 en dimension D = 2 pour LGW. On en déduit une
équation de flot du groupe de renormalisation pour V de la forme

S% Vs(h) = 2Vs(¢) + hV4(h) + i log [1 + V& (k)] (16.94)
C’est la méme équation de flot que ’équation 13.27 pour le mouillage et LGW
en une dimension (D = 1). Elle peut étre étudiée analytiquement et numérique-
ment. Pour plus de détails, nous renvoyons la encore a [Lei04].

Il s’avére qu’elle posséde deux points fixes. Un premier point fixe Vi est
complétement attractif V¥ (au sens du groupe de renormalisation). Il est
représenté en Fig. 16.24 (a) et c’est un potentiel décroissant avec la distance
a la paroi. Il décrit le comportement générique a grande distance d’une mem-
brane en interaction avec une paroi, donc leffet de répulsion entropique prédit
par Helfrich. Ce potentiel Vif(h) décroit a grande distance de la paroi comme
h=2, et ceci donne accés au coefficient C de 16.88. Le second point fixe Vj*
posséde une direction instable, donc est associé a un point critique. C’est un
potentiel d’interaction répulsif & courte distance et attractif & grande distance,
représenté en Fig. 16.24 (b). Il décrit la transition de décrochage (unbinding)
d’une membrane en interaction attractive a courte distance avec une paroi.

Une procédure un peu plus avancée [Dav90] permet d’étudier de la méme
facon les phases lamellaires, et d’accéder au coefficient Cy,,, dans I’énergie libre
entropique pour ces phases 16.89.

16.2.8 Membranes polymérisées et transition de
froissement

Membranes polymérisées

Une autre classe intéressante d’objets bidimensionnels est représentée par
les « membranes polymérisées » ou « membranes cristallines », qui sont des
films flexibles (comme les membranes fluides), mais avec une structure interne
plus ou moins rigide, qui implique qu’elles ont des propriétés d’élasticité interne
importantes, et entrent en compétition avec les effets de rigidité de courbure
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(a) (b)

FIGURE 16.24 — (a) Le point fixe V5 (h), et (b) le point fixe V{*(h). Le premier décrit
la répulsion entropique, le second la transition de décrochage.

FIGURE 16.25 — Un réseau planaire (triangulaire) dans le plan et une configuration
de plongement dans l’espace R? (d’apres D. Nelson et Y. Kantor dans [NPWO04]).

discutés précédemment. Il n’est pas question de discuter en détail ce sujet
trés riche, qui est né dans les années 1980, et a connu un grand développement
théorique autour des années 1990. Il a connu un renouveau pour certains de ses
aspects récemment, avec les progrés expérimentaux concernant 1’élaboration
et I’étude de films trés fins et de grande taille, comme le graphéne, et via les
nanotechnologies.

Un modéle simple, mais trés idéalisé de tel systéme est celui d’un réseau
bidimensionnel harmonique (par exemple un réseau triangulaire de ressorts)
plongé dans I'espace tridimensionnel ou D-dimensionnel, avec une rigidité de
courbure locale, comme représenté sur la figure 16.25.

Un modéle continu consiste & considérer le plan R2?, ou un domaine du plan
D, doté d'un systéme de coordonnées intrinséque z = (x!, 2?) fixé et lié a la
structure microscopique sous-jacente (le réseau) de la membrane. L’existence
de ces coordonnées intrinseques est la grande différence avec les modeéles de
membranes fluides, qui sont invariants par reparamétrisations locales. Une
configuration de plongement du réseau dans ’espace est donnée par la position
de chaque point, donc par un champ de vecteur

zeD — X(z) eR® (16.95)
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La métrique de plongement, ou métrique extrinséque, est la restriction sur la
surface plongée de la métrique euclidienne de ’espace. Elle est donnée par

Gij(z) = 0: X (x) 8; X (z) (16.96)

La configuration d’énergie minimale pour le plongement minimise les forces
élastiques et de rigidité en réalisant un plongement euclidien isométrique dans
un plan de R? (la normalisation de  peut étre choisie pour cela), et tel que la
métrique extrinséque pour la membrane coincide avec la métrique du plan, et
que la courbure extrinséque soit nulle

aV=s5; ., KY=0 (16.97)

Une fonctionnelle d’énergie locale H (de type LGW) prenant en compte les
effets d’élasticité interne et de rigidité de courbure peut se construire en uti-
lisant la théorie classique de D’élasticité, dans son approximation linéaire (loi
de Hooke généralisée). Elle fait intervenir le tenseur des déformations (strain
tensor) qui est pour un plongement non minimal

(8:X0,X — 6;j) (16.98)

N =

Uij =

et est de la forme

> A
H = /d2CC g(AX)2 + ,u(uij)Q + E(u”)Q (1699)
k est la rigidité de courbure de la membrane, p et A sont des modules élastiques
de la membrane, et plus précisément les coefficients de Lamé, u étant le module

de cisaillement.

La membrane fantéme

Un cas trés simple est celui d’'une membrane polymérisée infiniment flexi-
ble, donc pour laquelle £ = 0. Le modéle microscopique sera un simple réseau
harmonique dans R?, donc un modéle gaussien bidimensionnel avec un champ
X a 3 composantes (ou d composantes dans RY). Si on néglige les effets
d’interactions stériques, donc on considére un modéle ot les éléments de la
membrane peuvent se traverser ou occuper la méme position dans ’espace
sans aucune interaction (d’ou le terme de « membrane fantdéme »), on obtient
dans la limite continue une action gaussienne

H= /d% %(ai)?)Q (16.100)

Sous l'effet des fluctuations thermiques, une telle membrane adopte une con-
figuration « froissée » trés compacte, telle que la distance entre deux points de
la membrane dans ’espace est beaucoup plus petite que leur distance intrin-
séque sur la membrane, puisque la valeur moyenne du carré de cette distance



16. Surfaces, interfaces et membranes 575

extrinséque est obtenue du propagateur du champ libre en deux dimensions

S - kT
(X@)-X@)?) = T=logle—yl —  disctae =00 (16.101)
Un tel objet est en fait de dimension fractale dgact infinie, puisque cette obser-

vable se comporte en général comme |z — y|?/diact,

La membrane flexible autoévitante

Meéme en négligeant les effets de la rigidité, les effets stériques vont étre
prépondérants pour une membrane polymeérisée flexible, pour toute dimension
d de l'espace de plongement. C’est trés différent du cas du polymeére flexible,
pour ce dernier cas les effets stériques sont importants seulement si d < 4,
comme discuté dans le chapitre 14.4.

La théorie des effets de gonflement stériques pour les membranes
polymeérisées flexibles est un sujet difficile et intéressant. Un argument
phénoménologique, généralisant une approximation due au chimiste P. J. Flory
pour les polymeéres, conduit a ’estimation

dfract - dFlory = % (16102)
qui donne bien 2 < dpiory < d si la dimension de ’espace de plongement est
6 < d < oo, mais conduit & prédire que la membrane doit rester plate avec
dfract = 2 si d < 6, donc en trois dimensions.

Mais une théorie compléte nécessite un traitement par le groupe de renor-
malisation. Il est possible de généraliser de fagcon non triviale des méthodes
introduites par S. F. Edwards pour les polyméres. Ceci dépasse largement cet
ouvrage. Nous renvoyons aux contributions de D. Nelson, de Y. Kantor, de
B. Duplantier et de M. Bowick dans [NPWO04| pour les premiers travaux sur
ce sujet, et a la revue plus récente et compléte de K.J. Wiese [Wie01].

La transition de froissement

Revenons au cas de la membrane fantéme, donc en négligeant les effets
stériques d’autoévitement, mais prenons en compte la rigidité (donc x > 0).
Les simulations numériques et les calculs analytiques mettent en évidence un
phénomeéne nouveau et remarquable. Si & haute température (basse rigidité) la
membrane reste froissée (avec dgact = 00), car les effets entropiques dominent,
par contre a basse température (haute rigidité) c’est la rigidité de courbure qui
Pemporte, et la membrane reste plate (avec dgact = 2), avec des ondulations
transverses de petite amplitude (mais intéressantes, nous y reviendrons). Ces
deux phases (plate et froissée) sont séparées par une transition de phase a
un couplage critique, la transition de froissement. La nature et les propriétés
de cette transition peuvent étre étudiées de plusieurs facons, et elle s’avére
trés intéressante. La encore nous n’allons pas discuter beaucoup plus en détail
ceci, mais juste mentionner quelques approches. Pour plus de détails, voir
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FIGURE 16.26 — Configurations de membrane fantome dans la phase froissée (a), a
la transition (b) et dans la phase plate (¢) (extrait des simulations de Bowick et al.
[BCTTO1]).

les contributions de D. Nelson, de M. Bowick [Bow04] et de G. Gompper et
D.J. Kroll toujours dans [NPWO04].

On peut tout d’abord partir du hamiltonien effectif 16.99, en rajoutant
un terme de tension effective ¢(u;i) et le traiter par des méthodes de groupe
de renormalisation perturbatives (& la LGW). En fait il faut le généraliser a
des « membranes » de dimension interne D > 2 dans un espace de dimension
générale d. Le hamiltonien effectif prend alors la forme générale

A

5 (0, X0;X)? (16.103)

H = / dPz %(A)?)Q + %(ai)?ai)?) + (3 X0, X)? +

Une analyse en champ moyen prédit une transition de froissement, et
I’analyse dimensionnelle montre que la dimension critique supérieure est
Dy = 4, comme pour LGW. Attention D est la dimensionnalité interne de la
membrane. L’effet des fluctuations peut étre analysé par un développement &
la Wilson-Fisher en 4 — €, qui prédit en fonction de la dimension d de ’espace
de plongement soit une transition continue du deuxiéme ordre, donc avec des
exposants critiques non triviaux, soit une transition du premier ordre induite
par les fluctuations. Ce dernier phénomeéne a déja été discuté sur ’exemple des
modéles de LGW a symeétries cubiques en 14.3.

La transition de froissement peut également étre étudiée par une formu-
lation de type modéle sigma non linéaire, et un développement en 1/d, qui
prédit pour D = 2 (la vraie membrane) et en grande dimension d’espace d une
transition continue du second ordre.

Propriétés d’échelle de la phase plate

Si l'existence d’une phase froissée et d’une transition de froissement pour
des membranes réelles (avec autoévitement) dans 'espace en 3 dimensions
est problématique, et semble exclue par les simulations numériques [BCTTO01],
celle de la phase plate est indubitable. Cette phase plate est intéressante en soi.
Elle correspond a une phase ou I'invariance euclidienne du modéle de départ
dans D'espace externe (translations et rotations dans R?) est spontanément
brisée dans la simple invariance E(2) par les translations et les rotations dans
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le plan de la membrane.
EB) — E(2)

On s’attend donc & une théorie de basse énergie pour trois modes de Gold-
stone. En partant d’une configuration d’énergie minimale plane qui soit le plan
X = (X1, X2,0) et en paramétrant les déformations de la configuration par
les déformations longitudinales u = (u1,u2) dans le plan de la membrane et
les déformations orthogonales (transverses) dans la direction perpendiculaire
au plan B

X(z) = (1 + ur(z), x2 + uz(x), h(x)) (16.104)

et en gardant les termes de plus basse énergie dans 16.99, on peut approximer
le tenseur des déformations par

1
ui; = Oju; + Oju; + Eaihajh (16.105)
et se ramener pour la phase plate & un hamiltonien effectif plus simple

K A

Hu, h] = /d% 5(Ah)2 + pluij)® + 5(%)2 (16.106)
(u1,ug) correspond aux deux modes longitudinaux de « phonons », h au mode
d’ondulations transverses (fluctuations de hauteur). Ce sont les trois modes
de Goldstone. Les phonons ont un propagateur en 1/k?, mais les ondulations
ont un propagateur en 1/k*. De plus ces modes sont couplés de fagon non
linéaire. Ce couplage est une conséquence de 'invariance du modéle sous des
« basculements infinitésimaux » de la membrane

1 1

U — Wi — Eelh — ZGiijj , h—h+ex; (16107)
Ce couplage entraine une modification du comportement a grande distance
(petit vecteur d’onde k) de ces modes. La fonction de corrélation des phonons
se comporte comme

(k)i —k)) o Ikl%ﬂ (16.108)
et celle des ondulations comme
(h(k)h(=k)) o Ikl% (16.109)
avec une relation d’échelle entre les dimensions anormales
N =2 — 27 (16.110)

L’exposant de rugosité ¢, qui mesure la croissance des fluctuations de hau-
teur h avec la distance entre points (comme dans les problémes de transition
rugueuse), et défini par

(((h(x) = h(y))?) o< |z —y[* (16.111)
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est donné par
2 —
C= Tﬁ (16.112)

Il peut étre estimé par des calculs perturbatifs de développement en D =
4 — € et développement en 1/d (encore) et par des simulations numériques. Ils
conduisent & des estimations de l'ordre de

¢ ~0,64(2) (16.113)

Clairement la surface plate est moins rugueuse qu’en ’absence de couplage
entre les modes d’ondulation et les phonons, auquel cas on aurait ( = 1. Le
couplage non linéaire entre les ondulations et avec les phonons augmente la
rigidité de la surface. En fait les calculs de groupe de renormalisation montrent
que le comportement & grande distance de la phase plate est en effet gouverné
par un point fixe attractif non trivial. De méme, les corrélations entre phonons
décroissent a grande distance (un effet d’écrantage par les ondulations). Cette
phase plate est donc une phase avec des propriétés d’invariance d’échelle et
d’universalité non triviales.

Structure interne

Enfin mentionnons que la physique des membranes est beaucoup plus riche
que ce qui est discuté ici de fagon succincte. Les phénomeénes associés a la
cristallisation d’une membrane fluide peuvent conduire a I'apparition d’une
phase intermédiaire entre le liquide et le cristal 2d, la phase hexatique carac-
térisée par une densité de dislocations (les disinclinaisons) et des propriétés
élastiques encore différentes. La présence de défauts (dislocations, impuretés,
défauts de courbure), de désordre ou d’inhomogénéités de structure (courbure
spontanée, etc.) donne lieu a une vaste gamme de phases et de phénomeénes
possibles. Tout ceci étant trés important en physique mésoscopique, en physi-
cochimie et en biophysique. Les modéles trés idéalisés présentés ici ne sont
qu'une porte d’entrée & ce domaine. La encore nous renvoyons a [NPWO04|
pour une introduction.

Enfin mentionnons que des progrés récents ont été faits dans le domaine
des membranes cristallines ou polymérisées par des réalisations expérimentales
comme les films de graphéne ou de disulfure de molybdéne. Voir par exemple
[RSB17].



Chapitre 17

Systémes de taille finie et lois
d’échelle (Finite Size Scaling)

Ce chapitre présente de fagon trés succincte les conséquences du groupe de
renormalisation et de l'existence de lois d’échelle au voisinage d’un point cri-
tique pour des systémes de taille finie. Il s’agit d’'un aspect important de
la théorie des phénomeénes critiques, qui a de nombreuses applications. Dés
I’apparition de la théorie moderne des phénoménes critiques dans les années
1970, ce point a été discuté, tout d’abord par M. Fisher, qui a souligné que
lexistence de lois d’échelle ne se limitait pas aux systémes infinis, mais était
valable sous une certaine forme pour les systémes finis. Le sujet s’est forte-
ment développé dans les années 1970 et 1980. C’est maintenant une méthode
standard pour I’étude des points critiques.

17.1 Systémes de taille finie

Considérons un modéle statistique, par exemple le modeéle d’Ising sur réseau
carré, les parameétres microscopiques sont le couplage normalisé J (ou la tem-
pérature T'), le champ externe B et la maille microscopique du réseau a, dans
un espace de taille finie. Au voisinage d’un point critique, les fluctuations cri-
tiques sont corrélées sur une distance de I'ordre de la longueur de corrélation
&, qui est beaucoup plus grande que 1’échelle microscopique a

E>a (17.1)

La théorie du groupe de renormalisation repose sur 'hypothése (justifiée) que
les détails de la physique microscopique et en particulier le cut off a ne jouent
plus de role et que la physique a grande distance ne dépend que de cette échelle
&. La longueur de corrélation £ diverge au point critique 7, comme

¢ ~ |[T-TJ]" (17.2)

et une quantité thermodynamique comme la susceptibilité magnétique x

diverge comme
X ~ |[T=T| ~ /v (17.3)
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FIGURE 17.1 — Une boite de taille finie L (tore si c.a.l. périodiques). A grande échelle
£>> L le systéme peut étre vu comme un point (systéme zéro-dimensionnel).
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FIGURE 17.2 — Un barreau de taille finie L (cylindre si c.a.l. périodiques). A grande
échelle ¢ > L le systéme peut étre vu comme une droite (systéme 1-dimensionnel).

Considérons le modeéle défini dans un espace fini. Les deux cas les plus
importants sont ceux d’une boite de taille finie L, par exemple un carré de
taille L x L en 2d, L x L x L en 3d, etc., et celui d’'un systéme infini dans une
seule direction, par exemple un ruban de taille L x co en 2d, un barreau de
taille L x L x oo en 3d, etc. « Vu de l'infini », le systéme est dans le premier
cas zéro-dimensionnel, dans le second cas unidimensionnel.

Pour simplifier la discussion, et éliminer les effets de bord, nous supposerons
que dans les directions finies, les conditions aux limites sont périodiques. Sinon
il faut s’intéresser aux phénomeénes critiques en présence de parois et aux transi-
tions de surface. C’est un sujet trés riche et trés intéressant, avec d’importantes
conséquences et applications expérimentales, mais il ne sera pas traité ici.

En 2 dimensions, dans le cas O-dimensionnel le modéle est défini sur un
réseau de maille a sur un tore T(L2) =R%/LZ x LZ, dans le cas 1-dimensionnel,

sur un cylindre C(L2) = R x R/LZ. Le premier cas (le tore) s’applique aux
simulations numériques par Monte-Carlo, par exemple, qui s’effectue avec un
nombre fini de spins. Le deuxiéme cas (le cylindre) s’applique pour analyser
les résultats des études par matrice de transfert (numérique ou analytique)
effectué sur des tranches (ici des cercles) de taille finie.
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Dans le cas du tore, pour L fini, le systéme de spins d’'Ising a un nombre
fini de spins. La fonction de partition Z est (en champ externe nul) une fonc-
tion analytique de la température 7" pour 7' > 0, et ne peut donc pas avoir de
singularité. En effet on peut écrire Z (en normalisant le couplage ferromagné-
tique J = 1) en fonction d’un polynome de degré Nd (d est la dimension du
réseau, N le nombre de sites, Nd le nombre de liens du réseau)

B > sisj
Z = e <i> = 27 ?Npolynome(z?), z=¢, N =(L/a)? (17.4)
s;i=+1

Ceci valable pour le réseau carré (cubique) s’étend facilement a des réseaux de
géométries différentes, des couplages plus complexes. Les quantités thermody-
namiques comme la susceptibilité magnétique locale £, ou la chaleur spécifique
C, ne peuvent pas diverger. Il n’y a pas de transition de phase dans un sys-
téme fini, et le systéme est désordonné a toute température. Considérons Y,
et normalisons a = 1. Pour le systéme fini, y est maintenant fonction de la
température T et de la taille L

x=x(T,L) (17.5)

Pour L fixé, x est une fonction réguliére de T, mais lorsque L devient trés
grand, on constate que x se comporte de plus en plus comme la susceptibilité
en espace infini. Un pic apparait pour T proche de la température critique 7,
du modéle d’Ising. Son maximum croit avec L, et il devient une divergence en
T. quand L = co. Ceci est illustré schématiquement sur la figure 17.3.

X

{\\
>
—
=

FIGURE 17.3 — La susceptibilité x(7") en fonction de la taille L.

Pour le cas du cylindre, réseau infini dans une seule direction, de taille L
dans les autres, le systéme peut étre vu comme un modéle statistique unidi-
mensionnel, mais avec un grand nombre d’états A’ = 2(L/9""" (le nombre de
configurations de spin dans chaque tranche). L’argument de Peierls implique
qu’il ne peut y avoir de transition de phase a température finie. Le systéme
sera la encore toujours désordonné, et la susceptibilité locale y une fonction
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FIGURE 17.4 — Fonction de corrélation a deux points sur le cylindre de largeur L.

réguliere x (7T, L) de la température T'. La aussi un pic apparait pour T ~ T,
qui croit avec la taille L et devient la singularité en T, de x(7T') pour le systéme
infini quand L — oo.

Sur le tore ou dans une boite finie de taille L, parler de longueur de cor-
rélation € n’a pas de sens. C’est par contre possible pour le cas du cylindre ou
du ruban, de taille infinie dans une « direction longitudinale », et de taille finie
L dans les d — 1 directions « transverses ». Il suffit de considérer les fonctions
de corrélation de spin dans cette direction longitudinale infinie. £ est alors une
fonction de T et L.

£=¢&(T,L) (17.6)

La aussi, la longueur de corrélation doit rester finie si L < oo, car le sys-
téme est effectivement unidimensionnel, et la longueur de corrélation est typi-
quement au plus d’ordre L prés de la température critique. Donc un pic va
apparaitre pour T~ T,, qui devient la divergence en T, de £ pour L — oo.

17.1.1 Lois d’échelle

Lorsque 'on est proche du point critique T, la longueur de corrélation du
systéme infini £(7T') est trés grande, et le groupe de renormalisation prédit que
la physique a grande distance est gouvernée par le point fixe de Wilson-Fisher.
Les détails microscopiques des interactions et 1’échelle microscopique a ne sont
plus pertinents. Ils interviennent juste pour fixer les couplages effectifs (renor-
malisés) de la théorie renormalisée, qui sont en nombre fini. Rappelons que
pour le modeéle d’Ising, ces couplages pertinents (relevants) sont au nombre de
deux pour la théorie de LGW au voisinage du point fixe de WF : la tempéra-
ture réduite (masse carrée) tg ~ (T — T¢.)/T. et le champ externe renormalisé
hgr (ou de fagon équivalente le facteur de renormalisation du champ ¢, Zg).

Lorsque la taille du systéme L est également grande, et comparable ou
plus grande que la longueur de corrélation &, on sera dans le domaine oil
apparaissent des lois d’échelle dépendant de L :

E et L > a (17.7)

A la suite de Fisher on s’attend a ce que la susceptibilité locale ne dépende,
en plus de la température via la longueur de corrélation, que du paramétre sans
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dimension L/&, et prenne la forme
X(T,L) = €7 F(¢/1) (17.8)

ou F,(x) sera une fonction d’échelle universelle. & = &(T) = (T, L = o)
est la longueur de corrélation du systéme infini. On aura une forme d’échelle
similaire pour la chaleur spécifique locale C, (T, L).

Co(T, L) = €7 Fo(¢/L) (17.9)

De la méme fagon, la longueur de corrélation pour un cylindre (ruban) de
largeur finie sera de la forme

§(T,L) = £ Fe(¢/L) (17.10)

En termes de la température T et de L, ceci peut se réécrire

x(T,L) = LY F,(T = T.)L?) (17.11)
Co(T,L) = LY Fo(T — T.)L¥) (17.12)

et
¢T,L) = LE((T - T,)L?) (17.13)

Ces fonctions l:"x, F, et Fg sont universelles, en ce sens qu’elles dépendent
seulement de la géométrie du probléme et des conditions aux limites (outre
la classe d’universalité du point critique, caractérisé par la dimensionnalité d,
la nature du parameétre d’ordre et de la symétrie associée, etc.). Ces formes
d’échelle seront valables suffisamment prés du point critique. Des corrections
non universelles sous dominantes seront présentes sinon.

Puisque dans le systéme infini, x ~ ¢4 |T —T.|~7 quand T' — T. 40, avec
¢4+ et c_ les amplitudes critiques, dont le rapport ¢4 /c_ est universel, pour
retrouver ce résultat dans la limite L — oo, il faut que les fonctions d’échelle
alent un maximum proche de l'origine, et se comportent & I'infini comme

F.(x) ~ cy|x|77 quand =z — +oo (17.14)
Fo(z) ~ dilz|™™ quand z — +o0 (17.15)
F.(x) ~ etl|z|™ quand z — +oo (17.16)

Avant de montrer comment on justifie ces lois d’échelle de taille finie par
la théorie du groupe de renormalisation, discutons en quelques applications.

Si on a des estimations pour y, C,, £ etc. pour différentes tailles du sys-
téme, par des simulations numériques, des développements de haute ou basse
température, des calculs de matrice de transfert, ou par des résultats exacts
par des méthodes de systémes intégrables ou combinatoires, I’analyse des effets
de taille finie permet de déterminer la position du point critique, de déterminer
la nature de la transition et d’estimer les exposants critiques.
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FIGURE 17.5 — Le pic de chaleur spécifique pour le modele de Potts & ¢ = 3 états
en 2d sur une bande, en fonction de la largeur L de la bande (d’aprés H. Blote et
M. Nightingale in [Car88| et M. Barber in [DGLS83]).

Considérons par exemple la chaleur spécifique. De 17.12 C,(T, L) a un
maximum 7}, (L), et sa valeur croit avec L comme

Cy(Trmaz(L), L) o< Lo/ (17.17)
La largeur en température du pic de C, (T, L), Ac(L), décroit avec L comme
Ac(L) o« L7V (17.18)

Enfin, la position du maximum 7T, (L) tend vers la température critique
également comme
Tppaw(L) =T, oc LYY (17.19)

Une technique pour estimer en méme temps le couplage (température) critique
T. et les exposants v et a est de considérer ces trois paramétres comme des
paramétres variationnels et d’optimiser leurs valeurs pour que les courbes des
fonctions

flx, L) = L™ Cy(T. + a2 L™Y) (17.20)

coincident au mieux au voisinage de z = 0 pour des valeurs de L différentes
et grandes. Si des lois d’échelle de taille finie existent, ces différentes fonctions
fr coincident bien, et 'ajustement se fait dans un domaine de plus en plus
grand quand L — oo. La limite quand L — oo est la fonction d’échelle

Jim fr(e) = Fo(x) (17.21)

17.2 Groupe de renormalisation dans les
systémes de taille finie

L’existence de ces lois d’échelle en fonction de la taille pour les systémes de
taille finie peut se justifier par les idées du groupe de renormalisation. Dans la
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présentation succincte donnée au-dessus, 'idée de base est que dans le domaine
critique, les seules échelles pertinentes sont la longueur de corrélation ¢ et la
taille du systéme L. Ceci est similaire aux hypothéses & la base du groupe
de renormalisation dans I’espace réel, qui conduisent notamment a la relation
d’hyperscaling

a=2-vd (17.22)

Donc pour déduire 'existence et la forme des lois d’échelle de taille finie, il
suffit en principe d’utiliser & bon escient la théorie du groupe de renormalisa-
tion. Dans la formulation « wilsonienne » dans ’espace réel, dont le principe
a été donné au chapitre 12, on part d’un hamiltonien microscopique Hy pour
la théorie avec un cut-off microscopique a, et on effectue des opérations suc-
cessives de « bloc de spin », ou décimation, par intégration sur les variables a
Iintérieur des blocs, puis de « rescaling » pour obtenir un hamiltonien renor-
malisé Hg ou hamiltonien effectif, pour des variables ¢g définies a 1’échelle
S x a, S>> 1 étant le facteur de changement d’échelle. Ce hamiltonien renor-
malisé est caractérisé par des paramétres (couplages) renormalisés K.

L’opération de bloc de spin étant locale, elle ne dépend pas de la taille L du
systéme, tant que cette taille est plus grande que celle des blocs, bien siir. Par
contre le hamiltonien renormalisé obtenu étant en général non local, pour un
systéme de taille L, il ne contiendra pas de termes de couplages entre sites a
des distances plus grandes que L. Mais comme discuté en 12, il est essentiel que
ce hamiltonien renormalisé reste local. C’est le cas en général, car les couplages
effectifs a grande distance sont exponentiellement petits. On s’attend donc a ce
que corrections de taille finie dans la procédure soient négligeables en pratique,
en particulier dans le régime critique et pour des tailles L ~ £. Dans le domaine
critique, le hamiltonien effectif qui décrit la physique & grande distance est le
méme pour L fini que pour le systéme infini. C’est donc la théorie des champs
de LGW correspondant au point fixe de WF qu’il faut considérer.

On s’attend & ce que ceci soit valable lorsque 'hyperscaling est satisfait,
donc en dimension d’espace d < 4. Pour d > 4 le point fixe est la théorie
gaussienne, ’approximation du champ moyen est valable, mais les relations
d’échelle entre exposants critiques ne sont plus valables, et une analyse en
termes de groupe de renormalisation doit prendre en compte la notion un peu
subtile d’opérateurs irrelevants dangereux 13.5.1.

Les lois d’échelle de taille finie sont donc analysables dans le contexte de la
théorie des champs dans un espace fini (tore, cylindre, etc.). La géométrie étant
fixée, la procédure de renormalisation permet de construire avec les mémes
contretermes que pour la théorie en espace infini une théorie dépendant de
paramétres renormalisés (gr,tr) pour la théorie ¢* de LGW. Les fonctions
de corrélations normalisées G, pour le champ renormalisé ¢ = ¢, dépendent
maintenant du paramétre supplémentaire L

(p(x1) -+ d(xn))L = Gn(21,- TN gRy R, L) (17.23)
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et sous une transformation d’échelle se comportent comme

Gn(Sz1,-+-Szn;gr,tr, L) = Z(S) X Gy (21, 2n5; 9r(S), tr(S), L/S)

(17.24)
On peut voir L comme un paramétre (couplage) supplémentaire de dimension
d’échelle Ay, = —1 (rappel, nous parlons de dimension en échelle de masse ou

de moment, donc d’inverse de distance). Au point fixe, le couplage est g5, la
température réduite critique est tj; = 0, le groupe de renormalisation prédit
tr(S) = trS™2t, Z(S) = S%¢, A; et A, étant les dimensions d’échelle du
couplage t et du champ ¢.

La susceptibilité magnétique est donnée par I'intégrale de la fonction con-
nexe & deux points

x(t,L) = /ddx G\ (2,0, 9" t, L) (17.25)
En utilisant la loi d’échelle 17.23

x(t, L) = /dd:c L7220 G\(x/L, g% (L), 1) = L9 y(¢(L),1)  (17.26)

Puisque les dimensions d’échelle donnent les exposants critiques v et ~ par
Ay =1/vet 2A, = d — /v, on obtient

x(t, L) = LYY x(tL~') (17.27)

C’est la relation d’échelle de taille finie 17.11 pour la susceptibilité, puisque
t ~ T —T.. Clest une conséquence trés simple des relations du groupe de
renormalisation pour les fonctions de corrélation de la théorie des champs
correspondant a la limite critique du modéle d’Ising.

Le méme type d’argument permet de déduire la relation d’échelle 17.12
pour la chaleur spécifique, a partir de la fonction de corrélation connexe pour
les opérateurs d’énergie (¢2¢?), et de fagon directe 17.13 pour la longueur de
corrélation.

Calcul des fonctions d’échelle

Les fonctions d’échelle Fx et Fo s’obtiennent a partir des fonctions de
corrélation de la théorie des champs dans un espace de taille finie. On peut
donc a priori les calculer par exemple par un développement perturbatif. Pour
la théorie de LGW le point fixe g* est d’ordre O(e) avec € = 4 — d, on peut
utiliser le développement en 4 — ¢ de Wilson-Fisher. Il y a cependant des
subtilités dues a la présence de modes zéro dans le propagateur. Considérons
le cas simple du tore, donc une boite de taille L avec des conditions aux limites
périodiques. Les modes dans ’espace des moments sont discrétisés

L9
ko= %ﬁ ., Aezd (17.28)
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Les modes k # 0 ont une valeur propre # 0 méme au point critique ¢t = 0. Le
propagateur de masse nulle, qui intervient dans les calculs perturbatifs pour la
théorie critique (¢t = 0), n’est par contre pas défini pour le mode zéro 77 = 0 qui
correspond & intégrer sur les fluctuations constantes dans la boite ¢(z) = ¢p.
Il faut le traiter a part dans le calcul comme une coordonnée collective. Ceci
conduit & des termes non analytiques en € pour les fonctions d’échelle. Nous
renvoyons aux articles de Brézin et Zinn-Justin et de Rudnick, Guo et Jasnow
dans [Car88| pour une discussion précise de ce probléme. L’'important est que
les fonctions d’échelle existent et qu’elles soient calculables.

Tout ceci est valable pour des conditions aux limites plus compliquées,
par exemple antipériodiques, ou dans une boite avec conditions aux limites
de Dirichlet (¢ = 0) sur le bord. Ceci s’applique aussi pour le cas du cylin-
dre (systéme infini dans une direction, c.a.l. périodiques dans les autres). La
forme précise des fonctions d’échelle est différente dans chaque cas, et néces-
site le calcul des fonctions de corrélations pour la théorie des champs dans ces
géométries différentes.

Ces considérations s’appliquent bien siir également a des théories décrivant
des points critiques avec des symétries plus larges, en particulier les modéles
vectoriels avec symétrie O(N) et brisure de symétrie O(N) — O(N — 1). Les
effets de taille finie peuvent d’ailleurs étre étudiés dans la limite N — oo et &
laide du développement en 1/N.

17.3 Transitions du premier ordre

Il existe un comportement d’échelle pour des systémes de taille finie prés
d’une transition du premier ordre, mais ceci est moins intéressant. En effet
4 une transition du premier ordre, le systéme coexiste dans plusieurs phases
o de méme densité d’énergie libre f,, et la longueur de corrélation &, dans
chaque phase reste finie et d’ordre a (I’échelle microscopique). De méme les
susceptibilités magnétiques &, et chaleurs spécifiques C\, restent finies.

Un exemple est le modeéle d’Ising a trois états (modeéle d’Ising avec lacunes)
discuté dans 14.5.2; pour lequel, & fugacité suffisamment grande des lacunes,
la transition ferro/para devient du premier ordre, comme indiqué dans le dia-
gramme de phase 14.11. Un exemple encore plus simple est le modéle d’Ising
dans le plan T/H (température, champ externe) qui pour T' < T, présente une
transition du premier ordre en H = 0. H est le paramétre pertinent pour cette
transition, et Paimantation locale M = (S) est singuliére, puisque discontinue
en H = 0 puisque Hli_)ngi M(H) = £My. Dans un systéme de taille finie L, il

n’y a qu'une seule phase, d’aimantation M nulle si H = 0. Cette phase est un
mélange statistique (équiprobable si H = O) des deux phases macroscopiques
d’aimantation non nulle M = +M, (figure 17.6).

La discontinuité est arrondie et devient une transition entre ces deux aiman-
tations. Une analyse simple permet de voir que la largeur de cette zone de
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FIGURE 17.6 — Dans une boite de taille finie, a basse température T' < T, la
configuration pour H = 0 est le mélange statistique des deux configurations
d’aimantation non nulle M = +Mj.
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FIGURE 17.7 — La magnétisation en fonction du champ a une transition du premier
ordre en taille finie.

transition est inversement proportionnelle au volume

6H o 1/Vol = L7¢ (17.29)

N

Si on néglige les fluctuations dans chaque phase, on peut associer a chaque
phase M = +M; une probabilité proportionnelle & e*°*H# Mo (en normalisant
la température & § = 1). La susceptibilité x = dM/dH aura donc un pic en
H =0 de hauteur L et de largeur 6 H avec

6H oc L7 (17.30)
0H < L™ et tend vers une fonction § de Dirac quand L — oo.
X(H)=0(H) L =00 (17.31)
En conséquence la magnétisation a une forme d’échelle

x(H,L) = L* F(HL%) (17.32)
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avec dans cette approximation trés grossiére Fi(x) ~ 1/ cosh(x)?, donc décrois-
sant plus vite qu'une puissance de .

Une telle loi d’échelle est compatible avec la loi d’échelle 17.12 pour la
chaleur spécifique (ici c’est H le paramétre pertinent, pas la température,
donc c’est la susceptibilité x qui joue le role de la chaleur spécifique C),) pour
un systéme critique décrit par un point fixe avec

v=1/d , a=1 (17.33)

donc vérifiant bien I’hypothése d’échelle et I'hyperscaling o = 2 — vd.

Il est en effet possible, bien que ce soit assez limité du point de vue des
conséquences et des applications, de traiter une transition du premier ordre
en leur associant un « point fixe de discontinuité » (discontinuity fized point),
satisfaisant précisément 17.33. Pour le modéle d’Ising dans le plan (T, H) ce
point fixe D est en T'=0 et H = 0, donc a température et champ nul, et est
différent du point fixe critique C en T' = T, H = 0 et du point fixe désordonné
F' de haute température en T'= oo, H = 0.

Dans le cas du cylindre, donc du systéme quasi unidimensionnel, infini
dans une direction et de taille finie dans les autres, les effets de taille finie a
un point critique du premier ordre sont différents et un peu plus complexes
a traiter. En effet la dynamique effective au point critique fait intervenir un
gaz de parois de domaines séparant des domaines dans des phases différentes,
I’énergie des parois étant d’ordre L¢~! (figure 17.8). Nous renvoyons a notre
analyse de 11.6.2 concernant la compétition énergie/entropie pour les parois
de domaines dans un systéme unidimensionnel. Il en résulte que, en champ
nul, aimantation locale M du modéle sur une bande est bien nulle, mais
que ceci résulte de la moyenne entre des domaines d’aimantations positive
et négative, de taille moyenne (dans la direction longitudinale) d dépendant
exponentiellement de 1’énergie d’une paroi transverse, elle-méme d’ordre L1
ou L est la taille transverse du systéme. Il en résulte une longueur de corrélation
effective dans la direction longitudinale de 'ordre de d, beaucoup plus grande
que la longueur de corrélation dans le bulk (qui est de 'ordre du régulateur
microscopique &pyk ~ @)

glong. X GXP(C Ld_l/T) (1734)

avec ¢ une constante numérique effective dépendant des détails du modéle et
de la température T', T étant trés inférieur a la température critique du modéle
d’Ising T' < T,. La susceptibilité locale étant toujours donnée par la fonction
de corrélation de spin, elle contient maintenant une partie d’intégration selon
la direction longitudinale y

o0 __lyl
X = /dd:c (S(z)S(0)) ~ Ldil/ dy e Slone ~ L7 exp(c L471/T)
- (17.35)
Cet argument trés grossier demande a étre raffiné. Il indique que dans le cas
du ruban (cylindre), le pic de la susceptibilité ne croit pas avec la taille comme
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FIGURE 17.8 — Dans une bande de largeur finie, a basse température T' < T, la con-
figuration pour H = 0 est un mélange statistique de configurations ott des domaines
d’aimantations opposées =My sont séparés par des parois d’énergie Eparoi X Lét,
la distance typique entre parois d est donnée par un argument énergie vs. entropie
« a la Peierls ».

une puissance de la taille L, mais comme une exponentielle d’'une puissance de
la taille ! Pour plus de détails, nous renvoyons a [Car88].

Enfin, pour les applications pratiques, le signal que le pic de susceptibilité
croisse avec la taille comme L, et sa largeur décroisse comme 1/L, est un
indicateur fort qu’on a affaire a une transition de phase du premier ordre.
Sur la figure 17.9 nous montrons un exemple de tel comportement pour la
transition du modéle de Potts & ¢ états en 2 dimensions pour ¢ = 64, un cas
qui est connu comme étant fortement du premier ordre. On constate bien une
croissance exponentielle du pic avec la largeur du ruban L.

0.01

FIGURE 17.9 — Le pic de chaleur spécifique pour le modeéle de Potts & ¢ = 64 états
en 2d sur une bande, en fonction de la largeur L de la bande (d’aprés H. Blote et
M. Nightingale in [Car88| et M. Barber in [DGLS83]).
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17.4 Points critiques quantiques & température
finie

Mentionnons trés briévement un autre domaine ou les lois d’échelle de
taille finie apparaissent, et peuvent étre importantes. Il s’agit des points cri-
tiques quantiques dans des systémes quantiques. Des systémes quantiques éten-
dus (1d, 2d, 3d), par exemple des systémes de spins quantiques couplés sur
réseau, ou des systémes électroniques fortement corrélés, peuvent en fonction
des paramétres de leur hamiltonien exhiber des points critiques quantiques.
Il s’agit de points ou le spectre du systéme, qui en général présente un gap
en énergie, devient sans gap (gapless). Pour ces valeurs particuliéres, les états
excités, méme de petites impulsions, ne sont plus séparés du fondamental par
un gap en énergie AE > 0, la nature du fondamental, les symétries effectives
du modele quantique changent...

Il est hors de question de détailler ce domaine trés important de la physique
quantique et de la physique de la matiére condensée moderne. Considérons
un exemple emblématique, le diagramme de phase en interaction/température
pour le modéle de Hubbard a demi-remplissage, qui décrit la transition de Mott
entre une phase conductrice (Métal) et une phase non conductrice (Isolant de
Mott) pour des électrons (spin 1/2, donc deux états de spin | et |) sur un
réseau carré 2d ou 3d, donc en moyenne un électron par site, avec une interac-
tion de site répulsive (couplage U) modélisant la répulsion de Coulomb, et un
terme de « hopping » (couplage t) donnant la probabilité de saut quantique
entre sites voisins. Le couplage est le rapport g = U/t. S'il est petit, les élec-
trons peuvent sauter quantiquement et se déplacer sur le réseau sans étre trop
handicapés par la répulsion coulombienne des électrons voisins, le systéme est
conducteur, donc c¢’est un métal. S’il est grand, le blocage coulombien ’emporte
et les électrons restent localisés chacun sur leur site. Il y a donc un spin par
site et le systéme est équivalent au modéle de Heisenberg antiferromagnétique
(quantique), mais le systéme est isolant (isolant de Mott). La transition entre
les deux états (transition métal/isolant) arrive pour un couplage critique g.,
et elle est appelée la transition de Mott. A température nulle on considére un
systéme quantique isolé, donc dans son état fondamental. Ce sont les fluctua-
tions quantiques (faibles dans la phase isolante, fortes dans la phase métal) qui
sont & l'origine de la transition. S’il apparait (c’est le cas pour certaines réali-
sations du modéle du modeéle ) que la longueur de corrélation diverge au point
critique, on a affaire a un point critique quantique (quantum critical point =
QCP). A basse température, les fluctuations thermiques commencent & jouer
un role. En physique statistique classique, elles sont prépondérantes, mais ici,
prés du point critique quantique, il existe un « domaine critique quantique » ot
elles sont en compétition avec les fluctuations quantiques, et les deux doivent
étre prises en compte. Elles vont « adoucir » la nature de la transition, et on
s’attend a ce que par exemple la longueur de corrélation reste finie.

De tels points critiques quantiques a température nulle peuvent apparaitre
dans d’autres systémes, par exemple les systémes de spins frustrés sur réseaux
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FIGURE 17.10 — Un exemple (idéalisé) de point critique quantique : la transition de
Mott.

(liquides de spin), voir la revue récente de L. Balents [Ball0] par exemple. Ils
peuvent étre présents dans les systémes quantiques unidimensionnels (chaines
de spin).

La relation avec les effets de taille finie est la suivante. Nous avons vu dans
le Vol. 1, chapitre 5, que les systémes quantiques (non relativistes) étendus
en d dimension, par exemple les systémes de spins sur réseau, les systémes de
bosons ou de fermions peuvent étre formulés par des méthodes d’intégrale de
chemin comme des systémes en 1 + d dimensions : une dimension de temps
et les d dimensions d’espace (ceci peut bien sir se faire aussi par d’autres
méthodes). Nous avons en particulier présenté le cas des gaz de fermions et
de bosons non relativistes, et leurs relations respectives avec la théorie de
Landau-Ginzburg et celle de Gross-Pitaevskii. Nous avons aussi traité le cas
de chaines de spins quantiques (donc pour d = 1) en 15.2. Le temps et I’espace
jouent des roles différents bien str en général, mais I'exemple de la chaine
antiferromagnétique de spin demi-entier montre que la théorie effective de
basse énergie peut étre une théorie relativiste en 141 dimensions (on peut
peut-étre considérer le modele O(3) & # = 7 comme décrivant un point critique
quantique...). Nous avons vu aussi que les propriétés a I’équilibre d’un systéme
quantique & température finie sont données par cette théorie quantique & temps
euclidien (donc temps imaginaire) périodique, avec la relation fondamentale

période euclidienne 7 = h/kpT

L’étude du domaine critique en température au voisinage d’un point critique
quantique est donc analogue mathématiquement & ’étude des effets de taille
finie pour un systéme statistique (classique) au voisinage d’un point critique.
Le cas d'un systéme statistique dans une bande ou sur un cylindre correspond
a une direction spatiale infinie, d — 1 directions spatiales finies (périodiques),
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le cas d’un systéme quantique fini & température nulle (formulation hamiltoni-
enne) correspond & une direction temporelle infinie, d — 1 directions spatiales
finies. Le cas d’un point critique quantique pour un systéme quantique infini
en d dimensions, mais & température finie, correspond & une direction eucli-
dienne de temps périodique, et les d directions spatiales infinies. Il est suscep-
tible d’exhiber des lois d’échelle & température finie.

17.5 Zéros complexes de la fonction de partition

17.5.1 Modéle d’Ising avec paramétres complexes

Finalement, mentionnons une autre fagon de considérer les effets de taille
finie prés d’un point critique. Considérons I’exemple du modéle d'Ising (avec
interactions entre plus proches voisins) sur un graphe fini. Le cas le plus simple
est celui du réseau carré en d dimensions, avec des conditions aux limites
périodiques, mais la discussion s’applique & des cas beaucoup plus généraux.
La fonction de partition adéquatement normalisée peut s’écrire comme une
somme sur les configurations d’un produit sur les sites i et les liens (ij) du

graphe.
Z= > [ eSSt (17.36)
Si=41 i (i)

est donc un polyndme de grand degré dans les variables z = €/ et w =
e? Z(z,w). J est le couplage (inverse de la température T) et H le champ
externe. La fonction de partition n’a donc pas de singularités dans l’espace
(J,H) (ou (z,w)), comme attendu, mais il est intéressant de la considérer
dans le plan complexe, et de regarder les zéros de Z(z,w). En effet, ces zéros
ont des propriétés trés intéressantes, et la fagon dont ils se comportent lorsque
la taille du systéme L tend vers 'infini donne des informations précieuses sur
les différentes phases et les points critiques du modéle.

17.5.2 Zéros en champ magnétique

Le fameux théoréme de Lee-Yang établit par exemple que (sous des con-
ditions assez générales) dans le plan complexe des w, les zéros de la fonction
de partition Z sont situés sur le cercle unité. Pour une taille finie de réseau
L, il y aura N,, = L% zéros, et ils sont situés en dehors de 'axe réel positif
(correspondant a des H réels). Cest leur comportement quand L — oo en
fonction de la valeur de la température 7' = J~! qui est intéressant.

Dans la phase de haute température désordonnée J > J., ces zéros
s’accumulent sur un arc du cercle unité qui reste a distance finie de la demi—
droite réelle. La densité des zéros le long de cet axe est d’ailleurs une quantité
intéressante, la suite de zéro devient une coupure, Z(w) restant analytique en
dehors, et les points terminaux w, = e** sont des points de branchements, la
singularité de bord de Lee-Yang en champ magnétique imaginaire H = i6./2.
Cette singularité correspond en fait & un point critique, dont la limite continue
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FIGURE 17.11 — Zéros en champ magnétique complexe pour le modeéle d’Ising pour
T > T¢, pour une taille de réseau L petite, plus grande, et dans la limite T" — oo.
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FIGURE 17.12 — Zéros en champ magnétique complexe pour le modeéle d’Ising pour
T < T¢, pour une taille de réseau L petite, plus grande, et dans la limite 7" — oo.

Im(w) Im(w) Im(w)

D
NEAANFANTA

FIGURE 17.13 — Zéros en champ magnétique complexe pour le modéle d’Ising a la
température critique T > T¢, pour une taille de réseau L petite, plus grande, et dans
la limite 7" — oo.

Re(w) Re(w)

est décrite par une théorie des champs non unitaire intéressante. Voir figure
17.11.

Dans la phase de basse température T' < T, la densité de zéros est finie en
w =1 (H = 0) et la discontinuité de la fonction de partition correspond a la
coexistence de deux phases d’aimantation spontanée opposées (fig 17.12).

A la température critique T — T, les deux points de branchement se rap-
prochent et « pincent » I'axe réel. C’est le cas intéressant que I'on va discuter
(fig 17.13). La fagon dont les zéros de Z(w) s’approchent du point critique
w =1 (H = O) avec la taille du systéme L, et le comportement de la densité
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—

FIGURE 17.14 — « Rescaling » 17.37 des zéros au voisinage du point critique en
fonction de la taille du systéme L.

des zéros a L = oo donne accés au comportement critique en champs du sys-
téme d’Ising, donc par exemple & I'exposant § et a celui de la susceptibilité ~.
Ceci se fait en étudiant la distribution des zéros au voisinage du point critique
w, = 1 en termes de la variable d’échelle « rescalée » avec L

W= (w—we) LA (17.37)

avec Ay la dimension d’échelle du champ externe h au point fixe de WF,
donnée par 12.104, Ay, = (d+2 —n)/2.

17.5.3 Zéros en température

La situation est la méme pour le modéle en champ nul H = 0 et & tempéra-
ture complexe, donc étudié dans le plan en z = e?/. La fonction de partition
pour un réseau de taille finie L posséde des zéros dans le plan complexe, qui
pour L. — oo s’accumulent et vont « pincer » l’axe réel aux points critiques,
pour le modéle d’Ising au point z. correspondant au point critique (point de
Curie). Pour le modele d’Ising en dimension d = 2 en champ nul, les zéros
peuvent étre extraits de la solution exacte de L. Onsager et de ses généralisa-
tions (Kauffmann, Kac et Ward, etc.). Ceci permet une étude trés précise de
ces effets de taille finie et des lois d’échelle.

Signalons que ce type d’études n’est pas restreint au modeéle d’Ising en 2D,
mais s’étend aux modéles en d = 3 et plus. Des études ont été faites pour les
modeles de Potts, pour les modéles de spins continus (modéles de Heisenberg,
etc.), pour lesquels les fonctions de partitions ne sont plus des polynomes,
mais restent analytiques & L fini. Notons d’ailleurs que le théoréme de
Lee-Yang s’applique a des cas plus généraux que le modéle d’Ising. L’étude de la
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distribution d’échelle des zéros permet d’accéder non seulement aux exposants
critiques, mais aussi aux rapports d’amplitudes critiques.

Signalons également qu’en général, les zéros complexes en température des
fonctions de partition ne s’accumulent pas simplement sur des courbes simples,
mais peuvent se localiser dans des régions du plan complexe. Un exemple pour
le modéle d'Ising 2d sur réseau triangulaire anisotrope est donné en figure
17.15. Elles ont été utilisées également pour les théories de jauge sur réseaux
en physique des hautes énergies.

T

Ising AF Ising

FIGURE 17.15 — Les zéros en température (dans le plan en z) pour un modéle
d’Ising critique sur réseau 2D anisotrope, d’aprés Stephenson et al. [Ste87]. Les zéros
se localisent dans des régions, qui viennent « pincer » ’axe réel aux points critiques.



Chapitre 18

Invariance d’échelle et invariance
conforme

18.1 Introduction

Dans ce chapitre nous revenons sur quelques aspects plus formels de
Iinvariance d’échelle, et sur son extension, 'invariance conforme, qui joue un
role trés important en théorie des champs (et en théorie des cordes) aussi
bien qu’en physique statistique. L’hypothése d’échelle et la théorie de Wilson
prédisent qu’un point critique pour un systéme statistique, le systéme aux
grandes échelles est invariant d’échelle, et qu’il est décrit par un point fixe
auquel correspond une théorie quantique des champs invariante d’échelle. Le
voisinage du point critique (domaine critique) est décrit par des perturbations
massives (par des opérateurs « relevants ») de cette théorie de masse nulle. Les
transformations d’échelle sont les dilatations uniformes par un facteur global
A a partir d’'un point d’origine. Combinées aux translations elles forment le
groupe des homothéties de I'espace euclidien, et avec les rotations forment un
groupe des homothéties-rotations. Elles ne conservent pas les distances (qui
sont dilatées par le facteur global A, mais conservent les angles). Dans un pre-
mier temps nous revenons sur cette symétrie globale du point de vue théorie
des champs.

Il est assez naturel de considérer le groupe plus grand des transformations
qui préservent les angles, mais peuvent transformer les distances de facon non
rigide (globales). Ce sont les transformations conformes. Le fait que des points
critiques possédent cette propriété est suggéré (sous certaines conditions) par la
théorie de groupe de renormalisation lui-méme. L’invariance conforme appa-
rait également en physique des hautes énergies, et joue maintenant un roéle
central en gravité quantique, en physique des hautes énergies, et méme en
matiére condensée, notamment via les idées d’holographie. En particulier pour
les systémes 2D, l'invariance conforme a des implications considérables qui
ont révolutionné le domaine, et conduit & de trés nombreux résultats exacts,
notamment concernant la classification des points critiques et les valeurs
exactes des exposants critiques. C’est encore un domaine actif & l'interface
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de la physique théorique et des mathématiques. L’extension de ces méthodes
d’invariance conforme au cas de la dimension d > 2 a connu de trés gros pro-
grés ces derniéres années, et ¢’est un domaine en plein développement. Nous ne

présenterons ici dans un deuxiéme temps qu’une trés élémentaire introduction
a ces deux sujets.

18.2 Invariance d’échelle

Dans l'espace euclidien, une transformation d’échelle centrée a l'origine est
une dilatation globale par un facteur A

T -\, ZeR? (18.1)
Elles forment évidemment un groupe multiplicatif abélien (commutatif)
homéomorphe & R. Lorsque c’est une symétrie de la théorie, il lui sera associé

par le théoréme de Noether un courant conservé.

18.2.1 Champ libre de masse nulle

L’action du champ libre scalaire de masse nulle est
St = [ P 500" (182

Sous ’action des transformations d’échelle données par
oz) — oa(@) = Mo(a) , A=Z2 (18.3)

A est la dimension d’échelle du champ ¢. Cette action est invariante en toute
dimension d, puisqu’on a pour tout A > 0

Sloa] = Slel (18.4)

18.2.2 ¢* en dimension d = 4

La théorie ¢* de masse nulle n’est pas invariante d’échelle en général, mais
I’est en dimension 4. L’action étant

Sle] = /dd:c B@@M%&] (18.5)

sous la transformation ¢(x) — ¢ (x) = A p(Ax), elle est invariante S[py;g] =
S[g; g]. Clest la conséquence du fait que la constante de couplage g est sans
dimension, A; =4 —d =0 pour d = 4.
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18.2.3 Courant de dilatation J*

1 et tenseur énergie-
impulsion T+

Considérons une théorie scalaire de densité lagrangienne
1
L£=3(06)* +V(9) (18.6)
Si la théorie est invariante d’échelle, le courant associé aux dilatations J#, est

dil
donné par
JH

dil

() = T" 2* + % 600 (18.7)

ou TH” est le tenseur énergie-impulsion, c’est-a-dire le courant associé a
I'invariance par translation, donné pour théorie scalaire par

T = 99 d,¢ — o" L (18.8)

Ceci dérive du théoréme de Noether, et sera détaillé un peu plus bas en 18.2.5.
La divergence de ce courant J# est

, d—2
Oty = 2 0T, + T, + =5~ 0,(90"¢) (18.9)

. ) . v . .
Si les équations du mouvement sont satisfaites, le premier terme est nul,
puisque le courant T# est conservé (invariante par translation)

0, T" =0 (18.10)
La divergence de Jy;, se réduit a
d—2
OuTly =Th+0,(00"0) = “S=0Ap—dV(e)  (18.11)
Pour ¢*, en utilisant les équations du mouvement
~A¢+ 2% =0
ceci se réécrit,
9 4 d—4
Oult = (-4 T ot = o (18.12)

Le courant de dilatation est bien conservé en dimension d = 4. La théorie ¢*
classique est bien invariante d’échelle.

On notera, en notant T = T, la trace du tenseur énergie impulsion, que
la conservation du courant de dilation équivaut a pouvoir écrire cette trace

comme une dérivée totale.
T = —0"(¢0,0) (18.13)

Son intégrale s’annule dans I'espace R* (pour des configurations classiques ¢
décroissant suffisamment vite & I'infini).

/d4xT:O
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18.2.4 Anomalie d’échelle

Toute cette analyse de 'invariance d’échelle a été faite dans le cadre clas-
sique. Pour les théories de champs quantique, il faut tenir compte des diver-
gences UV & courte distance, qui potentiellement peuvent invalider 1’analyse
classique, puisqu’elles concernent précisément le comportement aux trés petites
échelles. En général une théorie quantique a un comportement d’échelle dif-
férent de sa limite classique, & cause des effets de renormalisation. En par-
ticulier, l'invariance d’échelle classique peut étre brisée par une anomalie
d’échelle.

Continuons & considérer la théorie ¢* en dimension d. L’action euclidienne
est

1 t
S = /dda: L L= 5(3#¢)2 + §¢2 + %& (18.14)

Si on reprend la forme générale 18.9 pour le courant J%;, et 18.8 pour T, la
divergence de JY; s’écrit aussi comme

d—2 t
Ol = [T pAp—d (§¢2 + %d)“ﬂ + 279,T" (18.15)

Le deuxiéme terme z¥0,T*# s’annule toujours dans la théorie quantique, car
I'invariance par translation impose que 0,T# = 0. Il reste le premier terme,
qui comme on l'a vu plus haut, et en utilisant les équations du mouvement de
la théorie ¢*

—A¢+t¢+%¢3=0

peut aussi s’écrire comme

OuJl = —td? + (4— d)%& (18.16)
Sous cette forme, d,J}; s’annule toujours bien pour t = 0 et d = 4, tant que
¢ est un champ classique.

Pour la théorie quantique, J/; est maintenant un opérateur quantique, et le
premier terme de 18.15 est une combinaison linéaire d’opérateurs composites
OAP, ¢* et ¢*, qui contiennent des divergences UV, comme on I’a vu dans le
chapitre sur la théorie de la renormalisation (Tome I de ce livre). La théorie
quantique ne sera invariante d’échelle que si on peut définir le courant local
J%,, comme un opérateur renormalisé, agissant sur les états comme le généra-
teur des transformations d’¢chelle, et qui soit conservé 9,J5;; = 0. De fagon
équivalente, il faudra que la trace de 'opérateur tenseur énergie-impulsion 7',
soit une dérivée totale, T' = 9,K", ce qui impliquera que [dzT = 0 (si on
néglige les termes de bord).

Le calcul de I'anomalie d’échelle pour la théorie quantique ¢* est simple a
I’ordre d’une boucle en utilisant la renormalisation dimensionnelle et les calculs
de sa renormalisation déja effectués dans le Tome 1. Le courant quantique J4;
et sa divergence doivent étre définis & partir de I'action renormalisée Sg[¢],
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qui pour la théorie de masse nulle s’écrit & 'ordre d’une boucle en dimension
d=4—¢

Srlg] = /ddw %(@W + 94—?91)4 (18.17)

gp est la constante de couplage nue. Elle contient un contreterme UV qui est
un pole en 1/e, et elle a été calculée a 'ordre d’une boucle (chapitre 8.5 du
Tome 1). Elle s’écrit en termes de la constante de couplage renormalisée sans
dimension g et de I’échelle de renormalisation p comme

3 1

Rappelons qu’a 'ordre d’une boucle il n’y a pas de renormalisation du terme
(0,0)* (pas de renormalisation du champ), et ¢ est le champ renormalisé (égal
a cet ordre au champ nu ¢p). Le terme en ¢? est toujours absent, car il n’est
pas renormalisé & une boucle en régularisation/renormalisation dimensionnelle
pour la théorie critique (de masse nulle).

La divergence du courant 18.16 pour la théorie quantique de masse nulle
s’écrit donc a priori

9B
ol = ezqfl (18.19)
A Tordre d’une boucle, ceci donne dans la limite ¢ — 0
3 1
woo_ 2 4
Oudly = e g I(b (18.20)

C’est 'anomalie d’échelle ! Les effets de renormalisation brisent I'invariance
d’échelle en d = 4.

On voit bien dans ce calcul le role des divergences UV. Le pole en 1/e du
contreterme a une boucle vient compenser le zéro en € qui donne 'invariance
d’échelle classique en d = 4. On note aussi que le coefficient n’est rien d’autre
que la fonction béta a une boucle de la théorie ¢*, qui a été calculée dans le
chapitre 8 du Tome 1.

C’est naturel, puisque la fonction béta indique comment la constante de cou-
plage renormalisée varie avec ’échelle, ce qui est précisément 'effet de brisure
de 'invariance d’échelle. Cette relation entre ’anomalie d’échelle et la fonction
béta se généralise au-dela du calcul & une boucle.

0Tt (x) = Blg) 3 6 (@) (18.22)

Ce résultat est en fait aussi valable pour la théorie en dimension d < 4. Le
terme en (d —4) dans 18.12 correspond au terme classique (terme d’ordre zéro
en puissance de 7, donc a l'ordre des arbres) de la fonction 8 en dimension
d < 4. La relation entre le courant et la fonction § 18.23 implique que la théorie
est invariante d’échelle au point fixe de Wilson-Fisher g*, zéro de la fonction
3, d’ordre € = 4 — d.
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18.2.5 Théoréme de Noether et tenseur énergie-
impulsion

Pour compléter la discussion, nous rappelons ici la démonstration du
théoréme de Noether (qui a déja été présentée Tome 1, section 7.9, avec des
notations un peu différentes), et les définitions du tenseur énergie-impulsion.

Théoréme de Noether

Le théoréme de Noether montre qu’a toute symétrie globale d’une théorie
classique donnée par une action locale correspond un courant conservé. La
démonstration se trouve dans tous les ouvrages de référence et nous rappelons
celle de [DFMS12]. On considére une théorie donnée par un champ ® et une
densité lagrangienne locale £. L’action est

S[®] = /ddxﬁ(fb,a#(b) (18.23)

On suppose qu’un groupe de symétrie continu G (groupe de Lie) agit en méme
temps sur les positions et sur les champs de la fagon suivante. Les transforma-
tions sont du type général suivant : sur ’espace

x — x = X(x) (18.24)

et sur le champ
D — P tel que P'(x') =F(P(x)) (18.25)

X et F sont des fonctions données. Si ces transformations correspondent &
I’action d’un groupe G, & chaque élément g € G sont associés un X; et un F,
et on a la loi de composition X oX, = X,y et FyoFy = Fgqr. Si c’est une
symétrie, cela veut dire que l'action est invariante sous les transformations

S[®] = S[P] (18.26)
On considére des transformations infinitésimales, de la forme
g=1+w, (18.27)

Les w® sont « infinitésimaux », les t, sont les générateurs du groupe. Les
transformations infinitésimales correspondantes sur x et ® sont notées

x' =X, (x) = x + w” €,(x) (18.28)

P = Fy(®) = D+ w x, (D) (18.29)

Pour démontrer le théoréme de Noether, il faut considérer la variation de
I’action pour une transformation infinitésimale générale de cette forme, en
considérant que w, peut dépendre de la position x, w* = w*(x).

3S = S[@'] — S[D] (18.30)
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Pour cela, on peut écrire

S[@'] = / dix' L <<1>’(x'), aj'u cp’(x’))

:/ddx (’;_x' gz 9
X

£ (Fom). 5 2 F @)
Pour des transformations infinitésimales, ceci donne aprés un peu de calcul

(18.31)

6S[¢p] = / dix W' K, — / d?x 0, L

(18.32)
avec 5£ 5£
Ka, = al/eaﬁ—i_XaE + (—(9H6a &,CI)—I—(?MXG)W (1833)
et
Lh=—e/ L+ (el 0,P — x )L (18.34)
a a a a 5(8'u¢)

Ce calcul est général et valable pour n’importe quelle déformation. Main-
tenant intervient I'existence d’une symétrie globale. Si les transformations cor-
respondent & ’action d’un groupe de symétrie, ceci veut dire que pour tout w?®
constant indépendant de x,

w(x) = w"

la variation de I’action est nulle pour toute configuration du champ. Le terme
en J,w" est absent et ceci implique que

/ddx K.(x)=0 (18.35)

Ceci n’est possible que si K peut s’écrire comme une dérivée totale
K, =0,AL (18.36)

Assez souvent K, s’annule identiquement K, = 0, donc on peut prendre
A" = 0. La condition 18.38 est équivalente a ’existence d’une symétrie globale.

Revenant & la variation de 'action pour une variation w® générale, en
intégrant par partie (et en supposant qu'il n’y a pas de termes de bord) elle
se réécrit alors de facon générale

6S[¢p] = /ddx w9y (LE + AF) (18.37)

Ceci définit le courant
JE =L+ AP (18.38)

Si @ satisfait les équations de mouvement classique, la variation de l'action
est nulle 6§ = 0 pour toute variation « infinitésimale » du champ ¢ — ¢’ =
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¢+ 0d¢, en particulier pour les variations de la forme 18.30 18.31 pour des w®(x)
arbitraires. Ceci implique que 9, J# = 0. C’est le théoréme de Noether

symétrie 4 équations du mouvement =  J,J =0 (18.39)

Le courant J* ainsi défini dépend de L* ; qui est en partie arbitraire. On peut
rajouter & L, et donc a J, un vecteur sans divergence arbitraire (lorsque les
équations du mouvement sont satisfaites).

JH s J = JF 4 HP | 9,H" =0 (18.40)

Courants et charges conservées

En temps réel, donc avec x = (a°,--- ,2?7") = (¢,Z) et signature lorent-
zienne (—+- - - +) ds? = —dt?+d#?, I'existence d’un courant conservé implique
lexistence de charges globales par intégration sur une hypersurface d’espace

Qu(t) = / L), Q) =0 (18.41)

Pour une théorie quantique, la version quantique du théoréme de Noether
peut étre établie, par exemple par des méthodes d’intégrale fonctionnelle. Les
densités de courant J! deviennent des opérateurs locaux J#, et les charges
des opérateurs Q,. Leur définition a partir des opérateurs de champs requiert
renormalisation et prescription de produits normaux. Il faut s’assurer que les
lois de conservation ne sont pas détruites par la présence d’anomalies (comme
c’est le cas pour linvariance d’échelle pour ¢*). Dans la représentation de
Schrodinger, pour une symétrie globale associée a un groupe de Lie G, avec
des constantes de structures f9,., les charges doivent obéir aux relations de

commutation correspondantes

[Qa, Qb] =1f5 Qe (18.42)

et commuter avec le hamiltonien pour étre conservées

[Qu,H] =0 (18.43)

Identités de Ward

L’action du groupe de symétrie sur les fonctions de corrélations de la théorie
est donnée par les identités de Ward. Elles s’obtiennent de fagon générale en
combinant la démonstration du théoréme de Noether avec des transformations
de type dans I'intégrale fonctionnelle 18.30 18.31 et en utilisant les équations de
Schwinger-Dyson (voir Tome 1, section 7.8). Pour des fonctions de corrélations
d’opérateurs locaux généraux O; elles prennent la forme

0, 32(a) Onfar) - Op(in)) = = =) (Oa(a1) -+ £ Ou) - 0, (02 )
' (18.44)
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Application aux translations : le tenseur énergie-impulsion

Le tenseur énergie-impulsion est le courant associé aux translations, donc
aux transformations

P’ (x) = P(x + %) (18.45)

Ceci correspond & des transformations infinitésimales 18.30 18.31 avec
el =0 x=0 (18.46)

On vérifie que les K, = 0, donc on peut prendre L# = 0, et on obtient le
résultat 18.8 pour le tenseur énergie-impulsion du champ scalaire.

Application a I’invariance d’échelle

Pour le champ scalaire, considérons les transformations d’échelle
2—d
T—=Tyx=AT, ¢d—Prx=N2 ¢ (18.47)
Les générateurs 18.30 et 18.31 pour A = 1 + w (w infinitésimal) sont

2—-d
ex) =x, x(¢)=—5—0¢ (18.48)
18.35 et 18.36 donnent pour un champ scalaire de densité lagrangienne L
donnée par 18.6 et caractérisée par le potentiel V(o)
d—2  _, y d—2
K =—dV(9) = +5=0V'(9) . L =2"0,00" + 00" — L
(18.49)
On vérifie que L* correspond bien au courant pour les dilatations donné par

18.12, et que K ne s’annule en d = 4 que pour V(¢) x ¢*. En dimension d # 4
on a

1
K:—egﬂ(ﬁl, e=4—d (18.50)

18.2.6 Le tenseur énergie-impulsion comme réponse a
une variation de la métrique

Une autre définition, en fait équivalente, du tenseur énergie-impulsion est
de ne pas le considérer comme le courant associé a 'invariance par translation,
mais comme la réponse & une variation de la métrique lorsque ’on considére
la théorie des champs comme couplée a un champ gravitationnel classique, un
« champ de fond », donc définie dans un espace courbe muni d’une métrique
riemannienne. Revenons a la théorie scalaire pour un champ ¢, d’action dans
'espace euclidien E = R¢

stel = [ d'x 5007 + V(o)
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La théorie peut étre définie dans un espace riemannien général M, muni d’une
métrique g, définissant I’élément de longueur ds? et I’élément de volume dv
dans un systéme de coordonnées locales x par les formules classiques

ds? = dz"dz’ g, (x) , dv=d'x\/g(z), g=det(gu) (18.51)

en remplacant I’élément de volume euclidien d?x et les dérivées partielles Ou
par I’élément de volume dv et les dérivés covariantes D,, (faisant intervenir la
connexion de Christoffel I'*, p). Pour la théorie scalaire, I'action est simplement

Sglo] = /Mddx\/ﬁ (%(Mﬁg”’ 6V¢>+V(¢>)) = /Mddx\/g_yﬁ (18.52)

Le tenseur énergie-impulsion classique est défini de fagon générale comme la
variation de I'action classique par rapport & une déformation de la métrique

Guv — Guv + 09
par la dérivée fonctionnelle

oS

2
T (z) = _\/g—(—x)m (18.53)
ou dit autrement
IS = —% A% \/g(z) T" (z) 69, (x) (18.54)
Pour le champ scalaire, on obtient
T = DF¢ DV — g"" L (18.55)

Pour la métrique plate euclidienne g,,, = d,,,,, ceci coincide avec la forme 18.8
pour le tenseur énergie-impulsion défini comme courant par le théoréme de
Noether. Avec cette définition, le tenseur énergie-impulsion est automatique-
ment symétrique, alors que le tenseur comme courant ne ’est pas automa-
tiquement. Pour des modéles avec par exemple des champs vectoriels, les deux
définitions ne coincident pas automatiquement, mais sont équivalentes & des
termes sans divergence pres.

La relation entre les deux constructions de T"” se comprend de la facon
suivante. Si on part de la théorie dans l’espace plat, faire une translation
infinitésimale non homogéne.

ot — o't =2t 4 Wt () (18.56)

peut étre considéré comme un difféomorphisme (un changement de coordon-
nées). Dans ces nouvelles coordonnées, la métrique euclidienne change comme

O = Guv = Oy — Opwr, — Opwy, (18.57)
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donc équivalent a un changement de métrique avec
69w = —(Opwy + Oywy)

La forme de la variation de l'action 18.34 dans la premiére formulation est
donc similaire & celle 18.56 dans la deuxiéme formulation.

Enfin, cette définition s’étend a des théories quantiques définies dans une
métrique courbe classique (théorie des champs en espace courbe). De fagon
trés succincte, si la quantification peut étre effectuée dans une métrique g, par
exemple par des méthodes d’intégrale fonctionnelle, T"” est maintenant un
opérateur quantique local, dont les éléments de matrice sont définis par leur
insertion dans des « valeurs moyennes dans le vide » de produit d’opérateurs
par la dérivée fonctionnelle par rapport a la « métrique de fond » g analogue
a 18.55

2 0

 V9() 89, ()

18.3 Invariance conforme

(TH(z) A(y1)B(y2) -+ -) = (A(y1)B(y2)---)  (18.58)

18.3.1 Le champ libre en dimension d = 2

Pour le champ libre scalaire en dimension d, la trace du tenseur énergie-
impulsion T = T", est, en utilisant 18.8,
T = %(a@Q (18.59)
Cette trace T est identiquement nulle en dimension d = 2, pour toute configu-
ration du champ ¢. Ce n’est pas une conséquence des équations du mouvement.
Cela est lié au fait que le champ libre est invariant sous les transformations
conformes (c’est-a-dire les dilatations locales qui préservent les angles mais
pas les distances). L’exemple le plus simple de transformation conforme est
Iinversion par rapport & 'origine. Son action sur le champ ¢ est définie comme
(en 2 dimensions la dimension de ¢ est 0)

- i = % L6 ¢, ¢@) = o) (18.60)

Avec un peu de calcul, on vérifie que sous une inversion, 'action Sy du champ
libre est invariante

Solé) = [#E3(V6P 5 Salo) = Salo (1.61)

si d = 2. Il faut que les dérivées du champ ¢ s’annulent suffisamment vite &
I’infini pour que 'action soit finie. En fait 'action du champ libre est invariante
sous le groupe des transformations conformes du plan complexe (transforma-
tions de M&bius du plan R?). Ce groupe se définit simplement en adjoignant
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au plan R? le point & I'infini, pour I'identifier & la sphére de Riemann munie
des coordonnées complexes z = z' + iz*, z = x' — iz”. Les transformations
conformes sont les éléments du groupe PSL(2, C), de la forme

, az+b

= 1-2
2o E= (18.62)

ot on peut restreindre (a, b, ¢, d) aux éléments d’une matrice complexe de déter-
minant unité.

18.3.2 Le groupe conforme

Le groupe conforme est défini en d dimensions. C’est le groupe de trans-
formations de l'espace R? adjoint du point a linfini (compactification dite
d’Alexandrov) qui préservent localement les angles. Ce groupe est engendré
par la combinaison des homothéties (translations, rotations et dilatations) avec
les inversions, qui donnent les transformations conformes spéciales (TCS), de
la forme

=/

r —

- LA (18.63)
1 — 202 + (b-b) (77)

C’est un groupe continu (groupe de Lie) non compact, de dimension

(d+2)(d+1)
2

Il s’identifie en fait au groupe de Lorentz restreint des transformations de
I’espace de Minkowski de dimension d + 2

SO(d+1,1) (18.64)
qui préserve la métrique de Lorentz, avec signature (— + +---+)
ds® = —dyg + dy; + -+ dy7,,

C’est également le groupe des isométries positives (translations et rotations)
de l'espace hyperbolique (de courbure constante négative) de dimension d + 1

Hat1
En effet, on peut identifier Hy11 & la nappe positive de I’hyperboloide
wo=1+yi+-+yiyq » Y>0 (18.65)

Les transformations de Lorentz restreintes a cet hyperboloide sont les
isométries de Hy41. Le fait que ces isométries correspondent a des transforma-
tions conformes en d dimension se comprend géométriquement en considérant
les points & 'infini de ’espace hyperbolique Hg41, qui est un espace non com-
pact. L’espace de ces points a I'infini est isomorphe a la sphére d-dimensionnelle
Sg. En effet, on peut représenter Hy41 comme la boule unité dans R+,

Hay1 = Bay1 = {r e R*™; |r| < 1} (18.66)
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muni de la métrique hyperbolique (métrique de Poincaré)

dr-dr
ds’ = ——— 18.67
SRRCEE 807
Les points a 'infini sont les points sur la sphére unité
HyGy = Sa={r e R |r| =1} (18.68)

Les isométries de Hy41 agissent par continuité sur Sg11 comme les transfor-
mations conformes sur la sphére. La représentation 18.65 des transformations
conformes spéciales dans R? s’obtient par projection stéréographique de la
sphére unité sur un hyperplan tangent.

Une autre représentation de l’espace hyperbolique Hyyq est obtenue en
considérant le demi-espace supérieur dans ’espace euclidien de dimension d +
1, R dont les éléments sont les points dont la derniére coordonnée est
strictement positive

Hat1 = REY = {r e R, r,y, > 0} (18.69)

et en le munissant de la métrique

2 _ dr-dr

2
T

ds (18.70)

L’espace des points a linfini est I'hyperplan r,., = 0, auquel on adjoint le
point & l'infini.

En dimension d = 1, la premiére représentation correspond & la représen-
tation du plan hyperbolique Hy comme le disque de Poincaré (’ensemble
des points a Uinfini étant le cercle unité), la deuxiéme a la représentation
comme le demi-plan supérieur (I’ensemble des points a U'infini étant la droite
réelle complétée du point & l'infini). Les transformations conformes sont les
transformations homographiques réelles

ar +b
cr+d

xTr —

, a,be,deR . (18.71)

En dimension d = 2, la premiére représentation correspond a la représenta-
tion de Hs comme la boule hyperbolique en 3 dimensions, dont ’ensemble des
points a I'infini est la sphére unité (sphére de Riemann). Ceci est représenté sur
la figure 18.1. La deuxiéme représentation est la représentation par le demi-
espace supérieur (I’ensemble des points a Uinfini étant le plan, identifié donc
au plan complexe, complété du point a U'infini). Les transformations conformes
sont les transformations homographiques complexes

az+b
cz+d

z —

. abecdeC. (18.72)
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FIGURE 18.1 — La sphére unité en trois dimensions S» peut étre vue comme
I’ensemble des points a U'infini de la boule hyperbolique de Poincaré B3, munie de
la métrique hyperbolique 18.69, qui est une réalisation de I’espace hyperbolique Hs.
Une isométrie de lespace hyperbolique Hs (un élément du groupe SO(3,1)) induit
une transformation conforme sur la sphére de Riemann Ss, et par projection stéréo-
graphique une transformation holographique sur le plan complexe. Un exemple d’une
telle conformation conforme est représenté sur la sphére (figures supérieures) et dans
le plan complexe (figures inférieures).

Dans le cas général, les générateurs du groupe conforme en d dimensions
(représentés comme agissant sur des fonctions sur R4 par des transformations

¢'(¢') = ¢(x)) sont

P, =10, translations
L, =i(z,0, — 2,0,) rotations
D= —iz"0, dilatation

K, =-i(2z,2"9, —x%9,)  TSC (18.73)
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Cette représentation permet de calculer explicitement leurs relations de com-
mutation, et de vérifier qu’elles correspondent aux relations de commutations

du groupe SO(d + 1,1).

18.3.3 Pourquoi 'invariance conforme 7

L’invariance conforme joue un role important en physique, notamment con-
cernant les phénoménes critiques. Il y a de bonnes raisons pour que la pro-
priété d’invariance d’échelle d’un systéme critique se généralise & une propriété
d’invariance conforme, pour de nombreux systémes physiques. L’argument
peut se comprendre simplement si on revient au schéma de renormalisa-
tion de Wilson dans ’espace réel pour un systéme critique, présenté dans le
chapitre 12. Dans la procédure de « transformation de bloc de spin » schéma-
tiquement présentée en 12.2.2, on part d’un réseau carré de maille élémentaire
a, on le divise en « blocs » carrés (dans ce cas) de taille B uniforme, on somme
sur les degrés de liberté internes pour obtenir une action effective pour un
modeéle sur le réseau des blocs de maille Ba, enfin on « rescale » le réseau
(espace) et les champs pour obtenir une action renormalisée sur le méme
réseau que le réseau initial. Cette transformation correspond & une transfor-
mation d’échelle globale sur le systéme.

Rien n’empéche a priori d’effectuer des transformations de blocs de spin
avec des blocs de taille différente suivant leur position dans l’espace, mais
de forme homothétique. Ceci ne peut se faire que de fagon approximative au
départ, mais correspond & une version « discrétisée » (dans un sens assez vague
que nous ne préciserons pas ici) de transformation de renormalisation basée
sur des transformations d’échelles locales préservant la géométrie des blocs
élémentaires, donc des transformations conformes. Si la procédure n’engendre
pas de nouveaux termes pertinents aux grandes échelles, et si lorsqu’elle est
itérée elle converge vers un point fixe, ce sera le méme que celui obtenu pour des
transformations d’échelles homogeénes. Il est alors naturel de supposer que la
limite continue décrite par le point fixe est non seulement invariante d’échelle,
mais invariante conforme.

Cet argumentaire est trés heuristique et qualitatif. Nous allons revenir en
particulier dans le cas bidimensionnel, sur les conditions qui assurent qu’une
théorie invariante d’échelle est également invariante conforme.

18.4 Invariance conforme en deux dimensions
(bréve présentation)

18.4.1 Transformations conformes locales
Transformations globales

Le cas bidimensionnel est particuliérement riche et intéressant, avec de trés
importantes conséquences pour la physique, aussi bien en physique statistique
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FIGURE 18.2 — Transformation de bloc de spins conforme plutdt que d’échelle (sché-
matique).

et de la matiére condensée qu’en physique des hautes énergies et des inter-
actions fondamentales, puisque certains des concepts des théories des champs
conformes bidimensionnelles (2D CFT) sont apparus en théorie des cordes, et
d’autres en mécanique statistique.

En deux dimensions (euclidiennes) nous avons déja vu que les transforma-
tions conformes globales du plan R? se représentent simplement en coordonnées
complexes

z=2a'+iz® z=2'—i2? (18.74)

et sont les transformations de Moebius de la forme

, az+b
= — 18.75
S cz+d ( )

Ce sont les transformations homographiques de la sphére de Riemann, qui
forment le groupe PSL(2,C).

<i$e%©, det(4) = 1 (18.76)

Mentionnons que les transformations conformes qui préservent le demi-plan
supérieur Hy = {z : Re(z) > 0} sont les transformations homographiques
réelles

(‘C’ Z)eMg([R) , det(4) =1 (18.77)
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Mentionnons aussi qu’en « temps réel » pour la métrique avec signature
lorentzienne (+—) z et z deviennent par rotation de Wick les coordonnées
du cone de lumiére u et v

u=x+t, v=x—t (18.78)

Transformations locales

En deux dimensions les transformations conformes globales s’étendent
localement dans les transformations conformes locales, qui sont simplement
les fonctions analytiques qui envoient un domaine du plan D dans un autre
domaine D’

z— 2 = f(2) (18.79)

La notation complexe est commode, car on peut écrire une fonction complexe
sur le plan ¢(Z) comme une fonction des deux variables ¢(z, z), avec la con-
trainte implicite Z = c.c. de z. Si on représente ces transformations comme
agissant sur les fonctions ¢(z,z) par ¢ — ¢ avec ¢'(2',Z') = ¢(z,2), les
générateurs de ces transformations sont les

by =—2"T0, | f,=-z""0; (18.80)
Leurs relations de commutations sont
[ln,lm] = (n—m) lyim

Uy brm] = (. —m) Ly
Ui lm] =0 (18.81)

Ces relations simples engendrent une algebre (Palgebre de Witt) qui est le
produit direct des deux algébres engendrées respectivement par les £,, et les £,,,
chacune identifiable & I’algébre des difféomorphismes (préservant 'orientation)
du cercle unité Diffy (S7). Il est important de noter que £_1 ; o et ¢1 (et les
¢ correspondants) engendrent la sous-algébre des transformations conformes
globales du plan PSL(2,C). En effet on vérifie facilement que

0_q, {_; — translations
by, by — rotations et dilatation

¢y, 01 — transformations conformes spéciales (18.82)

Pour revenir aux transformations locales, elles ne préservent pas le plan com-
plexe, ce ne seront donc pas des symétries exactes d’une théorie quantique,
mais elles structurent de fagon trés importante la théorie.

Coordonnées complexes et métriques conformes

Dans les coordonnées complexes, 1’élément de longueur est

ds® = dzdz (18.83)
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donc le tenseur métrique est dans ces coordonnées x = (2%, 27) = (z, Z) comme

o gzz gz2 _l O 1
9= (gzz gzz) 2 (1 0) (18.84)

Noter que son inverse est

1 gzz gz2 B 0 1
S <gzz gzz) =2 <1 o> (18.85)

et on peut exprimer vecteurs, tenseurs, etc. dans ces coordonnées avec des
indices covariants , et » et contravariants * et *, et monter et descendre les
indices avec ces tenseurs métriques.

Les coordonnées complexes permettent également de traiter les théories
dans une métrique riemannienne non plate. En effet, un théoréme (basé sur
le théoréme d’uniformisation) établit que localement, partant d’une métrique
gi; générale, il existe toujours un systéme de coordonnées local x dans lequel
la métrique s’écrit localement comme une métrique conforme

gij = 0i5 p(x) , p facteur conforme.

Dans ce systéme de coordonnées, les angles sont conservés, mais les distances
dépendent de la position dans l'espace. En coordonnées complexes 1’élément
de longueur et la métrique sont simplement

ds* = dzdz p(z,%) G:2 =922 =0, .z =gz =p(2,2)/2 (18.86)
et I’élément de volume
d*z\/g=d’2p(2,2) d?z = dRe(z)dIm(z) (18.87)

Ceci ne peut se faire en général que localement, mais on peut traiter le cas de
théories sur des surfaces de Riemann générales (avec un nombre de boucles, ou
genre, quelconque) et couvrant la surface par des cartes avec des coordonnées
complexes.

18.4.2 Théorie quantique et invariance conforme

Une grande partie des idées et des résultats sur les théories conformes en
deux dimensions découlent du travail séminal de Belavin, Polyakov et Zamolod-
chikov de 1984 [BPZ84], universellement cité comme « BPZ ». Nous intro-
duisons juste quelques aspects basiques.

Si une théorie quantique est invariante conforme, en particulier une théorie
euclidienne décrivant un point critique d’un systéme statistique possédant cette
symétrie conforme, ceci veut dire que les observables de la théorie se transfor-
ment de fagon particuliére sous des transformations conformes. On considére
en particulier les fonctions de corrélations & n points (les « valeurs moyennes
dans le vide » de produits d’opérateurs locaux)

<(I)1(Zl,21) o q)n(znazn» (1888)
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Le tenseur énergie impulsion en deux dimensions

Le tenseur énergie-impulsion T#" encode la « réponse » de la théorie aux
« translations locales » x — x4+ €. Il est donc 'objet fondamental pour engen-
drer les transformations conformes locales, comme il I’est pour les transforma-
tions d’échelle. En coordonnées complexes, ses composantes sont

T=* TzE
T = (Tzz Tzz) (18.89)

I est symétrique donc 7% = T?*. Nous avons déja argué que linvariance
conforme (globale) est assurée si la trace du tenseur énergie impulsion est nulle
(dans le plan). Cette trace est donnée par tr(T') = g, T"* = (T** +T%%)/2.
Donc

Invariance conforme = T%*=T%*=0 (18.90)

Analyticité du tenseur énergie impulsion

La conservation du courant s’écrit alors
O, I =0 — 0.,7%°=0 |, 0:T* =0 (18.91)

T#* est donc une fonction anti-analytique de z, et T% une fonction analytique
de z. Le tenseur énergie impulsion 7" pour une théorie invariante conforme

s’écrit donc
(T = <Tz;(z) ng(z)> (18.92)

On exprime généralement 7" en termes de ses composantes covariantes
T, T,z
T = |7 o 18.93
" (Tzz Tz> (16899

C’est T, qui est analytique, et Tz qui est anti-analytique. On note dans toute
la littérature

T(z)=—-2nT.., T(2)=-2nT:: (18.94)

et on a bien sir

Tzi = TZZ =0 (1895)

Ces propriétés d’analyticité du tenseur énergie-impulsion sont valables pour
la théorie classique. Pour la théorie quantique, elles se transcrivent en des
propriétés d’analyticité pour les fonctions de corrélations incluant ce tenseur,
mais bien siir & des termes de contacts prés, qui contiennent les propriétés
conformes des opérateurs locaux, de la forme

0:(Tsx(2,2) P1(21,21) - - Pp(2n, Zn)) = 0 + termes de contacts (18.96)
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FIGURE 18.3 — Identité de Ward conforme.

Identités de Ward conformes

Ces propriétés d’analyticité font que les identités de Ward pour les trans-
formations conformes prennent une forme remarquablement simple. Si on con-
sidére une observable produit d’opérateurs locaux de la forme O(z1,- - z,) =
Dy (z1,21) - Pp(2n, Zn), et une transformation conforme infinitésimale

z— z+€(2)

ou €(z) est définie et analytique dans un domaine Q (de la topologie d’un
disque) qui contient les points (z1, - - - ny, ), la variation de la fonction de corréla-
tion de O est donnée par des intégrales de contour de la fonction de corrélation
avec le tenseur énergie-impulsion, de la forme

5 (1 (21, 51) -+ B (2 Za)) = — ggdz €(2) (T(2) B1(21,51) - - Do (2m, )

— édz €2) (T(2) ®1(21,21) - Pp(2n, Zn))
(18.97)

ou C est un contour encerclant les points (z1,---n,), homotope au bord du
domaine C = 0f). Notez que l'on peut voir l'intégrale sur le contour comme
donnant la charge Q. (opérateur quantique) portée par I'hypersurface C et
associée a la transformation infinitésimale €, par

Q.= i ggdz €(z) T(z) (18.98)

2im C
L’analyticité de T'(z) et celle de la déformation €(z) dans le domaine 2
font que l'on peut déformer analytiquement le contour d’intégration C dans
chaque intégrale dans le terme de droite de 18.99, et décomposer le contour
en une somme de petits contours C; encerclant chacun ®;(z;, z;), ce qui donne
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I’action de la transformation conforme infinitésimale sur ’opérateur quantique
®,, avec une représentation (un peu formelle mais trés importante)

0¢Pi(2i, Z;) é dz €( D,(z,z;) + c.c. (18.99)

qui peut étre analysée par les techniques de développement & courte distance
pour le produit d’opérateurs T'(z)®;(z;, Z;), et dont nous allons voir les con-
séquences.

Opérateurs primaires

Parmi les opérateurs locaux d’une théorie conforme qui sont des « champs
d’échelles », une classe spéciale est celle des opérateurs locaux qui se transfor-
ment simplement sous des transformations conformes générales z — 2z’ = w(z),

P (w, w) = (g—f)_h (%)_hq>(z,z) (18.100)

De tels opérateurs sont appelés « champs primaires » de la théorie conforme.
Ils correspondent aux « vecteurs de plus haut poids » en représentation des
groupes. Les nombres h et h sont les poids conformes de ®, qui sera dit de
poids (h,h). h et h sont en général (pour des théories unitaires) des nombres
réels (attention h n’est pas le c.c. de h). Il est facile de voir en appliquant ceci
4 des transformations linéaires complexes z — '’z (dilatation plus rotation)
que

comime

h+h =A dimension d’échelle de @
h—h =s spin de ¢ (18.101)

Notez qu’en dimension deux, le spin n’est pas restreint a étre entier ou demi-
entier. Dans le cas contraire, ces champs correspondent a des objets plus com-
pliqués, avec des interactions & longue portée, appelés « parafermions ».

Considérons un opérateur primaire ® de poids (h, h). T et T sont des opéra-
teurs conformes, respectivement de poids (2,0) et (0,2), mais on va voir tout
de suite que T et T ne sont pas des opérateurs primaires. Pour une transfor-
mation conforme infinitésimale, 'action sur ® donnée par 18.102 correspond,
via 18.101, au comportement & courte distance pour le produit de T avec ¢
donné par 'OPE

T(z)®(w,w) = ———5P(w,w)+ ﬁawq)(w’@) NI
T(z)®(w,w) = Lfb(w,i)) + ﬁ&vﬁfb(wﬂp) 4. (18.102)

18.4.3 La charge centrale et ’algébre de Virasoro

Pour déterminer comment se transforment 7 et T sous des transforma-
tions conformes, il faut passer par des calculs explicites, par exemple pour le
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champ libre (boson libre), ou par la théorie générale des représentations des
algébres infinies. Tout ceci sera contenu dans le développement a courte dis-
tance T'(2)T(w), et il s’avére que dans cette OPE, T qui est de poids (2,0)
peut se mélanger avec I'identité 1 qui est de poids (0, 0). Le résultat pour cet
OPE est en fait, pour une théorie conforme donnée, de la forme

c/2 2

T(2)Tw) = g1 4 s T(w) + ﬁ@wT(w) +e. (18.103)

Une OPE analogue existe bien str pour 7. La présence du premier terme
indique que T et T ne sont pas des champs primaires.

Le coefficient ¢ au numérateur dépend de la théorie conforme considérée.
Ce coefficient est la charge centrale de la théorie, et c’est un invariant trés
important. Pour une théorie conforme unitaire, c’est un nombre réel positif,
mais l'invariance conforme impose des contraintes plus fortes sur c. Pour le
champ scalaire libre de masse nulle (boson libre) ¢ = 1. Pour une autre théorie
conforme simple, le champ de Dirac de masse nulle (fermion libre) ¢ = 1/2.

En réintégrant cette OPE dans 'identité de Ward pour le tenseur énergie
impulsion, on arrive a la loi de transformation pour les composantes de T" sous
une transformation conforme générale z — 2’ = w(z)

ow\ c
U _ _ o .
T(z) — T'(w) = (82) (T(z) = {w; 2} 1) (18.104)
ou {w;z} est la dérivée schwartzienne de la transformation
w" 3 /" 2

La dérivée schwartzienne a la propriété d’étre nulle pour des transformations
conformes globales

az+b
cz+d

Z— w =

— Hw;z}=0 (18.106)

Terminons cette bréve présentation en revenant aux charges conformes.
Les charges conformes (opérateur quantique) associées a la transformation
infinitésimale

z—w=z+e"! (18.107)

via 18.100 sont notées L,, et L,. De TOPE 18.105 et de 18.100 découlent les
relations de commutation pour ces charges (pour c réel)

¢ 2
—m) Lpym + 3 n(n® —1)0ntmo 1

n—m) Lpim + gn(n2 — 1) Ontmo 1

[Ly, L] =0 (18.108)
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Ces relations de commutation sont les relations de Virasoro. Les L, et
les L,, engendrent indépendamment deux algébres de Virasoro Vir et Vir de
dimension infinie, qui commutent entre elles. Ces relations sont une défor-
mation de celles qui définissent I'algébre de Witt 18.83 des difféomorphismes
du cercle, qui est une algébre de Lie. Pour ¢ = 0 on retrouve les relations
de commutation de ’algébre de Witt. Le nouveau terme, proportionnel a la
charge centrale ¢, correspond en mathématique & un terme d’extension cen-
trale. L’algébre de Virasoro est 'unique extension centrale possible de 1’algébre
de Witt par le groupe abélien U(1). On voit bien que L1, Lo et L1 engendrent
une sous-algébre de Vir que n’est rien d’autre que 1’algébre (de Lie) des trans-
formations conformes globales s[(2,C), comme il se doit. En effet, le terme
d’extension centrale est nul si n =0, +1.

L’étude de I'algébre de Virasoro et de ses représentations, ainsi que de leurs
extensions (supersymétriques notamment), est un objet central des théories
conformes et des théories des cordes.

Anomalie de trace

L’apparition d’une charge centrale ¢ # 0 signifie qu’il existe une anomalie
conforme (locale). L’invariance de la théorie sous des transformations con-
formes locales est brisée par des termes venant du comportement a courte
distance du tenseur énergie-impulsion, donc de la présence d’un cut-off micro-
scopique et des effets de renormalisation. Cette anomalie est également appelée
anomalie de trace. En effet elle est reliée au fait que la trace du tenseur énergie-
impulsion d’une théorie conforme n’est plus nulle lorsque cette théorie est cou-
plée a une métrique riemannienne non plate. Nous donnons ici juste le résultat.
En espace plat infini la valeur moyenne de cette trace s’annule pour une théorie
conforme

(T(2))plat = <T7L(x)>plat =0
Si on considére maintenant la théorie couplée & une métrique g, comme fait
plus haut pour le boson par 18.54, cette trace est proportionnelle a la cour-
bure scalaire locale de la métrique R, le coefficient étant donné par la charge
centrale.

(T(x))g = (T ())g = 5~ R(@) (18.109)

La courbure scalaire R a déja été introduite pour les surfaces plongées dans
I’espace dans le chapitre sur les membranes 16.58, mais c’est un objet intrin-
séque de géométrie riemannienne attaché seulement & la métrique intrin-
séque g.

La définition du tenseur énergie-impulsion comme réponse a une variation
de la métrique 18.55 implique que

2 oTg]
T(x))y = —9uw(r)—— 18.110
(D@ = (o) 5 s (15.110)
ou I'[g] est « I’énergie libre » (ou action effective) de la théorie quantique dans
la métrique g. Pour le boson libre, W[g| est donné par I'intégrale fonctionnelle
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(définie correctement) avec I’action du champ libre dans la métrique g, S,[¢],
donnée par 18.54 avec V]¢] = 0.

Zlgl = e Tl = /D[¢] e~ Jald] (18.111)

(T(z))4 est donc la variation de la densité locale d’énergie du vide sous une
transformation de la métrique par un facteur conforme local

G () = g () (1 + €(2)) (18.112)

Charge centrale et effet Casimir

Une autre conséquence importante est la variation de « ’énergie du vide »
avec la taille d'un systéme, mise en évidence par J. Cardy. L’invariance con-
forme permet de relier une théorie définie dans le plan avec la théorie définie sur
un cylindre de taille L dans une direction (donc avec des c.a.l. périodiques)
et de longueur infinie dans lautre. En effet on peut envoyer le plan (moins
lorigine) dans le cylindre par 1’application conforme

L
z — w=—Inz (18.113)
2m
La loi de transformation de 7 18.106 conduit, puisque {w;z} = 1/22% et
supposant qu’on a normalisé T' pour que (T'(2))pian = 0, &
c m?

T(w i = —— = 18.114
< ( )>cy11ndrc 6 12 ( )
Pour une théorie quantique, maintenant & temps réel, avec x = (it, x) définie
sur le cylindre, donc sur un cercle de périmétre L, la composante Tpo du tenseur
énergie-impulsion donne la densité d’énergie du vide eyige, et est
evide = =1 = —(T, + Tsz) = i(T +T) = —= — (18.115)
2w 6 L2

C’est un exemple d’effet Casimir. La densité d’énergie du vide dépend de la
taille L du systéme. La charge centrale ¢ est le coefficient de proportionnalité
pour cet effet.

Cela a des conséquences importantes pour 'analyse des effets de taille finie
dans les systémes critiques 2D, et est trés utile pour les études par matrices
de transfert.

Modéles minimaux

Pour terminer cette bréve introduction, mentionnons une classe importante
de modeéles. Il s’agit des modeéles correspondant & des théories conformes qui
ne contiennent qu’un nombre fini de champs conformes primaires et qui sont
unitaires. Ils sont relativement simples & étudier et classifier a l'aide de la



18. Invariance d’échelle et invariance conforme 621

théorie des représentations de ’algebre de Virasoro. Cette théorie sort du cadre
de cet ouvrage. Un résultat trés important concernant ces modeéles, appelés
modeles minimaux, est que si la charge centrale ¢ est plus petite que un

0<c<1 (18.116)

la charge centrale ¢ ne peut prendre que des valeurs discrétes et bien spécifiées

de la forme

(r—p)?
pp'

Pour un couple 1 < p’ < p (pour que ¢ soit non négatif), les poids conformes

des opérateurs primaires (h = h pour des opérateurs de spin zéro) ne peuvent

prendre que des valeurs trés spécifiques également, étiquetées par deux entiers

c=1-6 p, p’ entiers > 0 (18.117)

)2 _ )2
hm:(pr psi I(p ) ,1<r<p ,1<s<p,r sentiers (18.118)
pp

Les modeles critiques simples s’inscrivent dans cette table. Le modéle d’Ising
correspond au modele (4,3) et on trouve bien la charge centrale

Ising = (4,3) c=1/2 (18.119)

qui correspond au fait que le modéle d’Ising critique en deux dimensions est
équivalent & un systéme de fermions libres de Dirac. Il posséde trois champs
primaires

b1y = b3y, h11=0, 1 identité
b2 = G2, h22=1/16, o spin
¢(2,1) - ¢(173) 5 h212 = 1/2 s € énergie (18120)

Le modéle d’Ising tricritique correspond &
Ising tricritique = (5,4) c="7/10 (18.121)
Le modeéle de Potts a trois états correspond a un modeéle (6,5)
Pottss = (6,5) c=4/5 (18.122)

mais c’est également le cas du modéle d’Ising tétracritique ; leurs contenus en
champs primaires et leurs espaces de Hilbert, les représentations de Virasoro
et les symeétries associées sont différentes.

18.5 Notes

L’invariance conforme et les théories de champs conformes forment un
domaine trés vaste qui a connu de trés importants développements durant
les quatre derniéres décennies. En ce qui concerne leurs applications pour les
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systémes statistiques en deux dimensions, et les systémes quantiques en 141
dimension, ils ont des liens étroits avec la théorie des systémes statistiques et
des théories des champs intégrables (qui possédent une infinité de lois de con-
servations), car les déformations massives de théories conformes sont souvent
des théories intégrables. Des exposés de ces deux sujets dépassent largement
le cadre de cet ouvrage. Des références classiques (déja citées) sur invariance
conforme en deux dimensions et les théories conformes sont ’ouvrage introduc-
tif de J. Cardy [Car96], et le livre trés complet de P. Di Francesco, P. Mathieu
et D. Sénéchal [DFMS12]. Une autre trés bonne référence pour les théories
conformes et les systémes intégrables est le livre de G. Mussardo [Mus20]. 11
en existe beaucoup d’autres.

L’application des techniques d’invariance conforme est plus difficile en
dimension supérieure d > 2, et ne conduit pas a la moisson de résultats exacts
de la dimension deux. Néanmoins des progrés trés importants ont été effec-
tués récemment, conduisant notamment & des estimations pour les exposants
critiques du modéle d’Ising en dimension trois plus précises que les meilleures
estimations par les techniques du groupe du renormalisation ou les méthodes
standards de mécanique statistique. Une bonne introduction récente par un
des principaux initiateurs de ces avancées est donnée par les notes de cours de
S. Rychkov a P'ETHZ [Rycl7].

Enfin, mentionnons que l'invariance conforme et ses extensions super-
symétriques sont aussi des ingrédients cruciaux dans la correspondance
AdS/CFT (« Anti de Sitter / Conformal Field Theory correspondence », aussi
appelée « Gauge / Gravity correspondence »), un aspect essentiel de la théorie
des cordes modernes et de la gravitation quantique, avec d’importantes appli-
cations en physique des hautes énergies, mais également en physique de la
matiére condensée et en physique statistique, ainsi qu’en mathématiques pures.
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