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Kurzfassung

Eine physikalisch begründete dreidimensionale Kontinuumsformulierung der
plastischen Verformung von Metallen benötigt neben einer kinematischen Be-
schreibung der Bewegung gekrümmter Versetzungslinien eine adäquate Homo-
genisierung der Versetzungswechselwirkungen. Insbesondere die Beschreibung
von Versetzungsnetzwerken erfordert eine Verbindung der gleitsystemgebunde-
nen Versetzungsbewegung mit der gleitsystemübergreifenden Ausprägung der
Interaktion und Reaktion von Versetzungen. Basierend auf Beobachtungen in
diskreten Versetzungsdynamiksimulationen wird ein Modell der Mobilität von
Versetzungsnetzwerken entwickelt, dass neben der Versetzungsbewegung und
Versetzungsinteraktion auch explizite Versetzungsreaktionen, sowie Quergleiten
berücksichtigt. Neben der Versetzungsmultiplikation haben die berücksichtigten
Mechanismen auch eine Stabilisierung von Versetzungen zur Folge. Vereinfach-
te Beispiele zeigen, dass die Homogenisierung zugrundeliegender physikali-
scher Mechanismen zu einem Anstieg der Versetzungsdichte auf unbelasteten
Gleitsystemen, sowie zu einer gleitsystemübergreifenden Limitierung der Ver-
setzungsbewegung führt. Anhand von Vergleichen mit Ergebnissen diskreter
Versetzungsdynamiksimulationen wird deutlich, dass das Modell im Gegensatz
zu existierenden Formulierungen in der Lage ist die Mobilität von Versetzungs-
netzwerken adäquat zu reproduzieren. Damit wird die Verfestigung als eine
Folge der Evolution von Versetzungsnetzwerken erreicht, welche wiederum aus
einem Zusammenspiel aus plastischer Scherung, Versetzungsmultiplikation und
Limitierung von Versetzungsbewegung entsteht.
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Abstract

A physically motivated three-dimensional continuum theory of the plastic defor-
mation of metals requires and an adequate homogenization of the dislocation
interactions along with the description of the motion of curved dislocation lines.
In particular for the description of dislocation networks a connection of the
slip-system-based dislocation movement and the interaction and reaction of
dislocations across slip systems is necessary. Based on observations in Discre-
te Dislocation Dynamics simulations, a model of the mobility of dislocation
networks is developed, which in addition to dislocation motion and dislocation
interaction explicitly considers dislocation reactions as well as cross-slip. The
considered dislocation mechanisms result in dislocation multiplication and sta-
bilization of dislocations. Simplified examples show that the homogenization
of underlying physical mechanisms lead to an increase in dislocation density
on unloaded slip systems, as well as to a limitation of dislocation mobility
across slip systems. Comparisons with results of Discrete Dislocation Dynamics
simulations show that the model is able to adequately reproduce the mobility
of dislocation networks in contrast to existing formulations. As a result, strain
hardening is achieved as a consequence of the evolution of dislocation networks,
which in turn is based on an interplay of plastic shear, dislocation multiplication
and limitation of dislocation motion.
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1. Einleitung

1.1. Motivation

Die Entwicklung moderner Werkstoffe ist durch das Bestreben geprägt, die Mi-
krostruktur gezielt zu beeinflussen und auf die konkrete Anwendung in Bauteilen
anpassen zu können. Für diesen Ansatz ist eine Vorhersage der mikrostrukturel-
len Prozesse notwendig, welche wiederum die Kenntnis der zugrundeliegenden
physikalischen Mechanismen erfordert. In technischen Anwendungen ist die
Möglichkeit einer solchen physikalisch basierten Vorhersage beispielsweise für
eine Miniaturisierung von Bauteilen, aber auch für das Verständnis mikrostruktu-
reller Vorgänge interessant. Metalle als einer der wichtigsten Konstruktionswerk-
stoffe zeichnen sich dadurch aus, dass die Bewegung von Versetzung auf der
Mikroskala makroskopisch beobachtbare Vorgänge, wie plastische Deformation,
oder Materialermüdung hervorruft. Das Überbrücken dieser Größenordnungen
stellt sich allerdings im Hinblick auf die Modellierung als eine Herausforderung
dar, insbesondere da mechanische Eigenschaften, wie z.B. die Festigkeit bei
Längenskalen im µm-Bereich größenabhängig sind [Arzt, 1998]. Zur Beschrei-
bung solcher Größeneffekte wurden phänomenologische Kontinuumstheorien
entwickelt, die auf einer empirischen Beschreibung der beobachteten Effekte ba-
sieren [Aifantis, 1987, Fleck und Hutchinson, 1997, Gurtin und Reddy, 2014].
Diese Theorien bilden allerdings nicht die zugrundeliegenden physikalischen
Zusammenhänge ab und eignen sich daher nicht für eine Modellierung der
skalenüberbrückenden Mechanismen. Für eine Vorhersage des Materialverhal-
tens sind vielmehr Materialmodelle notwendig, die auf dem Verständnis der
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1 Einleitung

mikrostrukturellen Vorgänge basieren und die physikalischen Zusammenhänge
in eine kontinuierliche Beschreibung überführen.

Mit der Methode der diskreten Versetzungsdynamik lässt sich ein detaillier-
tes Verständnis über physikalische Zusammenhänge gewinnen [Bulatov und Cai,
2006, Po et al., 2014, Weygand et al., 2002, Zhou et al., 2010]. Dies wird da-
durch erreicht, dass Versetzungslinien in diskreter Form beschrieben werden
und damit die Evolution der Mikrostruktur als ein Ergebnis der Simulation
erlangt werden kann. Der Vorteil der diskreten Formulierung führt allerdings zu
einer Limitierung hinsichtlich der nötigen Rechenleistung und der Skalierbarkeit
auf größere Strukturen. Die Lücke zwischen der diskreten Versetzungsdynamik
und den phänomenologische Kontinuumstheorien wird durch versetzungsba-
sierte Kontinuumstheorien geschlossen, die als Zustandsvariablen physikalische
Größen, wie z.B. die Versetzungsdichte berücksichtigen und deren Evolution
in Form von Differentialgleichungen beschreiben. Diese Theorien werden mit
dem Ziel entwickelt, die plastische Verformung als eine Konsequenz aus den
physikalischen Mechanismen abzubilden ohne dabei die numerische Effizienz
einer kontinuierlichen Formulierung zu verlieren.

1.2. Stand der Forschung

Die Entwicklung einer tensoriellen Beschreibung des Versetzungssystems in
Form von Versetzungsdichtetensoren geht auf Arbeiten von [Bilby et al., 1955,
Kondo, 1952, Kröner, 1958, Nye, 1953] zurück. Insbesondere der Versetzungs-
dichtetensor nach [Kröner, 1958, Nye, 1953] wurde von [Fleck et al., 1994]
zur Beschreibung geometrisch notwendiger Versetzungen herangezogen. Von
[Groma, 1997] wurde mittels statistischer Mechanik eine Beschreibung für
Versetzungssysteme entwickelt, die allerdings auf zweidimensionale Syste-
me gerader Stufenversetzungen beschränkt ist. Dieser Ansatz mündete in die
Entwicklung einer versetzungsbasierten Plastizitätstheorie gerader Stufenver-
setzungen [Groma et al., 2003, Zaiser et al., 2001]. Diese Theorie zeigt für
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Beispiele mit Versetzungsaufstau eine sehr genaue Reproduktion der Ergebnisse
der diskreten Versetzungsdynamik [Schulz et al., 2014] und wurde zur Berück-
sichtigung interner Spannungsterme [Schmitt et al., 2015], Versetzungsdipole
[Schulz et al., 2017] und Versetzungsproduktion durch Frank-Reed Quellen
[Schmitt et al., 2019, Yefimov et al., 2004] weiterentwickelt.

Für die Übertragung der zweidimensionalen Ansätze in eine dreidimen-
sionale Theorie wurde von [Kosevich, 1979] ein zusätzlichen Parameter zur
Unterscheidung der Linienorientierung eingeführt und von [El-Azab, 2000]
durch die statistische Mechanik gekrümmter Versetzungslinien unter Berück-
sichtigung der Versetzungsgeschwindigkeit verallgemeinert. Diese Ansätze
mündeten in die Entwicklung einer kinematisch abgeschlossenen Versetzungs-
dichtetheorie durch [Hochrainer, 2007], welche durch einen höherdimensio-
nalen Versetzungsdichtetensor zusammenhängende Versetzungslinien, sowie
die Veränderung der Linienlänge der Versetzungen aufgrund deren Krümmung
beschreibt. Es erfolgte von [Hochrainer, 2015, Hochrainer et al., 2014] eine
Vereinfachung dieser Theorie durch die Überführung in handhabbare Größen,
sowie von [Monavari et al., 2016] eine Weiterentwicklung zur Berücksichtigung
allgemeiner Linienorientierungen. Diese Theorie bietet das kinematische Fun-
dament der Formulierung einer Kristallplastizität, welche auf der Bewegung ge-
schlossener, gekrümmter Versetzungen in dreidimensionalen Systemen basiert.
Abgesehen von der Versetzungsdichte als Kontinuumsvariable für die Beschrei-
bung der Versetzungslinienlänge beinhaltet die Theorie die Krümmungsdichte

als eine zusätzliche Variable, die die mittlere Änderung der Linienorientierung
entlang der Versetzungslinie beschreibt.

Der kinematischen Formulierung der Versetzungsbewegung steht die Not-
wendigkeit von Konstitutivgesetzen für die Versetzungsmobilität gegenüber,
wodurch basierend auf dem gegebenen Versetzungszustand eine resultierende
plastische Abscherung ermittelt werden kann. Eine Ansatz über Spannungster-
me umfasst einerseits die Beschreibung der Wechselwirkung langreichweitiger
Spannungsfelder der Versetzungen [Lemarchand et al., 2001, Sandfeld et al.,
2013, Schmitt et al., 2015]. Zum anderen kann eine kurzreichweitige Interaktion
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innerhalb eines Mittelungsvolumens über Spannungsterme abgebildet werden,
die die lokale Fließspannung mit der Versetzungsdichte auf allen Gleitsystemen
in Beziehung setzt [Franciosi et al., 1980, Kocks und Mecking, 2003, Taylor,
1934a,b]. Insbesondere der letztgenannte Ansatz enthält in der Regel mit diskre-
ten Versetzungsdynamiksimulationen bestimmte Parameter, die die Stärke der
Interaktion beschreiben [Devincre et al., 2006, Madec et al., 2002].

Die Gemeinsamkeit der Herangehensweisen über Spannungsterme ist, dass die-
se die Versetzungsbewegung je Gleitsystem modifizieren, oder gar vollständig
zum Stillstand bringen. Allerdings zeigen Beobachtungen in diskreten Verset-
zungsdynamiksimulationen [Stricker und Weygand, 2015, Stricker et al., 2018,
Zbib et al., 2000] und experimentellen Untersuchungen [Basinski und Basinski,
1979, Livingston, 1962, Pande und Hazzledine, 1971a, Steeds, 1966] die Aus-
prägung von Versetzungsnetzwerken, in denen Versetzungen über mehrere
Gleitsysteme miteinander verbunden sind. Dies hat insbesondere Auswirkung
auf die Beschreibung von Versetzungsreaktionen, die einerseits neue Versetzun-
gen erzeugen können, andererseits aber auch die Ausbreitung von Versetzungen
behindern können. Ein gemeinsames Merkmal aller Reaktionen ist, dass sie
das Zusammenspiel mehrerer Gleitsysteme beinhalten. Diese Mechanismen
werden bislang durch eine Modifikation der an das Gleitsystem gebundenen
Versetzungsmobilität beschrieben. Insbesondere die Erzeugung neuer Versetzun-
gen, die Versetzungsmultiplikation, wird in Kontinuumstheorien bisher durch
eine gleitsystembasierte Anwendung der phänomenologischen Kocks-Mecking
[Kocks und Mecking, 2003] Theorie beschrieben [Kubin et al., 2008b, Li et al.,
2014, Ma und Roters, 2004], oder mit dem Hintergrund einer Frank-Read Quel-
le [Frank und Read, 1950] hergeleitet [Monavari und Zaiser, 2018, Zhu et al.,
2014].

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, den Übergang einer versetzungsba-
sierten Kontinuumsformulierung von einer zweidimensionalen Betrachtung
der Versetzungsmobilität in eine Kombination aus dreidimensionaler Verset-
zungsinteraktion und gleitsystembasierter Versetzungsbewegung zu entwickeln.
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Es werden die Auswirkungen von klassischen Mobilitätsgesetzen zur Nachbil-
dung von Versetzungsinteraktionen in dreidimensionalen Systemen aufgezeigt.
Weiterhin wird die bisherige Formulierung der gleitsystembasierten Verset-
zungsausbreitung durch gleitsystemübergreifende Versetzungsinteraktion und
der Bildung von Versetzungsreaktionen erweitert, wodurch eine Formulierung
der Versetzungsmobilität in Netzwerken ermöglicht wird. Das Ziel ist somit
die Beschrebung der Verfestigung als Konsequenz aus der Bildung von Ver-
setzungsnetzwerken, deren Evolution wiederum in einem Zusammenspiel aus
Versetzungsinteraktionen und der homogenisierten Beschreibung von Verset-
zungsreaktionen begründet ist.

1.3. Gliederung

In Kapitel 2 werden die Grundlagen der Beschreibung von Versetzungen und
Versetzungssystemen, sowie deren Modellierung eingeführt. Weiterhin dient
dieses Kapitel der Klärung von Begrifflichkeiten, sowie der detaillierten Einfüh-
rung der in dieser Arbeit verwendeten Methode nach [Hochrainer et al., 2014].
In Kapitel 3 erfolgt ausgehend von der Kinematik der gleitsystemgebundenen
Versetzungsevolution eine Hinführung auf die Betrachtung schneidender Gleit-
systeme im Kontinuum, welche Versetzungsinteraktionen über Spannungsterme
und die Bildung von Versetzungsreaktionen beinhaltet. In Kapitel 4 wird das
Modell der Versetzungsmobilität in Versetzungsnetzwerken entwickelt und
in Kapitel 5 im Anschluss an erweiterte Beispiele zur Versetzungsinteraktion
über Spannungsterme untersucht und die Ergebnisse dargestellt. Sowohl die
Modellentwicklung, als auch die Untersuchung wird zunächst in die Aspekte
Versetzungsmultiplikation und Stabilisierung von Versetzungsbewegung unter-
gliedert und anschließend zusammengeführt. In Kapitel 6 werden die Ergebnisse
mit diskreten Versetzungsdynamiksimulationen verglichen und im Hinblick auf
das Wechselspiel zwischen Versetzungsbewegung und gleitsystemübergreifen-
der Versetzungsinteraktion und -reaktion diskutiert. Abschließend werden in
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Kapitel 7 die zentralen Erkenntnisse dieser Arbeit zusammengefasst und ein
Ausblick auf die sich eröffnenden Fragestellungen und fortführenden Arbeiten
gegeben.

Teile dieser Arbeit wurden bereits veröffentlicht. Die Untersuchung der
gleitsystemübergreifenden Interaktion über Spannungsterme in Kapitel 5.1 und
in Kapitel 3.2 findet sich in [Sudmanns et al., 2018]. Teile von Kapitel 3.3,
die Modellbeschreibung der Versetzungsmultiplikation in Kapitel 4.2 und die
Untersuchung der Versetzungsmultiplikation durch Querleiten und gleitfähigen
Reaktionen in Kapitel 5.2 wurde zuvor in [Sudmanns et al., 2019] veröffentlicht.
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2. Grundlagen zur
versetzungsbasierten
Plastizität und deren
Modellierung

Das mechanische Verhalten von Werkstoffen ist durch Vorgänge auf der atomisti-
schen Skala bestimmt. Im Falle von metallischen Werkstoffen sind Versetzungen
die wichtigsten Kristalldefekte und verantwortlich für die auf der makrosko-
pischen Skala beobachteten Materialeigenschaften, wie Duktilität, Ermüdung,
Verfestigung, oder Reibung. Als Träger der plastischen Verformung sind diese
Eigenschaften bestimmt durch die Bewegung und wechselseitigen Interaktion
dieser Versetzungen als linienartige Defekte.

Die zentrale Herausforderung für die Beschreibung und Modellierung des
mechanischen Verhaltens metallischer Werkstoffe ist dadurch gegeben, dass
sich das Zusammenspiel der Versetzungsbewegung als Ursache der plastischen
Verformung und deren makroskopisch messbaren Auswirkungen über mehrere
Größenordnungen erstreckt. Eine versetzungsbasierte Plastizitätstheorie, die den
Anspruch erhebt, Bewegung und Wechselwirkung der Versetzungen homogeni-
siert und dennoch physikalisch korrekt wiederzugeben, muss auf dem Verständ-
nis der Versetzungsbewegung und -interaktion auf kleineren Skalen fundieren.
Zur Gewinnung dieses Verständnisses können Methoden auf verschiedenen Grö-
ßenordnungen herangezogen werden. Über atomistische Simulationen können
Informationen über das Verhalten von einzelnen Versetzungen erlangt werden,
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wie z.B. der Ablauf von Versetzungsreaktionen [Rodney und Phillips, 1999,
Shenoy et al., 2000, Shin et al., 2001], oder die Mobilität von Versetzungen
[Bitzek und Gumbsch, 2004, 2005]. Der Vorteil solcher atomistischer Simula-
tionen ist, dass sich die in dem Kristall gespeicherte Energie als ein Ergebnis aus
der Position der einzelnen Atome ergibt, was als Grundlage für die Modellbil-
dung auf höheren Skalen dienen kann [Ortiz et al., 2001]. Das Verständnis der
Vorgänge auf der atomistischen Skala erlaubt eine Homogenisierung der Verset-
zungen als Liniendefekte in der diskreten Versetzungsdynamik (englisch: Dis-

crete Dislocation Dynamics, DDD). Diese Methode beruht auf der elastischen
Beschreibung der Spannungsfelder der Versetzungen [Hirth und Lothe, 1982,
Hull und Bacon, 2011] und erlaubt die Untersuchung des kollektiven und in
Teilen stochastischen Verhaltens von Versetzungen [Kubin, 2013, Kubin et al.,
1992, Needleman et al., 2006] in Größenordnungen von wenigen µm. Dies be-
inhaltet z.B. Aussagen über Versetzungsinteraktionen und -reaktionen in Einkris-
tallen [Devincre et al., 2006, 2007, Weygand und Gumbsch, 2005, Zbib et al.,
2000], Größeneffekte in Metall-Matrix Kompositwerkstoffen, [Groh et al., 2004,
2005] oder die Versetzungswechselwirkung in komplexen Belastungszuständen,
wie Biegung, oder Torsion [Motz et al., 2008, Senger et al., 2011].

Zur Formulierung einer versetzungsbasierten Kontinuumstheorie werden
die aus der diskreten Versetzungsdynamik gewonnenen Erkenntnisse in ein
System partieller Differentialgleichungen überführt, sodass eine homogenisierte
und kontinuierliche Beschreibung der Versetzungsstruktur möglich wird. Durch
die Mittelung und Regularisierung der diskreten Versetzungsstruktur ist ein
solcher Ansatz allerdings mit einem Verlust an Informationen über den genauen
Ort und die Orientierung der Versetzungen verbunden. Die Herausforderung
der Entwicklung einer physikalisch basierten Kontinuumstheorie der Verset-
zungsplastizität besteht deshalb darin, die zentralen Informationen für die zu
beschreibenden Phänomene aus den zugrundeliegenden Methoden zu extrahie-
ren und gleichzeitig eine Verringerung der Gesamtkomplexität und insbesondere
des Rechenaufwands zu erreichen. Daher besteht ein Zielkonflikt zwischen einer
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erwünschten hohen Genauigkeit der physikalischen Beschreibung und einer
geringen Modellkomplexität.

Die Entwicklung einer dreidimensionalen versetzungsbasierten Kontinu-
umstheorie verlangt zum einen eine Beschreibung der Kinematik der Ver-
setzungsbewegung, also die Evolution der Versetzungsdichte als Mittelung
über Versetzungsensembles und zum anderen die Abbildung der Interaktio-
nen und Reaktionen zwischen verschiedenen Versetzungen. Im Gegensatz zu
der Betrachtung in atomistischen Methoden, z.B. [Salehinia und Bahr, 2014,
Veyssière et al., 2009, Wang et al., 2013], ist die Formulierung der Kinematik
der Versetzungsbewegung in Kontinuumstheorien in der Regel gleitsystemba-
siert, wodurch eine rein planare Ausbreitung der Versetzungen impliziert ist.
Für die Kinematik der gemittelten Versetzungsbewegung existieren Beschrei-
bungen in einer zweidimensionalen und auf Stufenversetzungen reduzierten
Darstellung [Groma et al., 2003, Zaiser et al., 2001]. Dreidimensionale Darstel-
lungen beruhen entweder auf einer Beschreibung gerader Stufen- und Schrau-
benversetzungen [Arsenlis und Parks, 2002], oder basieren auf einer Mittelung
über die Orientierung der Versetzungen [El-Azab, 2000, Hochrainer, 2016,
Hochrainer et al., 2007, 2014].

Der Schlüssel für der Formulierung einer dreidimensionalen versetzungs-
basierten Kontinuumstheorie ist die Verbindung der planaren Versetzungsbe-
wegung mit der dreidimensionalen Ausprägung der Interaktionen und Reak-
tionen von Versetzungen auf mehreren Gleitsystemen, wie sie in diskreten
Simulationen beobachtet werden [Alankar et al., 2012b, Devincre et al., 2006,
Madec et al., 2002]. Im Folgenden werden die Grundlagen dreidimensiona-
ler Versetzungssysteme beschrieben und dabei insbesondere die in der Arbeit
verwendeten Begriffe für eine versetzungsbasierte Kontinuumstheorie einge-
führt und von der diskreten Betrachtung abgegrenzt. Es werden die Grundlagen
der Modellierung von Versetzungen und Versetzungssystemen in der diskre-
ten Versetzungsdynamik, sowie in verschiedenen Kontinuumsformulierungen
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beschrieben und kinematischen Grundgleichungen der in dieser Arbeit verwen-
dete Methode (Continuum Dislocation Dynamics, CDD) [Hochrainer, 2016,
Hochrainer et al., 2007, 2014] eingeführt.

2.1. Versetzungen und Versetzungssysteme

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit der Betrachtung von Versetzungen
und deren Mobilität in dreidimensionalen kubisch-flächenzentrierten (kfz) metal-
lischen Mikrostrukturen. Der Begriff und das Bild einer Versetzung ist zwar seit
Jahrzehnten geprägt [Orowan, 1934a,b,c, Polanyi, 1934, Taylor, 1934a,b], ihre
Bezeichnung als zählbares Objekt ist in einer dreidimensionalen Betrachtung
allerdings nicht mehr einfach mit ihrem Charakter als Defektlinie zu vereinen.
Deshalb ist es notwendig Begriffe einzuführen, die sowohl in der diskreten
Betrachtungsweise von Versetzungen als Liniendefekte, als auch nach deren
Überführung in die Variablen der Kontinuumstheorie klar verständlich sind und
ihre Gültigkeit behalten.

Versetzungen Üblicherweise werden Versetzungen nach ihrem Charakter
in Stufenversetzungen und Schraubenversetzungen unterschieden. Der zentrale
Unterschied zwischen dem Stufen- und Schraubencharakter einer Versetzung ist,
dass im Falle des Stufencharakters der Linienvektor l, der entlang der Defektli-
nie zeigt und der Burgers Vektor b senkrecht aufeinander liegen, während im
Falle des Schraubencharakters beide Vektoren parallel zueinander liegen. In bei-
den Fällen erfolgt die Abscherung in Richtung des Burgers Vektors. Allerdings
erfolgt die Bewegung der Schraubenversetzung orthogonal zum Burgers Vektor
und ist physikalisch gesehen nicht an das jeweilige Gleitsystem gebunden.

In einer dreidimensionalen Betrachtung sind Versetzungen gekrümmte
Linien, wie in Abbildung 2.1 dargestellt. Ein exakter Stufen - und Schrau-
bencharakter existiert nur an den Punkten auf der Versetzungslinie, an denen
die Orientierung des Linienvektors l und des Burgers Vektors b genau der
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b

Abbildung 2.1.: Skizze einer geschlossenen Versetzung mit Schraubencharakter (grün) und Stufen-
charakter (blau), die eine abgescherte Fläche umschließt (grau).

Modellvorstellung entspricht. In allen Zwischenbereichen liegen gemischte
Orientierungen vor. Versetzungen, deren Burgers Vektoren aus Gittervektoren
bestehen, d.h. aus Vektoren, die die Atompositionen eines perfekten Kristall-
gitters verbinden, werden als perfekte Versetzungen bezeichnet. Im Gegensatz
dazu können Partialversetzungen auftreten, die durch Stapelfehler bedingt sind
[Hirth und Lothe, 1982]. In dieser Arbeit werden allerdings ausschließlich per-
fekte Versetzungen betrachtet, die nach ihrer Bewegung einen perfekten Kristall
hinterlassen. Die Abscherung des Kristalls erfolgt durch eine Bewegung der
Versetzungslinie in der durch den Linienvektor l und dem Burgers Vektor b
aufgespannten Ebene, d.h. durch Versetzungsgleiten. Dies wird auch als konser-

vative Versetzungsbewegung bezeichnet [Hirth und Lothe, 1982]. Im Folgenden
verwenden wir den Begriff Versetzung für die Bezeichnung der Abgrenzung
dieses abgescherten Bereichs auf einem Gleitsystem. Eine Versetzung ist da-
her entweder geschlossen, wie in Abbildung 2.1 dargestellt, oder endet an der
Oberfläche des Kristalls [Hull und Bacon, 2011]. Im Gegensatz dazu beschreibt
der Begriff Versetzungslinie die gerichtete Defektlinie. Diese ist immer einer
Versetzung zugeordnet und besitzt einen Stufen-, Schrauben, oder gemischten
Charakter, wie er durch die Orientierung von Linienvektor l und Burgers Vektor
b gegeben ist [Hull und Bacon, 2011].
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Die Versetzung erzeugt durch die Verzerrung des Kristallgitters ein elastisches
Spannungsfeld, das durch eine unendliche lange, gerade Versetzungslinie ap-
proximiert werden kann [Hull und Bacon, 2011, Volterra, 1907]. Damit wer-
den in zweidimensionalen und auf den Stufencharakter reduzierten Betrach-
tungen bereits Beschreibungen der Versetzungsplastizität auf diskreter Ebe-
ne [Cleveringa et al., 1997, van der Giessen und Needleman, 1995], wie auch
auf der Ebene der Kontinuumstheorie [Dickel et al., 2014, Schmitt et al., 2019,
Schulz et al., 2014, Yefimov et al., 2004] möglich. In diesen Fällen, können Ver-
setzungen als Durchstoßpunkte auf einer zweidimensionalen Fläche interpretiert
werden und sind dadurch zählbare Objekte. Zur Vereinheitlichung der Begriff-
lichkeiten mit der Modellierung einer dreidimensionalen gleitsystembasierten
Plastizitätstheorie ist im Folgenden eine Versetzung und damit der abgescherte
Bereich einem bestimmten Gleitsystem zugeordnet. Dieser gleitsystembasierte
Ansatz, sowie die begriffliche Trennung zwischen Versetzung und Versetzungs-

linie impliziert, dass bei einer nicht konservativen Versetzungsbewegung, d.h.
einer Bewegung aus der Gleitebene heraus, die Abgrenzung des abgescher-
ten Bereichs nicht zwingend durch eine existierende Versetzungslinie erfolgen
muss. In der diskreten Versetzungsdynamik existiert hierfür das Konzept der
virtuellen Versetzungslinie, was eine gedachte Versetzungslinie mit einem ef-
fektiven Burgers Vektor von b= 0 beschreibt [Stricker et al., 2018]. Durch eine
solche physikalisch nicht sichtbare Konstruktion stellt eine Versetzung z.B.
nach dem Quergleiten weiterhin ein auf dem Gleitsystem geschlossenes Objekt
dar, obwohl die Umrandung des abgescherten Bereichs nicht vollständig aus
einer physikalische Versetzungslinie mit b 6= 0 besteht. Auch einer komplexen
Versetzungsstruktur bestehend aus Versetzungsreaktionen und quergeglittenen
Versetzungslinien kann durch diese Definition einer Versetzung als zählbares
Objekt eine Anzahl an Versetzungen zugeordnet werden.

Versetzungssysteme Der planaren, also zweidimensionalen Versetzungs-
ausbreitung steht die wechselseitige Interaktion der Versetzungen sowohl in-
nerhalb eines Gleitsystems, als auch zwischen verschiedenen Gleitsystemen
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2.1. Versetzungen und Versetzungssysteme

gegenüber. Solche Wechselwirkungen bilden die Hauptursache für die Verfes-
tigung einkristalliner Metalle [Kubin et al., 2009, Mecking und Kocks, 1981,
Zhu et al., 2016]. Interaktionen zwischen Versetzungslinien sind durch deren
elastische Spannungsfelder begründet. In einer rein zweidimensionalen Be-
trachtung kann nur die Dipolbildung gerader Stufenversetzungen beschrieben
werden [Reuber et al., 2014, Schulz et al., 2017]. Bereits zur Beschreibung der
durch Quergleiten verursachten Annihilation von Schraubenversetzungen ist
eine dreidimensionale Betrachtung notwendig, da die Gleitung von Schrauben-
versetzungen im Gegensatz zu Stufenversetzungen nicht mehr zweidimensional
darstellbar ist. Dipolbildung und Annihilation von Schraubenversetzungen fin-
det sich überwiegend in der Einfachgleitphase (Stufe I) der Verformung eines
Einkristalls, in der nur wenige Gleitsysteme aktiv sind und daher eine relativ
unbegrenzte Versetzungsbewegung möglich ist. Hingegen ist die Mehrfach-
gleitphase (Stufe II) im Mittel durch eine gleichzeitige Aktivierung mehrerer
nicht koplanarer Gleitsysteme mit schneidenden Gleitebenen gekennzeichnet
[Basinski und Basinski, 1979, Pande und Hazzledine, 1971a,b]. Hierbei findet
eine elastische Wechselwirkung statt, zu deren Beschreibung eine dreidimensio-
nale Betrachtung der Gleitsystemorientierung notwendig ist.

In kfz Metallen lassen sich die existierenden Gleitebenen und Gleitsyste-
me in einem Thompson Tetraeder beschreiben [Thompson, 1953]. Bei einer
Anzahl von vier Gleitebenen mit jeweils drei zugeordneten Burgers Vektoren
existieren 12 Gleitsysteme von denen jedes mit jedem anderen Gleitsystem
interagieren kann. Eine attraktive Wechselwirkung zwischen Versetzungslinien
auf zwei schneidenden Gleitsystemen mit Burgers Vektoren b1 und b2 resul-
tiert in einer Versetzungsreaktion, die als Vereinigung zweier Versetzungslinien
unter Bildung eines resultierenden Burgers Vektors b3 beschrieben wird. Die
Triebkraft für diese Vereinigung ist die Minimierung der im elastischen Span-
nungsfeld einer Versetzungslinie gespeicherten Energie Eel(b, l). Eine Reaktion
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2 Grundlagen zur versetzungsbasierten Plastizität und deren Modellierung

findet demnach statt, wenn durch die Vereinigung der beiden Versetzungsli-
nien die elastische Energie verringert werden kann [Hirth und Lothe, 1982,
Hull und Bacon, 2011]:

Eel,3(b3, l3)< Eel,1(b1, l1)+Eel,2(b2, l2). (2.1)

In kfz Metallen können vier verschiedene Reaktionen unterschieden werden: die
Lomer, die kollineare, die Hirth und die gleitfähige Reaktion, wobei die Art der
Reaktion durch die beteiligten Burgers Vektoren bestimmt ist [Hirth und Lothe,
1982, Hull und Bacon, 2011]. Die verschiedenen Kombinationen der Verset-
zungswechelwirkungen und der entstehenden Versetzungsreaktionen können in
einer Interaktionsmatrix visualisiert werden, wie in Abbildung 2.2 dargestellt.

Abbildung 2.2.: Matrix der Versetzungsreaktionen. G: gleitfähige Reaktion, H: Hirth Reaktion, L:
Lomer Reaktion, K: kollineare Reaktion

Von den möglichen Versetzungen führt nur die gleitfähige Reaktion zu ei-
ner beweglichen Versetzung auf einem dritten Gleitsystem, welches auf ei-
nem der beiden reagierenden Gleitebenen liegt [Stricker und Weygand, 2015,
Weygand und Gumbsch, 2005]. Die Lomer Reaktion und die Hirth Reaktion
ist unbeweglich, da der entstehende Burgers Vektor außerhalb der beiden be-
teiligten Gleitebenen liegt [Hull und Bacon, 2011]. Die kollineare Reaktion
tritt zwischen zwei Gleitsystemen mit gleichem Burgers Vektor auf, wodurch
eine Annihilation der beteiligten Versetzungslinien stattfindet. Auf den reagie-
renden Gleitsystemen verbleiben daher kurze Versetzungssegmente, die über
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2.1. Versetzungen und Versetzungssysteme

die beteiligten Gleitsysteme miteinander gekoppelt sind [Devincre et al., 2007,
Madec et al., 2003]. In der Interaktionsmatrix wird zudem die Interaktion inner-
halb desselben Gleitsystems (in schwarz dargestellt), bzw. zwischen koplanaren
Gleitsystemen (in grau dargestellt) berücksichtigt.

Die entstehenden unbeweglichen Versetzungsreaktionen (Lomer und Hirth)
bilden als Waldversetzungen Hindernisse für die Ausbreitung von Versetzun-
gen auf allen beteiligten Gleitsystemen. Sie bilden dadurch neben der elasti-
schen Wechselwirkung eine wichtige Ursache der Verfestigung in Einkristal-
len [Hull und Bacon, 2011]. Weiterhin führen Versetzungsreaktionen zu einer
Kopplung der Bewegung der verbleibenden Segmente auf den reagierenden
Gleitsystemen [Devincre et al., 2007, Madec et al., 2003]. Die verfestigende
Wirkung der Interaktionen und Reaktionen zwischen Versetzungen kann mit
einen nach G.I. Taylor benannten Zusammenhang zwischen der zur Aktivierung
des Gleitsystems ξ notwendigen Schubspannung τ

ξ
cr und der Versetzungsdichte

ρ beschrieben werden [Kocks und Mecking, 2003, Mecking und Kocks, 1981,
Taylor, 1934a,b]:

τ
ξ
cr = Gbα

√
ρ. (2.2)

Hier bezeichnet G den Schubmodul und b den Betrag des Burgers Vektors.
Der Parameter α beschreibt die Stärke aller kombinierten Versetzungsinter-
aktionen und beträgt nach experimentellen Abschätzungen etwa 0.3± 0.1
[Basinski und Basinski, 1979, Livingston, 1962, Neuhaus und Schwink, 1992].
Eine Erweiterung dieser Beziehung berücksichtigt die mit aξ ζ bezeichne-
te Matrix der Versetzungsinteraktionen (Abbildung 2.2) und unterscheidet
damit die Stärke der Interaktionen zwischen verschiedenen Gleitsystemen
[Franciosi et al., 1980]:

τ
ξ

cr,mat = Gb
√

∑
ζ

aξ ζ ρζ . (2.3)

Die Stärke der jeweiligen Gleitsystempaarung wird durch die Koeffizienten
in der Interaktionsmatrix aξ ζ berücksichtigt und mit der Versetzungsdichte
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2 Grundlagen zur versetzungsbasierten Plastizität und deren Modellierung

ρζ auf dem Gleitsystem ζ multipliziert. Die Interaktionsmatrix enthält aus
Symmetriegründen sechs unabhängige Konstanten, wobei vier davon die Stär-
ke der vier Versetzungsreaktionen abbilden. Die anderen beiden Konstanten
repräsentieren die mit Selbstinteraktion bezeichnete Wechselwirkung inner-
halb eines Gleitsystems (ξ = ζ ), oder zwischen koplanaren Gleitsystemen. Die
Werte der Konstanten der Interaktionsmatrix wurden durch diskrete Versetzungs-
dynamiksimulationen bestimmt [Alankar et al., 2012b, Devincre et al., 2006,
Madec und Kubin, 2017]. Von allen Reaktionen ist die kollineare Reaktion
diejenige mit dem größten Wert in der Interaktionsmatrix. Dies kann dadurch
erklärt werden, dass aufgrund der Annihilationsreaktion sehr kurze Versetzungs-
segmente zurückbleiben, die zur Remobilisierung eine Spannung benötigen, die
umgekehrt proportional zu ihrer Länge ist [Madec et al., 2003].

Durch die Betrachtung der verschiedenen Wechselwirkungen ist ersicht-
lich, dass sich gleitsystembasierte Kontinuumsmodelle im einem Konfliktfeld
zwischen der planaren Ausbreitung von Versetzungen - der eigentliche Prozess,
der Plastizität verursacht - und den durch gleitsystemübergreifende Versetzungs-
mechanismen induzierten Verfestigungseffekten bewegen. Deshalb müssen
solche Verfestigungseffekte neben der Kinematik der Versetzungsausbreitung
innerhalb einer Gleitebene ein Kernaspekt eines versetzungsbasierten Kontinu-
umsmodells sein, das den Anspruch einer dreidimensionalen Beschreibung der
Versetzungsplastizität erhebt.

2.2. Modellierung von Versetzungssystemen

In diesem Kapitel erfolgt die Einführung in verschiedene Methoden der Mo-
dellierung von Versetzungssystemen. Angefangen von der diskreten Verset-
zungsdynamik wird anschließend in verschiedene Ansätze der Kristallplastizität
eingeführt, darunter phänomenologische und versetzungsbasierte Modelle. Die
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2.2. Modellierung von Versetzungssystemen

Einführung der Modelle dient dabei hauptsächlich der Abgrenzung verschiede-
ner Modellierungsansätze untereinander, sowie der Darstellung der Besonder-
heiten der Plastizitätsmodellierung auf verschiedenen Skalen. Weiterhin werden
Herausforderungen der Modellierung in Bezug auf die in Kapitel 2.1 erklärten
physikalischen Grundlagen der Versetzungsbewegung und -wechselwirkung
verdeutlicht.

Diskrete Versetzungsdynamik

Die diskrete Versetzungsdynamik basiert auf einer Einbettung der Versetzungen
als diskrete Liniendefekte in ein elastisches Medium. In der dreidimensionalen
Beschreibung wird eine Versetzung üblicherweise in Segmente unterteilt, die
durch Knoten miteinander verbunden sind [Bulatov und Cai, 2006, Kubin et al.,
1992, Po et al., 2014, Weygand et al., 2002, Zhou et al., 2010]. Durch diese
diskrete Darstellung ist sowohl der Ort, als auch die Linienrichtung der Verset-
zungslinie und damit deren Charakter (Stufen-, Schrauben-, oder gemischter
Charakter) eindeutig bekannt. Zudem erhält jede Versetzungslinie ein zugehöri-
ges Spannungs- und Verschiebungsfeld. Die Freiheitsgrade der diskretisierten
Versetzung sind damit der Ort rA und die Geschwindigkeit VA der einzelnen
Knoten [Weygand et al., 2002]. An jedem Knoten der Versetzung wird die
Geschwindigkeit basierend auf der Peach-Köhler Kraft

FPK = (σ ·b)× l (2.4)

berechnet. Hier bezeichnetσ den Spannungstensor, der durch eine Überlagerung
der internen Spannungsfelder der Versetzungen mit der Lösung eines elastischen
Randwertproblems berechnet wird. l ist die Linienrichtung der Versetzung. Der
Zusammenhang zwischen der Peach-Köhler Kraft und der Geschwindigkeit
wird durch ein vereinfachendes konstitutives Gesetz abgebildet, das einen tem-
peraturabhängigen Reibungswiderstand beinhaltet [Weygand et al., 2002]. Die
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2 Grundlagen zur versetzungsbasierten Plastizität und deren Modellierung

Peach-Köhler Kraft FPK ist demnach die Triebkraft für die Versetzungsbewe-
gung. Üblicherweise ist die Versetzungsbewegung in der diskreten Versetzungs-
dynamik an ein Gleitsystem gebunden, wodurch nur die auf die Gleitebene
projizierte Komponente der Peach-Köhler Kraft FPK für die Bewegungsglei-
chung berücksichtigt wird [Weygand et al., 2002].

Alle nicht konservativen Versetzungsmechanismen und Versetzungsreaktio-
nen werden über die Interaktion der Spannungsfelder der Versetzungssegmente
abgebildet. Dadurch enthält der Spannungstensor σ auch Informationen über
kurzreichweitige Wechselwirkungen der Versetzungen und beeinflusst dadurch
die Peach-Köhler Kraft auf alle umliegenden Knoten. Durch die Berücksichti-
gung der Spannungsinteraktionen ist die diskrete Versetzungsdynamik in der
Lage die Entstehung und Evolution von Versetzungsreaktionen in diskreter Form
abzubilden [Stricker und Weygand, 2015, Weygand und Gumbsch, 2005].

Üblicherweise wird auch Quergleiten als ein thermisch aktivierter Prozess
berücksichtigt [Hussein et al., 2015, Kubin et al., 1992, Verdier et al., 1998,
Weygand et al., 2002, Zhou et al., 2010]. Da nur Schraubenversetzungen quer-
gleiten können, werden die Versetzungssegmente identifiziert, deren Winkel
zwischen b und l sich innerhalb ±10◦ der idealen Schraubenorientierung befin-
det. Dadurch wird die Länge L des potentiell querleitfähigen Schraubensegments
bestimmt. Als weiteres Kriterium ist gegeben, dass die auf die Quergleitebene
projizierte Peach-Köhler Kraft größer sein muss, als die projizierte Kraft auf die
primäre Gleitebene, d.h. die Versetzungsbewegung muss auf der Quergleitebene
günstiger sein. Der Eintritt des eigentlichen Quergleitvorgangs, d.h. die Entste-
hung einer neuen Versetzung auf dem Quergleitsystem, wird probabilistisch
durch die Bestimmung eines Wahrscheinlichkeitsterms ermittelt [Verdier et al.,
1998]:

P(L,τ) =
βLδ t
L0δ t0

exp
(

Vact

kT
(|τ|− τIII)

)
. (2.5)

Hier bezeichnet β eine Normalisierungskonstante, Vact das Aktivierungsvolu-
men, k die Boltzmann Konstante, T die Temperatur, τ die aufgelöste Schubspan-
nung auf dem Quergleitsystem und τIII die Schubspannung bei der die Stufe III
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der Verfestigung beginnt. Weiterhin bezeichnen δ t den Zeitschritt der Simula-
tion, sowie δ t0 und L0 Referenzwerte für Zeit und Länge [Kubin et al., 1992,
Verdier et al., 1998, Weygand et al., 2002, Zhou et al., 2010].

Die Stärke der diskreten Versetzungsdynamik ist es, die plastische Ver-
formung als ein Ergebnis der Bewegung und wechselseitigen Interaktion von
Versetzungen abzubilden und dadurch das kollektive Verhalten von Verset-
zungssystemen als ein Ergebnis der Simulation untersuchen zu können. Für
die Formulierung einer versetzungsbasierten Kontinuumstheorie ermöglicht
insbesondere diese Eigenschaft die Formulierung von Mobilitätsgesetzen und
Evolutionsgleichung auf Basis einer Homogenisierung der Beobachtungen in
der diskreten Versetzungsdynamik.

Plastizitätsmodelle in der Kontinuumstheorie

Im Gegensatz zu der diskreten Versetzungsdynamik können die kollektiven
Eigenschaften von Versetzungssystemen in Kontinuumstheorien aufgrund deren
homogenisierter Betrachtung nicht als ein Ergebnis der Simulation erhalten wer-
den. Die zentrale Herausforderung für die Formulierung von Kontinuumstheori-
en besteht darin, die aus der diskreten Versetzungsdynamik, aus Experimenten,
oder auch aus atomistischen Simulationen gewonnenen Erkenntnisse in homo-
genisierte Modelle zu überführen, oder durch empirische Betrachtungsweisen
anzunähern. Auf der Kontinuumsebene der Plastizitätsmodellierung existieren
verschiedene Ansätze, dieser Herausforderung zu begegnen. Im Folgenden wird
daher ein kurzer Überblick über phänomenologische und versetzungsbasier-
te Modelle der Plastizität gegeben. Für eine umfangreiche Einführung in die
Kristallplastizität wird hierbei auf [Roters et al., 2010, 2011] verwiesen.

Phänomenologische Plastizitätsmodelle

Phänomenologische Modelle basieren auf einer empirischen Beschreibung
beobachteter Effekte. Die Basis für die Formulierungen bildet in der Regel eine
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multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten F in einen elastischen
und einen plastischen Teil (Fpl und Fel):

F = FelFpl. (2.6)

Für die Beschreibung der plastischen Deformation verwenden diese Modelle in
der Regel die kritische Schubspannung τ

ξ
cr des Gleitsystems ξ als Zustandsva-

riable [Roters et al., 2011]. Diese ist eine Funktion der totalen Scherung γ und
der Scherrate ∂tγ

τ
ξ
cr = f (γ,∂tγ). (2.7)

Die Beschreibung der Scherrate auf den jeweiligen Gleitsystemen erfolgt durch
einen Zusammenhang der Art

∂tγ
ξ = ∂tγ0

∣∣∣∣∣τξ

τ
ξ
c

∣∣∣∣∣
1
m

sgn(τξ ). (2.8)

Hier bezeichnet τξ die aufgelöste Schubspannung auf dem Gleitsystem ξ , ∂tγ0

und m sind Materialparameter für die Referenzscherrate und die Ratenabhängig-
keit der Scherung. Die Verfestigung eines Gleitsystems ξ durch ein Gleitsystem
ζ wird durch

∂tτ
ξ
cr = h

ξ ζ

∣∣∣∂tγ
ζ

∣∣∣ (2.9)

beschrieben, wobei hξ ζ die Eigenschaft einer Verfestigungsmatrix einnimmt.
Eine detaillierte Herleitung der Gleichungen kann z.B. [Roters et al., 2011]
entnommen werden.

Der Nachteil einer solchen Beschreibung ist die alleinige Abhängigkeit
des Materialzustands von der kritischen Schubspannung τ

ξ
c . Die Dichte von

Kristalldefekten, wie z.B. Versetzungen wird nicht berücksichtigt. Insbesondere
fehlen dadurch größenabhängige Effekte, wie sie durch Versetzungsbewegung
und -interaktion entstehen, sowie eine Beschreibung des Einflusses der Verset-
zungsdichte auf die Verfestigung [Roters et al., 2011].
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Der Zusammenhang zwischen der Versetzungsdichte und der Spannung, die
zur Aktivierung eines Gleitsystems nötig ist, wurde bereits durch Taylor be-
schrieben [Taylor, 1934a,b], siehe auch Gleichung (2.2). Eine darauf basierende
Theorie der Kaltverfestigung, d.h. der Erhöhung der Fließspannung mit der
Versetzungsdichte, wurde von Kocks und Mecking formuliert [Kocks, 1966,
Kocks und Mecking, 2003, Mecking und Kocks, 1981]. Diese Theorie basiert
auf der Idee der Akkumulation von Versetzungen nach einer gewissen Abglei-
tung und kann formal durch eine Rate der Versetzungsakkumulation beschreiben
werden [Kocks und Mecking, 2003]:

dρ

dγ
=

dL
bdA

=
1

bΛ
. (2.10)

Hier bezeichnet dL die Länge der Versetzungen, die nach dem Abscheren der
Fläche dA „gespeichert“ werden. Der Parameter Λ wird als „mittlere freie
Weglänge“ bezeichnet und wird üblicherweise als proportional zum mittleren
Versetzungsabstand angenommen, d.h. Λ ∝ 1/

√
ρ . Während diese Formulie-

rung die Verfestigunsgprozesse in der Stufe II der Verfestigung phänomeno-
logisch zu beschreiben versucht, werden in der nachfolgenden Stufe III ins-
besondere durch Quergleiten verursachte Relaxationsprozesse beobachtet, die
zu einer Abflachung der Spannungs-Dehnungs Kurve führen [Hull und Bacon,
2011, Kocks und Mecking, 2003]. Zur Beschreibung dieses als dynamische Er-

hohlung bezeichneten Prozesses wird Gleichung (2.10) um einen Term erweitert
[Kocks und Mecking, 2003]:

dρ =
dγ

bΛ
−dρr. (2.11)

Versetzungsbasierte Plastizitätsmodelle

Versetzungsbasierte Modelle verwenden als Zustandsvariablen physikalische
Größen, wie z.B. eine kontinuierliche Beschreibung des Versetzungsinhalts in
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Form einer Versetzungsdichte und stehen damit im Gegensatz zu phänome-
nologischen Modellen. Zur Plastizitätsmodellierung auf Basis der Bewegung
von Versetzungen wird die Beschreibung der Scherrate als Zustandsvariable
aus den phänomenologischen Modellen (Gleichung 2.8) typischerweise durch
die Orowan Gleichung ersetzt [Li et al., 2014, Ma und Roters, 2004, Ma et al.,
2006, Roters et al., 2011, Schmitt et al., 2015, Schulz et al., 2014]:

∂tγ
ξ = ρ

ξ bvξ . (2.12)

Die Versetzungsdichte ρξ beinhaltet die Träger der plastischen Verformung,
die sich mit der mittleren Geschwindigkeit vξ auf dem Gleitsystem bewegen.
Im Allgemeinen handelt es sich bei ρξ um die totale Versetzungsdichte, d.h.
ρξ = ρ

ξ

tot. Oftmals wird aber die totale Versetzungsdichte weiter unterteilt in
eine mobile Versetzungsdichte ρ

ξ
m und in eine immobile Versetzungsdichte ρ

ξ

im,
d.h. ρξ = ρ

ξ
m + ρ

ξ

im. Hierbei fungiert nur die mobile Versetzungsdichte als
Träger der plastischen Verformung (Gleichung 2.12), während die immobile
Versetzungsdichte als Waldversetzungen zur Verfestigung beiträgt [Li et al.,
2014, Ma und Roters, 2004, Ma et al., 2006, Roters et al., 2011].

Zur vollständigen Beschreibung der Mikrostruktur werden demnach Evo-
lutionsgleichungen für die Versetzungsdichte ρξ , bzw. den Versetzungsdichten
ρ

ξ
m und ρ

ξ

im sowie für die mittlere Versetzungsgeschwindigkeit vξ benötigt.
Dabei werden die Evolutionsgleichungen gleitsystembasiert formuliert, d.h.
jedes Gleitsystem erhält identische Gleichungen, die in der Regel unabhän-
gig voneinander gelöst werden. Versetzungswechselwirkungen werden dabei
häufig über Spannungsterme abgebildet, die die effektive Schubspannung auf
dem Gleitsystem τ

ξ

eff beeinflussen. Dies geschieht über die Annahme, dass
unterhalb einer kritischen Spannung (Gleichung (2.2), oder (2.3)) keine Verset-
zungsbewegung stattfindet [Li et al., 2014, Ma et al., 2006, Reuber et al., 2014,
Roters et al., 2011]. Die mittlere Versetzungsgeschwindigkeit vξ ergibt sich
schließlich entweder über die Annahme eines linearen Zusammenhangs mit
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der effektiven Schubspannung τ
ξ

eff [Hochrainer et al., 2014, Schmitt et al., 2015,
2019] zu

vξ = f (τξ

eff), (2.13)

oder berücksichtigt zusätzlich thermisch aktivierte Versetzungsbewegung
[Li et al., 2014, Ma und Roters, 2004, Ma et al., 2006, Reuber et al., 2014,
Roters et al., 2011].

Die Produktion von Versetzungen basiert oftmals auf einer gleitsystemba-
sierten Anwendung des phänomenologischen Modells der Versetzungsakkumu-
lation von Kocks und Mecking [Kocks und Mecking, 2003]. Unter Anwendung
von Gleichung (2.10) ergibt sich eine Rate der Versetzungsdichteproduktion auf
dem jeweiligen Gleitsystem ξ proportional zur Rate der Abgleitung auf dem
selben Gleitsystem zu

∂tρ
ξ

prod =C
∂tγ

ξ

b
√

ρ =Cvξ
ρ

ξ√
ρ (2.14)

mit einem Skalierungsparameter C. Ein solcher, oder ein damit verwandter
Ansatz findet sich beispielsweise in [Kubin et al., 2008a,b, Li et al., 2014,
Monavari und Zaiser, 2018, Reuber et al., 2014, Roters et al., 2019].

2.3. Continuum Dislocation Dynamics (CDD)

Die Continuum Dislocation Dynamics Theorie nach u.a. [Hochrainer, 2007,
Hochrainer et al., 2007, 2014] basiert auf einer Beschreibung des Deforma-
tionsverhaltens von kfz Metallen durch gleitsystemgebundene Evolution der
Versetzungen als Ursache der plastischen Deformation. Unter der Annahme der
linear-elastischen Theorie kleiner Dehnungen kann die multiplikative Zerlegung
der Deformationsgradienten (Gleichung 2.6) in eine additive Zerlegung des
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Verzerrungstensors Du in einen elastischen Teil βel und einen plastischen Teil
βpl umgewandelt werden:

Du= βel +βpl. (2.15)

Die Dehnung ist durch den symmetrischen Teil des Verzerrungstensors ε =
ε(u) = sym(Du) gegeben. Der plastische Teil des Verzerrungstensors, sowie
die plastische Dehnung ist durch die plastische Scherung γξ auf den jeweiligen
Gleitsysteme ξ = 1 ..N gegeben:

βpl =
N

∑
ξ=1

γ
ξM ξ und εpl = sym(βpl) =

N

∑
ξ=1

γ
ξ sym(M ξ )

mit M ξ = dξ⊗mξ ,

(2.16)

wobei dξ = 1
bb die Richtung der Abgleitung undmξ die Gleitebenennormale

bezeichnet. Da ε= εel +εpl beträgt elastische Dehnung

εel = εel(u,γ) = ε(u)−εpl(γ) mit γ = (γ1 ..γξ )> (2.17)

Der Spannungstensor
σ = C[εel] = C[ε−εpl] (2.18)

beinhaltet das elastische Problem, das mittels einer Finite-Elemente Methode ge-
löst wird. Die daraus resultierende elastische Spannung dient als Grundlage für
die Versetzungsbewegung auf Gleitsystemebene und wird als Schubspannung
auf die jeweiligen Gleitsysteme projiziert:

τ
ξ = τ

ξ

ext + τ
ξ

int = σ ·M
ξ . (2.19)

Die aufgelöste Schubspannung τξ setzt sich aus einer externen Spannungskom-
ponente τ

ξ

ext aufgrund externer Belastung und Randbedingungen, sowie einer
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2.3. Continuum Dislocation Dynamics (CDD)

internen Spannungskomponente τ
ξ

int zusammen. Die interne Spannungskom-
ponente wird mit einer Eigendehnungsformulierung der Versetzungen berech-
net [Lemarchand et al., 2001, Sandfeld et al., 2013, Schmitt et al., 2015] und
berücksichtigt daher durch Versetzungen erzeugte Spannungsfelder. Für die
Bestimmung der plastische Scherung γξ wird die Orowan Gleichung ausgewer-
tet (Gleichung 2.12), die den Zusammenhang zwischen dem Versetzungsfluss
vξ ρξ und der plastischen Scherung beschreibt.

Für den kinematischen Abschluss der Theorie, d.h. der Evolution der Verset-
zungsdichte zu gegebener Versetzungsgeschwindigkeit vξ , werden Evolutions-
gleichungen benötigt, die den diskreten Versetzungscharakter entsprechend der
Definition in Kapitel 2.1 in eine homogenisierte Kontinuumsbeschreibung über-
führen. Die kontinuierliche Formulierung einer diskreten Versetzungsstruktur
erfolgt über eine Mittelung über eine Menge statistisch äquivalenter Realisierun-
gen und wird als Ensemblemittelwertbildung bezeichnet. Einen Überblick über
Ensemblemittelwerte in einer zweidimensionalen Betrachtung bietet [Groma,
1997, Groma et al., 2003, Schulz und Schmitt, 2018, Zaiser et al., 2001], eine
dreidimensionalen Betrachtung ist in [El-Azab, 2000, Hochrainer, 2007] zu
finden.

Bereits in den 50er Jahren formulierte Kröner und Nye [Kröner, 1958, Nye,
1953] einen Zusammenhang zwischen der mikrostrukturellen Deformation und
dem ihr zugeordneten Versetzungsinhalt. Diese klassische Versetzungsdichte-

theorie basiert auf dem Versetzungsdichtetensor α, der den Versetzungsinhalt
eines Burgers-Umlaufs um eine Oberfläche O in Form einer Länge der enthalte-
nen Burgers Vektoren beschreibt: ∫

O
α= b. (2.20)

Zudem kann der Versetzungsdichtetensor α auch über eine Beziehung zu der
plastischen Verzerrung βpl definiert werden:

α= ∇×βpl. (2.21)
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2 Grundlagen zur versetzungsbasierten Plastizität und deren Modellierung

Unter der Annahme einer an das Gleitsystem gebundenen Versetzungsbewegung
ergibt sich dadurch die Definition des Vektors der Dichte der geometrisch not-

wendige Versetzungen (englisch: geometrically necessary dislocations, GNDs)
z.B. in [Schulz et al., 2019]:

κξ =−1
b
mξ ×∇γ

ξ . (2.22)

Die geometrisch notwendigen Versetzungen bezeichnen diejenigen Versetzun-
gen, die zur Beschreibung der Verzerrung eines Kristallgitter notwendig sind.
Bei der systematischen Mittelung diskreter Versetzungsstrukturen ergeben sich
abhängig von der Auflösung statistisch gespeicherte Versetzungen (englisch:
statistically stored dislocations, SSDs). Für die Beschreibung der Verzerrung
werden diese Versetzungen zwar nicht benötigt, eine Formulierung, die sie
vernachlässigt ist aber nicht in der Lage, die Evolution von allgemeinen Verset-
zungsstrukturen zu beschreiben.

Die höherdimensionale Versetzungsdichtetheorie [Hochrainer et al., 2007]
ermöglicht durch die Einführung eines höherdimensionalen Versetzungsdichte-
tensors αII die Unterscheidung der Versetzungslinien nach ihrer Orientierung.
Als zusätzliche Dimension beschreibt ϕ den Winkel zwischen dem Burgers
Vektor b und der Linienrichtung l. Mittels einer Multipolentwicklung und ei-
ner Annahme für den Abschluss 1. Ordnung kann eine Vereinfachung des
höherdimensionalen Orientierungsraums erhalten werden [Hochrainer, 2015,
Hochrainer et al., 2014].

Die Versetzungsmikrostruktur wird in der vereinfachten Theorie nach
[Hochrainer et al., 2014] durch die totale Versetzungsdichte ρξ , den Vektor
der geometrisch notwendigen Versetzungen κξ =

(
κ

ξ

schraube,κ
ξ

stufe,0
)

und die

Krümmungsdichte qξ dargestellt. Die letztgenannte Größe beschreibt die lokale
Winkeländerung eines Versetzungsensembles in einem Mittelungsvolumen. In
einer zweidimensionalen Betrachtung der vereinfachten Theorie, d.h. unter
der Annahme eines ebenen Dehnungszustands und einer Reduktion auf gerade
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2.3. Continuum Dislocation Dynamics (CDD)

Stufenversetzungen kann die Dichte der positiven und negativen Versetzungen
eindeutig berechnet werden:

ρ
ξ

+ =
ρξ +κ

ξ

stufe
2

und ρ
ξ

− =
ρξ −κ

ξ

stufe
2

. (2.23)

Die Dichte der SSD und GND Versetzungen beträgt somit im Allgemeinen

ρ
ξ

SSD = ρ
ξ −‖κξ‖ und ρ

ξ

GND = ‖κξ‖. (2.24)

In einer dreidimensionalen Betrachtung geht allerdings die Orientierungsinfor-
mation von SSD Versetzungen verloren, sodass in diesem Fall eine homogene
Linienorientierung angenommen wird. Die Evolution des Versetzungszustands
zum Zeitpunkt t wird durch partielle Differentialgleichungen basierend auf einer
Beschreibung des Versetzungstransports abgebildet [Hochrainer et al., 2014]:

∂tρ
ξ =−∇ · (vξ κ

ξ

⊥)+v
ξ qξ mit κ

ξ

⊥ = κξ ×mξ

∂tκ
ξ = ∇× (ρξvξmξ )

∂tqξ =−∇ ·

(
qξ

ρξ
κ

ξ

⊥v
ξ +Aξ

∇vξ

) (2.25)

mit

Aξ =
1

2|κξ |2
((

ρ
ξ +‖κξ‖

)
κξ ⊗κξ +

(
ρ

ξ −‖κξ‖
)
κ

ξ

⊥⊗κ
ξ

⊥

)
. (2.26)

Der GND-Vektor κξ beschreibt hierbei den Überschuss einer Polarisation des
Stufen- oder Schraubencharakters. Die Krümmungsdichte qξ beschreibt in der
Verbindung mit der isotropen Versetzungsgeschwindigkeit vξ einen Quellterm
vξ qξ in der Evolutionsgleichung der Versetzungsdichte. Dies reproduziert die
Produktion von Versetzungslinienlänge aufgrund der Expansion einer geschlos-
senen Versetzung.
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2 Grundlagen zur versetzungsbasierten Plastizität und deren Modellierung

In Bezug auf die Definition und Abgrenzung einer Versetzung von der Verset-

zungslinie in Kapitel 2.1, kann das Integral der totalen Versetzungsdichte
∫

V ρξ

über das Mittelungsvolumen V als Linienlänge der Versetzungen interpretiert
werden. Im Gegensatz dazu beschreibt das Integral über die Krümmungsdichte∫

V qξ den Winkelinhalt eines Mittelungsvolumens. Wenn alle Versetzungsli-
nien eines Mittelungsvolumens die gleiche Orientierung aufweisen, kann die
Krümmungsdichte auch über das Verhältnis von Versetzungsdichte zu Krüm-
mungsradius rξ definiert werden:

qξ =
ρξ

rξ
. (2.27)

In diesem Fall kann das Integral

1
2π

∫
V

qξ dV (2.28)

als Anzahl der Versetzungen interpretiert werden. Da der Krümmungsradius
sowohl positive, als auch negative Werte annehmen kann (d.h. konvexe, oder
konkave Krümmung), beschreibt qξ nur den Überschuss einer Krümmung.
Dadurch ist die Interpretation des Integrals in (Gleichung 2.28) als Anzahl der
Versetzungen nicht allgemeingültig.

Für die Schließung der Gleichungen nehmen wir einen linearen Zusammen-
hang der mittleren Versetzungsgeschwindigkeit vξ mit der effektiven Schubspan-
nung τξ an (siehe Gleichung 2.13). Die Superposition der externen Schubspan-
nung τ

ξ

ext und der internen Spannungsfelder τ
ξ

int durch die Eigendehnungsfor-
mulierung in Gleichung (2.19) induziert ein langreichweitiges Spannungsfeld,
dessen Genauigkeit von der Auflösung des numerischen Systems abhängig ist.
Insbesondere für Probleme mit starken Gradienten in der GND-Dichte und
damit in der plastischen Scherung können kurzreichweitige Korrekturspannun-
gen angewendet werden [Schmitt et al., 2015]. Unter Verwendung zusätzlicher
Spannungsterme zur Versetzungsinteraktion in der Art, wie sie durch Gleichung
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2.3. Continuum Dislocation Dynamics (CDD)

(2.2) oder (2.3) beschrieben werden1, ergibt sich die mittlere Versetzungsge-
schwindigkeit zu

vξ =
b
B

τ
ξ

eff =


(
|τξ |− τ

ξ

fl

)
sign

(
τξ

)
wenn |τξ |> τ

ξ

fl

0 wenn |τξ | ≤ τ
ξ

fl

(2.29)

mit dem Dämpfungskoeffizienten B.
Sofern nicht anders gekennzeichnet, wird im Folgenden in Gleichung (2.2)

α = 0.35 gewählt und für die Interaktionsmatrix aξ ζ in Gleichung (2.3) die in
Tabelle 2.1 gegeben Werte verwendet [Kubin et al., 2008a].Weiterhin sind die
Materialparameter aller in dieser Arbeit gezeigten CDD Simulationen durch
den Elastizitätsmodul E = 71.3GPa, die Querkontraktionszahl ν = 0.347, den
Betrag des Burgers Vektors b = 0.256nm und den Dämpfungskoeffizienten
B = 1×10−4Pas gegeben.

aξ ξ akopl alomer ahirth agleit akoll

0.122 0.122 0.122 0.07 0.137 0.625

Tabelle 2.1.: Werte der in Abbildung 2.2 visualisierten Interaktionsmatrix in Gleichung (2.3) nach
[Kubin et al., 2008a].

Der Interaktionsterm τ
ξ

fl in Gleichung (2.29) kann als lokale Fließspannung in-
terpretiert werden, wodurch Versetzungsinteraktionen zwischen Gleitsystemen
mit einem Mobilitätsgesetz für die planare Versetzungsbewegung berücksichtigt
werden können. Für eine adäquate Bestimmung der Versetzungsgeschwindig-
keit bzw. einer Rate der plastischen Abscherung aus einer gegeben Mikro-
struktur wird allerdings eine Kenntnis der physikalischen Mechanismen und
deren Homogenisierung benötigt. Dies erfordert, wie in Kapitel 2.1 beschrieben,

1 Es gilt daher entweder τ
ξ

fl = τ
ξ
cr, oder τ

ξ

fl = τ
ξ

cr,mat.
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2 Grundlagen zur versetzungsbasierten Plastizität und deren Modellierung

insbesondere die Verbindung der planaren Versetzungsbewegung mit der dreidi-
mensionalen Ausprägung der Versetzungswechselwirkungen und -Reaktionen.
Dies ist der Inhalt der folgenden Kapitel.

Numerische Umsetzung der Theorie Das Gleichungssystem, das die
Evolution der Mikrostruktur beschreibt (Gleichung 2.25 und 2.26) ist in einer
numerischen Formulierung unter Verwendung des Finite-Elemente Codes M++
[Wieners, 2005, 2010] basierend auf einem parallelisierten Mehrgitterverfahren
implementiert. Im Folgenden werden nur die wichtigsten Aspekte der Implemen-
tierung beschreiben. Für eine umfangreiche Einführung wird auf [Schulz et al.,
2016, 2019] verwiesen.

Das Gleichungssystem der Versetzungsdichten und der Krümmungsdichte
(Gleichung 2.25) wird in ein lineares Gleichungssystem für

(
ρξ ,κξ

)
und in

eine lineare Transportgleichung für qξ aufgeteilt und in separaten Transportpro-
blemen gelöst. Dadurch ergibt sich für

(
ρξ ,κξ

)
das Gleichungssystem

∂t

 ρξ

κξ

+∇ ·Fξ

 ρξ

κξ

= Gξ (2.30)

mit der Funktion des Versetzungsflusses Fξ :

Fξ

 ρξ

κξ

= vξ

 (
lξ ⊗dξ −dξ ⊗ lξ

)
·κξ

(dξ ⊗ lξ − lξ ⊗dξ )ρξ

 (2.31)

und dem Quellterm Gξ :

Gξ =

 vξ qξ

0

 . (2.32)
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2.3. Continuum Dislocation Dynamics (CDD)

Im Falle von geschlossen Randbedingungen (in der Arbeit nicht betrachtet),
wird angenommen, dass Versetzungen nicht über die Grenzen transportiert
werden, d.h.

n ·Fξ

 ρξ

κξ

= 0, (2.33)

wobei n der Normalenvektor der Oberfläche bezeichnet. Für offene Randbedin-
gungen gilt

vξ

(
|n×mξ |ρξ +(n×mξ ) ·κξ

)
= 0, (2.34)

d.h. Versetzungen verlassen das Volumen in Richtung der Oberflächennormalen
n. Für eine gegebene Versetzungsgeschwindigkeit gilt für die Evolutionsglei-
chung der Krümmungsdichte

∂tqξ +∇ · fξ (qξ ) = gξ mit fξ (qξ ) =
qξ

ρξ
κ

ξ

⊥v
ξ

und gξ =−∇ ·Aξ
∇vξ

(2.35)

unter Verwendung von Gleichung (2.26). Für die Zeitdiskretisierung werden
die separierten Teile des Gleichungssystems durch ein Splittingverfahren nach
[Strang, 1968] unter Verwendung der impliziten Mittelpunktregel gekoppelt. Da-
bei wird das Gleichungssystem mit einer GMRES Methode [Saad und Schultz,
1986] mit fixen Zeitschritten gelöst. Für die räumliche Diskretisierung der
Evolutionsgleichungen (2.30) und (2.35) wird eine diskontinuierliche Galerkin
Methode mit upwind flux verwendet. Alle in dieser Arbeit untersuchten Systeme
sind mit tetragonalen Elementen diskretisiert, wobei eine lineare Ansatzfunktion
für das linear elastische Finite-Elemente Problem verwendet wird.
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3. Modellierung der
Versetzungsmobilität

Dieses Kapitel dient zur Verdeutlichung der physikalischen Mechanismen,
sowie deren Homogenisierung in einer versetzungsbasierten Kontinuums-
theorie zur dreidimensionalen Beschreibung der Versetzungsmobilität und
-wechselwirkungen am Beispiel der CDD, wie in Kapitel 2.3 vorgestellt. Kapitel
2.1 verdeutlicht das Wechselspiel zwischen der planaren Versetzungsbewegung
zur Abscherung der Kristallebenen und der Wechselwirkung von Versetzungen
auf verschiedenen Gleitsystemen als ein Kernaspekt der Verfestigung in der
Mehrfachgleitphase (Stufe II). Im Gegensatz dazu beschreiben versetzungs-
basierte Kontinuumsmodelle Versetzungsinteraktionen und -Reaktionen in
der Regel in Form von Mobilitätsgesetzen, die nur die gleitsystembasierte
Versetzungsbewegung beeinflussen (Kapitel 2.2). Dadurch kann insbesondere
die Ausprägung von Versetzungsreaktionen als gleitsystem-koppelnde Mecha-
nismen nicht berücksichtigt werden. Für eine Formulierung, die die planare
Versetzungsbewegung mit den gleitsystemübergreifenden Versetzungsmechanis-
men in Einklang bringt, wird im Folgenden das Zusammenspiel dreier Aspekte
berücksichtigt:

1. Die gleitsystemgebundene, planare und damit konservative Versetzungs-
bewegung. Dieser Mechanismus führt zur Abscherung des Kristalls auf
Gleitebenen und erzeugt damit plastische Verformung.

2. Versetzungsinteraktionen innerhalb eines Gleitsystems, sowie zwischen
verschiedenen Gleitsystemen. Diese Interaktionen sind im Wesentlichen
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3 Modellierung der Versetzungsmobilität

durch elastische Spannungsfelder verursacht und können zu einer Ein-
schränkung der planaren Versetzungsbewegung durch Bildung von Dipo-
len, oder durch die Hinderniswirkung von unbeweglichen Versetzungsre-
aktionen, wie Lomer oder Hirth Reaktionen führen.

3. Die Bildung von Versetzungsreaktionen und Quergleiten. Zusätzlich zur
Beeinflussung der planaren Versetzungsbewegung sind diese Mechanis-
men dadurch gekennzeichnet, dass durch sie entweder Versetzungen auf
anderen Gleitsystemen generiert werden (z.B. bei gleitfähigen Reaktio-
nen, oder Quergleiten), oder die Versetzungslinienlänge, d.h. die Menge
der Träger der plastischen Verformung reduziert wird (z.B. bei Lomer-
und Hirth Reaktionen, oder kollinearer Annihilation).

Die folgenden Kapitel verdeutlichen Ansätze zur Erweiterung einer gleitsys-
tembasierten Plastizitätsformulierung, um dreidimensionale und gleitsystem-
übergreifende Versetzungsmechanismen zu berücksichtigen. Hierfür ist eine
Darstellung des Übergangs von der rein planaren Versetzungsausbreitung (3.1),
über die Berücksichtigung von Versetzungsinteraktionen innerhalb und zwi-
schen Gleitsystemen (3.2) bis hin zur Beschreibung von Versetzungsreaktionen
im Kontinuum (3.3) notwendig.

3.1. Versetzungsbewegung
auf einem Gleitsystem

Die Abscherung des Kristalls auf Gleitebenen wird in der CDD Theorie und in
anderen versetzungsbasierten Kontinuumstheorien durch eine Evolutionsglei-
chung der plastischen Scherung abgebildet (Gleichung 2.12) [Hochrainer et al.,
2014, Li et al., 2014, Ma und Roters, 2004, Reuber et al., 2014]. Diese Evoluti-
onsgleichung ist eine Funktion der Versetzungsdichte ρξ und der Versetzungs-
geschwindigkeit vξ , wodurch ein Versetzungsfluss ρξ vξ mit vξ > 0 zu einer
Abscherung der Kristallebenen führt. Dies gilt sowohl für SSD, als auch für
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3.1. Versetzungsbewegung auf einem Gleitsystem

GND Dichten, da die Versetzungsdichte ρξ nicht zwischen den Orientierungen
unterscheidet (Gleichung 2.24). Eine existierende GND Dichte ist allerdings mit
einem Gradienten in der räumlichen Verteilung der plastischen Scherung ver-
bunden (Gleichung 2.22) und führt dadurch zu einer Ausbildung eines internen
Spannungsfelds, wie durch Gleichung (2.17 - 2.19) beschrieben.

Wie in Kapitel 2.1 erklärt, wird in dieser Arbeit zwischen den Begriffen
Versetzung und Versetzungslinie unterschieden. Während mit Versetzung die
Abgrenzung des abgescherten Bereichs in seiner Gesamtheit bezeichnet wird,
beschreibt die Versetzungslinie die Eigenschaft einer Versetzung als gerich-
tete Defektlinie. Diese Unterscheidung hat neben der Terminologie auch die
konkrete Auswirkung, dass in der CDD Theorie eine Erhöhung der Linienlän-
ge, d.h. der Versetzungsdichte, durch die Expansion einer Versetzung unter
Konservierung des Winkelinhalts im Mittelungsvolumen erfolgt. Das bedeutet,
dass im Fall vξ > 0 für die Änderung der integrierten Versetzungsdichte und
Krümmungsdichte

∂t

∫
V

ρ
ξ dV > 0 und ∂t

∫
V

qξ dV = 0 (3.1)

gilt, wenn qξ > 0, d.h. wenn die mittlere Krümmung aller im Mittelungsvolumen
vorhandenen Versetzungslinien positiv ist. Dies ist durch den Quellterm qξ vξ

in der Evolutionsgleichung (2.25) verursacht und gilt solange Versetzungen das
System nicht verlassen.

Diese Eigenschaft kann durch eine Betrachtung der Expansion einer idea-
len, kreisförmigen Versetzung verdeutlicht werden. Abbildung 3.1 zeigt das
Ergebnis einer Simulation einer solchen idealen Konfiguration, bei der die
Belastung durch eine konstante externe Schubspannung von τ

ξ

ext = 20MPa
erfolgt (Gleichung 2.19). Zusätzlich zu τ

ξ

ext wirkt die interne Schubspannung
τ

ξ

int aufgrund des durch die Versetzung induzierten Spannungsfelds. Im Sinne
der Klarheit gilt in dieser Simulation τ

ξ

fl = 0 (Gleichung 2.29). Die Richtung
der Gleitebennormale ist [001] und die Richtung des Burgers Vektors ist [100]
unter Verwendung des Koordinatensystems [XY Z]. Die Initialverteilung der
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Abbildung 3.1.: Kontourplot der Versetzungsdichte und der plastischen Scherung auf dem Gleit-
system (a, b) und Evolution der mittleren Versetzungsdichte, sowie der Anzahl der
Versetzungen im Simulationsvolumen (c) für eine homogene Ausbreitung einer
geschlossenen Versetzung.

Versetzungsdichte und der plastischen Scherung (Abbildung 3.1(a)) wird als
eine geschlossene kreisförmige Versetzung mit einem Radius von 1 µm durch
eine bivariate Normalverteilung der Dichte senkrecht zur Linienrichtung be-
schrieben. Der Mittelpunkt der kreisförmigen Versetzung befindet sich in der
Mitte eines Simulationsvolumens mit den Abmessungen 4.4×4.4×4.4 µm, für
das ein linear-elastisches Materialverhalten angenommen wird. Da in diesem
Beispiel ρξ = ‖κξ‖ gilt, beschreibt die Dichteverteilung in Abbildung 3.1(a)
die in Abbildung 2.1 skizzierte Konfiguration (siehe auch Gleichung 2.22).
Unter der angelegten Schubspannung expandiert die Versetzung und damit die
Abgrenzung der abgescherten Fläche radial in Richtung der offenen Grenzen
des Simulationsvolumens und verlässt dieses ab einer Simulationszeit von et-
wa 0.03 µs, wie in Abbildung 3.1(b) dargestellt. Zusätzlich führt das interne
Spannungsfeld zu einer leichten Aufweitung der Normalverteilung und damit
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zu einer leichten Abflachung des Gradienten zwischen dem abgescherten und
dem nicht abgescherten Bereich. Der Verlauf der mittleren Versetzungsdichte
1
V
∫

V ρξ , d.h. der Linienlänge, und der Anzahl an Versetzungen 1
2π

∫
V qξ im

Simulationsvolumen V ist in Abbildung 3.1(c) dargestellt. Es ist zu sehen, dass
die Linienlänge der Versetzung bis zum Verlassen des Simulationsvolumens
linear ansteigt. Dies ist analytisch leicht durch den linearen Zusammenhang
eines Kreisumfangs (2πr) mit dem Radius r für eine Konstante Versetzungsge-
schwindigkeit nachzuvollziehen. Im Gegensatz dazu bleibt der Winkelinhalt bis
zum Verlassen des Simulationsvolumens nahezu konstant.

Die in Abbildung 3.1 dargestellte Simulation verdeutlicht die planare
Ausbreitung einer Versetzung im Sinne einer Vergrößerung des abgescher-
ten Bereichs auf dem Gleitsystem unter Verlängerung der Umrandung des
abgescherten Bereichs, d.h. der Linienlänge der Versetzung. In der kinemati-
schen Formulierung wird dies durch die Kopplung von Versetzungsdichte und
Krümmungsdichte über den Quellterm vξ qξ in der Evolutionsgleichung der
Versetzungsdichte erreicht (Gleichung 2.25). Die Versetzungsbewegung, sowie
die Erhöhung der Linienlänge einer Versetzung ist somit an das Gleitsystem
gebunden. Eine Generierung neuer Versetzungen auf anderen Gleitsystemen,
wie es z.B. durch gleitfähige Reaktionen und Quergleiten beobachtet wird, kann
durch diesen rein kinematischen Mechanismus nicht abgebildet werden.

3.2. Versetzungsinteraktion

Die wechselseitige Interaktion der Versetzungen über ihre Spannungsfelder
wird über eine Eigendehnungsformulierung der plastischen Verzerrung berück-
sichtigt [Lemarchand et al., 2001, Sandfeld et al., 2013]. Diese Formulierung
basiert auf einer Betrachtung der elastischen Spannungen, die für eine Defor-
mation entsprechend der plastischen Dehnung notwendig wäre, die durch die
kombinierte Versetzungsbewegung auf allen Gleitsystemen im Mittelungsvo-
lumen (Gleichung 2.16) verursacht wird. Das so erhaltene Spannungsfeld ist
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3 Modellierung der Versetzungsmobilität

proportional zu dem Gradienten der plastischen Scherung und somit nur durch
eine existierende GND-Dichte abzubilden, wie auch anhand Gleichung (2.22)
verständlich ist.
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Abbildung 3.2.: Kontourplot der Interaktion zweier kreisförmiger Versetzungen in der Ebene unter
einer angelegten externen Schubspannung von τ

ξ

ext = 5MPa. Gezeigt ist die Vertei-
lung der Versetzungsdichte (a - d, oben) und der Versetzungsgeschwindigkeit (a -
d) vier verschiedenen Simulationszeiten t.

In der in Abbildung 3.1 gezeigten Simulation führt die interne Spannung im Be-
reich des existierenden Gradienten in der plastischen Scherung zu einer leichten
Aufweitung der Normalverteilung der Versetzungsdichte. In GND-dominierten
Versetzungskonfigurationen wirken somit langreichweitige Spannungsfelder,
durch die Versetzungen mit sich selbst, aber auch miteinander interagieren kön-
nen. Zur Verdeutlichung zeigt Abbildung 3.2 eine Simulation der Interaktion
zweier Versetzungen innerhalb eines Gleitsystems unter einer angelegten externe
Schubspannung von τ

ξ

ext = 5 MPa, wobei sich deren Ausbreitungswege überlap-
pen. Die initiale Verteilung der Versetzungsdichte (Abbildung 3.2(a) oben) führt
zu einer Versetzungsgeschwindigkeit, die innerhalb des abgescherten Bereichs
deutlich geringer ist als außerhalb, wie in Abbildung 3.2(a) unten zu sehen
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3.2. Versetzungsinteraktion

ist1. Dies führt zu einer deutlichen Aufweitung der Versetzungsdichteverteilung
(Abbildung 3.2(b)-(d) oben). Im mittleren Bereich des Simulationsvolumens
stehen sich Versetzungslinien mit positivem und negativem Stufencharakter
gegenüber, was zu anziehenden Spannungen führt.2 Dadurch ist dort bei Simula-
tionsbeginn eine höhere Geschwindigkeit zu beobachten, die sich im Laufe der
Simulation im Bereich der Überschneidung der beiden Versetzungslinien stark
verringert (Abbildung 3.2(b)-(d) unten). Dies resultiert in einer Akkumulation
der Versetzungsdichte in der Mitte des Simulationsvolumens und damit in einer
Behinderung der Versetzungsausbreitung (Abbildung 3.2(d) oben).

Interaktion zwischen Gleitsystemen über interne Spannungsfelder
Interne Spannungsfelder von Versetzungen sind aufgrund der Projektion der
Spannungen auf die verschiedenen Gleitsysteme (Gleichung 2.19) auch außer-
halb des eigenen Gleitsystems sichtbar. Dies kann durch eine Betrachtung der
Versetzungsinteraktion zwischen zwei schneidenden Gleitsystemen verdeut-
licht werden. Hierzu werden zwei verschiedene Gleitsystemkonfigurationen
untersucht, die sich durch die gegenseitige Ausrichtung ihrer Burgers Vektoren
unterscheiden: (I.) Eine Konfiguration, die Lomer Reaktionen ermöglicht mit
den Gleitsystemen (111)〈1̄01〉, (1̄1̄1)〈011〉 (Abbildung 3.3(a)) und (II.) eine
Konfiguration, die kollineare Reaktionen ermöglicht mit den Gleitsystemen
(111)〈01̄1〉, (1̄11)〈01̄1〉 (Abbildung 3.3(b)).

Auf beiden Gleitsystemen wird die Verteilung der Versetzungsdichte auf
eine Gleitlamelle mit einer Dicke von 2 µm normal zur Gleitebene beschränkt.
Die Versetzungsdichte ist innerhalb dieser Gleitlamellen homogen als Verset-
zungen mit Radius von 2 µm verteilt. Die entsprechende Versetzungsdichte

1 Zur besseren Verdeutlichung der Versetzungsinteraktion ist die angelegte Schubspannung in
diesem Fall deutlich geringer, als in Kapitel 3.1. Die gezeigte Konfiguration würde physikalisch
gesehen zu einer Annihilation der sich schneidenden Versetzungslinien führen. Eine solcher
Vorgang ist allerdings auch durch die Interaktion der Spannungsfelder verursacht und wird hier
vorerst nicht betrachtet.

2 Die beiden Versetzungen befinden sich in diesem Beispiel auf der gleichen Höhe. Die Ausprä-
gung des Geschwindigkeitsfelds ist allerdings dreidimensional, sodass auch Versetzungen auf
unterschiedlicher Höhe miteinander interagieren.
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Abbildung 3.3.: Skizze der Systemkonfiguration für die Lomer (a) und die kollineare (b) Orientie-
rung der Gleitsysteme (für die Beschreibung siehe Text). (c) und (d): Kontourplot
der Versetzungsdichte auf dem primären Gleitsystem ρ1 für beide Konfigurationen
mit internem Spannungsfeld in einem gleitsystem-basierten Koordinatensystem. X

′

zeigt entlang der gemeinsamen Schnittlinie der Gleitsysteme. Aus [Sudmanns et al.,
2018].

ist ρ1 = ρ2 = 1×1012 m−2, wobei ρ1 und ρ2 die totale Versetzungsdichte auf
dem primären und dem sekundären Gleitsystem bezeichnet. Aufgrund der Über-
schneidung der Gleitlamellen existiert ein Bereich entlang der Schnittlinie mit
ρtot = ρ1 +ρ2. Durch die homogene Verteilung der Versetzungen gilt zu Beginn
der Simulation ρξ = ρ

ξ

SSD. Dies impliziert ein spannungsfreies System im Aus-
gangszustand, wodurch eine GND-Dichte und damit ein internes Spannungsfeld
kann erst durch Versetzungsinteraktion entstehen.3 Die Belastung der beiden
Gleitsysteme erfolgt durch ein homogenes externes Spannungsfeld mit τ

ξ

ext = 10

3 Es gelten offene Grenzen für den Versetzungsfluss und τ
ξ

fl = 0.
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3.2. Versetzungsinteraktion

MPa. Die Abbildungen 3.3(c) und (d) zeigen die resultierende Versetzungsdich-
teverteilung auf den primären Gleitsystemen ξ 1 in einem Gleitsystem-basierten
Koordinatensystem mit −4 µm≤ X

′
< 4 µm und −4 µm≤ Y

′
< 4 µm, wobei

X
′

in Richtung der gemeinsamen Schnittlinie der Gleitlamellen zeigt. Es ist
zu sehen, dass in beiden Konfigurationen ein Aufstau der Versetzungsdich-
te stattfindet, welcher durch eine Interaktion des sich aufbauenden internen
Spannungsfelds verursacht ist. Dieses Spannungsfeld resultiert aus der Absche-
rung der Gleitlamellen, wodurch eine Heterogenität in der Dichteverteilung
an den Übergangsbereichen der Überschneidung der beiden Gleitlamellen bei
Y
′ ≈±1 µm zu beobachten ist. Der Unterschied in der Dichteverteilung zwi-

schen Abbildung 3.3(c) und (d) ist durch die unterschiedliche Orientierung
zwischen Burgers Vektor und Schnittlinie zu erklären.

Aufgrund der Proportionalität des internen Spannungsfelds mit dem Gra-
dienten der plastischen Scherung ist mit dieser Methode keine Berücksichti-
gung der Versetzungsinteraktion in SSD Konfigurationen und innerhalb eines
Mittelungsvolumens möglich. Dies ist daran erkennbar, dass innerhalb des
Überschneidungsbereichs der Gleitlamellen in Abbildung 3.3(c) die gleiche
Versetzungsdichte vorherrscht, als außerhalb des Überschneidungsbereichs. In
diesem Bereich findet also keine Interaktion zwischen ρ1 und ρ2 statt.

Spannungsterme zur Versetzungsinteraktion Eine Möglichkeit, um
Versetzungsinteraktionen in Konfigurationen ohne vorherrschendes internes
Spannungsfeld zu berücksichtigen, besteht in der Anwendung von Interaktions-
spannungstermen nach „Taylor“ (Gleichung 2.2), oder „Franciosi“ (Gleichung
2.3). Die beiden Terme unterscheiden sich dadurch, dass sie entweder die Stärke
aller Versetzungsinteraktionen in einen gemeinsamen Parameter α vereinen,
oder alle Gleitsystemkombinationen in Form einer Matrix individuell gewichten.
In beiden Fällen besteht eine Abhängigkeit der Versetzungsgeschwindigkeit von
der Versetzungsdichte auf allen Gleitsystemen, siehe Gleichung (2.25).
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3 Modellierung der Versetzungsmobilität

Abbildung 3.4.: Vergleich der Verteilung der Versetzungsdichte auf dem primären Gleitsystem ρ1
mit den Konfigurationen in Abbildung 3.3(a, b) unter Anwendung der Interaktions-
spannung nach „Taylor“ (a - c) und „Franciosi“ (d - f) mit aξ ξ = 0 (d - f, links) und
aξ ξ = 0.122 (d - f, rechts). Gezeigt ist die Lomer und die kollineare Konfiguration
mit einer Anfangsdichte von ρ1 = ρ2 = 1× 1012 m−2 (a, d und b, e), sowie die
kollineare Konfiguration mit 4ρ1 = ρ2 = 4×1012 m−2 (c, f). Aus [Sudmanns et al.,
2018].

Eine Anwendung der Interaktionsspannungsterme in einer analog zu der Be-
trachtung in Abbildung 3.3 untersuchten Gleitsystemkonfiguration führt inner-
halb des Überschneidungsbereichs der Lamellen aufgrund der dort höheren
Gesamtdichte zu einer geringeren Versetzungsgeschwindigkeit, als außerhalb.
Mit der Verwendung des Interaktionsspannungsterms nach „Taylor“

(
τ

ξ
cr

)
ist

dadurch eine deutlichere Dichteakkumulation an beiden Seiten der schneiden-
den Gleitlamelle erkennbar (Abbildung 3.4 (oben)). Die Dichteevolution ist
allerdings qualitativ ähnlich zu Abbildung 3.3(c, d) und qualitativ unabhängig
von der Gleitsystemorientierung. Erst mit einer unterschiedlichen Gewichtung
einzelner Versetzungsinteraktionen durch die Interaktionsmatrix (τξ

cr,mat, siehe
Abbildung 2.2, sowie Tabelle 2.1) ist eine Trennung der Selbstinteraktion der
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3.3. Versetzungsreaktionen

Versetzungsdichte
(

aξ ξ

)
von der Interaktion zwischen Gleitsystemen möglich,

wie in Abbildung 3.4 (unten) dargestellt ist. Der Einfluss der starken kollinearen
Interaktion (akoll, Tabelle 2.1) zeigt sich daran, dass diese insbesondere in der
heterogenen Dichtekonfiguration (ρ2 = 4ρ1) eine Dichteentwicklung innerhalb
des Überschneidungsbereichs der Lamellen nahezu unterbindet, wie anhand der
geringen Versetzungsdichte bei Y

′ ≈ 0 in Abbildung 3.4(f) zu sehen ist.
Die in Abbildung 3.4 gezeigte Simulation ist durch eine Interaktion dis-

kreter Gleitlamellen und daher durch eine signifikante GND-Dichte im In-
teraktionsbereich geprägt. Insbesondere in Konfigurationen mit einem hohen
SSD-Dichteanteil ist die Wirkung der Interaktionsspannungsterme als kurz-
reichweitige Spannungen aufgrund der verschwindenden langreichweitigen
Spannungen besonders relevant. Eine Betrachtung solcher Konfigurationen
erfolgt in Kapitel 5.1.

Die Anwendung der Interaktionsspannungen (Gleichungen 2.2 oder 2.3)
als lokale Fließspannung in der CDD (Gleichung 2.29) und in anderen Konti-
nuumstheorien (Kapitel 2.2) bietet die Möglichkeit, kurzreichweitige Verset-
zungsinteraktionen zwischen Gleitsystemen in Form eines Mobilitätsgesetzes
zu berücksichtigen. Aufgrund der skalaren Versetzungsdichte und Versetzungs-
geschwindigkeit in der CDD führt dies allerdings dazu, dass sich entweder die
totale Versetzungsdichte mit einer geringeren Geschwindigkeit bewegt, oder der
Versetzungsfluss vollständig unterbunden wird, wie z.B. in Abbildung 3.4(f).
In Verbindung mit gleitsystembasierten Quelltermen für die Versetzungsdichte,
wie Gleichung (2.25), oder (2.14) fehlt dieser Formulierung weiterhin eine me-
chanismusbasierte Beschreibung von Versetzungsreaktionen. Die Formulierung
eines solchen Modells ist Inhalt der nachfolgenden Kapitel.

3.3. Versetzungsreaktionen

Der in Kapitel 3.1 beschriebene Mechanismus führt zu einer gleitsystemgebun-
denen Versetzungsbewegung, die im allgemeinen Fall mit einer Erhöhung der
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3 Modellierung der Versetzungsmobilität

Versetzungslinienlänge verbunden ist. Durch eine Berücksichtigung interner
Spannungsfelder und kurzreichweitiger Interaktionsspannungen können Ver-
setzungsinteraktionen innerhalb und zwischen Gleitsystemen berücksichtigt
werden (Kapitel 3.2). Obwohl Versetzungswechselwirkungen somit gleitsystem-
übergreifend wirken, erlaubt die Formulierung über Mobilitätsgesetze nur eine
Beeinflussung der planaren Versetzungsbewegung über eine Modifikation des
Versetzungsflusses (Gleichung 2.29). Dies gilt nicht nur für die CDD, sondern
auch für andere Kontinuumstheorien, z.B. [Arsenlis und Parks, 2002, Li et al.,
2014], sofern diese auf einer ähnlichen gleitsystembasierten Beschreibung von
Mobilitätsgesetzen beruhen.

xr' (br',nr')

xr'' (br'',nr'')
xgl (bgl,nr'')

(a) Überschneidung gekrümm-
ter Versetzungslinien.

xr' (br',nr')

xr'' (br'',nr'')
xgl (bgl,nr'')

(b) Ausrichtung der Verset-
zungslinien.

xr' (br',nr')

xr'' (br'',nr'')
xgl (bgl,nr'')

(c) Bildung einer Versetzungs-
reaktion.

Abbildung 3.5.: Skizze der Bildung einer Versetzungsreaktion zwischen zwei schneidenden Ver-
setzungslinien auf den Gleitsystemen ξ r′ und ξ r′′ mit Burgers Vektor bξ und der
Gleitebenennormale nξ (a). Die Spannungsfelder führen zu einer Ausrichtung der
Versetzungslinien entlang der gemeinsamen Schnittline der Gleitebenen (b) und zu
der Bildung einer Versetzungsreaktion (c). Im Falle der gleitfähigen Reaktion liegt
die erzeugte Versetzungslinie auf dem Gleitsystem ξ gl in einer der ursprünglichen
Ebenen (in diesem Beispiel nr′′ ). Aus [Sudmanns et al., 2019].

Im Gegensatz zu der gleitsystembasierten Beschreibung besteht ein wesent-
licher Bestandteil der in der Mehrfachgleitphase (Stufe II) beobachteten Ver-
setzungsmechanismen in der Bildung von Versetzungsreaktionen und deren
Einfluss auf die Verfestigung, siehe Kapitel 2.1. In Abbildung 3.5 ist beispiel-
halt der Ablauf einer Versetzungsreaktion skizziert, wie er in diskreten Ver-
setzungsdynamiksimulationen beobachtet wird [Stricker und Weygand, 2015,
Weygand und Gumbsch, 2005, Zbib et al., 2000]. Die Reaktionspartner be-
stehen aus zwei Versetzungslinien mit überschneidenden Ausbreitungswegen
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auf den Gleitsystemen ξ r′ und ξ r′′ (Abbildung 3.5(a)), die sich aufgrund der
elastischen Wechselwirkung entlang der gemeinsamen Schnittlinie der Gleit-
ebenen ausrichten (Abbildung 3.5(b)) und schließlich miteinander reagieren
und ein Reaktionsprodukt bilden (ξ gl , Abbildung 3.5(c)). Dabei ist die im
allgemeinen vorhandene Krümmung der Versetzungslinien in den Endpunkten
der gebildeten Reaktion konzentriert und unterbindet eine weitere Ausbreitung
der konstituierenden Versetzungen [Stricker et al., 2018], vgl. die Abbildungen
3.5(a) und (c). Der Reaktionsmechanismus führt im Falle der gleitfähigen Re-
aktion zu einer beweglichen Versetzung auf einem dritten Gleitsystem ξ gl , im
Falle der Lomer und Hirth Reaktion zu einer unbeweglichen Versetzung, die
sich die beiden reagierenden Gleitsysteme ξ r′ und ξ r′′ teilen und im Falle der
kollinearen Reaktion zu einer Annihilation der reagierenden Versetzungslinien.
Im Folgenden werden für den Allgemeinfall die Gleichungen hergeleitet, die
zu einer homogenisierten Beschreibung von Versetzungsreaktionen in einer
gleitsystembasierten Theorie führen.

Der wesentliche Aspekt der Homogenisierung ist die Formulierung einer
Kollisionsfrequenz νξ zwischen Versetzungen auf einem primären Gleitsystem
ξ und einem schneidenden Gleitsystem ζ . Basierend auf der Argumentation in
[Ma und Roters, 2004] wurden in [Roters et al., 2019, Stricker und Weygand,
2015] Kopplungsterme für die Versetzungsdichte auf verschiedenen Gleitsyste-
men vorgeschlagen, die in dieser Arbeit berücksichtigt werden. Für die Kollisi-
onsfrequenz gilt daher:

νξ =
|vξ |
Lζ

mit ξ ,ζ = r′,r′′ und ξ 6= ζ (3.2)

unter der Annahme des mittleren Versetzungsabstands auf dem schneidenden
Gleitsystem

Lζ
∝

1√
ρζ
. (3.3)

45



3 Modellierung der Versetzungsmobilität

Da jede Versetzungslinie sowohl als primäre, als auch als schneidende Verset-
zung wirken kann, gilt für die Produktionsrate von Versetzungsreaktionen

∂tρreakt ∝ ρ
ξνξ +ρ

ζνζ mit ξ ,ζ = r′,r′′ und ξ 6= ζ (3.4)

und mit Gleichung (3.3)

∂tρreakt =Creakt

(
ρ

ξ |vξ |
√

ρζ +ρ
ζ |vζ |

√
ρξ

)
mit ξ ,ζ = r′,r′′

und ξ 6= ζ .

(3.5)

Hierbei ist der Index ()reakt ein Laufindex für verschiedene Reaktionsmechanis-
men, d.h. ()reakt = ()gleit,()lomer,()koll. Die Konstante Creakt beschreibt die effek-
tive Länge der Versetzungsreaktion und enthält den Betrag des Burgers Vektors.
Die Größenordnung von Creakt wurde für gleitfähige Reaktionen (d.h. Creakt =

Cgleit) durch diskrete Versetzungsdynamiksimulationen bestimmt [Roters et al.,
2019, Stricker und Weygand, 2015]. Der Term ρreakt beschreibt in allgemeiner
Form die Dichte der entstehenden Versetzungsreaktionen. Die Dichte ρreakt

ist im Allgemeinen nicht an ein Gleitsystem gebunden und enthält daher kein
Gleitsystemindex. Die gleitfähige Reaktion führt zu einer Entstehung von Ver-
setzungsdichte auf dem Gleitsystem ξ gl , d.h. ∂tρreakt = ∂tρ

gl
reakt, während die

Lomer Reaktion zu einer unbeweglichen Versetzung führt und die kollineare
Reaktion eine Annihilation der Versetzungslinien zur Folge hat. Zudem ist zu
beachten, dass der Versetzungsfluss beider reagierender Gleitsysteme berück-
sichtigt wird. Da nur auf einem Gleitsystem ein Versetzungsfluss vorhanden sein
muss, aber beide Gleitsysteme an der Reaktion beteiligt sind, beschreibt die Glei-
chung (3.5) eine Kopplung der Versetzungsmobilität zweier Gleitsysteme. Dies
steht im Gegensatz zu Formulierungen, die Versetzungsreaktionen durch einen
Ansatz ähnlich zu Gleichung (2.14) berücksichtigen, wie z.B. [Li et al., 2014,
Ma und Roters, 2004, Monavari und Zaiser, 2018]. Diese Formulierungen be-
schreiben die Erhöhung der Versetzungsdichte proportional zur plastischen
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Scherung des selben Gleitsystems, wodurch schneidende Gleitsysteme nur
durch eine Annahme des mittleren Versetzungsabstands berücksichtigt werden.

Die Versetzungsreaktion, wie sie durch Gleichung (3.5) beschrieben ist,
geschieht auf Kosten von physikalischer Versetzungslinienlänge auf den reagie-
renden Gleitsystemen ξ r′ und ξ r′′ . Das in der diskreten Versetzungsdynamik
hierfür verwendete Konzept der Umwandlung in eine virtuelle Versetzungslinie
[Stricker et al., 2018] existiert in der CDD nicht. Daher wird in der homoge-
nisierten Beschreibung eine Annihilationsrate der Versetzungsdichte auf den
reagierenden Gleitsystemen ξ r′ und ξ r′′ eingeführt:

∂tρ
ξ

reakt =−∂tρreakt mit ξ = r′,r′′. (3.6)

Im Sinne der Definition (Kapitel 2.1) impliziert ein solcher Prozess, dass trotz
der Reduktion von Linienlänge die konstituierenden Versetzungen auf den
Gleitsystemen ξ r′ und ξ r′′ in ihrer Gesamtheit als Begrenzung der abgescherten
Fläche weiterhin existieren.

Eine einfache Simulation am Beispiel der gleitfähigen Reaktion, mit der
die Wirkung der Reaktionsgleichungen (3.5) und (3.6) verdeutlicht werden
kann, ist in Abbildung 3.6 zu sehen. Zum besseren Verständnis ist in diesem
Beispiel die komplette Versetzungsdichte im Mittelungsvolumen des jeweiligen
Gleitsystems an der Reaktion beteiligt, d.h. es gilt ρ

ξ

reakt = ρξ . Im Ausgangszu-
stand (Abbildung 3.6(a)) liegen zwei gerade, in Form einer bivariaten Normal-
verteilung der Versetzungsdichte beschriebenen Stufenversetzungen auf zwei
verschiedenen Gleitsystemen ξ r′ und ξ r′′ . Diese bewegen sich unter einer ange-
legten externen Schubspannung von τ

ξ

ext = 15MPa in Richtung der Systemmitte
und reagieren unter Bildung neuer Versetzungsdichte auf dem Gleitsystem ξ gl ,
auf dem vereinfachend vξ = 0 angenommen wird (Abbildung 3.6(b - d)). Der
Verlauf der gemittelten Versetzungsdichten auf den drei Gleitsystemen in Ab-
bildung 3.6(e) zeigt eine Erhöhung der Versetzungsdichte auf dem Gleitsystem
ξ gl proportional zur Abnahme der Dichte auf den Gleitsystemen ξ r′ und ξ r′′ ,
wie es durch die Gleichungen (3.5) und (3.6) zu erwarten ist.
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Abbildung 3.6.: Reaktion zwischen zwei geraden Versetzungslinien auf zwei verschiedenen Gleit-
systemen unter Generierung einer Versetzung auf einem dritten Gleitsystem, auf
dem vereinfachend vξ = 0 angenommen wird. (a - d) zeigt die Versetzungsdichte
auf den reagierenden Gleitsystemen ξ r′ und ξ r′′ (in blau) und die entstehende
Versetzungsdichte auf dem Gleitsystem ξ gl (in orange) zu verschiedenen Zeitpunk-
ten. (e) zeigt die mittlere totale Versetzungsdichte aller drei Gleitsysteme über der
Simulationszeit.

Die in Abbildung 3.6 gezeigte Simulation ist ein Beispiel, das speziell darauf
zugeschnitten ist, die Reaktionsbildung als Kopplungsmechanismus zwischen
Gleitsystemen in einer gleitsystembasierten Dichteformulierung zu verdeutli-
chen. Das Ziel einer kontinuierlichen Theorie ist allerdings nicht eine Auflö-
sung des diskreten Vorgangs, sondern eine homogenisierte Beschreibung der
Auswirkungen der Reaktionsbildung auf die Mobilität der Versetzungen. Im
allgemeinen Fall und in allen anderen in dieser Arbeit gezeigten Rechnungen
wird deshalb angenommen, dass nur eine statistische Anzahl an Versetzun-
gen im Mittelungsvolumen an der Reaktion beteiligt ist, d.h. in der Regel ist
ρ

ξ

reakt 6= ρξ .
Die Evolutionsgleichungen der Versetzungsreaktionen (Gleichungen 3.5

und 3.6) dienen als Kopplungsterme zwischen Versetzungsdichten auf verschie-
denen Gleitsystemen und bilden das Grundgerüst für eine mechanismusbasierte
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3.3. Versetzungsreaktionen

Beschreibung der Versetzungsplastizität in der Mehrfachgleitphase der Ein-
kristallverformung. Damit können neben der Versetzungswechselwirkung über
Spannungsterme (Kapitel 3.2) auch Mechanismen berücksichtigt werden, die
mit einer auf das Gleitsystem beschränkten Beschreibung, wie sie z.B. durch die
Gleichungen (2.25) oder (2.10) bedingt sind, nicht abgebildet werden. Diese Me-
chanismen beinhalten die Generierung einer neuen Versetzung auf einem dritten
Gleitsystem durch eine gleitfähige Reaktion, die temporäre Immobilisierung

zweier Versetzungen durch eine Lomer Reaktion, oder die Annihilation zweier
Versetzungslinien durch die kollineare Reaktion. Eine detaillierte Herleitung der
Evolutionsgleichungen für diese Reaktionen als Spezialfälle der Gleichungen
(3.5) und (3.6) basierend auf Beobachtungen in diskreten Versetzungsdynamik-
simulationen erfolgt im folgenden Kapitel 4.
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4. Versetzungsnetzwerke
im Kontinuum

Der Kopplungsmechanismus zwischen Gleitsystemen in Kapitel 3.3 zeigt ei-
ne homogenisierte Formulierung von Versetzungsreaktionen, die deren gleit-
systemübergreifende Auswirkungen berücksichtigt. Versetzungen auf anderen
Gleitsystemen werden damit nicht nur als Hindernis für die Versetzungsaus-
breitung betrachtet, sondern dienen als potentielle Reaktionspartner. In diesem
Kapitel wird darauf aufbauend ein Modell der Versetzungsmultiplikation, so-
wie der Mobilität in Versetzungsnetzwerken formuliert. Als Grundlage dafür
werden zu Beginn die charakteristischen Eigenschaften von Versetzungsnetz-
werken beschrieben, deren Berücksichtigung für die Homogenisierung in einer
kontinuierlichen Beschreibung notwendig sind.

4.1. Charakterisierung von
Versetzungsnetzwerken

Die Bildung von Versetzungsnetzwerken wurde bereits in den 60er Jahren als
die wichtigste Ursache der Verfestigung in der Mehrfachgleitphase (Stufe II)
der Einkristallverformung identifiziert und beschrieben [Basinski und Basinski,
1979, Livingston, 1962, Pande und Hazzledine, 1971b, Steeds, 1966]. Ein zen-
trales Charakteristikum ist dabei die Interaktion und Reaktion von Versetzungen
über mehrere Gleitsysteme hinweg. Daraus bildet sich ein relativ gleichför-
miges und stabiles Netzwerk aus Versetzungen, das durch die Verknüpfung
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4 Versetzungsnetzwerke im Kontinuum

verschiedener Versetzungsreaktionen und Quergleitvorgänge gekennzeichnet ist
[Basinski und Basinski, 1979, Pande und Hazzledine, 1971b].

Ein Vorteil der diskreten Versetzungsdynamik ist, wie in Kapitel 2.2 be-
schrieben, die Möglichkeit, Versetzungsreaktionen in diskreter Form abzubilden
und nachzuverfolgen. Dies ermöglicht die Untersuchung der kollektiven Eigen-
schaften von Versetzungsreaktionen in Versetzungsnetzwerken [Alankar et al.,
2012b, Madec und Kubin, 2017, Madec et al., 2002, Stricker und Weygand,
2015, Stricker et al., 2018]. Insbesondere neueste Untersuchungen erlauben
ein tieferes Verständnis der Mobilität von Versetzungsnetzwerken durch eine
Herausarbeitung deren zentraler Charakteristiken. Die in [Stricker et al., 2018]
durchgeführten Untersuchungen lassen die Ausbildung eines sich kontinu-
ierlich verdichtenden, relativ homogenen und stabilen Netzwerks erkennen.
Zudem wurde beobachtet, dass Kaskaden aus Multiplikationsmechanismen wei-
tere Versetzungsreaktionen hervorrufen, die trotz ihres lokalen Charakters das
komplette Simulationsvolumen erfassen können. Die Modellbeschreibung in
diesem Kapitel basiert weitestgehend auf den Untersuchungen in [Stricker et al.,
2018], weshalb zum besseren Verständnis der nachfolgenden Modellierung die
wichtigsten Ergebnisse kurz zusammengefasst werden:

I. Neue Versetzungen werden durch Quergleiten und gleitfähige Reaktio-
nen produziert. Beide Mechanismen führen zu einer Generierung neuer
Versetzungen auf anderen Gleitsystemen durch ein Zusammenspiel ver-
schiedener Gleitsysteme. Die Erhöhung der Anzahl der Versetzungen (vgl.
Kapitel 2.1) korreliert dabei mit der Erhöhung der Versetzungsdichte.

II. Eine generierte Versetzung zeigt eine begrenzte Ausbreitung, bevor der
größte Teil ihrer Linienlänge annihiliert, oder an anderen Mechanismen
beteiligt ist. Zur Fortführung der Plastizität ist eine kontinuierliche Mul-
tiplikation, d.h. eine Generierung neuer Versetzungen notwendig. Die
Entstehung einer vollständig geschlossenen Versetzung, wie es durch den
Frank-Read Mechanismus [Frank und Read, 1950] beschreiben ist, wird
nicht beobachtet.
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4.1. Charakterisierung von Versetzungsnetzwerken

III. Das entstehende Versetzungsnetzwerk ist im Wesentlichen stationär und
besteht aus relativ geraden Versetzungssegmenten, die die Endpunkte ver-
schiedener Versetzungsreaktionen verknüpfen. Die Krümmung innerhalb
des Netzwerks ist dabei in diesen Endpunkten konzentriert.

IV. Die Abstände innerhalb des Versetzungsnetzwerks korrelieren zwar im
Mittel mit dem mittleren Versetzungsabstand, allerdings beträgt die Streu-
ung mehrere Größenordnungen. Dadurch sind Multiplikationsvorgänge,
wie auch die Ausbreitungswege einzelner Versetzungen sehr heterogen.

Die bestehenden gleitsystembasierten Ansätze, wie sie in den Kapiteln 2 und
3 vorgestellt wurden, stehen in Kontrast zu den genannten Beobachtungen.
Insbesondere die gleitsystembasierte Anwendung eines auf der Theorie von
Kocks und Mecking [Kocks und Mecking, 2003] aufbauenden Multiplikations-
modells widerspricht der Beobachtung (I.), da ein solches Modell auf einer
Selbstreplikation der Versetzungsdichte beruht (Gleichung 2.14). Auch die im
Allgemeinen unbegrenzte Ausbreitung einer gekrümmten Versetzung in der
CDD, wie in Kapitel 3.1 beschreiben, steht im Kontrast zu der Beobachtung (II.)
und (III.). Eine Anwendung von Interaktionsspannungstermen nach Gleichung
(2.29) führt entweder nur zu einer Verlangsamung, oder zu einer vollständigen
Unterbindung der Versetzungsbewegung und kann daher die Beobachtung (II.),
(III.) und (IV.) nicht abbilden.

Um die genannten Beobachtungen zu berücksichtigen, muss ein verset-
zungsbasiertes Modell im Wesentlichen zwei konkurrierende Mechanismen
berücksichtigen: (a.) die Generierung neuer Versetzungen, die eine weitere
plastische Verformung erlauben und (b.) die Limitierung der Ausbreitung einer
einzelnen Versetzung und damit die Begrenzung der Plastizität, die durch eine
einzelne Versetzung erzeugt wird. Im Folgenden wird ein Modell präsentiert,
das diese Mechanismen basierend auf den Beobachtungen in [Stricker et al.,
2018] als Spezialfall des allgemeinen Reaktionsmechanismus in Kapitel 3.3,
sowie durch Quergleiten berücksichtigt. Die Aufteilung der berücksichtigten
Mechanismen ist in Abbildung 4.1 dargestellt.
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gleitfähig

Reaktionen

Lomer kollinear

Quergleiten

(a) Versetzungsmultiplikation (b) Limitierung der Versetzungsbewegung

Abbildung 4.1.: Skizze der berücksichtigten Versetzungsmechanismen mit den Teilaspekten Verset-
zungsmultiplikation (a) und Limitierung der Versetzungsbewegung (b).

Die beiden konkurrierenden Mechanismen (a und b) werden als Teilaspekte
des Modells betrachtet: (a) Eine Formulierung für die Versetzungsmultiplikati-
on durch Quergleiten und gleitfähige Reaktionen; (b) Eine Formulierung der
Netzwerkmobilität unter Berücksichtigung von Lomer und kollinearen Reaktio-
nen, die die Verfestigung des Versetzungsnetzwerks durch eine Streuung der
Ausbreitungswege der Versetzungen beschreibt. Hirth Reaktionen werden hier
nicht explizit berücksichtigt, da sie in den zugrundeliegenden Versetzungsdyna-
miksimulationen nur sehr vereinzelt beobachtet wurden [Stricker et al., 2018].
Im Allgemeinen kann eine homogenisierte Beschreibung von Hirth Reaktionen
allerdings analog zu Lomer Reaktionen erfolgen.

4.2. Versetzungsmultiplikation

In der diskreten Versetzungsdynamik geschieht der Vorgang der Versetzungs-
multiplikation durch die Generierung einer neuen Versetzung auf einem neuen
Gleitsystem in Folge einer gleitfähigen Reaktion oder eines Quergleitvorgangs
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4.2. Versetzungsmultiplikation

und deren anschließendem Ausbauchen unter Spannung. Dieser Vorgang ist
schematisch in Abbildung 4.1(a) dargestellt. Zur Verdeutlichung der homogeni-
sierten Beschreibung dieses Vorgangs in der CDD ist im Folgenden der Begriff
der Versetzungsmultiplikation für die Generierung einer neuen Versetzung im
Sinne der Definition in Kapitel 2.1 reserviert. Zusätzlich zur Erhöhung der
Linienlänge benötigt dieser Mechanismus demnach eine Erhöhung des Win-
kelinhalts, d.h. der Krümmungsdichte qξ und ergänzt daher die in Kapitel 3.1
betrachtete Expansion einer existierenden Versetzung. Die Modellbeschreibung
der folgenden zwei Kapitel folgt dabei weitestgehend [Sudmanns et al., 2019].

4.2.1. Multiplikation aufgrund von
gleitfähigen Reaktionen

Die gleitfähige Reaktion ist in kfz Metallen die Reaktion mit der höchsten An-
zahl an möglichen Gleitsystemkombinationen, wie aus der Interaktionsmatrix
in Abbildung 2.2 deutlich wird. Als ein Spezialfall des in Kapitel 3.3 hergeleite-
ten allgemeinen Zusammenhangs unterscheidet sich die gleitfähige Reaktion
von anderen Reaktionen dadurch, dass auf einem dritten Gleitsystem ξ gl eine
bewegliche Versetzung erzeugt wird, beschrieben durch Gleichung (3.5). Um
dies zu verdeutlichen, wird für diesen Fall der in Kapitel 3.3 verallgemeinerte
Index ()reakt durch ()gl

gleit ersetzt, d.h. ∂tρreakt = ∂tρ
gl
gleit.

In der diskreten Versetzungsdynamik kann die erzeugte Versetzungslinie
auf dem Gleitsystem ξ gl nach einer Reaktion zwischen Versetzungslinien auf
den Gleitsystemen ξ r′ und ξ r′′ unter einer anliegenden Schubspannung ausbau-
chen und somit expandieren [Stricker et al., 2018]. Ohne ausreichende Span-
nung verbleibt die generierte Versetzung in der Regel als gerade Linie an ihrem
Entstehungsort. Das Ausbauchen impliziert die Erzeugung von Krümmung und
Linienlänge im Anschluss an die Reaktion. Die meisten der erzeugten Versetzun-
gen zeigen eine Bewegung der gemeinsamen Endknoten der Reaktion entlang
der Schnittlinie der beteiligten Gleitebenen, was die für die Bewegung der
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4 Versetzungsnetzwerke im Kontinuum

Versetzungslinie erforderliche Spannung stark reduziert [Stricker et al., 2018].
Da in der CDD keine Formulierung einer kinematischen Kopplung der Verset-
zungsbewegung auf verschiedenen Gleitsystemen existiert, ist eine adäquate
Beschreibung des Prozesses des Ausbauchens nicht möglich. Zur Vereinfa-
chung wird im Kontinuum deshalb eine Versetzung mit der entsprechenden
Krümmung und Linienlänge nach dem Ausbauchen generiert. Hierfür wird in
Übereinstimmung mit [Stricker et al., 2018] angenommen, dass der mittlere Ab-
stand zwischen den Endpunkten der Reaktion, d.h. die Länge des Ausbauchens
l, mit dem mittleren Versetzungsabstand skaliert,

l =
1
√

ρ
. (4.1)

l

xr' (br',nr')

xr'' (br'',nr'')
xgl (bgl,nr'')

(a) |vgl |= 0.

l

xr' (br',nr')xr' (br',nr')

xr'' (br'',nr'')
xgl (bgl,nr'')

(b) |vgl |> 0.

Abbildung 4.2.: Konfiguration der neu generierten Versetzungen auf dem Gleitsystem ξ gl für |vgl|=
0 (a) und |vgl|> 0 (b). Zur Beschreibung der Gleitsysteme, siehe Abbildung 3.5.
Aus [Sudmanns et al., 2019].

Die möglichen Versetzungskonfigurationen, die im Kontinuum durch eine gleit-
fähige Reaktion auf dem Gleitsystem ξ gl unter Einbeziehung der Länge des
Ausbauchens generiert werden sind in Abbildung 4.2 dargestellt. Im Falle einer
verschwindenden Versetzungsgeschwindigkeit auf Gleitsystem ξ gl wird Verset-
zungsdichte, d.h. Linienlänge, aber keine Krümmungsdichte erzeugt (Abbildung
4.2(a)). Bei einer Geschwindigkeit ungleich null, was im Allgemeinen unter
Belastung der Fall ist, wird angenommen, dass die gleitfähige Reaktion eine
neue Versetzung mit der durch das Ausbauchen gegebenen Linienlänge und
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4.2. Versetzungsmultiplikation

Krümmung erzeugt (Abbildung 4.2(b)). Mit dieser Unterscheidung wird der
Beitrag des Ausbauchens zur auf dem Gleitsystem ξ gl generierten Versetzungs-
dichte und Krümmungsdichte mit ρ̄

ξ

gleit bzw. q̄ξ

gleit bezeichnet. Im Fall vξ = 0

gilt daher ∂t ρ̄
ξ

gleit = ∂tρ
ξ

gleit und ∂t q̄
ξ

gleit = 0. Jeder andere Fall, d.h. vξ 6= 0, re-
sultiert in einer Generierung von Versetzungsdichte und Krümmungsdichte
proportional zu dem mittleren Versetzungsabstand (Gleichung 4.1). Da die
Versetzung nur in eine Richtung ausbauchen kann, wird die Linienlänge eines
Halbkreises mit dem Umfang π

2 l als oberes Limit der Produktion von Verset-
zungsdichte angenommen. In [Stricker et al., 2018] wird beobachtet, dass die
meisten generierten Versetzungen durch das Netzwerk immobilisiert werden,
oder aufgrund der gekoppelten Bewegung der Endknoten der Reaktion keinen
vollständigen Halbkreis ausbilden. In dieser Arbeit werden deshalb die Effekte
des Versetzungsnetzwerks, die zur Limitierung des Ausbauchens führen über
einen Parameter Cnetz berücksichtigt.1 Mit Gleichung (3.5) und den genannten
Annahmen ergibt sich die Rate der Generierung von Versetzungsdichte unter
Berücksichtigung des Ausbauchens zu

∂t ρ̄
gl
gleit =

Cnetz
π

2 ∂tρ
gl
gleit wenn |vgl |> 0

∂tρ
gl
gleit wenn |vgl |= 0.

(4.2)

Der mittlere Radius der generierten Versetzung kann mit Gleichung (2.27) durch
den Zusammenhang l/2 = ∂t ρ̄

gl
gleit/∂t q̄

gl
gleit beschrieben werden. Damit ergibt

sich die Rate der Krümmungsdichteproduktion zu

∂t q̄
gl
gleit = sign(vgl)Cnetzπ∂tρ

gl
gleit
√

ρ. (4.3)

Da bei vgl < 0 eine Versetzungsexpansion durch negative Krümmungsdich-
te verursacht wird (siehe Gleichung 2.25) gilt in diesem Fall ∂t q̄

gl
gleit < 0. Im

1 Analog zur Argumentation für Gleichung (4.1) gilt, dass die kinematische Formulierung der CDD
keine über Gleitsysteme gekoppelte Bewegung einzelner Versetzungssegmente berücksichtigt.
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4 Versetzungsnetzwerke im Kontinuum

Folgenden wird Cnetz = 1 angenommen, was bedeutet, dass sich die ausbauchen-
de Versetzung unter einer wirkenden Schubspannung zur Hälfte des mittleren
Versetzungsabstands ausdehnt.2

Der Prozess einer gleitfähigen Versetzungsreaktion führt damit in der ho-
mogenisierten Formulierung zu einer Produktion von Versetzungslinienlänge
auf dem Gleitsystem ξ gl unabhängig von der Expansion einer existierenden
Versetzung, wie es in Kapitel 3.1 beschrieben ist. Durch die Generierung von
Versetzungsdichte und Krümmungsdichte führt das Multiplikationsmodell nicht
nur zu einer Erhöhung der Linienlänge auf dem Gleitsystem ξ gl , sondern gene-
riert auch neue Versetzungen im Sinne der Definition in Kapitel 2.1. Diese neuen
Versetzungen bewegen sich entsprechend der kinematischen Formulierung der
CDD und generieren Linienlänge aufgrund ihrer Expansion, wie in Kapitel 3.1
beschrieben.

Die Versetzungsmultiplikation durch gleitfähige Reaktionen geschieht in
der diskreten Versetzungsdynamik auf Kosten von physikalischer Linienlänge
auf den reagierenden Gleitsystemen ξ r′ und ξ r′′ , wie in Kapitel 2.1 und 3.3
beschrieben. Dies wird hier durch eine Annihilationsrate auf den reagierenden
Gleitsystemen berücksichtigt, siehe Gleichung (3.6) für ()reakt = ()gleit. Da in
der CDD Theorie die Versetzungsdichte in einem Mittelungsvolumen einen
durch die Krümmungsdichte qξ gegeben Winkelinhalt enthält (siehe Gleichung
2.25), führt eine Abnahme der Versetzungsdichte auch zu einer proportiona-
len Abnahme der Krümmungsdichte. Zusätzlich dazu führt, wie in Kapitel 4.1
dargelegt, eine Versetzungsreaktion zu einer Konzentration der Krümmung der
Versetzungslinie in den Endpunkten der Reaktion, wodurch eine weitere Expan-
sion der Versetzung in der Regel unterbunden wird [Stricker et al., 2018]. Das
Versetzungsnetzwerk besteht dadurch weitestgehend aus geraden Versetzungsli-
nien. In der CDD führt eine existierende Krümmungsdichte allerdings immer
zu einer Produktion von Linienlänge, wenn |v|ξ > 0, siehe Gleichung (3.1).
Aus diesem Grund kann der immobilisierende Effekt einer Versetzungsreaktion

2 Eine Berücksichtigung der gekoppelten Bewegung der Endknoten ergäbe Cnetz < 1.
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4.2. Versetzungsmultiplikation

auf die konstituierenden Versetzungen auf den Gleitsystemen ξ r′ und ξ r′′ nur
abgebildet werden, indem die Annahme getroffen wird, dass die Krümmungs-
dichte nicht weiter zu dem Quellterm vξ qξ in der Evolutionsgleichung (2.25)
beiträgt. Dies kann als Reduktion des „Potentials“ für die Produktion von Lini-
enlänge durch Versetzungsexpansion interpretiert werden und ist ein weiterer
Beitrag zur Reduktion von Krümmungsdichte auf den reagierenden Gleitsyste-
men. Im Allgemeinen hängt die Ausprägung dieses Beitrags von der Art des
Multiplikationsmechanismus (Quergleiten, oder gleitfähige Reaktionen) und
der Versetzungskonfiguration ab. Dies wird durch einen Skalierungsfaktor Ck

berücksichtigt. Die Formulierung der Reduktion von Krümmungsdichte beträgt
unter der Annahme einer Proportionalität zur Reduktion der Versetzungsdichte
(Gleichung 3.6)

∂tq
ξ

gleit =−Ck
∂tρ

gl
gleit

ρξ
qξ mit ξ = r′,r′′, (4.4)

wobei die Versetzungsdichte und Krümmungsdichte im Mittelungsvolumen
zum Zeitpunkt der Reaktion durch ρξ , bzw. qξ gegeben sind. Die Gleichung
(4.4) enthält damit zwei Beiträge: (1.) Einen Beitrag durch die Reduktion der
Linienlänge (die blaue Linie in Abbildung 3.5(c)) und (2.) einen Beitrag durch
die Reduktion des „Potentials“ zur Versetzungsexpansion (gerade Linien in
Abbildung 3.5(c)). Sofern nicht anders gekennzeichnet, wird im Folgenden
angenommen, dass sich beide Beiträge linear addieren und gleichwertig propor-
tional zur Reduktion der Linienlänge sind, d.h. Ck = 2.

4.2.2. Multiplikation aufgrund von Quergleiten

Zusätzlich zur gleitfähigen Reaktion wird Quergleiten als ein weiterer Multi-
plikationsmechanismus berücksichtigt. Dieser impliziert die Generierung ei-
ner Versetzung auf dem Quergleitsystem ξ cs basierend auf dem Vergleich der
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4 Versetzungsnetzwerke im Kontinuum

Schubspannung zwischen dem primären Gleitsystem ξ p und dem Quergleitsys-
tem ξ cs. Auf Basis der kinematischen Formulierung von [Arsenlis und Parks,
2002] existieren bereits Modelle, die Quergleiten in Form einer Evolution des
Anteils der Schraubenversetzungen berücksichtigen, z.B. [Alankar et al., 2012a,
Leung et al., 2015]. Das im Folgenden präsentierte Modell orientiert sich aller-
dings an dem in der diskreten Versetzungsdynamik verwendeten Modell, das in
Kapitel 2.2 vorgestellt wurde.

Die Kontinuumsformulierung kann im Gegensatz zu der diskreten Verset-
zungsdynamik kurzreichweitige Spannungsinteraktionen nicht direkt auflösen.
Deshalb wird hier die Annahme getroffen, dass für das Stattfinden von Querglei-
ten der Betrag der aufgelösten Schubspannung |τξ

eff| (siehe Gleichung 2.29) auf
dem Quergleitsystem ξ cs gleich, oder größer als die Schubspannung auf dem
primären Gleitsystem ξ p sein muss, d.h. |τcs

eff| ≥ |τ
p
eff|. Zudem wenden wir die

Bedingung an, dass Quergleiten nur stattfinden kann, wenn die Schubspannung
auf beiden beteiligten Gleitsystemen 6= 0 ist (τ p

eff,τ
cs
eff 6= 0) und berücksichti-

gen die thermisch aktivierte Quergleitwahrscheinlich P(Lp,τcs
eff) aus Gleichung

(2.5)3. Die verwendeten Parameter werden analog zu den zugrundeliegenden dis-
kreten Versetzungsdynamiksimulationen [Stricker et al., 2018, Weygand et al.,
2002] gewählt: Die Normalisierungskonstante β = 105, das Aktivierungsvo-
lumen Vact = 300b3, die Referenzschubspannung τIII = 5MPa, die Temperatur
T = 293K, sowie die Referenzwerte für die Länge L0 = 1µm und die Zeit
δ t0 = 1s. Die beiden letztgenannten Parameter beziehen sich auf die Länge der
Schraubenversetzung, bzw. die für das Quergleiten benötigte Zeit.

Analog zu [Weygand et al., 2002] wird hier angenommen, dass Verset-
zungslinien, die innerhalb ∆ϕ =±10◦ der idealen Schraubenorientierung liegen,
potentiell quergleiten können. Dies ist in Abbildung 4.3 anhand einer vereinfach-
ten, kreisförmigen Versetzung skizziert. Um aus dieser Annahme den entspre-
chenden Anteil der Versetzungsdichte zu bestimmen, sind Annahmen darüber
nötig, wie die Orientierungen der Versetzungslinien in dem Mittelungsvolumen

3 τ
ξ

eff wird in Gleichung (2.5) als τ bezeichnet.
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4.2. Versetzungsmultiplikation

b
Dφ = ±10o

Abbildung 4.3.: Skizze des quergleitfähigen Anteils einer geschlossenen Versetzung (in grün darge-
stellt).

verteilt sind. Wie in Kapitel 2.3 erklärt wird, gilt in der hier verwendeten verein-
fachten CDD Theorie [Hochrainer et al., 2014] eine homogene Verteilung aller
Linienorientierungen für die Dichte der SSD-Versetzungen, d.h. ρ p−‖κp‖,
siehe Gleichung (2.24). Dadurch ist 1/9 der SSD-Dichte quergleitfähig.4 Für
die GND-Dichte ‖κp‖ gilt die Annahme, dass diese quergleitfähig ist, sobald
ihre Orientierung innerhalb ∆ϕ =±10◦ der positiven bzw. negativen Schrau-
benorientierung liegt. Der Wert von cos(∆ϕ) ist durch |κ̃ p|

‖κp‖ gegeben, wobei mit
κ̃ p die Schraubenkomponente des GND-Vektors bezeichnet wird. Die Quergleit-
fähigkeit der GND-Dichte wird durch die Auswertung der Heaviside-Funktion
Θ

(
|κ̃ p|
||κp|| − cos

(
π

18

))
ermittelt. Multipliziert mit ‖κp‖, ergibt sich die Menge

der quergleitfähigen GND-Dichte damit zu ‖κp‖, wenn die GND-Orientierung
innerhalb ∆ϕ = ±10◦ der Schraubenorientierung liegt und 0 bei anderer Ori-
entierung. Unter Berücksichtigung des Beitrags der SSD und der GND-Dichte
ergibt sich dann die Gesamtdichte der quergleitfähigen Versetzungen auf dem
Gleitsystem ξ p zu

ρ̃
p =

1
9
(ρ p−||κp||)+ ||κp||Θ

(
|κ̃ p|
||κp||

− cos
(

π

18

))
. (4.5)

4 20◦ je positiver und negativer Schraubenorientierung.
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4 Versetzungsnetzwerke im Kontinuum

Die gemittelte Länge aller quergleitfähigen Versetzungslinien Lp ergibt sich
unter Berücksichtigung von deren mittlerem Radius rp mit Gleichung (2.27) zu

Lp = min
{

2 ·10◦

360◦
2πrp;L

}
, (4.6)

wobei die gemittelte Länge auf den mittleren Versetzungsabstand L = 1/
√

ρ

begrenzt ist. Mit dem Wahrscheinlichkeitsterm (Gleichung 2.5) ergibt sich die
Quergleitrate der Versetzungsdichte auf das Gleitsystem ξ cs zu

∂tρ
cs
quer = ρ̃

p P(Lp,τcs
eff)

∆t
bzw. ∂tρ

p
quer =−∂tρ

cs
quer, (4.7)

wobei auf Gleitsystem ξ p eine Dichtereduktion stattfindet. ∆t bezeichnet den
Zeitschritt der Simulation. Für die Dichte der GND-Versetzungen wird ange-
nommen, dass diese ihre Orientierung nach dem Quergleitvorgang beibehalten,
wodurch ein ähnlicher Zusammenhang gilt, wie für die totale Versetzungsdichte:

∂t κ̃
cs
quer =


Pp(Lp,τ

ξ

eff)

∆t ||κp||Θ
(
|κ̃ p|
||κp|| − cos

(
π

18

))
wenn κ̃ p > 0

−Pp(Lp,τ
ξ

eff)

∆t ||κp||Θ
(
|κ̃ p|
||κp|| − cos

(
π

18

))
wenn κ̃ p < 0

∂t κ̃
p
quer =−∂t κ̃

cs
quer.

(4.8)

Die Berücksichtigung der Krümmungsdichte erfolgt hier analog zu der gleit-
fähigen Reaktion (Gleichung 4.4). Auch für das Ausbauchen der generierten
Versetzung wird der in Kapitel 4.2.1 hergeleitete Zusammenhang verwendet,
wodurch sich die Rate der Generierung von Versetzungsdichte ∂t ρ̄

cs
quer, bzw.

Krümmungsdichte ∂t q̄cs
quer analog zu Gleichung (4.2) und (4.3) ergibt:

∂t ρ̄
cs
quer =

π

2
∂tρ

cs
quer (4.9)

bzw.

∂t q̄cs
quer = sign(vcs)π∂tρ

cs
quer
√

ρ. (4.10)
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4.3. Versetzungsnetzwerke

Da die in diesem Kapitel hergeleiteten Gleichungen auch für die umgekehrte
Reihenfolge des primären Gleitsystems und des Quergleitsystems gilt, ist die
Rate der Generierung von Versetzungsdichte in Konfigurationen mit gleicher
Schubspannung und Versetzungsdichte auf beiden Gleitsystemen gleich.

4.3. Versetzungsnetzwerke

Wie in Kapitel 4.1 dargelegt, besteht ein ausgeprägtes Merkmal von Verset-
zungsnetzwerken in einer enormen Streuung der Geschwindigkeiten und Aus-
breitungswege einzelner Versetzungen. Nach ihrer Entstehung legen generierte
Versetzungen nur kurze Wege zurück, bevor ihre weitere Ausbreitung durch
das Versetzungsnetzwerk verhindert wird. Neben der Generierung neuer Verset-
zungen verursachen Versetzungsreaktionen somit auch die Stabilisierung von
Versetzungen im Netzwerk. In einer Kontinuumsformulierung, die eine homoge-
nisierte Beschreibung dieser Effekte zum Ziel hat, kann das gleitsystemübergrei-
fende Zusammenspiel aus Generierung und Stabilisierung von Versetzungen
nicht durch eine Formulierung beschrieben werden, die die Limitierung der plas-
tischen Abscherung (Gleichung 2.12) auf Basis einer skalaren Versetzungsdichte
und Versetzungsgeschwindigkeit beschreibt. In diesem Kapitel wird daher die
Verfestigung als Konsequenz einer gleitsystemübergreifenden Beeinflussung
der Versetzungsdichte beschrieben, die die plastische Abscherung durch Be-
rücksichtigung stabiler Versetzungsreaktionen begrenzt. In gleitsystembasierten
Beschreibungen existiert ein solcher Ansatz zur Formulierung der Evolution
von Versetzungsdipolen [Dickel et al., 2014, Reuber et al., 2014, Schulz et al.,
2017]. In diesem Kapitel wird analog dazu zum einen eine Annihilation von
Versetzungslinien durch die kollineare Reaktion und zum anderen eine Sta-
bilisierung von Versetzungslinien in Lomer Reaktionen berücksichtigt, siehe
Abbildung 4.1(b). Die Formulierung der Evolutionsgleichungen als Spezialfälle
des in Kapitel 3.3 hergeleiteten Zusammenhangs ist Inhalt dieses Kapitels.
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4 Versetzungsnetzwerke im Kontinuum

4.3.1. Lomer und kollineare Reaktionen
in Versetzungsnetzwerken

Zur Beschreibung der Limitierung der Plastizität durch das Versetzungsnetz-
werk wird die totale Versetzungsdichte ρξ eines Gleitsystems ξ in eine mobile

Versetzungsdichte ρ
ξ

M, die sich mit der Geschwindigkeit vξ bewegt und in eine
Netzwerkversetzungsdichte ρ

ξ

net, die nicht zur plastischen Abscherung beiträgt,
aufgespalten:

ρ
ξ = ρ

ξ

M +ρ
ξ

net. (4.11)

Die Rate der plastischen Scherung aus Gleichung (2.12) ändert sich damit zu:

∂tγ
ξ = ρ

ξ

Mbvξ . (4.12)

Die Netzwerkversetzungsdichte ρ
ξ

net besteht weiterhin aus zwei Teilen: (1.) Einer
Dichte der Lomer Reaktionen ρ

ξ

lomer, d.h. der Linienlänge von Endpunkt zu
Endpunkt der Reaktion. Diese Dichte ist auf beide reagierenden Gleitsystemen
aufgeteilt (visualisiert durch die blaue Linie in Abbildung 4.1(b)). (2.) Eine
stabilisierte Versetzungsdichte ρ

ξ

S , welche die Dichte der auf den reagierenden
Gleitsystemen verbleibenden Versetzungslinien beschreibt (visualisiert durch
die roten und grünen Linien in Abbildung 4.1(b)). Es wird angenommen, dass
eine stabile Lomer Reaktion zu einer weitestgehenden Stabilisierung dieser
Versetzungslinien führt. Dadurch ergibt sich

ρ
ξ

net = 0.5ρ
ξ

lomer +ρ
ξ

S , (4.13)

wobei der Faktor 0.5 durch die Aufteilung der Lomer Reaktion auf beide an der
Reaktion beteiligten Gleitsysteme bedingt ist. Kollineare Reaktionen führen zu
einer Reduktion der totalen Versetzungsdichte, aber nicht zwingend zu einer Sta-
bilisierung der beteiligten Versetzungen. Dies ist vergleichbar mit gleitfähigen
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4.3. Versetzungsnetzwerke

Reaktionen und Quergleiten, bei denen die Bewegung der verbleibenden Verset-
zungslinien auf den beiden reagierenden Gleitsystemen miteinander gekoppelt
ist. Es wird daher angenommen, dass von allen berücksichtigten Versetzungs-
mechanismen (siehe Abbildung 4.1) nur die Lomer Reaktion, sowie die Stabili-
sierung der anhängenden Versetzungslinien zu der Netzwerkversetzungsdichte
ρ

ξ

net beiträgt. Die stabilisierte Versetzungsdichte ρ
ξ

S ist allerdings ebenso wie
die mobile Versetzungsdichte ρ

ξ

M möglicher Partner für alle berücksichtigten
Versetzungsreaktionen. Daraus ergibt sich eine Erweiterung der allgemeinen
Formulierung der Reaktionsgleichung (3.5) unter Berücksichtigung der Glei-

chungen (4.11) und (4.13) und des mittleren Abstands Lζ = 1/
√

ρ
ζ

M +ρ
ζ

S der
möglichen Reaktionspartner auf dem schneidenden Gleitsystem ζ zu

∂tρreakt =Creakt

(
ρ

ξ

M|v
ξ |
√

ρ
ζ

M +ρ
ζ

S +ρ
ζ

M|v
ζ |
√

ρ
ξ

M +ρ
ξ

S

)
mit ξ ,ζ = r′,r′′ und ξ 6= ζ .

(4.14)

Hier und im Folgenden bezeichnet der Index ()reakt ein Laufindex für ver-
schiedene Reaktionsmechanismen, d.h. ()reakt = ()gleit,()lomer,()koll. Analog zu
Gleichung 3.5 ist ρreakt im Allgemeinen nicht an ein Gleitsystem gebunden und
enthält daher keinen Gleitsystemindex.

Die Gleichung (4.14) beschreibt die Linienlänge der reagierenden Ver-
setzungen auf beiden Gleitsystemen. Die Stabilität einer Reaktion wird im
Folgenden durch den Anteil der stabilen Reaktionen beschrieben, η

ξ

reakt. Der
Prozess einer Reaktionsbildung wird für die gleitfähige und für die kollinea-
re Reaktion als irreversibel angenommen, d.h. η

ξ

gleit = η
ξ

koll = 1. Die Lomer
Reaktion hingegen kann ab einer kritischen Schubspannung τcr,lomer, die von
der Länge der anhängenden Versetzungslinien abhängt, wieder aufgelöst wer-
den [Rodney und Phillips, 1999, Shin et al., 2001]. Dadurch entstehen wieder
zwei getrennte und mobile Versetzungslinien. Es gilt also η

ξ

lomer = f (τξ ,ρξ )

im Intervall [0,1], d.h. es wird angenommen, dass eine durch Gleichung (4.14)
beschriebene Kollision zweier Versetzungen auf zwei Gleitsystemen nicht zu
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4 Versetzungsnetzwerke im Kontinuum

einer stabilen Lomer Reaktion führt, wenn |τξ |> τcr,lomer. Da diese Bedingung
teilweise den Beitrag der Lomer Reaktion zur lokalen Fließspannung (Glei-
chung 2.29) ersetzt, bezeichnet τξ die projizierte Schubspannung, Gleichung
(2.19). Dieser Ansatz ist an die Begrenzung eines stabilen Bereich von Ver-
setzungsdipolen durch eine kritische Spannung angelehnt [Dickel et al., 2014,
Reuber et al., 2014, Schulz et al., 2017]. Eine detaillierte Herleitung von η

ξ

lomer

erfolgt in Kapitel 4.3.2.
Die Aufteilung der totalen Versetzungsdichte (Gleichung 4.11) impliziert,

dass der Beitrag der Reduktion der Versetzungsdichte auf den reagierenden
Gleitsystemen ξ r′ und ξ r′′ (Gleichung 3.6) ebenfalls auf den Anteil der mobilen
Versetzungsdichte ρ

ξ

M und der stabilisierten Versetzungsdichte ρ
ξ

S aufgeteilt
werden muss. Dies kann dadurch verdeutlicht werden, dass die mobile Ver-
setzungsdichte des schneidenden Gleitsystems ρ

ζ

M die Versetzungsdichten des
primären Gleitsystems ρ

ξ

M und ρ
ξ

S nur um ihren relativen Anteil ρ
ξ

M/(ρ
ξ

M+ρ
ξ

S ),
bzw. ρ

ξ

S /(ρ
ξ

M +ρ
ξ

S ) reduzieren. Die mobile und stabilisierte Versetzungsdichte,
welche durch die Entstehung einer Reaktion reduziert wird (gekennzeichnet
durch den Index ()M,reakt und ()S,reakt), ergibt sich daher zu 5

∂tρ
ξ

M,reakt =−η
ξ

reakt Creakt

(
ρ

ξ

M|v
ξ |
√

ρ
ζ

M +ρ
ζ

S

+ρ
ζ

M|v
ζ |
√

ρ
ξ

M +ρ
ξ

S
ρ

ξ

M

ρ
ξ

M +ρ
ξ

S

)
und

∂tρ
ξ

S,reakt =−η
ξ

reakt Creakt

(
ρ

ζ

M|v
ζ |
√

ρ
ξ

M +ρ
ξ

S
ρ

ξ

S

ρ
ξ

M +ρ
ξ

S

)
mit ξ ,ζ = r′,r′′ und ξ 6= ζ .

(4.15)

5 Die mobile Versetzungsdichte des schneidenden Gleitsystems ρ
ζ

M reagiert sowohl mit ρ
ξ

M, als
auch mit ρ

ξ

S , d.h. der summierte Dichteverlust durch ρ
ξ

M und ρ
ξ

S muss dem Gesamtverlust durch
die Reaktion auf Gleitsystem ξ entsprechen.
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4.3. Versetzungsnetzwerke

Die Summe beider Beiträge entspricht dabei der negativen Produktionsrate der
Dichte der Versetzungsreaktionen ρreakt (Gleichung 4.14) multipliziert mit dem
Anteil der stabilen Reaktionen η

ξ

reakt (vgl. auch Gleichung (3.6)):

η
ξ

reakt∂tρreakt =−
(

∂tρ
ξ

M,reakt +∂tρ
ξ

S,reakt

)
mit ξ = r′,r′′. (4.16)

Im Anschluss an die entstehende Reaktion (Gleichung 3.6) finden abhängig von
der betrachteten Gleitsystempaarung (durch die Interaktionsmatrix in Abbildung
2.2 visualisiert) verschiedene Mechanismen statt. Für gleitfähige Reaktionen
gelten weiterhin die in Kapitel 4.2.1 hergeleiteten Gleichungen, wodurch sich
eine Erhöhung der mobilen Versetzungsdichte auf einem dritten beteiligten
Gleitsystem ξ gl ergibt, d.h. ∂tρgleit = ∂tρ

gl
gleit, siehe auch Gleichung (4.2). Kolli-

neare Reaktionen führen zu einer Annihilation der Versetzungslinien, wodurch
die Gleichung (4.14) für ()reakt = ()koll eine Annihilationsrate bezeichnet. Lomer
Reaktionen führen unter Berücksichtigung des stabilen Anteils η

ξ

lomer zu einer
unbeweglichen Versetzungsreaktion, wodurch sich für die Dichte der Lomer
Reaktionen auf den jeweiligen Gleitsystemen ξ

∂tρ
ξ

lomer = η
ξ

lomer∂tρlomer mit ξ = r′,r′′ (4.17)

ergibt. Hierbei stammt ρlomer aus Gleichung (4.14) mit ()reakt = ()lomer. Die
Lomer Reaktion wird von beiden reagierenden Gleitsystemen geteilt, siehe
Gleichung (4.13).

Die stabilisierte Versetzungsdichte ρ
ξ

S beschreibt die Linienlänge der Ver-
setzungen, die durch eine entstehende Lomer Reaktion stabilisiert werden, aber
nicht Teil der Reaktion selbst sind. Anschaulich kann dies durch die an den
Endpunkten der Reaktion anhängenden Versetzungslinien beschrieben wer-
den (grüne und rote Linien in Abbildung 4.1(b)). Es wird daher angenommen,
dass eine Erhöhung dieser Dichte durch eine Stabilisierung der ursprünglich
mobilen, an der Reaktion beteiligten Versetzungen geschieht, wobei bereits
stabilisierte Versetzungen unberührt bleiben. Die Erhöhung der stabilisierten
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4 Versetzungsnetzwerke im Kontinuum

Versetzungsdichte ist daher umgekehrt Proportional zur Reduktion der mobilen
Versetzungsdichte durch Lomer Reaktionen (beschrieben durch ∂tρ

ξ

M,reakt in

Gleichung 4.15). Für den Fall ∂tρ
ξ

M,lomer < 0 gilt daher

∂tρ
ξ

S =−∂tρ
ξ

M,lomer mit ξ = r′,r′′. (4.18)

In Analogie zu der Aufspaltung der Versetzungsdichte (Gleichung 4.11) exis-
tiert auch für die Krümmungsdichte ein Anteil, der nicht zur Ausbreitung der
Versetzung beiträgt. Dieser Ansatz wurde bereits für die gleitfähige Reaktion in
Kapitel 4.2.1 verfolgt. Die Konzentration der Krümmung in die Endknoten von
Versetzungsreaktionen wird deshalb auch für Lomer und kollineare Reaktionen
entsprechend Gleichung (4.4) berücksichtigt, wobei diese Gleichung für die
Lomer Reaktion mit dem Anteil der stabilen Reaktionen η

ξ

lomer multipliziert
wird.

4.3.2. Evolution von Versetzungsnetzwerken

Die Lomer Reaktion ist eine unbewegliche Reaktion, die sich allerdings wieder
auflösen kann, wenn die Schubspannung auf einem beteiligten Gleitsystem
die kritische Spannung τcr,lomer überschreitet. Physikalisch gesehen kann die
Reaktion auch durch Spannungsinteraktion anderer, d.h. nicht an der Reaktion
beteiligter Versetzung mit den an der Reaktion anhängenden Versetzungslini-
en aufgelöst werden. Abgesehen von der Berücksichtigung langreichweitiger
Spannungsfelder (siehe Kapitel 3.2) wird dieser Prozess allerdings aus Gründen
der Vereinfachung in dieser Arbeit nicht explizit modelliert. Bereits bei der
Reaktionsbildung (Kapitel 4.3.1) wird durch den Parameter η

ξ

lomer = f (τξ ,ρξ )

berücksichtigt, dass bei |τξ |> τcr,lomer keine stabile Lomer Reaktion zustande
kommt. Durch analytische Überlegungen basierend auf der Linienspannung
[Schoeck und Frydman, 1972, Shin et al., 2001] bzw. durch molekulardyna-
mische und diskrete Versetzungsdynamiksimulationen [Alankar et al., 2012b,
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4.3. Versetzungsnetzwerke

Madec und Kubin, 2017, Rodney und Phillips, 1999, Shenoy et al., 2000] kann
die kritischen Spannung durch

τcr,lomer = 0.5Gb
1

Llomer
(4.19)

approximiert werden. Hier bezeichnet Llomer die Länge der Versetzungslinien,
die durch die Endpunkte der Reaktion stabilisiert sind, d.h. der Versetzungsarme,
wie in Abbildung 4.1(b) dargestellt.

Für die mittlere Länge der Versetzungsarme gilt die Annahme des mitt-
leren Versetzungsabstands auf allen6 Gleitsystemen Llomer = L ∝ 1/

√
∑ξ ρξ .

Eine Annahme dieses mittleren Versetzungsabstands für alle Lomer Reaktionen
in Mittelungsvolumen würde ein Auflösen aller Reaktionen zur selben Zeit
bedeuten, sobald |τξ | > τcr,lomer. Zur Abbildung des Einflusses der Streuung
der Ausbreitungswege der einzelnen Versetzungen auf die Stärke des Verset-
zungsnetzwerks (siehe Kapitel 4.1 und [Stricker et al., 2018]) wird deshalb an-
genommen, dass durch diese Streuung eine Verteilung des Versetzungsabstands
innerhalb eines Mittelungsvolumens über einen gewissen Bereich zustande
kommt. Dadurch existiert auf beiden reagierenden Gleitsystemen ξ r′ und ξ r′′

bereits zum Zeitpunkt der Reaktionsbildung eine maximale (Lmax) und eine
minimale Länge (Lmin) der Versetzungsarme, bzw. eine damit verbundene maxi-
male und minimale kritische Schubspannung, τmax bzw. τmin, siehe Gleichung
(4.19). Dadurch gilt Lmin < L = 1/

√
∑ξ ρξ < Lmax. Zur Verdeutlichung ist in

Abbildung 4.4(a) die Versetzungskonfiguration für Lmin bzw. Lmax skizziert.
Durch das Verhältnis zwischen kritischer Spannung und Länge der Verset-

zungslinie (Gleichung 4.19) existiert eine Stärkenverteilung der Lomer Reaktio-
nen. Die Abbildung 4.4(b) zeigt schematisch die Längenverteilung der Verset-
zungsarme für den allgemeinen Fall einer unterschiedlichen Schubspannung auf

6 Die Länge der betreffenden Versetzungslinie ist im Allgemeinen durch Versetzungen auf allen
Gleitsystemen begrenzt.
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Lmax
Lmin Lmin

(a) Länge der Versetzungsarme.

LLmaxLmeanLmin Lcr

tmax tmean tmin

0

t tres
r'

r''

0

L
tmax tmean tmin

0
t tres 0

ξr'

ξr''

(b) Längenverteilung der Versetzungsar-
me.

Abbildung 4.4.: Schematische Darstellung von Lomer Reaktionen mit einer maximalen und einer
minimalen Länge der Versetzungsarme (Lmin und Lmax)(a) und des stabilen Län-
genbereichs auf den Gleitsystemen ξ r′ and ξ r′′ , innerhalb dessen stabile Lomer
Reaktionen existieren können, visualisiert durch den grünen Bereich (b).

den reagierenden Gleitsystemen ξ r′ und ξ r′′ . Die Länge der Versetzungsarme
der schwächsten Reaktion ist gegeben durch

Lξ

cr,lomer = 0.5Gb
1
|τξ |

mit ξ = r′,r′′. (4.20)

Hier bezeichnet τξ die auf das Gleitsystem ξ projizierte Schubspannung, Glei-
chung (2.19). Der Bereich, in dem stabile Lomer Reaktionen existieren können
liegt daher zwischen Lmin und Lξ

cr,lomer, visualisiert durch den grün schraffierten
Bereich in Abbildung 4.4(b). Es wird vereinfachend eine lineare Verteilungs-
funktion für die Versetzungsdichte angenommen, wodurch die Linienlänge, d.h.
die Stärke der Lomer Reaktionen zu jedem Zeitpunkt über den stabilen Bereich
(zwischen Lmin und Lξ

cr,lomer) homogen verteilt ist. Da durch die Lomer Reakti-
on die beteiligten Versetzungen auf beiden Gleitsystemen gekoppelt sind, gilt
Lξ

cr,lomer = min
{

Lr′
cr,lomer,L

r′′
cr,lomer

}
, d.h. die Stabilität einer Lomer Reaktion ist
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durch das jeweilige Gleitsystem mit der höchsten projizierten Schubspannung
bestimmt. Für den Anteil der stabilen Lomer Reaktionen gilt daher

η
ξ

lomer =


1 wenn Lξ

cr,lomer ≥ Lmax

Lξ

cr,lomer−Lmin
Lmax−Lmin

wenn Lmin < Lξ

cr,lomer < Lmax

0 wenn Lξ

cr,lomer ≤ Lmin.

(4.21)

Lmin, bzw. Lmax wird in dieser Arbeit basierend auf der Streuung der Ausbrei-
tungswege bzw. der Nukleationsradien von Multiplikationeffekten innerhalb
des Versetzungsnetzwerks [Stricker et al., 2018] zu Lmin = 0.1L und Lmax = 2L

gewählt, wobei L den mittleren Versetzungsabstand bezeichnet.
Durch die kritische Länge Lξ

cr,lomer ist demnach die schwächste Lomer Re-
aktion gegeben, wodurch ein Anstieg der projizierten Schubspannung zu einer
Reduktion des Anteils der stabilen Lomer Reaktionen führt, d.h. ∂tL

ξ

cr,lomer < 0,
wenn Lmin < Lξ

cr,lomer < Lmax. Physikalisch bedeutet dies eine Auflösung bereits
gebildeter Lomer Reaktionen. Anstatt einer expliziten Modellierung des Prozes-

ses der Auflösung wird in der Kontinuumstheorie die Umkehrung der Bildung
von Reaktionen (Kapitel 3.3) angenommen. Dies bedeutet die Umwandlung des
durch |∂tL

ξ

cr,lomer/
(

Lξ

cr,lomer−Lmin

)
| definierten Anteils der Dichte der Lomer

Reaktionen (bezeichnet durch ρ̂
ξ

lomer) und der stabilisierten Versetzungsdichte
(bezeichnet durch ρ̂

ξ

S ) in mobile Versetzungsdichte ρ̂
ξ

M. Daraus ergibt sich

∂t ρ̂
ξ

lomer =
∂tL

ξ

cr,lomer

Lξ

cr,lomer−Lmin

ρ
ξ

lomer, ∂t ρ̂
ξ

S =
∂tL

ξ

cr,lomer

Lξ

cr,lomer−Lmin

ρ
ξ

S

und ∂t ρ̂
ξ

M =−
∂tL

ξ

cr,lomer

Lξ

cr,lomer−Lmin

(
ρ

ξ

lomer +ρ
ξ

S

)
mit ξ = r′,r′′ wenn ∂tL

ξ

cr,lomer < 0.

(4.22)
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4.4. CDD für Versetzungsnetzwerke

In der Zusammenfassung der in Kapitel 4.2 und 4.3 beschriebenen Mechanis-
men ergeben sich als Erweiterung der Evolutionsgleichungen (2.25) zusätzliche
Terme als Quelle und Senke für mobile Versetzungsdichte. Für die Evolution
des Versetzungsnetzwerks wird die Netzwerkversetzungsdichte ρ

ξ

net als eine
weitere unabhängige interne Variable geführt. Die Zusammenführung aller in
Kapitel 4.2 und 4.3 hergeleiteten Gleichungen ergibt sich unter Berücksichti-
gung der Aufspaltung der totalen Versetzungsdichte (Gleichung 4.11) und der
kinematischen Formulierung der Versetzungsbewegung (Gleichung 2.25) zu

∂tρ
ξ

M =−∇ · (vξ κ
ξ

⊥)+v
ξ qξ +∂t ρ̄

ξ

M +∂t ρ̂
ξ

M +∂tρ
ξ

M,lomer

+∂tρ
ξ

M,reakt +∂tρ
ξ

M,quer

∂tκ
ξ = ∇× (ρ

ξ

Mv
ξmξ )+∂tκ

ξ
quer

∂tρ
ξ

net = 0.5∂tρ
ξ

lomer−∂tρ
ξ

M,lomer +∂t ρ̂
ξ

net +∂tρ
ξ

S,reakt

∂tqξ =−∇ ·

(
qξ

ρ
ξ

M

κ
ξ

⊥v
ξ +Aξ

∇vξ

)
+∂t q̄ξ +∂tq

ξ

reakt +∂tq
ξ
quer.

(4.23)

Mit κξ
quer = (κ̃

ξ
quer,0,0). Die Beiträge der Versetzungsmultiplikation durch gleit-

fähige Reaktionen und Quergleiten zur Generierung neuer Versetzungen werden
zu einer Erhöhung der mobilen Versetzungsdichte ∂t ρ̄

ξ

M = ∂t ρ̄
ξ

M,gleit +∂t ρ̄
ξ

M,quer

(Gleichungen 4.2 und 4.9) und der Krümmungsdichte ∂t q̄ξ = ∂t q̄
ξ

gleit +∂t q̄
ξ
quer

(Gleichungen 4.3 und 4.10) zusammengefasst. Die Bildung und Auflösung
von Lomer Reaktionen werden als Prozesse betrachtet, die Versetzungen nicht
annihilieren, oder generieren, sondern Versetzungslinienlänge zwischen der mo-
bilen Versetzungsdichte ρ

ξ

M und der Netzwerkversetzungsdichte ρ
ξ

net übertragen.
Die Bildung von Lomer Reaktion erhöht die Netzwerkversetzungsdichte um
0.5∂tρ

ξ

lomer und ∂tρ
ξ

M,lomer. Der umgekehrte Prozess beschreibt die Auflösung

von Lomer Reaktionen, welcher die mobile Versetzungsdichte um ∂t ρ̂
ξ

M erhöht
und die Netzwerkversetzungsdichte proportional um ∂t ρ̂

ξ

net = ∂t ρ̂
ξ

lomer +∂t ρ̂
ξ

S
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4.4. CDD für Versetzungsnetzwerke

verringert (Gleichungen 4.22). Alle Versetzungsreaktionen und Quergleiten
führen zu einer Reduktion von mobiler Versetzungsdichte auf den reagierenden
Gleitsystemen durch ∂tρ

ξ

M,reakt (Gleichung 3.6 bzw. 4.15), ∂tρ
ξ

M,quer (Gleichung
4.7) und ∂tρ

ξ

S,reakt (Gleichung 4.15). Die Konzentration der Versetzungskrüm-
mung in den Endknoten von Versetzungsreaktionen wird in ∂tq

ξ

reakt (Gleichung
4.4) zusammengefasst. Ein Überblick über die Beiträge zur Dichteerhöhung
und Dichteverringerung auf dem Gleitsystem ξ durch die berücksichtigten Ver-
setzungsreaktionen und Quergleiten ist in Tabelle 4.1 gegeben. Hierbei ergibt
sich der Faktor 2 vor ∂tρ

ξ

M,lomer aus der Annahme der Stabilisierung mobiler
Versetzungen durch Lomer Reaktionen, siehe Gleichung (4.18).

Dichteerhöhung Dichteverringerung

ρ
ξ

M
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ξ
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ξ
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ξ
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0.5∂tρ

ξ
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∂tρ
ξ
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∂t ρ̂
ξ
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∂t ρ̂
ξ

S

∂tρ
ξ

S,reakt =

∂tρ
ξ

S,gleit +∂tρ
ξ

S,lomer +∂tρ
ξ

S,koll

qξ
∂t q̄ξ = ∂t q̄

ξ

gleit +∂t q̄
ξ
quer

∂tq
ξ

reakt = ∂tq
ξ

gleit +∂tq
ξ

lomer +∂tq
ξ

koll

∂tq
ξ
quer

Tabelle 4.1.: Überblick über die Beiträge zur Dichteerhöhung und Dichteverringerung durch die
berücksichtigten Versetzungsmechanismen.

Die Einführung einer kritischen Spannung zum Auflösen und Remobilisie-
ren von Lomer Reaktionen (Gleichung (4.19), bzw. (4.20)) hat eine ähnliche
Wirkung, wie eine lokale Fließspannung, da sie im Wesentlichen die Rate
der Abscherung skaliert. In der Konsequenz ersetzt dieser Mechanismus den
Koeffizienten alomer der Lomer-Gleitsystempaarung in der Interaktionsmatrix
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4 Versetzungsnetzwerke im Kontinuum

aξ ζ (siehe Abbildung 2.2 und Tabelle 2.1). Unter der Annahme, dass existie-
rende Lomer Reaktionen eine Hinderniswirkung für Versetzungen auf allen

Gleitsystemen haben (siehe auch Kapitel 2.1), kann ein vereinfachter Interakti-
onsspannungsterm beschrieben werden durch

τ
ξ

cr,lomer = Gb
√

ālomer ∑
ξ

ρ
ξ

lomer. (4.24)

Hierbei gilt ālomer = 0.5alomer mit alomer aus Tabelle 2.1, da die Dichte der Lomer
Reaktionen ρ

ξ

lomer von den beiden Gleitsystemen der jeweiligen Paarung geteilt
wird, siehe Gleichung (4.13). Wird eine verfestigende Wirkung der gekoppelten
Bewegung von Versetzungen durch alle Reaktionen, sowie Selbstinteraktion
berücksichtigt, erweitert sich Gleichung (4.24) vergleichbar mit Gleichung (2.3)
zu

τ
ξ

cr,mat = Gb
√

∑
ζ

(aξ ζ (ρ
ζ

M +ρ
ζ

S )+ ālomerρ
ζ

lomer). (4.25)

Mit einer Anfangsverteilung bestehend aus ρ
ξ

lomer und ρ
ξ

S mit der Annahme
Lmin = 0.1L und Lmax = 2L kann ein stabiles Versetzungsnetzwerk als Aus-
gangskonfiguration modelliert werden. In der Konsequenz wird die Relaxation
des Systems, bzw. die Verfestigung maßgeblich durch eine Veränderung der
Menge der mobilen Versetzungen kontrolliert.
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5. Ergebnisse

Die in Kapitel 2.1 und 3 motivierten Fragestellungen erfordern eine Untersu-
chung des Zusammenspiels zwischen Gleitsystemen für den Allgemeinfall der
wechselseitigen Interaktion aller 12 Gleitsysteme des kfz Kristallgitters. Die As-
pekte der Versetzungsinteraktion, Versetzungsmultiplikation und der Evolution
von Versetzungsnetzwerken werden zuerst unabhängig voneinander analysiert
und anschließend für eine gemeinsame Betrachtung zusammengeführt. Den
gewählten Systemkonfigurationen und Randbedingungen liegt die Grundidee
einer gezielten Untersuchung der Mechanismen bei gleichzeitiger Reduktion der
Systemkomplexität und des Einflusses der Randbedingungen zugrunde. Soweit
nicht anders gekennzeichnet, werden die in Kapitel 2.3 gegebenen Materialpa-
rameter und Faktoren der Interaktionsspannungsterme verwendet.

5.1. Versetzungsinteraktion

In der gegenwärtigen Kontinuumsformulierung verschwindet der Gradient
der plastischen Scherung in Konfigurationen, in denen ausschließlich SSD-
Versetzungsdichte vorliegt. Anstatt durch langreichweitige Spannungsfelder,
wird die Versetzungsinteraktion dann durch kurzreichweitige Spannungsterme
beschrieben. Dafür wird, wie in Kapitel 3.2 bereits für eine GND-dominierte
Konfiguration beschrieben, eine gleitsystembasierte Anwendung der Interakti-
onsspannungsterme nach „Taylor“ (τξ

cr), oder nach „Franciosi“ (τξ

cr,mat) heran-
gezogen, siehe auch Gleichung (2.29).
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5 Ergebnisse

Den beiden Interaktionsspannungstermen liegt ein unterschiedlicher Grad der
Homogenisierung der Versetzungsmechanismen zugrunde, entweder durch ei-
nen gemittelten Faktor α (bei τ

ξ
cr), oder durch die Anwendung einer Interakti-

onsmatrix aξ ζ (bei τ
ξ

cr,mat, siehe auch Abbildung 2.2). In diesem Kapitel werden
die Auswirkungen dieser Homogenisierungsansätze auf die Dichteverteilung,
sowie die Verfestigung in Systemen mit unterschiedlich heterogener Dichte -
und Spannungsverteilung zwischen Gleitsystemen zuerst in vereinfachten Sys-
temen und anschließend in einem kfz Einkristall untersucht. Die Untersuchung
folgt weitestgehend [Sudmanns et al., 2018]. Zur Vereinfachung wird die in
Kapitel 2.3 eingeführte und in Kapitel 3.2 betrachtete Formulierung der CDD
verwendet.

5.1.1. Zwei schneidende Gleitsysteme

Zur zielgerichteten Untersuchung des Einflusses einzelner Versetzungsreak-
tionen auf die Evolution der Versetzungsdichte und der Fließspannung wer-
den die beiden in Kapitel 3.2 untersuchten Gleitsystemkonfigurationen (Ab-
bildung 3.3(a) und 3.3(b)) in Systeme mit homogen verteilter initialer SSD-
Versetzungsdichte überführt. Wie in Kapitel 3.2 beträgt die Versetzungsdichte
auf beiden Gleitsystemen ρ1 = ρ2 = 1× 1012 m−2. Diese besteht in dem ho-
mogenen System allerdings aus Versetzungen mit einem Radius von 2 µm, die
homogen über das komplette System verteilt sind. Eine Erhöhung der Verset-
zungsdichte erfolgt daher durch die Expansion der Versetzungen und ist durch
Gleichung 3.1 beschrieben. Die Belastung erfolgt durch eine konstante Dehnrate
von ε̇ = 1000s−1 in Richtung der z-Achse, wie in Abbildung 5.1(a) bzw. (b)
dargestellt.

Durch die symmetrische Anordnung ist die aufgelöste Schubspannung
auf beiden Gleitsystemen gleich. Die Versetzungsdichte kann das Simulati-
onsvolumen an den äußeren Systemgrenzen verlassen. Um den Einfluss durch
die Randbedingungen möglichst gering zu halten, wird die Untersuchung der
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5.1. Versetzungsinteraktion

z
y
x

z
y
x
20µm

20µm

20µmb2

b1

(a) Systemgeometrie Lo-
mer Konfiguration.

z
y
x

z
y
x
20µm

20µm

20µmb1/2

(b) Systemgeometrie
kollineare Konfigurati-
on.

(c) um 4◦ rotier-
te Kristallorientie-
rung.

Abbildung 5.1.: Systemgeometrie und Belastungsrichtung der auf zwei repräsentative Gleitsysteme
reduzierten, homogenisierten Lomer (a) und kollinearen (b) Konfiguration und
Visualisierung der um 4◦ rotierten Kristallorientierung um die [010]-Richtung (b).

internen Variablen auf einen Bereich im Inneren des Simulationsvolumens
mit 1/4 der äußeren Kantenlänge beschränkt. Die Belastung des Systems mit
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(b) ρ1 = 1× 10121/m2, ρ2 = 4× 10121/m2 =
4ρ1

Abbildung 5.2.: Vergleich der Spannungs-Dehnungs Kurven für das System mit zwei repräsenta-
tiven Gleitsystemen in Lomer und in kollinearer Konfiguration für ρ1 = ρ2 (a)
und für 4ρ1 = ρ2 (b) für beide Interaktionsspannungsterme. Die Selbstinterak-
tion bezeichnet die Diagonalkomponente der Interaktionsmatrix, d.h. aξ ξ . Aus
[Sudmanns et al., 2018].
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5 Ergebnisse

einer Dehnrate resultiert in einer Spannungs-Dehnungs Kurve mit einem ausge-
prägten elastischen Bereich, der nach Überschreiten der Fließspannung in eine
plastische Deformation übergeht, siehe Abbildung 5.2(a).

Unter Verwendung der Interaktionsmatrix ist insbesondere für die Lomer-
Konfiguration ein deutlicher Einfluss der Selbstinteraktion, d.h. der Diagonal-
komponenten (aξ ξ ), auf die Fließspannung zu beobachten (Abbildung 5.2(a)
grüne Kurven). Die Spannungs-Dehnungs Kurve für die Lomer-Konfiguration
unter Berücksichtigung der Selbstinteraktion ist identisch zu der Kurve der
Taylor-Formulierung mit α = 0.35. Anhand der Abweichung der Kurven für die
Lomer und die kollineare Konfiguration (grüne und gelbe Kurven) ist ersicht-
lich, dass die Taylor-Formulierung nicht in der Lage ist, die unterschiedlichen
Stärken der Lomer und der kollinearen Reaktion mit dem gleichen Parameter
zu erfassen. Allerdings kann das Verhalten der Interaktionsmatrix in der der
kollinearen Konfiguration durch die Taylor-Formulierung mit einem Parameter
von α = 0.61 reproduziert werden, wie in Abbildung 5.2(a) dargestellt.

Bei Erhöhung der initialen Versetzungsdichte auf einem Gleitsystem
(4ρ1 = ρ2) wird eine Heterogenität innerhalb des Systems erzeugt, siehe Abbil-
dung 5.2(b). Da die angenommenen Interaktionsparameter für die Lomer Reak-
tion und der Selbstinteraktion identisch sind (

√
alomer =

√
aξ ξ ≈ 0.349, siehe

Tabelle 2.1), sind die Spannungs-Dehnungs Kurven für die Lomer-Konfiguration
mit Selbstinteration und für die Taylor-Formulierung (α = 0.35) weiterhin iden-
tisch. Während die Taylor Formulierung mit einem Parameter von α = 0.61
in der homogenen Dichtekonfiguration das Verhalten der Interaktionsmatrix
in der kollinearen Konfiguration reproduzieren kann (Abbildung 5.2(a) gelbe
Kurven), wird die Fließspannung in Abbildung 5.2(b) im Vergleich zu der
Formulierung mit Interaktionmatrix (rote Kurven) überschätzt. Letztere kann
durch die einzelne Gewichtung der Mechanismen unterschiedliche Werte für
beide Gleitsysteme annehmen und führt zu einer geringeren Fließspannung.

Abbildung 5.3(a) zeigt die Evolution der mittleren plastischen Scherung je
Gleitsystem (Gleichung 2.12) über der Dehnung für die heterogene Konfigurati-
on der Versetzungsdichte (4ρ1 = ρ2, zugehörige Spannungs-Dehnungs Kurven
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Abbildung 5.3.: Evolution der plastischen Scherung je Gleitsystem (GS) für die Lomer und die
kollineare Konfiguration mit 4ρ1 = ρ2 (a) und für die kollineare Konfiguration mit
ρ1 = ρ2 und einer um 4◦ um die [010]-Achse gedrehten Kristallorientierung, siehe
Abbildung 5.1(b). Aus [Sudmanns et al., 2018].

in Abbildung 5.2(b)). Für die Taylor-Formulierung wird bei einer Erhöhung
des Parameters α von 0.35 auf 0.61 eine parallele Verschiebung der plasti-
schen Scherung zu höheren Dehnungen beobachtet, ohne den Verlauf beider
Gleitsysteme qualitativ zu verändern (Abbildung 5.3(a) graue und schwarze
Kurven). Im Gegensatz dazu ist bei Verwendung des kollinearen Parameters in
der Interaktionsmatrix eine Konzentration der plastischen Abscherung auf das
Gleitsystem mit der höheren initialen Versetzungsdichte zu beobachten (rote
Kurven). Eine gleichzeitige Aktivierung beider kollinearer Gleitsysteme wird
weitestgehend unterbunden.

Ein ähnliches Verhalten kann beobachtet werden, wenn anstatt einer un-
terschiedlichen Dichte eine unterschiedliche Schubspannung auf den Gleitsys-
temen angenommen wird. Dies kann z.B. durch eine Rotation der Kristallori-
entierung um 4◦ um die [010]-Achse erreicht werden, wie in Abbildung 5.1(b)
dargestellt. Dadurch wird eine Heterogenität in der Spannungsverteilung durch
leicht unterschiedliche Schmid-Faktoren auf den Gleitsystemen induziert. Die
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5 Ergebnisse

resultierende Evolution der plastischen Scherung im Vergleich zu der idealen
[001] Orientierung ist in Abbildung 5.3(b) dargestellt. In der [001] Orientierung
entwickelt sich die plastische Scherung nahezu identisch für beide Formulierun-
gen (durchgezogene Kurven). In der rotierten Orientierung unter Verwendung
des Taylor-Terms wird eine Aufspaltung der Evolution beider Gleitsysteme
entsprechend den Schmid-Faktoren beobachtet (blau gestrichelte Kurven). Im
Gegensatz dazu führt der kollineare Parameter in der Interaktionsmatrix zu einer
Unterbindung der plastischen Scherung auf dem Gleitsystem mit dem gerin-
geren Schmid-Faktor bis zu einer Dehnung von 0.15% (schwarz gestrichelte
Kurven). Für höhere Dehnungen wird eine Sättigung der plastischen Scherung
beobachtet, da Versetzungsdichte das System verlässt.

5.1.2. Kfz Einkristall mit allen Gleitsystemen

Zur Untersuchung des Zusammenspiels aller aktiven und inaktiven Gleitsysteme
des kfz Kristallgitters wird die Untersuchung beider Fließspannungsterme, bzw.
Homogenisierungsansätze, auf alle 12 Gleitsysteme erweitert. Hierbei wird die
Belastungsrichtung und -geschwindigkeit aus Kapitel 5.1.1 beibehalten, siehe
Abbildung 5.4(a).

(a) Systemgeometrie
und Belastungsrichtung.

z
y
x

(b) Freie laterale
Verschiebung.

z
y
x

(c) Fixierte laterale
Verschiebung.

Abbildung 5.4.: Systemgeometrie und Belastungsrichtung der hochsymmetrischen [001] Kristall-
orientierung (mit den [xyz]-Koordinaten übereinstimmend) mit 12 Gleitsystemen
(a), sowie eine (stark überzeichnete) Visualisierung der Verzerrung der Geome-
trie mit freier (b) und fixierter (c) lateraler Verschiebung der Dichrichlet-Flächen
(Z-normalen).
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5.1. Versetzungsinteraktion

Da hier allerdings Dehnungen bis 0.6% betrachtet werden, wird eine größere
Systemabmessung berücksichtigt. Um zu verhindern, dass Versetzungsdichte
das Volumen vollständig verlässt, wird zudem ein Produktionsterm für Verset-
zungsdichte entsprechend eines Kocks-Mecking Ansatzes [Kocks und Mecking,
2003] verwendet (Gleichung 2.14 mit C = 0.05). Eine initiale totale Verset-
zungsdichte von ρtot = ∑ξ ρξ = 1.75× 1013 m−2 ist gleichmäßig über alle
Gleitsysteme verteilt. Die hier verwendete [001] Kristallorientierung (mit den
[xyz]-Koordinaten in Abbildung 5.4(a) übereinstimmend) ist bei der gegebe-
nen Belastung dadurch gekennzeichnet, dass sowohl das primäre, als auch das
jeweilige Quergleitsystem durch den maximalen Schmid-Faktor belastet sind.
Dadurch ist eine Untersuchung des Einflusses des hohen kollinearen Parameters
in der Interaktionsmatrix möglich (siehe Tabelle 2.1).

Mittlere Versetzungsdichte [1/µm²]

Taylor Fließspannung, 0.3% Dehnung
Verteilung der initialen Versetzungsdichte

Taylor Fließspannung, 0.6% Dehnung
Interaktionsmatrix, 0.3% Dehnung
Interaktionsmatrix, 0.6% Dehnung

Abbildung 5.5.: Radial - logarithmische Darstellung der Versetzungsdichteverteilung auf den Gleit-
systemen für zwei verschiedene Dehnungen in einer hochsymmetrischen [001]
Kristallorientierung mit einer homogenen initialen Versetzungsdichteverteilung auf
den Gleitsystemen. Aus [Sudmanns et al., 2018].

Für eine hochsymmetrische [001] Kristallorientierung existieren acht Gleit-
systeme mit dem gleichen Schmid-Faktor von 0.41 (im Folgenden als aktive

Gleitsysteme bezeichnet), während vier Gleitsysteme unbelastet sind (im Fol-
genden als inaktive Gleitsysteme bezeichnet). Abbildung 5.5 zeigt die gemit-
telte Versetzungsdichte je Gleitsystem für Dehnungen von 0.3% und 0.6% für
die hochsymmetrische Kristallorientierung. Es ist zu sehen, dass auf den vier
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5 Ergebnisse

inaktiven Gleitsystemen keine Dichteevolution stattfindet, während die Verset-
zungsdichte auf den acht aktiven Gleitsystemen für 0.3% Dehnung mit beiden
Formulierungen nahezu identisch ist. Bei 0.6% Dehnung ist bei Verwendung
der Interaktionsmatrix ein etwas größerer Unterschied zwischen Gleitsystemen
erkennbar.

Taylor Fließspannung, 0.3% Dehnung
Verteilung der initialen Versetzungsdichte

Taylor Fließspannung, 0.6% Dehnung
Interaktionsmatrix, 0.3% Dehnung
Interaktionsmatrix, 0.6% Dehnung

Mittlere Versetzungsdichte [1/µm²]

(a) freie laterale Verschiebung.

Taylor Fließspannung, 0.3% Dehnung
Verteilung der initialen Versetzungsdichte

Taylor Fließspannung, 0.6% Dehnung
Interaktionsmatrix, 0.3% Dehnung
Interaktionsmatrix, 0.6% Dehnung

Mittlere Versetzungsdichte [1/µm²]

(b) fixierte laterale Verschiebung.

Abbildung 5.6.: Wie Abbildung 5.5, aber mit einer um 4◦ um die [010]-Achse gedrehten Kristall-
orientierung und freier (a), sowie fixierter lateraler Verschiebung und Kontraktion
der Dirichlet-Flächen. Aus [Sudmanns et al., 2018].

Eine Rotation der Kristallorientierung um die [010]-Achse (Abbildung 5.1(b))
führt zu einer Variation der Schmid-Faktoren auf den acht aktiven Gleitsytemen
zwischen 0.3779 und 0.4347. Zwei der vier aktiven kollinearen Gleitsystem-
paare besitzen nun einen unterschiedlichen Schmid-Faktor. Dadurch wird eine
Heterogenität in der initialen Spannungsverteilung zwischen den Gleitsystemen
erzeugt. In der ersten Untersuchung der rotierten Kristallorientierung wird eine
seitliche Verschiebung der Dirichlet-Flächen und damit eine höhere elastische
Flexibilität erlaubt, siehe Abbildung 5.4(b). Im Vergleich zur hochsymmetri-
schen Kristallorientierung (Abbildung 5.5) ist die mittlere Dichteverteilung
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5.1. Versetzungsinteraktion

zwischen den Gleitsystemen für beide Formulierungen sehr heterogen, wie in
Abbildung 5.6(a) dargestellt.

Die Taylor Formulierung zeigt eine Dichteentwicklung entsprechend den
projizierten Schubspannungen, siehe Gleichung (2.19). Unabhängig von der
Kristallorientierung ist die Dichteentwicklung für Gleitsysteme mit dem glei-
chen Schmid-Faktor nahezu identisch. Im Gegensatz dazu zeigt die Formulie-
rung mit der Interaktionsmatrix eine starke Wechselwirkung der kollinearen
Gleitsysteme. Drei der Gleitsysteme, auf denen mit der Taylor Formulierung
eine Dichteentwicklung stattfindet, bleiben nun deaktiviert. Ein weiteres Gleit-
system zeigt keine weitere Evolution nach 0.3% Dehnung. Auffallend ist zudem,
dass sich keines der vier Gleitsysteme, auf denen bei 0.6% Dehnung weitere
Dichteentwicklung stattfindet, einen gemeinsamen Burgers Vektor besitzt.

Durch eine Fixierung der seitlichen Verschiebung der Dirichlet-Flächen
kann eine rein einachsige Zugbelastung erzwungen werden, wie in Abbildung
5.4(c) visualisiert. In Abbildung 5.6(b) ist zu sehen, dass die steiferen Rand-
bedingungen bereits mit der Taylor Formulierung zu einer geringeren Kon-
zentration der Scherung auf einzelne Gleitsysteme führen. Weiterhin zeigt
die resultierende Dichteverteilung auf den Gleitsystemen im Vergleich zu der
flexibleren Konfiguration einen sehr geringen Unterschied zwischen beiden
Formulierungen, siehe Abbildung 5.6(b). Dies veranschaulicht den Einfluss der
Steifigkeit des Systems auf die induzierten Spannungen auf allen Gleitsystemen.
Bei erlaubter seitlicher Verschiebung führt bereits die leichte Verdrehung der
Kristallorientierung um 4◦ zu einer Deformation quer zur Zugrichtung und daher
zu einer verstärkten Relaxation des Systems entlang dominanter Gleitebenen.
Eine solche transversale Deformation wird durch die Fixierung der seitlichen
Verschiebung unterbunden.
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5 Ergebnisse

5.2. Versetzungsmultiplikation durch
gleitfähige Reaktionen und Quergleiten

Dieses Kapitel schließt argumentativ an die in Kapitel 4.1 beschriebenen Beob-
achtungen in Bezug auf die Evolution von Versetzungsnetzwerken in diskreten
Versetzungsdynamiksimulationen [Stricker et al., 2018] an. Die Formulierung
der Versetzungsmultiplikation durch gleitfähige Reaktionen und Quergleiten in
Kapitel 4.2 wird zuerst in einem vereinfachten System untersucht und anschlie-
ßend mit Ergebnissen aus [Stricker et al., 2018] verglichen. Für die Untersu-
chung wird daher das Gleichungssystem (4.23) verwendet, wobei vorerst alle mit
Lomer- und kollinearen Reaktionen zusammenhängenden Terme vernachlässigt
werden. Es gilt unter anderem ρξ = ρ

ξ

M und ρ
ξ

net = 0. Da vorerst nur gemittelte
Größen betrachtet werden, wird die Verfestigung aufgrund ansteigender Verset-
zungsdichte durch den Interaktionsspannungsterm nach „Taylor“ (Gleichung
(2.29) mit Gleichung (2.2)) abgebildet. Die Untersuchung der Ergebnisse in
diesem Kapitel folgt dabei weitestgehend [Sudmanns et al., 2019].

5.2.1. Gleitfähige Reaktionen in
einem vereinfachten System

Die erste Untersuchung beschränkt sich auf gleitfähige Reaktionen, die in
Kapitel 4.2.1 auf Basis der allgemeinen Betrachtung in Kapitel 3.3 für die Kon-
tinuumsbeschreibung hergeleitet werden. Zur einfacheren Verdeutlichung der
Auswirkungen der hergeleiteten Gleichungen werden für das hier betrachtete
vereinfachte System alle Transportterme des Gleichungssystems (4.23) ver-
nachlässigt. Dadurch verschwinden alle Ortsableitungen, wodurch ein System
gewöhnlicher Differentialgleichungen und damit ein vollständig homogenes
System erhalten wird. Physikalisch gesehen reproduziert dies eine Systemkonfi-
guration, bei denen Versetzungen das System nicht verlassen können. Es wird
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5.2. Versetzungsmultiplikation durch gleitfähige Reaktionen und Quergleiten

eine aus drei Gleitsystemen bestehende Konfiguration betrachtet, die drei Paare
für gleitfähige Reaktionen beinhaltet, wie in Abbildung 5.7 visualisiert.

keine Schubspannung

gleitfähige Reaktion 2

gleitfähige Reaktion 3

gleitfähige Reaktion 1

Abbildung 5.7.: Schematische Übersicht der Konfiguration der drei Gleitsysteme ξ = 1,2,3 mit
den entsprechenden gleitfähigen Reaktionen. Aus [Sudmanns et al., 2019].

Auf zwei Gleitsystemen (ξ = 1 und ξ = 2) wirkt jeweils eine konstante exter-
ne Schubspannung von τ1,ext = τ2,ext = 15MPa. Auf dem Gleitsystem ξ = 3
gilt τ3,ext = 0, wodurch aktive und inaktive Gleitsysteme reproduziert werden,
wie z.B. in Kapitel 5.1.2 beschrieben. Die initiale Versetzungsdichte auf den
aktiven Gleitsystemen beträgt ρ1 = ρ2 = 3× 1012 m−2 und auf dem inakti-
ven Gleitsystem ρ3 = 1× 1012 m−2. Weiterhin gilt κξ = 0 und qξ = 0. Die
initiale Konfiguration besteht damit aus Versetzungen, deren mittlere Krüm-
mung verschwindet, wodurch ein initialer Dichteanstieg aufgrund der Expansion
existierender Versetzungen, wie z.B: in Kapitel 3.1 ausgeschlossen wird. Für
die Konstante in der Reaktionsgleichung (3.5) gilt Cgleit = 0.064, ähnlich zu
[Roters et al., 2019].

In der gewählten Konfiguration dient die Versetzungsdichte auf Gleitsystem
3 als passiver Reaktionspartner, der trotz der verschwindenden Versetzungsge-
schwindigkeit entsprechend Gleichung (3.5) zu der Evolution der totalen Ver-
setzungsdichte beiträgt. Dies ist anhand des Verlaufs der Versetzungsdichte je
Gleitsystem über der Simulationszeit erkennbar, dargestellt in Abbildung 5.8(a).
Die gleitfähigen Reaktionen zwischen allen drei Gleitsystemen führt zu einem
Anstieg der Versetzungsdichte der aktiven, sowie des inaktiven Gleitsystems bis
zu einer Sättigung nach etwa 0.4 µs. Auf den beiden aktiven Gleitsystemen ist
direkt zu Beginn der Simulation eine leichte Abnahme der Versetzungsdichte zu
sehen. Die Abflachung des Dichteverlaufs gegen Ende der Simulation ist durch
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Abbildung 5.8.: Verlauf der Versetzunsgdichte je Gleitsystem (GS) mit gleitfähigen Reaktionen
(a) und der Beitrag der gleitfähigen Reaktion zur Generierung und Reduktion der
Versetzungsdichte je Gleitsystem (GS) (b). Zusätzlich ist der Nettodichtetransfer
aufgetragen. Aus [Sudmanns et al., 2019].

den Anstieg der Interaktionsspannung (Gleichung 2.2) mit der Versetzungsdich-
te verursacht, wodurch alle Gleitsysteme inaktiv werden.

Für eine weitere Analyse werden die Beiträge der einzelnen Terme der
gleitfähigen Reaktion zu der Evolutionsgleichung der Versetzungsdichte (Glei-
chung 4.23) in Abbildung 5.8(b) separat für die aktiven Gleitsysteme 1 und 2
und für das inaktive Gleitsystem 3 betrachtet. Jedes Gleitsystem ist an zwei
verschiedenen Reaktionen beteiligt, wie in Abbildung 5.7 verdeutlicht wird:
Zum einen trägt jedes Gleitsystem zu einer Reduktion von Versetzungsdichte
bei
(

∂tρ
ξ

gleit aus Gleichung (3.6)
)

; Zum anderen wird neue Versetzungsdichte
durch die Reaktion zweier Gleitsysteme generiert, wodurch ein Anstieg der
Versetzungsdichte zustande kommen kann

(
∂t ρ̄

ξ

gleit aus Gleichung (4.2)
)

. Die
Zusammenfassung beider Beiträge beschreibt einen Nettodichtetransfer zwi-
schen den drei beteiligten Gleitsystemen. Dabei ist die Integration der Raten
über die Simulationszeit durch ρ

ξ

gleit =
∫

t ∂tρ
ξ

gleitdt und ρ̄
ξ

gleit =
∫

t ∂t ρ̂
ξ

gleitdt ge-

geben. Erwartungsgemäß ist die Reduktion der Versetzungsdichte
(

ρ
ξ

gleit

)
stets
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5.2. Versetzungsmultiplikation durch gleitfähige Reaktionen und Quergleiten

negativ, während die Generierung von Versetzungsdichte
(

ρ̄
ξ

gleit

)
stets positiv

ist. Aufgrund der Reaktion beider aktiver Gleitsysteme (siehe die mit „gleitfä-
hige Reaktion 3“ bezeichnete Reaktion in Abbildung 5.7) übersteigt auf dem
inaktiven Gleitsystem der Beitrag der Generierung die Reduktion von Verset-
zungsdichte. Dies führt zu einem Nettodichtetransfer, der dem beobachteten
Anstieg der Versetzungsdichte auf dem inaktiven Gleitsystem entspricht (Abbil-
dung 5.8(a)). Im Gegensatz dazu übersteigt auf den aktiven Gleitsystemen die
Dichtereduktion die Generierung neuer Versetzungen, welche durch die Reakti-
on des inaktiven mit dem zweiten aktiven Gleitsystem verursacht ist (die mit
„1“ , bzw. „2“ bezeichnete Reaktion in Abbildung 5.7). Die daraus resultierende
Nettodichtereduktion ist leicht durch eine Betrachtung der Reaktionsgleichung
(3.5) zu verstehen: Ein Summand verschwindet bei einer Beteiligung eines
inaktiven Gleitsystems. Der leichte Abfall der Versetzungsdichte zu Beginn der
Simulation in Abbildung 5.8(a) ist durch dieses Verhalten in Verbindung mit
den gewählten Anfangsbedingungen zu verstehen.
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Abbildung 5.9.: Verlauf der mittleren Krümmungsdichte je Gleitsystem (GS) mit gleitfähigen
Reaktionen (a) und der mittleren plastischen Scherung je Gleitsystem (GS) (b).
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5 Ergebnisse

Eine Generierung neuer Versetzungen auf den aktiven Gleitsystemen ist immer
mit einer Erzeugung von Krümmungsdichte verbunden (Gleichung 4.3). Der
Verlauf der mittleren Krümmungsdichte über der Simulationszeit (Abbildung
5.9(a)) zeigt auf den aktiven Gleitsystemen einen Anstieg der Krümmungs-
dichte, der allerdings synchron mit der Versetzungsdichte konvergiert. Das
Erreichen, bzw. Überschreiten der Fließspannung (Abbildung 5.8(a)) führt zu
einem Verschwinden des Versetzungsflusses (Gleichung 2.29) und damit zu
einer Sättigung der plastischen Scherung, wie in Abbildung 5.9(b) dargestellt.

5.2.2. Quergleiten in einem vereinfachten System

Für die Untersuchung des Quergleitmechanismus entsprechend der Herleitung in
Kapitel 4.2.2, wird vorerst die in Kapitel 5.2.1 betrachtete gleitfähige Reaktion
vernachlässigt. Es wird allerdings weiterhin ein rein lokales Kontinnumsmo-
dell verwendet, wodurch sich das Gleichungssystem (4.23) auf gewöhnliche
Differentialgleichungen reduziert. Die betrachtete Systemkonfiguration besteht
aus zwei Gleitsystemen (ξ = 1 und ξ = 2), die zwei verschiedenen Spannungs-
konfigurationen ausgesetzt sind: (i) Auf beiden Gleitsystemen wirkt die gleiche
konstante Schubspannung von τ1,ext = τ2,ext = 15MPa und (ii) auf beiden Gleit-
systemen wirken unterschiedliche Schubspannungen von τ1,ext = 10MPa und
τ2,ext = 15MPa. In beiden Konfigurationen gilt initial eine homogene Verset-
zungsdichte von ρ1 = ρ2 = 1×1012 m−2, sowie κξ = 0 und qξ = 0.

Durch die symmetrische Formulierung der Evolutionsgleichungen für das
Quergleiten in Bezug auf das primäre Gleitsystem und das Quergleitsystem
(Gleichungen 4.5 - 4.10) resultiert eine symmetrische Quergleitaktivierung
bei gleicher Versetzungsdichte und Schubspannung auf beiden Gleitsystemen.
Abbildung 5.10(a) zeigt die Evolution der Versetzungsdichte je Gleitsystem. Es
ist zu sehen, dass bei gleicher Schubspannung ein identischer Dichteanstieg auf
beiden Gleitsystemen stattfindet. Im Gegensatz zu gleitfähigen Reaktionen kann
durch Quergleiten keine Abnahme der Versetzungsdichte stattfinden, da bei dem
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Abbildung 5.10.: Verlauf der Versetzungsdichte je Gleitsystem (GS) mit Quergleiten (a) und der
Beitrag des Quergleitens zur Generierung, bzw. Reduktion der Versetzungs-
dichte je Gleitsystem (GS) für eine ungleiche Spannungsverteilung (b). Aus
[Sudmanns et al., 2019].

unteren Grenzfall einer reinen Dichteübertragung die totale Versetzungsdichte
vor und nach dem Quergleitprozess konstant bleibt.

Bei einer ungleichen Spannungsverteilung auf beiden Gleitsystemen, d.h.
τ1,ext = 10MPa und τ2,ext = 15MPa, ist nur auf dem Gleitsystem mit der hö-
heren Schubspannung (ξ = 2) ein signifikanter Anstieg der Versetzungsdichte
zu beobachten. Im Gegensatz dazu wird die Versetzungsdichte auf Gleitsystem
ξ = 1 reduziert. Der Beitrag des Quergleitprozesses zur Generierung

(
ρ̂

ξ
quer

)
und zur Reduktion der Versetzungsdichte

(
ρ

ξ
quer

)
nach Gleichung (4.9) und

(4.7) ist in Abbildung 5.10(b) dargestellt. Daran ist zu sehen, dass im Falle einer
ungleichen Spannungsverteilung auf beiden Quergleitebenen der Quergleitpro-
zess, wie er hier modelliert wird, zu einer Verschiebung der Generierung von
Versetzungsdichte in Richtung des Gleitsystems mit der höheren Schubspan-
nung führt.

89



5 Ergebnisse

5.2.3. Kfz Einkristall mit allen Gleitsystemen
im Vergleich mit DDD

Für den Vergleich des in Kapitel 4.2 präsentierten Multiplikationsmodells mit
diskreten Versetzungsdynamiksimulationen aus [Stricker et al., 2018], wird das
Modell auf ein kubisches System, dargestellt in Abbildung 5.11, mit einer
Abmessung von 5×5×5 µm und 12 kfz Gleitsystemen angewendet.

z
y
x 5 µm 5 µm

5 µm

Abbildung 5.11.: Systemgeometrie entsprechend [Sudmanns et al., 2019] für den Vergleich
zwischen CDD und den diskreten Versetzungsdynamiksimulationen aus
[Stricker et al., 2018].

Das System ist entsprechend der Konfiguration in [Stricker et al., 2018] mit
einer konstanten Dehnrate von 5000s−1 belastet, die Verschiebungskontrol-
liert in x-Richtung aufgeprägt wird. Die Richtungen der Kristallorientierung
entspricht dabei den Koordinatenachsen, d.h. es handelt sich um eine hochsym-
metrische Orientierung. Die Seitenflächen sind spannungsfrei und Versetzungen
können das Volumen an allen Oberflächen verlassen. Analog zur Untersuchung
in Kapitel 5.1.2 existieren acht aktive und vier inaktive Gleitsysteme, wobei
auf den inaktiven Gleitsystemen die Bedingung vξ = 0 gilt, um Versetzungs-
bewegung und Quergleitaktivität aufgrund von Spannungskonzentrationen zu
verhindern. Zur zielgerichteten Untersuchung wird damit sichergestellt, dass
alle Versetzungsaktivität auf inaktiven Gleitsystemen nur durch Multiplikations-
mechanismen auftreten.

In der diskreten Versetzungsdynamiksimulation besteht die Ausgangskon-
figuration aus einem relaxierten Versetzungsnetzwerk, wodurch in der Mitte
des Systems eine höhere Versetzungsdichte vorherrscht, als im Bereich der

90



5.2. Versetzungsmultiplikation durch gleitfähige Reaktionen und Quergleiten

Oberflächen [Stricker et al., 2018]. Nur durch Berücksichtigung von Verset-
zungsmultiplikation, d.h. ohne die in Kapitel 4.3 beschriebenen Mechanismen,
ist keine Nachbildung eines stabilen Versetzungsnetzwerks im Kontinuum mög-
lich. Dennoch wird die Charakteristik eines dichteren Versetzungsnetzwerks in
der Mitte des Systems durch eine Verteilungsfunktion auf Basis der Gaußschen
Normalverteilung mit einem abfallenden Gradienten der Versetzungsdichte in
Richtung der Oberflächen reproduziert. Mit einem Mittelwert von ±2.15 µm
und einer Standardabweichung von 0.3 wird eine initiale Versetzungsdichte
von ρξ = 1.6×1012 m−2 je Gleitsystem in der Mitte des System zu nahe null
an den Oberflächen verteilt. Dadurch beträgt die mittlere Versetzungsdichte
je Gleitsystem etwa ρξ ≈ 1× 1012 m−2 und die totale Versetzungsdichte et-
wa ρtot = ∑ξ ρξ ≈ 1.19×1013 m−2. Weiterhin gilt für die Anfangsbedingung
κξ = 0 und qξ = 0, sowie Cgleit aus Kapitel 5.2.1.

In einer ersten Unterschung des Systemverhaltens für 12 kfz Gleitsyste-
me wird Quergleiten vernachlässigt, sodass nur gleitfähige Reaktionen, wie
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Abbildung 5.12.: Evolution der Versetzungsdichte je Gleitsystem beschränkt auf gleitfähige Reak-
tionen im Vergleich zu einer und zu einer Mittelung aus 10 statistisch äquivalenten
diskreten Versetzungsdynamiksimulationen aus [Stricker et al., 2018] für aktive
und inaktive Gleitsysteme (a). (b): Totale Versetzungsdichte summiert über alle
Gleitsysteme im Vergleich zu 10 diskreten Versetzungsdynamiksimulationen. Die
CDD Ergebnisse in (a) sind für jedes Gleitsystem individuell dargestellt, wobei
die jeweiligen Kurven für aktive und inaktive Gleitsysteme übereinstimmen. Aus
[Sudmanns et al., 2019].

91



5 Ergebnisse

sie in Kapitel 4.2.1 für das Kontinuumsmodell beschrieben werden, zur Ver-
setzungsmultiplikation beitragen. In Abbildung 5.12(a) ist die Evolution der
Versetzungsdichte je Gleitsystem für die aktiven und die inaktiven Gleitsysteme
im Vergleich mit diskreten Versetzunsgdynamiksimulationen aus [Stricker et al.,
2018], für die ebenfalls nur gleitfähige Reaktionen berücksichtigt werden, dar-
gestellt. Die Ergebnisse zeigen, dass die gleitfähigen Reaktionen auf allen
aktiven Gleitsystemen zu einem deutlich stärkeren Anstieg der Versetzungs-
dichte führen, als auf den inaktiven Gleitsystemen. Im Gegensatz zu CDD zeigt
die Evolution der Versetzungsdichte bei den diskreten Simulationen leichte
Abweichungen zwischen einzelnen symmetrischen Gleitsystemen, die durch die
statistischen Effekte des Versetzungsnetzwerks begründet sind. Zu Beginn der
CDD Simulation ist eine Abnahme der Versetzungsdichte zu beobachten. Im
weiteren Verlauf folgt der Verlauf der Versetzungsdichte in der CDD Simulation
allerdings der diskreten Simulation.

Die Abbildung 5.12(b) zeigt die Evolution der totalen Versetzungsdichte in
einem Vergleich mit 10 statistisch äquivalenten diskreten Versetzungsdynamik-
simulationen aus [Stricker et al., 2018]. Abgesehen von der initialen Abnahme
der Versetzungsdichte zeigt das Kontinuumsmodell eine Dichteevolution, die
mit den diskreten Simulationen im Mittel relativ genau übereinstimmt. Die tota-
le Versetzungsdichte zeigt einen Anstieg um etwa 50% bis zu einer Dehnung
von 0.8%.

In einer zweiten Untersuchung werden gleitfähige Reaktionen und Quer-
gleiten kombiniert. Abbildung 5.13 zeigt die Evolution der Versetzungsdichte
auf den individuellen Gleitsystemen, sowie die totale Versetzungsdichte im Ver-
gleich zu den diskreten Simulationen. Der Vergleich zeigt, dass die Evolution
der Versetzungsdichte auf aktiven, wie auf inaktiven Gleitsystemen für den gege-
benen Lastbereich im Bereich der diskreten Simulationen liegt. Insbesondere ist
ein signifikanter Anstieg der Versetzungsdichte auf inaktiven Gleitsystemen zu
beobachten. Allerdings zeigt die Versetzungsdichte in der diskreten Simulation
nahezu einen linearen Verlauf, während in der CDD Simulation auf aktiven, wie
auf inaktiven Gleitsystemen ein nichtlineares Verhalten zu beobachten ist. Der
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(b) Totale Versetzungsdichte und Anzahl gene-
rierter Versetzungen.

Abbildung 5.13.: Wie Abbildung 5.12, aber mit gleitfähigen Reaktionen und Quergleiten. In (b)
ist zusätzlich die Anzahl generierter Versetzungen als Volumenintegral über die
Krümmungsdichte (Gleichung 2.28) gezeigt. Aus [Sudmanns et al., 2019].

Dichteanstieg zu Beginn der Simulation wird in der CDD unterschätzt, nach
etwa 0.4% Dehnung allerdings überschätzt.

Analog zu Abbildung 5.12(b) zeigt Abbildung 5.13(b) einen Vergleich der
Evolution der totalen Versetzungsdichte mit 10 statistisch äquivalenten diskre-
ten Versetzungsdynamiksimulationen. Zusätzlich ist der Verlauf der Anzahl
der generierten Versetzungen abgebildet (siehe Gleichung 2.28). Dieser Ver-
gleich dient der Verbindung des Dichteanstiegs mit dem Anstieg der Anazhl
der Versetzungen im Gegensatz zur Expansion existierender Versetzungen. Der
Verlauf der totalen Versetzungsdichte zeigt in etwa einen Anstieg um einen
Faktor 3 bis zu einer Dehnung von 0.8%, vergleichbar mit den Ergebnissen
der diskreten Simulationen. Weiterhin ist nach 0.1% Dehnung eine Korrelation
des Anstiegs der generierten Versetzungen mit der totalen Versetzungsdichte
zu beobachten. Der Anstieg um einen Faktor 10 ist hier deutlich größer, als
der Anstieg der totalen Versetzungsdichte. Der Verlauf ist im Gegensatz zu den
diskreten Simulationen allerdings deutlich nichtlinear, wobei nach überschreiten
der Fließspannung ein leichter Abfall der Versetzungdichte zu beobachten ist.
Diese initiale Dichtereduktion (Abbildung 5.13 und analog in 5.12) ist durch
Versetzungsfluss durch die äußeren Systemgrenzen bedingt, was die Evolution
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5 Ergebnisse

der Versetzungsdichte im Anfangsstadium der Simulation dominiert. In Anhang
B.2 wird der Einfluss des Dichteverlusts auf den reagierenden Gleitsystemen
durch die gleitfähige Reaktion (Gleichung 3.6) näher untersucht. Eine initiale
Dichtereduktion wird bei der Wahl einer Ausgangskonfiguration mit qξ > 0
nicht beobachtet, wie in Anhang B.1 genauer beschrieben.

(a) Lokale Dichteverteilung in CDD. (b) Versetzungsstruktur in der diskre-
ten Simulation.

Abbildung 5.14.: Lokale Verteilung der Versetzungsdichte in der CDD Simulation in einem dreidi-
mensionalen Kontourplot (a) und in der diskreten Versetzungsdynamiksimulation
[Stricker et al., 2018] (b) bei einer Dehnung von 0.7%.

Die lokale Verteilung der Versetzungsdichte in der CDD Simulation für eine
Dehnung von 0.7% ist in Abbildung 5.14(a) als dreidimensionaler Kontourplot
dargestellt. Der Vergleich der Dichteverteilung mit der diskreten Versetzungsdy-
namiksimulation (Abbildung 5.14(b)) zeigt eine qualitativ ähnliche Verteilung:
Die Versetzungsdichte ist im mittleren Bereich des Systems konzentriert und
verringert sich in Richtung der Oberflächen.

Mit einer gleitsystembasierten Anwendung der von Kocks und Mecking ein-
geführten Theorie [Kocks und Mecking, 2003], wie sie in der Literatur zu
finden ist [Kubin et al., 2008a,b, Li et al., 2014, Monavari und Zaiser, 2018,
Reuber et al., 2014, Roters et al., 2019], wird eine Versetzungsmultiplikation
ohne explizite Einbeziehung der physikalischen Mechanismen beschrieben. In
Anhang A ist die Anwendung dieses Ansatzes durch einen Produktionsterm
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Abbildung 5.15.: Evolution der Versetzungsdichte je Gleitsystem über der Dehnung. Vergleich der
Ergebnisse mit Quergleiten und gleitfähigen Reaktionen (Abbildung 5.13(a)) und
einer gleitsystembasierten Anwendung der Theorie nach Kocks und Mecking
(Abbildung A.1).

entsprechend Gleichung (2.14) in der CDD näher ausgeführt. Der Vergleich der
Dichteevolution je Gleitsystem für den gleitsystembasierten Ansatz (Abbildung
A.1) mit dem Multiplikationsmodell (Abbildung 5.13(a)) ist in Abbildung 5.15
dargestellt. Mit dem gleitsystembasierten Ansatz zeigt sich erwartungsgemäß
nur auf aktiven Gleitsystemen ein Dichteanstieg, während die Versetzungsdichte
auf inaktiven Gleitsystemen bis zum Ende der Simulation ihren Ausgangswert
behält.

5.3. Stabilisierung von
Versetzungsnetzwerken

Für ein besseres Verständnis des in Kapitel 4.3 auf Basis der Beobachtun-
gen in diskreten Versetzungsdynamiksimulationen hergeleiteten Modells der
Netzwerkmobilität werden in diesem Kapitel aufgeschlüsselt auf die einzelnen
Mechanismen vereinfachte Systeme untersucht, analog zu Kapitel 4.2.1 und
4.2.2. Dabei stehen die in Kapitel 4.3 beschriebenen Mechanismen (Lomer
und kollineare Reaktionen) im Fokus, wodurch die in Kapitel 5.2 untersuchten
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5 Ergebnisse

Multiplikationsmechanismen vorerst vernachlässigt werden. Unter Berücksich-
tigung von Lomer Reaktionen gilt daher im Allgemeinen ρξ 6= ρ

ξ

M, ρ
ξ

net 6= 0,
sowie für die Produktionsterme zur Generierung neuer Versetzungen ∂t ρ̄

ξ

M = 0
und ∂t q̄

ξ

M = 0, siehe Tabelle 4.1. Für die Evolution des Versetzungssystems gilt
daher die modifizierte Gleichung 4.23. Im Sinne der Komplexitätsreduzierung
wird für die Untersuchung der vereinfachten Systeme auf die Anwendung ei-
nes zusätzlichen Interaktionsspannungsterms verzichtet, d.h. es gilt τ

ξ

fl = 0 in
Gleichung (2.29).

5.3.1. Lomer Reaktionen in einem
vereinfachten System

In einer ersten Untersuchung erfolgt eine Beschränkung auf Lomer Reaktio-
nen, wodurch alle mit kollinearen Reaktionen zusammenhängenden Terme in
den Gleichungen 4.23 verschwinden. Zudem werden analog zu Kapitel 5.2.1
und 5.2.2 alle Transportterme vernachlässigt, wodurch sich das Gleichungs-
system 4.23 zu einem System gewöhnlicher Differentialgleichungen reduziert.
Zur Vereinfachung gilt die Annahme, dass sich bei gleicher Kollisionsrate der
Versetzungslinien auf reagierenden Gleitsystemen die Linienlänge der gebilde-
ten Lomer Reaktion nicht von der gleitfähigen Reaktion unterscheidet. Daher
wird für die Konstante in der Reaktionsgleichung (4.14) analog zu Kapitel 5.2
Clomer = 0.064 gewählt. Die untersuchte Systemkonfiguration besteht aus zwei
Gleitsystemen, die als Gleitsystempaar Lomer Reaktionen bilden können, wie
in Abbildung 5.16 dargestellt.

Lomer Reaktion

L

Abbildung 5.16.: Schematische Übersicht der Konfiguration der zwei Gleitsysteme ξ = 1,2 für die
Lomer Reaktionen.
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5.3. Stabilisierung von Versetzungsnetzwerken

Die Ausgangskonfiguration für diese Untersuchung besteht auf beiden Gleit-
systemen aus einer homogen verteilten SSD-Dichte, die vollständig als mobile
Versetzungsdichte vorliegt, d.h. für die Initialdichte ρ

ξ

init gilt ρξ = ρ
ξ

M. Aufgrund
der vernachlässigten Versetzungsmultiplikation wird weiterhin angenommen,
dass die mittlere Krümmung zu allen Zeitpunkten verschwindet, d.h. es gilt
generell qξ = 0. Sowohl in der Ausgangskonfiguration, als auch nach der Bil-
dung von Reaktionen bestehen die verbliebenen mobilen Versetzungen daher
aus geraden Versetzungslinien.
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Abbildung 5.17.: Verlauf der Versetzungsdichten zur Beschreibung des Versetzungsnetzwerks (Glei-
chungen 4.11 und 4.13) für eine konstante Schubspannung von τext = 10MPa (a)
und der plastischen Scherung (b) je Gleitsystem über der Simulationszeit für eine
Variation der Schubspannung τext bei einer initialen mobilen Versetzungsdichte
von ρ

ξ

init = ρ
ξ

M = 1×1012 m−2 je Gleitsystem.

Der Verlauf aller beteiligten Versetzungsdichten (totale Versetzungsdichte ρξ ,
mobile Versetzungsdichte ρ

ξ

M, Netzwerkversetzungsdichte ρ
ξ

net, stabilisierte
Versetzungsdichte ρ

ξ

S und die Dichte der Lomer Reaktionen ρ
ξ

lomer) für eine
Initialdichte von ρ

ξ

init = 1×1012 m−2 unter einer anliegenden Schubspannung
von τ

ξ

ext = 10MPa auf beiden Gleitsystemen ist in Abbildung 5.17(a) dargestellt.
Es ist zu sehen, dass sich die mobile Versetzungsdichte kontinuierlich verringert,
während die Netzwerkversetzungsdichte kontinuierlich ansteigt, bis letztere am
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5 Ergebnisse

Ende der Simulation gegen den Wert der totalen Versetzungsdichte konvergiert.
Die totale Versetzungsdichte sinkt im Laufe der Simulation auf etwa 2/3 ih-
res Ausgangswertes, da eine Lomer Reaktion immer von zwei Gleitsystemen
geteilt wird, siehe Gleichung 4.13. Der dadurch bedingte Faktor 0.5 wird aller-
dings erst bei der Berechnung der Netzwerkversetzungsdichte berücksichtigt.
Diese setzt sich aus der Dichte der Lomer Reaktionen und der stabilisierten
Versetzungsdichte zusammen, siehe Gleichung (4.13). Der in Abbildung 5.17(a)
gezeigte Verlauf der Dichte der Lomer Reaktionen ist daher ein Produkt der
Kopplung beider Gleitsysteme. Der Verlauf der stabilisierten Versetzungsdichte
liegt unterhalb der Dichte der Lomer Reaktionen, da die von der Lomer Reak-
tion stabilisierten Versetzungen als Reaktionspartner für weitere Reaktionen
dienen können, siehe Gleichung (4.14) bzw. (4.17).

Abbildung 5.17(b) zeigt Verläufe der plastischen Scherung (Gleichung
4.12) für verschiedene konstante Schubspannungen. In allen Fällen ist eine
Abflachung des Verlaufs zu beobachten, wobei für eine höhere anliegende
Schubspannung eine höhere plastische Scherung erreicht wird. Die am Ende
der Simulation erreichte nahezu konvergierte Scherung skaliert in etwa linear
mit der anliegenden Schubspannung, da diese im Verhältnis τ−1 Eingang in
die kritische Länge Lξ

cr,lomer (Gleichung 4.20), bzw. entsprechend in den Anteil

der stabilen Lomer Reaktionen η
ξ

lomer (Gleichung 4.21) findet. Letzterer Anteil
beschreibt den Anteil der Lomer Reaktionen, der nach der Begegnung der
beteiligten Versetzungslinien als stabile Reaktion verbleibt und damit zu einer
Stabilisierung des Netzwerks führt, siehe Gleichung (4.17) und Abbildung
4.4(b).

Der Verlauf der beteiligten Versetzungsdichten im Vergleich zu einer höhe-
ren initialen Versetzungsdichte von ρ

ξ

init = 8×1012 m−2 bei einer konstanten
Schubspannung von τext = 10MPa auf beiden Gleitsystemen ist in Abbildung
5.18(a) dargestellt. Der Verlauf ist dabei als Verhältnis zur initialen Versetzungs-
dichte ρ

ξ

init aufgetragen. Bei der höheren initialen Versetzungsdichte ist eine
deutliche schnellere Umwandlung der mobilen Versetzungsdichte in ein stabiles
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Abbildung 5.18.: Wie Abbildung 5.17 aber für eine Variation der initialen mobilen Versetzungs-
dichte für eine konstante Schubspannung von τext = 10MPa.

Netzwerk, beschrieben durch die Netzwerkversetzungsdichte, zu beobachten.
Der konvergierte Zustand, insbesondere der relative Anteil der beteiligten Ver-
setzungsdichten ist allerdings unabhängig von der gewählten initialen Verset-
zungsdichte. Es gilt daher nicht nur η

ξ

lomer ∝ τ−1 (Abbildung 5.17), sondern
auch η

ξ

lomer ∝
√

ρ , siehe Gleichung (4.21). Konsequenterweise ist die plasti-
sche Scherung am Ende der Simulation nahezu unabhängig von der initial
gewählten mobilen Versetzungsdichte. Der leichte Unterschied in der erreichten
plastischen Scherung kommt durch die Tatsache zustande, dass die minimale
Länge Lmin in Gleichung (4.21) ebenso wie die maximale Länge Lmax mit der
Versetzungsdichte skaliert. Der Zähler von η

ξ

lomer ist daher durch die Differenz
Lξ

cr,lomer−Lmin von der Versetzungsdichte abhängig. Ein deutlicher Unterschied
im Verlauf für verschiedene initiale Versetzungsdichten zeigt sich vor allem
in der Evolution der plastischen Scherung. Analog zu Abbildung 5.18(a) ist
für eine höhere initiale Versetzungsdichte ist eine schnellere Konvergenz zu
beobachten.
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5 Ergebnisse

5.3.2. Kollineare Reaktionen in
einem vereinfachten System

Die zweite Untersuchung beschränkt sich auf kollineare Reaktionen, wodurch
vorerst alle mit Lomer Reaktionen zusammenhängende Terme vernachlässigt
werden. Es gilt daher grundsätzlich ρξ = ρ

ξ

M und ρ
ξ

net = 0. Die Formulierung
der kollinearen Reaktion in Kapitel 4.3.1 (Gleichung 4.14 mit ()reakt = ()koll)
führt zu einer Dichtereduktion auf beiden Gleitsystemen (Gleichung 4.15 mit
()reakt = ()koll), siehe auch Tabelle 4.1. Ohne Berücksichtigung weiterer Ver-
setzungsreaktionen reduziert sich das Gleichungssystem (4.23) damit auf die
Beschreibung einer Versetzungsannihilation. Zur Vereinfachung gilt analog zu
Kapitel 5.3.1 für die Konstante in der Reaktionsgleichung (4.14) Ckoll = 0.064.

Kollineare Reaktion

K

Abbildung 5.19.: Schematische Übersicht der Konfiguration der zwei Gleitsysteme ξ = 1,2 für
kollineare Reaktionen.

Die untersuchte Konfiguration besteht aus zwei Gleitsystemen, die als Gleisys-
tempaar kollineare Reaktionen bilden können, wie in Abbildung 5.19 visualisiert.
Physikalisch gesehen, teilen sich beide Gleitsysteme einen Burgers Vektor. Da
in dem vorliegenden, künstlichen System die Untersuchung des Modells in
einem möglichst einfachen System im Vordergrund steht, wird allerdings auf
die Nachbildung einer physikalischen Gleitsystemkonfiguration verzichtet.

Der Verlauf der plastischen Scherung für eine initiale Versetzungsdichte
von ρ

ξ

init = 1×1012 m−2 auf beiden Gleitsystemen und verschiedenen konstan-
ten Schubspannungen ist in Abbildung 5.20 dargestellt. Es wird beobachtet,
dass sich die plastische Scherung für verschiedene Schubspannungen einem
ähnlichen Wert annähert. Aufgrund der Annahme in Kapitel 4.3.1, dass kolli-
neare Reaktionen im Gegensatz zu Lomer Reaktionen immer eine Annihilation
von Versetzungslinien zur Folge hat, gilt η

ξ

koll = 1. Daher beinhaltet die Re-
aktionsrate (Gleichung 3.5) für kollineare Reaktionen über die Beschreibung
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Abbildung 5.20.: Verlauf der plastischen Scherung mit kollinearen Reaktionen für verschiedene
Schubspannungen mit einer initialen Versetzungsdichte von ρinit = 1×1012 m−2.

der Versetzungsgeschwindigkeit (Gleichung 2.29) eine direkte Spannungsab-
hängigkeit, welche die höhere Rate der plastischen Abscherung bei höherer
Schubspannung (Gleichung 4.12) kompensiert.
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Abbildung 5.21.: Verlauf der plastischen Scherung mit kollinearen Reaktionen für verschiedene
initiale Versetzungsdichten mit einer konstante Schubspannung von τext = 10MPa
(a), sowie die plastische Scherung bei einer Simulationszeit von 10 µs für vier
untersuchte initiale Versetzungsdichten im Vergleich zu einer Darstellung der
analytischen Funktion γ(1)

√
ρ (b). Hier bezeichnet γ(1) die nach 10 µs erreichte

plastische Scherung für eine initiale Versetzungsdichte von ρinit = 1×1012 m−2.
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Für eine Variation der initialen Versetzungsdichte bei einer gegebenen Schubspan-
nung von τext = 10MPa ist hingegen eine höhere plastische Scherung mit
höherer initialer Versetzungsdichte zu beobachten, wie in Abbildung 5.21(a)
dargestellt. Die maximal erreichten Scherung ist dabei proportional zu

√
ρ ,

wie durch den Vergleich der plastischen Scherung bei einer Simulationszeit
von 10 µs mit der analytischen Funktion γ(1)

√
ρ deutlich wird, dargestellt in

Abbildung 5.21(b). Der Faktor γ(1) bezeichnet hier die plastische Scherung
nach 10 µs für eine initiale Versetzungsdichte von ρ

ξ

init = 1× 1012 m−2 und
skaliert den Ausgangspunkt der Betrachtung.

5.4. Versetzungsmultiplikation
und Netzwerkmobilität

In diesem Kapitel wird das in Kapitel 4.1 beschriebene Zusammenspiel der
Teilaspekte (a) Versetzungsmultiplikation und (b) Limitierung der Versetzungs-

bewegung durch das Versetzungsnetzwerk untersucht, siehe auch Abbildung
4.1. Die Zusammenführung der beiden Aspekte erfolgt dabei mit dem Ziel
einer Reproduktion der in Kapitel 4.1 beschriebenen Beobachtungen zur Verset-
zungsmobilität in Netzwerken durch das Gesamtmodell aus Kapitel 4. Analog
zu Kapitel 5.2 erfolgt zu Beginn eine Untersuchung des Zusammenspiels aus
gleitfähigen und Lomer Reaktionen in einem vereinfachten System, bevor das
Gesamtmodell anschließend in einem hochsymmetrischen kfz Einkristall mit
Ergebnissen aus [Stricker et al., 2018] verglichen wird.

5.4.1. Lomer Reaktionen in Zusammenspiel
mit Versetzungsmultiplikation

Für eine erste Untersuchung des Zusammenspiels aus Versetzungsmultiplikation
und Evolution des Versetzungsnetzwerks wird die Gleitsystemkonfiguration
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5.4. Versetzungsmultiplikation und Netzwerkmobilität

aus Kapitel 4.2.1 verwendet. Diese Konfiguration beinhaltet neben den drei
Gleitsystempaaren für gleitfähige Reaktionen nun auch drei Paare aus Lomer
Reaktionen, wie in Abbildung 5.22 visualisiert.

keine Schubspannung

Lomer Reaktion 1

Lomer Reaktion 2

Lomer Reaktion 3

L

L

L

keine Schubspannung

gleitfähige Reaktion 1

gleitfähige Reaktion 2

gleitfähige Reaktion 3

Abbildung 5.22.: Schematische Übersicht der Konfiguration der drei Gleitsysteme ξ = 1,2,3 gleit-
fähigen und Lomer Reaktionen im Zusammenspiel.

Analog zu Kapitel 5.2.1 wirkt auf den Gleitsystemen ξ = 1 und ξ = 2 eine
konstante externe Schubspannung von τ1,ext = τ2,ext = 15MPa, sowie Span-
nungsfreiheit auf Gleitsystem ξ = 3. Da hier nicht der Dichtetransfer auf-
grund von gleitfähigen Reaktionen im Vordergrund steht, sondern das Zu-
sammenspiel aus Versetzungsmultiplikation und Stabilisierung von Versetzun-
gen, gilt nun vereinfachend eine einheitliche initiale Versetzungsdichte von
ρ

ξ

init = ρξ = ρ
ξ

M = 1×1012 m−2 mit qξ = 0 auf allen Gleitsystemen. Weiterhin
werden alle Transportterme in dem Gleichungssystem (4.23) vernachlässigt,
wodurch im Folgenden generell ‖κξ‖ = 0 gilt. Weiterhin gilt vereinfachend
Cgleit =Clomer = 0.064.

Zu Beginn wird eine Simulation ohne eine zusätzliche Interaktionsspan-
nung betrachtet, d.h. es gilt vξ = b

B τ
ξ

ext, siehe Gleichung (2.29). Der Verlauf der
Versetzungsdichten zur Beschreibung der Evolution des Versetzungsnetzwerks
(totale Versetzungsdichte ρξ mit ihrer Aufteilung in die mobile Versetzungsdich-
te ρ

ξ

M und Netzwerkversetzungsdichte ρ
ξ

net) ist in Abbildung 5.23(a) dargestellt.
Die totale Versetzungsdichte auf den aktiven Gleitsystemen zeigt einen Anstieg
bis auf ein zehnfaches ihres Ausgangswertes, bevor der Verlauf in eine Hori-
zontale übergeht. Auch auf den inaktiven Gleitsystemen erhöht sich die totale
Versetzungsdichte aufgrund von gleitfähigen Reaktionen und beträgt am Ende
der Simulation etwa die Hälfte der Dichte auf den aktiven Gleitsystemen. Die
mobile Versetzungsdichte zeigt auf aktiven, als auch auf inaktiven Gleitsystemen
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Abbildung 5.23.: Verlauf der Versetzungsdichten zur Beschreibung des Versetzungsnetzwerks (Glei-
chungen 4.11 und 4.13) je Gleitsystem (GS) mit Lomer und gleitfähigen Re-
aktionen ohne einer zusätzlichen Interaktionsspannung über die vollständige
Simulationszeit (a) und der Anfangsbereich der Simulation in einem doppelt-
logarithmischen Darstellung (b).

zu Beginn der Simulation einen leichten Anstieg, bevor sie ab einer Simulati-
onszeit von etwa 2 µs allmählich verschwindet, siehe den Anfangsbereichs der
Simulation in Abbildung 5.23(b). Die totale Versetzungsdichte besteht dann
nahezu vollständig aus Netzwerkversetzungsdichte, d.h. aus Versetzungen, die
durch Lomer Reaktionen stabilisiert wurden, oder Teil einer solchen Reaktion
sind.

Da in diesem vereinfachten Beispiel Lomer Reaktionen signifikant zur
totalen Versetzungsdichte beitragen, bietet es sich an, die Hinderniswirkung
der gebildeten Reaktionen auf verbleibende mobile Versetzungen zu berück-
sichtigen. Wie in Kapitel 4.4 beschrieben, erfolgt dies durch eine modifizierte
Interaktionsspannung, siehe Gleichung (4.25). Zur Vereinfachung wird hier nur
der Beitrag der Lomer Reaktionen betrachtet, d.h. es gilt aξ ζ = 0. Damit gilt
Gleichung (4.24), wobei für alomer der in Tabelle 2.1 genannte Wert gilt. Der
Verlauf der Versetzungsdichten für diesen Fall (Abbildung 5.24) unterscheidet
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ξ

cr,lomer = Gb
√

ālomer ∑ξ ρ
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lomer (Gleichung 4.24).

sich qualitativ nicht von der Rechnung ohne zusätzliche Interaktionsspannung.
Lediglich die Evolution und anschließende Konvergenz der verschiedenen Ver-
setzungsdichten ist verzögert.

0

0.5

1

1.5

2

2.5

0 2 4 6 8 10

K
rü

m
m

un
gs

di
ch

te
[1
/

µ
m

3 ]

Simulationszeit [µs]
Aktive GS 1/2, ohne Interaktionsspannung
Inaktives GS 3, ohne Interaktionsspannung
Aktive GS 1/2, mit Interaktionsspannung
Inaktives GS 3, mit Interaktionsspannung

(a) Krümmungsdichte.

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0 2 4 6 8 10

Pl
as

tis
ch

e
Sc

he
ru

ng
[−

]

Simulationszeit [µs]
Aktive GS 1/2, ohne Interaktionsspannung
Inaktives GS 3, ohne Interaktionsspannung
Aktive GS 1/2, mit Interaktionsspannung
Inaktives GS 3, mit Interaktionsspannung
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Abbildung 5.25.: Verlauf der Krümmungsdichte (a) und der plastischen Scherung (b) je Gleitsystem
im Vergleich mit und ohne einer zusätzlichen Interaktionsspannung.
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Die Evolution der Krümmungsdichte im Vergleich mit und ohne zusätzliche
Interaktionsspannung ist in Abbildung 5.25(a) dargestellt. Nach einem initialen
Anstieg auf aktiven Gleitsystemen, bedingt durch die Generierung neuer Verset-
zungen durch gleitfähige Reaktionen, ist proportional zur Evolution der mobilen
Versetzungsdichte (Abbildung 5.23) eine Verringerung der Krümmungsdichte
bis zu einem nahezu vollständigen Verschwinden zu beobachten. Dabei ist
die Verringerung nach dem initialen Anstieg mit Verwendung der zusätzlichen
Interaktionsspannung verzögert. Auf inaktiven Gleitsystemen ist die Krüm-
mungsdichte stets null. Für den Verlauf der plastischen Scherung (Abbildung
5.25(b)) wird auf aktiven Gleitsystemen nach einem initialen Anstieg eine Abfla-
chung beobachtet, die allerdings bis zum Ende der Simulation nicht vollständig
in eine Horizontale übergeht. Die Kurve mit zusätzlicher Interaktionsspannung
verläuft für einen Großteil der Simulationszeit stets unterhalb der Kurve ohne
Interaktionsspannung. Zu beachten ist allerdings, dass zu Beginn der Simulation
mangels existierender Lomer Reaktionen keine signifikante Abweichung beider
Kurven vorliegt. Auf inaktiven Gleitsystemen erfolgt keine Abscherung.

5.4.2. Kfz Einkristall mit allen Gleitsystemen
im Vergleich mit DDD

Die Untersuchung des Gesamtmodells bestehend aus gleitfähigen, Lomer, kolli-
nearen Reaktionen, sowie Quergleiten erfolgt mit dem Ziel der Reproduktion
der Ergebnisse der diskreten Versetzungsdynamiksimulation [Stricker et al.,
2018] unter Berücksichtigung der Evolution von Versetzungsnetzwerken. Der
Systemaufbau und der Belastungszustand ist analog zu Kapitel 5.2.3. Die Hin-
derniswirkung des Versetzungsnetzwerks auf die mobile Versetzungsdichte
wird über einen Interaktionsspannungsterm nach Gleichung (4.25) abgebil-
det. In Anhang C ist die Untersuchung des Einflusses solcher Spannungster-
me in der gegebenen Konfiguration auf den Verlauf der Versetzungsdichte
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und die Verfestigung näher ausgeführt. Die initiale Versetzungskonfigurati-
on reproduziert ein stabiles Versetzungsnetzwerk und wird durch eine Vertei-
lung aus einer Dichte der Lomer Reaktionen (ρξ

lomer) und stabilisierter Ver-
setzungsdichte (ρξ

S ) approximiert. Für die Anfangsdichte gilt je Gleitsystem
ρ

ξ

lomer = 0.55×1012 m−2 und ρ
ξ

S = 0.55×1012 m−2 und damit eine totale Ver-
setzungsdichte von ρtot =∑ξ ρ

ξ

net =∑ξ (0.5ρ
ξ

lomer+ρ
ξ

S )≈ 1×1013 m−2. Weiter-
hin gilt als Anfangsbedingung ρ

ξ

M = 0 und qξ = 0. Die Stärke des initialen Ver-
setzungsnetzwerks ist dabei durch Lmin = 0.1/

√
∑ξ ρξ und Lmax = 2/

√
∑ξ ρξ

gegeben, siehe Gleichung (4.21).
Im Folgenden liegt der Fokus zum einen auf dem Vergleich mit der dis-

kreten Versetzungsdynamik und anderen in der Untersuchung des Einflusses
der Reaktionsparameter, sowie des Versetzungsflusses. Für eine Reduktion der
Systemkomplexität werden zu Beginn alle Flussterme des Gleichungssystems
(4.23) vernachlässigt. Die Reaktionskonstanten Cgleit, Clomer und Ckoll in Glei-
chung (4.14) werden vereinfachend zu Creakt zusammengefasst und zwischen
Creakt = 0.032 und Creakt = 0.064 variiert. Für Creakt = 0.032 ist der Verlauf
der Versetzungsdichte je Gleitsystem im Vergleich zu diskreten Versetzungsdy-
namiksimulationen1 aus [Stricker et al., 2018] in Abbildung 5.26(a) gegeben.
Es ist zu sehen, dass der in den diskreten Simulation beobachtete Anstieg der
Versetzungsdichte durch die lokale CDD Simulation nahezu ohne signifikante
Abweichungen abgebildet wird. Die Anfangsversetzungsdichte bestehend aus
ρ

ξ

net reduziert sich nach Überschreiten der Fließgrenze zu Gunsten der mobilen
Versetzungsdichte ρ

ξ

M, wie in Abbildung 5.26(b) zu sehen ist. Hierfür ist ein Auf-
lösen der Lomer Reaktionen notwendig. Aufgrund der Gewichtung der Dichte
der Lomer Reaktionen mit einem Faktor 0.5 (siehe Gleichung 4.13), führt dieser
Vorgang zu einem kurzen, überproportional starken Anstieg der Versetzungs-
dichte, siehe Abbildung 5.26(a) und 5.26(b). Nach der initialen Mobilisierung
steigt die mobile Versetzungsdichte und die Netzwerkversetzungsdichte auf ak-
tiven, wie auf inaktiven Gleitsystemen linear und gleichmäßig an. Ebenso zeigt

1 Identisch zu Abbildung 5.13(a)
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Abbildung 5.26.: Evolution der Versetzungsdichte je Gleitsystem mit allen berücksichtigten Verset-
zungsmechanismen, wie in Abbildung 4.1 dargestellt, im Vergleich zu einer und
zu einer Mittelung aus 10 statistisch äquivalenten diskreten Versetzungsdynamik-
simulationen aus [Stricker et al., 2018] für aktive und inaktive Gleitsysteme (a),
sowie der Verlauf der mobilen Versetzungsdichte und der Netzwerkversetzungs-
dichte (b).

der Verlauf der totalen Versetzungsdichte einen relativ linearen Anstieg, der
sehr nahe an der Vorhersage der diskreten Simulationen liegt, wie in Abbildung
5.27 gezeigt.
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Abbildung 5.27.: Evolution der totalen Versetzungsdichte im Vergleich zu 10 diskreten Versetzungs-
dynamiksimulationen.
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Es kann allerdings gezeigt werden, dass diese Beobachtung deutlich von der
Wahl der Reaktionskonstanten abhängig ist. Der Vergleich der Dichteverläufe je
Gleitsystem für Reaktionskonstanten von Creakt = 0.064 ist im Vergleich zu der
CDD Simulation aus Abbildung 5.26(a) in Abbildung 5.28(a) dargestellt.
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miert über alle Gleitsysteme.

Abbildung 5.28.: Evolution der Versetzungsdichte je Gleitsystem mit allen berücksichtigten Verset-
zungsmechanismen für Reaktionskonstante Creakt = 0.032 und Creakt = 0.064 (a),
sowie der Verlauf der mobilen Versetzungsdichte, der Dichte der Lomer Reaktio-
nen und der stabilisierten Versetzungsdichte summiert über alle 12 Gleitsysteme
für eine lokale Formulierung (b).

Es ist zu sehen, dass insbesondere der Anstieg der Versetzungsdichte auf den
aktiven Gleitsystemen für beide Reaktionskonstanten signifikant voneinander
abweicht. Zur näheren Untersuchung dieser Beobachtung ist der Verlauf der
beteiligten Versetzungsdichten ρ

ξ

M, ρ
ξ

lomer und ρ
ξ

S für beide Reaktionskonstanten
in Abbildung 5.28(b) summiert über alle Gleitsysteme aufgetragen. Während für
Creakt = 0.032 alle beteiligten Versetzungsdichten nach einer Dehnung von etwa
0.05% mit vergleichbarer Steigung ansteigen, ist mit Creakt = 0.064 für ρ

ξ

M und
ρ

ξ

S bis zum Ende der Simulation ein nahezu horizontaler Verlauf erkennbar. Nur
die Dichte der Lomer Reaktionen ρ

ξ

lomer zeigt einen nahezu linearen Anstieg,
der sich am Ende der Simulation fast dem Wert der mobilen Versetzungsdichte
ρ

ξ

M annähert.
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Für die Untersuchung des Zusammenwirkens der Versetzungsreaktionen mit
dem Versetzungsfluss werden Reaktionsparameter von Creakt = 0.032 verwendet
(analog zu Abbildung 5.26) und alle Flussterme im Gleichungssystem (4.23)
berücksichtigt. In Abbildung 5.29(a) sind die Verläufe der beteiligten Verset-
zungsdichten je Gleitsystem für Creakt = 0.032 getrennt für aktive und inaktive
Gleitsysteme dargestellt.
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Abbildung 5.29.: Aufteilung der Versetzungsdichten je Gleitsystem für eine nichtlokale Formulie-
rung mit Creakt = 0.032 (a). Mittlerer Versetzungsfluss (∂t ρF, Gleichung 5.2) und
Produktion von mobiler Versetzungsdichte (∂t ρQ, Gleichung 5.1) je Zeitschritt
summiert über alle aktiven Gleitsysteme im Anfangsbereich der Simulation (b).

Im Unterschied zu Abbildung 5.28(b) wird die Dichte der Lomer Reaktionen in
diesem Fall, wie durch Gleichung (4.17) vorgegeben, den jeweiligen Gleitsyste-
men zugewiesen. Es ist zu sehen, dass die mobile Versetzungsdichte zu Beginn
der Simulation stark ansteigt und dann auf den aktiven Gleitsystemen ab einer
Dehnung von etwa 0.05% kontinuierlich fast bis zum Verschwinden abfällt.
Auf den inaktiven Gleitsystemen zeigt sich hingegen ein relativ horizontaler
Verlauf der mobilen Versetzungsdichte. Die Dichte der Lomer Reaktionen und
die stabilisierte Versetzungsdichte zeigt im Zuge der initialen Mobilisierung des
Versetzungsnetzwerks einen abrupten Abfall, der auf aktiven und auf inaktiven
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Gleitsystemen in einen langsamen Rückgang übergeht. Auffallend ist zudem,
dass die stabilisierte Versetzungsdichte nach einer Dehnung von etwa 0.05%
deutlich schneller absinkt, als die Dichte der Lomer Reaktionen.

Für eine Untersuchung des Zusammenspiels zwischen den Versetzungsme-
chanismen und dem Versetzungsfluss in Bezug auf die Dichteentwicklung kann
die Evolutionsgleichung der mobilen Versetzungsdichte des Gleichungssystems
(4.23) näher betrachtet werden. Insbesondere bietet es sich an, die Terme der
Evolutionsgleichung, die Versetzungsdichte innerhalb eines Elementvolumen
erhöhen, oder verringern, getrennt von den Transporttermen, die existierende
Versetzungsdichte über Elementgrenzen transportieren, zu betrachten. Die Ver-
setzungsdichte, die innerhalb eines Elementvolumens erhöht, oder verringert
wird, wird durch die Summe aller Quellterme (Generierung abzüglich Reduktion
von Linienlänge) ausgewertet und mit ρQ bezeichnet:

∂tρQ =
Nakt

∑
ξ

(
vξ qξ +∂t ρ̄

ξ

M +∂t ρ̂
ξ

M +∂tρ
ξ

M,reakt +∂tρ
ξ

M,quer

)
, (5.1)

wobei Nakt die Anzahl aktiver Gleitsysteme bezeichnet. Die Versetzungsdichte,
die das Elementvolumen V über Versetzungstransport verlässt, wird hingegen
über das Integral des Versetzungsflusses über alle Seitenflächen A des Element-
volumens ausgewertet und mit ρF bezeichnet:

∂tρF =
1
V

Nakt

∑
ξ

∫
A
vξ κ

ξ

⊥dA (5.2)

Abbildung 5.29(b) zeigt das Mittel des Versetzungsflusses im Vergleich zu dem
Mittel der Produktion von Versetzungsdichte aller Elemente des Gesamtvolu-
mens je Zeitschritt für den Anfangsbereich der in Abbildung 5.29(a) gezeigten
Simulation. Es ist zu sehen, dass zu Beginn der Evolution ein deutlicher Über-
schuss an Produktion von mobiler Versetzungsdichte vorherrscht, nach einer
Dehnung von 0.05% allerdings der Versetzungsfluss die Dichteproduktion über-
steigt.
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6. Diskussion

In diesem Kapitel werden die in Kapitel 5 beschriebenen Simulationsergebnisse
im Vergleich zu der diskreten Versetzungsdynamik diskutiert, sowie mit expe-
rimentellen Beobachtungen in Zusammenhang gesetzt. In Kapitel 6.1 erfolgt
zunächst auf Basis von Kapitel 3 eine Diskussion der Homogenisierung diskreter
Versetzungsevolution mittels Kontinuumsvariablen im Kontrast zur gleitsystem-
gebundenen Versetzungsbewegung. Im Anschluss erfolgt in Kapitel 6.2 eine
Untersuchung der gleitsystemübergreifenden Versetzungsinteraktion mittels
Mobilitätsgesetzen. In Kapitel 6.3 werden als Hinführung zur Mobilität von
Versetzungsnetzwerken zunächst die Implikationen von Versetzungsreaktionen
auf eine gleitsystemgebundene Kontinuumsformulierung diskutiert. Anschlie-
ßend wird der Aspekt der Versetzungsmultiplikation, sowie die Stabilisierung
von Versetzungsbewegung durch Netzwerke näher untersucht. Die entwickelten
Kontinuumsmodelle werden dabei mit diskreten Versetzungsdynamiksimula-
tionen verglichen und die Unterschiede zu bestehenden versetzungsbasierten
Ansätzen, die der Theorie von Kocks und Mecking [Kocks und Mecking, 2003]
folgen, diskutiert. Abschließend erfolgt in Kapitel 6.4 eine weiterführende Dis-
kussion der Modellierung von Versetzungsnetzwerken im Übergangsbereich
zwischen lokaler und nichtlokaler Kontinuumsformulierung.

6.1. Versetzungsdichte und Plastizität

In Kapitel 3 werden die Implikationen der mechanistischen Modellierung gleit-
systemübergreifender Versetzungsmechanismen auf eine gleitsystemgebundene
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Formulierung der Versetzungsbewegung und der plastischen Scherung beschrie-
ben und untersucht. Die Bewegung der Versetzung, ihre Expansion und damit
die Erhöhung der Versetzungsdichte ist an das jeweilige Gleitsystem gebunden.
In der Konsequenz ist auch die Plastizität, d.h. die durch Orowans Gleichung
(2.12) beschriebene Abscherung der Kristallebenen, gleitsystemgebunden. Aus
numerischer Betrachtungsweise bedingt dies eine Formulierung von Evoluti-
onsgleichungen der internen Variablen, die für alle Gleitsysteme individuell
vorgenommen werden (Gleichungssystem 2.25). Weiterhin erfordert der gleit-
systembasierte Ansatz eine konzeptionelle Überführung des Liniencharakters
von Versetzungen in Kontinuumsvariablen, die für jedes Gleitsystem als interne
Variablen geführt werden. Die Versetzungen können dabei in Netzwerken über
mehrere Gleitsysteme miteinander verknüpft sein [Basinski und Basinski, 1979,
Pande und Hazzledine, 1971a,b, Stricker et al., 2018]. Dies erklärt die termino-
logische und konzeptionelle Trennung der Versetzungslinie von der Versetzung

(Kapitel 2.3). Die kinematische Formulierung der Versetzungsbewegung in der
CDD nach [Hochrainer et al., 2014] hat hierbei die Eigenschaft, dieser termi-
nologischen Trennung einer gekrümmten Versetzung in ein zählbares Objekt
und in eine gerichtete Defektlinie entsprechende Kontinuumsvariablen zuzu-
weisen. Während die Versetzungsdichte ρξ in integraler Form der Linienlänge
entspricht, kann die Krümmungsdichte qξ in integraler Form im Verhältnis zu
2π bei gleichem Liniensinn aller Versetzungslinen als Anzahl der Versetzungen
interpretiert werden, siehe Gleichung (2.28). Die Verbindung zur plastischen
Abscherung besteht darin, dass die Versetzung die Umrandung des abgescherten
Bereichs definiert und in ihrer Eigenschaft als Versetzungslinie dieser Um-
randung eine Richtung, eine Orientierung und eine Linienlänge zuweist. Die
Kinematik der CDD beschreibt die Versetzungsbewegung in Kombination mit
der Verlängerung der Umrandung des abgescherten Bereichs. Die Formulierung
stellt damit die Verbindung zur Definition und terminologischen Trennung von
Versetzung und Versetzungslinie in Kapitel 2.1 her, siehe auch Gleichung (3.1).
Die beobachtete Erhöhung der Linienlänge, d.h. Versetzungsdichte, im Zuge
der Versetzungsexpansion in Abbildung 3.1 ist demnach kein Mechanismus,
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der durch eine Art der Versetzungsinteraktion zustande kommt, sondern eine
notwendige Konsequenz aus der Bewegung der Versetzungslinie selbst.

Für die Beschreibung einer konservativen Versetzungsbewegung erscheint
die planare Expansion geschlossener Versetzungen und die damit verbundene
Abscherung konzeptionell vernünftig. Physikalisch gesehen kann die Evoluti-
on einer Versetzung allerdings durch verschiedene gleitsystemübergreifende
Mechanismen bedingt sein. In der Stufe II der Einkristallverformung stellen
Versetzungsreaktionen und Quergleiten hierbei die wichtigsten Mechanismen
dar. Alle diese Mechanismen haben gemein, dass sie konzeptionell die Verset-
zung in ihrer Gesamtheit intakt lassen, während ein Teil ihrer Linienlänge durch
Versetzungsmultiplikation, oder Annihilationsmechanismen beeinflusst wird.
Dies wird insbesondere in den zugrundeliegenden diskreten Versetzungsdyna-
miksimulationen aus [Stricker et al., 2018] deutlich. Diese zeigen bei einem
Zugversuch in einer hochsymmetrischen [100] Kristallorientierung einen signi-
fikanten Anstieg der Versetzungsdichte auf den vier inaktiven Gleitsystemen,
wie z.B. in Abbildung 5.13(a) zu sehen ist. Dieser Anstieg ist durch gleitfähige
Reaktionen begründet, die auf Kosten von Versetzungslinienlänge zweier Gleit-
systeme eine neue Versetzung generieren. Die Versetzungen auf den inaktiven
Gleitsystemen dienen hierbei als Partner für weitere Versetzungsreaktionen, die
z.B. in ihrer Ausprägung als gleitfähige Reaktion neue Versetzungen auf aktiven
Gleitsystemen generieren. Das in Kapitel 4.2 präsentierte Multiplikationsmodell
bildet den Prozess der Generierung einer neuen Versetzung durch die Produktion
von Krümmungsdichte qξ zusätzlich zur Versetzungsdichte ρξ ab. Die verwen-
dete Bezeichnung Versetzungsmultiplikation verdeutlicht die Abgrenzung zur
Expansion einer existierenden Versetzung und steht im Einklang mit den zugrun-
deliegenden diskreten Versetzungsdynamiksimulationen [Stricker et al., 2018].
Die Relevanz der Unterscheidung zwischen der Generierung von Versetzun-
gen im Gegensatz zur Produktion von Versetzungslinienlänge wird durch die
Betrachtung des vereinfachten Systems mit gleitfähigen Reaktionen deutlich
(Kapitel 5.2.1): Die durch Versetzungsmultiplikation erzeugte Krümmungsdich-
te (Abbildung 5.9) induziert ihrerseits eine Produktion von Versetzungsdichte
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durch Versetzungsexpansion (Abbildung 5.8, siehe auch Abbildung 3.1). Da-
durch erhöht sich die gemittelte Versetzungsdichte auf den aktiven Gleitsyste-
men trotz des Nettodichtetransfers in Richtung des inaktiven Gleitsystems. In
Übereinstimmung mit dem Konzept der konservativen Versetzungsbewegung
ist die plastische Verformung daher weiterhin an das jeweilige Gleitsystem
gebunden, jedoch bilden gleitsystemübergreifende Versetzungsmechanismen
die Grundlage für diesen Mechanismus. Die terminologische und konzeptio-
nelle Trennung der Versetzung als Begrenzung der abgescherten Fläche in der
Gesamtheit im Gegensatz zur Versetzungslinie bildet daher die Grundlage für
die mechanistische Beschreibung der betrachteten Versetzungsmechanismen.

6.2. Versetzungsinteraktion
über Spannungsterme

Die Abgrenzung des abgescherten Bereichs führt bei der Betrachtung einer
einzelnen Versetzung zu einem Sprung in dem plastischen Verschiebungsfeld.
Dieser Sprung wird über ein Mittelungsvolumen homogenisiert und reprodu-
ziert dadurch das Spannungsfeld von Stufen- und Schraubenversetzungen. Für
Stufenversetzungen wurde gezeigt, dass das resultierende interne Spannungsfeld
abhängig von der Systemauflösung die analytische Lösung des Spannungsfelds
einer geraden Stufenversetzung abbilden kann [Schmitt et al., 2015]. Das inter-
ne Spannungsfeld wird über die Projektionsmatrix Mξ (Gleichung 2.19) auf die
verschiedenen Gleitsysteme projiziert und beeinflusst dadurch die Versetzungs-
geschwindigkeit (Gleichung 2.29). Bereits bei der beobachteten Expansion
einer einzelnen Versetzung ist eine Aufweitung der Anfangsverteilung der Ver-
setzungsdichte und damit eine Interaktion der Versetzung mit ihrem eigenen
Spannungsfeld erkennbar (Abbildung 3.1). Bei einer planaren Interaktion zwei-
er Versetzungen (Abbildung 3.2) treffen Versetzungslinien in der Mitte des
Systems aufeinander, wodurch die jeweiligen Spannungsfelder miteinander
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interagieren. Da sich in dem gewählten Beispiel Versetzungslinien positiver
und negativer Orientierung gegenüber stehen, führt eine Überschneidung beider
Versetzungen zu einer Reduktion der elastischen Energie und daher zu einer
Reduktion der Geschwindigkeit. Aus diesem Grund ist eine Akkumulation
eines Teils der Versetzungsdichte zu beobachten. Der homogenisierte Ansatz
der Kontinuumstheorie wird bereits in diesem einfachen Beispiel besonders
deutlich: im Allgemeinfall ist nicht die vollständige Versetzungsdichte von
den berücksichtigten Mechanismen betroffen. Die ursprünglich kreisförmigen
Versetzungen werden vermischt, sie verlieren ihre Form und ihre diskrete Aus-
prägung. Daraus wird ersichtlich, dass die Kontinuumsvariablen ρξ und qξ in
ihrer integralen Form zwar die Linienlänge und die Anzahl der Versetzungen
beschreiben können, letztere beiden Begriffe in der CDD aber nicht in diskreter
Form zu verstehen sind.

Gleitsystemübergreifende Versetzungsinteraktion Für eine Untersu-
chung der gleitsystemübergreifenden Interaktion der Spannungsfelder wird
eine Systemkonfiguration verwendet, die aus zwei schneidenden Gleitlamellen
besteht, siehe Abbildung 3.3(a) und (b). Die plastische Abscherung erfolgt
auf einem Gleitsystem je Gleitlamelle, wobei die Gleitebenennormale mit der
Normalen der Lamelle übereinstimmt. Unter der Annahme, dass auf beiden
Gleitsystemen eine Abscherung stattfindet, verursacht diese Konfiguration am
Überschneidungsbereich beider Gleitlamellen eine inhomogene plastische De-
formation der Volumenelemente. Die Projektion der Spannungsfelder auf beide
Gleitsysteme führt bei dieser Konfiguration zu einer sichtbaren Interaktion der
Versetzungsdichten entlang der Inhomogenität (Abbildung 3.3(c) und (d)). Im
Überschneidungsbereich beider Lamellen liegt die Versetzungsdichte als ho-
mogen verteilte SSD-Dichte vor. Nach Gleichung (2.22) verschwindet dann
der Gradient der plastischen Scherung, woraus kein internes Spannungsfeld
resultiert. Eine gleitsystemübergreifende Interaktion durch langreichweitige
Spannungsfelder ist demnach nur durch einen Gradienten der plastischen Sche-
rung verursacht.
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Durch die Anwendung einer dichteabhängigen Interaktionsspannung nach „Tay-
lor“ (Gleichung 2.2), oder nach „Franciosi“ (Gleichung 2.3) kann die gleitsys-
temübergreifende Interaktion aller Versetzungen innerhalb eines Mittelungsvo-
lumens unabhängig von der vorliegenden Konfiguration berücksichtigt werden.
Ein solcher Interaktionsterm wirkt als kurzreichweitige Spannung, die die Verset-
zungsgeschwindigkeit proportional zu

√
ρ verringert, siehe Gleichung (2.29). In

der einfachsten Form als „Taylor“ - Formulierung werden alle Gleitsystemkom-
binationen in einem gemeinsamen Parameter vereint und daher nicht die Stärke
verschiedener Gleitsystempaarungen unterschieden. Für die untersuchte System-
konfiguration in Abbildung 3.3(a) führt die Vereinigung aller Interaktionen dazu,
dass qualitativ und quantitativ kein signifikanter Unterschied zwischen einer
Gleitsystemkonfiguration in Lomer-Orientierung und in kollinearer Orientierung
besteht (Abbildung 3.4(a) und (b)). Ein deutlicher Einfluss der schneidenden
Gleitlamelle wird nur bei einer vorhandenen Heterogenität in der Verteilung der
Versetzungsdichte beobachtet. Die Verwendung einer Interaktionsmatrix erlaubt
hingegen die Trennung der verschiedenen Mechanismen durch verschiedene In-
teraktionskoeffizienten für entsprechende Gleitsystempaarungen (siehe Tabelle
2.1). Hierbei wird die starke kollineare Gleitsystempaarung durch einen Inter-
aktionskoeffizienten berücksichtigt, der deutlich vom Durchschnittswert nach
oben abweicht. Dies hat zur Folge, dass die Gleitsysteminteraktion im Falle der
kollinearen Orientierung einen signifikanten Einfluss auf das Systemverhalten
besitzt (Abbildung 3.4(d) und (f)). In allen untersuchten Fällen besteht die In-
teraktion zwischen beiden Gleitsystemen darin, dass die Versetzungsbewegung
durch die zweite Gleitlamelle behindert, oder vollständig unterbunden wird,
wodurch ein Aufstau der Versetzungsdichte entsteht.

Um den Einfluss durch langreichweitige Spannungsfelder zu minimieren,
wird die initiale Versetzungsdichte vollständig über das System verteilt (Ab-
bildung 5.1). Um reale Belastungszustände zu simulieren, wird das System
durch eine konstante Dehnrate belastet. Die daraus resultierenden Spannungs-
Dehnungs Kurven (Abbildung 5.2) zeigen in allen untersuchten Konfigura-
tionen einen elastischen Bereich, gefolgt von einer plastischen Deformation
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nach Überschreiten der Fließgrenze. Zusätzlich zu ihrer Wirkung als lokale
Fließspannung bestimmen die Interaktionsspannungsterme im Geschwindig-
keitsgesetz (Gleichung 2.29) in diesem Fall auch die globale1 Fließgrenze. Diese
Fließgrenze ist für verschiedene Gleitsystemkonfigurationen bzw. daraus resul-
tierende Interaktionsmechanismen signifikant unterschiedlich (Abbildung 5.2).
In Übereinstimmung mit den Beobachtungen aus der Interaktion zweier Gleit-
lamellen (Abbildung 3.4) wird unter Verwendung der Interaktionsmatrix ein
geringerer Einfluss der Selbstinteraktion in kollinearer Gleitsystemorientierung
beobachtet. Beide Formulierungen der Interaktionsspannung sind in Bezug auf
den Verlauf der Spannungs-Dehnungs Kurven äquivalent, wenn ein adäquater
Interaktionsparameter für die Taylor Formulierung gewählt wird (Abbildung
5.2(a)). Dennoch wird die Vereinfachung des mittleren Interaktionsparameters
in der Taylor Formulierung offensichtlich, sobald die Versetzunsgdichte auf
einem Gleitsystem erhöht wird: Da die Interaktionsspannung für alle Gleitsyste-
me identisch ist, wird das Systemverhalten durch Selbstinteraktion dominiert
(Abbildung 5.2(b)). Im Gegensatz dazu erlaubt die Trennung der Mechanismen
in der Interaktionsmatrix einen asymmetrischen Gleitwiderstand auf beiden
Gleitsystemen. In der kollinearen Gleitsystemkonfiguration hat dies eine voll-
ständige Unterbindung der plastischen Scherung auf dem Gleitsystem mit der
geringeren Versetzungsdichte (primäres Gleitsystem) zur Folge, wie in Abbil-
dung 5.3(a) zu sehen ist. Eine entsprechende Erklärung kann für die Variation
der Schmid-Faktoren auf beiden Gleitsystemen durch eine Rotation der Kristall-
orientierung (Abbildung 5.3(b)) gegeben werden. Die Beobachtungen führen
zur Schlussfolgerung, dass die Trennung der Mechanismen in der Formulie-
rung der Interaktionsmatrix zu einer Unterbindung der simultanen Aktivierung
beider Gleitsystem durch die kollineare Versetzungsreaktion führen kann. Ein
solcher Mechanismus wird auch in diskreten Versetzungsdynamiksimulationen
beobachtet [Devincre et al., 2007].

1 Das bedeutet eine makroskopisch z.B. in einem Zugversuch messbare Fließspannung.
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Abbildung 6.1.: Visualisierung der aktiven (in grün dargestellt) und inaktiven (in rot dargestellt)
Gleitsysteme für die hochsymmetrische Kristallorientierung (a), Visualisierung
der Gleitsysteme mit dem maximalen Schmid-Faktor (grün) in der um 4◦ rotierten
Kristallorientierung (b) und Visualisierung der aktiven Gleitsysteme (blau) für den
Fall mit freier transversaler Verschiebung (c).

Eine Erweiterung der Untersuchung auf alle 12 kfz Gleitsysteme zeigt in einer
hochsymmetrischen [001] Kristallorientierung einen vergleichbaren Dichtean-
stieg auf den acht aktiven Gleitsystemen für beide Formulierungen (Abbildung
5.5). Da alle aktiven Gleitsysteme den gleichen Schmid-Faktor haben (siehe die
Visualisierung in Abbildung 6.1(a)) entspricht dies auch der Erwartung. Daher
kann geschlussfolgert werden, dass in einer solchen idealisierten Konfiguration
eine Mittelung aller Interaktionsmechanismen nach Gleichung (2.2) eine ver-
nünftige Vereinfachung darstellt. Bei einer Rotation der Kristallorientierung um
4◦ besitzen hingegen zwei Gleitsysteme den höchsten Schmid-Faktor, wie in
Abbildung 6.1(b) dargestellt. Die unterschiedlichen Auswirkungen auf beide
Formulierungen unter Verwendung von elastischen Randbedingungen, die eine
transversale Verschiebung der Z-Oberflächen erlauben (Abbildung 5.6(a)), ist
durch den kollinearen Interaktionskoeffizienten in der Interaktionsmatrix zu
erklären: Die starke Wechselwirkung kollinearer Gleitsysteme führt zu einer
Konzentration der Dichteentwicklung auf vier Gleitsysteme, von denen keines
den gleichen Burgers Vektor besitzt. Dies ist in Abbildung 6.1(c) visualisiert und
verhält sich analog zu der reduzierten Konfiguration mit zwei Gleitsystemen in
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Abbildung 5.1(b). Die Auswirkung beider Formulierungen wird allerdings durch
die elastische Steifigkeit des Systems beeinflusst, wie anhand einer Fixierung
der transversalen Verschiebung der Z-Oberflächen gezeigt werden kann. Im Ver-
gleich zu einer freien transversalen Verschiebung wird hier eine sehr ähnliche
Dichteverteilung für beide Formulierungen der Interaktionsspannung beobach-
tet, dargestellt in Abbildung 5.6(b). Die steifen Randbedingungen erzwingen
demnach auch bei einer um 4◦ rotierten Kristallorientierung eine uniaxiale
Verschiebung der belasteten Oberflächen und damit hohe Schubspannungen
auf den aktiven Gleitsystemen. Hingegen wird bei einer transversalen elasti-
schen Flexibilität ein Abbau der aufgebrachten Belastung durch eine plastische
Deformation entlang dominanter Gleitsysteme ermöglicht.

Die Ergebnisse deuten darauf hin, dass die Auswahl eines der kollinea-
ren Gleitsysteme in heterogenen Dichte- oder Spannungskonfigurationen als
dominantes Gleitsystem eine generelle Eigenschaft der Formulierung von Mo-
bilitätsgesetzen entsprechend Gleichung (2.29) unter der Verwendung einer
Interaktionsmatrix nach Gleichung (2.3) ist. Diese Schlussfolgerung wird durch
ähnliche Untersuchungen mit einem versetzungsbasierten Kontinuumsmodell
in [Wang et al., 2018] bestätigt. Die hier beobachtete Instabilität der [001] kfz
Kristallorientierung, sowie die Erklärung durch eine starke kollineare Interakti-
on, die die simultane Aktivierung kollinearer Gleitsysteme unterbinden kann,
steht im Einklang mit experimentellen Untersuchungen [Takeuchi, 1976], sowie
diskreten Versetzungsdynamiksimulationen [Devincre et al., 2007, 2008].

Zusammenspiel mit der Modellierung von Versetzungsreaktionen
Eine grundsätzliche Eigenschaft der gleitsystemübergreifenden Versetzungsin-
teraktion über kurzreichweitige Spannungsterme ist, dass letztere die Verset-
zungsgeschwindigkeit entsprechend der Dichtekonfiguration auf verschiedenen
Gleitsystemen skalieren. Unter Verwendung einer skalaren Versetzungsdichte
und Versetzungsgeschwindigkeit im Mittelungsvolumen kann konzeptionell kei-
ne Aufspaltung der Versetzungsmobilität vorgenommen werden. Stabile Verset-
zungskonfigurationen, wie sie z.B. in Versetzungsnetzwerken existieren (siehe
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Kapitel 4.1), werden daher nur implizit dadurch berücksichtigt, dass sich die Ra-
te der plastischen Abscherung (Gleichung 2.12) verringert. Dies wird anhand der
plastischen Scherung je Gleitsystem in der Untersuchung der gleitfähigen Reak-
tion deutlich, dargestellt in Abbildung 5.9(b). Die Saturierung der plastischen
Scherung erfolgt durch den Anstieg der Fließspannung mit der Versetzungsdich-
te, bis die Fließspannung den Wert der extenen Schubspannung erreicht. Würde
die Versetzungsdichte nicht, oder nicht ausreichend ansteigen, würde sich keine
stabile Systemkonfiguration einstellen. In der kombinierten Betrachtung der
gleitfähigen Reaktion und der Evolution von Versetzungsnetzwerken (Kapitel
5.4.1) wird die Verfestigung hingegen durch eine Bildung von stabilen Ver-
setzungskonfigurationen abgebildet, wie in Abbildung 5.23 dargestellt. Durch
die stetige Reduktion mobiler Versetzungsdichte stellt sich unter konstanter
Schubspannung unweigerlich ein stabiler Systemzustand ein, der unabhängig
von einer zusätzlich wirkenden Interaktionsspannung erreicht wird. Bei allen
Reaktionen werden allerdings in der Realität die reagierenden Versetzungsli-
nien auf den beteiligten Gleitsystemen miteinander gekoppelt und behindern
sich dadurch gegenseitig in ihrer Bewegung. Insbesondere der Verfestigungs-
effekt der kollinearen Reaktion wird durch eine Verkürzung und Kopplung
der Versetzungslinien auf kollinearen Gleitsystemen erklärt [Devincre et al.,
2007, Madec et al., 2003]. Die kinematische Abbildung eines solchen Mecha-
nismus ist mit der derzeitigen Formulierung der CDD nicht möglich, da diese
keine Bewegung einzelner Versetzungssegmente erlaubt. Stattdessen wird eine
durch Kopplung von Versetzungslinien, sowie durch die Interaktion mobiler
Versetzungen mit Lomer Reaktionen verursachte Verfestigung durch einen mo-
difizierten Interaktionsspannungsterm berücksichtigt, siehe Gleichung (4.24)
und (4.25). Dies ist insbesondere für die Untersuchung des Zusammenspiels
aller berücksichtigten Versetzungsmechanismen in der Simulation mit 12 kfz
Gleitsysteme unter einer konstanten Dehnrate (Abbildung 5.26) von Relevanz.
Der Vergleich des Einflusses der modifizierten Interaktionsspannungsterme
(Gleichungen 4.24 und 4.25) im Anhang C zeigt, dass die Vernachlässigung der
Interaktionen zwischen Gleitsystempaarungen zu einer leichten Entfestigung
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führt, siehe Abbildung C.1(b). Dies hat allerdings keinen siginifikanten Einfluss
auf die Evolution der Versetzungsdichte (Abbildung C.1(a)), was bereits aus der
Betrachtung des vereinfachten Systems in Kapitel 5.4.1 deutlich wird.

6.3. Mobilität von Versetzungsnetzwerken

6.3.1. Versetzungsreaktionen im Kontinuum

Der Begriff Mobilität von Versetzungsnetzwerken, wie er in dieser Arbeit
verwendet wird, beschreibt die Entstehung und Evolution von gleitsystem-
übergreifenden Verknüpfungen durch Versetzungsreaktionen, sowie die da-
durch bedingte Auswirkung auf die Mobilität von Versetzungen auf allen
Gleitsystemen. Letztere beinhaltet zum einen die Immobilisierung von Ver-
setzungen, oder die Behinderung ihrer Ausbreitung, sowie zum anderen einen
Anstieg der Versetzungsdichte auf sekundären Gleitsystemen. Solche Mechanis-
men werden in der Stufe II der Verformung in experimentellen Untersuchun-
gen verschiedener kfz-Metalle [Basinski und Basinski, 1979, Livingston, 1962,
Pande und Hazzledine, 1971b, Steeds, 1966], sowie in diskreten Versetzungs-
dynamiksimulationen [Stricker et al., 2018, Zbib et al., 2000] beobachtet.

Das in dieser Arbeit präsentierte Modell der Versetzungsnetzwerke auf
Kontinuumsebene beschränkt sich auf die Beschreibung von Versetzungsreaktio-
nen und Quergleiten, sowie die dadurch bedingte Beeinflussung der nicht direkt
an den Reaktionen beteiligten Versetzungen. Die Formulierung ist vollständig
deterministisch, wodurch statistische Effekte, wie sie durch Quergleiten, oder
einer starken Streuung der Ausbreitungswege einzelner Versetzungen entstehen,
nicht berücksichtigt werden können. Dennoch werden die genannten Mecha-
nismen in einer homogenisierten Form beschrieben (siehe Kapitel 4.2.2 und
4.3.2) und damit deren gemittelter Einfluss auf die Evolution der plastischen
Scherung berücksichtigt. Die Streuung der Versetzungsabstände innerhalb des
Netzwerks wird als ein Mechanismus interpretiert, der die Spannungen zur
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Mobilisierung des Netzwerks, d.h. der lokalen Fließspannung, über einen de-
finierten Bereich verteilt, siehe Gleichung (4.21). Dies steht in Analogie zu
zweidimensionalen Beschreibungen von Versetzungsdipolen gerader Stufen-
versetzungen [Reuber et al., 2014, Schulz et al., 2017]. Im Gegensatz zu einer
Formulierung der Fließspannung proportional zu

√
ρ (z.B. Gleichung (2.2),

oder Gleichung (2.3)) ergibt sich die Fließspannung aus der Abstraktion des
Versetzungsnetzwerks. Durch eine Initialisierung der Simulation mit Netzwerk-
versetzungsdichte ρ

ξ

net, d.h. Versetzungsdichte, die als Lomer Reaktionen mit
stabilisierten Versetzungslinien vorliegt, kann eine Fließspannung als Konse-
quenz aus einer vorgegebenen Verteilung der Versetzungsabstände innerhalb
des Netzwerks modelliert werden, wie z.B. in Abbildung 5.26. Eine solche
Anfangsstruktur abstrahiert das relaxierte Versetzungsnetzwerk aus den dis-
kreten Versetzungsdynamiksimulationen [Stricker et al., 2018] bestehend aus
geraden Versetzungslinien, die Endpunkte von Reaktionen verbinden durch eine
Versetzungsdichte, deren Mobilität durch eine Stärkenverteilung von Lomer
Reaktionen definiert ist.

Die durch Versetzungsreaktionen und Quergleiten induzierte Verknüpfung
verschiedener Gleitsysteme wird durch Kopplungsterme in den Evolutions-
gleichungen der Versetzungsdichte und Krümmungsdichte (Gleichung 4.23)
reproduziert. Im Falle von Versetzungsreaktionen entsteht eine Dichte der Ver-
setzungsreaktionen ρreakt durch sich überschneidende Versetzungsbewegung
auf beiden beteiligten Gleitsystemen, siehe Gleichung (3.5). Die Dichte ρreakt

ist nicht an eines der ursprünglichen Gleitsysteme gebunden und ist daher die
zentrale Variable der Gleitsystemkopplung. Die Ausprägung der Reaktion als
gleitfähige, Lomer, oder kollineare Reaktion ist durch die konkrete Gleitsys-
tempaarung entsprechend der Interaktionsmatrix (Abbildung 2.2) gegeben. In
Bezug auf die Auswirkung auf die reagierenden Gleitsysteme ist die Model-
lierung aller explizit berücksichtigten Reaktion daher konzeptionell identisch.
Der entscheidende Unterschied besteht allerdings in der durch die Reaktion
verursachten Mechanismen, welche physikalisch gesehen durch die Vektorsum-
me der reagierenden Burgers Vektoren gegeben ist, siehe hierzu Kapitel 2.1. In
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diskreten Versetzungssimulationen und in Experimenten wird beobachtet, dass
das entstehende Versetzungsnetzwerk maßgeblich aus kurzen, geraden Verset-
zungssegmenten besteht [Basinski und Basinski, 1979, Pande und Hazzledine,
1971b, Stricker et al., 2018]. Die Information über die mittlere Krümmung einer
Versetzung - oder genauer: die lokale Winkeländerung - ist in der CDD in der
Krümmungsdichte qξ enthalten. Wie aus Abbildung 3.1 und Gleichung 3.1
hervorgeht, kann die Krümmungsdichte auch als Potenzial einer Versetzung
zur Expansion interpretiert werden. Die Krümmung einer Versetzungslinie, die
in den Endpunkten der Reaktion konzentriert ist, kann allerdings durch die
existierende CDD Kinematik nicht abgebildet werden. Die durch Gleichung 4.4
beschriebene Reduktion der Krümmungsdichte ist daher als eine Abstraktion
des Mechanismus zu verstehen, der eine gekrümmte Versetzungslinie nach ihrer
Beteiligung an einer Versetzungsreaktion, oder an Quergleiteffekten begradigt
und stabilisiert. Dieser Mechanismus hindert die Versetzung an ihrer weiteren
Ausbreitung und führt daher zu einer Stabilisierung des Netzwerks.

Die explizit berücksichtigten Versetzungsmechanismen werden entspre-
chend ihrer Fähigkeit eine neue Versetzung zu generieren in die Aspekte Verset-

zungsmultiplikation und Stabilisierung von Versetzungsbewegung unterteilt. Für
eine zielgerichtete Diskussion wird im Folgenden der Einfluss der Versetzungs-
multiplikation auf die Versetzungsmobilität in Netzwerken getrennt von den
stabilisierenden Mechanismen diskutiert und in Kapitel 6.3.4 zusammengeführt.

6.3.2. Multiplikationsmechanismen im Kontinuum

Das präsentierte Kontinuumsmodell der Versetzungsmultiplikation (Kapitel
4.2) beschränkt sich auf die homogenisierte Beschreibung von gleitfähigen
Reaktionen und Quergleiten. Es werden weder stochastische Mechanismen
berücksichtigt, wie sie in der diskreten Versetzungsdynamik inhärent durch das
verwendete Quergleitmodell bedingt sind [Verdier et al., 1998, Weygand et al.,
2002], noch werden die Multiplikationsmechanismen als Prozess abgebildet.

125



6 Diskussion

Die gleitfähige Reaktion und das Quergleiten werden im präsentierten Modell
vielmehr dadurch abstrahiert, dass basierend auf dem Versetzungsfluss im gege-
benen Zeitschritt die Versetzungsdichte und Krümmungsdichte auf einem neuen
Gleitsystem erhöht wird. Übertragen auf ein physikalisches Bild entspricht
dies einer spontanen Generierung einer neuen Versetzung mit einer gegeben
Krümmung auf einem neuen Gleitsystem. Der Einfluss einer ansteigenden
Versetzungsdichte auf die Verfestigung wird für die Untersuchung der Verset-
zungsmultiplikation durch einen Interaktionsspannungsterm abgebildet. Hierfür
wird die Formulierung nach Taylor (Gleichung 2.2) verwendet, da entsprechend
der Untersuchung in Kapitel 5.1.2 die Verwendung eines gemittelten Paramte-
ters eine vernünftige Vereinfachung in der hier untersuchten hochsymmetrischen
Kristallorientierung darstellt (siehe auch Kapitel 6.2).

Gleitfähige Reaktionen Die Ergebnisse des vereinfachten Systems mit
gleitfähigen Reaktionen (Abbildung 5.8 und 5.9) zeigen, dass das Zusammen-
spiel der drei an der Reaktion beteiligten Gleitsysteme zu einem Anstieg der
Versetzungsdichte auf aktiven und auf inaktiven Gleitsystemen führt. Die er-
höhte Versetzungsdichte auf dem inaktiven Gleitsystem dient hierbei als Reak-
tionspartner für gleitfähige Reaktionen in Richtung der aktiven Gleitsysteme.
Diese Reaktionen führen zur Generierung neuer Versetzungen auf aktiven Gleit-
systemen, welche durch ihre Expansion Versetzungslinienlänge produzieren.
Die Evolution der Versetzungsdichte aller Gleitsysteme ist daher miteinander
gekoppelt. Da Versetzungsreaktionen auf den reagierenden Gleitsystemen mit
einem Verlust an Linienlänge verbunden sind, wird der Anstieg der Verset-
zungsdichte durch die anschließende Expansion der generierten Versetzungen
getragen, siehe Abbildung 5.8(a).

Obwohl diese Systemkonfiguration künstlich ist und keiner realen Kristall-
struktur entspricht, ist das Modell in der Lage, zwei wichtige Beobachtungen aus
diskreten Versetzungsdynamiksimulationen [Stricker et al., 2018] zu erfassen:
(1.) Versetzungsmultiplikation beinhaltet die Generierung von Versetzungen
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als ein Ergebnis des Zusammenspiels verschiedener Gleitsysteme und (2.) Ver-
setzungsdichte wird auf inaktive Gleitsysteme übertragen, siehe Punkt I. in
Kapitel 4.1. Auch in Experimenten wurde eine erhöhte Versetzungsdichte auf
sekundären Gleitsystemen beobachtet [Pande und Hazzledine, 1971b, Steeds,
1966], was die Erkenntnis (2.) weiter bestätigt. Die ansteigende Versetzungs-
dichte auf den inaktiven Gleitsystemen dient hierbei nicht nur als möglicher
Partner für weitere Multiplikationsmechanismen, sondern trägt auch zu anderen
Versetzungsreaktionen bei. In der Konsequenz sind inaktive Gleitsysteme nur im
Sinne einer verschwindenden Versetzungsgeschwindigkeit „inaktiv“. Sie tragen
durch den Anstieg der Versetzungsdichte allerdings zur Verfestigung und damit
zu einer Begrenzung des Dichteanstiegs auf aktiven Gleitsystemen bei, wie in
Abbildung 5.8(a) und 5.9 deutlich wird. Abgesehen von dem Einfluss auf die
Verfestigung ist zu erwarten, dass eine erhöhte Versetzungsdichte auf inaktiven
Gleitsystemen das Systemverhalten bei einer signifikanten Spannungsänderung
auf inaktiven Gleitsystemen beeinflussen kann. Dies kann z.B. durch eine Ro-
tation der Kristallorientierung, wie in Abbildung 5.3(b) und 5.6(a), durch eine
Veränderung der Belastungsrichtung, oder auch durch Einflüsse eines heteroge-
nen Materialverhaltens zustande kommen. Beispielsweise kann eine Änderung
der Zugachse dazu führen, dass bislang inaktive Gleitsysteme, wie z.B. in der
hochsymmetrischen Kristallorientierung in Abbildung 6.1(a), aktiviert werden
und daher einen signifikanten Einfluss auf die Verformung besitzen.

Quergleiten Im Gegensatz zu den gleitfähigen Reaktionen, führt der Quer-
gleitmechanismus, wie er in Kapitel 4.2.2 eingeführt wurde, nicht zu einer
Reduktion der Gesamtdichte. Die Generierung einer neuen Versetzung auf dem
Quergleitsystem führt grundsätzlich zu einer Erhöhung der Gesamtdichte. Dies
erklärt den signifikanten Dichteanstieg (Abbildung 5.10(a)) trotz einem im
Vergleich zu den gleitfähigen Reaktionen deutlich geringeren Dichtetransfer
zwischen den Gleitsystemen (Abbildung 5.10(b)). Der identische Dichtean-
stieg auf beiden Gleitsystemen für den Fall der gleichen Schubspannung kann
als Doppelquergleiten interpretiert werden, welcher nach jedem individuellen
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Quergleitvorgang eine neue Versetzung generiert. Bei einer unterschiedlichen
Schubspannung auf beiden Gleitsystemen findet Multiplikation ausschließlich
auf dem Gleitsystem mit der höheren Schubspannung statt. Das Quergleitmodell
ist daher konzeptionell sehr nah an dem in der diskreten Versetzungsdynamik
beobachteten Quergleitprozess. Insbesondere die Tatsache, dass sich bereits bei
einem geringen Spannungsunterschied zwischen Gleitsystemen die Versetzungs-
multiplikation auf ein Gleitsystem beschränkt ist ein idealisierter Grenzfall, der
den Einfluss der konkreten Versetzungskonfiguration auf Quergleitvorgänge
nicht berücksichtigt. In der in dieser Arbeit untersuchten hochsymmetrischen
Kristallorientierung sind im Mittel keine signifikanten Spannungsunterschiede
zwischen den Quergleitsystemen zu erwarten. Das präsentierte Quergleitmodell
ist in dieser Form daher als eine Vereinfachung zu betrachten, die speziell auf
das Zusammenspiel mit gleitfähigen Reaktionen in der gegebenen Untersu-
chung zugeschnitten ist. Dennoch besteht ein Fortschritt gegenüber bestehenden
Modellen, in denen Quergleitprozesse in Form einer Evolution des Anteils
der Schraubenversetzungen berücksichtigt werden, z.B. [Alankar et al., 2012a,
Leung et al., 2015], darin, dass in dem präsentierten Modell der Prozess des
Quergleitens zur Generierung neuer Versetzungen führt.

Vergleich mit diskreter Versetzungsdynamik Werden alle 12 kfz Gleit-
systeme in einer hochsymmetrischen Kristallorientierung berücksichtigt, zeigt
sich ein jeweils gleichförmiger Dichteanstieg auf aktiven und inaktiven Gleit-
systemen. Dies ist dadurch begründet, dass sich der Dichtetransfer zwischen
aktiven Gleitsystemen ausgleicht (Abbildung 5.8(b)). Der Anstieg der Verset-
zungsdichte auf den aktiven und inaktiven Gleitsystemen, sowie der Anstieg
der totalen Versetzungsdichte werden im Vergleich mit der diskreten Verset-
zungsdynamiksimulation gut erfasst, wie in Abbildung 5.12 dargestellt. Der
leichte Abfall der Versetzungsdichte nach dem Überschreiten der Fließspannung
wird auch beobachtet, wenn ein Annihilationseffekt der Gleichungen für die
gleitfähige Reaktion (Gleichungen 4.2 und 3.6) ausgeschlossen wird, wie in
Anhang B.2 gezeigt. Der initiale Dichteabfall kann dadurch erklärt werden, dass
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Versetzungsdichte in der Anfangsphase der Simulation das Volumen verlässt.
Im Gegensatz zu den diskreten Simulationen kann das Kontinuumsmodell keine
Versetzungskrümmung aus einer gegebenen Anfangskonfiguration erzeugen
und somit z.B. das Ausbauchen existierender gleitfähiger Reaktionen nicht
explizit abbilden. Eine Anfangsbedingung von qξ > 0 könnte zwar als eine
Konfiguration nach dem Ausbauchen interpretiert werden und zeigt in der ent-
sprechenden Simulation auch einen kontinuierlichen Dichteanstieg (Abbildung
B.1 im Anhang). Allerdings erscheint eine Anfangsbedingung von qξ = 0 am
ehesten dazu geeignet, das relaxierte Versetzungsnetzwerk der diskreten Simu-
lation, das im Wesentlichen aus stückweise geraden Versetzungslinien besteht,
zu reproduzieren. Desweiteren würde eine Anfangsbedingung von qξ > 0 bei
einer Umkehrung der Belastungsrichtung aufgrund des Zusammenhangs qξ vξ

zu einer Schrumpfung von Versetzungen führen. Zur Vermeidung des initialen
Dichteabfalls ist demnach zum einen die Reproduktion eines stabilen Verset-
zungsnetzwerks notwendig (wie in Kapitel 4.3 beschrieben und in Kapitel 5.3
untersucht), zum anderen eine kinematische Formulierung gekoppelter Ver-
setzungssegmente, durch deren Bewegung Krümmung erzeugt werden kann.
Desweiteren könnte eine Ensemblemittelung mehrerer diskreter Anfangskonfi-
gurationen zu einer genaueren Beschreibung der lokalen Verteilung der initialen
Versetzungsdichte führen. Auf inaktiven Gleitsystemen wird die Versetzungsbe-
wegung unterbunden, da Randbedingungen die lokale Versetzungsgeschwindig-
keit trotz eines verschwindenden Schmid-Faktors beeinflussen können. Daher
kann die Entwicklung der Versetzungsdichte auf inaktiven Gleitsystemen als
ein Produkt gleitfähiger Reaktionen interpretiert werden. Der Vergleich der
Ergebnisse in Abbildung 5.12 mit den Ergebnissen des vereinfachten Systems
in Abbildung 5.8 führt zu folgender Schlussfolgerung: Der kombinierte Ein-
fluss aller 48 Gleitsystemkombinationen der gleitfähigen Reaktion führt zu
einem Anstieg der Versetzungsdichte auf inaktiven Gleitsystemen, wobei dieser
Anstieg durch die Versetzungsevolution auf aktiven Gleitsystemen bedingt ist.
Das komplexe Zusammenspiel der Versetzungsdichten und Geschwindigkeiten
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auf verschiedenen Gleitsystemen führt zu unterschiedlichen Reaktionsraten, je
nachdem ob ein inaktives Gleitsystem an der Reaktion beteiligt ist, oder nicht.

Die Berücksichtigung von Versetzungsmultiplikation durch Quergleiten
führt zu einem zusätzlichen Anstieg der Versetzungsdichte auf aktiven und auf
inaktiven Gleitsystemen. Dieses Systemverhalten entspricht der Beobachtung
in der diskreten Versetzungsdynamik (Abbildung 5.13). Die CDD Simulationen
und die diskreten Simulationen unterscheiden sich dabei von den Ergebnissen
in Abbildung 5.12 nur durch das zusätzlich wirkende Quergleitmodell. Die
Dichteverläufe verdeutlichen die gleitsystemübergreifende Charakteristik des
Modells, die den Dichteanstieg auf allen Gleitsystemen miteinander koppelt.
Obwohl auf den inaktiven Gleitsystemen ein Einfluss der Versetzungsexpansion
ausgeschlossen wurde, wird im Vergleich zu den Simulationen ohne Querglei-
ten (Abbildung 5.12) ein signifikanterer Dichteanstieg beobachtet. Dies ist
dadurch zu erklären, dass der stärkere Dichteanstieg auf aktiven Gleitsystemen
zu einer höheren Rate an gleitfähigen Reaktionen in Richtung der inaktiven
Gleitsysteme führt. In [Hussein et al., 2015] wird eine Erhöhung der Anzahl von
Versetzungsreaktionen durch Quergleiten beobachtet, was das Modellverhalten
weiter bestätigt.

Die in Abbildung 5.13(b) beobachtete Korrelation zwischen der totalen
Versetzungsdichte und der Anzahl generierter Versetzungen entspricht den Be-
obachtungen aus [Stricker et al., 2018]. Die Anzahl generierter Versetzungen
erhöht sich ab 0.1% bis zum Ende der Simulation etwa um den Faktor 10,
während die totale Versetzungsdichte nur um den Faktor 3 ansteigt. Wie bereits
aus Abbildung 3.2 deutlich wird, ist ein diskreter Versetzungscharakter in der
CDD nur im Idealfall vorhanden (siehe auch die Diskussion in Kapitel 6.1 und
6.2). In der hier untersuchten Konfiguration ist ein solcher diskreter Charakter
nicht mehr gegeben, da die in Endpunkten von Reaktionen konzentrierte Ver-
setzungskrümmung über eine Reduktion der Krümmungsdichte qξ abgebildet
wird. Ein quantitativer Vergleich der Anzahl der Versetzungen mit den diskreten
Simulationen ist hier daher nicht möglich. Dennoch kann aus dem Verhältnis
zwischen Versetzungsdichte und Krümmungsdichte in Abbildung 5.13(b) ein
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mittlerer Anstieg der Versetzungskrümmung abgeleitet werden. Dies bietet die
Basis für die Formulierung eines sich verdichtenden Versetzungsnetzwerks.
Es wird allerdings beobachtet, dass der Anstieg der Versetzungsdichte gegen
Ende der Simulation überschätzt wird. Dieses Verhalten deutet darauf hin, dass
durch die noch fehlenden Stabilisations- und Annihilationsmechanismen die
Quellterme in der Evolutionsgleichung (5.4) überschätzt werden.

Aus der Untersuchung der Multiplikationsmechanismen in Kapitel 5.2
kann geschlussfolgert werden, dass das präsentierte Kontinuumsmodell der
Versetzungsmultiplikation zentrale Beobachtungen aus den diskreten Verset-
zungsdynamiksimulationen [Stricker et al., 2018] abbilden kann: (1.) Der Me-
chanismus der Versetzungsmultiplikation erfolgt durch ein Zusammenspiel aller
Gleitsysteme und (2.) der resultierende Dichteanstieg ist im Wesentlichen durch
die Generierung neuer Versetzungen begründet (siehe auch Punkt I. in Kapitel
4.1). Diese Schlussfolgerung kann aufgrund der Fähigkeit des Modells getroffen
werden, neue Versetzungsdichte und Krümmungsdichte durch eine Kopplung
verschiedener Gleitsysteme zu generieren. Im Vergleich zu existierenden Mo-
dellen, z.B. [Kubin et al., 2008a,b, Ma et al., 2006, Monavari und Zaiser, 2018,
Reuber et al., 2014], ist der Prozess der Multiplikation unabhängig von der plas-
tischen Scherung des eigenen Gleitsystems. Dadurch wird eine Selbstreplikation,
d.h. eine Selbstmultiplikation der Versetzungsdichte des eigenen Gleitsystems
verhindert. Der Dichteverlauf zeigt eine physikalisch basierte Reproduktion der
Beobachtungen in diskreten Versetzungsdynamiksimulationen [Stricker et al.,
2018] und entspricht qualitativ auch Beschreibungen in experimentellen Untersu-
chungen [Basinski und Basinski, 1979, Pande und Hazzledine, 1971b, Steeds,
1966]. Dies wäre mit existierenden gleitsystembasierten Varianten der Theorie
von Kocks und Mecking [Kocks und Mecking, 2003] nicht möglich. Ein An-
satz nach Kocks und Mecking kann in der CDD durch einen Produktionsterm
für Versetzungsdichte analog zu Gleichung (2.14) beschrieben werden, wie in
Anhang A näher ausgeführt. Der Vergleich mit den Ergebnissen des präsen-
tierten Multiplikationsmodells (Abbildung 5.15) zeigt, dass der Dichteanstieg
auf inaktiven Gleitsystemen nicht reproduziert werden kann. Dies ist durch das

131



6 Diskussion

fehlende Zusammenspiels mehrerer Gleitsysteme in der gleitsystembasierten
Anwendung der Theorie von Kocks und Mecking bedingt. Inaktive Gleitsysteme
tragen dadurch in dem untersuchten System nicht, oder nur sehr eingeschränkt
zur Evolution der Versetzungsstruktur bei, was im Widerspruch zu den bereits
genannten Beobachtungen steht.

6.3.3. Stabilisierung von Versetzungsbewegung

In diesem Kapitel werden die stabilisierenden Versetzungsreaktionen (Lomer
und kollineare Reaktionen) unter Vernachlässigung von Versetzungsmultiplika-
tion diskutiert. Analog zum Modell der Versetzungsmultiplikation beschränkt
sich das Modell der stabilisierenden Mechanismen in Versetzungsnetzwerken
auf eine homogenisierte Beschreibung der Reaktionen. In diskreten Verset-
zungsdynamiksimulationen [Stricker et al., 2018], wie auch in experimentellen
Untersuchungen [Basinski und Basinski, 1979, Pande und Hazzledine, 1971b]
wird beobachtet, dass Lomer Reaktionen zur Bildung einer relativ stabilen
Versetzungsstruktur führen, während kollineare Reaktion eine Annihilation
zweier Versetzungslinien zur Folge haben. Aus der Heterogenität der Multipli-
kationsmechanismen entsteht ein Versetzungsnetzwerk, das durch eine starke
Streuung der Ausbreitungswege einzelner Versetzungen gekennzeichnet ist
[Stricker et al., 2018].

Lomer Reaktionen Für ein Kontinuumsmodell stellt sich die Frage, wel-
che Aspekte einer heterogenen Versetzungsaktivität sinnvoll umzusetzen sind
und welchen Einfluss diese Mechanismen auf eine homogenisierte Betrach-
tung der Plastizität haben. Im Hinblick auf die deterministische Sichtweise des
Kontinuumsmodells ist die Einführung stochastischer Terme nicht vernünftig
und vermutlich nicht ohne eine erhebliche Erhöhung der Systemkomplexität
möglich. Das in Kapitel 4.3 präsentierte Modell greift daher mit der Aufteilung
in eine mobile Versetzungsdichte ρM und in eine Netzwerkversetzungsdich-

te ρnet bestehende Ansätze, z.B von [Li et al., 2014, Reuber et al., 2014] auf,
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formuliert diese aber in Form von physikalischen, gleitsystemübergreifenden
Versetzungsreaktionen. Die Netzwerkversetzungsdichte wird weiter unterteilt in
eine Dichte von Lomer Reaktionen ρlomer und in stabilisierte Versetzungsdichte
ρS, welche die Dichte der an der Lomer Reaktion anhängenden Versetzungslini-
en beschreibt. In dem vereinfachten System mit zwei Gleitsystemen (Abbildung
5.17(a)) äußert sich diese Formulierung in einer kontinuierlichen Abnahme der
Dichte der mobilen Versetzungen ρM, welche in die Netzwerkversetzungsdichte
ρnet transformiert wird. Die Annahme, dass die stabilisierte Versetzungsdichte
ρS (der reaktionsfähige Anteil von ρnet) weiterhin als Reaktionspartner zur
Verfügung steht, führt dazu, dass ρS weniger stark ansteigt, als die Dichte
der Lomer Reaktionen ρlomer. Letztere ist mit einem Faktor von 0.5 beiden
reagierenden Gleitsystemen gleichermaßen zugeordnet und beschreibt daher
die Kopplung der Gleitsysteme durch die Lomer Reaktion. Dadurch ist die
Abnahme der Gesamtdichte durch Lomer Reaktionen (Abbildung 5.17(a)) zu
erklären. Der stabilisierende Versetzungsmechanismus erstreckt sich daher über
beide beteiligte Gleitsysteme. Die Unbeweglichkeit von ρS ist allerdings als
ein Grenzfall zu sehen, der die Lomer Reaktionen in der Homogenisierung
als statische, aber auflösbare Objekte beschreibt. Eine Bewegung der Reaktion
entlang der gemeinsamen Schnittlinie der Gleitebenen ist daher nicht abbild-
bar und könnte z.B. in heterogenen Versetzungskonfigurationen eine zu starke
Vereinfachung darstellen.

Die Beobachtungen in diskreten Versetzungsdynamiksimulationen lassen
darauf schließen, dass eine Verfestigung durch eine Verdichtung des Verset-
zungsnetzwerks und der daraus folgenden Begrenzung des mittleren Ausbrei-
tungsweges der Versetzungen zustande kommt. Das präsentierte Modell be-
rücksichtigt eine Streuung der Spannungen zur Mobilisierung des Netzwerks
in Form einer Streuung der kritischen Schubspannungen zur Auflösung von
Lomer Reaktionen τ

ξ

cr,lomer, siehe Gleichung (4.19). Die Spannung τ
ξ

cr,lomer de-
finiert daher die Schubspannung oberhalb derer keine stabile Lomer Reaktion
existieren kann. Dies skaliert den Anteil der stabilen Lomer Reaktionen η

ξ

lomer,
siehe Gleichung (4.21). Der Verlauf der plastischen Scherung bei variierter
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Schubspannung (Abbildung 5.17(b)) zeigt in allen Fällen eine Horizontale, wel-
che durch die sich verringernde mobile Versetzungsdichte verursacht ist, siehe
Abbildung 5.17(a). Die erreichte plastische Scherung skaliert in etwa linear
mit der anliegenden Schubspannung. Dies ist dadurch zu erklären, dass die
lineare Spannungsabhängigkeit der Versetzungsgeschwindigkeit durch die na-
hezu antiproportionale Spannungsabhängigkeit des Anteils der stabilen Lomer
Reaktionen kompensiert wird. Dadurch ist die Bildungsrate der Lomer Reak-
tionen (Gleichung 4.14) für Lξ

cr,lomer >> Lmin unabhängig von der anliegenden
Spannung. Physikalisch bedeutet dies, dass sich Versetzungslinien aufgrund
der höheren Versetzungsgeschwindigkeit zwar häufiger begegnen, aber seltener
stabile Lomer Reaktionen bilden. Eine leichte Nichtlinearität kommt durch die
Annahme eines minimalen Versetzungsabstandes Lmin = 0.1L als ein Bruchteil
des mittleren Versetzungsabstandes L = 1/

√
∑ξ ρξ = 1/

√
ρ zustande. Diese

Annahme ist an die ermittelten minimalen Radien der generierten Versetzungen
in [Stricker et al., 2018] angelehnt und soll insbesondere einen unphysikalischen
Versetzungsabstand von Lmin = 0 verhindern.
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Abbildung 6.2.: Verlauf des Anteils der stabilen Lomer Reaktionen η
ξ

lomer über Lξ

cr,lomer für ver-
schiedene totale Versetzungsdichten mit der Annahme eines minimalen Verset-
zungsabstandes von Lmin = 0.1/

√
∑ξ ρξ = 0.1L. Zusätzlich ist der Verlauf von

η
ξ

lomer für eine totale Versetzungsdichte von ρ = 16 µm−2 mit Lmin = 0 dargestellt.

Abbildung 6.2 zeigt den Verlauf des Anteils der stabilen Lomer Reaktionen
η

ξ

lomer = f (τξ ,ρ) (Gleichung 4.21) über Lξ

cr,lomer = 0.5Gb/τξ für verschiedene
totale Versetzungsdichten ρ . Für eine totale Versetzungsdichte von ρ = 16 µm−2
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zeigt der Verlauf mit Lmin = 0 für hohe Spannungen eine deutliche Abweichung
von dem Verlauf mit Lmin = 0.1L, wobei L der mittlere Versetzungsabstand ist.
In der Konsequenz verringert sich mit Lmin = 0.1L der Anteil der stabilen Lomer
Reaktionen bei Lξ

cr,Lomer ≈ Lmin, was zu einem Anstieg der Rate der plastischen
Abscherung (∂tγ) führt.

Diese Erklärung gilt auch für den leichten Unterschied in der erreichten
plastischen Scherung bei einer Variation der initialen Versetzungsdichte unter
einer konstanten externen Schubspannung von τext = 10MPa, siehe Abbildung
5.18(b). In diesem Fall verschiebt sich Lmin und Lmax proportional zum mittleren
Versetzungsabstand L = 1/

√
ρ bei gleichbleibender Spannung. Eine ansteigen-

de Versetzungsdichte führt damit zu einem ansteigenden Anteil der stabilen
Lomer Reaktionen, siehe Abbildung 6.2. Dies hat eine signifikant schnelleren
Umwandlung mobiler Versetzungsdichte in Netzwerkversetzungsdichte zur
Folge, wie in Abbildung 5.18(a) zu sehen. Die Interpretation kann mit Hilfe
einer analytischen Überlegung durchgeführt werden. Die plastische Scherung
γ kann nach [Hull und Bacon, 2011] durch einen Zusammenhang zwischen
der mittleren überstrichenden Fläche Ā und der Anzahl an Versetzungen pro
Volumen n beschrieben werden:

γ = bnĀ. (6.1)

Durch diesen Zusammenhang kann leicht abgeleitet werden, dass eine gleich-
bleibende plastische Scherung bei höherer Versetzungsdichte eine geringere
mittlere überstrichene Fläche Ā impliziert. Das in Abbildung 5.18 beobachtete
Modellverhalten kann demnach als eine Verfestigung durch ein sich ausbil-
dendes Versetzungsnetzwerk interpretiert werden, bei dem eine höhere Verset-
zungsdichte eine geringere abgescherte Fläche der individuellen Versetzung zur
Folge hat. Dies ist in Übereinstimmung mit den Beobachtungen in den diskreten
Simulationen [Stricker et al., 2018].
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Kollineare Reaktionen Im Gegensatz zu dem Modell der Lomer Reaktio-
nen ist das Model der kollinearen Reaktionen weniger komplex, da letzterem
keine Annahme einer stabilen Versetzungsstruktur zugrunde liegt. Die homo-
genisierte Formulierung der kollinearen Reaktionen beschränkt sich auf eine
Beschreibung der Reduktion der Versetzungsdichte und Krümmungsdichte
durch eine Annihilation zweier Versetzungslinien auf kollinearen Gleitsystemen.
In dem vereinfachten System mit zwei Gleitsystemen führt die kontinuierliche
Reduktion der mobilen Versetzungsdichte durch die kollineare Reaktion zu
einer Abflachung des Verlaufs der akkumulierten plastischen Scherung, siehe
Abbildung 5.20 und 5.21. Da für die kollineare Reaktion angenommen wird,
dass jede Begegnung kollinearer Versetzungslinien zu einer Annihilation führt,
d.h. η

ξ

koll = 1, enthält die Reaktionsgleichung (4.14) eine direkte Spannungsab-
hängigkeit. Diese wird allerdings durch die zusätzliche Spannungsabhängigkeit
der Rate der plastischen Abscherung kompensiert, wodurch eine Variation
der Schubspannung keinen entscheidenden Einfluss auf die erreichte plasti-
sche Scherung am Ende der Simulation hat (Abbildung 5.20). Hingegen ist
die maximal erreichte Schubspannung proportional zu

√
ρ , was durch die Be-

rücksichtigung des mittleren Versetzungsabstands in der Reaktionsrate in der
Form 1/L =

√
ρM +ρS verursacht ist (Abbildung 5.21). Die homogenisier-

te Formulierung der kollinearen Reaktion beschreibt also ähnlich der Lomer
Reaktion in erster Linie einen Mechanismus, der die Versetzungsbewegung
gleitsystemübergreifend limitiert.

Schlussfolgerungen und Vergleich mit bestehenden Kontinuums-
theorien Für die Untersuchung der stabilisierenden Versetzungsmechanis-
men in Kapitel 5.3 kann geschlussfolgert werden, dass das in Kapitel 4.3 prä-
sentierte Kontinuumsmodell der Lomer und kollinearen Reaktionen zentrale
Beobachtungen aus der diskreten Versetzungsdynamik reproduzieren kann: (1.)
Die Bewegung einzelner Versetzungen ist im Versetzungsnetzwerk begrenzt, da
ein erheblicher Teil der Linienlänge an Versetzungsreaktionen beteiligt ist. (2.)
Die Versetzungsabstände innerhalb des Versetzungsnetzwerks erstrecken sich
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über mehrere Größenordnungen, siehe auch Punkt II. und IV. in Kapitel 4.1. Der
wesentliche Fortschritt der präsentierten Formulierung gegenüber bestehenden
Kontinuumsmodellen, die eine Art der Immobilisierung mobiler Versetzungen
berücksichtigen, z.B. [Kubin et al., 2008a, Li et al., 2014], besteht in der gleit-
systemübergreifenden Stabilisierung von Versetzungsbewegung entsprechend
der konkreten Gleitsystempaarung. Dadurch werden die dreidimensionalen
Eigenschaften von Versetzungsnetzwerken in eine Kontinuumsbeschreibung
überführt. Im Gegensatz dazu verbleiben die bisherigen Modelle in der Re-
gel bei zweidimensionalen, d.h. gleitsystemgebundenen Formulierungen, nach
denen entsprechend der Theorie von Kocks und Mecking die Versetzungs-
bewegung durch eine „mittlere freie Weglänge“ [Kocks und Mecking, 2003]
begrenzt wird. Das Modellverhalten der Lomer Reaktionen ist allerdings durch
einige Annahmen gekennzeichnet, die zur Homogenisierung der Beobachtungen
in [Stricker et al., 2018] getroffen wurden:

i. Die entstehende Netzwerkversetzungsdichte ρ
ξ

net ist innerhalb der be-
rücksichtigten Streuung der Versetzungsabstände, d.h. zwischen Lmin

und Lmax, homogen verteilt, wodurch die Kollisionswahrscheinlichkeit
mobiler Versetzungen mit der stabilisierten Versetzungsdichte ρ

ξ

S (der
reaktionsfähige Anteil von ρ

ξ

net) gleich groß ist.

ii. Die Begrenzung der Streuung der Versetzungsabstände ist an die in
[Stricker et al., 2018] gemessene Streuung der Radien der generierten
Versetzungen angelehnt. Allerdings weisen auch die Ausbreitungswege
der Versetzungen eine ähnliche Streuung auf.

iii. Entstehende Versetzungsabstände > Lξ

cr,Lomer bilden keine Lomer Reak-
tionen. Ein Einfluss dieser als instabil angenommenen Lomer Reaktionen
auf die Verfestigung wird daher vernachlässigt.

Insbesondere die für Annahme i. und ii. gewählten Parameter wurden für den
Zweck einer direkten Reproduktion der Beobachtungen aus [Stricker et al.,
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2018] gewählt und sind daher für die hier durchgeführte Untersuchung ange-
passt. Die Schlussfolgerung ist allerdings in soweit allgemeingültig, als dass das
präsentierte Modell auch qualitativ die Komplexität der gleitsystemübergreifen-
den Versetzungsmechanismen entsprechend den Beobachtungen beschreiben
kann.

6.3.4. Zusammenspiel der Mechanismen

In der Untersuchung in Kapitel 5.4 werden die Mechanismen, die bisher getrennt
voneinander betrachtet wurden zusammengeführt. Insbesondere impliziert dies
die Kombination der Multiplikationsmechanismen mit den stabilisierenden Me-
chanismen der Versetzungsnetzwerke. Die konzeptionelle Trennung des Begriffs
Versetzung von der Versetzungslinie bedeutet auch in der Zusammenfassung
aller Mechanismen die Generierung neuer Versetzungen durch Multiplikation
und die Beeinflussung deren Linienlänge durch nachfolgende Reaktionen. Diese
beinhalten die Verlängerung (durch Expansion), oder die Verkürzung (durch
Beteiligung an Versetzungsreaktionen) der Linienlänge. Diese Mechanismen
werden in der CDD allerdings nur in homogenisierter Form repräsentiert.

Lomer und gleitfähige Reaktionen Für das vereinfachte System mit drei
Gleitsystemen unter Berücksichtigung von Lomer und gleitfähigen Reaktionen
bedeutet die Kopplung dieser beiden Mechanismen eine Erhöhung der Verset-
zungsdichte durch Multiplikation, wobei die Dichte aufgrund der sich bildenden
Lomer Reaktionen stabilisiert wird, siehe Abbildung 5.23(a). Die Erhöhung
der Versetzungsdichte führt zu einer Verringerung der Versetzungsabstände
innerhalb des Netzwerks. Dadurch wird eine Limitierung der Versetzungsaus-
breitung im Sinne einer Begrenzung des Beitrags einer einzelnen Versetzung
zur Plastizität erreicht, wie auch aus Abbildung 5.18 deutlich wird. Der Verlauf
der totalen Versetzungsdichte in Abbildung 5.23 ist qualitativ vergleichbar mit
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einem Fließspannungs-basierten Ansatz (Abbildung 5.8). Durch die homogeni-
sierte Beschreibung des Versetzungsnetzwerks wird allerdings eine gleitsystem-
übergreifende Limitierung der Versetzungsbewegung erreicht. Dadurch können
Versetzungsaktivitäten gleitsystemübergreifend beeinflusst werden. So erhöht
sich auch die Netzwerkdichte auf den inaktiven Gleitsysteme, deren Evolution
(Erhöhung oder Verringerung) ausschließlich durch Lomer Reaktionen aktiver
Gleitsysteme mit inaktiven Gleitsystemen verursacht ist. An dieser Stelle ist zu
beachten, dass der Begriff mobile Versetzungsdichte die Möglichkeit einer Ver-
setzung zur Ausbreitung charakterisiert, nicht aber deren tatsächliche Mobilität.
Auf inaktiven Gleitsystemen existiert daher trotz der verschwindenden Verset-
zungsgeschwindigkeit eine mobile Versetzungsdichte. Weiterhin verschwindet
die Krümmungsdichte im Laufe des Relaxationsprozesses, wie in Abbildung
5.25(a) dargestellt. Dies reproduziert die in diskreten Versetzungsdynamiksimu-
lationen beobachtete Versetzungsstruktur, in der die Versetzungskrümmung in
Endpunkten von Versetzungsreaktionen konzentriert ist [Stricker et al., 2018].
Auch darin unterscheidet sich die Kombination der Versetzungsmultiplikation
mit der Versetzungsstabilisierung von dem Fließspannungs-basierten Ansatz.
Mit letzterem steigt die Krümmungsdichte monoton und konvergiert auf einen
Wert > 0, siehe Abbildung 5.9(a). Die daraus resultierende Versetzungskon-
figuration beschreibt einen physikalisch schwer zu interpretierenden Zustand,
der einerseits gekrümmte Versetzungslinien enthält, andererseits aber durch
das Erreichen der Fließspannung spannungsfrei ist. In diesem Sinne ist die
Interpretation der konvergierten Versetzungskonfiguration in Abbildung 5.23
bzw. 5.25 konzeptionell näher an einer Struktur von Versetzungsnetzwerken,
die aus geraden Versetzungssegmenten besteht. Bereits aus der Untersuchung
dieses vereinfachten Systems kann daher geschlussfolgert werden, dass die
Kopplung der Gleitsysteme durch Lomer und gleitfähige Reaktionen zentrale
Beobachtungen der diskreten Versetzungsdynamiksimulationen reproduzieren
kann: (1.) Die Ausbreitung der durch Multiplikationsmechanismen generierten
Versetzungen ist durch deren Beteiligung an weiteren Versetzungsreaktionen be-
grenzt (siehe Punkt II. in Kapitel 4.1); (2.) Das entstehende Versetzungsnetzwerk
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besteht aus geraden Versetzungslinien, deren Krümmung in den Endpunkten
von Versetzungsreaktionen konzentriert ist (siehe Punkt III. in Kapitel 4.1).

Zusammenspiel aller Mechanismen in 12 Gleitsystemen Der Anteil
der stabilen Lomer Reaktionen η

ξ

lomer (Gleichung 4.21) bestimmt zum einen
die Stabilität der gebildeten Lomer Reaktion (siehe Gleichung 4.14), zum ande-
ren führt die mit η

ξ

lomer verknüpfte kritische Schubspannung τ
ξ

cr,lomer bei einer
Spannungserhöhung zu einer Remobilisierung der stabilen Versetzungsstruktur.
Dies impliziert eine Umwandlung der Dichte der Lomer Reaktionen ρ

ξ

lomer und
der stabilisierten Versetzungsdichte ρ

ξ

S in mobile Versetzungsdichte ρ
ξ

M , siehe
Gleichungen (4.22). Die Möglichkeit der Remobilisierung der stabilen Verset-
zungsstruktur erlaubt die Formulierung einer Anfangsbedingung, die aus einem
relaxierten Versetzungsnetzwerk besteht. Die Mobilität dieses Versetzungsnetz-
werks ist dabei durch die Stärkenverteilung der Lomer Reaktionen (Lmin und
Lmax) getragen. Dieser Mechanismus verursacht das Systemverhalten im An-
fangsbereich der Simulation mit 12 kfz Gleitsystemen, siehe Abbildung 5.26.
Die totale Versetzungsdichte teilt sich nach Überschreiten der Fließspannung
gleichmäßig in mobile Versetzungsdichte und Netzwerkversetzungsdichte. Die
Fließspannung ist dabei durch die schwächste Lomer Reaktion (Lmax) gekenn-
zeichnet. Ein initialer Dichteabfall, wie in Abbildung 5.13 sichtbar, kann hier
nicht eintreten, da in der lokalen Simulation Versetzungslinien das System nicht
verlassen können. Der leicht verstärke Anstieg der Versetzungsdichte direkt
nach Überschreiten der Fließspannung ist zudem durch das Aufspalten der Lo-
mer Reaktion in zwei mobile Versetzungslinien erklärbar, wie durch Gleichung
(4.13) beschrieben. Die Tatsache, dass ein solcher Dichteanstieg in der diskreten
Simulation nicht beobachtet wird, deutet darauf hin, dass die Gewichtung der
Lomer Reaktion mit dem Faktor 0.5 ein unteres Limit darstellt. Es wäre denkbar,
dass durch eine geometrische Betrachtung der Reaktionsbildung eine genauere
Beschreibung des Reaktionsprozesses möglich wird.
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(a) Reaktionskonstante Creakt = 0.032.
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(b) Reaktionskonstante Creakt = 0.064.

Abbildung 6.3.: Evolution der Anteile der mobilen Versetzungsdichte ρM, stabilisierten Versetzungs-
dichte ρS und der Dichte der Lomer Reaktionen ρlomer aus Abbildung 5.28(b) an
der Gesamtdichte ρ summiert über alle Gleitsysteme für eine Reaktionskonstanten
von Creakt = 0.032 (a) und Creakt = 0.064.

Der Mechanismus der Remobilisierung erlaubt eine dynamische Bildung und
wieder-aufbrechen von Lomer Reaktionen bei einer Spannungserhöhung. Da-
bei ist das Systemverhalten in der Simulation mit 12 kfz Gleitsystemen durch
ein komplexes Zusammenspiel aller Gleitsysteme und der berücksichtigten
Versetzungsmechanismen (gleitfähige, Lomer, kollineare Reaktion und Quer-
gleiten) gekennzeichnet. Bei einer entsprechenden Wahl der Reaktionsparameter
Creakt ist unter Vernachlässigung von Versetzungstransport über Elementgren-
zen hinweg ein Anstieg der Versetzungsdichte zu beobachten, der die mittlere
Dichteevolution der diskreten Simulation nahezu direkt abbildet, siehe Abbil-
dung 5.26. Abbildung 6.3(a) zeigt die Evolution der Anteile der Versetzungs-
dichten aller Gleitsysteme an der totalen Versetzungsdichte (aus Abbildung
5.26(b) berechnet) für Creakt = 0.032. Es ist zu sehen, dass nach der initialen
Mobilisierungsphase der relative Anteil aller Versetzungsdichten nahezu kon-
stant bleibt. Dies deutet auf ein stabiles Zusammenspiel aller berücksichtigten
Versetzungsmechanismen hin und reproduziert im Mittel die in der diskreten
Versetzungsdynamik beobachteten Kaskaden aus Versetzungsmultiplikation
und Stabilisierung von Versetzungsbewegung [Stricker et al., 2018]. Da in der
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lokalen Simulation Versetzungsdichte das Mittelungsvolumen nicht verlassen
kann, ist allerdings der durch solche Kaskaden entstehende nichtlokale Charak-
ter von Versetzungsnetzwerken nicht abbildbar. Es wird zudem beobachtet, dass
der Reaktionsparameter Creakt bei einer Variation innerhalb der durch diskrete
Versetzungsdynamiksimulationen [Roters et al., 2019, Stricker und Weygand,
2015] bestimmten Größenordnung das Systemverhalten maßgeblich beeinflusst.
Aus Abbildung 5.28 und 6.3(b) wird deutlich, dass eine Wahl von Creakt = 0.064
zu einem Verhalten führt, das den Anteil der mobilen Versetzungsdichte über
den Großteil des Belastungsbereichs hinweg kontinuierlich reduziert, siehe
Abbildung 6.3(b). Im Gegensatz dazu wird der Verlauf der Dichte der Lomer
Reaktionen nahezu nicht beeinflusst, siehe Abbildung 5.28(b). Dieses Verhalten
kann durch zwei Modellannahmen erklärt werden: (1.) Die stabilisierte Verset-
zungsdichte ρS ist innerhalb der Streuung der Versetzungabstände homogen
verteilt, wodurch die Kollisionswahrscheinlichkeit mobiler Versetzungen über
den kompletten Stabilitätsbereich hinweg gleich ist. (2.) Die Rate des Dichte-
verlusts auf beiden reagierenden Gleitsystemen durch Versetzungsreaktionen ist
gleich der Produktionsrate von Versetzungsreaktionen (siehe Gleichung (3.6),
bzw. (4.15)). Insbesondere letztere Annahme beschreibt ein oberes Limit der
Dichtereduktion, welches in einer homogenisierten Betrachtung von Verset-
zungsreaktionen nicht generell zutreffend ist. Für die Dichtereduktion durch
Reaktionen kann daher ein Korrekturfaktor eingeführt werden, wie in Anhang
B.2 für gleitfähige Reaktionen beschrieben. Eine analoge Überlegung lässt sich
auch für Lomer und kollineare Reaktionen durchführen.

Diese Erklärung kann auch für das Verhalten der nichtlinearen Formu-
lierung (Abbildung 5.29) gegeben werden, die trotz identischer Parameter
deutlich von der lokalen Simulation abweicht. Darüber hinaus muss für ei-
ne stabile Dichteevolution in der nichtlokalen Formulierung der Dichteverlust
durch Annihilationseffekte, oder Versetzungstransport mit der Dichteprodukti-
on im Gleichgewicht stehen. Wird innerhalb eines Mittelungsvolumens nicht
ausreichend mobile Versetzungsdichte produziert (durch Multiplikationsmecha-
nismen, Expansion generierter Versetzungen, oder Remobilisierung von Lomer
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Reaktionen), um den Dichteverlust zu kompensieren, ist die Dichteentwicklung
negativ. Nach einer anfänglichen Dichteproduktion ist das Systemverhalten der
nichtlokalen Simulation durch Versetzungsfluss, bzw. durch Reduktion von Ver-
setzungslinienlänge dominiert (Abbildung 5.29(b)). Dadurch ist der Einfluss der
Versetzungsmultiplikation zu gering, um eine stabil ansteigende Versetzungs-
dichte hervorzurufen. Eine Abhilfe könnte durch eine Überarbeitung der oben
genannten Annahmen geschaffen werden, insbesondere im Hinblick auf den
Dichteverlust durch Versetzungsreaktionen auf den reagierenden Gleitsystemen.

Bewertung und Vergleich mit bestehenden Ansätzen Für eine Be-
wertung des Zusammenspiels der berücksichtigten Versetzungsmechanismen
bestehend aus gleitfähigen, Lomer, kollinearen Reaktionen und Quergleiten
kann über die bereits in Kapitel 6.3.2 und 6.3.3 getroffene Schlussfolgerun-
gen hinausgehend folgendes festgehalten werden: Die Berücksichtigung der
gleitsystemübergreifenden Versetzungsmechanismen erweitert den bestehenden
gleitsystembasierten Ansatz um dreidimensionale Aspekte von Versetzungsnetz-
werken. Als zentraler Mechanismus kann das Zusammenspiel mehrerer Gleit-
systeme identifiziert werden, welches einerseits neue Versetzungen generiert,
andererseits aber auch deren unbegrenzte Ausbreitung unterbinden kann. Diese
Gleitsystemkopplung kann als der wichtigste Fortschritt des Modells gegenüber
bestehenden Kontinuumsmodellen, die die Plastizität rein gleitsystemgebun-
den betrachten, festgehalten werden, z.B. [Kubin et al., 2008a, Li et al., 2014,
Ma und Roters, 2004]. Das in dieser Arbeit präsentierte und diskutierte Modell
trennt die gleitsystemgebundene Abscherung, also der Mechanismus, der plas-
tische Verformung verursacht, von gleitsystemübergreifenden Mechanismen,
die die Rate dieser Abscherung verändern. Die Mobilität des Versetzungsnetz-
werks wird zudem durch eine Streuung von Versetzungsabständen beschrieben,
wie sie aus diskreten Versetzungsdynamiksimulationen [Stricker et al., 2018]
hervorgehen. Dadurch wird die Bedeutung des mittleren Versetzungsabstands
als beschreibende Variable abgeschwächt und durch einen Spannungsbereich
ersetzt, der die Stärke des Versetzungsnetzwerks beschreibt.
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Die Stärke des Versetzungsnetzwerks wird im Wesentlichen durch die Lomer
Reaktion als explizit formulierte Versetzungsreaktion getragen. Die Kopplung
von Versetzungslinien auf verschiedenen Gleitsystemen durch die verbleibenden
gleitsystemübergreifenden Mechanismen wird nur in Form eines Interaktions-
spannungsterms berücksichtigt. Die Formulierung ist daher stark auf Lomer
Reaktionen fokussiert und könnte durch eine kinematische Formulierung gekop-
pelter Versetzungssegmente ergänzt werden. Die Untersuchung in Kapitel 5.2 -
5.4 wird mit dem Ziel verfolgt, das in der Kontinuumstheorie umgesetzte Modell
mit Beobachtungen von gleitsystemübergreifenden Mechanismen in der diskre-
ten Versetzungsdynamik abzugleichen. Der Vergleich in Kapitel 5.2.3 und 5.4.2
erfolgt in einer idealisierten, hochsymmetrischen Kristallorientierung. Die un-
tersuchten Systeme sind als Modellsysteme zu verstehen, die auf eine möglichst
homogene und gleichförmige Versetzungsevolution auf aktiven Gleitsystemen
ausgelegt sind. Versetzungsmechanismen, die in der Einfachgleitphase der Ein-
kristallverformung (Stufe I) eine Rolle spielen, wie z.B. Dipolbildung und die
Annihilation von Schraubenversetzungen, wurden in dieser Arbeit nicht explizit
betrachtet. Zur Beschreibung dieser Mechanismen erscheint eine erweiterte
Betrachtung von Stufen- und Schraubenversetzungen in SSD-Konfigurationen
als notwendig, wie z.B. in [Monavari et al., 2016] beschrieben. Dies ist durch
die hier verwendete kinematische Formulierung nach Gleichung (2.25) nicht ge-
geben. Reale Verformungsvorgänge sind zudem oftmals instabil, wodurch auch
in hochsymmetrischen Kristallorientierungen selten alle Gleitsysteme gleichzei-
tig am gleichen Ort aktiv sind [Kocks und Mecking, 2003, Madec et al., 2003].
Diesbezüglich zeigt die Untersuchung in Kapitel 5.1.2, dass die Versetzungsin-
teraktion über Spannungsterme eine physikalisch nachvollziehbare Abbildung
der mittleren Dichteevolution in nicht hochsymmetrischen Kristallorientierun-
gen erlaubt. In Experimenten und in diskreten Versetzungsdynamiksimulationen
wird allerdings die Bildung von Zellstrukturen beobachtet, welche die Ver-
setzungsmikrostruktur in der Stufe II der Einkristallverformung auszeichnet
[Basinski und Basinski, 1979, Kocks und Mecking, 2003, Madec et al., 2002,
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Pande und Hazzledine, 1971b]. Die Untersuchung solcher heterogener Struktu-
ren auf der Ebene der Kontinuumstheorie ist Gegenstand aktueller Forschung,
z.B. in [Groma et al., 2016, Wu et al., 2018], steht allerdings nicht im Fokus
der vorliegenden Arbeit. In diesem Sinne sind die Untersuchungen in dieser
Arbeit als Modellversuche zu sehen, die Formulierungen für die Übertragung
gleitsystemübergeifender Versetzungsmechanismen in eine Kontinuumstheorie
präsentieren. Die Kontinuumsbeschreibung erhebt aber keinen Anspruch auf
eine vollständigen Abbildung des Mikrostrukturverhaltens in der Stufe II der
Einkristallverformung.

6.4. Versetzungsnetzwerke im
Übergangsbereich zwischen lokaler
und nichtlokaler Formulierung

Eines der zentralen Erkenntnisse aus [Stricker et al., 2018] ist die Tatsache, dass
sich Versetzungen nach ihrer Generierung nur begrenzt ausbreiten bevor sie
an weiteren Reaktionen oder Quergleitmechanismen beteiligt sind. Die ein-
zelnen Multiplikationsereignisse, wie auch die Ausbreitung der generierten
Versetzungen sind lokale Phänomene. Dennoch kann eine einzelne Versetzung
mehrere Reaktionen auslösen, wodurch eine Kaskade an Versetzungsreaktio-
nen stattfindet, die sich über weite Teile des Systems erstrecken kann. Die
beobachteten Mechanismen beschreiben daher einerseits zeitlich begrenzte und
örtlich lokalisierte Ereignisse, die andererseits aber nichtlokale Auswirkungen
haben können. Zudem werden mehrere Gleitsysteme miteinander verbunden.
Der Transport von Versetzungslinien über große Teile des Systems kommt daher
nicht maßgeblich durch individuelle Mobilität zustande, sondern ist vielmehr
durch die kollektive Interaktion und Reaktion der Versetzungen bedingt.
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Der Mechanismus des Versetzungstransports in Netzwerken unterscheidet sich
konzeptionell von der Art und Weise, wie Versetzungstransport in versetzungs-
basierten Kontinuumstheorien üblicherweise beschrieben und verstanden wird.
Insbesondere die kinematische Formulierung der CDD ist von der Idee getragen,
dass Versetzungstransport durch die Bewegung individueller Versetzungslini-
en über weite Teile des Systems stattfindet, siehe Kapitel 2.3 und 3.1. Der
konzeptionelle Widerspruch zwischen der gleitsystembasierten Beschreibung
des Versetzungstransports und den kaskadenartigen Effekten in Versetzungs-
netzwerken konnte in der vorliegenden Arbeit durch eine Modellierung von
gleitsystemübergreifenden Versetzungsmechanismen zum Teil aufgelöst werden.
Die berücksichtigten Versetzungsreaktionen und das Quergleiten modifizieren
die Versetzungskonfiguration im gegebenen Zeitschritt, verändern aber nicht
die zugrundeliegende Konzeption des Versetzungstransports.
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(a) Aufteilung der Versetzungsdichten, lokale
Formulierung (aus Abbildung 5.26(b)).
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(b) Aufteilung der Versetzungsdichten, nichtlo-
kale Formulierung (aus Abbildung 5.29(a)).

Abbildung 6.4.: Aufteilung der Versetzungsdichten je Gleitsystem mit der lokalen Formulierung aus
Abbildung 5.26(b) für aktive und inaktive Gleitsysteme (a) und mit der nichtlokalen
Formulierung aus Abbildung 5.29(a) mit Kurven für die totale Versetzungsdichte
auf aktiven und inaktiven Gleitsystemen (b).

Abbildung 6.4 zeigt die Aufteilung der Versetzungsdichten für die lokale For-
mulierung aus Abbildung 5.26(b) und für die nichtlokale Formulierung aus
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6.4. Versetzungsnetzwerke im nichtlokal - lokal Übergangsbereich

Abbildung 5.29(a) (ergänzt um Kurven für die totale Versetzungsdichte). Die
zusammenfassende Betrachtung der Ergebnisse der lokalen Formulierung (Ab-
bildung 6.4(a)), der nichtlokalen Formulierung (Abbildung 6.4(b)) und der
Beobachtungen aus [Stricker et al., 2018] eröffnet die Frage, unter welchen
Bedingungen der Versetzungstransport in einer Beschreibung der Mobilität
von Versetzungsnetzwerken durch einen Flussterms für die Versetzungsdichte
beschrieben werden muss. Der in der diskreten Simulation beobachtete Anstieg
der Versetzungsdichte kann zwar durch das Kontinuumsmodell in der lokalen
Formulierung im Mittel sehr genau abgebildet werden (Abbildung 5.26), es
findet allerdings kein Versetzungstransport über Elementgrenzen hinweg statt.
Die zugrundeliegenden physikalischen Mechanismen werden zwar durch Ver-
setzungsbewegung hervorgerufen, diese Versetzungsbewegung wird aber nume-
risch nicht in Form eines Versetzungstransports über Elementgrenzen abgebildet.
Der Einfluss von Versetzungskaskaden auf das Systemverhalten beschränkt sich
in der lokalen Formulierung daher auf die gemittelte Versetzungsdichte und das
gleichförmige Zusammenspiel aus Multiplikation und Stabilisierung (Abbildung
6.4(a), bzw. 6.3(a)). Die Generierung einer neuen Versetzung aufgrund Multipli-
kationsmechanismen geschieht in der Formulierung des Kontinuumsmodells
nur innerhalb des betreffenden Volumenelements ohne Berücksichtigung der
Abmessungen der generierten Versetzung. Diese Annahme kann als vernünftig
gelten, solange die Abmessungen des Mittelungsvolumens größer sind, als der
mittlere Versetzungsabstand. Dennoch kann auch unter dieser Bedingung davon
ausgegangen werden, dass Versetzungen, die z.B. nahe den Elementgrenzen
generiert werden, in anliegende Elemente transportiert und dort an weiteren
Reaktionen beteiligt werden. Es ist denkbar, dass eine nichtlokale Auswirkung
der Reaktionskaskaden auch durch eine geometrische Abschätzung abgebildet
werden kann, die die lokalen Abmessungen der generierten Versetzungen mit
den Abmessungen des Volumenelements ins Verhältnis setzt. Abbildung 6.5
zeigt in einer vereinfachenden Visualisierung die Abmessung L einer an einer
zufällig gewählten Position innerhalb des zentralen Volumenelement generierten
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6 Diskussion

Versetzung im Verhältnis zu der Kantenlänge h des quadratischen Volumenele-
ments (a und d). Die Homogenisierung des Multiplikationsmechanismus in der
lokalen und in der nichtlokalen Formulierung des Kontinuumsmodells nach
Kapitel 4 beeinflusst nur das eigene Volumenelement ohne Berücksichtigung
der Diskretisierung (b und e). Durch die Annahme einer Proportionalität zum
mittleren Versetzungsabstand als Skalierung für die Abmessung der generier-
ten Versetzungen, könnte bereits die Generierung von Versetzungsdichte in
mehreren angrenzenden Volumenelementen erfolgen (c und f). Die Multiplikati-
onsmechanismen sind damit nicht auf ein Volumenelement begrenzt, sondern
erhöhen je nach Verhältnis zwischen örtlicher Diskretisierung und mittlerem
Versetzungsabstand die Versetzungsdichte in angrenzenden Volumenelementen.
Eine solche vereinfachte Beschreibung würde einen Versetzungstransport über
Grenzen des eigenen Volumenelements hinaus ohne eine numerisch und rechne-
risch aufwändige Formulierung des Versetzungsflusses entsprechend Gleichung
(2.25) berücksichtigen.

Für die Beantwortung der Frage hinsichtlich der Notwendigkeit eines Fluss-
terms in den Evolutionsgleichungen der Versetzungsdichte ist eine genauere
Untersuchung des Versetzungstransports in der Evolution von Versetzungs-
netzwerken notwendig. Insbesondere ist es denkbar, dass der Transport von
Versetzungen über weite Teile des Systems für die Bildung von Zellstrukturen
deutlich relevanter ist, als in den hier untersuchten Systemen. Diese Frage kann
allerdings auf der Ebene der Kontinuumstheorie, d.h. auf der Modellierungsebe-

ne, nicht beantwortet werden, sondern erfordern Untersuchungen auf der Ebene
der diskreten Versetzungen.
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L

h

(a) Innerhalb des
zentralen Element
an einer zufälligen
Position generierten
Versetzung, 2L> h.

(b) Homogeni-
sierung ohne
Versetzungstrans-
port, 2L > h.

(c) Homoge-
nisierung mit
Versetzungstrans-
port, 2L > h.

L

h

(d) Innerhalb des
zentralen Element
an einer zufälligen
Position generierten
Versetzung, 2L< h.

(e) Homogeni-
sierung ohne
Versetzungstrans-
port, 2L < h.

(f) Homoge-
nisierung mit
Versetzungstrans-
port, 2L < h.

Abbildung 6.5.: Visualisierung der Abmessung L einer an einer zufällig gewählten Position in-
nerhalb des zentralen Volumenelements durch einen Multiplikationsmechanismus
generierten Versetzung (vereinfachend kreisförmig dargestellt) im Verhältnis zu
der Diskretisierung des Systems, beschrieben durch die Kantenlänge h der (quadra-
tischen) Volumenelemente für 2L> h (a) und 2L< h (d). Homogenisierung einer
Verteilung aus an zufälliger Position generierten Versetzungen ohne (b und e) und
mit Berücksichtigung der Diskretisierung des Systems für 2L> h (c) und 2L< h
(f).
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7. Zusammenfassung
und Ausblick

Auf Basis konkreter Beobachtungen in diskreten Versetzungsdynamiksimulatio-
nen und Beschreibungen der Mikrostruktur, die durch experimentelle Untersu-
chungen erlangt wurde, konnte in dieser Arbeit eine Kontinuumsformulierung
der Versetzungsmobilität in Versetzungsnetzwerken entwickelt werden. Die
Verfestigung ergibt sich dadurch aus der Bildung von Versetzungsnetzwerken,
deren Evolution wiederum in einem Zusammenspiel aus gleitsystemgebundener
Versetzungsbewegung, Versetzungsinteraktion über Spannungsterme und der
homogenisierten Beschreibung von Versetzungsreaktionen begründet ist.

Die Beschreibung der Bewegung gekrümmter Versetzungslinien über Kon-
tinuumsvariablen impliziert durch die kinematische Formulierung eine Erhö-
hung der abgescherten Fläche der Versetzung unter Verlängerung ihrer Umran-
dung, d.h. der Linienlänge der Versetzung. Die daraus folgende Rate der plas-
tischen Abscherung je Gleitsystem kann durch Versetzungsinteraktionen über
Spannungsterme modifiziert werden. Die Abbildung kurzreichweitiger Interak-
tionen innerhalb eines Mittelungsvolumens über Interaktionsspannungsterme
skaliert die lokale Fließspannung mit der Versetzungsdichte auf allen Gleitsys-
temen. Die Berücksichtigung der Stärke der individuellen Gleitsystempaarung
erlaubt dabei eine Konzentration der Verformung auf dominanten Gleitsystemen,
was vergleichbar ist mit Beobachtungen in der diskreten Versetzungsdynamik.
Insbesondere in der kollinearen Gleitsystempaarung erfolgt in Konfigurationen
mit heterogener Spannungs-, oder Versetzungsdichteverteilung eine Unterbin-
dung der simultanen Gleitsystemaktivierung. Diese Spannungsterme dienen
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7 Zusammenfassung und Ausblick

somit der Formulierung von Mobilitätsgesetzen für die gleitsystembasierte
Versetzungsbewegung.

Die Motivation für die Entwicklung einer Kontinuumsbeschreibung der
Versetzungsmobilität in Netzwerken bestand in der Homogenisierung von Ver-
setzungsreaktionen im Zuge des Übergangs zu einer Formulierung, die schnei-
dende Gleitsysteme beinhaltet. Zudem stellen Beobachtungen in diskreten Ver-
setzungsdynamiksimulationen und experimentellen Untersuchungen die Kon-
zeption bestehender gleitsystembasierter Kontinuumstheorien insbesondere im
Hinblick auf Versetzungsmultiplikation in Frage. Aus diesem Grund wurde
eine Kontinuumsbeschreibung entwickelt, die gleitfähige, Lomer, kollineare
Reaktionen und Quergleiten im Form von Quell und Senktermen für mobile
Versetzungsdichte auf Basis einer Gleitsystemkopplung abbildet. Der zentrale
Mechanismus ist dabei das Zusammenspiel mehrerer Gleitsysteme, welcher
einerseits neue Versetzungen generiert (Versetzungsmultiplikation), andererseits
aber auch deren unbegrenzte Ausbreitung unterbinden kann (Stabilisierung
von Versetzungsbewegung). Die Untersuchung des Aspekts der Versetzuns-
gmultiplikation durch Quergleiten und gleitfähige Reaktionen ergibt, dass die
Generierung neuer Versetzungen durch das Zusammenspiel mehrerer Gleitsys-
teme, sowie die resultierende Erhöhung der Versetzungsdichte auf inaktiven
Gleitsystemen im Einklang mit Beobachtungen in der diskreten Versetzungsdy-
namik stehen. Die Stabilisierung der Versetzungsbewegung wird insbesondere
durch die Umwandlung mobiler Versetzungsdichte in Netzwerkversetzungsdich-
te erreicht. Letztere besteht aus Lomer Reaktionen und von Lomer Reaktionen
stabilisierten Versetzungen. Die Mobilität des entstehenden Versetzungsnetz-
werks ist durch eine Stärkenverteilung der Lomer Reaktionen gekennzeichnet.
Dadurch wird eine lokale Fließspannung beschrieben, die über einen definierten
Bereich verteilt wird und mit der Versetzungsdichte skaliert. Die Untersuchun-
gen in vereinfachten Konfigurationen zeigen entsprechend der Beobachtung
in der diskreten Versetzungsdynamik die Reproduktion eines Versetzungsnetz-
werks, das sich stetig verdichtet, aber dennoch variierende Versetzungsabstände
aufweist. Die gleitfähigen, Lomer, kollinearen Reaktionen sowie Quergleiten
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7 Zusammenfassung und Ausblick

zeigen unter Vernachlässigung des Versetzungstransports über Elementgrenzen
ein stabiles Zusammenspiel zwischen Versetzungsmultiplikation und den stabili-
sierenden Mechanismen. Allerdings wird deutlich, dass einige Modellannahmen
zur Begrenzung der Versetzungsausbreitung ein oberes Limit beschreiben, das
nicht generell zutreffend ist. Dies äußert sich zum einen in einem deutlichen
Einfluss des Reaktionsparameters, der die Reaktionsrate mit der entstehenden
Versetzungsdichte, d.h. Länge der entstehenden Reaktion, skaliert und zum
anderen in einem gänzlich unterschiedlichen Verlauf der Versetzungsdichte mit
und ohne Berücksichtigung des Versetzungstransports über Elementgrenzen.

Insbesondere in Bezug auf das Modellverhalten in nichtlokalen Kontinu-
umsformulierungen können weitere Arbeiten abgeleitet werden. Das in dieser
Arbeit entwickelte Kontinuumsmodell zeigt grundsätzliche Übereinstimmung
mit Beobachtungen in diskreten Simulationen. Es bietet sich allerdings an, die
Wahl einiger Modellparameter durch geometrische Überlegungen zu überprüfen,
oder gar die Parameter selbst durch kinematische Beschreibungen zu ersetzen.
Insbesondere bietet sich hierfür eine kinematische Formulierung von Verset-
zungssegmenten an, die über Gleitsysteme gekoppelt sind. Als vorbereitende
Arbeit sollte der Einfluss des Versetzungstransports auf die Evolution von Verset-
zungsnetzwerken in der diskreten Versetzungsdynamik näher untersucht werden.
Da sich die Formulierung in dieser Arbeit auf Mehrfachgleiten beschränkt, könn-
te weiterhin eine explizite Berücksichtigung von Versetzungsmechanismen, die
in der Einfachgleitung relevant werden, wie z.B. Dipolbildung und Annihilation
von Schraubenversetzungen, eine umfassendere Kontinuumsbeschreibung der
Einkristallverformung bieten.
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Anhang





A. Versetzungsinteraktion
in phänomenologischen
Modellen

Eine Produktion von Versetzungsdichte entsprechend einer gleitsystembasierten
Anwendung der Theorie von Kocks und Mecking (siehe [Kocks und Mecking,
2003, Mecking und Kocks, 1981]) kann in einer Kontinuumstheorie durch die
Verwendung eines Produktionsterms nach Gleichung (2.14) erfolgen. Unter
Vernachlässigung der Krümmungsdichte aus Gründen der Verdeutlichung ergibt
sich die Evolutionsgleichung der Versetzungsdichte zu

∂tρ
ξ =−∇ · (vξ κ

ξ

⊥)+Cvξ
ρ

ξ

√√√√ N

∑
ξ=1

ρξ mit κ
ξ

⊥ = κξ ×mξ

∂tκ
ξ = ∇× (ρξvξmξ )

(A.1)

mit der Anzahl der Gleitsysteme N unter Verwendung von Gleichung (2.14).
Die Produktion von Versetzungsdichte in dieser Formulierung ist daher pro-
portional zur Versetzungsgeschwindigkeit vξ und der Versetzungsdichte ρξ

des eigenen Gleitsystems. Dies ist konzeptionell vergleichbar mit Ansätzen in
der Literatur [Kubin et al., 2008a,b, Li et al., 2014, Monavari und Zaiser, 2018,
Reuber et al., 2014, Roters et al., 2019].

Abbildung A.1 zeigt den Verlauf der Versetzungsdichte je Gleitsystem für
eine Anwendung von Gleichung (A.1) mit C = 0.2 in der in Kapitel 5.2.3
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Abbildung A.1.: Verlauf der Versetzungsdichte je Gleitsystem (GS) mit einem phänomenomenolo-
gischen Modell nach Kocks und Mecking [Kocks und Mecking, 2003] für das in
Abbildung 5.11 System im Vergleich zu diskreten Versetzungsdynamiksimulatio-
nen (DDD) aus [Stricker et al., 2018].

beschriebenen Systemkonfiguration. Auf den inaktiven Gleitsystemen gilt daher
auch hier vξ = 0. Die Versetzungsdichte der Kontinuumssimulation zeigt auf
den aktiven Gleitsystemen bis zu einer Dehnung von etwa 0.4% einen nahezu
linearen Anstieg, der relativ gut mit dem Dichteanstieg der diskreten Simulation
übereinstimmt. Nach etwa 0.4% Dehnung zeigt sich allerdings eine deutliche
Überschätzung des Dichteanstiegs auf den aktiven Gleitsystemen. Auf den
inaktiven Gleitsystemen ist hingegen keine Versetzungsevolution zu beobachten,
während die diskrete Simulation einen deutlichen Dichteanstieg vorhersagt.

158



B. Weitere Untersuchungen
zu Einflüssen auf
Versetzungsmultiplikation

B.1. Einfluss der Anfangsbedingungen
auf Versetzungsmultiplikation

Um den Einfluss der Versetzungskonfiguration im Ausganzustand auf das Ver-
halten der Versetzungsmultiplikation zu untersuchen, wird eine initiale Verset-
zungskonfiguration bestehend aus Versetzungen mit einem Radius von 1 µm
gewählt. Es wird angenommen, dass alle Versetzungen den gleichen Liniensinn
haben, woraus im Gegensatz zu Kapitel 5.2 eine initiale Krümmungsdichte von
qξ = ρξ/(1µm) resultiert. Direkt nach Überschreiten der Fließgrenze findet
deshalb die in Kapitel 3.1 beschriebene Versetzungsexpansion statt. Analog
zu der in Abbildung 5.13 gezeigten Simulation werden gleitfähige Reaktionen
und Quergleiten kombiniert. Der Verlauf der Versetzungsdichte je Gleitsystem,
sowie die totale Versetzungsdichte und die Anzahl generierter Versetzungen sind
im Vergleich zu diskreten Versetzungsdynamiksimulationen in Abbildung B.1
dargestellt. Aufgrund der positiven Krümmungsdichte im Ausgangszustand zeit
sich ein kontinuierlicher Anstieg der Versetzungsdichte nach überschreiten der
Fließspannung, der zu Beginn der Simulation mit den diskreten Simulationen
im Mittel übereinstimmt. Nach einer Dehnung von 0.4% ist eine Überschätzung
des Dichteanstiegs durch die CDD Simulation auf aktiven und auf inaktiven
Gleitsystemen zu beobachten, wie in Abbildung B.1(a) dargestellt. Auch die
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B Weitere Untersuchungen zu Einflüssen auf Versetzungsmultiplikation

totale Versetzungsdichte zeigt in der CDD Simulation einen kontinuierlichen
Anstieg, der mit dem Anstieg der Anzahl generierter Versetzungen korreliert
(Abbildung B.1(b)). Analog zur Messung der Versetzungsdichte je Gleitsysteme
ist nach einer Dehnung von 0.4% eine Überschätzung des Dichteanstiegs im
Vergleich zu den diskreten Versetzungsdynamiksimulationen zu beobachten.
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(b) Totale Versetzungsdichte und Anzahl gene-
rierter Versetzungen.

Abbildung B.1.: Wie Abbildung 5.13, aber mit einer Krümmungsdichte von qξ = ρξ /(1 µm) im
Ausgangszustand, was Versetzungen mit einem Radius von 1 µm repräsentiert.

B.2. Einfluss der Reaktionsparameter
der gleitfähigen Reaktion auf
Versetzungsmultiplikation

Dieses Kapitel dient der Untersuchung des Dichteverlustes durch die Wahl der
Parameter in dem Modell der gleitfähigen Reaktion. Das Modell ist in Kapitel
3.3 und 4.2.1 beschrieben und enthält eine Reduktion der Versetzungsdichte auf
den reagierenden Gleitsystemen (Gleichung 3.6). Durch eine Einführung eines
Parameters Cred kann die Reduktion der Versetzungsdichte auf den reagierenden
Gleitsystemen ξ r′ und ξ r′′ mit der Versetzungsdichte, die durch die gleitfähige
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B.2. Einfluss der Reaktionsparameter der gleitfähigen Reaktion

Reaktion erzeugt wird, skaliert werden. Dadurch erweitert sich Gleichung (3.6)
zu

∂tρ
ξ

reakt =−Cred∂tρreakt mit ξ = r′,r′′. (B.1)

Wenn für die Wahl der Parameter Cnetz in Gleichung (4.2) und Cred die Bedin-
gung Cred >

π

4 Cnetz gilt, führt der Prozess der gleitfähigen Reaktion zu einer
Reduktion von Versetzungsdichte, die durch Expansion der generierten Ver-
setzungen überwunden werden muss. Im Gegensatz zu den in Kapitel 5.2.3
gezeigten Ergebnissen, werden hier deshalb die Parameter zu Cred =

π

4 Cnetz mit
Cnetz = 1 gewählt. Für diesen Grenzfall hebt sich die Dichtereduzierung und
Dichteproduktion durch die Kombination der Gleichungen (3.6) und (4.2) auf,
so dass es keine Gesamtänderung der Versetzungsdichte durch die Reaktion gibt.
Die Konfiguration der Simulation wird wie in Kapitel 5.2.3 beschrieben unter
Berücksichtigung von Quergleiten und gleitfähigen Reaktionen verwendet. Für
die Skalierung der Produktion von Versetzungsdichte wird der Parameter Cgleit

in Gleichung (3.5) zu Cgleit = 0.032 gewählt. Dies ermöglicht einen Anstieg der
Versetzungsdichte je Gleitsystem im Bereich der diskreten Versetzungsdynamik-
simulationen, wie in Abbildung B.2 gezeigt. Wie in Abbildung 5.13(a) ist zu
Beginn der Simulation eine leichte Reduktion der Versetzungsdichte auf aktiven
Gleitsystemen zu beobachten. Weiterhin wird der Anstieg der Versetzungsdichte
nach einer Dehnung von 0.4% überschätzt.
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Abbildung B.2.: Wie in Abbildung 5.13(a), aber mit Cgleit = 0.032 und Cred =
π

4 , siehe Gleichung
(B.1).

161



B Weitere Untersuchungen zu Einflüssen auf Versetzungsmultiplikation

Um den Beitrag des Prozesses der gleitfähigen Reaktion detailliert zu betrachten,
wird die gemittelte Versetzungsdichte im inneren Teil des Systems, gegeben
durch ein Volumen mit der Hälfte der Kantenlänge des Gesamtsystems, unter-
sucht. Wie im Kapitel 5.2.3 erläutert, ist die anfängliche Versetzungsdichte in
diesem Bereich relativ homogen verteilt. Die Minimierung der Auswirkungen
der Systemgrenzen dient hierbei der Untersuchung des Beitrag der Multipli-
kationsmechanismen zur Veränderung der Evolution der Versetzungsdichte.
Der Vergleich der Dichteentwicklung für die beiden Parameter (gemäß Abbil-
dung B.2 und Abbindung 5.13(a)) bis zu einer Dehnung von 0.1% ist in der
Tabelle B.1 enthalten. Es ist zu sehen, dass für die Parameter in Abbildung B.2

Dehnung [%]
Mittlere Versetzungsdichte [1/µm2]

Cgleit = 0.032, Cred = π/4 Cgleit = 0.064, Cred = 1
aktive GS inaktive GS aktive GS inaktive GS

0 1.60 1.60 1.60 1.60
0.02 1.60 1.60 1.60 1.60
0.04 1.60 1.61 1.58 1.60
0.06 1.65 1.63 1.62 1.60
0.08 1.80 1.66 1.82 1.61
0.1 1.97 1.69 2.04 1.63

Tabelle B.1.: Evolution der Versetzungsdichte auf aktiven und inaktiven Gleitsystemen gemittelt
über ein Volumen mit der Hälfte der Kantenlänge des Gesamtsystems bis zu einer Deh-
nung von 0.1%. Vergleich zwei verschiedener Parametersätze Cgleit = 0.032,Cred =

π

4
(Abbildung B.2) and Cgleit = 0.064,Cred = 1 (Abbildung 5.13(a)).

die Versetzungsdichte im ausgewerteten Volumen auf aktiven und inaktiven
Gleitsystemen stabil bleibt, bis aufgrund der Multiplikationsmechanismen ein
Dichteanstieg beobachtet wird. Für die Paramter in Abbildung 5.13(a) wird auf
aktiven Gleitsystemen vor dem Anstieg ein minimaler Abfall der Versetzungs-
dichte beobachtet.
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B.2. Einfluss der Reaktionsparameter der gleitfähigen Reaktion

Für die weitere Analyse des in Abbildung B.2 beobachteten Dichteabfalls
kann die Versetzungsdichte, die das Simulationsvolumen verlässt, durch eine
Messung des Versetzungsflusses durch die Außenflächen des Systems auf allen
Gleitsystemen bewertet werden. Die Versetzungsdichte, die das System verlässt,
beträgt 0.22×1012 1/m2 bis zu einer Dehnung von 0.1%. Dies bestätigt, dass
der Dichteabfall durch den Einfluss der Systemgrenzen auf den Versetzungsfluss
verursacht wird.
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C. Einfluss der
Interaktionsspannung
auf die Evolution von
Versetzungsnetzwerken

Die Interaktionsspannungsterme nach Gleichung (2.2) und (2.3) wirken in der
Formulierung des Mobilitätsgesetzes (Gleichung 2.29) als lokale Fließspannung,
die Versetzungsinteraktionen zwischen Gleitsystemen berücksichtigt. Da die
Modellierung der Netzwerkmobilität in Kapitel 4.3 mit der kritischen Spannung
zur Re-Mobilisierung von Lomer Reaktionen (Gleichung 4.19) bereits eine loka-
le Fließspannung enthält, ersetzt dieser Mechanismus den Lomer-Koeffizienten
in der Interaktionsmatrix aξ ζ . Die Hinderniswirkung existierender Lomer Re-
aktionen auf die Evolution mobiler Versetzungen wird über eine als τ

ξ

cr,lomer

bezeichnete Interaktionsspannung berücksichtigt, welche die Dichte der Lomer
Reaktionen ρ

ξ

lomer auf allen Gleitsystemen enthält (Gleichung 4.24). Zusätzlich
dazu kann die Interaktionsmatrix aξ ζ über einen Interaktionsspannungsterm
nach Gleichung (4.25) berücksichtigt werden (als τ

ξ

cr,mat bezeichnet). Dieser
Spannungsterm basiert auf der Formulierung nach [Franciosi et al., 1980], be-
rücksichtigt aber die Hinderniswirkung existierender Lomer Reaktionen analog
zu τ

ξ

cr,lomer. Die Interaktionsmatrix aξ ζ reproduziert in diesem Fall die ver-
festigende Wirkung der kinematischen Kopplung der Versetzungslinien auf
der jeweiligen Gleitsystempaarung, welche durch die Versetzungsreaktionen
verursacht ist.

165



C Einfluss der Interaktionsspannung auf die Evolution von Versetzungsnetzwerken

Im Folgenden wird der Einfluss der Interaktionsmatrix in den Interaktionsspan-
nungstermen τ

ξ

cr,lomer und τ
ξ

cr,mat untersucht. Hierfür wird die in Kapitel 5.4.2
beschriebene Systemkonfiguration verwendet, wobei zur Vereinfachung die
Flussterme des Gleichungssystems (4.23) vernachlässigt werden. Abbildung
C.1(a) zeigt den Verlauf der Versetzungsdichte je Gleitsystem mit und ohne
Formulierung der Interaktionsmatrix (τξ

cr,mat, bzw. τ
ξ

cr,lomer) im Vergleich zu
einem Mittel von 10 statistisch äquivalenten diskreten Versetzungsdynamiksi-
mulationen.
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Abbildung C.1.: Versetzungsdichte je Gleitsystem mit einer Interaktionsspannung nach Gleichung
(4.24) und nach Gleichung (4.25) im Vergleich zu einem Mittel von 10 statistisch
äquivalenten diskreten Versetzungsdynamiksimulationen [Stricker et al., 2018]
für aktive und inaktive Gleitsysteme (a), sowie die entsprechenden Spannungs-
Dehnungs Kurven im Vergleich zu einer diskreten Versetzungsdynamiksimulation
(b).

Es ist zu sehen, dass die Verläufe der Versetzungsdichten für beide Formu-
lierungen der Interaktionsspannung nicht signifikant voneinander abweichen.
Allerdings zeigen sich Unterschiede im Verlauf der Spannungs-Dehnungs Kur-
ve, wie in Abbildung C.1(b) dargestellt. Die Spannungs-Dehnungs-Kurve mit
der vereinfachten Interaktionsspannung, die nur Lomer Reaktionen berücksich-
tigt (τξ

cr,lomer) verläuft deutlich unterhalb der Kurve mit zusätzlicher Berück-

sichtigung der Interaktionsmatrix (τξ

cr,mat). Zudem ist mit τ
ξ

cr,lomer eine leichte
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Entfestigung zu beobachten. Beide Kurven verlaufen allerdings unterhalb der
Spannungs-Dehnungs-Kurve der diskreten Versetzungsdynamiksimulation.
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