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Geleitwort

Die Aufnahme eines Fachstudiengangs Mathematik bzw. eines Lehramtsstu-
diengangs Mathematik mit vergleichbaren Fachlehrveranstaltungen ist für viele
Studienanfänger:innen mit großen und für sie neuen Herausforderungen beim
Lernen von Mathematik verbunden. Der größere Teil der Studierenden beendet
das Mathematikstudium erfolglos, sei es durch Abbruch des Studiums oder den
Wechsel des Studienfachs. Zu den Herausforderungen zählen zunächst fachli-
che Aspekte im engeren Sinne, wie die stärkere Formalisierung und Präzisierung
der Begriffe, das Streben nach möglichst allgemeinen Begriffen, der strengere
Theorieaufbau, die größere Relevanz sicheren und verständigen kalkülhaften sym-
bolischen Arbeitens, die große stoffliche Dichte sowie insgesamt eine größere
Komplexität der Begriffsnetze, Betrachtungen und Übungsaufgaben. Darüber hin-
aus spielen überfachliche Aspekte, die zum Teil auch als fachliche Aspekte im
weiteren Sinne verstanden werden können, ebenfalls eine wichtige Rolle; hierzu
zählen die Selbstregulation (u. a. mit der Aufrechterhaltung der Motivation)
bei den im Vergleich zur Schule erheblich längeren Phasen der Vorlesungs-
nachbereitung und der Übungsaufgabenbearbeitung, die Entwicklung geeigneter
fachspezifischer Lernstrategien sowie die Reflexion über häufig nur implizit
vermittelte fachliche Methoden und Problemlösestrategien.

Der Bearbeitung von Übungsaufgaben wird dabei sowohl aus Sicht der Leh-
renden als auch aus Sicht der Lernenden die entscheidende Rolle für den
Lernerfolg innerhalb der Lehrveranstaltung zugeschrieben. Hier hat Thomas Sten-
zel mit Blick auf die stoffliche Dichte in der Studieneingangsphase überzeugend
herausgearbeitet, dass Übungsaufgaben aus Sicht der Lernenden grundsätz-
lich Probleme (im Sinne des Problemlösens) darstellen. Daher liegt es nahe,
die Prozesse der Aufgabenbearbeitung aus Sicht der Problemlöseforschung zu
untersuchen und zu unterstützen. Insbesondere bei der Entwicklung geeigneter
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VI Geleitwort

Problemlösestrategien werden Studienanfänger:innen heute überwiegend noch zu
wenig explizit unterstützt. In den Vorlesungen können entsprechende Reflexionen
der Dozent:innen kaum Spuren hinterlassen, da (in der klassischen Hörsaalsi-
tuation) zeitnahe aktive Aneignungshandlungen durch die Lernenden fehlen. Das
Potenzial der Betrachtungen wird dann für die Lernenden nicht subjektiv erfahr-
bar und entsprechende Reflexionen und Strategien werden dementsprechend nicht
in das eigene Repertoire integriert. Wenn dann noch die zugehörigen Übungen
tendenziell dem „Vorrechnen“ von Aufgaben gewidmet werden, ohne Fragen des
Findens von Lösungsansätzen diskursiv zu klären, bleibt vor allem dieser Teil der
Lehrveranstaltung hinter seinen Möglichkeiten zurück.

An dieser Stelle setzt die vorliegende Dissertation von Thomas Stenzel an, die
im Design-Based-Research-Ansatz sowohl praxis- als auch grundlagenorientierte
Beiträge zur mathematikdidaktischen Diskussion leistet. Der Kern der Entwick-
lungsarbeiten besteht aus der bewussten Förderung von fachtypischen Lern- und
Problemlösestrategien bei der Bearbeitung bzw. Diskussion von Übungsaufgaben
in vorlesungsbegleitenden Übungen in der Studieneingangsphase. Diese Weiter-
entwicklung der Übungen – sowohl zur Analysis I als auch zur Linearen Algebra
I – war dabei von vorneherein bewusst auf größtmögliche ökologische Validität
und Transferfähigkeit der Konzeption ausgerichtet; so wurden „herkömmliche“
Übungen durch zeitlich überschaubare Diskussionen und Reflexionen angerei-
chert. Hierdurch und durch einen üblichen Ressourceneinsatz in der Lehre wird
eine hohe Transferfähigkeit – auch hinsichtlich der Akzeptanz durch die jeweils
verantwortlichen Dozent:innen – gewährleistet.

Darüber hinaus liefert die Dissertation grundlagenorientierte Beiträge zur
Hochschuldidaktik der Mathematik (insbesondere durch die Nutzbarmachung von
Theorien und Konzepten aus der Problemlöseforschung) sowie zur Problemlö-
seforschung (durch die Ergänzung von Betrachtungen und Befunden auf dem
Niveau der Eingangsphase der Fachstudiengänge). Die vertiefte Auseinanderset-
zung mit der Theorie hat deutlich gezeigt, dass die Problemlöseforschung zuvor
noch kaum einschlägig für die Studieneingangsphase der Fachstudiengänge war.
Dies betrifft insbesondere die Bedeutung des Vorwissens bei der Bearbeitung von
Übungsaufgaben, die zuvor nicht differenziert untersucht wurde. Studien auf dem
curricularen Niveau der Sekundarstufe I ermöglichen dies zumeist nicht, weil
das Vorwissen und die erforderlichen Begriffsnetze überschaubar sind. Außer-
dem wird bei vielen Studien das erforderliche Vorwissen durch die Auswahl
der Probleme bewusst relativ (zur betrachteten Stichprobe) niedrig angesetzt;



Geleitwort VII

entsprechende Probleme sind daher nicht typisch für Aufgaben, die in stoff-
lich systematisch angelegten Lehr-Lern-Prozessen – wie Unterrichtsreihen in der
Schule oder Vorlesungen in der Universität – eingesetzt werden.

Essen
im Mai 2022

Andreas Büchter



Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschreibt die theoriebasierte Entwicklung einer semes-
terbegleitenden Maßnahme zur Förderung der Problemlösekompetenz von Stu-
dienanfängern der Fachmathematik und des gymnasialen Lehramts, sowie die
zyklische Modifikation dieser Maßnahme im Sinne der Entwicklungsforschung.
Begleitend dazu wurden, mit dem Ziel, grundlegende Erkenntnisse zum stu-
dentischen Problemlösen zu gewinnen, systematische Beobachtungen von Bear-
beitungsprozessen zu typischen Übungsaufgaben durchgeführt. Hierbei hat sich
insbesondere die Rolle des Vorwissens als entscheidender Faktor herausgestellt.

Schlüsselwörter: Problemlösen · Studieneingangsphase · Metakognition · Lern-
strategien · Hochschuldidaktik
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1Einleitung

In dieser Einleitung erzähle ich die Geschichte meiner Dissertation. Da diese
Geschichte eine persönliche ist, habe ich mir erlaubt, diese, im Gegensatz zum
Rest der vorliegenden Arbeit, aus der Ich-Perspektive zu schreiben. Auch der Stil
dieses Kapitels mag etwas prosaischer sein, als es in den anderen Abschnitten der
Fall ist.

Der Beginn des Mathematikstudiums ist für viele Studienanfänger1 schwierig.
Die Gründe dafür sind vielfältig und werden, ergänzt durch eine Zusammenfassung
aktueller hochschuldidaktischer Maßnahmen, in Abschnitt 2.1 ausführlich darge-
stellt. Letztlich läuft es aber (zumindest was die Bewertung der Studienleistung
angeht) auf die Bearbeitung von Aufgaben – zunächst von Hausaufgaben, dann,
für den Studienerfolg noch wichtiger, von Klausuraufgaben – hinaus. In den ersten
Semesternmeines Studiums hatte auch ich in diesemBereichmit einigen Schwierig-
keiten zu kämpfen. Interessanterweise legten sich trotz abstrakter werdender Inhalte
diese Schwierigkeiten aber im Laufe des Studiums. Während ich die Klausuren im
ersten Semester (Analyis I und Lineare Algebra I) noch mit Ach und Krach bestan-
den hatte (beide Noten: 4.0 – Heute weiß ich, dass ich mit zwei bestandenen Klau-
suren im ersten Versuch sicherlich schon im oberen Drittel des Jahrgangs lag), hatte
ich spätestens nach dem Vordiplom keinen Zweifel mehr daran, das Studium zu
meistern. Meine Kommilitonen – oder zumindest diejenigen, die es über die ersten
Semester hinaus geschafft hatten – waren ebenfalls nach erfolgreichem Bestehen
der Klausuren des zweiten Semesters (Analysis II und Lineare Algebra II) deutlich
entspannter. Bereits zu der Zeit reifte in mir die Erkenntnis, dass das Bearbeiten
von Aufgaben offenbar mit der Zeit trotz abstrakter werdender Inhalte (und damit

1 Zugunsten der besseren Lesbarkeit wird in der vorliegenden Arbeit das generischeMaskuli-
num verwendet, wenn das Geschlecht nicht bekannt ist oder keine Rolle spielt. Wenn es nicht
anders erwähnt wird, sind Personen jeglichen Geschlechts gemeint.

© Der/die Autor(en) 2023
T. Stenzel,Mathematisches Problemlösen in der Studieneingangsphase,
Essener Beiträge zur Mathematikdidaktik,
https://doi.org/10.1007/978-3-658-39052-5_1

1

http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1007/978-3-658-39052-5_1&domain=pdf
https://doi.org/10.1007/978-3-658-39052-5_1


2 1 Einleitung

höchstwahrscheinlich eher steigendem als fallendem Schwierigkeitsgrad) leichter
fällt, man es also durch Übung lernen kann. Leider schafften es nur wenige Kom-
militonen zu diesem Punkt.

Schon bald bekam ich die Möglichkeit, als Übungsgruppenleiter in mathe-
matischen und physikalischen Anfängervorlesungen – hauptsächlich der Analy-
sis I und II – Erfahrungen zu sammeln. Neben vielen Dingen, die zunächst nicht so
gut funktionierten, hat sich dabei eine stärkere Prozessorientierung bei der Bespre-
chung der Hausaufgaben als fruchtbar erwiesen.

Im ersten Jahr meiner Promotionszeit habe ich zunächst Vorlesung und Übung
aus mathematikdidaktischer Sicht genauer beobachtet und dabei reifte in mir die
Idee, eineMaßnahme zurVerbesserung derAnfängerveranstaltungen zu entwickeln.
Hierbei waren zwei Dinge zu beachten: Erstens sollte keine zusätzliche Präsenz-
veranstaltung geschaffen werden, da die Studierenden auf der einen Seite auch so
schon genug zu tun hatten und mir auf der anderen Seite die Selbstständigkeit und
-verantwortung der Lernenden sehr wichtig war. Zweitens hielt ich es für proble-
matisch, in die Vorlesung einzugreifen, über die sich der Dozent sicherlich einige
Gedanken gemacht hatte.

Und so fiel mein Entschluss darauf, mich systematisch der Übung zu widmen.
Aus den Beobachtungen meines ersten Promotionsjahres und den Erfahrungen
des eigenen Studiums, war mir intuitiv klar, dass es sich bei einem Großteil der
Übungsaufgaben um Probleme handelt (eine Exposition des Problembegriffs wird
in Abschnitt 2.2 gegeben). Bei ausgiebigen Literaturrecherchen wurde ich auf die
Einflussfaktoren auf das Problemlösen (die in Abschnitt 2.3 beschrieben werden)
und verschiedene Konzeptionen, vorrangig aus dem Schulkontext, die bei der För-
derung der Problemlösekompetenz behilflich sein können, aufmerksam.Besonderes
Augenmerk habe ich hierbei darauf gerichtet, wie Studierende dabei unterstützt wer-
den können, ihr eigenes Vorgehen metakognitiv zu steuern und zu reflektieren, um
so eigene Herangehensweisen (inklusive bewährter Heurismen) an das Problemlö-
sen entwickeln zu können. Die Quintessenz hieraus ist in Abschnitt 2.4 nachzulesen.
Um ehrlich zu sein, war mir zu Beginn der Maßnahme nicht alles, was dort darge-
stellt wird, bekannt, aber es tut gut, zu erfahren, dass auch Andere ähnliche Ideen
hatten wie ich und diese zum Teil sogar schon erfolgreich getestet haben.

Die Leitfragen für meine Dissertation (ausformuliert in Kapitel 3) drehen sich
also zum einen darum, wie sich diese theoriebasierten Überlegungen tatsächlich in
die Praxis der Übungsgruppen umsetzen lassen und wie sich eine solche Umsetzung
auf Faktoren wie Klausurerfolg und Anwesenheit in den Übungen auswirkt. Zum
anderen hatte ich bei meinen Recherchen vergleichsweise wenig darüber gefunden,
wie Studierende authentische Übungsaufgaben bearbeiten. Diese Forschungslücke
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soll durch die in Kapitel 5 dargestellten aufgabenbasierten Interviews und ihre Aus-
wertung ein wenig geschlossen werden.

Die Weiterentwicklung der Übungsgruppe lief in Form eines Design Research
(siehe Abschnitt 4.1) ab. Sicherlich musste ich aufgrund der Tatsache, dass die Stu-
die in der tatsächlichen Lehrpraxis der Anfängerveranstaltung angesiedelt war, mit
einigenEinschränkungen umgehen (die inAbschnitt 4.3 beschrieben sind), wodurch
die Intervention sich das Adjektiv minimalinvasiv verdient hat, sie also in den von
den Dozenten geplanten Ablauf möglichst wenig eingreift. Dies hat den Vorteil,
dass deren Umsetzbarkeit nur daran gebunden ist, ob sich jemand wie ich die Zeit
nimmt, dasGanze zu organisieren.Weitere Ressourcen sind, zusätzlich zu den ohne-
hin zur Verfügung stehenden, nicht notwendig. Eine Übertragbarkeit auf ähnliche
Bereiche, etwa die Zweitsemesterveranstaltungen, scheint also relativ problemlos
gegeben zu sein. Die ursprüngliche, theoriebasierte Version ist in Abschnitt 4.4
nachzulesen, wobei die Schulung der Tutoren in Abschnitt 4.5 dargestellt ist. Da
die bereits genannte qualitative Betrachtung (Kapitel 5) ebenfalls Einfluss auf die
zyklische Weiterentwicklung der Maßnahme im Sinne des Design Research gehabt
hat, wird die letzte Iteration (wirklich abgeschlossen ist so etwas ja nie) in Kapitel 6
vorgestellt.

Zu guter Letzt war ich an der Wirkung der Intervention interessiert, die ich mit
Hilfe quantitativer Erhebungen (beschrieben in Kapitel 7) überprüft habe. Aufgrund
der Mininmalinvasivität war hier aber von vornherein klar, dass sich keine großen
Effekte zeigen würden. Im Gegenteil hatte ich die nicht unbegründete Befürchtung,
dass die Veränderung der etablierten Übungsgruppe auch negative Auswirkungen
haben kann. Schließlich ist die zur Verfügung stehende Zeit sehr begrenzt und wenn
neue Aspekte aufgenommen werden, müssen zwangsläufig andere darunter leiden.

ZumSchluss derArbeit (Kapitel 8)werden dieErgebnisse zusammenfassend dis-
kutiert und es wird ein Ausblick gegeben, welche darauf aufbauenden Forschungs-
möglichkeiten sich mir und meinen Kollegen ergeben.

Ich hoffe mit dieser Arbeit einen interessanten Beitrag zur Hochschuldidaktik,
Problemlöseforschung und der Verknüpfung dieser beiden Zweige leisten zu kön-
nen. Ich wünsche eine angenehme Lektüre.
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2Theoretischer Rahmen

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, das universitäre Problemlösen genauer zu unter-
suchen sowie eine Fördermaßnahme zur Problemlösekompetenz von Studienan-
fängern zu entwickeln. In Abschnitt 2.1 werden zunächst die Schwierigkeiten von
Studienanfängern derMathematik1 beschrieben und einige bestehende und geplante
Maßnahmen aufgezählt, die bei der Bewältigung dieser Schwierigkeiten helfen sol-
len. Anschließend werden Untersuchungen von Problemlöse- und Beweisprozes-
sen zusammengefasst. Die vorliegende Studie wird dann in die bestehende Litera-
tur eingeordnet. In Abschnitt 2.2 wird danach erläutert, wie ein Problem definiert
ist und welche Modelle zur Beschreibung von Problemlöseprozessen es gibt. In
Abschnitt 2.3 werden die vier Einflussfaktoren auf das Problemlösen nach Schoen-
feld (1985), Ressourcen, Heurismen, Kontrolle und Überzeugungen beschrieben.
Vor einer kurzen Zusammenfassung (Abschnitt 2.5) werden in Abschnitt 2.4 ver-
schiedene Konzeptionen vorgestellt, auf deren Grundlage die in dieser Arbeit
beschriebene Intervention entwickelt wurde.

1In der vorliegenden Arbeit sind in diesem Zusammenhang immer die Fachstudiengänge
(an der Universität Duisburg-Essen sind dies Mathematik, Wirtschaftsmathematik und
Technomathematik) sowie der Lehramtsstudiengang für Gymnasien und Gesamtschulen
gemeint.

Ergänzende Information Die elektronische Version dieses Kapitels enthält
Zusatzmaterial, auf das über folgenden Link zugegriffen werden kann
https://doi.org/10.1007/978-3-658-39052-5_2.

© Der/die Autor(en) 2023
T. Stenzel, Mathematisches Problemlösen in der Studieneingangsphase,
Essener Beiträge zur Mathematikdidaktik,
https://doi.org/10.1007/978-3-658-39052-5_2

5

http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1007/978-3-658-39052-5_2&domain=pdf
https://doi.org/10.1007/978-3-658-39052-5_2
https://doi.org/10.1007/978-3-658-39052-5_2
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2.1 Einordnung der Arbeit

Viele Studienanfänger der Mathematik haben beim Übergang von der Schule in die
Hochschule große Schwierigkeiten. Der Fachstudiengang Mathematik (B.Sc.) hat
die höchsten Abbruchquoten aller Studiengänge2 (Dieter, 2012, Heublein, 2015).
Neben mangelnden Grundfertigkeiten (Cramer, Walcher & Wittich, 2015; Pustel-
nik, 2018), bei denen hauptsächlich Lücken im Bereich des Unterrichtsstoffes der
Sekundarstufe I diagnostiziert werden (vgl. Bruder et al., 2010; Greefrath, Koepf
& Neugebauer, 2017), werden diese Schwierigkeiten auf „unterschiedliche Kultu-
ren des Mathematiktreibens und -lernens“ (Roth, Bauer, Koch & Prediger, 2015,
Im Vorwort) zurückgeführt. Abgesehen von anderen Inhalten (vgl. Bauer & Part-
heil, 2009; Brandell, Hemmi & Thunberg, 2008; Winsløw, 2013) zeigt sich dies
besonders in unterschiedlichen Schwerpunktsetzungen: Während im universitären
Kontext die formale Darstellung der Inhalte imMittelpunkt steht, wird in der Schule
eher auf Beispiele und intuitives Verständnis gesetzt (Clark&Lovric, 2009; Fischer,
Heinze & Wagner, 2009; Nardi, 2014; Sierpinska, 2000). An der Universität geht
es eher um das Beweisen von Sachverhalten, während in der Schule deren Anwen-
dung fokussiert wird (Ufer et al. 2017; Vollstedt et al. 2014). Dadurch bedingt
kommt es zu Unterschieden in der Argumentationsweise (Bauer & Partheil, 2009;
Hefendehl-Hebeker, 2016; Nagel, 2017; Sfard, 2014; Thoma & Nardi, 2017) und
bei der Einführung von neuen Begriffen (Edwards & Ward, 2004; Moore, 1994;
Weber & Alcock, 2004). Hinzu kommen Schwierigkeiten mit der Fach- und Sym-
bolsprache (Clark & Lovric, 2009; Epp, 2009; Hefendehl-Hebeker, 2016; Ottinger,
Ufer & Kollar, 2016). Auch in der Art des Lernens gibt es große Unterschiede: So
sind an der Universität sowohl die Vorlesungen als auch die zu bearbeitenden Auf-
gaben nicht auf unmittelbares Verständnis ausgelegt (Liebendörfer et al., 2017) und
neue Begriffe treten in deutlich höherer Frequenz auf (Artigue, 2016). Insgesamt
wird von den Studierenden ein höheres Maß an Eigenverantwortung gefordert als
es in der Schule der Fall ist (Biza, Jaworski & Hemmi, 2014; Greefrath, Kirsten &
Kürten, 2019), wodurch, in Kombination mit der Neuartigkeit der zu bewältigen-
den Schwierigkeiten, Selbstregulation eine wichtige Rolle einnimmt (Artelt, 2005).

2 Es gibt hier verschiedene Betrachtungsweisen. Heublein (2015) definiert Studienabbrecher
als diejenigen, die ohne irgendeinen akademischen Abschluss bleiben und kommt auf etwa
40%, Dieter (2012) bezeichnet solche Studierenden als Abbrecher, die sich aus dem Studien-
gang Mathematik exmatrikulieren, ohne das Studium erfolgreich abgeschlossen zu haben.
Studienfachwechsel werden also mitgezählt. Hierbei ergibt sich ein Anteil von fast 80%. In
jedem Fall sind diese Zahlen im Bachelorstudiengang Mathematik im Vergleich mit allen
anderen Studiengängen am höchsten.
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Zusätzlich zu den bisher genannten, eher kognitiven Aspekten werden in der Lite-
ratur auch eine Reihe affektiver Aspekte genannt. Hierzu gehören u. a. die Selbst-
wirksamkeitserwartung (Greefrath et al., 2019; Thomas et al., 2010), das Gefühl des
Dazugehörens (Kouvela, Hernandez-Martinez & Croft, 2017; Nieminen, 2020) und
Einstellungen zur Mathematik (DeBellis & Goldin, 2006; Di Martino & Gregorio,
2019; Iannone & Simpson, 2019; McLeod, 1989b). Einen guten Überblick über die
Motivation von Mathematikstudierenden bietet die Dissertation von Liebendörfer
(2018).

Um diesen Schwierigkeiten entgegenzutreten, gibt es unterschiedliche Ansätze,
die größtenteils erst in den letzten fünf bis zehn Jahren entwickelt wurden. Auf
inhaltlicher Ebene gibt es einige Überlegungen zu bestimmten Vorlesungen. Inter-
national werden hierbei insbesondere die Inhalte derAbstract Algebra (die in großen
Teilen der deutschen Linearen Algebra entspricht) im Allgemeinen (z.B. Ioannou,
2018; Larsen, Johnson&Weber, 2013) undderGroup Theory imSpeziellen betrach-
tet (Melhuish, 2018; Weber & Larsen, 2008). Der Grund hierfür liegt vermutlich
darin, dass es sich in vielenLändern – unter anderemdenUSA–umden erstenHoch-
schulkurs handelt, bei dem wesentlich über Rechenaktivitäten hinausgegangen und
ein stärkerer Blick auf das Beweisen geworfen wird3 (vgl. Dubinsky, Dautermann,
Leron & Zazkis, 1994). Aber auch im Bezug auf die Analysis gibt es einige Überle-
gungen bezüglich der Vermittlung der Inhalte (vgl. Bressoud & Zorn, 2018; Voigt,
Apkarian, Rasmussen& the Progress throughCalculus Team, 2020). Hierbei stehen
oft stoffdidaktische Überlegungen zu Begriffen, die bereits in der Schule Anwen-
dung finden, im Mittelpunkt, beispielsweise zum Funktionsbegriff (Beitlich, Moll,
Nagel & Reiss, 2015), zum Extremwertbegriff (Roos, 2017), zur Quadratwurzel im
Reellen und Komplexen (Kontorovich, 2019) oder zum Grenzwertbegriff (Chorlay,
2019; Weigand, 2016).

Speziell in Deutschland wird der Begriff der doppelten Diskontinuität diskutiert,
der auf Felix Klein (1908) zurückgeht und beschreibt, dass es für Lehramtsstudie-
rende nicht nur beim Übergang von der Schule zur Hochschule, sondern auch bei
der Rückkehr zur Schule einen Bruch gibt. Die Unterschiede sind in verschiedenen

3 In den USA beginnt das Studium zunächst mit Veranstaltungen wie calculus, in denen ein
viel stärkerer Fokus auf Rechenverfahren gelegt wird. Erst im zweiten Studienjahr werden in
Veranstaltungen wie Analysis und Abstract Algebra axiomatisch-deduktive Theorien durch
Beweisprozesse aufgebaut. Man könnte also, neben dem Übergang von der Schule zur Hoch-
schule von einem zweiten Übergang zur wissenschaftlichen Mathematik sprechen. Häufig
wird versucht, diesen Übergang durch sogenannte Transition-To-Prove-Kurse zu erleichtern,
auf die weiter unten eingegangen wird.



8 2 Theoretischer Rahmen

Untersuchungen herausgestellt (Blum, 2019; Hefendehl-Hebeker, 2013; Schwarz
& Herrmann, 2015) und in Ansätzen zur deren Überwindung oder Explizierung
diskutiert worden (Ableitinger, 2013; Bauer & Partheil, 2009; Beutelspacher, Dan-
ckwerts, Nickel, Spies &Wickel, 2011; Nagel, Quiring, Deiser & Reiss, 2016; Neu-
brand, 2015). Auch international wird dieser Problematik Beachtung geschenkt
(z.B. Fukawa-Connelly, Mejía-Ramos, Wasserman & Weber, 2020).

Unabhängig vom Vorlesungsinhalt gibt es aber auch immer mehr Ansätze, die
Struktur der Vorlesungen zu verändern. Hierbei soll häufig die aktive Beteiligung
von Studierenden verstärkt werden (z.B. Alcock & Simpson, 2001; Ioannou, 2019).
In einerMetastudie fassen Freeman et al. (2014) zusammen, dass eine aktive Einbin-
dung der Studierenden in die Lehrveranstaltung den Studienerfolg deutlich erhöhen
kann. Eine einfache Möglichkeit der Aktivierung ist die Verwendung von soge-
nannten Classroom Response Systems. Hierbei handelt es sich um Tools, die es den
Studierenden ermöglichen, aktiv auf die Geschehnisse der Vorlesung oder Übung
zu reagieren (vgl. Bauer, 2019; Sommerhoff & Weixler, 2019). Eine weitere Mög-
lichkeit, die sich wachsender Beliebtheit erfreut, ist das Konzept des Flipped Lear-
ning (Clark, 2015; Fischer & Spannagel, 2012; Lesseig & Krouss, 2017; Strayer,
2012). Hierbei werden die Studierenden beauftragt, sich in Vorbereitung auf die
Präsenzzeit mit bestimmten Materialien auseinanderzusetzen, die in der Regel den
Theorieteil der Lerneinheit (z.B. neu zu erlernende Begriffe und Sätze) ausmachen.
In der Präsenzveranstaltung (die entsprechend des neuen Konzeptes nicht mehr als
Vorlesung bezeichnet wird) werden stärker praktisch orientierte Tätigkeiten (z.B.
die Anwendung des neu Gelernten) durchgeführt (vgl. Straw, Quinlan, Harland &
Walker, 2015).

Bereits vor Beginn des eigentlichen Studiums gibt es Bemühungen, den Stu-
dierenden durch (weitgehend freiwillige) sogenannte Vor- und Brückenkurse den
Einstieg ins Studium zu erleichtern. Eine Übersicht verschiedener Maßnahmen fin-
det man in den Sammelbänden von Bausch et al. (2014) und Hoppenbrock, Biehler,
Hochmuth und Rück (2016). Hierbei kann der Schwerpunkt auf inhaltsbezogenen
Kompetenzen liegen, wobei hier Themen aus der Schulzeit wiederholt und eingeübt
werden (meist mit großem Anteil von Inhalten aus der Sekundarstufe I) oder auf
prozessbezogenen Kompetenzen wie Problemlösen, Begriffsklärung, Beweisen etc.
(Greefrath, Hoever, Kürten & Neugebauer, 2015).

Zur Unterstützung der Lehre gibt es außerdem einige Konzepte zur Integration
digitaler Medien, häufig in Form von Online-Lernangeboten (z.B. Bausch et al.,
2014; Dorko, 2020; Salle, Schumacher & Hattermann, 2016; Wilzek, 2019). Einen
Überblick über die verschiedenen Formen gibt es bei Borba et al. (2016).
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Umdie Studierenden bei der eigenständigenArbeit zu unterstützen, gibt es schon
seit längerer Zeit Support Center4. Hierbei handelt es sich um Räumlichkeiten,
in denen sich Studierende selbstorganisiert zum gemeinsamen Lernen in Gruppen
treffen können und in denen die meiste Zeit der Woche5 ein oder mehrere Tutoren
(meistens Studierende höherer Semester) ansprechbar sind, um bei den Lernaktivi-
täten behilflich zu sein (natürlich ist es auchmöglich, diese Tutoren als Einzelperson
anzusprechen, üblich ist aber eher die Arbeit in Gruppen). In letzter Zeit wurde die
Betreuung solcher Einrichtungen sowie die Schulung der Tutoren systematisiert
(z.B. Rämö, Oinonen, Vikberg et al., 2015; Grove & Croft, 2019; Greefrath et al.,
2019).

Zur Gestaltung von Gruppenübungen gibt es hingegen kaum Studien (vgl.
Jaworski, Potari, Rasmussen, Oates & Kwon, 2016; Speer, Smith III & Hor-
vath, 2010). Die wenigen Arbeiten, die es gibt, beschäftigen sich entweder mit der
Gestaltung und Auswahl geeigneter Übungsaufgaben (z.B. Bauer & Partheil, 2009)
oder damit, wie die Tutoren instruiert werden sollten (z.B. Klemm, Biehler, Schrei-
ber &Hochmuth, 2011). Darüber hinaus gibt es einige Überlegungen zur Erstellung
und Präsentation von Musterlösungen (Ableitinger, 2013; Reichersdorfer, 2013),
auf die auf S. 41 f. eingegangen wird. Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich zum
einen damit, wie Studienanfänger Aufgaben bearbeiten, für deren Bearbeitung sie
kein Routineverfahren parat haben (sogenannte Probleme; für eine genaue Defini-
tion siehe Abschnitt 2.2), zum anderen wird die Thematisierung solcher Aufgaben
während der Gruppenübung zyklisch weiterentwickelt. Dadurch soll ein Beitrag zur
Schließung dieser Forschungs- bzw. Entwicklungslücke geleistet werden.

Obwohl die Untersuchungen von Schoenfeld (1985) zum Problemlösen, die
größtenteils im Hochschulkontext stattgefunden haben, großen Einfluss auf die
mathematikdidaktischeDiskussion haben, gibt es darüber hinaus erstaunlichwenige
Arbeiten, die sich der Bearbeitung universitärer Übungsaufgaben und der För-
derung zugehöriger Kompetenzen aus der Sicht des Problemlösens nähern. Die
Schoenfeld’schen Untersuchungen und Erfahrungen haben zu einem Problemlö-
sekurs geführt, der von Arcavi, Kessel, Meira und Smith (1998) und Schoenfeld
(1998) beschrieben wird. Dieser Kurs hat an der University of California in Berke-
ley mehrfach stattgefunden. In den hier aufgeführten Artikeln wird die Version von
1990 beschrieben. Teilgenommen haben acht Studierende, von denen die meisten
im Hauptfach Informatik oder Mathematik studiert haben. Da der Kurs keinerlei
inhaltlichen Vorgaben unterlag, konnte mit viel Zeit und Ruhe auf verschiedene

4 Hierfür gibt es verschiedene Bezeichnungen. An der Universität Duisburg-Essen gibt es eine
solche Einrichtung unter dem Namen LuDi (Lern- und Diskussionsforum) bereits seit 2007.
5 An der Universität Duisburg-Essen sind es etwa 30 Stunden pro Woche.
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Aspekte des Problemlösens theoretisch wie praktisch eingegangen werden. In den
Abschnitten2.4.5 und 2.4.7 wird auf einzelne Aspekte dieses Kurses eingegangen.
Ein Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine Maßnahme zur Förderung der Pro-
blemlösekompetenz zu entwickeln, die auf der traditionellen Gruppenübung auf-
baut. Die Schoenfeld’sche Kursstruktur kann schon aufgrund der Gruppengröße,
der inhaltlichen Anbindung an die Vorlesung und der deutlich geringeren zur Ver-
fügung stehenden Zeit nicht ohneWeiteres übernommen werden. Wie die Konzepte
Schoenfelds und anderer auf die gegebenen Umstände übertragen wurden, wird in
Abschnitt 4.4 beschrieben.

Insgesamt werden im Hochschulkontext Maßnahmen und Prozessbeobachtun-
gen eher im Hinblick auf Beweisen als auf Problemlösen durchgeführt. Ein mög-
licher Grund dafür ist, dass Probleme, wie sie z.B. in Schoenfelds Kurs behan-
delt werden, auf möglichst wenig Vorwissen zurückgreifen und daher häufig keine
authentischen Aufgaben, also keine Aufgaben, die üblicherweise in einer fachma-
thematischenVeranstaltunggestelltwerden, darstellen (vgl. Selden&Selden, 2013).
Schoenfeld (1994) beschreibt als Kriterium für die Auswahl seiner Aufgaben:

Without being trivial, problems should be accessible to a wide range of students on
the basis of their prior knowledge, and should not require a lot of machinery and/or
vocabulary.

Eine Gegenüberstellung der Begriffe Problem und Beweis gibt es auf S. 14 f. An
dieser Stelle sei erwähnt, dass es sich bei fast allen Problemaufgaben an der Uni-
versität auch um Beweisaufgaben handelt, während einige Beweise keinen Pro-
blemcharakter haben. Aber auch zu Beweisverständnis und -konstruktion ist die
Forschungslage, was instruktionelle Designs angeht, recht dünn (vgl. Stylianides &
Stylianides, 2017), wenngleich beispielsweise in den USA die oben bereits genann-
ten Transition-To-Prove-Kurse Tradition haben. An einigen Universitäten hat sich
hierbei dieMoore Method (Moore, 1994), bzw. dieModified Moore Method etabliert
(z.B. Coppin, Mahavier, May & Parker, 2009; Selden, McKee & Selden, 2010).
Ziel dieser Methode ist die Übertragung der Verantwortung zum Problemlösen und
Beweisen auf die Studierenden. Zu diesem Zweck werden zu beweisende Aussagen
unabhängig von mathematischen Inhalten mit aufsteigendem Schwierigkeitsgrad
ausgewählt, an denen die Studierenden das selbstständigeMathematikbetreiben ler-
nen sollen. Diese Aussagen werden mit zugehörigen Definitionen und ggf. damit
verknüpftenZusammenhängen in Formeines sehr kleinenSkriptesmit demAuftrag,
sie als Hausaufgabe zu beweisen, ausgegeben. Es wird also keine Präsenzzeit durch
„Vorlesen“ dieser Skripte aufgewendet. Stattdessen steht viel Zeit zur Diskussion
und Reflexion der entstandenen Beweise zur Verfügung. Basierend auf diesen Über-
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legungen hat Grieser (2013) einen ähnlichen Kurs für deutsche Lehramtsstudenten
(Gymnasium und Gesamtschule) entwickelt, der sich etwas stärker an bestimmten
„mathematischen Ideen“ (Rekursion, Induktion, Graphen, Abzählen etc.) orientiert.
Kempen (2019) hat an derUniversität Paderborn einenKurs für Studienanfänger des
Lehramts (Haupt-, Real- und Gesamtschulen) entwickelt und umgesetzt, der sich
an den Prinzipien dieser Transition-To-Prove-Kurse orientiert und sie der Situation
an deutschen Universitäten anpasst. Ein anderes Beispiel für eine Fördermaßnahme
ist das vonMcKee, Savic, Selden und Selden (2010) entwickelte freiwillige Zusatz-
angebot zur Analysis-Vorlesung. Hier können Studierende, die Schwierigkeiten mit
den Hausaufgaben haben, im Gruppengespräch von bis zu zehn Leuten, mit Unter-
stützung der Forschenden Aufgaben diskutieren, die diesen Hausaufgaben ähneln.
Das Vorgehen in diesem Kurs ähnelt dem von Präsenzübungen an deutschen Uni-
versitäten, allerdings mit dem wesentlichen Unterschied, dass deutlich mehr Zeit
für die Aktivität der Studierenden eingeräumt wurde. In einer Sitzung von 75Minu-
ten wurde in der Regel nur eine Aufgabe thematisiert. Aus diesem Grund ist eine
Übertragung auf den üblichen Übungsbetrieb auch nicht ohne Weiteres möglich.

Was das Problemlösen angeht, so gibt es eine Reihe von Konzeptionen, die zu
Teilen im Schulbetrieb getestet wurden und potenziell auf den universitären Kontext
übertragbar sind. Diese werden in Abschnitt 2.4 näher betrachtet.

Auch bezüglich der Untersuchung von Problemlöseprozessen gibt es über die
frühenStudien vonLucas (1974) undSchoenfeld (1985) hinauswenigeArbeiten, die
sich mit Studierenden in der Anfangszeit ihrer Hochschullaufbahn auseinanderset-
zen. Auch im Hinblick auf Beweisprozesse haben kaum ausführliche Analysen mit
einem holistischen Blick stattgefunden. Viele Studien fokussieren den Einsatz einer
ausgewählten Strategie, wie der Generierung von Beispielen oder Visualisierungen
(z.B. Alcock & Weber, 2010; Gibson, 1998; Samkoff, Lai & Weber, 2012; Sande-
fur, Mason, Stylianides & Watson, 2013; Stylianou & Silver, 2004). Einen etwas
weiteren Blick liefern die Studien von Boero (1999), bei denen Beweisprozesse
in Anlehnung an das Schema von Toulmin (2003) und das Modell zur kommuni-
kativen Rationalität von Habermas (2004) untersucht werden, und Weber (2004),
der drei verschiedene Arten der Beweisproduktion unterscheidet: procedural, syn-
tactic und semantic. Betrachtungen unter den Aspekten des Problemlösens (wie
Vorwissen, Heurismeneinsatz, Metakognition, aber auch eine Einteilung der Pro-
zesse in Phasen) sind sehr rar. Eine Ausnahme bildet die Arbeit von Zazkis, Weber
und Mejía-Ramos (2015), die sich im Gegensatz zur vorliegenden Arbeit mit fort-
geschrittenen Studierenden beschäftigt, die mindestens die Veranstaltung Lineare
Algebra II erfolgreich abgeschlossen haben und zusätzlich (anhand weiterer Tests
und ihrer bisherigen Noten) als erfolgreich eingestuft wurden. Ihr Fokus liegt dabei
auf der Beobachtung von Kontrollmechanismen (also Metakognition) und dem
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damit verbundenen Wechseln von Lösungsansätzen. Aufgrund der recht dünnen
Forschungslage in diesem Bereich sollen mit der vorliegenden Arbeit grundle-
gende Erkenntnisse zum Problemlösen von Studienanfängern gewonnen werden.
Da die Gruppe der Probanden sich hier anders zusammensetzt als bei Schoenfeld
(1985 – hier Anfänger aus Mathematikstudiengängen, dort Studierende aus ver-
schiedenen MINT-Studiengängen mindestens aus dem zweiten Studienjahr, die an
einem Wahlpflicht-Kurs zum Problemlösen teilnehmen), sind auch andere Ergeb-
nisse zu erwarten. Parallel zur vorliegendenArbeit wurden an der UniversitätMüns-
ter Beweisprozesse von Studienanfängern untersucht (Kirsten, im Druck).

2.2 Problemlösen

Die vorliegende Arbeit fokussiert die Bearbeitung von mathematischen Aufgaben,
wie sie in wöchentlichen Übungen, aber auch in Klausuren auftreten. Hierbei wird
besonderes Augenmerk auf sogenannte Problemlöseaufgaben oder einfach Pro-
bleme gelegt. In Abschnitt 2.2.1 wird zunächst dargestellt, wie dieser Begriff hier
verstanden wird und es werden Gemeinsamkeiten mit dem Begriff der Beweisauf-
gabe herausgearbeitet. Anschließend werden in Abschnitt 2.2.2 die Phasenmodelle
von Pólya (1945) und Hadamard (1959) vorgestellt, die bei der Betrachtung von
Problemlöseprozessen hilfreich sein können.

2.2.1 Begriffsdefinition

Unter einem Problem wird mit großem Konsens in pädagogisch-psychologischem
Zusammenhang eine (auf ein Individuum bezogene) Anforderung verstanden, deren
Lösung mit Schwierigkeiten verbunden ist. […]

Unter Problemlösen wird domänenübergreifend der Prozess der Überführung eines
Ausgangszustandes in einen Zielzustand verstanden, bei dem gewisse (auch personen-
spezifische) Schwierigkeiten bzw. Barrieren überwunden werden müssen. (Heinrich,
Bruder & Bauer, 2015)

Ob der oben genannte Konsens wirklich so groß ist, lässt sich hinterfragen. So sagt
beispielsweise Leuders (2017): „Weniger Einigkeit herrscht darüber, was alles unter
den Begriff Problemlösen fällt […]“. Zwar findet man sowohl in der deutschen (vgl.
z.B. Büchter & Leuders, 2011; Dörner, 1979; Tietze, Klika &Wolpers, 2000; Klix,
1971; Vollrath, 1992; Zech, 1996) als auch der internationalen (vgl. z.B. Kilpatrick,
1985; Polya, 1980; Schoenfeld, 1989b) Problemlöseliteratur viele Charakterisie-
rungen, die im Wesentlichen der obigen entsprechen, wobei der Begriff gerade
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im englischen Sprachraum weniger einheitlich verwendet wird. Das rührt daher,
dass dort traditionell alle mathematischen Aufgaben als problem bezeichnet wer-
den. Wird eine genauere Unterscheidung als notwendig erachtet, ist hier häufig von
routine und nonroutine problems die Rede (vgl. Schoenfeld, 1992; Stanic & Kilpa-
trick, 1989; Pehkonen, 2001). Aber obwohl die expliziten Charakterisierungen im
Wesentlichen übereinstimmen, gibt es einzelne Arbeiten, die den Problemlösebe-
griff etwas weiter fassen (z.B. Renkl, Gruber, Weber, Lerche & Schweizer, 2003).
Funke & Zumbach (2006) sprechen sogar von algorithmischem Problemlösen, das
„bei einfachen Problemen immer zur Lösung [führt], wenn die spezifizierten Regeln
zur Überführung eines Ausgangszustands in einen Zielzustand berücksichtigt wer-
den“ (S.208). Bei den hier erwähnten Beispielen ist aufgrund der zitierten Quellen
ein Einfluss aus dem englischsprachigen Raum zu vermuten, insgesamt kann aber
über die Gründe für die breitere Verwendung des Begriffs nur spekuliert werden, es
lässt sich aber sagfen, dass es sich hierbei um Autoren handelt, die eher aus psycho-
logischen Fachbereichen stammen, innerhalb der (deutschen) Mathematikdidaktik
herrscht aber tatsächlich großer Konsens darüber, welche Aufgaben als Problem
verstanden werden.

Ein Problem lässt sich in Abgrenzung von einer Routineaufgabe definieren. Häu-
fig wird von einer Barriere o. ä. gesprochen, die es in irgendeiner Form zu überwin-
den gilt. So findet man z.B. bei Pólya (1945) die folgenden Beschreibungen, die
von einem Hindernis bzw. einer Lücke reden: „Going around an obstacle is what
we do in solving any kind of problem.“(S. 232) und „We may represent our unsol-
ved problem […] as a gap across which we have to construct a bridge“ (S. 73).
Eine ausführliche Gegenüberstellung von ähnlichen Definitionen findet man z.B.
bei Rott (2013). Zwei Dinge seien in diesem Zusammenhang noch betont: Ers-
tens soll bei mathematischen Problemen die Barriere nicht darin bestehen, dass die
durchzuführenden Rechenoperationen schwierig sind, sofern diese zum Repertoire
des Problemlösers zählen (vgl. Schoenfeld, 1985). Zweitens spielt es eine wichtige
Rolle dafür, ob eine Aufgabe als ein Problem gesehen wird oder ob Routineope-
rationen zugänglich sind, wer die Aufgabe bearbeitet und was seine Fähigkeiten,
Erfahrungen und Kenntnisse sind (vgl. Vollrath, 1992). Aus diesem Grund stellt für
viele Studierende, anders als eine reine Aufgabenanalyse suggerieren würde6, ein
Großteil der an der Universität zu bearbeitenden Aufgaben ein Problem dar. Zum

6 Einer Studie von Lithner (2003) zufolge, sind in den USA etwa 70% der Calculus-Aufgaben
mit einfachen Mitteln lösbar. In der Analysis sind aufgrund der stärkeren Fokussierung von
Beweisen geringere Anteile zu erwarten. Tatsächlich berichten Weber & Lindmeier (2020)
von einem Anteil von etwa 30% schematisch bearbeitbarer Aufgaben in der Analysis I.
Bei einer eigenen Untersuchung (Stenzel, 2017) an der Universität Duisburg-Essen nehmen
solche Aufgaben, abhängig vom verantwortlichen Dozenten, zwischen 24% und 48% ein
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Teil hängt das mit der hohen Frequenz der von den Studierenden neu zu erlernenden
Wissenkomponenten zusammen (vgl. Artigue, 2016), die für die Bearbeitung der
Aufgaben notwendig sind, aber so schnell nicht in die kognitiven Strukturen der
Studierenden internalisiert werden können, zum Teil sind mögliche Routinepro-
zesse den Studierenden vor der Bearbeitung der Aufgaben nicht bekannt (etwa im
Bereich der Grenzwertbestimmungen), so dass diese Lösungsverfahren von ihnen
selbst entwickelt werden müssen.

Zusammenfassend wird in der vorliegenden Arbeit also ein Problem als eine
Aufgabe verstanden, für deren Lösung dem Bearbeiter keine Routineverfahren zur
Verfügung stehen. Leuders (2017) unterscheidet noch Problemlösen im engeren
Sinne und Problemlösen im weiteren Sinne. Zu Letzterem zählt er zusätzlich zur
Bearbeitung einer oder mehrerer Problemaufgaben, wie sie in diesem Abschnitt
charakterisiert wurden, noch das eigenständige Finden von Problem- und Frage-
stellungen, das sicherlich beim Mathematiktreiben eine große Rolle spielt, sowie
das Weiterentwickeln des Problems, das aus dem Aufgreifen während der Pro-
blembearbeitung aufgeworfener weiterführender Probleme und entdeckter Begriffe
und Verfahren besteht. In der vorliegenden Arbeit wird unter Problemlösen aber
ausschließlich der eigentliche Lösungsprozess (also das Problemlösen im engeren
Sinne) verstanden.

Problemlösen und Beweisen
Betrachtet man die oben genannte Definition eines Problems, stellt sich gerade im
Hochschulkontext die Frage, wie sich mathematische Beweise imVerhältnis zu die-
sem Begriff verhalten. Pólya (1979) unterscheidet zwischen Beweisaufgaben und
Bestimmungsaufgaben. Diese Unterscheidung hat bis heute Bestand, wenngleich
später noch die Kategorien der Entdeckungsaufgaben und der Entscheidungsauf-
gaben hinzugefügt wurden (vgl. Heinrich et al., 2015 und Stenzel, 2017). Letztere
gehen imuniversitärenKontext häufigmit demOperator „Beweisen oderwiderlegen
Sie“ einher und können in dem Zusammenhang als Spezialfall der Beweisaufgaben
angesehen werden, während erstere an der Universität äußerst selten als Übungs-
aufgaben eingesetzt werden (Stenzel, 2017). Bei Bestimmungsaufgaben handelt es
sich um Aufgaben, bei denen eine Unbekannte (im universitären Kontext etwa ein
Grenzwert, das Supremum einer Menge oder die Lösungsmenge einer Gleichung)
bestimmt werden muss, bei Beweisaufgaben soll eine Behauptung bewiesen wer-
den. Grundsätzlich können Aufgaben aus allen Kategorien ein Problem oder eine
Routineaufgabe darstellen. Nun ist es so, dass es bei Bestimmungsaufgaben an der

(an dieser Stelle sei angemerkt, dass die genannten Studien sich leicht darin unterscheiden,
welche Aufgaben sie als schematisch einordnen).
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Universität in der Regel nicht ausreicht, die Unbekannte zu bestimmen. Ohne dass
es im Aufgabentext explizit erwähnt ist, wird erwartet, dass zusätzlich zur Bestim-
mung der Unbekannten auch bewiesen wird, dass diese die Bedingungen tatsächlich
erfüllt. Aus diesem Blickwinkel können Bestimmungsaufgaben an der Universität
also als Beweisaufgaben angesehen werden, bei denen zunächst noch vom Aufga-
benbearbeiter bestimmt werden muss, was zu zeigen ist (ebd.). Damit können fast
alle Aufgaben (und damit auch fast alle Probleme), die an der Universität gestellt
werden, als Beweisaufgaben angesehen werden.

Andersherum stellt sich die Frage, inwiefern Beweisaufgaben7 als Probleme
angesehen werden können. Selden und Selden (2009) unterscheiden den formal-
rhetorical Teil eines Beweises vom problem-centered Teil. Erstere besteht zum
einen aus Routineoperationen (sie sprechen hier vom direkten Anwenden zugehöri-
ger Definitionen und vorheriger Ergebnisse – es sei an dieser Stelle angemerkt, dass
auch dieser Teil Studierenden schon Probleme bereiten kann), zum anderen aus für
formale Beweise typischenWendungen, die den Rahmen des Beweises bilden (etwa
bei einem Stetigkeitsbeweis: Sei x ∈ D f und ε > 0…Dann ist | f (x)− f (x0)| < ε

für alle x0 ∈ U (x; δ)). SolcheWendungen sind laut Selden und Selden leicht erlern-
bar und benötigen neben der Definition der vorkommenden Begriffe kein spezielles
Wissen, können aber dabei helfen, Ideen zumLösen der Aufgabe zu generieren. Das
obige Beispiel legt nahe, die durch die drei Punkte angedeutete Lücke des Beweises
zu füllen, indem ein geeignetes δ gesucht wird. Der problem-centered Teil kann
als Problemlösen im obigen Sinne bezeichnet werden (Selden und Selden bezie-
hen sich hier auf Schoenfelds (1985) Definition eines Problems). Da eine Aufgabe
bereits dann als Problem gilt, wenn nur an einer Stelle eine Barriere mit anderen als
Routinemitteln überwunden werden muss, ist also jede Beweisaufgabe, die nicht
ausschließlich formal-rhetorical ist, ein Problem. Selden und Selden (ebd.) beto-
nen aber, dass es auch solche Beweise gibt. Ein Beispiel hierfür wäre der Beweis,
dass die n × n-Matrizen eine Gruppe bilden. Das Nachweisen der Gruppenaxiome
stellt, sofern es schon an anderen Beispielen betrachtet wurde, für die meisten Stu-
dierenden kein Problem dar. Insgesamt gibt es bei Übungsaufgaben im Mathema-
tikstudium eine große Schnittmenge zwischen Problemlöseaufgaben und Beweis-
aufgaben (vgl. Stenzel, 2017), weswegen es sich lohnt, auch Theorien zum Lernen
von Beweisen (siehe Abschnitt 2.4) für die Konzeption einer Fördermaßnahme in
Betracht zu ziehen.

7 An dieser Stelle wird ausschließlich die Beweiskonstruktion zu einer vorher aufgestellten
Behauptung betrachtet. Von vielen wird das Aufstellen und Formulieren einer Vermutung
bereits als Teil des Beweisprozesses angesehen (z. B. Boero, 1999). Interessant ist auch, dass
andere mit Beweisen verbundene Aspekte, wie das Verstehen von Beweisen, ebenfalls als
Problemlöseprozesse angesehen werden können (vgl. Mamona-Downs & Downs, 2005).



16 2 Theoretischer Rahmen

2.2.2 Phasenmodelle des Problemlösens

George Pólya hat den Problemlöseprozess in seinemBuch „How to solve it“ (Pólya,
1945) in vier Phasen unterteilt. Da eine solche Betrachtung sowohl für die theore-
tische Betrachtung des Problemlösens, die bei der Konzeptualisierung von Förder-
maßnahmen von Nutzen sein kann (vgl. Abschnitt 4.4), als auch bei der Analyse
von Problembearbeitungen (siehe Abschnitt 5.3.1) hilfreich ist, sollen diese Phasen
im Folgenden kurz beschrieben werden8:

Understanding the Problem
In dieser ersten Phase geht es darum, das Problem zu verstehen. Man schaut sich
genau an, was gegeben (data und condition bei Bestimmungsaufgaben, hypothe-
sis9 bei Beweisaufgaben) und was gesucht ist (unknown bzw. conclusion9) und
gibt die Aufgabe mit eigenen Worten wieder. Außerdem kann das Verständnis
des Problems durchAnfertigen einer Skizze oder andereRepräsentationswechsel
und durch Einführen geeigneter Bezeichnungen erleichtert werden.

Devising a Plan
Hier soll die Verbindung zwischen Gegebenem und Gesuchtem hergestellt und
ein Lösungsplan erstellt werden. Hierzu können analoge Probleme und deren
Lösungsmethodenbzw. äquivalenteFormulierungendesProblemsherangezogen
oder Teilprobleme betrachtet werden. Der Plan muss hier noch nicht perfekt
ausgearbeitet sein. Eine ausführlichere Betrachtung möglicher Strategien, die
bei der Suche nach einem Plan helfen können, folgt in Abschnitt 2.3.2.

Carrying Out the Plan
Bei der Durchführung des Plans soll jeder einzelne Schritt genau überprüft wer-
den. Diese Phase erfordert hauptsächlich Geduld, da die kreative Arbeit bereits
bei der Erstellung des Plans geleistet wurde (ebd. S. 12). Bei komplexeren Pro-
blemen soll hier von großen zu kleinen Schritten vorgegangen werden.

Looking Back
HierwerdenErgebnis undArgumentation nicht nur aufKorrektheit undVollstän-
digkeit überprüft, es geht vor allem auch darum, aus demVorgehen zu lernen und

8 Bei der Bezeichnung der einzelnen Phasen wurde das englische Original beibehalten. Das
hat auch den Vorteil, dass eine Verwechslung mit anderen Begriffen (z.B. der Planungsphase
einer Unterrichtseinheit) weniger wahrscheinlich ist.
9 Die wörtliche Übersetzung dieser Begriffe bringt einige Probleme mit sich, da Hypothese
und (Schluss-)Folgerung im heutigen Deutsch etwas anderes meinen. Gebräuchlich wären
beispielsweise Voraussetzung und Behauptung. Auch Pólya ist sich der Problematik sich
wandelnder Bedeutungen bewusst, wie im Abschnitt Terms, old and new (Pólya, 1945,
S. 200 f.) deutlich wird.
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sowohl Ergebnis, als auch Methode für andere Probleme nutzbar zu machen und
in das eigene Vorwissen einzubetten. In dieser Phase soll auch nach alternativen,
möglicherweise eleganteren oder direkteren Lösungswegen gesucht werden.

Weiter unten (ebd.S. 33 f.) beschreibt Pólya die einzelnen Phasen genauer. Inter-
essant ist, dass die erste Phase hierbei noch weiter unterteilt ist in:

Getting Acquainted
Um sich mit dem Problem vertraut zu machen, seinen Sinn zu verstehen und sich
wichtige Punkte einzuprägen, wird das Problem zunächst als Ganzes so klar und
plastisch wie möglich betrachtet. Hierbei werden Details zunächst vernachläs-
sigt.

Working For Better Understanding
Erst jetzt werden die Hauptteile des Problems (das Gegebene und das Gesuchte)
detaillierter und isoliert voneinander betrachtet und jede Einzelheit zu den ande-
ren und zum Ganzen in Verbindung gesetzt.

Die Unterteilung dieser ersten Phase wird, wenn im Folgenden von den Pólya-
Phasen die Rede ist, nicht weiter beachtet. Hiermit sind, gemäß den allgemeinen
Konventionen, die eingangs erwähnten vier Phasen gemeint.

Bemerkenswert ist ebenfalss die etwas detailliertere Beschreibung der zweiten
Phase (ebd., S. 34 f.), da hier der Wert nicht-zielführender Ideen, metakognitiver
Steuerung (vgl. Abschnitt 2.3.3) und des Vorwissens (vgl. Abschnitt 2.3.1) betont
wird. Auch wird bereits in dieser kurzen Zusammenfassung die mögliche Komple-
xität von Problemlöseprozessen deutlich, da a priori schwer zu sagen ist, welche
der vielen möglichen Ansatzpunkte zum Ziel führt:

Hunting For the Helpful Idea
Ziel dieser Phase ist es, Ideen zu finden, die das weitere Vorgehen zum Erreichen
des Ziels oder eines Teilziels aufzeigen können. Hierbei sind auch unvollstän-
dige Ideen gerne gesehen. An dieser Stelle soll der Nutzen dieser Ideen ein-
geschätzt werden und ob es sich lohnt, diese weiter zu verfolgen. Durch eine
solche Betrachtung des Problems kann sich die Wahrnehmung des Bearbeiters
ändern. So können Ideen zu neuen Ideen, zur Lösung des Problem oder aber
in die Irre führen. In dieser Phase soll das Problem, ausgehend von seinen vor-
her bereits ausführlich betrachteten und möglichst verinnerlichten Hauptteilen,
von verschiedenen Seiten betrachtet werden. Hierbei können bestimmte Punkte
fokussiert,Details auf verschiedeneWeisen untersucht, verschiedenePunktemit-
einander in Verbindung gesetzt und hierdurch neu entstehende Interpretationen
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einzelner Punkte, sowie desGanzen betrachtetwerden. EinewichtigeRolle spielt
hier auch die Verknüpfung mit dem Vorwissen. Es soll nach vertrauten Elemen-
ten gesucht und daraus Nutzen gezogen werden, was in ähnlichen Situationen
geholfen hat.

Eine weitere Möglichkeit, Problemlöseprozesse zu beschreiben, bietet das vierstu-
fige Modell von Wallas (1926), der sich auf die Überlegungen bzw. Beschreibun-
gen der eigenen Erkenntnisprozesse von Dewey (1997), Poincaré (1914), Helm-
holtz (1898) und anderen bezieht. Hierbei spielt das Konzept der Illumination, einer
unerwarteten Eingebung, einer plötzlichen Idee, eines Lichtaufgehens, eines Geis-
tesblitzes, eine entscheidende Rolle. Hadamard (1959) hat dieses Phänomen weiter
untersucht und eine eigene Version des Modells eingeführt. Es besteht aus den Pha-
sen Inintiation, Incubation, Illumination und Vérification. Entscheidend ist hierbei,
dass eine Eingebung nicht einfach so kommt. Ihr muss zwingend eine Phase der
Vorbereitung (Initiation) vorangehen, bei der das Problem von allen Seiten betrach-
tet und ein Lösungsversuch unternommen wird. Sollte an dieser Stelle noch kein
entscheidender Ansatz gefunden werden, wird die Entfernung vom Problem emp-
fohlen (Phase der Incubation), während der sich das Unterbewusstsein mit dem
Problem beschäftigen kann. Viele Anekdoten, nicht nur von den oben genannten
Wissenschaftlern (vgl. Ghiselin, 1985), erzählen dann von einer plötzlichen Illu-
mination10, einer für die Lösung des Problems entscheidenden Idee, die letztlich
wieder durch bewusste Auseinandersetzung verifiziert werden muss. Diese Vérifi-
cation entspricht weniger, wie man vielleicht vermuten mag, einer Kontrolle einer
bereits fertigen Lösung, wie das in Pólyas Looking-Back-Phase geschieht. Vielmehr
muss wie in der dritten Pólya-Phase der Plan erst noch ausgeführt werden. Dieses
Modell scheint für die Hochschulmathematik von großer Bedeutung zu sein. Denn
im Gegensatz zur Schulmathematik, bei der für die Bearbeitung von Aufgaben im
Unterricht maximal eine Doppelstunde zur Verfügung steht und auchHausaufgaben
selten über einen längeren Zeitraum als zwei bis drei Tage zu bearbeiten sind, ist es
an der Hochschule eher die Regel, dass für die Bearbeitung von Übungsaufgaben
eine Woche zur Verfügung steht. So kann die Möglichkeit, das Unterbewusstsein
an der Lösung von Problemen zu beteiligen, bei der Zeitplanung mit einbezogen
werden (vgl. Lehn, o. D.), wenngleich Poincaré (1914) im Zusammenhang mit
mathematischer Forschung auch deutlich längere Inkubationszeiten im Blick hatte.

10 Pólya hat solche Phänomene zwar nicht in sein Phasenmodell eingebaut, sie waren ihm
aber sehrwohl bekannt. Er widmet ihnen einen ganzen Abschnitt mit dem Titel Subconcious
work (Pólya, 1945, S. 197 f.).
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Vergleiche verschiedener Verlaufsmodelle zum Problemlösen findet man u. a. bei
Neuhaus (2001) und Rott (2014).

2.3 Einflussfaktoren auf das Problemlösen

Nach Schoenfeld gibt es vier Aspekte, die Problemlöseprozesse beeinflussen kön-
nen. In seinen ursprünglichen Bezeichnungen11 (Schoenfeld, 1985, S. 15) sind das:

Ressources: Die zur Verfügung stehende (mathematische) Wissensbasis, auf die
beim Bearbeiten eines Problems zurückgegriffen werden kann.

Heuristics: Strategien, die beim Bearbeiten eines Problems helfen können.
Control: Regulation des eigenen Vorgehens, hauptsächlich durch Auswahl von

Ressourcen und Strategien sowie Entscheidungen zu deren Umsetzung.
Belief Systems: Ansichten zurMathematik, die das individuelle Verhalten bewusst

oder unbewusst beeinflussen können.

In den folgenden Abschnitten soll genauer auf diese Faktoren eingegangen wer-
den. Rott (2013) stellt in der Einleitung dem Modell von Schoenfeld noch weitere
entgegen.

2.3.1 Ressourcen

Unter Ressourcen versteht Schoenfeld (ebd.) alles dem Problembearbeiter zur Ver-
fügung stehende, für das Problem relevante Wissen, also alle Begriffe, Zusammen-
hänge und Verfahren, die auf das Problem angewendet werden können. Hierbei ist
es zunächst nicht von Bedeutung, ob es sich um falsche Vorstellungen oder miss-
verstandene Fakten handelt (vgl. auch Schoenfeld, 1992). Diese Wissensbasis ist
offensichtlich dömanenspezifisch. So kann ein Experte auf einemGebiet Schwierig-
keiten in einemanderenGebiet haben,wenn ihmhier dasVorwissen fehlt.Außerdem
kann es vorkommen, dass zwar das nötige Wissen vorhanden ist, während des Pro-
blemlöseprozesses aber nicht darauf zurückgegriffen wird. Es ist also wichtig, aus
der großen Menge an vorhandenen Informationen die relevanten herauszugreifen

11 Obwohl diese vier Kategorien zwischenzeitlich leicht abgewandelt wurden (vgl. z.B.
Schoenfeld, 1992; Schoenfeld, 2010), treten sie zuletzt (z.B. Schoenfeld, 2015) wieder in
der ursprünglichen Form auf, mit den Bezeichnungen 1. Knowledge (or more broadly, res-
sources), 2. Problem solving strategies, also known as „heuristics“, 3. „Metacognition“ or
„Monitoring and self-regulation“ und 4. Beliefs.
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und auf das Problem anzuwenden. Dies ist eine Frage der Kontrolle und wird weiter
unten genauer behandelt. Grundsätzlich wird durch das vorhandene Wissen beein-
flusst, worauf man seine Aufmerksamkeit lenkt und welche Details verstanden und
behalten werden (Alexander, 1996).

Exkurs: Lernstrategien
Lernstrategien selbst sind kein direkter Einflussfaktor auf das Problemlösen. Den-
noch stellt sich die Frage, auf welche Art das zum Problemlösen nötige Vorwissen
aufgebaut werden kann. Gerade an der Universität liegt es häufig nicht in der Hand
des jeweiligen Dozenten, ob Studierende solches Wissen hinreichend verinnerlicht
haben. Die Verantwortung für ihre Lernprozesse tragen die Studierenden selbst
(Grünwald, Kossow, Sauerbier & Klymchuk, 2004; Wild, 2005). Es ist daher ange-
bracht, im Folgenden einen genaueren Blick auf Strategien zu werfen, die dabei hel-
fen können, den in der Vorlesung in großer Dichte präsentierten Stoff (vgl. Artigue,
2016) zu lernen.

Grundsätzlich verstehenwir unter Lernstrategien „Verhaltensweisen undGedan-
ken, die Lernende aktivieren, um ihre Motivation und den Prozess des Wissenser-
werbs zu beeinflussen und zu steuern“ (Friedrich & Mandl, 2006; vgl. auch Wein-
stein &Mayer, 1983). Hierbei wird in der Regel zwischen kognitiven Strategien, die
sich direkt mit der Informationsaufnahme, -verarbeitung und -speicherung beschäf-
tigen, metakognitiven Strategien, bei denen es um die Kontrolle und Steuerung des
(eigenen) Lernens geht, und ressourcenbezogenen Strategien unterschieden.Hierbei
sind Ressourcen nicht im Sinne von Schoenfeld gemeint, es geht vielmehr um das
Management interner Ressourcen (Anstrengung, Zeiteinsatz, Aufmerksamkeit und
Konzentration) sowie die Nutzung von externen Ressourcen (verschiedene Medien
als Informationsquellen, Hilfestellungen durch Tutoren oder Kommilitonen sowie
Gestaltung des Arbeitsplatzes) (vgl. Mandl & Friedrich, 2006; Wild, 2005). Stra-
tegien sind dafür da, durch zielgerichtete Auseinandersetzung mit dem Lernstoff
geistige Kapazitäten zu schonen.

Auf metakognitive Strategien sowie kooperatives Lernen wird weiter unten
genauer eingegangen. An dieser Stelle sollen die kognitiven Strategien genauer
unter die Lupe genommen werden: Hierbei unterscheidet man zwischen den Ela-
borationsstrategien, den Organisationsstrategien und den Wiederholungsstrategien
bzw. Memorierungsstrategien. Letztere zählen zu den Oberflächenstrategien (hier
werden oberflächlicheMerkmale des zu lernenden Stoffes auswendig gelernt), wäh-
rend die ersten beiden zu den Tiefenstrategien (es werden strukturelle Merkmale
des Stoffes betrachtet, mit dem Ziel, diesen besser zu verstehen) zählen (vgl. hierzu
Artelt, 2005).
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Bei den Elaborationsstrategien geht es darum, Zusammenhänge zwischen dem
neu zu erlernenden und bereits vorhandenem Wissen herzustellen (ebd.). Dadurch
werden neue Informationen in bestehende Wissensstrukturen integriert. Durch sol-
che Verknüpfungen wird das Abrufen dieser Informationen erleichtert (Friedrich &
Mandl, 2006). Je besser das Wissen vernetzt ist, desto schneller und automatisierter
kann die Aktivierung von Vorwissen geschehen (Klimesch et al., 1995; Boshuizen,
2004). Das kann gerade bei der Bearbeitung von Problemen von großer Bedeutung
sein.

Die Organisationsstrategien sollen Zusammenhänge zwischen den neu zu erler-
nenden Inhalten herstellen (Artelt, 2005). Diese werden umorganisiert und neu
strukturiert, um sie in eine leichter zu verarbeitende Form zu bringen (Wild, 2005).
Typische Strategien sind die Reduktion eines Textes auf das Wesentliche, die Nut-
zung von Wissensschemata (s. u.) sowie der Wechsel von Darstellungen (Friedrich
& Mandl, 2006).

Andieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass dieGrenze zwischenOrganisations-
und Elaborationsstrategien fließend ist. Während beim Betrachten von Beispielen
fast immer an das Vorwissen angeknüpft wird, lässt sich z.B. bei der Nutzung ver-
schiedener Darstellungen (Erstellen von Skizzen, Mind Maps, Tabellen etc.) nicht
a priori sagen, ob nur neue Informationen dargestellt werden oder auch Vorwissen
in die Darstellung mit einfließt. Auch lässt sich nicht genau festlegen, wann im
Lernprozess eine neue Information als in den Wissensspeicher aufgenommen gilt,
womit die Verknüpfung mit dieser Information von einer Organisations- zu einer
Elaborationsaktivität wird.

Bei den Wiederholungsstrategien geht es um das Auswendiglernen durch Wie-
derholen (Steiner, 2006). Hierzu zählen neben dem innerenWiederholen von Infor-
mationen, mit dem Ziel, diese im Arbeitsgedächtnis aufrecht zu erhalten, auch das
wiederholte Abrufen von Informationen und das wiederholte Anwenden von Pro-
zeduren. Letzteres kann dazu führen, dass verschiedene Subroutinen zu größeren
Einheiten (sogenannten Chunks – vgl. Miller, 1956) verbunden werden, was deren
Abruf erleichtert (ebd. S. 107). Bei denMnemotechniken, die das Nutzen von Esels-
brücken und das Verknüpfen der zu lernenden Informationen mit selbst ausgedach-
ten Geschichten einschließen, ist nicht ganz klar, ob diese zu den Wiederholungs-
strategien zählen, weil es um pures Auswendiglernen geht, oder ob aufgrund der
gebildeten Verknüpfungen eine Zuordnung zu den Elaborationsstrategien sinnvoll
ist (Stangl, 2006). Im Folgenden werden sie den Wiederholungsstrategien zugeord-
net, da die Verknüpfungen nicht von inhaltlicher Relevanz sind.
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Tabelle 2.1 Übersicht über verschiedene Lernstrategien

Kognitive Strategien Tiefenstrategien
Oberflächenstrategien

Elaborationsstrategien
Organisationsstrategien
Wiederholungsstrategien

Metakognitive Strategien

Ressourcenbezogene Strategien Interne Ressourcen
Externe Ressourcen

In Tabelle2.1 sind die verschiedenen Klassen von Lernstrategien nach Wild und
Schiefele (1994) dargestellt.

Ohne Anspruch auf Vollständigkeit oder Überschneidungsfreiheit zu erheben,
gibt die folgende Auflistung einen Überblick über allgemeine kognitive Lernstrate-
gien. Hierbei werden aufgrund der fließenden Grenzen Organisations- und Elabo-
rationsstrategien unter dem Begriff der Tiefenstrategien zusammengefasst:

• Tiefenstrategien12

– Multiple Repräsentationen des Lernstoffs (Darstellungswechsel)
– Mit eigenen Worten umformulieren
– Informationen auf das Wesentliche reduzieren
– Unterstreichen und Markieren
– Erstellen von Mind Maps und anderen Formen der visuellen Verknüpfung
– Beispiele betrachten
– Fragen, Hypothesen, Erklärungen und Beispiele generieren
– Analogien bilden
– Anwendungskontexte heranziehen
– Wissensschemata nutzen etc.

• Oberflächenstrategien
– Inneres Wiederholen der neuen Information
– Wiederholtes Abrufen
– Wiederholte Anwendung
– Mnemotechnik

12 Viele der hier aufgeführten Strategien stellen in sehr ähnlicher Form auch hilfreiche
Anknüpfungspunkte beim Problemlösen dar und werden als Heurismen in Abschnitt 2.3.2
aufgelistet. Der naheliegende Grund für diese Parallelen liegt darin, dass es in beiden Fällen
darumgeht, zu tieferemVerständnis (des Lernstoffes bzw. derAufgabenstellung) zu gelangen.
Auf diese Ähnlichkeit wird weiter unten ausführlicher eingegangen.
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Eine Strategie, deren Bedeutung nicht unmittelbar aus der Bezeichnung klar wird,
ist das Nutzen von Wissensschemata. Daher wird im Folgenden genauer erläu-
tert, was ein Wissensschema ist. Hierunter versteht man die Zusammenfassung der
mentalen Repräsentationen einzelner Wissenskomponenten zu einem zusammen-
hängenden Konzept (vgl. Anderson & Pearson, 1984). Diese Schemata umfassen
sowohl konzeptuelles als auch prozedurales Wissen. Sie werden meist unbewusst
gebildet und erleichtern sowohl das Abrufen als auch das Abspeichern von Informa-
tionen (vgl. Kopp&Mandl, 2005). In derMathematik können dasBegriffe sein, aber
auch Verfahren und andere zusammenhängende Phänomene. Ein einfaches Beispiel
wäre der Begriff des Körpers. Ein typisches Vorgehen an der Universität wäre es,
zunächst eine Definition (Menge mit zwei Verknüpfungen) mit zugehörigen Axio-
men (neutrales Element, inverses Element, Kommutativgesetz, Assoziativgesetz,
Distributivgesetz) zu liefern. Dann werden erste Beispiele (rationale bzw. reelle
Zahlen, Körper mit zwei Elementen etc.) genannt. Nach und nach kommen weitere
Eigenschaften (z.B.Rechenregeln) hinzu,weitereBeispiele (z.B. komplexeZahlen)
und Verknüpfungen zu anderen Begriffen (Gruppen, Anordnungen, Vollständigkeit
etc.). Wie bereits erwähnt, kann aber auch prozedurales Wissen, wie die Anwen-
dung des Gauss-Algorithmus, aber auch weniger festgelegte Vorgehensweisen, wie
der Umgang mit Folgenkonvergenz, als Schema abgespeichert werden. Es können
sich sogar verschiedene Schemata zu einem großen Schema verbinden, z.B.Wissen
zum Themenbereich Folgen und Reihen. Gut ausgebildete Schemata machen einen
dann zum Experten in diesem Gebiet, was zwei Vorteile hat: Zum einen wird bei
neuen Informationen die Aufmerksamkeit auf die relevanten Aspekte gelenkt, zum
anderen gelingt die Integration von neuemWissen in das passende Schema leichter
(ebd.). Aus diesen Gründen erleichtern gut ausgebildete Schemata die Bearbeitung
von Problemen in diesemFachgebiet (vgl. Chi, Feltovich&Glaser, 1981, Bielaczyc,
Pirolli & Brown, 1995). Auch Aufgabentypen und hierzu passende Lösungsmetho-
den können Schemata bilden. Es gibt sogar Schemata für das Problemlösen selbst
(Kopp & Mandl, 2005). Hierauf wird in Abschnitt 2.3.2 näher eingegangen. Um
den Lernerfolg zu verbessern, kann es hilfreich sein, durch einen Experten (die
Lehrkraft) ein Schema vorzugeben, entweder durch direktes Training oder durch
Integration in die Lernumgebung (ebd.).

Betrachtetman die obigeAufzählung von Strategien genauer, sowirdman erken-
nen, dass sich manche mehr und manche weniger gut für den Einsatz in der Hoch-
schulmathematik eignen. So ist es beispielsweise kaummöglich, Informationen aus
einem mathematischen Text, wie dem Skript einer Vorlesung, weiter zu reduzieren,
ohne dabei inhaltliche Verkürzungen (z.B. beim Geltungsbereich einer Aussage)
vorzunehmen (vgl. Liebendörfer, 2018, Kapitel 2). Der Grund dafür ist, dass die
Verwendung mathematischer Fachsprache unter anderem zum Ziel hat, wichtige
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Informationenmöglichst verdichtet zu kommunizieren (vgl. Hußmann, 2017, S. 61).
Andererseits lässt sich mathematisches Wissen aufgrund der ihm innewohnenden
Struktur (Definition–Satz –Beweis) besonders gut ordnen (ebd.).AuchdasBetrach-
ten und Generieren von Beispielen (und Gegenbeispielen) ist von großer Bedeutung
(vgl. Mejia-Ramos, Fuller, Weber, Rhoads & Samkoff, 2012). Der Abgleich mit
Vorwissen ist aufgrund des deduktiven Aufbaus der Mathematik nicht nur hilfreich,
sondern notwendig für ein gutes Verständnis (Houston, 2012). Das Heranziehen
von Anwendungskontexten hingegen ist eine Strategie, die zumindest in der Fach-
mathematik bald an Grenzen stößt (Liebendörfer et al., 2020). Was die Oberflä-
chenstrategien angeht, so hat das wiederholte Anwenden, also das Einüben von
gewissen Prozeduren zum Aufbau von Routinen, eine besondere Stellung in der
Mathematik (vgl. Göller, 2020). Dasselbe gilt für Beweise (vgl. Grieser, 2015).
Zum einen kann man durch das Betrachten von Beweisen innere Zusammenhänge
von Sätzen erkennen, zum anderen werden hierdurch oft auch Verknüpfungen zu
vorherigen Aussagen gebildet (vgl. Liebendörfer et al., 2020). Nach Hodds, Alcock
und Inglis (2014) kommt es beim Nachvollziehen von Beweisen auf zwei Dinge an:
Zum einen sollen die Kernideen des Beweises erkannt werden, zum anderen soll
bei jedem einzelnen Beweisschritt der Zusammenhang mit vorherigen Schritten des
Beweises und anderem Vorwissen hergestellt werden. In beiden Fällen wird die
Tiefenstruktur eines Satzes unter die Lupe genommen, was der reinen Aussage des
Satzes mehr Bedeutung verleiht.

In einem Praxisartikel für die Schulmathematik haben sich Prediger, Hußmann,
Barzel undLeuders (2011) genauermit demSichern undSystematisieren von neuem
Wissen beschäftigt und unterscheiden hierbei verschiedene in Betracht zu ziehende
Facetten und Arten des Wissens (S. 3), die sich imWesentlichen auf die Hochschule
übertragen lassen. Die Arten des Wissens sind klassisch aufgeteilt in Begriffe (hier:
Konzepte), Zusammenhänge und Verfahren (vgl. Vollrath & Roth, 2012), wobei die
Verfahren noch in mathematische und handwerkliche Verfahren aufgeteilt sind. Da
letztere in der Universitätsmathematik aber nicht vorkommen13, wird im Folgen-
den auf diese Unterscheidung verzichtet. Facetten des Wissens sind die explizite
Formulierung, die Konkretisierung und Abgrenzung, die Bedeutung und Vernet-
zung sowie konventionelle Festlegungen. Explizite Formulierungen entsprechen an
der Universität ziemlich genau der Definition eines Begriffs bzw. dem Satz, der
einen Zusammenhang beschreibt. Bei Verfahren werden diese durch eine genaue
Anleitung dargestellt. Konkretisierung und Abgrenzung geschehen bei Begriffen
und Zusammenhängen in der Regel durch Beispiele und Gegenbeispiele. Bei Ver-

13 Beispiele aus der Schule wären das Abmessen und Zeichnen von Winkeln, das genaue
Einzeichnen einer Winkelhalbierenden usw.
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fahren ist hiermit das Wissen über die Grenzen der Anwendbarkeit, Spezialfälle
und typische Fehler gemeint. Vernetzung und das Verleihen von Bedeutung können
durch das Betrachten verschiedener Darstellungen, anschaulicher Begründungen
und formaler Beweise geschehen. Mit konventionellen Festlegungen sind Namen,
Bezeichnungen sowie die Bedeutung von mathematischen Symbolen und Buchsta-
ben gemeint. Prediger et al. (ebd.) empfehlen der Lehrkraft, für jede der Facetten
zu entscheiden, ob diese einer besonderen Aufmerksamkeit bedarf oder nicht. Auch
wenn in der Universitätsmathematik die explizite Formulierung häufig im Mittel-
punkt steht, ist klar, dass diese allein zum Verständnis oft nicht ausreicht und sie
zur Bildung tragfähiger Vorstellungen durch die Betrachtung der anderen Facet-
ten angereichert werden muss (vgl. Prediger, 2009). Wie man sieht, decken sich
die Erkenntnisse von Prediger et al. (2011) in großen Teilen mit den vorherigen
Überlegungen.

Was die Auswirkungen verschiedener Lernstrategien auf den Studienerfolg
angeht, ist die Studienlage nicht eindeutig. Zwar wird auf theoretischer Ebene den
Tiefenstrategien ein positiver Effekt attestiert und von der Nutzung oberflächlicher
Strategien abgeraten (z. B. Entwistle &Entwistle, 1991, Entwistle &Marton, 1994),
ebenso wurde gezeigt, dass Tiefenlernen grundsätzlich positiv mit Verständnis kor-
reliert (Marton & Säljö, 1984), allerdings spiegeln sich diese Erfolge nicht in den
Studienleistungenwider (vgl.Artelt, 1998,Wild, 2000).MöglicheErklärungen hier-
für sind zum einen die Art der Prüfungen an den Hochschulen, die unter Umständen
nicht ausschließlich dieQualität der Lernleistungen erfassen, zumanderen dieErfas-
sung des Lernstrategieeinsatzes, die häufig in Form von Fragebögen geschieht. Hier
ist fraglich, ob die Selbstbeurteilungen der Probanden bei der abstrakten Form, in
der die Fragen gestellt sind, adäquat sind (Artelt, 1998). Es gibt empirische Studien,
die den Lernstrategieeinsatz durch Handlungsanalysen ermitteln und einen positi-
ven Zusammenhang zwischen dem grundsätzlichen Einsatz von Lernstrategien und
dem Lernerfolg aufzeigen (Lehtinen, 1992, Renkl, 1997). Allerdings wurde hier
keine Unterscheidung zwischen verschiedenen Strategien gemacht, so dass hieraus
nicht abzuleiten ist, welche Strategien sich besonders positiv auf den Lernerfolg aus-
wirken und welche eher nicht. Der positive Einfluss von metakognitiven Strategien
und Anstrengung auf den Lernerfolg wurde hingegen mehrfach gezeigt (Jamieson-
Noel & Winne, 2003; Schiefele, Streblow, Ermgassen & Moschner, 2003; Schunk,
Meece & Pintrich, 2014; Wild & Schiefele, 1994; Zimmerman & Schunk, 2009).
Auf metakognitive Strategien wird in Abschnitt 2.3.3 genauer eingegangen. In der
Mathematik stellte sich zudem zunächst das Problem, dass die fachunspezifisch
erhobenen Lernstrategien nicht immer sinnvoll einsetzbar sind (s. o.) und sich keine
Korrelationen zwischen diesen und der Mathematikleistung zeigen. Erste Versu-
che, Lernstrategien mathematikspezifisch zu erfassen, zeigen aber gewisse Zusam-
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menhänge. So haben Kolter et al. (2018) in der Grundschullehrerausbildung eine
signifikante positive Korrelation zwischen Elaborationsstrategien und Testleistung
sowie eine signifikante negative Korrelation zwischenWiederholungsstrategien und
Testleistung gezeigt. Ein Ergebnis zu Organisationsstrategien wird hier nicht prä-
sentiert. Eley und Meyer (2004) haben bei Studienanfängern der Mathematik fest-
gestellt, dass die erfolgreichsten Studierenden besonders hohe Durchschnittswerte
in einer Kategorie, die sie Systematic and Principled Use of Examples nennen, auf-
weisen. Schaut man sich die Items dieser Kategorie genauer an, sieht man, dass
diese Bezeichnung etwas irreführend ist. Es geht nicht, wie man vermuten könnte,
um das systematische Betrachten von Beispielen zum Verständnis von Definitionen
oder Sätzen, sondern um das Bearbeiten vieler Übungsaufgaben und das Betrachten
von Lösungsbeispielen. Da diese Bearbeitung nicht genauer spezifiziert ist, könnte
es sich also auch um das Einüben von Prozeduren durch Wiederholung handeln.
Dieses wird im Gegensatz zu anderen Wiederholungsstrategien auch von Alcock
(2017) empfohlen. Das im vergangenen Jahr fertiggestellte Untersuchungsinstru-
ment LimSt (Liebendörfer et al., 2020), das speziell auf Lernstrategien im Mathe-
matikstudium zugeschnitten ist, eröffnet die Möglichkeit zu prüfen, ob sich die
genannten Ergebnisse bestätigen und auf andere Studiengänge übertragen lassen.

Zusammenfassend wird Studierenden also die Nutzung folgender mathematiks-
pezifischer Lernstrategien empfohlen (vgl. auch Alcock, 2017):

• Explizite Formulierungen nachvollziehen (auch durch Wiedergabe mit eigenen
Worten)

• Konkretisierung undAbgrenzung durch Betrachten undGenerieren von Beispie-
len und Gegenbeispielen

• Verleihen von Bedeutung durch Darstellungswechsel

• Verleihen von Bedeutung durch Begründungen und Beweise

• Beweisverständnis durch Self-Explanations

• Vernetzung durch Beweise

• Vernetzung durch externe Visualisierungen (Mind Maps, Listen)

• Wiederholtes Anwenden von Verfahren

2.3.2 Heurismen

Betrachtet man das Problemlöseverhalten von Experten (beispielsweise vonMathe-
matikern), so lassen sich eine Reihe von systematischen Herangehensweisen erken-
nen, die mehr oder weniger bewusst verwendet werden. Solche Herangehensweisen
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bezeichnen wir als Heurismen. Bevor eine genauere Charakterisierung des Begriffs
vorgenommen wird, sei auf eine Schwierigkeit der englischen Sprache hingewie-
sen. Hier beschreibt der Begriff heuristic sowohl eine einzelne Problemlösestrategie
(zu deutsch: Heurismus), als auch, grob gesagt, die Lehre solcher Strategien (Heu-
ristik). Eine Unterscheidung dieser beiden Konzepte wird auch über den Numerus
vorgenommen: Wird der Plural heuristics verwendet, sind Heurismen gemeint, der
Singular heuristic ist in diesem Zusammenhang eher nicht gebräuchlich14. Wird
dieser verwendet, ist also meist die Heuristik gemeint. Eine klare Definition von
Heurismen ist schwierig. Etymologisch stammt das Wort von dem altgriechischen
Verb εύρίσκειν (heurískein: finden, entdecken) (Wirtz, 2017) ab und hat somit
denselbenWortstammwie der berühmte Ausruf Archimedes’ „Heureka!“ (Ich habe
(es) gefunden). Schoenfeld (1985) bezeichnet Heurismen als „rules of thumb“, frei
übersetzt also als Faustregeln, Pólya (1945, S. 130) beschreibt sie als „mental ope-
rations typically useful [in the process of solving problems]“, also alle mentalen
Operationen, die beim Problemlösen hilfreich sind. Später wird er etwas präziser:

A reasonable sort of heuristic cannot aim at unfailing rules; but itmay endeavor to study
procedures (mental operations, moves, steps) which are typically useful in solving
problems. Such procedures are practiced by every sane person sufficiently interested
in his problem. They are hinted by certain stereotyped questions and suggestions
which intelligent people put to themselves and intelligent teachers to their students
(ebd. S. 172).

Er unterscheidet Heurismen also von unfehlbaren Regeln. Bruder und Collet (2011,
S. 42) benennen diesen Unterschied noch deutlicher (vgl. auch König, 1992):

Heuristische Verfahren bieten keine Lösungsgarantie wie die Algorithmen, sie bieten
lediglich Orientierung, eine Art Geländer beim Lösen einer Aufgabe, wo man nach
Bedarf mal zugreift, um sich zu stützen. Auch eine bestimmte Schrittfolge ist bei den
Heurismen nicht einzuhalten – im Gegenteil: Ein flexibler Umgang mit den Impulsen
ist gefragt.

Es handelt sich also um Strategien, die, flexibel eingesetzt, beim Lösen eines Pro-
blems helfen können, aber keine Lösungsgarantie bieten. Eine strikte Abgrenzung
von Heurismen und Algorithmen ist allerdings nicht immer möglich (vgl. Kilpa-
trick, 1967), zumal auch eine solche Unterscheidung davon abhängt, wer die Stra-
tegie einsetzt. In der vorliegenden Arbeit werden ganz in der Tradition Schoenfelds

14 Hierbei werden teilweise verwandte Begriffe, wie problem solving strategy (s. u.), verwen-
det. Manche Autoren (z.B. Koichu, Berman &Moore, 2007) reden auch von heuristics, wenn
sie einen einzelnen Heurismus meinen.
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(z. B. Schoenfeld, 1992) die Begriffe Heurismen und Problemlösestrategien syn-
onym verwendet. Obwohl streng genommen auch metakognitive Strategien, wenn
sie beim Problemlösen eingesetzt werden, als Problemlösestrategien gesehen wer-
den können15, werden sie hier separat betrachtet (siehe Abschnitt 2.3.3) und nicht
unter diesem Begriff geführt.

Aus kognitionspsychologischer Sicht zählen die verfügbaren Heurismen eben-
falls zur Wissensbasis, also zur Kategorie der Ressourcen (vgl. Schoenfeld, 2010),
allerdings sind sie für den Problemlöseprozess von so großer Bedeutung, dass sie
gesondert aufgeführt werden (ebd.). Der Zusammenhang zwischen Lernen und Pro-
blemlösen sowie den zugehörigen Strategien wird weiter unten diskutiert. Ein gute
Übersicht über Heurismen undmögliche Kategorisierungen derer liefern die Artikel
von Rott (2015; 2018).

Wie schon aus Pólyas Zitat deutlich wird, schlägt er vor, den Einsatz von Heu-
rismen durch bestimmte, immer wiederkehrende Fragen anzuregen. Er betont aber
auch, dass man diese Fragen nie aus Gewohnheit stellen, sondern sich immer fragen
sollte, ob diese zum vorliegenden Problem passen (Pólya, 1945, S. 148). Auch das
zählt zu dem von Bruder und Collet erwähnten flexiblen Umgang. Pólya hat sei-
nen Phasen eine Liste von Fragen zugeordnet, die er selbst schlicht als „The List“
bezeichnet (vgl. Abbildung2.1).

Er sagt (ebd. S. 21), dass eine solcheListe nicht zu lang sein darf, damit die Fragen
ohne größere Schwierigkeiten wiederholbar (d. h. unter verschiedenen Umständen
und in unterschiedlichen Problemkontexten abrufbar) sind. Schaut man sich die
Liste genauer an, sieht man, dass die Fragen recht allgemein gehalten und auf alle
möglichen Probleme anwendbar sind. Durch eine solche Liste von Fragen wird
ein Problemlöseschema (vgl. 2.3.1) vorgegeben (Kopp & Mandl, 2005), welches
durch wiederholtes Anwenden (also die Auswahl zur jeweiligen Problemsituation
passender Fragen aus der Liste) in die kognitive Struktur des Problemlösers überge-
hen soll. Hierbei handelt es sich, im Gegensatz zu einzelnen Heurismen (die unter
Umständen durch Fragen der Liste repräsentiert bzw. hervorgerufen werden) um
eine allgemeine Herangehensweise an das Problemlösen, nach der über die Passung
der einzelnen Fragen zumProblem entschiedenwird. Tietze et al. (2000) sprechen in
diesemZusammenhang von globalen Heuristiken16, die sich (imGegensatz zu loka-
len Heuristiken16, die in der vorliegenden Arbeit einfach als Heurismen bezeichnet
werden) eher mit der übergreifenden Planung des Problemlöseprozesses beschäfti-
gen (wozu unter anderem auch die Zerlegung in Phasen gehören kann) und damit

15 Manche Autoren (z.B. Koichu et al., 2007; Tietze et al., 2000) zählen sie sogar zu den
Heurismen.
16 Gemeint sind hier Heurismen im obigen Sinne, nicht die Lehre derer.
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Abbildung 2.1 Phasen des Problemlösens (Pólya, 1945, S. xvii)

schon in den Bereich der Metakgonition (vgl. Abschnitt 2.3.3) hineinspielen. King
(1994) spricht auch von question stems (Fragestämmen) und hat in einer Studie
mit Viert- und Fünftklässlern gezeigt, dass sich diese allgemeinen Fragen eignen,
das Stellen von Fragen in konkreten Situationen einzuüben. Nach Pólyas Vorbild
wurden noch einige weitere solcher Schemata entworfen (z.B. King, 1991, König,
1996, Schoenfeld, 1985, S. 109). Die Hoffnung, dass eine solche Liste bereits beim
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Problemlösen hilft, hat sich leider nicht bestätigt. Im Gegenteil wurde mehrfach
gezeigt (z.B. Lesh & Zawojewski, 2007; Lester Jr. & Kehle, 2003; Schoenfeld,
1992; Silver, 1985), dass das reine Zur-Verfügung-Stellen einer solchen Übersicht
keine wesentlichen Fortschritte mit sich bringt. Mögliche Gründe und weitere Lehr-
konzepte, die zum Teil auch Problemlöseschemata nutzen oder mit den Lernenden
gemeinsam entwickeln, werden in Abschnitt 2.4.5 beschrieben.

Generell ist derNutzen vonHeurismen nicht offensichtlich. DerAutor der vorlie-
genden Arbeit hat die Erfahrung gemacht, dass manche Professoren der Fachmathe-
matik, die man in der Regel zu den Experten im Bereich des Problemlösens zählen
kann, dem Heurismeneinsatz skeptisch gegenüberstehen, da sie laut eigenen Aus-
sagen auch ohne den bewussten Einsatz solcher Strategien zurechtgekommen sind.
Es scheint also auch weniger bewusste Komponenten für das erfolgreiche Problem-
lösen zu geben. In diesem Zusammenhang treten die Begriffe Intuition (Fischbein,
1987),Kreativität (Liljedahl, 2013) und geistige Beweglichkeit (Hasdorf, 1976) auf.
Letztere lässt sich an folgenden Eigenschaften erfolgreicher Problemlöser festma-
chen (vgl. Bruder, 2000b; Rott, 2018):

Reduktion: Intuitive Konzentration auf wesentliche Aspekte, oft mit Hilfe von
Visualisierungs- und Strukturierungshilfen

Reversibilität: Die Fähigkeit, Gedankengänge umzukehren
Aspektbetrachtung: Das Erkennen von Zusammenhängen und Abhängigkeiten

zwischen verschiedenen Aspekten sowie das Durchhalten tragfähig erscheinen-
der Ideen

Aspektwechsel: Das intuitive Variieren verschiedener Aspekte oder der Perspek-
tive hierauf, was neue Ideen ermöglicht und ein Versteifen auf einen Lösungs-
ansatz verhindert

Transferierung: Die Fähigkeit, bekannte Vorgehensweisen auf teilweise weit ent-
fernt liegende, andere Kontexte zu übertragen; ein Sinn für tieferliegende Struk-
turen

Wie in der Beschreibung bereits deutlich wird, sind diese Fähigkeiten dem Problem-
löser oft nicht bewusst undwerden intuitiv angewandt.Menschenmit hoher geistiger
Beweglichkeit sind auch ohne den Einsatz von Heurismen gut darin, Probleme zu
lösen (ebd.). Zu diesem Personenkreis würde man wahrscheinlich auch die oben
angesprochenen Mathematikprofessoren zählen17. Ist die geistige Beweglichkeit

17 Wenngleich dies möglicherweise nicht bewusst passiert, werden sich diese Experten wahr-
scheinlich ähnliche Fragen stellen, die durch den Einsatz von Heurismen hervorgerufen wer-
den sollen.
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allerdings weniger gut ausgeprägt, kann es zu Schwierigkeiten beim Problemlösen
kommen, die durch das Erlernen von Heurismen zum Teil behoben werden können
(ebd., vgl. auch König, 1992). Zusammenfassend kann man sagen: Gute intuitive
Problemlöser kommen mitunter auch ohne die bewusste Verwendung von Heuris-
men aus, weniger gute können hiervon aber stark profitieren.

Um einen Überblick zu geben, folgt eine Liste von Beispiel-Heurismen (vgl.
z.B. Bruder, 2000a, Heinrich et al., 2015, King, 1991, König, 1992, Leuders, 2017,
Pólya, 1945, Schoenfeld, 1985), die längst nicht vollständig ist:

• Voraussetzung und Behauptung systematisch festhalten

• Begriffe klären

• Betrachten von Beispielen (Spezialfälle und Extremfälle)

• Darstellungswechsel (Skizzen, Tabellen, Gleichungen etc.)

• Vorwärtsarbeiten (Von den Voraussetzungen Schritt für Schritt folgern)

• Rückwärtsarbeiten (Was wird benötigt, um die Behauptung zu zeigen?)

• Problem umformulieren (Verallgemeinern, Spezialisieren, Analogisieren etc.)

• Zerlegung des Problems in Teilprobleme

• auf bekannte Zusammenhänge zurückgreifen

• Ähnliche (bekannte) Probleme heranziehen

• Variation der Aspekte (Voraussetzungen, Behauptung) etc.

Vergleicht man diese Liste mit den oben aufgeführten Lernstrategien (vgl. S. 22
und 26, so erkennt man einige Parallelen (vor allem zu Tiefenstrategien). Insgesamt
scheinen Lernen und Problemlösen sehr ähnliche kognitive Prozesse zu sein. So
schreibt Leuders:

Vom lerntheoretischen Standpunkt aus ist jedes Lernen ein Problemlöseprozess. Ein
„Problem“ ist schlichtweg eine Diskrepanz zwischen der Erwartung eines Individu-
ums und der von ihm wahrgenommenen tatsächlichen Situation, oder unpersönlicher
ausgedrückt: zwischen vorliegendemAusgangszustand und erwünschtemZielzustand.

Er beschreibt, dass zur Überwindung dieser Diskrepanz kognitive Konstruktions-
prozesse (Assimilation und Akkomodation im Sinne von Piaget et al. (1975)) her-
angezogen werden, die man durchaus als Problemlösen bezeichnen kann.

Wenngleich fraglich ist, ob diese Behauptung wirklich für alle Lernprozesse,
auch bei der Anwendung von Oberflächenstrategien (sind diese doch eher durch das
Abspulen von Routineprozessen gekennzeichnet) haltbar ist, ist es doch ein inter-
essanter Standpunkt, dass (Tiefen-)Lernen durch kognitive Aktivitäten geprägt ist,
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die mit Problemlöseprozessen gleichzusetzen sind. Umgekehrt kann man sich auch
die Frage stellen, ob jedes Problemlösen ein Lernprozess ist. Zumindest scheinen die
kognitiven Aktivitäten beim Problemlösen im Wesentlichen aus Organisieren und
Elaborieren zu bestehen. Das könnte einHinweis darauf sein, dass das (erfolgreiche)
Lösen von Problemen besonders zum Verständnis des jeweiligen Themas beiträgt.
Mamona-Downs & Downs (2005) sehen auch das Verständnis von Beweisen als
Problemlöseprozess an.

Neben allgemeinen Heurismen gibt es auch bereichsspezifische Lösungsverfah-
ren. Für dieAnalysis hat derMathematiker Terence Tao eine Liste von 21 Strategien,
die teilweise sehr ähnlich zu denen aus unserer Liste, zum Teil sehr viel spezifischer
und nur auf eine bestimmte Menge von Problemen anwendbar sind, auf seiner
Homepage veröffentlicht (Tao, o. D.) (eine stichpunktartige Auflistung findet sich
in AnhangA). Hierdurch wird deutlich, dass Problemlösestrategien sehr stark von
den jeweiligen Themengebieten abhängen können.

2.3.3 Metakognition und Selbstregulation (Kontrolle)

Wie bereits in den vorherigen Abschnitten angeklungen ist, genügt es, um beim
Problemlösen erfolgreich zu sein, nicht, ein gewisses Vorwissen (sowohl inhaltli-
cher als auch heuristischer Art) zu haben. Entscheidend ist es, dieses Wissen zum
geeigneten Zeitpunkt abzurufen und flexibel (d. h. auf die Gegebenheiten der jewei-
ligen Problemlösesituation abgestimmt) einzusetzen, also das eigene Handeln zu
steuern (vgl. z. B. Collet, 2009; Göller, 2020; Schoenfeld, 1985; Zimmerman &
Schunk, 2009). Die Steuerung der eigenen Aktivitäten beim Problemlösen bezeich-
net Schoenfeld (1985) als control. Heutzutage werden in diesem Zusammenhang
eher die verwandten, aber nicht bedeutungsgleichen Begriffe Metakognition und
Selbstregulation verwendet, die im Folgenden charakterisiert werden sollen. Unter
Metakognition verstehen wir:

Any cognitive activity that takes as its object, or regulates any aspect of any cognitive
enterprise (Flavell, Miller & Miller, 1993).

Sie beschreibt also allesWissen und alle Kognition über (eigene wie fremde) kogni-
tive Aktivitäten sowie alle Regulation derer. Ähnliche Definitionen finden sich u. a.
auch bei Brown (1978) sowie Hasselhorn und Artelt (2018). Um genauer zu verste-
hen, was hier gemeint ist, ist es hilfreich, sich zunächst den Begriff der Kognition
anzuschauen. Im Lexikon der Psychologie (Wirtz, 2017) heißt es hierzu:
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Kognition ist ein Sammelbegriff für bewusste und unbewusste mentale Prozesse, die
vonWahrnehmungbisDenken reichen.Kognitionwirdmeist vonEmotionundMotiva-
tion unterschieden, obgleich diese Aufmerksamkeit und damit Kognition beeinflussen.

Hervorzuheben ist hierbei, dass nach dieser Definition Emotionen gegenüber kogni-
tiven Vorgängen nicht zur Metakognition zählen.

Sehr ähnlich zur Metakognition ist das Konzept der Selbstregulation:

[Self-regulation] is an active, constructive process whereby learners set goals for their
learning and then attempt to monitor, regulate, and control their cognition, motivation,
and behavior, guided and constrained by their goals and the contextual features in the
environment (Pintrich, 2000, S. 453).

Selbstregulation umfasst also die Regulation der eigenen kognitiven, aber auch
motivationalen Aktivitäten sowie des eigenen Verhaltens. Andere Autoren verwen-
den vergleichbare Definitionen (z. B. Landmann, Perels, Otto & Schmitz, 2009;
Zimmerman & Schunk, 2009).

Im Folgenden sollen die Unterschiede der Begriffe Metakognition und Selbstre-
gulation herausgearbeitet werden (vgl. hierzu auch Dinsmore, Alexander & Lough-
lin, 2008).

Die große Gemeinsamkeit der beiden Begriffe ist, dass sie die bewusste18 Regu-
lation von kognitiven Prozessen umfassen. Während die Selbstregulation zusätzlich
noch die Regulation von Handlungen sowie emotionalen und motivationalen Vor-
gängen umfasst, wovon die Metakognition ja ausdrücklich ausgenommen ist, fällt
unter den Begriff derMetakognition zusätzlich zur Regulation auch dasWissen über
kognitive Vorgänge (im Folgenden metakognitives Wissen genannt). Flavell (1979)
unterteilt dieses in die dreiKategorien personales Wissen,Aufgabenwissen und Stra-
tegiewissen, betont aber, dass es meistens als Kombination dieser drei Wissensfor-
men auftritt. Hierbei beschreibt personales Wissen das Wissen eines Individuums
über seine eigenen kognitiven Aktivitäten und Möglichkeiten, sowie die anderer
Individuen, Aufgabenwissen umfasst Wissen über geschickten (oder ungeschick-
ten) Umgang mit einer bestimmten Aufgabe oder einem Aufgabentyp, sowie eine
Einschätzung der Aufgabenschwierigkeiten, und Strategiewissen umfasst neben

18 Nimmt man die obige Charakterisierung vonMetakognition wörtlich (als kognitive Aktivi-
täten, die auf Kognition gerichtet sind) und verbindet diese mit der Definition von Kognition,
dann müssten auch unbewusste Aktivitäten unter diesen Begriff fallen. Flavell (und ihm
folgend auch andere Autoren) hat jedoch an anderen Stellen deutlich gemacht, dass er nur
bewusste Aktivitäten als Metakognition betrachtet (z. B. Flavell, 1984).
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der Kenntnis von Strategien auch die Einschätzung, wann eine Strategie wahr-
scheinlich sinnvoll ist und wann eher nicht. Letzteres scheint der Schlüssel zum
Problemlösen zu sein, ist aber sicherlich abhängig von personalem Wissen und
Aufgabenwissen. Flavell schreibt zu dieser Abhängigkeit:

I believe that the monitoring of a wide variety of cognitive enterprises occurs through
the actions of and interactions among four classes of phenomena: (a) metacognitive
knowledge, (b) metacognitive experiences, (c) goals (or tasks), and (d) actions (or
strategies). (Flavell, 1979, S. 1)

Metakognitives Wissen kann, wie jedes andere Wissen auch, bewusst oder unbe-
wusst aktiviert werden (ebd.).

Später wurde, in Abgrenzung vonmetakognitivemWissen, der Begriff der meta-
cognitive skills eingeführt. Hiermit ist der Teil der Metakognition gemeint, der der
Regulation von kognitiven Aktivitäten, vornehmlich Problemlöse- und Lernaktivi-
täten dient. Hierzu zählen grundlegende Aktivitäten (Orientierung und Reflexion),
Kontrollaktivitäten (Planen und Ausbessern) und Beobachtungen (Prozessbeobach-
tungen, Selbst-Tests, Diagnose und Evaluation) (vgl. Veenman, Hout-Wolters et
al., 2003). Kluwe und Schiebler (1984) unterscheiden in diesem Zusammenhang
auch deklarative Metakognition (Wissen) und prozedurale Metakognition (Kontroll-
prozesse). Diese Bezeichnungen können aber zu Verwirrung führen, da, wie jedes
andere Wissen auch das metakognitive in deklarative und prozedurale Aspekte auf-
geteilt werden kann (was z.B. von Hoy (2013, S. 319 f.) auch getan wird), ohne dass
hierbei Kontrollaspekte gemeint sind. In der vorliegenden Arbeit wird daher zwi-
schenmetakognitivem Wissen und der Regulation kognitiver Aspekte unterschieden.

Da Letztere, sofern sie vom Lerner ausgeht, eine Teilmenge der Selbstregula-
tion bildet, treffen die im Folgenden getätigten Aussagen in der Regel auch hierauf
zu. Selbstregulation ist ein zyklischer Vorgang (Boekaerts & Corno, 2005, Zim-
merman, 2000). Das bedeutet, dass Kognition, Emotion und Verhalten beobachtet
und bei Abweichungen vom Wunschzustand iterativ angepasst werden. Hierdurch
wird nicht zwingend der gewünschte Zustand erreicht, sondern nur angenähert, so
dass bei weiteren Aktivitäten weitere Regulationen durchgeführt werden können.
Cohors-Fresenborg und Kaune (2007) unterteilen die Selbstregulation in die Teil-
prozesse Planung, Monitoring und Reflexion.

Neben dieser Einteilung in Teilprozesse hat sich ein Phasenmodell nach Zim-
merman (1998, 2000) etabliert, das hier in einer Adaption von Schmitz & Schmidt
(2007) beschrieben werden soll:
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Präaktionale Phase (Voraussicht): Hier werden Aufgaben19 analysiert, Ziele
gesetzt,Vorwissen aktiviert, Strategien ausgewählt,motivationale Prozesse ange-
stoßen und das allgemeine Vorgehen geplant.

Aktionale Phase (Durchführung): Hier wird der Plan unter Selbst-Beobachtung
und -Kontrolle durchgeführt und Informationen über Einflussgrößen und Wir-
kung des eigenen Handelns gesammelt.

Postaktionale Phase (Reflexion): Schließlich wird das Ergebnis sowie der Lern-
bzw. Problemlöseprozess reflektiert und evaluiert und es werden Schlussfolge-
rungen für zukünftiges Handeln gezogen.

Hierbei ist darauf zu achten, diese Phasen auf der einen Seite nicht mit den Phasen
Pólyas zu vermischen. Wenngleich es bei der präaktionalen Phase um die Analyse
der vor einem liegenden Aufgaben und die Planung des Herangehens an diese han-
delt, liegt diese Phase vor der Bearbeitung des eigentlichen Problems (oder einer
anderen zu bewältigendenAufgabe). Die Pólya-PhasenUnderstanding the Oroblem
und Devising a Plan sind deutlich detaillierter und liegen bereits in der aktionalen
Phase. In der präaktionalen Phase werden eher allgemeine Herangehensweisen und
einzusetzendeRessourcen,wieAnstrengung undZeiteinsatz, geplant. Genauso liegt
die postaktionale Phase nach dem eigentlichen Bearbeitungsprozess und ist nicht
mit Looking Back zu verwechseln, wenngleich eine Unterscheidung hier nicht ganz
so trennscharf ist. Auf der anderen Seite sind die oben genannten Teilprozesse Pla-
nung, Monitoring und Reflexion nach Cohors-Fresenborg und Kaune (2007) nicht
mit solchen Phasen zu verwechseln. Hierbei handelt es sich um „kleinere“ Aktivi-
täten, die in jeder Phase (sowohl nach Zimmerman als auch nach Pólya) auftreten
können. Mit anderen Worten: Jeder einzelne Schritt eines Problemlöse- oder Lern-
prozesses kann geplant, beobachtet und reflektiert werden, egal in welcher Phase
man sich befindet. Darüber hinaus ist, wie die meisten Phasenmodelle, auch die-
ses nicht rein linear zu sehen. Es ist beispielsweise durchaus möglich, von einer
aktionalen Phase in eine präaktionale überzugehen.

Als hilfreiche Faktoren der Selbstregulation werden genannt (Zimmerman &
Martinez-Pons, 1988; Sitzmann & Ely, 2011):

• Zielsetzung

• Implementierung effektiver Strategien

• Beobachtung und Beurteilung des eigenen Fortschritts

• Schaffung produktiver Lernumgebungen

19 Hierbei kann es sich um beliebige Aktivitäten handeln. Es sind nicht ausschließlich mathe-
matische Aufgaben gemeint.
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• Sinn für Selbstwirksamkeit

• Ausdauer und Anstrengung

Metakognition und Selbstregulation hängen stark von dem Bereich ab, in dem die
Lern- und Problemlöseaktivitäten stattfinden (vgl. Veenman et al., 2003, Boekaerts,
Maes & Karoly, 2005). So ist es beispielsweise naheliegend, dass ein mathemati-
scher Text anders zu lesen ist als ein literarischer (Alcock, 2017). Dementsprechend
werden auch die zugehörigenRegulationsprozesse anders aussehen.Aber auch beim
mathematischen Problemlösen kann es sein, dass das jeweilige Teilgebiet (z. B.
Analysis oder Lineare Algebra) die Herangehensweise beeinflusst. Dieses Thema
wird im Verlauf dieser Arbeit noch weiter aufgegriffen. Selbstregulation hängt also
stark mit der Kompetenzentwicklung in diesem Bereich zusammen. Umgekehrt gilt
Metakognition (und damit Selbstregulation der kognitiven Lernprozesse) als stärks-
ter Prädiktor für Lernerfolg (Wang, Haertel & Walberg, 1990; Prins, Veenman &
Elshout, 2006).

Wenn im Folgenden vonMetakognition gesprochen wird, sind damit, wenn nicht
anders erwähnt, metacognitive skills gemeint, also die Regulation von kognitiven
Aktivitäten. Metakognitives Wissen wird in der vorliegenden Arbeit als Vorwis-
sen, bzw. als Wissen über Problemlösestrategien betrachtet. Auf der anderen Seite
beschäftigt sich die vorliegende Arbeit nur marginal mit der Regulation von Hand-
lungen, Emotionen und Motivation. Demnach werden die Begriffe Metakognition
und Selbst-Regulation hier nach reiflicher Überlegung weitgehend synonym ver-
wendet. Zusammenfassend beschreiben sie beide die Beobachtung, Beurteilung
und darauf basierende Reaktion bzw. Anpassung der eigenen kognitiven Aktivitä-
ten, also genau das,was (Schoenfeld, 1985) unter control verstanden hat20.Andieser
Stelle sei erwähnt, dass sich die bei Schoenfeld (ebd.) beschriebenen Kontrollakti-
vitäten imWesentlichen auf den eigentlichen Problembearbeitungsprozess, also auf
die aktionale Phase beschränken. Von großer Bedeutung ist aber auch die postak-
tionale Reflexion der Prozesse, die das Problemlöseverhalten zukünftiger Prozesse
entscheidend beeinflussen kann und sich zumTeil in Pólyas Phase des Looking Back
wiederfindet.

20 In späteren Veröffentlichungen, als der Begriff der Metakognition sich bereits etabliert
hatte, verwendet Schoenfeld diesen oft synonym mit Control.
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2.3.4 Überzeugungssysteme

Als letzten Einflussfaktor erfolgreichen Problemlösens benennt Schoenfeld (1985)
Belief Systems. Damit ist die Sicht des Individuums auf die mathematische Welt
gemeint. Hierzu gehören Überzeugungen über Mathematik an sich, über sich selbst
und seine mathematischen Fähigkeiten, über das spezielle Thema und über die
Umwelt, zu der auch andere Individuen gehören. Diese Ansichten sind häufig unbe-
wusst und können das individuelle (Problemlöse-)Verhalten (insbesondere motiva-
tionale Aspekte) beeinflussen. Schoenfeld (ebd.) beschreibt typische Überzeugun-
gen von Studienanfängern, die möglicherweise systematisch in der Schulmathema-
tik „erlernt“ werden und die bei der Problembearbeitung hinderlich sein können.
Hierzu gehören Aussagen wie „Mathematische Aufgaben lassen sich immer nach
einem Schema lösen“, „Eine mathematische Aufgabe muss nach spätestens fünf
Minuten gelöst sein“ oder „Es gibt für jede Aufgabe nur einen sinnvollen Lösungs-
weg“. Später (1992) bezieht er, zumindest namentlich, auch affects in diese Kate-
gorie mit ein. Andere Autoren (z. B. DeBellis & Goldin, 2006; Hannula, 1999)
beschäftigen sich intensiver mit dem Einfluss von Affekten auf das Problemlösen.

Da der Fokus der in dieser Arbeit beschriebenen Maßnahme eher auf der Förde-
rung von kognitiven und metakognitiven Aspekten lag und Überzeugungen (sowie
motivationale Aspekte) nur mittelbar beeinflusst wurden, wird auf weitere Ausfüh-
rungen zu diesemAspekt verzichtet und dieserAbschnitt bewusst kurz gehalten.Der
geneigte Leser findet bei Schoenfeld (1985 vor allem in Kapitel 5 und 10; 1989a)
und McLeod (1989a) ausführlichere Beschreibungen.

2.4 Konzeptionen zur Förderung der
Problemlösekompetenz

In diesem Abschnitt werden bestehende theoretische Überlegungen aus verschie-
denen didaktischen Bereichen vorgestellt, die Einfluss auf die Entwicklung der in
der vorliegenden Arbeit beschriebenen Interventionsmaßnahme hatten. In den ers-
ten Unterabschnitten werden allgemeinere didaktische Konzeptionen vorgestellt,
beginnend mit dem entdeckenden Lernen und verwandten Ideen (Abschnitt 2.4.1),
gefolgt von der Cognitive Load Theory, die sich mit der Belastung (und Überlas-
tung) des Arbeitsgedächtnisses beschäftigt sowie dem Lernen aus Lösungsbeispie-
len, das einer Überlastung entgegenwirken soll (Abschnitt 2.4.2). Um Lernenden
die benötigten Hilfestellungen zu geben, ohne ihnen die Möglichkeit der eigen-
ständigen Entwicklung zu nehmen, eignet sich der Ansatz des Scaffolding, bei dem
die Hilfen an die Erfahrung der Lernenden angepasst und nach und nach ausge-
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blendet werden. Dieses Konzept ist in Abschnitt 2.4.3 beschrieben. Abschnitt 2.4.4
beschäftigt sich mit den Vor- und Nachteilen kooperativer Lehrformen. Die letz-
ten drei Teilabschnitte behandeln Konzeptionen, die spezifischer zur Förderung der
Problemlösekompetenz eingesetzt werden können. So werden in Abschnitt 2.4.5
verschiedene Ideen zur Vermittlung heuristischer Strategien diskutiert, Abschnitt
2.4.6 beschäftigt sich mit mathematikspezifischen Lernstrategien, die Studierenden
dabei helfen können, selbstständig die zur Bearbeitung der Übungsaufgaben not-
wendige Wissensbasis aufzubauen und Abschnitt 2.4.7 erläutert Konzeptionen, die
metakognitive Kompetenzen zur eigenständigen Steuerung von Problemlöse- und
Lernprozessen fördern sollen. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass motivationale
und volitionale Aspekte in der vorliegenden Arbeit nur indirekt behandelt werden.
Zwar ist es naheliegend, dass Teile der hier entwickelten Maßnahme Einfluss auf
diese Faktoren haben21, der Fokus liegt aber auf der Vermittlung kognitiver und
metakognitiver Strategien.

2.4.1 Entdeckendes Lernen

Die in diesemAbschnitt beschriebene Idee tritt in der Didaktik in vielen verschiede-
nen Formen unter verschiedenen Bezeichnungen auf, unter anderem im Konstrukti-
vismus (Jonassen, 1991, Leder & Gunstone, 1990, Siebert, 2005), beim genetischen
Prinzip (Schubring, 1978), als entdeckendes Lernen (Bruner, 1961; Klauer & Leut-
ner, 2007) und beim problembasierten Lernen (Schmidt, 1983, Zumbach, 2003).
Wenngleich es unterschiedliche Strömungen gibt, so ist ihnen doch eine Grundan-
nahme gemein:

[L]earning is not a passive receiving of ready-made knowledge but a process of con-
struction in which the students themselves have to be the primary actors. (Glasersfeld,
1992, S. 120)

Mit anderen Worten: Es geht um die aktive Konstruktion von Wissen. Diese
Annahme passt zu der auf S.23 beschriebenen Ansicht, dass Lernen durch die Inte-
gration neuer Informationen in bereits vorhandene, individuelle Wissensstrukturen

21 Sollte sich die Problemlöseleistung beispielsweise verbessern, kann dies durchaus posi-
tive Auswirkungen auf die Motivation haben. Auch ist es denkbar, dass durch eine stärkere
Reflexion der eigenenAktivitäten, wie sie durch dieMaßnahme angeregtwerden soll, Schwie-
rigkeiten identifiziert und dadurch auf veränderbare Faktoren zurückgeführt werden, was sich
positiv auf die Selbstwirksamkeitserwartung auswirkt (Otto, 2007). Zudem kann eine aus-
führliche Betrachtung von Übungsaufgaben im Studium Überzeugungen hierzu beeinflussen.



2.4 Konzeptionen zur Förderung der Problemlösekompetenz 39

geschieht (vgl. Kopp & Mandl, 2005). Hierbei ist es grundsätzlich auch möglich,
dass die Aktivität des Lerners ausschließlich mental und von außen nicht beobacht-
bar abläuft, auch bei scheinbar rezeptivem Lernen bei Vorträgen oder beim Lesen
von Sachtexten (vgl. Renkl, 2005, Mayer, 1999). Wichtig ist aber, dass die Ver-
antwortung für den Lernprozess auf den Lerner übertragen wird (vgl. Wittmann,
1997). Dies passt sehr gut zur grundsätzlichen Organisation von Hochschulbil-
dung22. Dementsprechend scheint es sinnvoll, auch in den Präsenzveranstaltungen
die Selbstständigkeit der Studierenden zu fördern. Nach Bruner (1975) dient das
entdeckende Lernen der Aneignung passender Techniken und Strategien. Er geht
von der Annahme aus, dass selbst Entdecktes leichter behalten und auf andere Kon-
texte transferiert wird (ebd.). Übertragen auf das Problemlösen würde das bedeuten,
dass die Problembearbeiter die Aufgaben probierend-entdeckend angehen und sich
im Verlauf Gesetzmäßigkeiten, Beziehungen, Strukturen, Fertigkeiten, Wissensele-
mente undLösungsstrategien selbst erarbeiten.Dadurchwerden eigeneErfahrungen
gemacht, durch die das Überwinden von Hindernissen erlernt und die (metakogni-
tive) Steuerung von kognitiven Aktivitäten gefördert wird (vgl. Wittmann, 1997).
Demnach wäre es also das Beste, die Studierenden die Probleme komplett eigen-
ständig bearbeiten und ihre eigenen Strategien entdecken zu lassen. Schon Pólya
(1945) sagt, dass erfolgreiche Problemlöseprozesse die Problemlösekompetenz ver-
bessern. Aber genau da liegt eine Schwierigkeit, die beim entdeckenden Lernen zu
beachten ist. Wenn der Lernende nicht in der Lage ist, eine Aufgabe selbstständig
zu lösen, so kann er auch keine Lösungsstrategie entdecken. Es ist bei einem aka-
demischen Studium auch nicht zu erwarten, dass ein Student Erkenntnisse, für die
Mathematiker Jahre, Jahrzehnte oder gar Jahrhunderte gebraucht haben, innerhalb
eines Semesters gewinnt. Nussbaum und Leutner (1986) haben in einer Studie mit
Studierenden einer technischenHochschule gezeigt, dass beim reinen entdeckenden
Lernen leichte Aufgaben (mit einer Lösungsquote23 von 90 %) deutlich besser zum
Erlernen eines Lösungsprinzips geeignet waren als mittlere (50 % Lösungsquote)
oder schwere (20 % Lösungsquote). Interessanterweise haben sich Aufgabengrup-

22 Der erwartete Eigenanteil im Mathematikstudium im Vergleich zur Präsenzzeit ist relativ
hoch. So werden z. B. bei den Anfängervorlesungen an der Universität Duisburg-Essen 9
ECTS pro Veranstaltung (Jeweils 18 ECTS für die Analysis I und II bzw. Lineare Algebra
I und II nebst mündlicher Modulabschlussprüfung) vergeben. Das entspricht in etwa einer
erwarteten Workload von 270 Stunden. Die Präsenzveranstaltungen machen 6 bis 8 Stunden
pro Woche aus (4 Stunden Vorlesung plus 2 Stunden Übung plus, je nach Dozent, 0 bis 2
Stunden Globalübung oder Tutorium). Bei 13 bis 14 Wochen pro Semester macht das 78 bis
112 (Dreiviertel-)Stunden aus. Eswird also erwartet, dass derGroßteil derArbeit eigenständig
erledigt wird.
23 Es wurden hier standardisierte Aufgaben mit bekannten Lösungsquoten verwendet.
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pen mit steigendem Schwierigkeitsgrad (also ein gleicher Anteil leichter, mittlerer
und schwerer Aufgaben, beginnend bei den leichten) nur als fast so gut geeignet
erwiesen wie die leichten Aufgaben.

Eine Möglichkeit, dem Problem der Überforderung zu begegnen, wäre es, die
Schwierigkeit der zu bearbeitenden Probleme entsprechend anzupassen, also mit
deutlich einfacheren Aufgaben zu beginnen und den Schwierigkeitsgrad im Ver-
lauf des Semesters Schritt für Schritt zu erhöhen. Da aber in mathematischen Vor-
lesungen die Aufgaben in thematischer Reihenfolge, die durch den axiomatisch-
deduktiven Aufbau vorgegeben ist und daher nicht ohne Weiteres verändert werden
kann, gestellt werden, lässt sich das kaum umsetzen. Darüber hinaus ist zweifel-
haft, ob eine solche Staffelung zielführend ist, da bisher nur gezeigt wurde, dass
zum Erlernen eines Lösungsprinzips Aufgaben mit steigendem Schwierigkeitsgrad
geeignet sind. Da ein einziges Lösungsprinzip (etwa ein Heurismus) aber sicherlich
nicht ausreicht, um alle möglichen Probleme zu bearbeiten, und selbst ein einziges
Problem verschiedene Lösungswege haben kann, ist zu vermuten, dass Problemlö-
sen so einfach nicht zu erlernen ist. Um Lernende beim Entdecken zu unterstützen,
gibt es eine Reihe von Ansätzen, die in den folgenden Abschnitten besprochen
werden.

2.4.2 Cognitive LoadTheory undWorked Examples

Bevor auf einzelne Förderansätze eingegangen wird, soll in diesem Abschnitt eine
weitere Schwierigkeit, die im Zusammenhang mit Problemlösen auftritt, beschrie-
ben werden. Die Cognitive Load Theory geht davon aus, dass das Arbeitsgedächtnis
nur eine geringeAnzahl (je nachQuellewird von3bis 9 gesprochen) von Informatio-
nen speichern kann (Cowan, 2001,Miller, 1956). EineGruppe vonWissenschaftlern
um John Sweller hat sich mit den Konsequenzen für das Lernen durch Aufgaben-
bearbeitungen beschäftigt und gezeigt, dass das entdeckende Lernen nur bedingt
effektiv ist (z. B. Cooper & Sweller, 1987; Kirschner, Sweller & Clark, 2006; Swel-
ler, 1999). Als Cognitive Load bezeichnet Sweller (1988) die kognitive Belastung,
die aus der Menge an Informationen im Arbeitsgedächtnis resultiert. Hierbei diffe-
renzieren Sweller, Merrienboer und Paas (1998) drei verschiedene Arten:

Intrinsic Cognitive Load Hiermit wird die Komplexität der jeweiligen (Lern-)
Aufgabe bezeichnet. Diese ist abhängig vom Vorwissen des Lernenden.

Extraneous Cognitive Load Alle kognitiven Belastungen, die nicht direkt dem
Wissenserwerb dienen.
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Germane Cognitive Load Hierzu zählen alle kognitiven Anstrengungen, die dem
Wissenskonstruktionsprozess dienen.

Demnach ist der Germane Load für das Lernen verantwortlich. Da es gerade bei
komplexenAufgabenmit hohem IntrinsicLoad leicht zuÜberforderungdesArbeits-
gedächtnisses kommt (Cognitive Overload), wird versucht, die kognitive Belastung
zugunsten des Germane Load zu verringern. Die einzig verbleibende Stellschraube
ist der Extraneous Load, der durch die Darbietung der Aufgabe (z.B. in Form von
Lernhilfen) beeinflusst werden kann.

Als Alternative zum entdeckenden Lernen wird das Lernen aus Worked Examp-
les, zu deutschLösungsbeispielenoder auchMusterlösungen (vgl.Renkl et al., 2003)
vorgeschlagen. Im hochschulmathematischen Bereich hat sich Ableitinger (2013)
mit solchen ausführlichen Musterlösungen beschäftigt. Ihm kommt es darauf an,
„jeden einzelnen Lösungsschritt und die ihn steuernden Begleitüberlegungen mög-
lichst genau offenzulegen“ (ebd. S. 91). Die Überlegenheit von Lösungsbeispielen
gegenüber eigenständiger Aufgabenbearbeitung zum Erlernen von Lösungsprin-
zipien wird in mehreren Studien nachgewiesen (z. B. Renkl, Atkinson, Maier &
Staley, 2002; Renkl et al., 2003; Sweller, 1988; Sweller et al., 1998). Dieser Effekt
kehrt sich allerdings mit steigender Expertise der Probanden um. Dieses Phäno-
men wird von Kalyuga et al. (2003) als Expertise Reversal Effect beschrieben und
lässt sich dadurch erklären, dass mit steigender Erfahrung die kognitive Belastung
geringer wird, sodass Kapazitäten für Lernprozesse freiwerden, die von Lösungs-
beispielen nicht angeregt werden. Lösungsbeispiele hingegen bringen weniger neue
Informationen und beanspruchen das Arbeitsgedächtnis unnötig durch Redundan-
zen. Demzufolge wird ein langsames Ausschleichen (wie beim Scaffolding – vgl.
Abschnitt 2.4.3) aus der Nutzung von Lösungsbeispielen empfohlen (Atkinson,
Renkl & Merrill, 2003). Einschränkend sei erwähnt, dass in den oben genannten
Studien, obwohl hier von problem solving gesprochen wird, eher leichtere Aufga-
bentypen untersucht werden, die zwar für Neulinge ein Problem darstellen können,
allerdings nach Einüben des Lösungsprinzips (was genau der Gegenstand der Unter-
suchungen ist) zur Routine werden (unter anderem sind die Themen: Berechnungen
eines Winkels im Dreieck bei Vorgabe der anderen Winkel (Sweller et al., 1998),
einfache Aufgaben aus der Kinematik (ebd.), Berechnungen von Seitenlängen im
Dreieck mit Hilfe von Sinus und Cosinus (Sweller, 1988), einfache Aufgaben zu
stochastischer Unabhängigkeit (Renkl et al., 2002; Renkl et al., 2003)). Die Übertra-
gung der Ergebnisse auf Probleme ist also nicht gesichert. Jonassen (2014) schreibt
hierzu:
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Becausemost researchwithworked examples has been conductedwithwell-structured
problems, the relationships between problem complexity and working memory
demands remain questionable.

Außerdem haben Atkinson et al. (2003) herausgefunden, dass es beim Lernen aus
Lösungsbeispielen von großer Bedeutung ist, wie die Lernenden damit umgehen.
Es ist nicht klar, ob die zum Lernen nötigen Verknüpfungen gebildet werden. So
entlastet zwar das Bereitstellen von Lösungsbeispielen im Vergleich zum eigen-
ständigen Lösen das Arbeitsgedächtnis, jedoch ist nicht klar, ob die freigewordenen
Ressourcenwirklich zum tieferenVerständnis genutzt werden oder ob eher auf ober-
flächlicheMerkmale der Lösung geachtetwird. ZahlreicheVersuche, denLerneffekt
von Musterlösungen durch ausführliche Erklärungen zum Vorgehen zu verbessern,
haben nur begrenzt zu Erfolgen geführt, wie eine Metastudie (Wittwer & Renkl,
2010) gezeigt hat. Vielversprechender ist hier der Ansatz, die Lernenden zum akti-
ven Umgang mit den Materialien anzuregen. Ein Beispiel für solche Anregungen
imZusammenhangmit Beweisverständnis ist das Self-Explanation Training (Hodds
et al., 2014), das in Abschnitt 2.4.6 beschrieben wird.

Obwohl die oben angesprochenen Ergebnisse sich nicht zwingend auf das Pro-
blemlösen übertragen lassen, ergibt sich doch folgende Erkenntnis: Da Problem-
bearbeitungsprozesse mit einer hohen kognitiven Belastung verbunden sind, sollte
versucht werden, einen Teil dieser Belastung auszulagern. Das kann durch Lösungs-
hilfen, teilweise Vermittlung benötigten Wissens, kooperatives Arbeiten oder vor-
heriges Einüben von Teilprozessen geschehen (vgl. Neber &Neuhaus, 2018). Swel-
ler (2006) betont, dass die Limitationen des Gedächtnisses sich nicht auf solches
Wissen beziehen, das bereits im Langzeitgedächtnis abgespeichert ist. Alle Teil-
handlungen, die im Vorfeld bereits internalisiert sind, tragen nicht zum Cognitive
Load bei. Eine andere Möglichkeit wäre, Lernprozesse, die aufgrund eines Cogni-
tive Overload nicht während der Aufgabenbearbeitung stattfinden konnten, durch
ausführliche Reflexion des Vorgehens nachzulagern. Diese Möglichkeiten werden
in den folgenden Abschnitten weiter besprochen.

2.4.3 Scaffolding

Scaffolding […] allows students to meaningfully participate in and gain skill at a task
that they would be unable to complete unaided (Belland, 2014).

DasWort Scaffolding lässt sich auf zwei verschiedene Arten übersetzen: Zum einen
als Substantiv:Das Gerüst, das zur Unterstützung baulicherMaßnahmen verwendet
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wird und nach erfolgreicher Fertigstellung wieder abgebaut wird, und zum anderen
als Verlaufsform des Verbs to scaffold, womit das Auf- und Abbauen eines solchen
Gerüsts gemeint ist. Das scaffolding bietet eine Möglichkeit, die Eigenaktivität des
Lernenden im Rahmen seiner Fähigkeiten hoch zu halten, ohne ihn zu überfordern.
Hierbei soll, einfach ausgedrückt, so wenig wie möglich, aber so viel wie nötig
geholfen werden. Darin zeigen sich Ähnlichkeiten zum Prinzip der minimalen Hilfe
(Aebli, 2019) und der Zone der nächsten Entwicklung (Vygotskij, 1978). Das Scaf-
folding verzichtet weitgehend auf direkte Instruktionen und setzt stattdessen auf
Fragen, Hinweise und Denkanstöße sowie eine produktive Gestaltung der Lernum-
gebung (Zech, 1996). Ein Beispiel dafür wäre die Verwendung von Pólya-Fragen
(Pólya, 1945) oder ähnlichen Fragestämmen wie sie in Abschnitt 2.3.2 beschrieben
wurden. Wesentlicher Bestandteil des Scaffolding ist es, das verwendete Gerüst
dynamisch an die Fähigkeiten der Lernenden anzupassen und dementsprechen nach
und nach abzubauen, um nach und nach die Verantwortung für den Lernprozess
auf die Lernenden zu übertragen (Puntambekar & Hubscher, 2005). Man spricht
in diesem Zusammenhang auch von Fading (z. B. Belland, 2014; Wood, Bruner
& Ross, 1976). Scaffolding soll nach Pol, Volman und Beishuizen (2010) Interesse
wecken, Frustration kontrollieren, Feedback geben, auf wichtige Problemelemente
hinweisen, Expertenverhalten simulieren und Fragen aufwerfen.

Speziell imBereichderMetakognitiongibt es bereits einige erfolgreicheAnsätze,
die von der Vorgabe metakognitiver Fragestämme (Davis, 1996; Hannafin, Land
& Oliver, 1999; vgl. auch Abschnitt 2.4.7, insbesondere Schoenfeld-Fragen) bis
hin zur Entwicklung eigener metakognitiver Fragen (Molenaar, Boxtel & Slee-
gers, 2010; Pol et al., 2010) reichen. Alle diese Studien zeigen einen positiven
Einfluss des Scaffolding auf die metakognitiven Kompetenzen der Probanden.

Eine etwas abgewandelte Form des Scaffolding ist die Cognitive Apprentice-
ship. Hierbei wird der Lernprozess einer Lehrlingsausbildung nachgebildet (vgl.
Collins, Brown &Newman, 1988). Zunächst modelliert der Meister die zu lernende
Tätigkeit, wobei er sein Vorgehen (und auch die Gründe dafür) nachvollziehbar
kommentiert. Als nächstes versucht sich der Lehrling an der Tätigkeit, wobei der
Meister bei Bedarf behilflich ist, sich aber nach und nach zurückzieht. Der Lehr-
ling artikuliert hierbei seine Denkprozesse, damit der Meister Missverständnisse
ausräumen kann, aber auch zur Selbstreflexion. Anschließend werden die Prozesse
gemeinsam reflektiert. Zu guter Letzt führt der Lehrling die Prozesse selbstständig
aus und der Meister betrachtet nur noch die Endprodukte.
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2.4.4 Kooperative Lernformen

Bevor die Konsequenzen der bisherigen Überlegungen für die Förderung der Pro-
blemlösekompetenz dargestellt werden, sollen in diesem Abschnitt noch ein paar
Überlegungen zu verschiedenen kooperativen Lernformen angestellt werden, die
bei der Konzeption der in Abschnitt 4.4 beschriebenen Maßnahme eine Rolle spie-
len: Grundsätzlich ist der Vorteil von Gruppenarbeit im Vergleich zu Klassenun-
terricht, was die Lernwirksamkeit angeht, gut belegt, wobei die besten Ergebnisse
von heterogenen Kleingruppen von drei bis vier Mitgliedern erzielt werden (vgl.
Metastudie von Lou et al., 1996). Diese Effektivität ist auch an Universitäten nach-
gewiesen, wo vor allem die schwächeren Studierenden von Gruppenarbeit profi-
tieren (Springer, Stanne & Donovan, 1999). Als Vorteile kooperativer Lernformen
werden vor allem kommunikative Aspekte benannt: Durch die Notwendigkeit sich
den anderen Gruppenmitgliedern mitzuteilen wird zum einen das vorhandene Vor-
wissen expliziert und neue Inhalte werden erläutert (Pressley et al., 1992), was
sowohl das Elaborieren, als auch das Organisieren (vgl. Abschnitt 2.3.1) fördert.
Da man sich auf ein gemeinsames Vorgehen einigen muss, werden Entscheidun-
gen explizit hinterfragt wodurch die Metakognition gestärkt wird (Kramarski &
Mevarech, 2003). Darüber hinaus werden verschiedene Perspektiven aufgeworfen
und mehr Ideen generiert, was die Erfolgswahrscheinlichkeit erhöht (Zech, 1996).
Fehlkonzepte und Wissenslücken werden durch die Kontrolle der Gruppenmitglie-
der leichter erkannt (Hatano & Inagaki, 1992). Bei schweren Aufgaben kann es
allerdings durch die Gruppenarbeit zu kognitiver Überforderung kommen, sodass
Kapazitäten für die Bearbeitung fehlen (Krause, Stark & Mandl, 2004; Lester Jr.,
1989; Schnotz, Böckheler, Grzondziel, Gaertner &Waechter, 1998). Hier empfiehlt
es sich, die Komplexität der Aufgabe zu reduzieren, beispielsweise indem man sich
auf bestimmte Teilaspekte konzentriert (möglicherweise auch unterschiedliche je
Gruppe). Wenn das nicht möglich ist, so kann eine Einzelarbeit besser sein (ebd.).
Weitere mögliche Probleme bei der Gruppenarbeit können sein, dass sich einzelne
Gruppenmitglieder in die Passivität zurückziehen oder im Gegenteil das Geschehen
an sich reißen, ohne sich mit den anderen abzustimmen (Klauer & Leutner, 2007).
Im Vergleich zum Unterricht im Plenum benötigt der Gruppenunterricht mehr Zeit,
vor allem wenn im Anschluss noch die Ergebnisse aus den Gruppen zur Sicherung
zusammengetragen werden sollen. Das kann gerade in universitären Veranstaltun-
gen, wo die Präsenzzeit knapp bemessen ist, als Argument gegen die Gruppenarbeit
genutzt werden. Aber auch die Arbeit im Plenum kann kooperativ sein. Eine gute
Möglichkeit zum Sammeln von Ansätzen und Ideen kann das brainstorming sein,
bei dem spontane Äußerungen zunächst kommentarlos notiert werden (Runco &
Chand, 1994). Die hierbei erstellten Notizen können anschließend gemeinsam beur-
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teilt oder in Gruppen- oder Einzelarbeit genutzt werden. Grundsätzlich sollte bei der
Zusammenarbeit im Plenum eineAtmosphäre geschaffenwerden, die Fehler zulässt
(Bruder, 1992). Gerade beim Problemlösen gehören auch nicht-zielführende Ideen
zum Prozess dazu. Außerdem sollte genügend Zeit zum Nachdenken eingeräumt
werden und nicht nach zu kurzer Zeit eine Idee von der Lehrperson eingeworfen
werden (ebd.). Ein Spezialfall des kooperativen Lernens ist das Ich-Du-Wir-Prinzip
(Barzel, 2006) (oder im Englischen Think-Pair-Share). Hierbei gibt es zunächst eine
Phase, in der sich jeder, ganz im Sinne des entdeckenden Lernens, selbstständig mit
einer Aufgabe beschäftigt. Anschließend werden die Erkenntnisse in Kleingrup-
pen (oder in Partnerarbeit) zusammengetragen und in der letzten Phase werden die
Ergebnisse der verschiedenen Gruppen im Plenum vorgestellt. Der Vorteil dieser
Arbeitsform ist, dass durch die erste Phase Passivität vermieden wird, in der zweiten
Phase viele Vorteile der Kommunikation genutzt werden und am Ende alle Ergeb-
nisse gesammelt werden.

2.4.5 Heurismentraining

Da es sich bei Heurismen um kognitive Strategien handelt und gewisse Gemeinsam-
keiten mit Lernstrategien vorhanden sind (vgl. S. 31), lohnt es sich, einen Blick auf
allgemeine Befunde zum Trainieren von kognitiven Strategien zu werfen. Wenn-
gleich die Übertragbarkeit auf das Problemlösen nicht gesichert ist, lassen sich
durch die deutlich breitere Forschungslage gewisse Tendenzen ausmachen. Grund-
sätzlich ist das Training kognitiver Strategien effektiver, wenn es mit metakogniti-
vem Training verbunden ist (zu empirischen Befunden siehe Klauer, 2000; Leutner,
Barthel & Schreiber, 2001; Leutner & Leopold, 2003; Schreiber, 1998). Ein mög-
licher Grund dafür ist, dass es nicht nur von Bedeutung ist, Strategien zu kennen,
sondern auch einordnen zu können, wann deren Einsatz sinnvoll ist, also eine Ver-
knüpfung zu Anwendungsmöglichkeiten herzustellen. Diese Einschätzungen wer-
den durch metakognitive Strategien eingeübt. In Bezug auf Problemlösestrategien
ist die Effektivität der Verknüpfungmit metakognitivemTraining nicht so eindeutig.
Collet (2009, S. 295) schreibt:

Diese Kombination [von Problemlösestrategien mit Aspekten selbstregulierten Ler-
nens] zeigt vergleichbare positive Wirkungen auf die Entwicklung von Problemlöse-
fähigkeiten wie eine reine Vermittlung von Problemlösestrategien.

Außerdem wurde gezeigt (Hattie, Biggs & Purdie, 1996), dass kognitive Lern-
strategie-Trainings mit zunehmendem Alter der Teilnehmer weniger effektiv sind,
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was möglicherweise durch einen Ceiling-Effekt zu begründen ist, d. h. aufgrund
dessen, dass älteren Probanden bereits mehr Strategien bekannt sind, gibt es für
sie gar nicht mehr so viel zu trainieren. Hinzu kommt, dass ältere Probanden mög-
licherweise zu der Überzeugung gelangt sind, dass die Strategien, mit denen sie
schon länger arbeiten, für ihre Zwecke ausreichen und dadurch die Notwendigkeit
von neuen Strategien nicht gesehen wird. Man muss also gerade bei älteren Lernen-
den (z.B. Studierenden)Wert darauf legen, die Notwendigkeit von neuen Strategien
erfahrbar zumachen.Grundsätzlichwerden kurzfristige Strategietrainings alswenig
geeignet angesehen. So schreiben Friedrich und Mandl (2006):

Erwerb und Nutzung von Lernstrategien sind kein Ergebnis kurzfristiger Strategietrai-
nings oder einzelner Unterrichtssequenzen, sondern viel eher das Resultat langfristiger
Gewohnheitsbildung.

Ähnliche Aussagen gibt es auch im Bezug auf Problemlösestrategien, z.B. von
König (1992) sowieBruder undCollet (2011), diewiederholteAnwendung über den
kompletten Schulzeitraum fordern. Im Kontext des Lernens aus Sachtexten konnte
ein alleiniges Training von kognitiven Strategien nicht zu einer Verbesserung füh-
ren (Leutner&Leopold, 2006). Ähnlich schlechte Diagnosenwurden immerwieder
denHeurismentrainings gestellt (z. B. Lesh&Zawojewski, 2007; Schoenfeld, 1992;
Silver, 1985, Lester Jr. &Kehle, 2003). Zwar wurde mehrfach gezeigt, dass der Ein-
satz vieler unterschiedlicher Heurismen positiv mit dem Erfolg beim Problemlösen
korreliert (Kilpatrick, 1967; Lucas, 1974; Kantowski, 1977; Perels, 2003; Collet,
2009; Komorek, Bruder, Collet&Schmitz, 2006), und es gibt auchHinweise darauf,
dass Heurismentraining zumehr Heurismeneinsatz führt (Koichu et al., 2007), aller-
dings zeigt sich ein positiver Effekt von Heurismentraining auf Problemlöseerfolg
trotz zahlloser Studien selten und wenn es einmal gelingt, dass einzelne Heurismen
mehr oder weniger erfolgreich trainiert werden, so findet Transfer in andere Kon-
texte so gut wie gar nicht statt (vgl. schon Schoenfeld, 1992; Silver, 1985; Smith,
1973; Wilson, 1968).

Da diese Befunde schon seit langer Zeit vorliegen, gibt es auch zahlreiche Erklä-
rungsversuche und berechtigte Zweifel nicht nur an der Wirksamkeit von Heuris-
mentrainings, sondern auch an der Sinnhaftigkeit einer Liste, wie sie von (Pólya,
1945) erstellt wurde (vgl. Zech, 1996). Einer der Hauptkritikpunkte hieran ist die
Tatsache, dass die dort aufgelisteten Heurismen deskriptiv sind, d. h. sie beschrei-
ben Heurismen, nachdem sie sich als erfolgreich erwiesen haben. Es ist für einen
Laien kaum möglich, im Vorhinein zu sagen, welcher der Einträge auf der Liste
wirklich zielführend ist. Die Liste ist also nicht präskriptiv (vgl. Schoenfeld, 1992).
Auch ist es zweifelhaft, dass Experten ihre Entscheidungen aufgrund einer solchen
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Liste treffen (vgl. Fritzlar, 2011). Zwar werden sie (bewusst oder unbewusst) einen
Fundus an bewährten Vorgehensweisen haben. Diesen haben sie sich aber in der
Regel durch das Bearbeiten zahlreicher Probleme erarbeitet (z. B. Lester Jr., 1989;
Pólya, 1945). Dazu kommt, dass die Heurismen auf so einer Liste entweder sehr
allgemein sind oder „durch das Maß ihrer Bereichsspezifität des Problems teilweise
beschränkt“ (Heinze, 2007), was dazu führenwürde, dass eine solche Liste sehr lang
werden müsste, um möglichst viele Probleme abzudecken. Pólya (1945) hat sich
bekanntermaßen für eine kurze Liste entschieden, damit die Fragen leicht abruf-
bar sind. Auch wäre eine lange Liste viel zu umfangreich, um hieraus passende
Heurismen auszuwählen. Das führt aber dazu, dass die genannten Heurismen sehr
allgemein und in ihrer konkreten Anwendung auf ein Problem schwierig zu handha-
ben sind. So schreiben English und Sriraman (2010, S. 20) zu dem scheinbar leicht
zu überschauenden Heurismus Fertige eine Skizze an:

For example, the strategic tool, draw a diagram, can be effective in solving some
problems whose structure lends itself to the use of this tool, such as combinatorial
problems. However, the solver needs to know which type of diagram to use, how to
use it, and how to reason systematically in executing their actions.

Sie gehen sogar so weit, zu sagen, dass Heurismen erst dann eingesetzt werden
sollten, wenn man ohne sie nicht mehr weiterkommt (ebd.). Zumindest darin, dass
Heurismen nicht blind einzusetzen sind, sondern es genauer Überlegung zu ihrer
Passung bedarf, stimmt Pólya mit ihnen überein:

The intelligent problem-solver should be prepared to ask all questions of the list but he
should ask none unless he is prompted to do so by careful consideration of the problem
at hand and by his own unprejudiced judgement. In fact, he must recognize by himself
whether the present situation is sufficiently similar or not to some other situation in
which he saw the question successfully applied (Pólya, 1945, S. 206–207).

Das Fragenstellen bzw. der Heurismeneinsatz sollte also immer bewusst ablau-
fen, da sie sonst der zum Problemlösen „erforderlichen Beweglichkeit“24 im Weg
stehen (vgl. Zech, 1996, S. 340). Schoenfeld (1992) kritisiert in diesem Zusammen-
hang, dass Problemlösestrategien üblicherweise als etwas gelehrt werden, das durch
Übung beherrscht werden kann. Entsprechende Aufgaben werden so ausgewählt,
dass der entsprechende Heurismus gut daran ausgeführt werden kann. Die Lernen-

24 Ob Zech hier die geistige Beweglichkeit im Sinne von Hasdorf (1976) meint (siehe S.30 f.)
oder eine generelle Flexibilität, die durch das unreflektierte Abarbeiten einer Liste gestört
werden kann, ist der genannten Textstelle nicht zu entnehmen.
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den bekommen so den Eindruck, dass der Lösungsweg bereits vorgegeben ist und
sie selbst nichts weiter tun müssen, als diese anzuwenden.

WennHeurismentrainings also so umstritten sind, warumwerden sie dann immer
wieder eingesetzt? Bruder und Collet (2011) begründen ihr Vorgehen damit, dass es
langwierig ist, das Problemlösen nur durch dasLösen vonProblemen zu erlernen. Ihr
Ziel ist es, auswenigenMusteraufgaben durch angeleitete und reflektierte Erfahrung
möglichst viel Übertragbares zu lernen. Das schrittweise Erlernen von einzelnen
Heurismen soll zu einer Internalisation führen, also dazu, dass ein Wissensschema
um sie herum aufgebaut wird, das durch immer stärkere Kontexterweiterung ausge-
bautwird, so dass derAbruf desHeurismus unddieEinschätzung seinerNützlichkeit
für neue Probleme immer leichter fällt. Zwar kann man Problemlöseprozesse nicht
komplett automatisieren (sonst wären sie per definitionem keine Problemlösepro-
zesse mehr), aber einzelne Strategien und Teilhandlungen können prozeduralisiert
werden (vgl. Heinze, 2007; Newell, 1983). Sowerdenwieder Ressourcen für andere
Prozesse frei (Renkl & Nückles, 2006). Bruder und Collet (2011) zitieren selbst die
Bund-Länder-Komission für Bildungsplanung und Forschungsförderung mit ähnli-
chen Argumenten gegen ein (kurz- oder mittelfristiges) Heurismentraining, wie sie
hier vorgebracht werden:

Grundsätzlich lassen sich allgemeineStrategien,Heuristiken, Lösungsalgorithmenund
Lernregeln im begrenzten Umfang auch direkt vermitteln und trainieren. Für diese
generellenWerkzeuge gilt jedoch ein Bandbreiten-Genauigkeitsdilemma: Je allgemei-
ner diese Werkzeuge sind, desto geringer ist ihr Nutzen bei der Lösung spezifischer
anspruchsvoller Probleme.

Erfolgversprechender ist der Weg, Methoden des Lernens und des Problemlösens,
persönliche Arbeitshaltungen und soziale Kompetenzen systematisch bei der Erarbei-
tung inhaltsspezifischenWissens zu vermitteln. Der Erfolg dieser induktiven Strategie
hängt davon ab, daß es sich bei dieser Vermittlung nicht um sporadische, sondern um
systematische Bemühungen handelt (Bund-Länder-Kommission für Bildungsplanung
und Forschungsförderung, 1997).

Entscheidend ist hier, dass es sich bei derVermittlung von Problemlösestrategien um
systematische, also andauernde Bemühungen handelt, die dann stattfinden, wenn
es inhaltlich sinnvoll ist. Das entspricht auch der Meinung von Zech (1996), der
vorschlägt, Heurismen nach den Aufgabenanforderungen auszurichten (also z.B. in
der Geometrie das Erstellen von Skizzen zu behandeln). Das Heurismentraining von
Bruder und Collet (2011) ist langfristig angelegt und wird weiter unten ausführlich
beschrieben.

Zwei weitere Konzeptionen sollen an dieser Stelle kurz beschrieben werden:
Zum einen hat Schoenfeld (1985, Kapitel 6) ein Heurismentraining durchgeführt,
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bei dem fünf sehr spezifische Unterstrategien von Heurismen eingeübt wurden.
Diese Strategien waren: Das Anfertigen einer Zeichnung, die induktive Argumen-
tation (Wenn es eine natürliche Zahl als Parameter gibt, betrachte die Zahlen von
eins bis fünf, dann überlege, was passiert, wenn man einen Schritt weiter von n
nach n + 1 geht), der indirekte Beweis, das Betrachten eines Ähnlichen Problems
mit weniger Variablen und das Setzen von Teilzielen. Hierbei haben sowohl die
Interventions- als auch die Kontrollgruppe über einen längeren Zeitraum je vier
Probleme, die auf die fünf Heurismen zugeschnitten waren, bearbeitet. Anschlie-
ßend wurde ihnen eine Musterlösung gegeben. Bei der Kontrollgruppe waren die
Probleme ungeordnet. Die Interventionsgruppe hat die Probleme nach Heurismen
geordnet gestellt bekommen. Außerdem wurden die Heurismen explizit benannt
und es gab eine Liste der fünf Heurismen, die jederzeit griffbereit war. Während
bei Prätest beide Gruppen etwa gleich abschnitten, hat sich die Interventionsgruppe
beim Posttest deutlich verbessert, während die Kontrollgruppe keine Verbesserun-
gen zu verzeichnen hatte. Dieses Ergebnis wurde von Rott und Gawlick (2014)
repliziert und bestätigt. Zusätzlich wurde hier eine Nullgruppe eingeführt, die zwi-
schen Vor- und Nachtest keine Probleme bearbeitete. Diese Gruppe hat sich vom
Prä- zum Posttest deutlich verschlechtert, was darauf schließen lässt, dass die Auf-
gaben im Posttest einen höheren Schwierigkeitsgrad hatten. Obwohl dies eine der
wenigen Studien ist, bei der Heurismentraining zu besseren Ergebnissen führt, ist
der Erfolg mit Vorsicht zu genießen. Schoenfeld schreibt in der Zusammenfassung
dieses Trainings:

At least in a fairly ideal environment –where problems of executive control are kept to a
minimum, the heuristic strategies are explicitly labeled and explicated in some detail,
and practice is given in concentrated doses – students can master certain heuristic
strategies well enough to use them on related but not isomorphic problems.

Eine Einschränkung ist also, dass Kontrollentscheidungen der Interventionsgruppe
weitestgehend abgenommenwurden. Eswurde relativ deutlich impliziert, dass es im
Posttest genau um diese fünf Heurismen ging. Esmusste also nur jeder Aufgabe eine
Strategie zugeordnet werden. Die Kontrollgruppe hingegen wusste lediglich, dass
es um das Bearbeiten von Problemen ging. Wenn sie aber die Verbindung zwischen
den Übungsaufgaben nicht selbst hergestellt hatten (was eine große Leistung wäre),
hatten sie wenig Anhaltspunkte, wie die Testaufgaben zu bearbeiten sind. Eine
zweite Einschränkung ist die, dass das Training nur bei bestimmten Heurismen
Wirkung gezeigt hat. Bei den Strategien Setzen von Teilzielen und indirekter Beweis
ließen sich keine Transfereffekte erkennen. Eine mögliche Erklärung hierfür liegt
darin, dass diese Strategien nicht spezifisch genug waren, also zu vage, als dass
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sie den Probanden bei der Aufgabenbearbeitung geholfen hätten. Wollte man die
Strategien aber weiter spezifizieren, also in Unterstrategien aufteilen, hätte man
wieder das Problem einer langen Liste an Strategien.

Schoenfeld selbst führt ein Problemlösetraining durch, dessen Prinzipien von
Arcavi et al. (1998) wie folgt beschrieben werden:

• Probleme werden erst in Gruppenarbeit bearbeitet, dann im Plenum.

• Während der Gruppenarbeit ist der Dozent als Berater tätig.

• Während der Bearbeitung von Aufgaben werden metakognitive Kontrollfragen
gestellt (siehe Abschnit 2.4.7).

• Lösungen werden in der Regel von Studierenden vorgestellt und nur im Notfall
vom Dozenten.

• Die Präsentation der Aufgaben reflektiert die abgelaufenen kognitiven Aktivitä-
ten.

• Erläuterungen zur Ideengenerierung werden als wertvoll angesehen, auch wenn
sie nicht zum Ziel führen.

• Neue Techniken werden explizit festgehalten.

• Bereits bei der Bearbeitung der Hausaufgaben soll die Kommunikation der
Ergebnisse vorbereitet werden.

Leuders (2017, S. 133) ist sich der beschriebenen Schwierigkeit der Vermittlung
von heuristischen Strategien durchaus bewusst und stellt seinerseits ein langfristiges
Konzept für den Unterricht vor:

Trotz ihrer relativen Vagheit sind Strategien und Routinen für den kreativen Umgang
mit Problemen durchaus erlernbar. Der Lernfortschritt bei Schülerinnen und Schülern
in dieser Hinsicht ist jedoch nur gering, wenn man erwartet, dass Problemlösekom-
petenz gleichsam implizit mitgelernt wird. Stattdessen muss man Verfahren des Pro-
blemlösens an die Oberfläche holen, explizit machen und reflektieren. Dies sollte mit
wachsender Erfahrung in mehreren Schritten geschehen:

Die Schritte, die er vorschlägt, sind:

• Durch konkrete Fragen (ähnlich denen Pólyas) zur Reflexion anregen (z. B.
WelcheMöglichkeiten habenwir?Warum ist dieses Ergebnis herausgekommen?
Haben wir so etwas Ähnliches schon einmal gemacht?)

• Einzelne dieser Fragen in das Repertoire der Schüler übergehen lassen
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• Heurismen anwenden, reflektieren und auf einem Strategiekärtchen explizit
benennen, mit Fragen verknüpfen und durch eine Musteraufgabe repräsentie-
ren

• In Problemlösestunden die Heurismen an vielfältigen Beispielen anwenden, um
ihre Tragweite zu erkennen.

• Sammeln der Strategiekarten in einem Strategiebaukasten, auf den beim selbst-
ständigen Problemlösen zurückgegriffen werden kann.

Bevor auf dasKonzept vonBruder undCollet eingegangenwird, soll noch eineFrage
diskutiert werden, die sich bei jedem Heurismentraining stellt: Welche Heurismen
sollen hierfür ausgewählt werden?

In fact, there are enough indications that problem-solving strategies are both problem-
and student-specificoften enough to suggest that hopes offindingone (or few) strategies
which should be taught to all (or most) students are far too simplistic (Begle, 1979,
S. 145 f.).

Auch Zech (1996) findet eine „starke Fixierung auf bestimmte heuristische Regeln
unnötig“ und schlägt, wie bereits erwähnt, eine Auswahl nach typischen Aufga-
benanforderungen vor. Es gibt allerdings eine Gruppe von Heurismen, nämlich die
heuristischen Hilfsmittel, die eine Sonderstellung einnehmen.

ImGegensatz zu den anderen Heurismen, die eher Verfahrenscharakter haben, sind die
heuristischen Hilfsmittel keine unmittelbaren Lösungsstrategien. Sie sollen vielmehr
dabei helfen, ein Problem zu verstehen und zu strukturieren, zu visualisieren bzw.
Informationen zu reduzieren (Bruder & Collet, 2011, S. 45).

Man könnte diese Hilfsmittel analog zu Lernstrategien also auch als Organisati-
onsstrategien bezeichnen. Sie kommen hauptsächlich in Pólyas erster Phase Under-
standing the Problem vor. Beispiele für solche Heurismen sind Voraussetzungen
und Behauptungen systematisch festhalten, Begriffe klären und Darstellungswech-
sel. Interessanterweise wird das Betrachten von Beispielen nicht zu dieser Kate-
gorie gezählt, obwohl es ebenfalls die oben genannten Eigenschaften besitzt. Der
Grund dafür liegt darin, dass Beispiele nicht ausschließlich in dieser ersten Phase
des Verstehens, sondern während des gesamten Problembearbeitungsprozess von
Bedeutung sein können, da die Verallgemeinerung von Spezialfällen ein probates
Mittel zum Problemlösen ist. Die Notwendigkeit von Hilfsmitteln ist von den Ler-
nenden leicht einzusehen (ebd.) und sie können auch leichter vermittelt werden
(vgl. auch König, 1992). Weitere Präferenzen sind schwer zu begründen. Bruder
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und Collet (2011) haben einige Heurismen aus ihrem Training ausgeschlossen, weil
sie in der Schule kaum eine Bedeutung haben (z. B. das Rekursionsprinzip oder das
Schubfachprinzip). Auch werden Heurismen ausgeschlossen, die Bruder und Collet
als Trivialstrategien bezeichnen, namentlich der Analogieschluss und die Rückfüh-
rung auf Bekanntes, weil diese für die Schüler keinen Neuheitsgrad haben und ihr
Nutzen nicht so gut einzusehen ist. Für die Auswahl der weiteren Heurismen wird
(abgesehen von den empfohlenen heuristischen Hilfsmitteln) keine weitere Erklä-
rung abgegeben.

Das Training von Bruder und Collet (ebd.) besteht aus einem Vier-Phasen-
Konzept. In der ersten Phase Gewöhnen an Heurismen dient die Lehrkraft als Vor-
bild. Vor dem Bearbeiten eines Problems (nach dem Lesen der Aufgabe) werden
durch die Lehrkraft typische Fragestellungen verwendet, an die sich die Schüler
gewöhnen sollen, die aber nicht explizit beigebracht werden. Sie sollen als Hand-
lungsmuster zur Orientierung dienen. Diese Fragen können z.B. sein:

• Worum geht es?

• Was wissen wir zum Problem?

• Wie kann man die gegebene Situation strukturieren?

oder (sofern schon Heurismen bekannt sind)

• Welche Methoden und Techniken stehen uns zur Verfügung?

• Welche eignen sich für das Problem?

Nachdem die Schüler sich mit einem Problem beschäftigt haben, werden explizit
Reflexionsanlässe gegeben, durch Fragen wie:

• Welche mathematischen Inhalte haben uns geholfen?

• Welche Strategien waren nützlich?

• Was war neu?

• Welche Fragen sind offen geblieben?

• Gibt es eine (eindeutige) Lösung des Problems?

• Geht es auch einfacher?

Möglicherweise muss die Lehrkraft zunächst viel bei der Beantwortung dieser Fra-
gen helfen. Langfristig ist aber das Ziel, dass die Schüler lernen, die Fragen selbst-
ständig zu beantworten. In dieser Phase wird schon klar, dass sich dieses Training
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nicht auf die Vermittlung vonHeurismen beschränkt. Auchmetakognitive Elemente
sind eingebaut.

In der zweiten Phase Bewusstmachen heuristischer Elemente und Einsicht in
deren Wirksamkeit werden zu dem hier thematisierten Heurismus Musteraufgaben
verwendet, die die Nützlichkeit dieses Heurismus besonders verdeutlichen. Diese
Aufgabe wird dann, in der Regel nach dem Ich-Du-Wir-Prinzip (vgl. Barzel, 2006),
bearbeitet. Idealerweise entdecken die Schüler den Heurismus selbst, realistischer-
weise kann das aber nicht immer jedem gelingen. Verschiedene Lösungswege wer-
den von den Schülern vorgestellt. Die Lehrkraft kann dann alternative, nicht gefun-
dene Lösungswege vorstellen. Anschließend wird der Heurismus explizit benannt,
sein spezielles Vorgehen wird zusammengefasst und es werden Heurismensteck-
briefe angefertigt. Diese beinhalten, ähnlich wie die Leuders’schen Strategiekarten
(s. o.) den Namen des Heurismus, eine passende, von jedem Schüler individuell
gewählte Orientierungsfrage (ähnlich der Pólya-Fragen), sowie markante Muster-
beispiele zur Anwendung. Dann können die Schüler noch nach Aufgaben suchen,
die sie bereits ähnlich gelöst haben. An die Einführung des Heurismus schließen
sich noch eine Übungsphase sowie (möglicherweise längerfristige) Hausaufgaben
an.

In der dritten Phase Zeitweilige bewusste Übung und Anwendung soll der neue
Heurismus an weiteren Anwendungsaufgaben eingeübt werden. Hierbei sollen zur
Differenzierung unterschiedlich schwere Aufgaben gestellt werden, damit zum
einen auch schwächere Schüler ein Erfolgserlebnis mit der neuen Strategie haben,
zum anderen die stärkeren Schüler die Aufgaben nicht so leicht finden, dass sie
diese auch ohneVerwendung desHeurismus lösen können.DieNotwendigkeitmuss
erlebt werden. Am Ende dieser Phase sollten alle Schüler sich mit dem Heurismus
so gut auskennen, dass sie sich an dasVorgehen bei vergangenenAufgaben erinnern,
dieses verbalisieren können und bei einer ähnlichen Aufgabe wiedererkennen. Es
kommt nicht so sehr darauf an, den Namen zu kennen oder Orientierungsfragen aus-
wendig zu lernen. Es sei angemerkt, dass Schoenfeld an dieser Stelle einen anderen
Weg verfolgt. Er möchte verhindern, dass sich Strategien unreflektiert einschleifen
und streut nach demErlernen eines neuenHeurismus gerne Aufgaben ein, bei denen
ebendieser nicht zielführend ist oder gar völlig in die Irre führt (siehe Arcavi et al.,
1998).

Die vierte Phase ist die Schrittweise bewusste Kontexterweiterung für den Einsatz
der Heurismen und zunehmend unterbewusste Nutzung. Damit die Schüler erken-
nen, dass es sich bei dem neu erlernten Heurismus nicht nur um ein Lösungsschema
für einen bestimmten Aufgabentyp handelt, das man nach Abschluss des Themen-
bereiches wieder in der Schublade verschwinden lassen kann, soll der Heurismus
zunächst ganz bewusst auf weitere Anwendungsbereiche ausgeweitet werden, bei
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denen das Vorgehen höchstwahrscheinlich an den neuen Kontext angepasst werden
muss. Die Schüler sollen sich hier der Tragweite der Strategie bewusst werden.
Aufgaben aus den neuen Kontexten können die in der zweiten Phase erstellten
Heurismensteckbriefe erweitern. Zunehmend soll dann die Nutzung des Heurismus
internalisiert werden, so dass das Abrufen keine große Anstrengung mehr bereitet.
Diese Phase sollte einen gewissen Abstand zur dritten Phase haben.

Insgesamt erstreckt sich das hier vorgestellte Training über größere Zeiträume
und ist imGrunde genommennie abgeschlossen, da sich immerwieder neueAnwen-
dungskontexte ergeben.Wenn die Schüler bereits eine Reihe von Heurismen gelernt
haben, empfiehlt es sich, dass sie individuelle Problemlösemodelle erstellen, in
denen sie Beziehungen zwischen Heurismen aufzeigen können. Darüber hinaus
können Lösungsgraphen helfen, Muster in der Problembearbeitung zu erkennen
und eine Reflexion darüber anregen. Wie man sieht, ist dieses Konzept mehr als nur
ein Heurismentraining. Auch andere Aspekte des Problemlösens werden beachtet.
EineGefahr dieses Trainings besteht, so Bruder undCollet selbstkritisch, darin, dass
die in der zweiten Phase explizierten Heurismen von den Schülern als Regeln, die
es auswendig zu lernen gilt, wahrgenommen werden, bevor sie deren Nutzen erken-
nen. In dem Fall kann es passieren, dass diese Regeln nicht mit anderem Wissen
verknüpft und leichter wieder vergessen werden.

2.4.6 Training vonmathematikspezifischen kognitiven
Lernstrategien

Auf dieBeschreibung vonKonzeptionen zu allgemeinenLernstrategietrainingswird
an dieser Stelle verzichtet, da, wie die in Abschnitt 2.4.5 zitierten Befunde zei-
gen, von kurzfristigen Trainings im Studium nur geringe Wirksamkeit zu erwar-
ten ist. Stattdessen wird ein Training zum Beweisverständnis durch sogenannte
Self-Explanations vorgestellt, dessen Wirksamkeit von Hodds et al. (2014) gezeigt
wurde. Das Konzept der Self-Explanations wurde zuerst von Chi, Bassok, Lewis,
Reimann und Glaser (1989) im Bereich der Newton’schen Mechanik qualitativ
untersucht. Sie haben zehn Studierenden einen physikalischen Text vorgelegt und
sie aufgefordert, sich die Inhalte selbst zu erklären. Anschließend wurde den Stu-
dierenden ein Test mit Aufgaben zu diesem Text gestellt. Es zeigte sich, dass die-
jenigen Studierenden, die eine hohe Punktzahl bei dem Test erreicht haben, vorher
mehr Self-Explanations (Informationen und Verknüpfungen, die nicht explizit im
Text auftauchen) hervorgebracht haben. Hodds et al. (2014) haben hierzu imZusam-
menhang mit mathematischen Beweisen ein Trainingskonzept entwickelt, dass die
Self-Explanations der Studierenden verbessern soll. Diese bestehen im Idealfall
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darin, dass für jede Beweiszeile25 festgestellt wird, warum sie durchgeführt wird
(also was die Grundidee dahinter ist) und Verknüpfungen zu vorherigen Zeilen und
anderem Vorwissen hergestellt werden. Dieses Vorgehen wurde an einem Beispiel-
beweis vorgeführt und es wurde den Studierenden ein weiterer Beweis zumEinüben
des Verfahrens gegeben. Es konnte gezeigt werden, dass sich dieses Training posi-
tiv auf Lernprozesse und Beweisverständnis auswirkt. Eine Übertragbarkeit auf das
Nachvollziehen von Musterlösungen zu Problemaufgaben ist anzunehmen, da es
sich hierbei überwiegend um Beweisaufgaben handelt.

2.4.7 Metakognitives Training

Wenn in diesem Abschnitt von Metakognition und Selbstregulation die Rede ist,
dann ist, wie in Abschnitt 2.3.3 besprochen, generell die Steuerung von kognitiven
Aktivitäten gemeint. Wenn nicht anders erwähnt, schließt das sowohl den Einsatz
von Lern- als auch von Problemlösestrategien mit ein.

Die Bedeutung von metakognitiven Aktivitäten für Lern- und Problemlösepro-
zesse ist unbestritten. Laut einer Metastudie von Hattie et al. (1996) wirkt sich die
Nutzung metakognitiver Strategien positiv auf den Lernerfolg aus. Bei fehlendem
bereichsspezifischem Wissen oder besonders schweren Lerninhalten sind metako-
gnitive Kompetenzen sogar wichtigster Prädiktor für Lernerfolg (Prins et al., 2006).

Auch auf den Bereich des Problemlösens lassen sich diese Ergebnisse über-
tragen. Bereits Resnick und Glaser (1975) konnten empirisch bessere Problem-
leistungen durch Vorausplanen des eigenen Vorgehens nachweisen. Es wurde auch
mehrfach gezeigt, dass regelmäßige Kontrolle des eigenenVorgehens der wichtigste
Unterschied zwischen erfolgreichen und weniger erfolgreichen Problemlösern ist
(Überblicksartikel: Lester Jr., 1994; vgl. auch Schoenfeld, 1981; Kaune & Cohors-
Fresenborg, 2010).

Im Gegensatz zu den meisten Heurismentrainings konnten bei Metakognitions-
trainings positive Effekte nachgewiesen werden. So führt das regelmäßige Hervor-
heben metakognitiver Elemente in der Schule zu besseren Mathematikleistungen
(Cohors-Fresenborg&Klieme, 2000).Auch zwischenSelbstregulationstrainingund
Problemlösekompetenz wurde mehrfach ein positiver Zusammenhang festgestellt
(Lester Jr., 1989; Perels, 2003; Mevarech & Kramarski, 1997; Schoenfeld, 1992).
Als besonders wirksam erweisen sich Metakognitionstrainings, wenn sie mit fachs-

25 Natürlich muss es sich hierbei nicht zwingend um eine Zeile handeln, gemeint ist ein
einzelner Beweisschritt, der auch länger als eine Zeile sein kann. Auch mehrere Schritte in
einer Zeile sind nicht ungewöhnlich.
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pezifischen Inhalten oder Strategietrainings verknüpftwerden (Klauer, 2000; Perels,
2007; Perels, Gürtler & Schmitz, 2005; Souvignier & Mokhlesgerami, 2006).

Es ist also nicht verwunderlich, dass viele Autoren (z. B. Lester Jr., 1989;Woods
et al., 1997; Zech, 1996) metakognitiven Aktivitäten beim Problemlösen große
Bedeutung zumessen. Bereits (Pólya, 1945) hat in der Reflexion des Lösungsweges
und des Ergebnisses (in der Phase Looking Back) den wichtigsten Teil der Arbeit
gesehen. Entsprechende Fragen sind: Was war die entscheidende Idee? Was hat
behindert, was geholfen? Er betont die Wichtigkeit des Vergleichs der Merkmale
des Problems mit anderen Problemen.

Insgesamt schlagen viele Autoren die regelmäßige Integration von Metakogni-
tion zur effektiven Auswahl von Strategien in den täglichen Unterricht vor (z.B.
Pressley, Borkwski & Schneider, 1989; Moely, Santulli & Obach, 1995). Aber
worauf kommt es also neben der Verknüpfung mit mathematischem Wissen und
Strategien hierbei noch an? Schoenfeld (1985; 1998) hat auf folgende Aktivitäten
zur Förderung der Metakognition Wert gelegt:

• Arbeit inGruppen zur gemeinsamenPlanung undKontrolle desVorgehens (siehe
Abschnitt 2.4.4)

• Kontrollfragen, die jederzeit im Problemlöseprozess vomDozenten gestellt wer-
den konnten und an deren Beantwortung sich die Studierenden nach und nach
gewöhnten (Was mache ich? Warum? Was bringt mir das Ergebnis?)

• Implizite Vermittlung von Entscheidungsprozessen durch demonstratives lautes
Denken bei der Bearbeitung von Aufgaben durch die Lehrkraft, hierbei auch
Fehlentscheidungen treffen, die dann etwas später reguliert werden konnten

• Gemeinsame Bearbeitung von Problemen im Plenum (zunächst verschiedene
Ideen vorschlagen, dann Entscheidung der Studenten, welche verfolgt werden
soll, nach fünf Minuten evaluieren, ob man bei dieser Idee bleiben soll oder
nicht)

• Gemeinsame Reflexion im Plenum (Was haben wir getan? Wo hätte man effizi-
enter arbeiten können? Weitere Ansätze verfolgen)

Vor allem die regelmäßigen Kontrollfragen sieht Schoenfeld als besonders erfolg-
reichen Teil seiner Lehrveranstaltung an.

Bei der Förderung von metakognitiven Kompetenzen unterscheidet man neben
der expliziten (durch Benennung und Einordnung der Strategien) und der impli-
ziten (durch demonstrative Verwendung von Strategien) auch die direkte und die
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indirekte Vermittlung. Erstere setzt sich aus expliziter und impliziter Vermittlung
zusammen, letztere besteht darin, Gelegenheiten zur Selbstregulation zu schaffen
und hat deswegen so große Bedeutung für die Metakognition, weil dadurch die
Eigenaktivität gefördert wird. Nachteil der indirekten Vermittlung ist aber, dass die
Erkenntnisse von den Lernenden nur selten selbstständig auf andere Kontexte über-
tragen werden (Veenman, 2011). Das kann durch Explikation gestärkt werden, die
beim selbstständigenArbeiten oft zu kurz kommt (Hunter-Blanks, Ghatala, Pressley
& Levin, 1988). Insgesamt wird daher eine Mischung aus direkter und indirekter
Vermittlung empfohlen (Paris & Paris, 2001; Veenman, 2013).

Bei der Vermittlung metakognitiver Strategien sind viele Dinge von Bedeutung,
die bereits bei der Vermittlung von Heurismen angesprochen wurden. So schreiben
Prins et al. (2006), dass an Stelle eines kurzfristigen Trainings ein anhaltendes Trai-
ning treten sollte, um die Anwendung von metakognitiven Strategien langfristig zu
sichern. Masui und Corte (2005) betonen die Wichtigkeit verschiedener koopera-
tiver Lernformen (vgl. Abschnitt 2.4.4), sowie die Notwendigkeit, die Lernenden
von der Nützlichkeit und den Vorteilen der verwendeten Strategien zu überzeugen.
Außerdem halten sie es für entscheidend, ausreichend Übungsmöglichkeiten und
Feedback zur Anwendung der Strategien zu Verfügung zu stellen. Um Transferef-
fekte zu sichern, schlägt Pickl (2004), ähnlich wie Bruder und Collet (2011), die
Thematisierung verschiedener Anwendungskontexte vor.

Bei der Regulation des eigenen Verhaltens kann bereits einfach Selbstbeobach-
tung helfen (vgl. Kanfer, Reinecker & Schmelzer, 2012). Der nächste Schritt wäre
dann, sich das eigene Verhalten selbst vorzusagen, um dieses auf eine bewusste
Ebene zu heben. Man spricht in diesem Zusammenhang von Selbstverbalisierung
(vgl. Dunlosky, Rawson, Marsh, Nathan und Willingham (2013)). Um zur eigent-
lichen Regulation des Verhaltens zu kommen, muss nun eingeschätzt werden, ob
das eben beobachtete Verhalten sinnvoll ist, also zum vorgegebenen Ziel führt. Das
Ergebnis dieser Einschätzung führt dann zurModifikation, also Regulation des eige-
nen Vorgehens. Hierbei können Fragen, wie die von Schoenfeld (1985) oder Bruder
und Collet (2011) (s. o.) helfen. Einen Schritt weiter geht die schriftliche Doku-
mentation des eigenen Vorgehens. Mason, Burton und Stacey (2011) haben im
Zusammenhang mit Problemlöseprozessen eine Systematik entwickelt, die bei der
Reflexion des eigenenVorgehens, mit besonderemAugenmerk aufAha-Erlebnissen
(Bruder und Collet sprechen hier von Heureka-Effekten) und Schwierigkeiten im
Lösungsprozess, helfen sollen. Eine Ausführliche Beschreibung der Umsetzung
dieser Idee wird in Abschnitt 4.4 gegeben.
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2.5 Zusammenfassung

An dieser Stelle soll das Theoriekapitel kurz zusammengefasst werden. In
Abschnitt 2.1 wurde die Situation der mathematischen Hochschuldidaktik dargelegt
und einige Maßnahmen wurden angesprochen, die, im Wesentlichen in den letzten
zehn Jahren, entwickelt wurden. Es wurde aber auch festgestellt, dass, gerade im
Zusammenhang mit der Gestaltung der Übungsgruppen, die Forschungslage recht
dünn ist. Auch die Forschung zu authentischen Problemlöseprozessen an der Uni-
versität bedarf größerer Beachtung.

In Abschnitt 2.2.1 wurde der Problembegriff als Aufgabe, zu deren Lösung dem
Bearbeiter keine Routineverfahren zur Verfügung steht, charakterisiert und eine
Abgrenzung zum Beweisbegriff vorgenommen. In Abschnitt 2.2.2 wurden die vier
Phasen des Problemlöseprozesses nach Pólya (1945) (Understanding the Problem,
Devising a Plan, Carrying Out the Plan und Looking Back sowie das Phasenmo-
dell nach Hadamard (1959), bestehend aus Initiation, Incubation, Illumination und
Vérification vorgestellt.

Abschnitt 2.3 beschreibt die Einflussfaktoren auf das Problemlösen nach Schoen-
feld (1985). Diese sind die Ressourcen (Abschnitt 2.3.1), bzw. das Vorwissen der
Problembearbeiter, dieHeurismen (Abschnitt 2.3.2), dieKontrolle (Abschnitt 2.3.3),
bzw. Metakognition und Selbstregulation sowie die Überzeugungssysteme
(Abschnitt 2.3.4) der Problembearbeiter. Zusätzlich zur Vorstellung dieser Aspekte
werden hier Lernstrategien zur selbstständigen Aneignung von Vorwissen (eben-
falls Abschnitt 2.3.1) beschrieben. Außerdem wurde eine gewisse Ähnlichkeit von
Tiefenlernstrategien, also solchen Strategien, die dem tieferenVerständnis der Lern-
inhalte dienen, und Heurismen festgestellt (Abschnitt 2.3.2).

In Abschnitt 2.4 wurden Konzeptionen vorgestellt, die zur Förderung von Pro-
blemlösekompetenzen verwendet werden können und die Grundlage für die in
Abschnitt 4.4 vorgestellte Maßnahme bilden.

Ein wichtiger Aspekt der Maßnahme ist das in Abschnitt 2.4.1 vorgestellte ent-
deckende Lernen, bei dem auf der einen Seite zur individuellen Verarbeitung proze-
duralesWissen vom Lernenden entdeckt, auf der anderen Seite eine Überforderung,
die dieses Entdecken verhindert, vermieden werden soll.

Eine Möglichkeit, solche Überforderungen zu beschreiben, bietet die Cogni-
tive Load Theory (Abschnitt 2.4.2). Ihr zufolge sollen Lernende bei der Bearbei-
tung komplexer Aufgaben unterstützt werden, um Kapazitäten für Lernaktivitäten
zu schaffen. Eine Möglichkeit der Unterstützung ist die Verwendung von Worked
Examples also ausführlicher Musterlösungen, deren Erfolg aber sehr stark abhän-
gig vom Umgang der Lernenden hiermit ist. Einen Schritt weiter geht das Self-
Explanation Training nach Hodds et al. (2014), bei dem eben dieser Umgang
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mit Musterlösungen geschult werden soll. Die Umsetzung dieses Trainings ist
in Abschnitt 2.4.6 beschrieben. Weitere Möglichkeiten der kognitiven Entlastung
bieten sich z. B. durch Lösungshilfen, teilweise Vermittlung benötigten Wissens,
kooperatives Arbeiten oder vorheriges Einüben von Teilprozessen. Übertragen auf
den universitären Kontext sind auch lückenhafte Musterlösungen, Vorschläge von
mehr oder weniger zielführenden Ansätzen oder die Lösung zu einer Aufgabe, bei
der ähnlicheStrategien zumEinsatz kommen (mitmöglichst unterschiedlichen ober-
flächlichen Merkmalen) oder eine gemeinsame Vorbereitungsphase für schwierige
Aufgaben denkbar, die den Studierenden den Einstieg erleichtert.

Das in Abschnitt 2.4.3 beschriebene Konzept des Scaffolding betont, dass es
bei allen Hilfestellungen darauf ankommt, diese an die Bedürfnisse des jeweiligen
Lernenden anzupassen (also nicht zu wenig, aber auch nicht zu viel zu helfen) und
diese Hilfestellungen dementsprechend nach und nach abzubauen (Fading).

In Abschnitt 2.4.4 werden Vor- und Nachteile kooperativer Lernformen dis-
kutiert. Die Vorteile von Gruppenarbeit liegen in der Kommunikation und der
dadurch erzwungenen Explikation und Reflexion eigener und fremder Gedanken-
gänge, sowie dem Profitieren von fremder Expertise, während die Nachteile in einer
möglichen Überforderung durch die notwendige Kommunikation sowie der Passi-
vität einzelner Gruppenmitglieder liegen. Auch eine gemeinsame Arbeit im Plenum
ist möglich, wobei gerade beim Problemlösen darauf geachtet werden sollte, eine
angenehme Atmosphäre zu schaffen, in der auch weniger gute Ideen positiv aufge-
nommen und diskutiert werden können. Um die negativen Aspekte der verschiede-
nen Sozialformen auszugleichen, empfiehlt sich eine Kombination, etwa in Form
des Ich-Du-Wir-Prinzips.

Wie in Abschnitt 2.4.5 besprochen, zeigen kurzfristige Heurismentrainings oft
wenigWirkung und es ist generell fraglich, ob der Einsatz vorgefertigter Heurismen
überhaupt hilfreich ist. Um aber aus der Bearbeitung weniger Aufgaben möglichst
viele Erkenntnisse herauszuholen, können bestimmte Schritte hilfreich sein. Abge-
sehen von der geforderten Langfristigkeit solcher Maßnahmen und bereits ange-
sprochener Aspekte wie der Sozialform oder des Fadings, sollen hier verschiedene,
mit einander kompatible Ideen von Bruder und Collet (2011), Leuders (2017), und
Schoenfeld (letztere zusammengetragen von Arcavi et al., 1998) genannt werden.
Hierbei sind auch schon metakognitive Aspekte enthalten, die in 2.4.7 beschrieben
wurden:

• Unterstützende Beratung des Dozenten während der Problembearbeitung

• Verwendung allgemeiner Fragestämme zurOrientierung oderKontrolle des eige-
nen Vorgehens
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• Vorstellung von Lösungen in der Regel von den Lernenden

• Aktive Reflexion des Vorgehens anregen

• Neue Strategien explizit festhalten und sammeln etc.

Es gibt allerdings auch einigeVorgehensweisen, in denen die verschiedenenAnsätze
voneinander abweichen. Abgesehen von kleinen Unterschieden ergeben sich fol-
gende, zunächst unbeantwortete Fragen:

• Sollten Heurismen vom Dozenten vorgegeben werden?

• In welchem Umfang sollten Heurismen eingeübt werden?

In Bezug auf die erste Frage geben Bruder und Collet (2011) einige Begründungen
zur Auswahl der Heurismen und auch Schoenfeld wählt seine Aufgaben schon
danach aus, ob sie exemplarisch für bestimmte Vorgehensweisen sind. Dennoch
ist, wie in Abschnitt 2.4.5 beschrieben, dieses Vorgehen nicht unumstritten. Bei der
zweiten Frage unterscheiden sich die Herangehensweisen von Schoenfeld (1998)
auf der einen und Bruder und Collet (2011) und z.B. Leuders (2017) auf der anderen
Seite. Während ersterer sogar bewusst Aufgaben einsetzt, bei denen frisch erlernte
Heurismen eher hinderlich sind, setzen letztere auf das Einüben von Heurismen in
verschiedenen Kontexten, um deren breiten Nutzen zu betonen. Allerdings warnen
auch sie vor der Gefahr, dass Strategien nur auswendig gelernt werden, bevor der
Nutzen erkannt wird.

Abschließend sollen die in Abschnitt 2.4.7 genannten Ansätze zur Förderung
metakognitiver Fähigkeiten zusammengefasst werden. Hier werden lediglich ver-
schiedene Ideen zusammengetragen, keine konkurrierenden Konzepte mit einander
verglichen: Insgesamt werden Metakognitionstrainings als effektiver als Heuris-
mentrainings angesehen, wobei die Übergänge in der Praxis fließend sein können.
Neben einer impliziten Vermittlung durch Vorleben metakognitiver Aktivitäten und
einer indirekten Vermittlung, die zwar gerade im Bezug auf Eigenaktivität einige
Vorteile mit sich bringt, aufgrund schwacher Ergebnisse bei der Übertragung auf
andere Kontexte aber nur empfohlen wird, wenn anschließend das Vorgehen expli-
ziert wird, werden auch hier während des Problemlösens Kontrollfragen empfohlen.
Beim Beobachten des eigenen Verhaltens können zusätzlich Selbstverbalisierungen
helfen. Eine stärkere Art der Reflexion wird durch die Dokumentation des Vorge-
hens gegeben. Ein Bespiel hierfür im Kontext des Problemlösens wird von Mason
et al. (2011) gegeben und inAbschnitt 4.4 genauer beschrieben.Wie schon beschrie-
ben ist auch eine gemeinsame Reflexion des Vorgehens im Nachhinein möglich.
Hierdurch können Lernprozesse, die während der Bearbeitung aufgrund kognitiver
Überforderung (Abschnitt 2.4.2) nicht stattgefunden haben, nachgelagert werden.
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Open Access Dieses Kapitel wird unter der Creative Commons Namensnennung 4.0 Inter-
national Lizenz (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de) veröffentlicht, wel-
che die Nutzung, Vervielfältigung, Bearbeitung, Verbreitung und Wiedergabe in jeglichem
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3Forschungsfragen

Die vorliegende Arbeit verfolgt im Wesentlichen drei Forschungsinteressen, die an
dieser Stelle grob vorgestellt werden sollen. EineVerfeinerung der einzelnen Fragen
wird in den entsprechenden Kapiteln vorgenommen.

Forschungsfrage 1: Inwiefern lassen sich bestehende Vermittlungskonzepte zum
Problemlösen sinnvoll auf den Kontext der universitären Übungsgruppe übertra-
gen?

Dieser Frage soll durch die zyklische Entwicklung der Intervention sowie deren
Umsetzung und Evaluation im gegebenen Kontext nachgegangen werden. Hierbei
werden die in Abschnitt 2.4 beschriebenen theoretischen Ansätze in der univer-
sitären Praxis umgesetzt (Kapitel 4) und gemäß der systematisch festgehaltenen
Erfahrungen und qualitativen Erhebungen (Kapitel 5) modifiziert (Kapitel 6). Die
Beantwortung dieser Frage steht in Abschnitt 6.4.

Forschungsfrage 2: Wie laufen Problembearbeitungsprozesse bei Studienanfän-
gern derMathematik an authentischenÜbungsaufgaben ab undwelchen Einfluss
hat dabei die Teilnahme an der Fördermaßnahme?

Diese Frage ist bewusst sehr offen gestellt, da zunächst ein holistischer Blick auf das
universitäre Problemlösen gerichtet werden soll. Anhand videographierter aufga-
benbasierter Interviews werden in Kapitel 5 Prozesse1 von Studierenden betrachtet.
Hierbei kommt es zunächst darauf an, generelle Erkenntnisse über das Problemlösen

1 Zur Beantwortung dieser Frage wurde bei der Auswahl der Aufgaben darauf geachtet, dass
diese von den Probanden wirklich als Probleme angesehen wurden. Man kann hier also von
Problembearbeitungsprozessen sprechen.

© Der/die Autor(en) 2023
T. Stenzel,Mathematisches Problemlösen in der Studieneingangsphase,
Essener Beiträge zur Mathematikdidaktik,
https://doi.org/10.1007/978-3-658-39052-5_3
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an deutschen Universitäten zu sammeln und diese mit bestehenden Untersuchun-
gen, etwa von Rott (2013) oder Schoenfeld (1985), zu vergleichen. Erst im zweiten
Schritt wird zwischen Interventions- und Kontrollgruppe unterschieden, um mög-
liche Einflüsse der Intervention nachvollziehen zu können.

Forschungsfrage 3: Welche Auswirkungen hat die Intervention auf den Klausu-
rerfolg sowie die Teilnahme an den Übungsgruppen und die Bearbeitung der
Hausaufgaben im ersten Semester?

Da im Rahmen dieser Feldstudie Einflüsse auf das Problemlöseverhalten aus Zeit-
gründen nur qualitativ untersucht werden können, soll auf quantitativer Ebene unter-
sucht werden, ob sich zwischen Interventionsgruppe und Kontrollgruppe Unter-
schiede im Bezug auf den Klausurerfolg oder auf andere messbare Faktoren (hierzu
zählen die Teilnahme an Übungsgruppen und Klausur sowie die Abgabe und Qua-
lität der Hausaufgaben) feststellen lassen. Durch die Beantwortung dieser Frage
lassen sich zwar generelle Rückschlüsse auf die Auswirkungen der Intervention
ziehen, jedoch keine Aussagen zur Wirksamkeit von Teilaspekten treffen. Dement-
sprechend hatten die quantitativenUntersuchungen keinenEinfluss auf die zyklische
Entwicklung der Maßnahme und werden daher in Kapitel 7 dargestellt.

Open Access Dieses Kapitel wird unter der Creative Commons Namensnennung 4.0 Inter-
national Lizenz (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de) veröffentlicht, wel-
che die Nutzung, Vervielfältigung, Bearbeitung, Verbreitung und Wiedergabe in jeglichem
Medium und Format erlaubt, sofern Sie den/die ursprünglichen Autor(en) und die Quelle
ordnungsgemäß nennen, einen Link zur Creative Commons Lizenz beifügen und angeben,
ob Änderungen vorgenommen wurden.

Die in diesem Kapitel enthaltenen Bilder und sonstiges Drittmaterial unterliegen eben-
falls der genannten Creative Commons Lizenz, sofern sich aus der Abbildungslegende nichts
anderes ergibt. Sofern das betreffende Material nicht unter der genannten Creative Commons
Lizenz steht und die betreffende Handlung nicht nach gesetzlichen Vorschriften erlaubt ist, ist
für die oben aufgeführtenWeiterverwendungen desMaterials die Einwilligung des jeweiligen
Rechteinhabers einzuholen.
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4Design der Intervention

In diesemKapitel wird die Interventionsmaßnahme in ihrer ursprünglichen, theorie-
basierten Form beschrieben. Zunächst werden jedoch in Abschnitt 4.1 verschiedene
Ansätze des Design Research präsentiert. Abschnitt 4.2 gibt dann einen kurzen
Überblick über den zyklischen Ablauf der Intervention. Nachdem in Abschnitt 4.3
die Rahmenbedingungen der Maßnahme vorgestellt wurden, folgt in Abschnitt 4.4
die Entwicklung des ersten Zyklus der Intervention, die auf den in Abschnitt 2.4
beschriebenen theoretischen Überlegungen basiert. Abschnitt 4.5 beschäftigt sich
mit der Schulung der an der Intervention beteiligten Tutoren. Da die in Kapitel 5
dargelegte qualitative Forschung Einfluss auf dieWeiterentwicklung derMaßnahme
hat, wird diese, und damit die vorerst letzte Version der Intervention, erst in Kapitel
6 beschrieben. Am Ende dieses Kapitels gibt es eine kurze Zuammenfassung der
Maßnahme (Abschnitt 4.6).

4.1 Design Research

Im folgenden Abschnitt werden die Prinzipien des Design Research bzw. der Ent-
wicklungsforschung, wie diese Forschungsrichtung im deutschsprachigen Raum
meist genannt wird, zusammengefasst und auf die vorliegende Arbeit bezogen.
Hierzu gibt es viele verschiedene Ansätze mit unterschiedlichen Bezeichnungen,
die sich durch abweichendeSchwerpunktsetzungenvoneinander unterscheiden (vgl.
Link, 2012; Plomp, 2013; Akker, Gravemeijer, McKenney & Nieveen, 2006), z. B.

Ergänzende Information Die elektronische Version dieses Kapitels enthält
Zusatzmaterial, auf das über folgenden Link zugegriffen werden kann
https://doi.org/10.1007/978-3-658-39052-5_4.

© Der/die Autor(en) 2023
T. Stenzel,Mathematisches Problemlösen in der Studieneingangsphase,
Essener Beiträge zur Mathematikdidaktik,
https://doi.org/10.1007/978-3-658-39052-5_4
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Design-BasedResearch (Barab&Squire, 2016;Design-BasedResearch-Collective,
2003),DesignExperiments (Brown, 1992;Cobb, Confrey,Disessa, Lehrer&Schau-
ble 2003, Schoenfeld, 2006), Design Studies (Feuer, Philips, Shavelson & Towne,
2003; Walker, 2006), Developmental Research (Freudenthal, 1991; Gravemeijer,
1994; Akker, 1999); Engineering Research (Burkhardt & Schoenfeld, 2003, Burk-
hardt, 2006) und Participatory Action Research (Marks & Eilks, 2010). In Deutsch-
land ist der Begriff der fachdidaktischen Entwicklungsforschung (Hußmann, Thiele,
Hinz, Prediger & Ralle, 2013; Prediger et al., 2012) sehr präsent. UmMissverständ-
nissen vorzubeugen, die durch die Bezeichnungen entstehen könnten, sei an dieser
Stelle erwähnt, dass es sich beiDesign Research nicht um das Design der Forschung
handelt (dieses würde man im Englischen als research design bezeichnen). Ebenso
beschäftigt die Entwicklungsforschung sich in der Regel nicht direkt mit der kind-
lichen Entwicklung. Es geht hierbei grundsätzlich um die Entwicklung (bzw. das
Design) von Unterrichtsteinheiten oder ganzen Unterrichtsreihen. Das Prinzip, das
allen Spielarten desDesign Research gemein ist, wird vom Design-Based Research
Collective (Design-Based Research-Collective, 2003, S. 7) wie folgt beschrieben:

[U]sing theory-driven design to generate complex interventions that can be improved
through empirical study and that can contribute to more basic understanding of the
underlying theory.

All diesen Ansätzen liegt also der Gedanke einer engeren Verknüpfung von Theorie
und Praxis zu Grunde. So weist Wittmann (1992; 1995) darauf hin, dass mathe-
matikdidaktische Forschung erst dann von Nutzen ist, wenn sie einen Einfluss auf
die Durchführung von Lehr-Lern-Einheiten hat (vgl. für ähnliche Aussagen Brown,
1992 und das Design-Based Research Collective, 2003). So betont er, dass bei
empirischer Forschung ohne reflektierte Erfahrung mit Schülern und ohne Teilhabe
an der Unterrichtspraxis dieser praktische Nutzen nicht gegeben ist (Wittmann,
1992). Andererseits bestehe auch die Gefahr eines „verengten Pragmatismus“, der
zu sehr auf unmittelbare Anwendbarkeit fixiere (ebd.). Wittmanns Ansicht nach ist
die Mathematikdidaktik, ebenso wie die Ingenieurswissenschaften als eine design
science zu verstehen, also als eine Wissenschaft, die, auf theoretischen Befunden
basierend, Konstrukte (in dem Fall Unterrichtskonzepte) entwickelt, die einen prak-
tischen Nutzen haben, und diese weiter untersucht.

In den Niederlanden wurde bereits in den 70er Jahren am IOWO (Institut voor de
Ontwikkeling van het Wiskunde-Onderwijs – dt.: Institut für die Entwicklung des
Mathematikunterrichts), dem Vorgänger des heutigen Freudenthal-Instituts, Curri-
culumentwicklung nach den Prinzipien des Design Research betrieben. Hieraus ist
der Zweig des oben erwähntenDevelopmental Research entstanden. Auch hier wird
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die „Trennung vonEntwurf undAusführung“ von „Lehrstoff“ kritisiert. Freudenthal
(1978) schreibt dazu:

Zweckmäßiger ist in der Curriculumentwicklung gerade die Einheit im Zyklus von
Entwurf, über Fortbildung, Begleitung, Auswertung, zur Entwurf-Revision; der Ent-
werfer sei derselbe, der den ausführendenLehrer vorbereitet und in derKlasse begleitet,
und der die Ausführung und den Entwurf bewertet, wobei er selber von einem Team
begleitet und beobachtet wird. So wird garantiert, dass die Absichten hinter dem Ent-
wurf in der Ausführung zur Geltung kommen, dass schlecht Funktionierendes auf der
Stelle revidiert und in einem zeitlich etwas verschobenen Zyklus in Parallelklassen
von neuem erprobt wird.

Ein wesentliches Merkmal, das auch in diesem Zitat deutlich wird, ist die enge
Zusammenarbeit zwischen dem Entwickler der Maßnahme und der Lehrkraft. Von
anderen Autoren wird, noch deutlicher als diesem Textabschnitt zu entnehmen ist,
die Beteiligung der Lehrkraft an Forschung und Entwicklung gefordert (z. B. Cobb
et al., 2003; Gravemeijer & Cobb, 2006; Wittmann, 1992). Hierzu schreibt Plomp
(2013):

[T]his will increase the chance that the intervention will indeed become relevant and
practical for the educational context which increases the probability for a successful
implementation.

Manche Ansätze (z. B. Burkhardt & Schoenfeld, 2003, Prediger et al., 2012) schla-
gen sogar vor, dass der Hauptentwickler der Maßnahme (zumindest in den frühen
Phasen der Pilotierung) selbst als Lehrkraft aktiv wird, was in der vorliegenden
Studie auch der Fall ist.

Abbildung 4.1 zeigt ein Modell von Entwicklungsforschung (das so allgemein
gehalten ist, dass es neben der Mathematikdidaktik inWittmanns (Wittmanns 1992;
1995) Sinne auch auf andereDesign Sciences, wie die Ingenieurwissenschaften oder
die Pharmakologie, anwendbar wäre), das im Folgenden genauer betrachtet werden
soll. Zu Beginn1 steht ein Problem2, das zunächst einmal analysiert werden muss.

1 Grundsätzlich ist es möglich, mit der Forschung an jedem Punkt des dargestellten Kreislaufs
anzufangen, beispielsweise wenn das Ziel die Modifikation eines bestehenden Konzeptes ist.
2 Auch wenn es sich hierbei nicht um ein mathematisches Problem handelt, so kann man doch
von einem Problem gemäß der in Abschnitt 2.2.1 gegebenen Charakterisierung sprechen:
Ein Anfangszustand soll in einen gewünschten Zielzustand übersetzt werden. Bei dem hier
dargestellten Zyklus lassen sich sogar Parallelen zu Pólyas Phasen ziehen:Understanding the
Problem: Analyse; Devising a Plan: Theoriebasierte Entwicklung der Maßnahme; Carrying
Out the Plan: Durchführung der Maßnahme; Looking Back: Evaluation und Revision der
Maßnahme.
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Abbildung 4.1 Zyklischer Ablauf von Entwicklungsforschung (Plomp, 2013)

Im hier betrachteten Zusammenhang bedeutet dies vor allem, dass die gegebenen
Rahmenbedingungen untersucht sowie Lernziele gesetzt werden. Dies wird für die
vorliegende Arbeit in Abschnitt 4.3 genauer beschrieben. Anschließend wird eine
erste Version derMaßnahme (hierPrototyp genannt) entwickelt. Diese Entwicklung
baut auf Einsichten vorheriger Forschung auf, basiert also explizit auf fundamen-
talen theoretischen Prinzipien (vgl. Burkhardt & Schoenfeld, 2003; Cobb et al.,
2003; Wittmann, 1995), wie sie in Abschnitt 2.4 dargestellt sind. Hierzu schreibt
Wittmann (1992):

Die Qualität dieser Konstruktion hängt in der Tat von der theoriegeleiteten konstruk-
tiven Phantasie, dem „ingenium“, der Konstrukteure ab und muß durch systematische
Erprobung nachgewiesen werden, wie es für Ingenieurswissenschaften typisch ist.

Die Entwicklung eines theoriebasierten Prototyps der in dieserArbeit beschriebenen
Maßnahme wird in Abschnitt 4.4 ausgeführt.

Die praktische Erprobung in authentischen Kontexten ist ein entscheidendes
Merkmal der Entwicklungsforschung, da hier der oben erwähnte Praxisbezug her-
gestellt wird (vgl. Design-Based Research-Collective, 2003). Hier kommen viele
Einflussfaktoren und individuelle Merkmale der Beteiligten in komplexen Interak-
tionen zusammen, die von Lehr-Lern-Theorien nicht im Detail abgebildet werden
können (vgl. Cobb et al., 2003;Design-BasedResearch-Collective, 2003;Wittmann,
1995). So schreibt Burkhardt (2006, S. 128): „Studies of student learning in tightly
controlled laboratory conditions are too artificial to use directly in guiding design
for the classroom“. Es ist also notwendig, die hypothetisierten Lernprozesse sowie
die Mittel zu deren Unterstützung im lokalen Kontext auf ihre ökologische Validität
(vgl. Kaminski, 1988) zu testen und zu evaluieren. Diese Evaluation führt zu einer
Analyse des Designs und schließlich zu einer auf die Charakteristika der jewei-
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ligen Lernsituation zurechtgeschnittenen Überarbeitung, die in weiteren Zyklen
wiederum getestet werden kann. Auf die Art nähert man sich dem gewünschten
Zielzustand immer weiter an (vgl. Design-Based Research-Collective, 2003; Gra-
vemeijer, 1994; Link, 2012).

Die Evaluation kann, beruhend auf empirischen Untersuchungen und systema-
tischen Beobachtungen, aber auch auf Erfahrungsberichten der involvierten Lehr-
personen, geschehen. Hierzu schreibt Hierzu schreibt Gravemeijer (1994, S. 47):

In practice, the findings are more often due to classroom experiences [...] than to
testing results. That is, with intensive observations and productive contacts with expe-
rimental schools, there is a great deal of information obtained prior to when tests are
administered.

In der Art undWeise, wie die Interventionen untersucht werden, unterscheiden sich
die verschiedenen Zweige des Design Research, was auch mit unterschiedlichen
Zielsetzungen zusammenhängt (vgl. Plomp, 2013). So hat sich beispielsweise das
dortmunder Modell der Entwicklungsforschung (vgl. Prediger et al., 2012), ähnlich
wie die niederländische Developmental Research, (Gravemeijer & Cobb, 2006)
(wie auch die vorliegende Studie) zum Ziel gesetzt, die ablaufenden Lernprozesse
besser zu verstehen und aus diesem Verständnis lokal geltende Erkenntnisse zu
gewinnen, aus denen sich möglichst verallgemeinerbare Aussagen herleiten lassen.
Daher werden hier relativ kleinschrittig Teilaspekte der Lernprozesse empirisch
untersucht.Umdiese leichter erfassen zu können,werden dieUnterrichtseinheiten in
der Regel in Laborsituationen in Kleingruppen durchgeführt (Prediger et al., 2012).
DerAnsatz desEngineeringResearch (der seinenNamenaus der auchvonWittmann
benannten Nähe zumVorgehen der Ingenieurswissenschaften ableitet) hingegen hat
zunächst nur die Entwicklung einer gut funktionierenden Intervention im Blick.
Stärken und Schwächen werden hauptsächlich durch strukturierte Beobachtungen
sowie Rückmeldungen der Lehrpersonen identifiziert und überarbeitet. Empirische
Untersuchungen werden auf spätere Umsetzungen in größerem Maße ausgelagert
(Burkhardt & Schoenfeld, 2003).

4.2 Überblick über die Intervention

DievorliegendeArbeit stellt ebenfalls dieEntwicklung einer Intervention in denVor-
dergrund. Zusätzlich zu systematischen Beobachtungen und regelmäßigen Gesprä-
chenmit den beteiligten Lehrpersonenwird, imGegensatz zum dortmunderModell,
das detailliert Teilaspekte in den Blick nimmt, ein eher holistischer Blick auf die
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Tabelle 4.1 Iteration der Intervention

Zyklus Semester Veranstaltung Anzahl der betreuten
Übungsgruppen3

1 Wintersemester Analysis I 1

2 Sommersemester Analysis I 2

3 Wintersemester Lineare Algebra I 8

4 Sommersemester Lineare Algebra I 3

5 Wintersemester Lineare Algebra I 7

6 Sommersemester Analysis I 2

7 Wintersemester Analysis I 5

Problembearbeitungsprozesse von Studienanfängern und mögliche Auswirkungen
der Intervention hierauf geworfen (siehe Kapitel 5). Zusätzlich wird in quantitati-
ven Messungen der Einfluss der Maßnahme auf den Klausurerfolg sowie die aktive
Teilnahme am ersten Semester betrachtet (Kapitel 7).

Die im Folgenden beschriebeneMaßnahme (bei der es um die Neustrukturierung
der wöchentlichen Übungsgruppe geht, siehe Abschnitt 4.3) hat insgesamt sieben
Zyklen durchlaufen. Hierbei wurde, wie von Burkhardt und Schoenfeld 2003 emp-
fohlen, zunächst in kleinem Umfang mit einer Übungsgruppe, die vom Autor der
vorliegenden Arbeit geleitet wurde, begonnen. Im zweiten Durchlauf wurde eine
zweite Gruppe hinzugenommen, wobei es zu wöchentlichen Treffen und regem
Austauschmit dem anderen Tutor kam.Ab demdritten Zykluswurde, um einenVer-
gleich von Interventions- und Kontrollgruppe gewährleisten zu können, die Hälfte
aller Übungsgruppen von Tutoren geleitet, die auf die Durchführung derMaßnahme
geschult waren und sich zuwöchentlichen Treffenmit demAutor, der immer jeweils
selbst eineÜbungsgruppebetreut hat, zusammenfanden.Tabelle 4.1 gibt einenÜber-
blick über die verschiedenen Zyklen.

Im folgenden Abschnitt 4.3 werden zunächst Überlegungen zu Rahmenbedin-
gungen und Zielen der Intervention dargelegt. Anschließend wird in Abschnitt 4.4
die aus diesen Überlegungen und aus Abschnitt 2.4 hergeleitete erste Version der
Maßnahme beschrieben. Die Schulung der Tutorenwird in einem eigenenAbschnitt
(4.5) behandelt. Auf eine detaillierte Aufzählung, welche Änderungen sich nach
welchem Zyklus ergeben haben, wird verzichtet. Stattdessen wird (nachdem in
Kapitel 5 der qualitative Teil der Arbeit behandelt wurde) in Kapitel 6 ausführlich

3 Ab dem dritten Zyklus entspricht das Hälfte aller Übungsgruppen. Im Sommersemester ist
die Gesamtzahl der Teilnehmer in der Regel geringer als im Wintersemester.
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beschrieben, welche Veränderungen, basierend auf den Ergebnissen der qualitati-
ven Untersuchung4 und den Erfahrungen der Lehrenden, insgesamt seit dem ersten
Zyklus vorgenommen wurden. Dort findet sich auch eine Zusammenfassung der
(vorerst) finalen Version der Maßnahme.

4.3 Rahmenbedingungen und Ziele der Maßnahme

In diesem Abschnitt werden einige grundsätzliche Vorüberlegungen und damit
zusammenhängende Rahmenbedingungen der Maßnahme beschrieben, die die
Umsetzungder inAbschnitt 2.4 dargelegtenKonzeptionenbeeinflussen.Einwesent-
licher Grundsatz der Maßnahme ist, die ohnehin an der Universität in stärkerem
Maße geforderte Eigenständigkeit der Studierenden (vgl. Artigue, 2016) weiter zu
fördern. Neben einer starken Fokussierung der studentischen Selbstregulation (vgl.
Abschnitt 2.4.7) bedeutet das auch, dass die Maßnahme keine zusätzliche Präsenz-
zeit beinhaltet, damit den Studierenden genügendZeit zur eigenständigenBeschäfti-
gungmit den Lerninhalten der Veranstaltung bleibt. Statt eine Ergänzungsveranstal-
tung anzubieten, wurde also die bereits existierende Gruppenübung, die traditionell
zurBesprechung vonÜbungsaufgaben verwendetwird,mit demZiel umstrukturiert,
die Problemlösekompetenz der Studierenden zu fördern. Im Fokus der Maßnahme
stehen also keine Fachinhalte, sondern der Aufbau von Kompetenzen im Sinne von
Niss und Højgaard (2019). Diese spezielle Übung ist zunächst auf das erste Fach-
semester beschränkt. Dementsprechend muss darauf geachtet werden, dass durch
den Wegfall der Maßnahme im zweiten Semester Probleme des Übergangs von der
Schule zur Hochschule nicht nur dorthin verschoben werden. Im vorliegenden Fall
soll das hauptsächlich durch das langsame Ausschleichen von Hilfen im Sinne des
Scaffolding (siehe Abschnitt 2.4.3) und die damit zusammenhängende Stärkung der
Eigenverantwortung realisiert werden. Eine Verlängerung der Maßnahme auf Fol-
gesemester ist aufgrund ihres minimalinvasiven Charakters ohne großen Aufwand
möglich, wurde zum jetzigen Zeitpunkt allerdings noch nicht erprobt.

Da es sich bei der Intervention um eine Modifikation der klassischen Grup-
penübung handelt, sind ihr einige Beschränkungen auferlegt: Zum einen muss die
Hauptaufgabe, die Besprechung der Hausaufgaben5 (in der Regel vier Aufgaben

4 Wie bereits erwähnt, konnten die Ergebnisse der quantitativen Untersuchung aufgrund ihres
recht groben Blicks keinen Beitrag zur Detailentwicklung der Maßnahme leisten.
5 In zwei der sieben durchgeführten Zyklen war die Gruppenübung von Seiten der verant-
wortlichen Dozenten als sogenannte Präsenzübung organisiert, in denen zur Vorbereitung auf
die Hausaufgaben gemeinsam ähnliche Aufgaben bearbeitet werden. Auch hier musste eine
vorgegebene Menge an Aufgaben bearbeitet werden.



72 4 Design der Intervention

pro Woche), weiterhin wahrgenommen werden. Dadurch ist die Zeit, die effek-
tiv für zusätzliche Aktivitäten bleibt, sehr knapp bemessen. Zum anderen ist die
Maßnahme auf die Akzeptanz der jeweiligen für die Vorlesung verantwortlichen
Dozenten angewiesen. Aufgrund des zyklischen Charakters der Entwicklungsfor-
schung sind also mehrere Personen mit unterschiedlichen Ansichten zur Lehre zu
überzeugen. Aus diesemGrund wurde die Intervention und deren Evaluation so ent-
wickelt, dass in den Verantwortungsbereich des Dozenten nicht eingegriffen wurde.
Das bedeutet insbesondere, dass dieGestaltung derÜbungsaufgaben in keinerWeise
beeinflusst wurde. Eine Auswahl oder Sortierung von Aufgaben gemäß hierfür hilf-
reicher Heurismen, wie sie im Training von Bruder und Collet (2011, vgl. Abschnitt
2.4.5) vorgenommen wird, ist, selbst wenn man sinnvolle Kriterien für die Auswahl
im universitären Kontext hilfreicher Heurismen findet, in diesem Rahmen nicht
möglich. In den meisten Fällen war die erfolgreiche Bearbeitung einer bestimm-
ten Menge der Hausaufgaben Voraussetzung für die Teilnahme an der Abschluss-
klausur. Aus diesem Grund beinhaltet die Maßnahme keine schriftlichen Hilfen
zur kognitiven Entlastung bei der Bearbeitung der Hausaufgaben (wie lückenhafte
Musterlösungen etc. – vgl. Abschnitt 2.4.2), die direkt bei der Bearbeitung der Auf-
gaben helfen, um die Kontrollgruppe, die eine solche Hilfe nicht bekommt, nicht zu
benachteiligen. Außerdem gab es in der Regel keine Möglichkeit, die Studierenden
bei ganzen Problemlöseprozessen zu begleiten, da diese in der Regel nicht in der
Präsenzzeit abliefen. Daher war es für die Tutoren der Übungsgruppen nicht mög-
lich, direkt Einfluss auf metakognitive Kontrollprozesse in der aktionalen Phase zu
nehmen (z. B. durch das Stellen von Fragen nach Schoenfeld (1985), wie sie in
Abschnitt 2.4.7 beschrieben wurden: Was machst Du gerade? Warum machst Du
das? Was bringt Dir das Ergebnis dieser Tätigkeit?).

Zusammenfassend handelt es sich bei der Maßnahme also um eine wöchentlich
stattfindende vorlesungsbegleitende 90-minütige Gruppenübung, in der Hausaufga-
ben besprochen wurden, auf deren Gestaltung kein Einfluss genommen wurde und
die nicht durch schriftliche Lösungshilfen unterstützt wurden. Die Gruppengröße
lag zwischen 20 und 30 Studierenden. Eine solche minimalinvasive Maßnahme ist
zwar an die Einhaltung einiger, gerade beschriebener Vorgaben gebunden, hat aber
den Vorteil, dass sie dadurch ohne große Modifikationen im universitären Normal-
betrieb einsetzbar ist.

4.4 Theoriebasierte Entwicklung der Intervention

Dieser Abschnitt beschreibt die Durchführung der ersten Zyklen derMaßnahme, die
sich zunächst nur auf theoriebasierteÜberlegungen stützt.Weiterentwicklungen, die
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sich aus den Erfahrungen der ersten Zyklen sowie der im Kapitel 5 beschriebenen
qualitativen Forschung ergeben haben, werden in Kapitel 6 beschrieben.Wie bereits
erwähnt, basiert die Maßnahme auf der klassischen Art einer Gruppenübung, in
der wöchentlich bearbeitete Hausaufgaben zur Vorlesung Analysis I bzw. Lineare
Algebra I (für eine Übersicht der betreuten Veranstaltungen, siehe Tabelle 4.1)
besprochen werden. Während die Kontrollgruppe aus Übungsgruppen besteht, die
weiterhin auf diese traditionelle Art abgehaltenwurden, wurden dieÜbungsgruppen
der Interventionsgruppe vom Autor dieser Arbeit selbst, sowie Tutoren, die sich
freiwillig zu einer wöchentlichen Besprechung mit ihm getroffen haben, betreut.
Der Ablauf dieser Besprechungen wird in Abschnitt 4.5 beschrieben. Hierbei ist
nicht auszuschließen, dass erfahrene Tutoren aus der Kontrollgruppe, auch wenn
sie bei diesen Treffen nicht anwesend waren, von sich aus Ideen umgesetzt haben,
die dort besprochen wurden, da einige Aspekte durchaus naheliegend sind.

Bei der hier beschriebenen Maßnahme sollten folgende Kernideen umgesetzt
werden: Die Studierenden sollten aktiv eigene Erfahrungen mit dem Problemlö-
sen machen (vgl. Abschnitt 2.4.1), wobei gerade diejenigen, die hier vor größeren
Schwierigkeiten stehen, von der Erfahrung der Kommilitonen und der Expertise des
Tutors profitieren sollen. Dies wurde durch kooperatives Arbeiten (vgl. Abschnitt
2.4.4) und die gemeinsame Reflexion individueller Vorgehensweisen (Abschnitt
2.4.7) angestrebt. Basierend auf den kollektiven Erfahrungen wurden verwendete
Heurismen expliziert und separat gesammelt, um diese bewusst zu machen (vgl.
Bruder & Collet, 2011; Leuders, 2017 – siehe auch Abschnitt 2.3.2). Um die kogni-
tive Belastung bei der Problembearbeitung (vgl. Abschnit 2.4.2), speziell für die
schwächeren Studierenden, zu reduzieren, wurden der Einstieg in ausgewählte Pro-
bleme gemeinsam (in verschiedenenSozialformen) besprochen. EinweitererVorteil
dieser Besprechungen war, dass die Studierenden hierdurch Einblick in die Denk-
weisen der Kommilitonen und eines Experten in Form des Tutors (falls sich dieser
dazu entschied, die Beiträge der Studierenden durch eigene zu ergänzen) bekommen
konnten.

Diese Kernideen wurden im Wesentlichen in vier Phasen umgesetzt: Der Vor-
bereitungsphase, in der bereits vor der Bearbeitung Teilaspekte der Hausaufgaben
besprochen und Lösungsideen gesammelt wurden, der Eigenarbeitsphase, die aus
dem Bearbeiten der Hausaufgaben außerhalb der Präsenzzeit bestand, angereichert
durch Dokumentationsaufgaben, derDiskussionsphase, in der die Bearbeitungspro-
zesse der Eigenarbeitsphase gemeinsam reflektiert wurden, sowie einer Zusammen-
fassung des Vorgehens mit besonderem Blick auf strategische Vorgehensweisen. Im
Folgenden werden die einzelnen Phasen genauer beschrieben:
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Vorbereitungsphase: Diese Phase fand vor der Bearbeitung der Hausaufgaben,
also eine Woche vor den anderen beschriebenen Phasen statt. Ihr wesentliches
Ziel bestand darin, für die Studierenden den Einstieg in ein Problem zu erleich-
tern, ohne dabei einen zu großen Teil des Lösungsprozesses vorwegzunehmen.
Sie war auf maximal zehn Minuten beschränkt. Das liegt zum einen daran, dass
die Zeit ohnehin knapp bemessen war, zum anderen sollte dadurch verhindert
werden, dass bereits zu sehr ins Detail gegangen wird, damit die Studierenden
in der folgenden Phase die Möglichkeit hatten, entsprechende Aktivitäten eigen-
ständig durchzuführen. Gemeinsam mit den Studierenden wurde eine der vier
Hausaufgaben ausgewählt (in der Regel eine Aufgabe, bei der die Studierenden
eine besonders hohe Einstiegshürde sahen, die also von den meisten als Problem
betrachtet wurde). Je nach Zeitpunkt im Semester und Beschaffenheit der Auf-
gabe wurden hier verschiedene Aktivitäten durchgeführt. Zu Beginn des Semes-
ters wurde, zunächst demonstrativ vom Tutor, mit heuristischen Hilfsmitteln im
Sinne von Bruder und Collet (2011) die Aufgabe genauer analysiert. Hierzu
zählen verschiedene Darstellungswechsel, wie das Anfertigen einer Skizze oder
einer Tabelle6, das Zeichnen eines Graphen oder auch das Aufstellen einer Glei-
chung, das Betrachten von Beispielen (einfache Spezialfälle oder Extremfälle),
das Klären aller vorkommenden Begriffe (ggf. auch durch das Betrachten ver-
schiedener Darstellungen und Beispiele) oder aber lediglich das systematische
Aufschreiben dessen, was gegeben und gesucht ist. Hierbei wurde vom Tutor
auch explizit schriftlich (mit farbiger Kreide oder auf einer gesonderten Stra-
tegietafel7) festgehalten, welche Hilfsmittel benutzt wurden. In späteren Stun-
den wurde, ganz im Sinne des cognitive apprenticeship (vgl. Abschnitt 2.4.3),
die Aufgabenanalyse auch gemeinsam mit den Studierenden oder komplett in
Einzel- oder Gruppenarbeit durchgeführt. Dadurch sollte es zur Gewöhnung
an die heuristischen Hilfsmittel kommen. Je nach Beschaffenheit der Aufgabe
(wenn beispielsweise das Verständnis der Aufgabe kein großes Hindernis dar-
stellte, es aber trotzdem schwierig war, einen Ansatz zu finden), wurde statt der
Aufgabenanalyse ein gemeinsames brainstorming (vgl. Abschnitt 2.4.4) durch-

6 Auch das Notieren der ersten Glieder einer Folge zählt hierzu, selbst wenn es nicht in der
klassischen Tabellenform untereinander geschieht
7 In einigen Räumen der Universität Duisburg-Essen befindet sich an der Seite eine kleine
Tafel, die selten verwendet wird und deswegen in der Regel auch nicht geputzt wird. Daher
können hier Strategien über die Dauer des Semesters gesammelt werden. Ist eine solche Tafel
nicht vorhanden, können beispielsweise ein Laptop mit Beamer oder Poster diese Aufgabe
übernehmen. In jedem Fall werden die Studierenden dazu angehalten, selbst eine Seite mit
verwendeten Strategien zu erstellen und jederzeit griffbereit zu haben, ähnlich einem heuris-
tischen Wissensspeicher nach Leuders (2017).
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geführt. Hierbei wurden zunächst kommentarlos Ideen an der Tafel gesammelt
und anschließend kurz diskutiert. Bei der Diskussion wurde darauf geachtet,
dass keine Idee als schlecht stigmatisiert wurde und dass klar wurde, dass auch
weniger gute Ideen zum Problemlöseprozess gehören. Grundsätzlich konnten
die Studierenden (vor allem zu Beginn des Semesters, als noch eine gewisse
Hemmschwelle vorhanden war) ihre Ideen zunächst individuell auf Pappkar-
ten sammeln, die anschließend im Plenum gesammelt und vorgestellt wurden.
Dadurch konnten mehrere Studierende dieselbe Idee notieren und es wurden
Hemmungen, die eigenen Ansätze vorzustellen, abgebaut. Später im Semester
wurde das Sammeln von Ideen auch inGruppenarbeiten verlegt, bei der der Tutor
unterstützend tätig war. Die Gruppenarbeit konnte bei Bedarf auch durch Orien-
tierungsfragen, ähnlich derer von Bruder und Collet (2011) (vgl. Abschnitt 2.4.5
unterstützt werden (Was wissen wir zum Problem? Wie kann man die gegebene
Situation strukturieren? Welche Strategien eignen sich für das Problem? etc.).
Falls genügend Zeit zur Verfügung stand, konnte auch zuerst eine Analyse und
dann eine Ideensammlung durchgeführt werden. Ziel dieser Phase war es zum
einen, dass Studierende, die sonst keinen Zugang zu der Aufgabe finden würden,
eine Chance bekommen, diese zu bearbeiten. Dadurch wurde auch die negative
Erfahrung, dass man mit „solchen Aufgaben“ überhaupt nichts anfangen kann,
abgefangen, was einen positiven Effekt auf die Motivation haben kann. Zum
anderen bekamen die Studierenden auch die Chance, aus den Aktivitäten der
Kommilitonen bzw. des Tutors zu lernen, wie man problemhaltige Aufgaben
angeht. Insgesamt sollte das Vorziehen dieser Überlegungen zu einer kognitiven
Entlastung bei der folgenden Phase führen (vgl. Abschnitt 2.4.2).

Eigenarbeitsphase: Diese Phase fand zwischen zweiÜbungsstunden statt und ent-
sprachweitestgehend dem klassischen Bearbeiten der Hausaufgaben. Ob Studie-
rende hierbei alleine arbeiteten oder sich in Lerngruppen zusammenfanden, blieb
ihnen selbst überlassen und wurde in keiner Weise beeinflusst. Die Verantwor-
tung für den Problemlöseprozess8 wurde ganz auf sie übertragen. Abgesehen von
den zehn Minuten Vorbereitung in der vorigen Phase, die sich nur auf eine Auf-
gabe bezogen, hatten die Studierenden hier die Gelegenheit, selbstständig nach
Lösungsstrategien zu suchen und diese in die individuellen Wissensstrukturen
zu integrieren. Zusätzlich wurden die Studierenden dazu angehalten, mindestens
eine der Problembearbeitungen ausführlich zu dokumentieren. Diese Dokumen-
tation sollte ihnen dabei helfen, ihr Vorgehen im Nachhinein besser reflektieren

8 Nicht alle zu bearbeitenden Hausaufgaben galten als Probleme, wenngleich, wie auf S. 13 f.
besprochen, dies beimGroßteil derAufgaben für typische Studienanfänger zutraf. In allen hier
beschriebenen Phasen wurden solche Aufgaben fokussiert, die von den meisten Studierenden
als Probleme betrachtet wurden.
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zu können. Sie orientierte sich an Prinzipien von Mason et al. (2011). Eine
Handreichung, die zur Unterstützung dieser Dokumentation angefertigt wurde,
ist in Anhang A (Hilfe zur Bearbeitung von Übungsblättern (Teil 1)) zu fin-
den. Über die Handreichung hinaus wurde das Vorgehen hierbei auch mehrfach
thematisiert. Zusätzlich zu den bereits von Schoenfeld (1985 – vgl. Abschnitt
2.4.7) angesprochenen Fragen (Wasmache ich gerade?Warummache ich das?9)
wurdeWert auf die Dokumentation von Barrieren (Wo bin ich auf Schwierigkei-
ten gestoßen?Wie konnte ich diese Schwierigkeiten überwinden?), Illumination
(Gab es bestimmte „Aha-Effekte“? Was hat diese Effekte ausgelöst?) und eine
Reflexion der Problemlöseprozesse (Wie schätzen Sie Ihr Vorgehen ein?) gelegt.
Bei letzterer ging es darum, ein Fazit aus den übrigen Dokumentationen zu
ziehen. Vorteilhafte Vorgehensweisen sollten selbstständig und individuell von
weniger vorteilhaften Vorgehensweisen unterschieden werden und es sollte auf
einer Metaebene darüber nachgedacht werden, warum bestimmte Vorgehens-
weisen von mehr oder weniger Nutzen waren. Dadurch wurde den Studieren-
den die Möglichkeit eröffnet, Konsequenzen für weitere Problemlöseprozesse
zu ziehen. Das Bewusstmachen von eigenen Schwierigkeiten konnte Ansatz-
punkte liefern, woran noch zu arbeiten ist. Dies konnten organisatorische Dinge
sein (z. B. dass einfach zu wenig Zeit für die Bearbeitung der Aufgabe einge-
plant wurde), mangelndes Vorwissen oder eine eher unkonkrete Ideenlosigkeit.
Selbst bei letzterer konnte die Identifikation der Stelle, an der man steckenblieb,
bereits neue Erkenntnisse bringen. Besonders hilfreich war es (auch aus moti-
vationaler Sicht), festzustellen, wie Schwierigkeiten überwunden wurden, um
daraus Schlüsse für weitere Probleme zu ziehen. Ähnlich verhielt es sich mit der
Benennung von „Aha-Effekten“ und deren Auslösern. Neben der eigenen Refle-
xion sollte die Dokumentation auch eine Grundlage für die Teilnahme an der
im Folgenden beschriebenen Diskussionsphase geben. Die Studierenden wur-
den dazu angehalten, die Dokumentation bereits während der Bearbeitung der
Aufgabe durchzuführen, nicht erst nachträglich. Obwohl nicht ganz klar ist, ob
dies zu weiterer kognitiver Belastung führte oder ob die hierbei entstehenden
Notizen eher zur Entlastung des Arbeitsgedächtnisses führten (siehe Abschitt
2.4.2), wurde hierauf Wert gelegt, damit keine Bearbeitungsschritte in der nach-
träglichen Betrachtung unter den Tisch fielen (vgl. Mason et al., 2011). Diese
Dokumentation wurde nicht eingesammelt, weil keine hinreichenden Ressour-
cen zur Korrektur und Rückmeldung vorhanden waren. Die Studierenden wuss-
ten allerdings, dass die Inhalte Gegenstände der im Folgenden beschriebenen

9 Die dritte Frage: Was bringt mir das Ergebnis dieser Tätigkeit? wurde nicht explizit gestellt,
in den Erläuterungen zu den Fragen wurde dieser Aspekt allerdings berücksichtigt.
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Diskussionsphase werden würden. Die Kontrolle der Dokumentation wird in
Abschnitt 6.4 diskutiert.

Diskussionsphase: Diese Phase nahm den Großteil der Präsenzzeit der hier vorge-
stelltenMaßnahme ein. Hier wurden die bearbeiteten Hausaufgaben besprochen,
allerdings mit einem starken Fokus auf die Prozesse der Problembearbeitung.
Ziel der Diskussion war es, bei den Studierenden die Reflexion des eigenen
Vorgehens und des der Kommilitonen anzuregen. Bevor Lösungsmöglichkeiten
der Aufgaben präsentiert wurden, wurde zunächst die Frage nach individuellen
Schwierigkeiten bei der Bearbeitung der Aufgabe gestellt. So hatten Studie-
rende, die nicht zu einer Lösung gelangt sind, die Möglichkeit, ihre Barriere
zu identifizieren und in der folgenden Diskussion Tipps von Kommilitonen zu
erhalten, die ähnliche Schwierigkeiten hatten, diese aber evtl. überwinden konn-
ten. Anschließend wurden nach Möglichkeit verschiedene Lösungswege durch
die Studierenden vorgestellt (evtl. ergänzt durch Alternativen seitens des Tutors
– vgl. hierzu auch Bruder & Collet, 2011; sowie Abschnitt 2.4.5). Hierbei war es
hilfreich, dass der Tutor im Vorfeld die eingereichten Hausaufgaben begutach-
tet hatte und dadurch wusste, bei welchen Studierenden interessante Lösungen
zu finden waren. Auch hier wurde besonderer Wert auf Strategien, individu-
elle Schwierigkeiten und Aha-Erlebnisse gelegt. Die Präsentatoren wurden also
dazu angehalten, darzulegen, wie sie dazu gekommen sind, so vorzugehen, wie
sie es getan haben. Hierbei sollten auch Umwege (nicht zielführende Ideen),
die Überwindung von Schwierigkeiten und besondere Erkenntnisse beschrie-
ben werden. Dadurch sollte zum einen das Bewusstwerden der eigenen Vorge-
hensweise erreicht werden und zum anderen sollten den weniger erfolgreichen
Studierenden Einblicke in die kognitiven Vorgänge beim Problemlösen gewährt
werden. Idealerweise wurde hierbei auch deutlich, dass die Lösung einer Pro-
blemaufgabe keineswegs so einfach ist, wie sie manchmal bei der Präsentation
einer möglichst kurzen und eleganten Musterlösung erscheint und dass auch
erfolgreiche Problemlöser nicht ohne Mühe zum Ziel kommen. Die hier begon-
nene Reflexion wird in der vierten und letzten Phase weitergeführt. Im Idealfall
würden in dieser Phase alle Hausaufgaben auf diese Art besprochen. Da eine
solche ausführliche Diskussion allerdings Zeit kostet, wurde in der Regel nur
zwei Aufgaben diese Aufmerksamkeit zuteil. Zu den anderen Aufgaben, meist
den etwas einfacheren, wurden ohne ausführliche Diskussion Musterlösungen
(mal von Studierenden, mal vom Tutor) vorgestellt.

Zusammenfassungsphase: Das Ziel dieser Phase war es, auf den Problemlösepro-
zess zurückzublicken (entsprechend derLookingBack-Phase bei Pólya), verwen-
dete Strategien zu explizieren und so ein Repertoire an individuellen Handlungs-
möglichkeiten für zukünftige Problemlöseprozesse aufzubauen (vgl. Abschnitt
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2.4.5 und Leuders, 2017). Nachdem in der vorhergehenden Phase also verschie-
dene Lösungsmöglichkeiten ausführlich diskutiert wurden, wurde gemeinsam
reflektiert, welche Strategien hierbei hilfreich waren. Zum einen wurden neue
Strategien benannt, zum anderen wurde eine Verbindung zu früheren Aufga-
ben aufgebaut, indem bereits bekannte Strategien identifiziert wurden. Die neu
entdeckten Strategien wurden dann gesondert festgehalten, wobei sich die Stu-
dierenden auf eine Bezeichnung einigen konnten. Dies geschah entweder auf
einer Strategietafel oder mit farbiger Kreide, in jedem Fall aber auf einer geson-
derten Seite in den Unterlagen der Studierenden (vgl. Fußnote 7 auf S. 74). So
wurde einRepertoire an Strategien aufgebaut, das nicht normativ vorgegebenwar
(anders als bei Bruder & Collet, 2011 wurden die Aufgaben nicht danach aus-
gesucht, welche Heurismen sich an ihnen erlernen lassen), sondern sich aus der
erlebten Nützlichkeit bei bereits bearbeiteten Problemen ergab (anders gesagt:
die Heurismen wurden dann festgehalten, wenn sie sich bei typischen Aufga-
ben als hilfreich herausgestellt haben). Auch zu Aufgaben, deren Lösung nicht
ausführlich besprochen, sondern nur kurz vorgestellt wurde, wurden verwendete
Strategien herausgestellt und wie hier beschrieben festgehalten.

In den beschriebenen Phasen lassen sich Elemente der Pólya-Phasen Pólya (1945)
erkennen, allerdings sind diese keineswegs gleichzusetzen: DieVorbereitungsphase
deckte imWesentlichen PólyasUnderstanding the Problem ab, enthielt aber bereits
Elemente von Devising a Plan. In der Eigenarbeitsphase wurden im Idealfall kom-
plette Problemlöseprozesse, also alle vier Pólya-Phasen durchlaufen, wobei die
Dokumentation vor allem das Looking Back, aber auch schon die metakognitive
Steuerung der vorherigen Pólya-Phasen unterstützen sollte. In derDiskussionsphase
sowie der Zusammenfassung ging es imWesentlichen umdasLooking Back.Welche
der Hausaufgaben in welcher Phase bearbeitet wurden, wurde vonWoche zuWoche
entschieden. Meist wurde das in der Tutorenschulung (siehe unten) entschieden,
allerdings konnten die Studierenden auch Wünsche äußern, welche Aufgaben sie
als besonders beachtenswert empfanden. Für die zweite Phase wurde ein Vorschlag
gemacht, welche Aufgabe dokumentiert werden sollte. Insgesamt war es eher die
Ausnahme, dass eine Aufgabe alle vier hier genannten Phasen durchlaufen hat. Es
wurde darauf geachtet, dass jede problemhaltige Aufgabe in mindestens einer Phase
(zusätzlich zur Zusammenfassung, die für jede Aufgabe gemacht wurde) Beachtung
fand.

Der wesentliche Teil der Maßnahme wurde durch die Durchführung dieser Pha-
sen abgedeckt. Da die Zeit knapp war, gab es auch nicht viele Möglichkeiten, wei-
tere Elemente einfließen zu lassen. Allerdings war es so, dass in den ersten ein bis
zweiWochen (abhängig vomverantwortlichenDozenten) noch keineHausaufgaben
zu besprechen waren. Manche Dozenten ließen die erste Übungsstunde ausfallen,
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einige ließen in ihr Grundlagen zu Logik und Mengenlehre behandeln, aber grund-
sätzlich gab es hier ein wenig Zeit, unterschiedliche Lern- und Problemlösehilfen
auszuprobieren. Diese wurden in der Regel über die verschiedenen Zyklen modifi-
ziert. Das Endergebnis wird in Kapitel 6 dargestellt. Im Folgenden werden einige
durchgeführte Ansätze beschrieben. Teilweise war es auch möglich, im Semester
ein wenig Zeit zu finden, um diese Ansätze zu wiederholen und zu vertiefen.

Eine Maßnahme war, ein wenig auf Lesestratgien (vgl. auch Abschnitt 2.3.1)
einzugehen. Dabei handelt es sich im Wesentlichen um Organisations- und Ela-
borationsstrategien, die beim Lesen eines mathematischen Textes, wie dem Skript,
zumEinsatz kommen können. Gemeinsamwurden anhand des Skriptes (oder einem
vom Autor selbst erstellten „nullten Kapitel“ zur Logik und Mengenlehre) solche
Strategien erarbeitet und festgehalten. Die folgende Liste enthält einige der hierbei
entstandenen Strategien:

• Aktives Lesen (Notizen machen, kritisch prüfen, in eigene Worte fassen)
• Wichtige Aussagen identifizieren und zusammenfassen
• Selbst Beispiele ausdenken
• Nicht-lineares Lesen (Springen im Text)
• Darstellungswechsel (in der Mengenlehre z. B. Venn-Diagramme)
• Verknüpfen und Strukturieren (z. B. durch Mind Maps)
• Fragen Stellen etc.

Diese Strategien wurden an einem Textteil gemeinsam eingeübt. Als Hausaufgabe
sollten sie auf einen anderen Teil übertragen werden. In der Folgewoche konnten
dabei entstandene Fragen der Studierenden beantwortet und dasVorgehen reflektiert
werden.Wie undwarumdiesesVorgehen in späterenZyklenmodifiziertwurde,wird
in Kapitel 6 beschrieben.

In den ersten beiden Zyklen wurde den Studierenden noch zu Beginn des Semes-
ters eine Liste von Strategien mitgegeben, die beim Problemlösen behilflich sein
können. Diese bewusst kurz gehaltene Liste bestand aus den Stichwörten (in dieser
Reihenfolge)

• Begriffe klären
• Vereinfachen des Problems
• Veranschaulichen
• Ähnlichkeiten suchen
• Variieren der Aufgabe
• Unterteilung in Teilprobleme
• Reflexion des eigenen Vorgehens
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Hiervon wurde bereits nach dem zweiten Zyklus Abstand genommen, da eine sol-
che Liste zum einen nicht zu dem Konzept passt, dass die Studierenden hilfreiche
Strategien selbst entwickeln sollen, und zum anderen sowohl dieTheorie als auch
die Erfahrungen der Tutoren sowie die Ergebnisse der qualitativen Untersuchung
gegen denNutzen einer solchenListe sprechen.Hierzuwird in den folgenden beiden
Kapiteln mehr geschrieben.

Ein Ansatz, der sich über alle Zyklen hinweg stabil gehalten hat, bezieht ein
Stück weit das Konzept der Illumination (vgl. Abschnitt 2.2.2) ein. Hierbei wurde
ein Text von Lehn (o. D.) ausgeteilt und besprochen. Im Wesentlichen rät der Text
dazu,möglichst frühzeitig nachVeröffentlichungderHausaufgabenmit derBearbei-
tung anzufangen. Hierbei kommt es nicht darauf an, alle Aufgaben sofort zu lösen,
sondern sich damit vertraut zu machen, und zwar so gut, dass man in der Lage
ist, die Aufgabe in eigenen Worten wiederzugeben, ohne dabei auf das Übungs-
blatt schauen zu müssen. Das entspricht in etwa der Pólya-Phase Understanding
the Problem. Man sollte also alle vorkommenden Begriffe verstanden haben und
eine mentale Repräsentation der Problemsituation aufbauen (zum Teil auch durch
Beispiele oder Darstellungswechsel). Hat man dies getan, so hat man zum einen die
Möglichkeit, in vielen verschiedenen Situationen über das Problem nachzudenken
(Lehn nennt als Beispiel die Bushaltestelle und die Schlange beim Bäcker), zum
anderen gibt man dem Unterbewusstsein die Möglichkeit, an der Bearbeitung des
Problems mitzuhelfen. Mit denWorten von Hadamard (1959) soll es also möglichst
früh (also nicht erst kurz vor Abgabe) eine Initiation (die zwar durch das Verstehen
der Aufgabe allein noch nicht abgeschlossen, aber zumindest eingeleitet ist) geben,
um nach einer Phase der Incubation eine Illumination zu ermöglichen.

4.5 Tutorenschulung

Der vorherige Abschnitt beschreibt den geplanten Verlauf der Maßnahme. Im Fol-
genden werden die Methoden dargelegt, wie diese Ideen den Tutoren der einzelnen
Übungsgruppen der Intervention nahegebracht wurden. Wie bereits erwähnt, wurde
in jedem Zyklus eine der Gruppen vom Autor der vorliegenden Arbeit geleitet. Im
ersten Durchlauf war dies die einzige Gruppe, die modifiziert wurde, im zweiten
kam eine weitere hinzu. Hier gab es ebenfalls wöchentliche Treffen mit dem ande-
ren Tutor, diese liefen aber informeller und weniger organisiert ab als das in den
folgenden Zyklen der Fall war. Da die Veränderungen aber nicht aus Erfahrungen
aus vorhergehendenZyklenoder neuen empirischenKenntnissenhervorgingen, son-
dern sich natürlich aus demAusweiten der Intervention auf eine größere Anzahl von
Übungsgruppen und den betreuenden Tutoren ergab, wird die Konzeption bereits
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an dieser Stelle und nicht erst in Kapitel 6 beschrieben, und nicht als Ergebnis der
Entwicklungsforschung betrachtet.

Das Treffen der Tutoren fand wöchentlich statt und wurde vom Autor gelei-
tet. Da die Tutoren sich freiwillig gemeldet hatten, sollte dieses Treffen nicht zu
lange dauern, zumal in manchen Semestern zusätzlich noch ein Treffen mit dem
verantwortlichen Dozenten stattfand. Auf der anderen Seite musste genügend Zeit
eingeräumt werden, die Intention hinreichten klar zu machen und die Tutoren auf
einen flexiblen Umgang mit den Aufgaben und den Reaktionen der Studierenden
zu schulen. Mit der Zeit hat sich ein Rahmen von 60 Minuten als günstig erwiesen.

Die zugrunde liegende Idee der Schulung war es, die Tutoren dieselben Pro-
zesse durchleben zu lassen, wie sie von den Studierenden erwartet wurden. Das
wurde an einer ausgewählten schwierigen Problemaufgabe exemplarisch durchge-
führt. Konkret bedeutet das, dass sie zunächst (imGegensatz zu manchmal gängiger
Praxis) keine Musterlösungen erhalten haben. Sie wurden gebeten, sich vor dem
Treffen (mindestens) die ausgewählte Aufgabe ausführlich anzuschauen und dabei
ihr eigenes Vorgehen zu dokumentieren. Hierbei gab es genau dieselben Leitlinien,
wie für die Studierenden (vgl. Abschnitt 4.4), d. h. es wurde besonders auf einge-
setzte Strategien, Schwierigkeiten und das Auftreten vonAha-Effekten geachtet. Da
die Tutoren mehr Erfahrung mit dem Bearbeiten von Problemen, insbesondere im
betreffenden Themengebiet (Analysis oder Lineare Algebra) hatten und zum Teil
sogar die behandelten Aufgaben bereits kannten, wurden sie zusätzlich aufgefor-
dert, sich in die Situation der Studierenden hineinzuversetzen und sich über mögli-
che auftretende Schwierigkeiten, deren Überwindung sowie über die der Auswahl
von Strategien zugrunde liegenden Überlegungen Gedanken zu machen, oder wie
Pólya (1945) schreibt, ihre eigenen Erfahrungen, Schwierigkeiten und Erfolge beim
Lösen dieser oder ähnlicher Aufgaben nachzuleben. Auf Grundlage dieser Bearbei-
tung wurde beim Tutoren-Treffen über die Aufgabe diskutiert, so wie es auch in den
Übungsgruppen getan werden sollte: Verschiedene Lösungsansätze wurden vorge-
stellt, unter besonderer Berücksichtigung von möglichen Schwierigkeiten und dem
Strategieeinsatz. So bekamen die Tutoren einenÜberblick über alternative Lösungs-
methoden und konnten Überlegungen auf der Metaebene miteinander teilen. Auf
diese Art sollte ein Gefühl dafür entwickelt werden, worauf es bei solchen Diskus-
sionen ankommt und welche Erkenntnisse dabei gewonnen werden können. Auch
hier wurden verwendete Strategien identifiziert und benannt, mit demHinweis, dass
diese nicht einfach vom Tutor vorgegeben werden, sondern von den Studierenden
kommen sollten. Analog wurde auch eine gemeinsame Vorbereitungsphase durch-
lebt, in der mögliche Darstellungsweisen eines ausgewählten Problems und der
hierbei vorkommenden Begriffe, Beispiele sowie Lösungsideen gesammelt wur-
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den. Dabei wurde auch gemeinsam entschieden, wo die Grenze erreicht ist, ab der
mögliche Tipps zu viel verraten und die Essenz der Aufgaben verloren geht.

Darüber hinaus gab es wöchentliches Feedback, was gut funktioniert hat und
welche Ideen sich aus welchen Gründen nicht gut in der Praxis umsetzen ließen
(das häufigste Problem war hier Zeitmangel – eine ausführlichere Reflexion wird
in Abschnitt 6.4 gegeben). Dadurch konnte zum einen die Maßnahme direkt auf
die Umstände angepasst werden, zum anderen kam es zu einem fruchtbaren Aus-
tausch, wenn andere Tutoren ähnliche Schwierigkeiten hatten, diese aber überwin-
den konnten. Wie die Studierenden konnten also auch die Übungsgruppenleiter von
den Erfahrungen der Kollegen profitieren.

Zu Beginn eines jeden Semesters wurde vom Autor ein Kurzvortrag über die
Ideen und Prinzipien der Maßnahme gehalten, wie sie in der vorliegenden Arbeit
beschrieben sind (aktives Entdecken von Problemlösestrategien, metakognitive
Steuerung und Reflexion etc.). Dieser wurde bewusst kurz gehalten und der Fokus
der Schulung lag auf der aktiven Umsetzung in die Praxis. Wurden zu Beginn des
Semesters weitereMaßnahmen (wie oben beschrieben – z. B. ein Training der Lese-
kompetenz) durchgeführt, so wurde auch hier zunächst kurz der Sinn erklärt, um
anschließend die für die Übungsgruppe geplanten Aktivitäten durchzuspielen.

4.6 Zusammenfassung

An der Universität Duisburg-Essen wurde über sieben Zyklen von jeweils einem
Semester in einer Anfängervorlesung (Lineare Algebra I oder Analysis I) nach den
Prinzipien desDesign Research eine Intervention entwickelt, die eine Modifikation
der traditionellen Gruppenübung mit starker Fokussierung strategischer Aspekte
darstellen soll. Die ursprüngliche theoriegeleitete Version wurde in diesem Kapitel
vorgestellt. Veränderungen, basierend auf den Erfahrungen der Tutoren und auf der
im folgenden Kapitel vorgestellten qualitativen Untersuchungen zum Problemlösen
von Studienanfängern werden in Kapitel 6 beschrieben. Den Kern der Maßnahme
bildet ein vier-Phasen-Modell, in dem bei unterschiedlichenAufgaben verschiedene
Schritte des Problemlöseprozesses durchlaufen werden. In der Vorbereitungsphase
werden gemeinsam Möglichkeiten erkundet, wie man zu einem besseren Verständ-
nis der Aufgabe kommt und/oder Ideen für ein mögliches Vorgehen gesammelt. In
der Eigenarbeitsphase bearbeiten die Studierenden wie üblich die Hausaufgaben,
werden aber zu einer ausführlichen Dokumentation ihres Vorgehens aufgefordert,
bei der verwendete Strategien, auftretende Schwierigkeiten und Aha-Erlebnisse im
Vordergrund stehen. In derDiskussionsphasewerden verschiedene Lösungsansätze
vorgestellt, unter besonderer Berücksichtigung der Reflexion ebendieser Aspekte.
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Individuelle Schwierigkeiten können angesprochen und gelöst werden. Zuletzt wer-
den in einer Zusammenfassung verwendete Strategien identifiziert, benannt und
gesondert festgehalten. Zusätzlich zu diesen vier Phasen werden kleinere Lernhil-
fen zum Lesen von mathematischen Texten und zum frühzeitigen Aufbau mentaler
Repräsentationen zu den Aufgaben gegeben. Die Tutoren wurden geschult, indem
sie nach einer kurzen Begründung des Vorgehens selbst die geplanten Aktivitäten
der Übungsgruppe durchlaufen haben.

Open Access Dieses Kapitel wird unter der Creative Commons Namensnennung 4.0 Inter-
national Lizenz (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de) veröffentlicht, wel-
che die Nutzung, Vervielfältigung, Bearbeitung, Verbreitung und Wiedergabe in jeglichem
Medium und Format erlaubt, sofern Sie den/die ursprünglichen Autor(en) und die Quelle
ordnungsgemäß nennen, einen Link zur Creative Commons Lizenz beifügen und angeben,
ob Änderungen vorgenommen wurden.

Die in diesem Kapitel enthaltenen Bilder und sonstiges Drittmaterial unterliegen eben-
falls der genannten Creative Commons Lizenz, sofern sich aus der Abbildungslegende nichts
anderes ergibt. Sofern das betreffende Material nicht unter der genannten Creative Commons
Lizenz steht und die betreffende Handlung nicht nach gesetzlichen Vorschriften erlaubt ist, ist
für die oben aufgeführtenWeiterverwendungen desMaterials die Einwilligung des jeweiligen
Rechteinhabers einzuholen.

http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de
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In diesem Kapitel wird die Planung, Durchführung und Auswertung der qualita-
tiven Forschung beschrieben. Hierbei geht es nicht nur darum, Informationen zur
Weiterentwicklung der hier beschriebenen Interventionsmaßnahme zu sammeln,
sondern vor allem darum, grundsätzliche Erkenntnisse zu Problemlöseprozessen
von Studienanfängern zu gewinnen.

Wie in Abschnitt 2.1 beschrieben, gibt es hierzu noch recht wenig Studien.
Erwähnenswert sind in diesem Zusammenhang neben den Klassikern von Lucas
(1974) und Schoenfeld (1985) eine Studie von Zazkis et al. (2015), bei der Problem-
bearbeitungsprozesse von erfolgreichen Studierenden höherer Semester untersucht
werden, und die Dissertation von Kirsten (im Druck), die die in Abschnitt 5.3.1
beschriebene Einteilung von Problemlöseprozessen in Episoden nach Schoenfeld
(1985) an Beweisprozesse anpasst.

Abschnitt 5.1 beschreibt den grundsätzlichen Ablauf der qualitativen Forschung.
Hierbei handelt es sich um eine Prozessanalyse von Problembearbeitungen der Pro-
banden. In Abschnitt 5.2 wird eine kurze stoffdidaktische Analyse der verwendeten
Aufgaben durchgeführt.

In diesem Kapitel soll eingegangen werden auf die

Forschungsfrage 2: Wie laufen Problembearbeitungsprozesse bei Studienanfän-
gern der Mathematik an authentischen Übungsaufgaben ab und welchen Einfluss
hat dabei die Teilnahme an der Fördermaßnahme?

Ergänzende Information Die elektronische Version dieses Kapitels enthält
Zusatzmaterial, auf das über folgenden Link zugegriffen werden kann
https://doi.org/10.1007/978-3-658-39052-5_5.

© Der/die Autor(en) 2023
T. Stenzel, Mathematisches Problemlösen in der Studieneingangsphase,
Essener Beiträge zur Mathematikdidaktik,
https://doi.org/10.1007/978-3-658-39052-5_5
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In Abschnitt 5.3 werden die Methoden beschrieben, die zur Auswertung der video-
graphierten Prozesse und damit der Beantwortung der Forschungsfrage 2 verwendet
wurden. Diese ist bewusst recht allgemein gestellt, da eine Präzisierung die Gefahr
birgt, dass der Suchraum eingeschränkt wird. Da es, wie eben beschrieben, im
betrachteten Kontext bisher wenig Studien gibt, es sich hier also um Grundlagen-
forschung handelt, soll ein holistischer Blick auf die Prozesse gerichtet werden.
Aus demselben Grund ist es auch nicht sinnvoll, die Untersuchung auf ausgewählte,
quantitativ messbare Aspekte zu beschränken. Die Wahl fiel also auf eine quali-
tative Untersuchung. Um eine gewisse Objektivität sicherzustellen, wurden vorher
festgelegte Aspekte, denen aufgrund der theoretischen Überlegungen und der oben
genannten Studien eine gewisse Bedeutung unterstellt werden kann, unabhängig von
zwei Personen kodiert. Hierbei handelt es sich um Schoenfeld-Episoden (Abschnitt
5.3.1), das Nutzen externer Hilfsmittel, wie dem Skript oder dem Internet (Abschnitt
5.3.2), Heurismeneinsatz (Abschnitt 5.3.4), metakognitive Aktivitäten (Abschnitt
5.3.5), das Auftreten neuer Ideen und Lösungsansätze, den Einfluss von Fachwis-
sen (Abschnitt 5.3.6) sowie die Kodierung von Fehlern.

In Abschnitt 5.4 wird erläutert, wie die Kodierer geschult wurden, um eine mög-
lichst objektive Kodierung zu erreichen. In Abschnitt 5.5 werden schließlich die
Ergebnisse präsentiert, bevor diese in Abschnitt 5.6 zusammengefasst werden. Um
einen guten Überblick über die betrachteten Teilaspekte zu bekommen, werden in
Abschnitt 5.5 Teilfragen gestellt, die sich, um den holistischen Blick nicht im Vor-
feld einzuschränken, erst im Prozess der Auswertung als sinnvoll herauskristallisiert
haben.

5.1 Forschungsdesign

In diesem Abschnitt werden die Gegebenheiten der qualitativen Datenerhebung
beschrieben. Bei den Probanden handelt es sich um Freiwillige aus jedem Zyklus
der Maßnahme, die etwa zu gleichen Teilen aus Interventionsgruppe und Kontroll-
gruppe stammen (für eine Übersicht vgl. Tabelle 5.1). Von den meisten dieser Frei-
willigen liegen aufgabenbasierte Interviews (s. u.) von zwei Messzeitpunkten – zu
Beginn und am Ende des Semesters – vor. Manche haben nur am ersten Interview
teilgenommen, in der Regel, weil sie ihr Mathematikstudium abgebrochen haben, in
wenigen Fällen auch ohne Angabe von Gründen oder aus Zeitmangel. Von Einzelnen
liegt auch noch Material eines dritten Messzeitpunktes in der Mitte des Semesters
vor. In der vorliegenden Arbeit wurden allerdings von jedem Teilnehmer maximal
zwei Prozesse ausgewertet. Das Forschungsvorhaben und der geplante Ablauf der
Interviews wurde zu Beginn des Semesters in allen Übungsgruppen kurz durch den
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Autor vorgestellt, um dort die Freiwilligen zu rekrutieren. Es ist gut denkbar, dass
es sich bei der Stichprobe um eine Positivauswahl handelt, falls sich etwa Studie-
rende erst dann freiwillig melden, wenn sie sich die Bearbeitung der Aufgaben
zutrauen. Insgesamt wurde nach Möglichkeit darauf geachtet, dass sich die Proban-
den gleichmäßig auf die Übungsgruppen aufteilen, um Verzerrungen, die sich durch
die Persönlichkeit des jeweiligen Tutors ergeben, möglichst auszugleichen. Da in
manchen Zyklen die Übungen erst in der zweiten Vorlesungswoche begannen, wur-
den die ersten Interviews teilweise erst in der dritten oder vierten Woche geführt. Die
letzten Interviews hingegen sollten noch im Semester stattfinden, damit die Proban-
den, auch im Hinblick auf die für die bevorstehenden Klausuren dringend benötigte
Vorbereitungszeit, nicht eigens dafür anreisen mussten. Daher lagen in machen
Fällen zwischen dem ersten und dem letzten Interview nur acht Übungsstunden
(Feiertage nicht mitberechnet). Hauptkriterium dafür, ob ein Prozess ausgewertet
wurde, war dass der Proband ausreichend gesprochen hat. Bei einigen Prozessen
hat dies nicht gut funktioniert. Außerdem wurde darauf geachtet, zumindest von der
Interventionsgruppe genügend Teilnehmer zu zwei Messzeitpunkten betrachten zu
können. Aus der Kontrollgruppe gibt es leider nur einen Probanden, von dem zwei
Bearbeitungen untersucht wurden. Es ist nicht klar, warum die Studierenden aus
dieser Gruppe beim zweiten Messzeitpunkt ausblieben. Eine höhere Abbruchquote
oder geringere Nähe zum Interviewer sind nur zwei mögliche Gründe. Insgesamt
wurden 13 Prozesse von 9 verschiedenen Probanden analysiert (vgl. Tabelle 5.1).

Bei aufgabenbasierten Interviews (vgl. Goldin, 2000) wird den Teilnehmenden
eine Aufgabe (in dem Fall ein Problem) vorgelegt, das sie lösen sollen. Im Mittel-
punkt steht weniger die Interaktion mit dem Interviewer als die Interaktion mit der
Aufgabe. Ziel ist es, die ablaufenden Prozesse besser zu verstehen. Hilfestellungen
und Zwischenfragen gelten als Teil der Lernumgebung. Hierbei ist von minimalen
Interventionen (z. B. durch die Aufforderung zum lauten Denken) über metakogni-
tive Fragen bis hin zu heuristischen Hilfestellungen (in vorher festgelegten Situa-
tionen) alles möglich. In diesem Fall wurde versucht, den Problembearbeitungs-
prozess möglichst wenig zu stören, weswegen sich der Interviewer weitestgehend
zurückgezogen hat (auch räumlich – er hat sich einige Meter entfernt außerhalb der
natürlichen Blickrichtung des Probanden hingesetzt).

Die Auswahl der zu bearbeitenden Probleme durchläuft, wie das Design der
Intervention, einen Entwicklungsprozess. Nachdem vorher verschiedene Möglich-
keiten getestet wurden, wurden in den letzten vier Zyklen ausschließlich authenti-
sche Übungsaufgaben ausgewählt, die in vorherigen Durchläufen der Veranstaltung
(Analysis I bzw. Lineare Algebra I) als Übungsaufgaben verwendet wurden. Durch
die thematische Anbindung an die Vorlesung waren die Aufgaben zeitlich nicht
austauschbar. Dadurch ist es schwieriger, die Entwicklung der Problemlösekompe-
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tenz der Probanden nachzuvollziehen, denn die Beschaffenheit der Aufgaben kann
einen großen Einfluss auf Prozess und Erfolg des Problemlösens haben. Der große
Vorteil ist allerdings, dass diese Aufgaben die Realität des universitären Übungsbe-
triebs widerspiegeln, also Problemlösen im authentischen Kontext betrachtet werden
konnte. Es wurden bewusst Aufgaben mit einem hohen Problemgehalt ausgewählt.
Das heißt, dass die Aufgaben von keinem der Probanden routinemäßig gelöst wer-
den konnten.

Da große Teile des zur Bearbeitung der Aufgaben benötigten Vorwissens erst
kurz zuvor in der Vorlesung behandelt wurden, war davon auszugehen, dass die
Probanden dieses Wissen noch nicht hinreichend abgespeichert hatten. Aus diesem
Grund wurde entschieden, das jeweils aktuelle Kapitel des Vorlesungsskriptes zu
Verfügung zu stellen. So konnten die Studierenden ohne künstliche Hürden auf aktu-
elle Begriffe und Zusammenhänge zurückgreifen. Zusätzlich wurde auch betont,
dass sämtliche selbst mitgebrachten Materialien, inklusive des Zugangs zum Inter-
net, verwendet werden durften. Auch dadurch sollte eine möglichst authentische
Problembearbeitung nachgestellt werden. Aus demselben Grund wurde auch keine
Zeitbeschränkung vorgegeben, wobei die Prozesse in der Regel nach spätestens
einer Stunde von den Probanden abgebrochen wurden. Der längste Lösungsver-
such dauerte etwa 90 Minuten. Insofern weichen die beobachteten Problembearbei-
tungen von dem wöchentlichen Bearbeiten eines Übungsblattes ab. Es gibt keine
Möglichkeit eines Entfernens von der Aufgabe, um auf eine Illumination im Sinne
Hadamards (1959) zu warten1.

5.2 Stoffdidaktische Analyse ausgewählter Aufgaben

Vor der Durchführung der Interviews wurden die verwendeten Aufgaben einer stoff-
didaktischen Analyse unterzogen. Exemplarisch sollen an dieser Stelle Überlegun-
gen zu drei Aufgaben wiedergegeben werden. Kurzfassungen solcher Überlegun-
gen zu den anderen Aufgaben finden sich in Anhang D. Hierbei soll ein typischer
Lösungsprozess skizziert werden. An Stelle eines lückenlosen Beweises sollen aber
nur die wesentlichen Eckpunkte skizziert werden. Stärker werden aber Überlegun-
gen zur Vorgehensweise und möglichen Heurismen in Betracht gezogen. Metako-
gnitive Elemente lassen sich hierbei nicht so leicht einbeziehen, da diese zu großen
Teilen der Korrektur von ungünstigen Entscheidungen dienen. Dennoch werden
alternative Vorgehensweisen benannt, wenn es sich anbietet. Darüber hinaus wird

1 Eine Studentin sagte „Normalerweise würde ich mich jetzt duschen und mir die Haare
föhnen. Dann fällt mir meistens was Gutes ein“.
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analysiert, welches deklarative und prozedurale Fachwissen zur erfolgreichen Bear-
beitung der Aufgabe notwendig oder hilfreich ist. Grundsätzlich ist es natürlich
immer möglich, einen notwendigen Zusammenhang, der etwa in der Vorlesung
bereits bewiesen wurden, während des Problembearbeitungsprozesses selbstständig
herzuleiten, wenngleich dieses Vorgehen sehr aufwändig und daher eher unwahr-
scheinlich ist. Auch mögliche Fehlerquellen sollen antizipiert werden.

5.2.1 Aufgabe 1:Quetschlemma

Aufgabe 1: (Quetschlemma)
Seien an , bn und cn Folgen mit an ≤ bn ≤ cn für alle n ∈ IN.
Zeigen Sie: Wenn an und cn gegen den gemeinsamen Grenzwert c konvergieren,
dann konvergiert auch bn gegen c.

Zunächst sollte man sich die Konvergenz entweder als formale Definition

∀ε > 0 ∃N ∈ IN ∀n ≥ N: |an − c|<ε

(und entsprechend für cn und das zu zeigende bn) oder in Form einer Skizze darstel-
len (siehe Abbildung 5.1). Ab einem gewissen N ∈ IN liegen alle Glieder von an

bzw. cn innerhalb des Intervalls. Hierbei kann sich N für an und cn unterscheiden.
Zu zeigen ist, dass ab einem (möglicherweise wieder anderen) N auch alle bn in
dieser Umgebung liegen.

Abbildung 5.1 ε-Umgebung um den Punkt c

Die Informationen aus der Definition und der Skizze weichen leicht von einander
ab. Übersetzt man die Skizze in eine Formel, ergibt sich „für große n“:

c − ε < an < c + ε
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(und entsprechend für cn). Alternativ lässt sich auch die Ungleichung aus der Defini-
tion durch Äquivalenzumformungen schnell in diese Form bringen. Verknüpft man
diese Formeln mit der Voraussetzung, dass an ≤ bn ≤ cn ist, so erhält man direkt

c − ε < an ≤ bn ≤ cn < c + ε

Eine genauere Betrachtung, für welche n diese Gleichung gilt (in Kurzform: ∀n ≥
max(Na, Nc), schließt die Aufgabe ab.

Didaktische Kommentare
Um diese Aufgabe lösen zu können ist die Kenntnis des Grenzwertbegriffes not-
wendig. Außerdem sollte der Betragsbegriff beherrscht werden, entweder durch
sicheren rechnerischen Umgang oder durch die Abstandsvorstellung. Auf heuristi-
scher Ebene kann, wenngleich nicht zwingend notwendig, das Erstellen einer Skizze
(s. o.) sehr hilfreich sein. Alternativ kann auch ein zweidimensionaler Graph der
Folgen dargestellt werden. Hat man weiterhin Schwierigkeiten, kann eine Zerle-
gung in Teilaufgaben hilfreich sein: Zum einen ist c − ε < bn bzw. c − bn < ε

zu beweisen, was mit Hilfe von an ≤ bn gelingt, zum anderen bn < c + ε bzw.
bn − c < ε mit Hilfe von bn ≤ cn . Fügt man beide Ergebnisse wieder zusammen,
ergibt sich das gesuchte |bn − c| < ε.

5.2.2 Aufgabe 2: Konstante Funktion

Aufgabe 2: (Konstante Funktion)
Gegeben sei eine stetige Funktion f : IR → IR. Es gelte außerdem für alle
x ∈ IR die Gleichung

f (x) = f (x2) .

Zeigen Sie, dass dann f konstant sein muss.

Betrachtet man die vorgegebene Gleichung, kommt man noch vergleichsweise
schnell darauf, dass man diese fortsetzen kann:

f (x) = f (x2) = f (x4) = . . . = f (x2n
)

Eine Möglichkeit hier weiterzukommen ist, Werte für x ∈ (0, 1) zu betrachten.
Dann geht x2n

gegen Null, egal wie das x ∈ (0, 1) gewählt wird. An dieser Stelle
kommt das Konzept der Folgenstetigkeit ins Spiel, denn es gilt:
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f (x) = lim
n→∞ f (x2n

) = f (0)

Also ist die Funktion zumindest für alle Werte zwischen 0 und 1 konstant. Um dieses
Prinzip auch für Werte außerhalb dieses Intervalls nutzen zu können, muss man auf
die Idee kommen, die Folge umzukehren. Wenn f (x) = f (x2) ist, gilt auch:

f (x) = f (
√

x) = . . . = f ( 2n√
x)

Mit dem (in einer vorherigen Übung hergeleiteten) Wissen, dass die n-te Wurzel
einer Konstanten gegen 1 konvergiert, ergibt sich für alle x ∈ IR:

f (x) = lim
n→∞ f ( 2n√

x) = f (1)

Damit ist die Konstanz der Funktion bewiesen.

Didaktische Kommentare
Diese Aufgabe hat sich als besonders schwierig erwiesen und wurde von keinem der
Probanden gelöst. Um sie bearbeiten zu können, muss man mit dem Stetigkeitsbe-
griff vertraut sein, insbesondere muss man mit der Folgenstetigkeit als äquivalenter
Eigenschaft zur ε-δ-Stetigkeit vertraut sein. Zwar lässt sich die Behauptung grund-
sätzlich auch ohne Folgenstetigkeit beweisen, allerdings wird die Aufgabe dann
deutlich aufwändiger. Hier besteht die Gefahr, sich zu sehr in aussichtslosen Ver-
suchen zu verlieren, weswegen eine gute metakognitive Kontrolle notwendig sein
kann. Darüber hinaus muss bekannt sein, dass lim

n→∞
n
√

k = 1 ist für jede Konstante

k. Das Betrachten von Beispielwerten (Spezialfällen) für x und das Anfertigen einer
Skizze können hilfreiche Heurismen beim Verstehen der Aufgabe sein. Insbeson-
dere der oben erwähnte Spezialfall, dass x zunächst zwischen 0 und 1 liegt, kann
einen auf den richtigen Weg bringen und ist deswegen, wenngleich für die eigent-
liche Lösung nicht notwendig, hier mit aufgeführt. Eine Musterlösung würde mit
der Umkehrung der Voraussetzung zur Wurzel beginnen. Grundsätzlich ist auch das
Ausnutzen des Symmetrieprinzips denkbar ( f (−x) = f (x2) = f (x)), letztlich
erspart es aber keine Arbeit.

5.2.3 Aufgabe 3:Grenzwert von Quotient undWurzel

Aufgabe 3: (Grenzwert von Quotient und Wurzel)
Sei an eine Folge mit an > 0 für alle n ∈ IN und
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lim
n→∞

an+1

an
= L .

Beweisen Sie, dass dann gilt:

lim
n→∞

n
√

an = L .

Zu dieser Aufgabe soll keine vollständige Lösung gegeben werden, sondern ein
mögliches heuristisches Vorgehen, da es sich hierbei um ein spezielles handelt.
Didaktische Kommentare werden daher auch nicht am Ende gesondert gegeben,
sondern direkt in den Text eingebaut. Nachdem man sich Beispiele für Folgen an

angeschaut hat, die die erste Gleichung erfüllen, erkennt man, dass das L eine Art
Wachstumsfaktor darstellt. Ein Spezialfall wäre die Konvergenz von an , bei der
L = 1 wäre. Hier liegt auch eine mögliche Fehlerquelle, denn die Grenzwertsätze
(in dem Fall: der Grenzwert des Quotienten ist der Quotient der Grenzwerte) las-
sen sich eben nur anwenden, wenn an konvergent ist. Eine falsche Anwendung
könnte aber zu der Vermutung führen, dass L immer gleich Eins sein muss. Ein sehr
geschicktes heuristisches Vorgehen wäre, sich zunächst ein einfacheres ähnliches
Problem anzuschauen, indem man die Voraussetzung zu

an+1

an
= L

verstärkt. Dadurch hat man viele Details (Was passiert mit kleinen n? Wie gehe ich
mit dem ε um, um das sich auch bei großen n der Quotient von L unterscheidet?)
zunächst ausgeblendet und kann sich auf den Kern der Aufgabe konzentrieren. Es
ergibt sich für alle n:

an = L · an−1 = L2 · an−2 = Ln · a0

Auch das Detail, dass möglicherweise die Folge erst ab a1 definiert ist, soll zunächst
vernachlässigt werden. Es folgt direkt:

n
√

an = n
√

Ln · a0 = L · n
√

a0

Für n → ∞ ergibt sich der Grenzwert L . Zwar sind noch viele Details zu klären,
die zum Teil schon erwähnt wurden, allerdings wurde schonmal eine Beweisidee
entwickelt. Eine andere Möglichkeit, sich der Aufgabe zu nähern, ist, sich den
oben erwähnten Spezialfall anzuschauen, dass an gegen einen Wert (ungleich 0)
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konvergiert. Dann ist L = 1 und der Beweis, dass n
√

an dagegen konvergiert, ist
schnell geführt.

5.3 Auswertungsmethoden

Da zunächst unvoreingenommen ein holistischer Blick auf die Problembearbei-
tungsprozesse geworfen werden sollte, wurden möglichst viele Aspekte in der
Breite in Augenschein genommen. Die einzelnen Betrachtungen können daher auch
nicht in die Tiefe gehen, die eine Konzentration auf wenige Aspekte ermöglicht
hätte. In Abschnitt 5.3.1 wird eine Episodenkodierung in Anlehnung an Schoenfeld
(1985) beschrieben, die mit einer Kodierung des Umgangs mit externen Ressour-
cen (Abschnitt 5.3.2) kombiniert wurde. Anschließend wird in Abschnitt 5.3.3 die
Beschreibung der Lösungsqualität der Bearbeitungen dargestellt. In den Abschnit-
ten 5.3.4 und 5.3.5 wird die Kodierung von Heurismen bzw. Metakognition erläu-
tert. Außerdem wurden benötigtes Fachwissen und begangene Fehler sowie neue
Lösungsansätze und Ideen (Abschnitt 5.3.6) festgehalten. Zu guter Letzt wurde
mit Hilfe der vorherigen detaillierten Analysen wieder ein ganzheitlicher Blick auf
die Prozesse geworfen, der durch die in Abschnitt 5.3.7 beschriebenen Leitfragen
gelenkt wurde.

5.3.1 Episodenkodierung nach Schoenfeld

Um verschiedene Problemlöseprozesse auf einen Blick miteinander vergleichen zu
können hat Schoenfeld (1985) in Anlehnung an das Phasenmodell (vgl.
Abschnitt 2.2.2) von Pólya (1945) Problemlöseprozesse in verschiedene Episoden
eingeteilt2. Hierbei handelt es sich grob gesagt3 um Zeitintervalle, in denen die
Problemlöser zusammengehörige Handlungen ausführen. Man spricht in diesem
Zusammenhang vom Event-Sampling-Verfahren. Im Gegensatz zum Time-Sampling
wird der Prozess also nicht in Zeitintervalle gleicher Länge, denen dann eine Katego-
rie (bzw. ein Episodentyp) zugeordnet wird, sondern in inhaltlich zusammengehö-
rige Abschnitte zerlegt, deren Länge variieren kann (vgl. Reusser, Pauli & Waldis,

2 Zwar schreibt Schoenfeld an keiner Stelle explizit, dass er sich an Pólya orientiert hat, bei
einem Vergleich seiner Episodentypen mit den Pólya-Phasen wird der Einfluss aber deutlich
(vgl. hierzu auch Rott, 2013).
3 Eine präzise Definition wird von Schoenfeld nicht gegeben, allerdings scheint nach dem
Studium der einzelnen Episodentypen recht klar zu sein, was hier gemeint ist. Eine Diskussion
der Problematik findet sich ebenfalls bei Rott (2013).
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2010). Die Einteilung der Schoenfeld-Episoden ist (bei Hinzunahme der Transi-
tion) lückenlos, das heißt jeder Zeitpunkt ist einer bestimmten Episode zugeordnet.
Die verschiedenen Episodentypen sind: Reading (hierzu gibt es keine Entsprechung
bei Pólya), Analysis (angelehnt an die Pólya-Phase Understanding the Problem),
Exploration, Planning (diese beiden Phasen teilen die Pólya-Phase Devising a Plan
weiter auf), Implementation (entspricht Carrying out the Plan) und Verification
(Looking Back). Sie werden weiter unten ausführlich beschrieben. Zusätzlich dazu
gibt es noch eine Episode (die Transition), die den Übergang von einer offensichtlich
abgeschlossenen Episode zu einer anderen, die noch nicht begonnen hat, markiert.
Während der Transition finden häufig metakognitive Aktivitäten statt, z. B. die Ent-
scheidung, die Aktivitäten der vorherigen Episode abzubrechen oder zu verändern
oder Überlegungen, welcher Ansatz im Folgenden aufgegriffen werden soll. Über-
gänge von einer Episode zur nächsten können auch ohne zeitliche Ausdehnung und
ohne von außen erkennbare Kontrollentscheidungen vonstatten gehen. Trotzdem ist
ein Episodenwechsel ein Hinweis auf metakognitive Aktivitäten, da hier die Rich-
tung des Vorgehens geändert wird. Grundsätzlich ist es auch möglich, dass zwei
Episoden desselben Typs aufeinander folgen. Solche Episodenwechsel wurden in
der vorliegenden Arbeit nicht markiert, da es hierdurch zu größeren Abweichun-
gen zwischen verschiedenen Kodierern gekommen ist (s. u.). Stattdessen wurden
neue Ansätze im Prozess markiert (vgl. Abschnitt 5.3.6). Rott (2013) hat zusätzlich
zu den Schoenfeld’schen Episoden noch weitere, nicht-inhaltliche Episodentypen
(Abschweifung, Organisation und Schreiben) eingeführt, die er bei der Beobachtung
von Problemlöseprozessen von Fünftklässlern identifiziert hat. Da solche Aktivitä-
ten bei den in der vorliegenden Arbeit betrachteten Prozessen selten isoliert aufge-
treten sind (d. h. sie waren nur von sehr kurzer Dauer oder sind zeitgleich mit den
Episoden nach Schoenfeld aufgetreten), wurde hier auf diese Kategorien verzich-
tet4. Es wurde allerdings (wie bei Rott) eine Kategorie Sonstiges eingeführt, um die
selten auftretenden nicht-inhaltlichen Aktivitäten5 erfassen zu können.

Zum besseren Verständnis der einzelnen Episodentypen wird an dieser Stelle das
in der vorliegenden Arbeit verwendete Kodiermanual zitiert6, welches in Anlehnung

4 Rott vermutet, dass diese Episodentypen bei Schoenfeld nicht notwendig waren, da dieser
zum einen mit erwachsenen Probanden gearbeitet hat und zum anderen der Interviewer bei
den Prozessen mit im Raum war. Dass bei den in der vorliegenden Arbeit betrachteten Pro-
zessen ebendiese Bedingungen ebenfalls gegeben waren und auch hier diese Episodentypen
als unnötig empfunden wurden, bestärkt Rotts Vermutung.
5 wenn es beispielsweise einen Druckfehler in der Aufgabenstellung gegeben hat oder der
Stift eines Probanden ersetzt werden musste, weil er nicht mehr schrieb
6 Im Gegensatz zu den weiter unten abgedruckten Manualen zur Kodierung von Heurismen
bzw. metakognitiven Aktivitäten sind hier keine Beispiele angegeben, da diese hier nicht präg-
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an das von (Rott, 2013) entstanden und basierend auf den gemachten Erfahrungen
erster Probe-Kodierungen angepasst worden ist. Die Bezeichnungen der Episoden-
typen wurden im englischen Original belassen:

Reading: Hierbei handelt es sich um das Lesen der Aufgabenstellung. Ob das
laut oder leise geschieht, spielt keine Rolle. Auch das Abschreiben der Aufgabe
gehört dazu, sofern wörtlich abgeschrieben, also keine Paraphrasierung vorge-
nommen wird. Die Kodierung beginnt, sobald der Blick für längere Zeit auf das
Aufgabenblatt gerichtet wird. Rückfragen an den Interviewer, die sich nicht auf
den Aufgabentext (sondern beispielsweise auf organisatorische Dinge) beziehen
und vor dem eigentlichen Lesen stattfinden, werden somit ausgeschlossen und
nicht kodiert. Der Prozess beginnt also in der Regel mit dem Lesen des Aufga-
bentextes. Während des Prozesses wird diese Episode nur kodiert, wenn für einen
längeren Zeitraum gelesen wird. Kurzes Nachschauen einzelner Aspekte wird
nicht als Reading kodiert. Geht das Notieren der Aufgabenstellung über reines
Abschreiben hinaus, z. B. durch Umformulieren oder Ändern der Reihenfolge,
wird dies nicht als Reading, sondern als Analysis kodiert.

Analysis: Aktivitäten, die dazu dienen, die Aufgabe an sich zu verstehen oder
besser zu verstehen. Hierzu zählen vor allem Umformulierungen und Darstel-
lungswechsel der Voraussetzung oder der Behauptung (Klären von Definitionen,
Äquivalente Formulierungen, Skizzen, Aufstellen von Gleichungen etc.), aber
auch bereits das Paraphrasieren der Aufgabenstellung. Analysis wird nur dann
mitten im Prozess kodiert, wenn es wirklich um das Verstehen der Aufgaben-
stellung geht und beispielsweise bisher nicht genau verstanden wurde, was zu
machen ist. Aussagen wie „Ich versuche noch zu verstehen...“ bezogen auf die
Aufgabe sind ein Indiz für diese Episode, auch wenn zwischendurch vereinzelt
explorative Aussagen getätigt werden. Die nicht immer leicht zu identifizieren-
den Unterschiede zwischen Analysis und Exploration liegen in der Struktur und
dem Inhalt. In einer Episode der Analyse arbeiten die Problemlöser eher dicht
am Aufgabentext und gehen eher strukturiert vor.

Exploration: Jegliche Erkundung, die weder direkt an der Aufgabenstellung ori-
entiert ist wie Analysis, noch einen gezielten Plan verfolgt wie Planning und
Implementation, sondern in der nach Lösungsmöglichkeiten gesucht wird. In
dieser Phase werden mitunter viele verschiedene Ansätze ausprobiert, das Vor-
gehen an sich ist aber eher unsicher und nicht wirklich zielgeleitet. Diese Phase
kann auch dann kodiert werden, wenn die Aufgabenstellung noch nicht oder

nant zusammengefasst werden können. Den Kodierern wurden aber zu Beginn des Trainings
mehrere Beispiele vorgeführt.
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nicht ganz verstanden wurde, der Problemlöser aber schon eine (vermeintliche)
Idee davon hat, was von ihm verlangt wird und eine grobe Richtung einschlägt.
Eine Kodierung mehrerer Explorations-Episoden hintereinander ist hier nicht
notwendig, da neue Ideen/Ansätze gesondert kodiert werden.

Planning: Die Entwicklung eines Plans, der ein bestimmtes (Zwischen-)Ziel ver-
folgt. Es genügt hier nicht, lediglich ein Ziel aufzustellen. Es muss auch eine Idee
geben, wie dieses Ziel zu erreichen ist. Oft gehören Planning und Implementa-
tion zusammen, allerdings muss nicht jeder Plan auch implementiert werden.
Wenn Planning und Implementation als getrennte Episoden zu erkennen sind,
sollten sie auch entsprechend kodiert werden.

Implementation: Die Umsetzung eines Plans. Meistens ist hier schon klar, wie
in etwa vorgegangen werden muss. Dennoch muss diese Phase nicht immer
geradlinig verlaufen, diese Episode kann z. B. auch beinhalten, dass ein Plan
verworfen wird. Gibt es bei der Durchführung noch Unsicherheiten bzw. ist
an einigen Stellen noch nicht klar, wie es weiter geht, wird Exploration kodiert.
Kleinere Hindernisse, die sich schnell aus dem Weg schaffen lassen, gehören aber
zur Implementation. Oft wird ein Plan auch zeitgleich mit der Implementation
entwickelt oder die Planung erstreckt sich über einen sehr kurzen Zeitraum
oder wird nicht expliziert. In dem Fall werden Planning und Implementation
gleichzeitig kodiert.

Verification: Hierbei handelt es sich um die Überprüfung des Ergebnisses oder
eines Teilergebnisses. Kurze Kontrollen und Evaluationen der Argumentation
oder des Rechenwegs zählen nicht hierzu.

Transition: Die Übergänge zwischen zwei Episoden. Viele Transitions haben keine
zeitliche Ausdehnung, werden also auch nicht extra kodiert. Wenn aber die vor-
hergehende Episode bereits abgeschlossen ist, die neue aber noch nicht angefan-
gen hat, werden Transitions kodiert. Nicht zu dieser Episode zählen Schweigen
(nichts Sichtbares passiert) oder organisatorische Tätigkeiten. So etwas wird als
zur vorhergehenden Episode gehörig kodiert. Transitions sind meist geprägt von
metakognitiven Aktivitäten (Beurteilung des bisherigen Vorgehens, Entschei-
dungen über das weitere Vorgehen), da hier bewusste Richtungsentscheidungen
getroffen werden. Es kann auch zwischen zwei gleichnamigen Episoden Transi-
tions geben (z. B. Exploration – Transition – Exploration). Hier wird beispiels-
weise ein Ansatz verworfen, das weitere Vorgehen geplant und dann ein weiterer
Ansatz verfolgt.
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Grundsätzlich wurde für die einzelnen Episoden eine Mindestlänge von 30 Sekun-
den gesetzt, da zu kurze Episoden der Übersichtlichkeit schaden können7. Ausnah-
men können die Episoden Reading, Planning und Transition bilden, da diese in der
Regel eher kurz sind. Für Reading und Planning wurde eine Mindestlänge von 10
Sekunden gesetzt, für die Transition keine, da ein solcher Übergang sehr schnell
gehen kann und die Episode eher durch das Ende der vorherigen und den Beginn
der nächsten definiert ist. Die Einteilung der Episoden wurde nicht am Transkript,
sondern am Videomaterial vorgenommen, um so einen direkteren Blick auf die Pro-
zesse zu haben. Eine Arbeit am Transkript könnte hier zu sehr ins Detail gehen und
den holistischen Blick verstellen. Aus demselben Grund sollte vor der Kodierung
der Prozess mindestens einmal in seiner Gänze betrachtet werden.

5.3.2 Arbeit mit dem Skript oder anderen externen Ressourcen

Wie bereits erwähnt, durften die Probanden sämtliche Materialien, die sie selbst
mitgebracht haben oder auf die sie mit Hilfe des Internets zugreifen konnten,
verwenden. Zusätzlich wurde ihnen der Teil des jeweiligen Skriptes zur Vorle-
sung zur Verfügung gestellt, der die fachlichen Inhalte der Aufgabe zum Thema
hat. Der Umgang mit dem Skript wurde ebenfalls in einem Event-Sampling-
Verfahren kodiert. Er bildet eine zu den Schoenfeld-Episoden unabhängige Dimen-
sion. Hierbei wurde zwischen gezieltem und explorativem Nachschlagen unter-
schieden. Ersteres wurde kodiert, wenn deutlich wurde, dass nach einer ganz
bestimmten Stelle (z. B. einem Satz oder einer Definition) gesucht wird, letzte-
res, wenn keine solche Absicht vorlag oder keine erkennbar war. Ein Beispiel
für einen Prozess mit Schoenfeld-Episoden und Kodierung der Arbeit mit dem
Skript lässt sich Abbildung 5.2 entnehmen. Eine hellere Färbung in der ersten
Zeile (Skriptnutzung) zeigt ein gezieltes Nachschlagen an. In den weiteren Zei-
len sind die Schoenfeld-Episoden in der Reihenfolge des Kodiermanuals (vgl.
Abschnitt 5.3.1). In Anhang E sind alle Prozesse auf diese Weise graphisch
dargestellt.

7 Bereits Schoenfeld warnt davor, Episoden zu feinkörnig zu kodieren, die Festlegung der
Mindestlänge wurde aber von Rott (2013) übernommen.
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Abbildung 5.2 Beispiel für die Darstellung von Episoden

Über die reine Markierung von Nachschlage-Episoden hinaus wurde für jeden
Prozess auch kodiert, zu welchem Zweck das Skript und andere Materialien heran-
gezogen wurden. Hierbei wurden folgende Kategorien unterschieden:

(U0) Das Skript wird nicht verwendet.
(U1) Das Skript wird ausschließlich zur Absicherung der eigenen Gedankengänge

herangezogen.
(U2) Das Skript wird zusätzlich zur Klärung von Begriffen herangezogen.
(U3a) Das Skript wird von Beginn an auch zur Ideenfindung herangezogen.
(U3b) Das Skript wird, nachdem eigenständige Ideenfindung nicht erfolgreich war,

auch hierzu herangezogen.

Tatsächlich sind diese Antwortmöglichkeiten disjunkt, d. h. keiner der Probanden hat
das Skript zu Ideenfindung, aber nicht zur Begriffsklärung verwendet. Mit Absiche-
rung der eigenen Gedankengänge ist gemeint, dass entweder Begriffe und Zusam-
menhänge nachgeschlagen wurden obwohl deutlich wurde, dass diese auch ohne
Hilfe des Skriptes klar waren, oder geäußert wurde, dass bevor eine eigene Idee
verfolgt wird zur Sicherheit nachgeschlagen wird, ob man nicht wichtige Zusam-
menhänge übersehen hat.

5.3.3 Einschätzung der Lösungsqualität

Ähnlich wie die Arbeit mit dem Skript wird auch die Qualität einer Lösung global
beschrieben. Hierbei gibt es folgende Kategorien:
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(L0) Es wurde kein wesentlicher Lösungsfortschritt erzielt.
(L1) Die Aufgabe wurde zwar nicht gelöst, aber trotzdem wesentlicher Fortschritt

erzielt.
(L2) Die Aufgabe wurde mit kleinen Lücken gelöst.
(L3) Die Aufgabe wurde vollständig gelöst.

Hier wurde (L0) auch dann vergeben, wenn zwar eine sinnvolle Analyse der Auf-
gabe stattgefunden hat, darüber hinaus aber kein Fortschritt gemacht wurde. Zu
(L1) kann das Erreichen einer Teillösung oder der Beweis eines Spezialfalls zäh-
len, währen bei (L2) nur wenig bis zur Lösung der kompletten Aufgabe fehlt. Die
vorgegebenen Antwortmöglichkeiten wurden von einem Modell von Zazkis et al.
(2015) übernommen.

5.3.4 Kodierung von Heurismen

Auch der Heurismeneinsatz stellt einen wichtigen Aspekt des Problemlösens dar
(vgl. Abschnitt 2.3.2) und wird hier genauer betrachtet. Hierbei wurde das Kodier-
schema von Rott (2013, im Anhang; vgl. auch Rott, 2018) übernommen und der
Situation angepasst. In Abbildung 5.3 und 5.4 ist die überarbeitete Version des
Kodiermanuals abgebildet, der sich auch Beispiele für die jeweiligen Kategorien
entnehmen lassen. Ausführlichere Beispiele finden sich in Abschnitt 5.5.4.

Bei der Kodierung der Heurismen wurden zunächst alle Tätigkeiten markiert, bei
denen es sich um heuristische handeln könnte (im weit gefassten Sinne Pólyas als
strategisches Vorgehen, das bei der Problembearbeitung hilfreich sein könnte) und
erst im Anschluss wurde versucht, diese einer existierenden Kategorie zuzuordnen.
War das nicht möglich, wurden sie zunächst einer Restkategorie zugeordnet, aus
der später neue Kategorien gebildet wurden. In wenigen Fällen wurde konsensu-
ell entschieden, dass es sich bei den markierten Tätigkeiten nicht um heuristische
handelt (was wiederum handlungsleitend für folgende Kodierungen bzw. Nicht-
Kodierungen wurde). Im Gegensatz zur Einteilung der Prozesse in Episoden und
der Identifizierung des Nachschlagens wurden Heurismen, wie auch die in den
folgenden Abschnitten beschriebenen metakognitiven Aktivitäten, Rückgriffe auf
Fachwissen, Fehler und neue Lösungsansätze als Ereignisse kodiert, d. h. anstatt
Anfangs- und Endzeitpunkt festzulegen, wurde nur der Zeitpunkt markiert, an dem
das jeweilige Ereignis aufgetreten ist.

Die Anpassungen, die im Vergleich zum Rott’schen Manual vorgenommen wur-
den, seien im Folgenden kurz beschrieben. Einige Kodes wurden zwar bis zum Ende
im Kodiermanual belassen, wurden aber nie kodiert und deshalb aus dieser Darstel-
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Abbildung 5.3 Das verwendete Kodiermanual zu Heurismen – Seite 1
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Abbildung 5.4 Das verwendete Kodiermanual zu Heurismen – Seite 2
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lung aus Gründen der Übersichtlichkeit entfernt. Diese sind: Messen, Extremfall,
Suche nach Mustern, Systematisches Probieren, Backtracking und Kombiniertes
Vorwärts- und Rückwärtsarbeiten.

Des Weiteren wurden einige Kategorien zusammengefasst, weil eine klare Unter-
scheidung nicht mit großer Inter-Rater-Übereinstimmung möglich war. Möglicher-
weise war in Kontext von Rotts Aufgaben, zu denen auch geometrische zählten, diese
Unterscheidung einfacher. Die Kategorien informative Figur und operative Figur
wurden zur Kategorie Skizze zusammengefasst. Die Kategorie Bezeichnungen ein-
führen wurde unter die Kategorie Hilfselemente gefasst. Das Transformationsprinzip
wurde gestrichen, da es sich nicht gut von den verschiedenen Darstellungswechseln
(Skizze, Tabelle und Gleichung) unterscheiden ließ.

Außerdem wurden, wie oben beschrieben, einige neue Kategorien hinzugefügt,
deren Bedeutung aus dem Kodiermanual deutlich werden sollte: Das Begriffe klären,
die imaginäre Figur, die Nutzung aller Voraussetzungen, die Metapher und die
Suche nach neuen Ergebnissen, die eng mit der Skriptnutzung zusammenhängt.
Interessant ist hier die Nutzung aller Voraussetzungen, denn Kilpatrick, der zur
Kodierung von Heurismen die Pólya-Fragen als Grundlage genommen und diese
drastisch verkürzt hat, schreibt:

Many of the categories were unoccupied: subjects seemingly did not exhibit behavior
even remotely resembling actions suggested by the heuristic questions. For example,
no subjects asked themselves aloud whether they were using all of the essential notions
of the Problem. (Kilpatrick, 1967, S. 44)

Gerade diese Kategorie, die Kilpatrick exemplarisch als bei seinen Untersuchungen
mit Achtklässlern nicht existent erwähnt, scheint im universitären Zusammenhang
(aus dem die Pólya-Fragen ebenfalls ursprünglich stammen) wieder an Bedeutung
zu gewinnen.

5.3.5 Kodierung vonMetakognition

Bei der Kodierung der Metakognition wurde nicht auf ein bestehendes Schema
zurückgegriffen. Eines der bekanntesten Kodierschemata zu diesem Aspekt geht
auf (Cohors-Fresenborg & Kaune, 2007) zurück, ist aber für unsere Zwecke zu
umfangreich und erfordert die Transkription der beobachteten Prozesse. Da in der
vorliegenden Arbeit ein holistischer Blick auf die Problembearbeitungsprozesse
gerichtet wird, wurde stattdessen entschieden, induktiv ein eigenes Schema aus den
betrachteten Prozessen herzuleiten. Hierbei wurde sich an den Grundsätzen der qua-
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litativen Inhaltsanalyse nach Mayring (2020) orientiert: Zunächst wurden an einigen
Beispielprozessen Äußerungen identifiziert, die metakognitive Aktivitäten darstell-
ten. Auch hierbei wurden zunächst sehr großzügig alle Aussagen und schriftlichen
Aktivitäten markiert, die auf ein Nachdenken über die eigenen Aktivitäten hindeu-
ten könnten. Da sich metakognitive Aktivitäten so nur indirekt identifizieren lassen,
können sicherlich nicht alle erfasst werden. Die Aussagen wurden paraphrasiert und
auf ein vorher festgelegtes Abstraktionsniveau generalisiert. Anschließend wurden
bedeutungsgleiche Paraphrasen gestrichen, so dass eine übersichtliche Liste ent-
stand, aus der durch Bündelung von Aussagen Kategorien gebildet wurden. Das
Ergebnis ist als Kodiermanual in Abbildung 5.5 und 5.6 dargestellt. Auch einige
der Paraphrasen sind hier beispielhaft aufgeführt. In Abschnitt 5.5.6 werden weitere
ausführlichere Beispiele genannt.

Zur weiteren Zusammenfassung der Kategorien gibt es verschiedene Möglich-
keiten: Das Kodierschema von Cohors-Fresenborg & Kaune (2007) unterscheidet
die drei Hauptkategorien Planung, Monitoring und Reflexion, also grob gesagt etwas
in die Zukunft Schauendes, die Gegenwart Beobachtendes und Rückblickendes. Bei
der Auswertung der vorliegenden Prozesse hat sich allerdings gezeigt, dass gerade
das Monitoring sich in Aussagen (die zeitlich meist nach dem Beobachteten liegen)
kaum von einer Reflexion abgrenzen lassen. Folgende Zusammenfassung hat sich
allerdings als hilfreich erwiesen: Kontrollprozesse im Sinne von Schoenfeld (1985)
sind solche Aktivitäten, die sich auf Richtungsentscheidungen beziehen, also die
Frage, ob ein Ansatz weiter verfolgt werden oder verworfen werden soll. Hierun-
ter fallen die Kategorien Voraussicht, bei der eine Idee beurteilt wird, bevor diese
umgesetzt wird, Evaluation, bei der während oder nach Durchführung eines Ansat-
zes dessen Nutzen eingeschätzt wird, und der Regulation des Vorgehens, bei der
eine Richtungsentscheidung getroffen wird, ohne dass explizit ein Ansatz beurteilt
wird. Auch die Kategorien der Planung im weiteren Sinne können, ähnlich wie
bei Cohors-Fresenborg und Kaune (2007) zusammengefasst werden. Hierzu gehö-
ren die Zielsetzung, die Planungsaktivität, bei der zusätzlich zur Zielsetzung auch
ein Mittel benannt wird, wie dieses Ziel erreicht werden soll und die Klärung der
Handlungsoptionen, die eine Art Vorstufe der Planung darstellt, da es hier noch zu
keiner Entscheidung kommt. Auch die eben erwähnte Voraussicht stellt eine Art
der Planung dar, da der Nutzen eines möglichen Ansatzes eingeschätzt und darauf
basierend das weitere Vorgehen geplant wird. Da aus diesem Grund Kontrollprozesse
nicht eindeutig von Planung abgegrenzt werden kann, wurden nur die ersteren zu
einer Oberkategorie zusammengefasst. Besonders auf diese wird in Abschnitt 5.5.6
stärker eingegangen.
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Abbildung 5.5 Das verwendete Kodiermanual zu Metakognition – Seite 1
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Abbildung 5.6 Das verwendete Kodiermanual zu Metakognition – Seite 2

5.3.6 Kodierung von Fachwissen, Fehlern und neuen
Lösungsansätzen

Da das verfügbare Vorwissen und die tatsächliche Nutzung dessen einer der wesent-
lichen Aspekte des Problemlösens ist (vgl. Abschnitt 2.3.1), wurde in den betrach-
teten Prozessen der Rückgriff auf Fachwissen und das Auftreten von Fehlern, die
häufig ein Zeichen mangelnden Fachwissens sind, kodiert. Zusätzlich wurden neue
Lösungsansätze und -ideen markiert. Auch hier wurden, ähnlich wie bei Heurismen



106 5 Aufgabenbasierte Interviews

und Metakognition, zunächst alle Aktivitäten markiert, die unter diese Kategorien
fallen könnten, um anschließend gemeinsam zu entscheiden, ob es sich dabei wirk-
lich um solche handelt. Im Folgenden sollen einige Beispiele für diese Kategorien
gegeben werden:

Als auftretendes Fachwissen wird unter anderem die Erklärung von Begriffen
(z. B. Stetigkeit, Konvergenz oder Beschränktheit) kodiert. Außerdem Zusammen-
hänge in verschiedenen Formen: Hierzu zählen unter anderem Aussagen aus der
Vorlesung (Strenge Monotonie impliziert Injektivität, der Grenzwert einer Folge ist
eindeutig bestimmt, Teilfolgen von konvergenten Funktionen konvergieren gegen
denselben Grenzwert, Beschränkte Folgen haben mindestens eine konvergente Teil-
folge, beschränkte und monotone Folgen sind konvergent, die Grenzwertsätze, der
Zwischenwertsatz etc.). Diese werden nicht nur kodiert, wenn sie als Sätze aus dem
Skript zitiert werden, sondern immer, wenn deutlich wird, dass diese Zusammen-
hänge dem Probanden bekannt sind. Zusammenhänge können auch in vorherge-
henden Übungen bewiesen worden sein (etwa die Konvergenz einer Folge gegen
einen bestimmten Grenzwert) oder im Prozess auftreten, ohne dass eine Quelle dafür
deutlich wird (Hierbei handelt es sich häufig um einfache Feststellungen, etwa dass
Stetigkeit nicht Monotonie impliziert, der Grenzwert von an+1 gleich dem Grenz-
wert von an ist, sofern existent etc.). Auch Verfahren (wie die Anwendung des
Quetschlemmas, der rechnerische Umgang mit dem Betrag oder Ähnliches) sowie

Konventionen, etwa die Schreibweise der n-ten Wurzel als (. . .)
1
n fallen unter die

Kategorie des Vorwissens. Natürlich kann auch hier nur kodiert werden, was sich in
irgendeiner Form (mündlich oder schriftlich) äußert. Auf die Kodierung elementa-
rer logischer Zusammenhänge (wie die Tatsache, dass Äquivalenz der Implikation
in beide Richtungen entspricht) wurde nach einiger Diskussion hier verzichtet, da
sonst viele Routinetätigkeiten mit aufgenommen werden müssten.

Auch bei Fehlern gibt es eine große Bandbreite. Geering (1995) unterscheidet
drei Arten von Fehlern: Fertigkeitsfehler, Wissensfehler und Strategiefehler. Bei
den Fertigkeitsfehlern handelt es sich um Flüchtigkeitsfehler oder Rechenfehler,
wenn etwa ein Student beim Notieren der ersten Glieder einer Folge falsche Werte
aufschreibt. Die Wissensfehler umfassen alle oben genannten Formen mangelhaften
Fachwissens. In den meisten Fällen handelt es sich um Fehlvorstellungen irgendei-
ner Art. Hierbei kann es sich um grundlegendes Begriffsverständnis handeln, wenn
z. B. nicht genau klar ist, was eine Teilfolge ist oder wie sich eine divergente Folge
verhält, oder um Schwierigkeiten mit Zusammenhängen, wenn etwa aus dem Satz
von Weierstraß (stetige Funktionen auf einem kompakten Intervall besitzen ein
Maximum und ein Minimum) gefolgert wird, dass diese Funktionen nicht streng
monoton sein können (weil dem Bearbeiter nicht klar ist, dass dieses Maximum auch
am Rand des Intervalls liegen kann). Aber auch die Vermutung von nicht-existenten
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Zusammenhängen fällt unter dieser Kategorie. So vermutet z. B. ein Student, dass
aus der Stetigkeit einer Funktion folgt, dass, wenn zwei Funktionswerte gleich sind,
alle Werte dazwischen ebenfalls gleich sein müssen. Auch falsche Schreib- oder
Sprechweisen sind in der Regel auf mangelndes Wissen zurückzuführen, wenn-
gleich diese den Lösungserfolg einer isolierten Aufgabe meist nicht beeinflussen.
Ebenfalls zu Wissensfehlern zählen Missverständnisse bezüglich der Aufgabenstel-
lung, wenn etwa nicht klar ist, was zu zeigen ist, eine Voraussetzung missverstanden
wurde oder beim Versuch eines indirekten Beweises die Negation der Folgerung
falsch durchgeführt wird. Als dritte Fehlerart nennt Geering (ebd.) die Strategie-
fehler8. Hierbei handelt es sich um mangelnde oder falsch eingesetzte kognitive
(Heurismen) oder metakognitive Strategien. Da diese Strategien an anderer Stelle
ausführlich behandelt werden, wurden solche Fehler nicht gesondert kodiert. Auf
eine Unterscheidung von Fertigkeits- und Wissensfehlern wurde bei der Kodierung
zunächst ebenfalls verzichtet.

Die neuen Lösungsansätze sind ebenfalls sehr vielfältig. Trotzdem war den
Kodierern intuitiv schnell klar, was als neuer Lösungsansatz oder neue Lösungsidee
zählt und was nicht. Im Nachhinein betrachtet treten diese in folgenden Zusam-
menhängen auf: Zum einen in Kombination mit Zielsetzungen („Die Koeffizien-
ten müssten gleich Null sein, damit die Vektoren linear unabhängig sind“9 oder
„Wenn ich die Monotonie der Folge gezeigt hätte, wäre sie auch konvergent.“).
Eine andere Möglichkeit liegt darin, dass sie sich als präformale Ideen bzw. durch
das Erkennen von Mustern („L gibt so etwas wie das Wachstum der Folge an.“
oder „Die Summanden müssten alle kleiner gleich Eins sein.“) oder das Aufstellen
von Vermutungen („Wenn das konvergent ist, müsste L = 1 sein“ oder „Ich nehme
mal an, dass der Grenzwert nur von aN abhängt“) äußern. Auch um die Nennung
möglicher Werkzeuge oder Methoden kann unter diese Kategorie fallen. Mit Werk-
zeugen sind an dieser Stelle zum einen Zusammenhänge (Sätze) und Verfahren aus
der Vorlesung gemeint (Intervallschachtelung, Quetschlemma, Zwischenwertsatz,
Dreiecksungleichung, Folgenstetigkeit etc.), zum anderen aber auch typische Tätig-
keiten, wie das Addieren mehrerer Gleichungen oder die Abschätzung einer Folge.
Letztere sind häufig noch weniger konkret und geben nur eine Ahnung wieder („Ich
glaube, ich müsste nur das m clever wählen...“ oder „Vielleicht kann ich hier ja einen
Faktor ausklammern.“). Methoden hingegen sind allgemeinere Vorgehensweisen,
wie das Führen eines indirekten Beweises, die Zerlegung der Aufgabe in mehrere

8 Die Braunschweiger Arbeitsgruppe um Frank Heinrich hat sich intensiv mit Strategiefehlern
beim Problemlösen beschäftigt. Betrachte hierzu etwa die Dissertationen von Heinrich (2004)
oder Fritz (2020)
9 Die in diesem Abschnitt in Anführungszeichen gesetzten Aussagen sind keine Zitate, son-
dern aus dem Gedächtnis gerufene Paraphrasen



108 5 Aufgabenbasierte Interviews

Teile oder ein Beweis durch Induktion. Auch diese müssen in Bezug auf die Aufgabe
erst noch konkretisiert werden. Gerade bei den Lösungsansätzen zeigen sich große
Überschneidungen zu den anderen betrachteten Dimensionen. So treten bestimmte
Ideen häufig im Zusammenhang mit Heurismen auf. Eine Überschneidung, bei der
die Unterscheidung nicht offensichtlich (allerdings auch nicht zwingend notwendig)
ist, soll im folgenden Abschnitt exemplarisch betrachtet werden.

Planung, metakognitive Planungsaktivitäten, Zielsetzung und Lösungsansätze
Größere Gemeinsamkeiten gibt es zwischen der Schoenfeld-Episode Planning, den
metakognitiven Aktivitäten der Zielsetzung bzw. Planungsaktivitäten (PA) sowie
Ideen und Lösungsansätzen. Während die drei erstgenannten fast immer mit neuen
Ideen bzw. Lösungsansätzen einhergehen, sollte klar sein, dass umgekehrt nicht
jede Idee auch zu einem Planvollen Vorgehen (weder im Sinne von Schoenfeld,
noch als metakognitive Aktivität) führen oder ein bestimmtes Ziel verfolgen muss.
Bevor Planning und PA gegenübergestellt werden, soll zunächst auf die Unter-
schiede zwischen Zielsetzung und PA eingegangen werden:

Wie dem Kodiermanual (Abbildung 5.5) zu entnehmen ist, beschränkt sich die
Planungsaktivität im Gegensatz zur Zielsetzung nicht darauf, zu benennen, wo es
hingehen soll. Zusätzlich wird hierbei noch ein möglicher Weg dorthin angegeben.
Ob dieser Weg tatsächlich zum Ziel führt, ist zunächst unerheblich. Als Beispiel
sei hier Niklas Bearbeitung der Aufgabe zur konstanten Funktion (vgl. Abschnitt
5.2.2) genannt. Er sagt: „Jetzt würde ich probieren das irgendwie über das Delta
zu nem Widerspruch zu bringen (25:55).“ Es wird also ein Ziel (Widerspruch) und
auch der Weg (Delta) benannt. Das Wort „irgendwie“ im obigen Zitat gibt bereits
einen Hinweis darauf, dass Niklas noch nicht weiß, wie genau dieser Weg aussehen
könnte.

Hierin besteht ein wesentlicher Unterschied zur Planning-Episode. Hier muss der
Weg zu einem gewissen Grad vorgezeichnet sein, so dass dieser bei einer möglichen
Implementation ohne größere Hindernisse beschritten werden kann. Darüber hinaus
muss dem Problembearbeiter klar sein, was die Erreichung des Ziels für den weiteren
Problemlöseverlauf bringt. Ein Beispiel für eine solche Episode gibt es bei Andreas’
Bearbeitung der Aufgabe zur linearen Unabhängigkeit (vgl. Anhang D). Um die
lineare Unabhängigkeit zu zeigen, stellt er zunächst fest (10:02), dass bei einer
Linearkombination „die Vorfaktoren gleich Null sein“ müssen (Zielsetzung). Um
dies zu erreichen, fasst er den Plan: „Ich pack die erstmal alle zusammen (10:13
– Planning).“ Aus dem weiteren Vorgehen wird außerdem deutlich, dass er diesen
Plan (abgesehen von kleinen Schwierigkeiten beim Rechnen) zielstrebig umsetzen
kann und mit dem Ergebnis auch etwas anfangen kann. Hier wurde deswegen eine
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Planning-Episode kodiert. In Abschnitt 5.5.2 wird insbesondere auf diese Episoden
ausführlicher eingegangen.

5.3.7 Leitfragen

Anders als etwa die Lösungsqualität oder die Skriptnutzung ist die Qualität des
Heurismeneinsatzes und der metakognitiven Aktivitäten nicht so eindeutig opera-
tionalisierbar. Da quantitativ messbare Werte hier aber wenig hilfreiche Aussagen
zulassen, wurden diese beiden Dimensionen in Form von Leitfragen betrachtet.
Hierbei wurde sich den Arbeiten von Nowińska (2016) orientiert. Sie hat gezeigt,
dass nach intensiver Beschäftigung mit videographierten Prozessen, zu der auch
die detaillierte Kodierung von Einzelereignissen zählt, eine Einschätzung von Pro-
zessen anhand von Leitfragen mit vorher festgelegten Antwortmöglichkeiten mit
großer Übereinstimmung zwischen verschiedenen Ratern möglich ist, wenn diese
vertraut mit den Prozessen sind. Die Beantwortung dieser Fragen ermöglicht einen
schnellen Überblick über die wesentlichen Punkte des Problemlöseprozesses. Die
folgenden Leitfragen wurden von Nowińska (ebd.) übernommen. Zu deren Beant-
wortung wurden alle vorher beschriebenen Kodierungen und eine erneute Betrach-
tung der Prozesse herangezogen.

Heurismeneinsatz
Zu welchem Grad wurden Heurismen verwendet?

(H0) Heurismen werden wenig bis gar nicht verwendet.
(H1) Heurismen werden in erwartbarer Qualität verwendet.
(H2) Heurismen werden erstaunlich gut verwendet.

Wenngleich vor allem die Antwortmöglichkeit (H2) zunächst recht unklar definiert
scheint, gab es beim Beantworten dieser Frage wenig Zweifel, welche Antwort
gewählt werden soll, da bereits eine große Erfahrung mit den betrachteten Prozes-
sen vorhanden war, so dass auf Vergleichswerte zurückgegriffen werden konnte.
Dies deckt sich mit den Erfahrungen von Nowińska (2016). Die erwartbare Quali-
tät bedeutet in diesem Zusammenhang, dass naheliegende Heurismen ohne größere
Schwierigkeiten verwendet wurden. Unter erstaunlich guter Verwendung ist sol-
ches Vorgehen zu verstehen, das aus Sicht des Beobachters bemerkenswert über
dieses Erwartbare hinausgeht. Wenngleich die Anzahl der verwendeten Heurismen
sicherlich Einfluss auf diese Frage hat, ist die Beantwortung grundsätzlich eher von
qualitativen Eindrücken abhängig.
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Metakognitive Aktivitäten
Zu welchem Grad treten metakognitive Aktivitäten auf?

(M0) Metakognitive Aktivitäten treten wenig bis gar nicht auf.
(M1) Metakognitive Aktivitäten werden in erwartbarer Qualität durchgeführt.
(M2) Metakognitive Aktivitäten werden erstaunlich gut durchgeführt.

In derselben Form wie bei den Heurismen werden hier qualitative Überlegungen
herangezogen, um den Grad der metakognitiven Aktivitäten eines Prozesses global
einzuschätzen.

5.4 Training der Kodierer

Wenngleich die Kodierung von Schoenfeld-Episoden auf der einen und von Ereig-
nissen wie Heurismeneinsatz, Metakognition, Fehlern etc. auf der anderen Seite
sich in wesentlichen Punkten von einander unterscheidet, basiert das Training der
Kodierer in beiden Fällen auf denselben Ideen und wird deswegen im Folgenden
zusammengefasst:

An der Auswertung der Daten waren zwei Kodierer beteiligt (TS und LH). Bei
den Kodierungen wurde wie folgt vorgegangen: Als erstes wurden Beschreibun-
gen von Schoenfeld-Episoden (vgl. Rott, 2013 und Schoenfeld, 1985) sowie das
Kodiermanual zu Heurismen von Rott (2013) gemeinsam gesichtet und dabei auf-
kommende Fragen beantwortet. Zur Klärung von Restunsicherheiten stand, wie
beim kompletten Kodierungsprozess, Rott als Experte zur Verfügung.

Dann wurde zunächst ein Prozess gemeinsam unter den genannten Gesichts-
punkten kodiert. Auch metakognitive Aktivitäten, verwendetes Vorwissen, Fehler
und Lösungsansätze wurden identifiziert. Gerade in diesem ersten Prozess wurde
sich viel Zeit gelassen, d. h. es wurde zunächst der Prozess betrachtet, ohne zu kodie-
ren. Dann wurden mehrere Durchläufe vorgenommen, jeweils mit Fokus auf einer
der genannten Dimensionen. Hier wurden erstmal nur Episodengrenzen gesetzt
bzw. Ereignisse markiert. Erst im Anschluss wurde gemeinsam diskutiert, wie die
Episoden eingeordnet und die Heurismen kategorisiert werden sollen. Erste Kate-
goriebildung der metakognitiven Aktivitäten wurde vorgenommen.

Dann haben die Kodierer drei Prozesse unabhängig von einander bearbeitet.
Die Ergebnisse wurden abgeglichen und konsensuell validiert, d. h. Unterschiede
wurden diskutiert, bis ein Konsens gefunden wurde. Hierbei wurde nicht nur die
Zuordnung zu den Kategorien, sondern auch die Zeitpunkte, zu denen Episoden-
wechsel oder andere Ereignisse kodiert wurden, abgeglichen. In Anlehnung an das
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Vorgehen bei Rott (ebd.) wurde hierbei eine Abweichung von bis zu fünf Sekunden
zugelassen. Bei schwer zu klärenden Fragen wurde wieder auf die Expertise von
Rott zurückgegriffen. Wichtige Ergebnisse dieser Diskussion wurden in das Kodier-
manual aufgenommen. Die Kategoriebildung zur Metakognition wurde gemeinsam
weiter ausgeschärft. Dem folgte ein weiterer Zyklus mit denselben Aktivitäten.

Anschließend war eine akzeptable Übereinstimmung der Kodierer erreicht. In
der Regel wurden über 60 % der Zeitpunkte gleich gesetzt und über 70 % der
Kategorisierungen gleich vorgenommen. Das ist nicht überragend, aber bei der
konsensuellen Validierung wurde in allen Fällen eine schnelle Einigung gefunden.
Bei den Kategorien zur Metakognition wurden ausschließlich Werte oberhalb von
85 % erreicht. Dies lässt sich dadurch erklären, dass hier die Kategorien gemeinsam
erstellt wurden und man sich nicht an ein fremdes System gewöhnen musste (gerade
die Schoenfeld-Episoden sind anfangs nicht leicht zugänglich).

Das Training galt damit als abgeschlossen. Mit zwei Ausnahmen wurden in der
Folge alle hier behandelten Prozesse von beiden Kodierern unabhängig bearbeitet
und anschließend konsensuell validiert.

Die Beantwortung der Leitfragen konnte aus organisatorischen Gründen nur
noch von Kodierer TS vorgenommen werden. Da diese sich aber auf die vorherige
Kategorisierung stützt und hierbei kaum Zweifel auftraten, scheint ein notwendiges
Maß an Objektivität gegeben zu sein (vgl. Nowińska, 2016).

5.5 Ergebnisse der qualitativen Erhebung

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der verschiedenen Auswertungen
beschrieben und zusammengebracht. Zu Beginn (Abschnitt 5.5.1) steht ein Bei-
spielprozess, der ausführlich zusammengefasst und analysiert wird. Abschnitt 5.5.2
beschäftigt sich mit den Schoenfeld-Episoden und Wild Goose Chases. In Abschnitt
5.5.3 wird die Skriptnutzung der Probanden untersucht. Ein genauerer Blick auf den
Heurismeneinsatz wird in 5.5.4 gerichtet, gefolgt von einer Betrachtung des Vorwis-
sens und der Entstehung von Ideen (Abschnitt 5.5.5) Anschließend (Abschnitt 5.5.6)
werden die metakognitiven Aktivitäten untersucht. Den Abschluss bilden mögliche
Auswirkungen der Interventionsmaßnahme (Abschnitt 5.5.7).

Ein Überblick über die untersuchten Problembearbeitungsprozesse wird in
Tabelle 5.1 gegeben. In der ersten Spalte steht der Name des Probanden und eine
Zahl, die angibt, ob es sich um einen Prozess am Anfang (1) oder im Semester
(2) handelt. Die zweite Spalte gibt den Kurznamen der bearbeiteten Aufgabe an.
Dahinter steht, ob der Proband zur Interventions- (IG) oder zur Kontrollgruppe (KG)
gehört. Die nächsten beiden Spalten geben die (vgl. Abschnitt 5.3.3) und die Art des
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Umgangs mit dem Skript an (vgl. Abschnitt 5.3.2). Dahinter steht die Reihenfolge
der Schoenfeld-Episoden (vgl. Abschnitt 5.3.1), wobei solche Prozesse, in denen
Planungs- und Implementationsepisoden vorgekommen sind, fett gedruckt sind. Die
letzten fünf Spalten geben den Grad des Heurismeneinsatzes (vgl. Abschnitt 5.3.7),
die Anzahl der kodierten Heurismeneinsätze (Abschnitt 5.3.4), den Grad der meta-
kognitiven Aktivitäten (Abschnitt 5.3.7), die Anzahl der kodierten metakognitiven
Aktivitäten (Abschnitt 5.3.5) und die Anzahl der Lösungsansätze (Abschnitt 5.3.6)
an.

Bevor auf einzelne Aspekte der Tabelle eingegangen wird, ein paar Vorbemer-
kungen zur Auswertung. Es handelt sich um eine qualitative Auswertung. Mit 13
Prozessen können keine quantitativen Aussagen getroffen werden. Hinzu kommt,
dass fast alle betrachteten Aspekte davon abhängen, wie viel und auf welche Art der
Proband gesprochen hat. Aktivitäten können nur kodiert werden, wenn sie erkannt
werden. Gerade im Bereich der Metakognition geschieht vieles unausgesprochen.
Auch Ideen wurden nur kodiert, wenn sie deutlich wurden. Vor allem in Bezug auf
die letzten fünf Spalten können Prozesse daher nur sinnvoll mit einander verglichen
werden, wenn sie vom selben Probanden durchgeführt wurden. Selbst dann müssen
diese Vergleiche mit äußerster Sorgfalt geschehen, da sich, wie bereits erwähnt, die
Aufgaben stark voneinander unterscheiden. Darüber hinaus können die in der viert-
letzten, vorletzten und letzten Spalte angegebenen Anzahlen nur eine ganz grobe
Orientierung geben. Eine hohe Anzahl bedeutet nicht unbedingt ein gutes Vorgehen.
Wenn etwa die erste Idee zum Ziel führt, sind keine weiteren nötig. Auch wurde
bereits angesprochen, dass Problembearbeiter mit einer hohen geistigen Beweg-
lichkeit ohne Heurismeneinsatz auskommen (Abschnitt 2.4.5). Abgesehen von den
genannten Einschränkungen ist ein Vergleich von Interventions- und Kontrollgruppe
ohnehin wenig sinnvoll, da unterschiedlichen Persönlichkeitsmerkmale der Proban-
den bereits bei der ersten Messung für große Unterschiede sorgen.

Eine Übersicht über die verwendeten Heurismen und metakognitive Aktivitäten
wird später (in Abschnitt 5.5.4 bzw. 5.5.6) noch gegeben.

5.5.1 Ausführliche Betrachtung eines Bearbeitungsprozesses

Bevor im Detail auf die verschiedenen Aspekte eingegangen wird, soll ein Prozess
beispielhaft zusammengefasst werden. Es handelt sich hierbei um Niklas Bearbei-
tung der Aufgabe zur n-ten Wurzel (vgl. Anhang D). Hierbei wurden alle Aspekte,
also Schoenfeld-Episoden (vgl. Abbildung 5.7), Heurismeneinsatz, metakognitive
Aktivitäten, Rückgriffe auf Vorwissen, Fehler sowie Lösungsideen benannt und kur-
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siv markiert. Nach der Beschreibung einer Episode (mit Ausnahme der ersten) folgt
jeweils ein Abschnitt mit Interpretationen und Kommentaren.

Abbildung 5.7 Episodenkodierung Niklas (n-te Wurzel)

Reading (00:00–00:13)
Niklas liest die Aufgabe stumm.

Analysis (00:13–10:24)
Zunächst (00:13) stellt Niklas fest, dass die Folge10 monoton steigend ist. Bei
01:18 formuliert er die gegebene Gleichung in eine andere Schreibweise (als n-te
Wurzel) um (vgl. Abbildung 5.8 oben). Anschließend schlägt er gezielt im Skript
nach, um zu kontrollieren, ob diese Schreibweise korrekt ist (02:30–03:10). Dann
(03:15) notiert er eine weitere, fehlerhafte, Schreibweise (vgl. Abbildung 5.8

10 Genau genommen handelt es sich hierbei nicht um eine Folge, sondern um endlich viele
(N ) Zahlen. Hier und im Folgenden wird aber diese Formulierung, die Niklas durchweg
verwendet, übernommen.
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Abbildung 5.8 Niklas Schreibweisen der n-ten Wurzel

unten) und verkündet die Hoffnung (03:52), dass eine der beiden Schreibweisen
richtig ist und ihn zum Ziel führt. Hierauf folgt eine zeitlang Schweigen, wobei
er zweimal (06:01–06:55) und (07:32–08:05) im Skript blättert. Bei 08:10 ent-
scheidet er sich, Spezialfälle für n zu betrachten und schreibt zunächst den Term
(in korrekter Schreibweise) für n = 3 auf. Nachdem er wieder etwas im Skript
geblättert hat (09:48–10:24) fragt er nach einem Skriptausschnitt aus einem ande-
ren Kapitel, das ihm nicht vorlag, in dem bewiesen wird, dass es zu jeder reellen
Zahl r eine ganze Zahl z gibt, so dass z ≤ r ≤ z +1 ist. Während der Interviewer
diese Stelle sucht, streicht er den Term für n = 3 durch und notiert stattdessen
den Spezialfall n = 2 (11:40). Der Interviewer gibt ihm einen Laptop mit der
geforderten Skriptstelle, die sich Niklas anschaut (12:16–12:46). Hierbei stellt er
mit dem Kommentar „Ich wusste, im Beweis steht da was Ähnliches drin“ fest,
dass seine zweite Schreibweise falsch war (Kontrolle). Dann vergewissert er sich
nochmal beim Interviewer, dass die andere Schreibweise richtig ist (12:51).

Bis hierhin bestehen Niklas Aktivitäten nur darin, die Aufgabe zu verstehen. Das
Nachschlagen im Skript dient seinen Aussagen zufolge vermutlich hauptsäch-
lich dazu, zu kontrollieren, welche Schreibweise der n-ten Wurzel korrekt ist.
Interessant ist hierbei, dass er sich erinnert, etwas Ähnliches in einem Beweis
im Skript gesehen zu haben (Da es hier aber nur um eine Schreibweise und kei-
nen Ansatz handelt, wurde nicht das Analgoieprinzip kodiert). Darüber hinaus
betrachtet er zwei Spezialfälle für n, ohne aber konkret an diesen zu arbeiten.
Dies folgt in der nächsten Episode.

Exploration (10:25–26:24)
Niklas plant (10:25), einen Faktor aus der Summe auszuklammern, mit dem
Ziel „etwas aus der Wurzel herauszuziehen“(Planungsaktivität). Er weiß aber
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Abbildung 5.9 Herausziehen von a1

noch nicht, welcher Faktor das sein kann. Nach einiger Zeit (17:56) kommt ihm
die Idee, an

1 auszuklammern, was er direkt am Spezialfall n = 2 durchführt
(Abbildung 5.9 oben). Anschließend erinnert er sich, dass die n-te Wurzel einer
Konstanten gegen 1 konvergiert (Rückführungsprinzip), benennt aber die Schwie-
rigkeit, dass er sich noch nicht sicher ist, „wie das ist, wenn man als Exponenten
unter der Wurzel auch noch jeweils ein n stehen hat (19:36).“ Im nächsten Schritt
(20:11) zieht er a1 schriftlich aus der Wurzel heraus (Abbildung 5.9). Schließlich
stellt er durch Nutzen aller Voraussetzungen (21:49) fest, dass durch die Mono-
tonie der Folge die einzelnen Summanden unter der Wurzel „größer Eins“ sind.
Zum Ende der Episode fasst er seine bisherigen Ergebnisse zusammen (24:42).

Erwähnenswert ist, dass an dieser Stelle keine Planning-Episode kodiert wurde.
Stattdessen wird zu Beginn der Episode eine Planungsaktivität kodiert. Wie auf
S. 108 f. beschrieben wurde, müsste für eine Planning-Episode dem Probanden
die grobe Umsetzung klar sein. Da Niklas aber weder zu wissen scheint, welcher
Faktor ausgeklammert werden soll, noch, wie ihn das Ergebnis weiterbringt, ist
das nicht gegeben. Global gesehen bleibt es zunächst also bei einem Erkunden
des Problemraumes durch Manipulation des Terms. Da er aber ein Ziel (etwas
aus der Wurzel herausziehen) und auch einen möglichen Weg benennt (einen
Faktor ausklammern), liegt eine Planungsaktivität vor. Bei (17:56) kommt es
nicht zu einer weiteren Planung, es wird aber eine Idee benannt, wie der bishe-
rige Plan konkret umzusetzen ist. Des Weiteren ist zum Ende der Episode inter-
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essant, dass Niklas (noch) nicht in der Lage ist, die Erkenntnis, dass die einzelnen
Summanden größer gleich Eins sind, umzukehren und ak statt a1 herauszuzie-
hen, was dazu führen würde, dass die Summanden allesamt kleiner gleich Eins
wären (dazu später mehr). Bemerkenswert ist auch, dass er nach anfänglichen
Klärungen in der Analysis-Episode im gesamten Prozess nicht mehr auf seine
Unterlagen zurückgreift. Alle Ideen entstehen aus dem Kopf und werden nicht
durch externe Ressourcen angeregt.

Transition (26:24–26:35)
Niklas sagt: „Ich probiere einfach mal einen anderen Ansatz aus“ (Regulation).

Wie bereits im letzten Absatz beschrieben, wäre es möglicherweise sinnvoll
gewesen, den alten Ansatz weiter zu verfolgen.

Exploration (26:35–42:40)
Niklas nächste Idee liegt darin, den Term mit einer 1 zu multiplizieren (28:31).
Hierzu schreibt er verschiedene Möglichkeiten auf (Abbildung 5.10). Schließ-
lich sagt er „Ich glaube, ich habe eine Antwort, aber ich denke nicht, dass die
richtig ist (33:16 – Evaluation).“ Er wiederholt seine schriftlichen Überlegungen
mündlich und folgert dass, da 1

n (im Exponenten) gegen Null geht, die gesamte

Abbildung 5.10 Multiplikationen der Eins
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Folge gegen 1 konvergieren muss (35:19 – Fehler). Auf Niklas entsprechende
Frage, ob das stimmen kann, antwortet der Interviewer11, dass dem nicht so ist,
weil der Ausdruck unter der Wurzel gegen unendlich geht. Schließlich (38:41)
kommt Niklas die Idee, den letzten Summanden ak auszuklammern (vgl. Abbil-
dung 5.11), weil dann die einzelnen Summanden und damit auch ihre n-ten
Potenzen kleiner gleich Eins sind. Hieraus folgert er (42:13), dass auch die Zahl
unter der Wurzel kleiner als k sein muss.

In diesem Fall führte die Regulation des Vorgehens zunächst weiter vom Ziel
weg, bevor die ursprüngliche Idee wieder aufgenommen wird, diesmal mit dem
größten Summanden. An dieser Stelle hätte mit Hilfe der Grenzwertsätze (wenn
der Ausdruck unter der n-ten Wurzel konvergiert, dann kann mit dem Grenz-
wert weitergerechnet werden) oder der Überlegung, dass die n-te Wurzel einer
beschränkten Folge gegen Eins konvergiert, bereits das Ergebnis erreicht wer-
den können. Trotzdem ermöglichen die bisherigen Überlegungen die folgende
Episode.

Abbildung 5.11 Herausziehen von ak

Planning (42:40–44:43)
Nun kommt Niklas auf die Idee, das Quetschlemma (vgl. S. 89) zu verwen-
den (Rückführungsprinzip), hierbei soll nach oben so abgeschätzt werden, dass
alle Summanden dem größten (ak) entsprechen. Er sagt außerdem, dass ihm
eine Abschätzung nach unten noch nicht klar ist (43:27 – Einschätzen des Fort-
schritts), bemerkt aber: „Dann würde nach dem Quetschlemma auch diese Folge
konvergieren“ (Voraussicht).

11 Eigentlich sollte der Interviewer nicht eingreifen, aber in dieser Situation hat er sich dafür
entschieden, wohl auch, weil andere Probanden in ähnlichen Situationen die Bearbeitung
abgebrochen haben, in der Überzeugung, eine Antwort gefunden zu haben.
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Hier wird ein klares Ziel formuliert (das Nutzen des Quetschlemmas) und auch
der globale Grund dieses Ziels ist klar (die Konvergenz der Folge). Außerdem
ist, zumindest für die obere Abschätzung, der Weg zu diesem Ziel vorgezeichnet.
Es kann also Planning kodiert werden. Voraussetzung für die Entstehung dieses
Plans ist die Kenntnis des Quetschlemmas.

Exploration (44:43–46:07)
Bevor es zur Umsetzung des Plans kommt, erkundet Niklas noch die nach oben
abgeschätzte Folge. Er ist etwas unsicher, was ihren Grenzwert angeht, weil es
ihm „nicht plausibel“ erscheint (intuitives Verständnis), dass sie gegen ak kon-
vergiert.

Der Plan wird nicht sofort umgesetzt, weil es Zweifel an der Richtigkeit der
bisherigen Überlegungen gibt. Das Zögern ist aber nur von kurzer Dauer.

Implementation (46:07–51:41)
Nun lässt Niklas für die Abschätzung nach unten alle Summanden außer dem
kleinsten weg (46:07), mit der Erklärung, dass sie alle größer gleich Null sind
(Abbildung 5.12 oben). Der Grenzwert dieser Folge ist a1. Außerdem berechnet
er den Limes der bereits ausgewählten größeren Folge (Abbildung 5.12 unten
– 48:22). Er hält fest, dass der gesuchte Grenzwert sich zwischen a1 und ak

befindet (Einschätzen des Lösungsfortschritts) und evaluiert sein Vorgehen mit
den Worten: „Das ist schonmal ein guter Ansatz, das ist besser als nichts (51:26).“

Abbildung 5.12 Abschätzungen der Folge nach unten und oben

Zusätzlich zur Umsetzung des Plans zur Abschätzung nach oben findet Niklas
hier eine, bei der Planung noch nicht bekannte, Abschätzung nach unten, die
zwar noch nicht zum Ziel führt, zumindest aber das Ergebnis einschränkt. Was
er nicht sieht, ist, dass mit einem ähnlichen Vorgehen (nämlich dem Weglassen
aller Summanden außer dem größten) bereits am Ziel wäre. Die Idee kommt ihm
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auch im weiteren Verlauf nicht, so dass die Aufgabe schließlich abgegrochen
wird.

Exploration (51:41–60:09)
In dieser letzten Exploration werden verschiedene Ideen angedacht und mehr
oder weniger verfolgt. So bringt Niklas an (52:48), dass jede Teilfolge einer
konvergenten Folge gegen denselben Grenzwert konvergiert (Fachwissen), ver-
folgt diese Idee mit dem Kommentar „Ich weiß nicht, ob mich das weiterbringt
(53:03)“(Voraussicht) aber nicht weiter. Dann (55:09) kommt ihm die Idee „das-
selbe Spiel“ wie bei der Abschätzung nach oben auch bei der Abschätzung nach
unten durchzuführen, nämlich jeden Summanden nach unten durch an

1 abzu-
schätzen (Ähnliche Aufgabe), sagt dann (55:32) aber: „Das brauche ich ja gar
nicht machen“, weil da, ähnlich wie oben, der Grenzwert a1 herauskommen wird
(Voraussicht). Anschließend äußert er Verunsicherung, weil ak größer gleich den
anderen Summanden ist (55:39 – Benennen von Schwierigkeiten). Seine nächste
Idee (56:25) ist, unter der Wurzel eine Folge aus dem Mittelwert von k · an

1 und
k · an

k zu bilden. Nachdem er eine solche Folge niedergeschrieben hat, stellt er
fest, dass ihn auch das nicht weiterbringt (57:50 – Evaluation). Als Ziel äußert er:
„Ich muss die Folge weiter eingrenzen (58:10).“ Die nächste Aussage (58:17) ist
etwas schwierig zu interpretieren und wird deswegen wörtlich wiedergegeben:
„Das blöde ist, dass ich jetzt nicht z. B. die Hälfte der Anzahl der Folgenglieder
von ak nehmen kann, weil ich nicht definitiv sagen kann, dass die immer noch
größer ist als die Folge, welche nur aus a1 besteht, weil wenn theoretisch jeder
Wert gleich dem Nachfolger ist, wäre das sozusagen ne falsche Behauptung.
Daher muss ich bei der Anzahl von meinen Folgengliedern gleich bleiben. Ich
kann nur verändern, welche Folgenglieder ich nehme.“ Etwas später (59:06) sagt
er, dass er die folgende Idee für unwahrscheinlich hält, weil sie sehr aufwändig
ist und sehr lange dauern würde (Voraussicht): Er beschreibt ein Verfahren, bei
dem zunächst alle Summanden gleich an

k abgeschätzt werden und nach und nach
einzelne Summanden, beginnend beim ersten wieder durch den ursprünglichen
Summanden (in dem Fall durch an

1 ) ersetzt werden. Bei 60:09 fragt er den Inter-
viewer nach einem Tipp, woraufhin dieser immer stärker in den Prozess eingreift,
da er der Meinung war, dass die neuen Ideen weiter vom Ziel wegführen und der
Bearbeitungsprozess nach über einer Stunde zu einem für Niklas befriedigenden
Abschluss geführt werden sollte. Die Beschreibung des Prozesses endet deswe-
gen hier.

Die in dieser letzten Exploration entstehenden Ideen sind weniger zielführend
als das, was vorher im Prozess passiert. Teilweise ist auch kaum nachvollzieh-
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bar, worauf genau Niklas hinaus will. Man hat das Gefühl, er hätte sein Pulver
verschossen und klammert sich gegen Ende des Prozesses an Strohhalme. Aller-
dings zeigt er gute Voraussicht bei der Einschätzung dieser Ideen. Erstaunlich
ist nach wie vor, dass er nicht auf die Idee kommt, alle bis auf den letzten Sum-
manden wegzulassen, zumal er das Prinzip einer ähnlichen Aufgabe ja bei 55:09
anwendet und dies nur noch für den Ansatz in 46:07 machen müsste.

5.5.2 Schoenfeld-Episoden

Ein Punkt, der gleich ins Auge fällt, weil er am Anfang der Prozesse steht, dem aber
deswegen nicht zu viel Bedeutung zugemessen werden sollte, ist der, dass alle Pro-
zesse entweder mit Reading oder mit Analysis beginnen. Der einzige Unterschied ist,
dass bei letzteren Prozessen die Aufgabe nicht erst komplett gelesen wird, sondern
bereits beim Lesen analysiert bzw. systematisiert wird.

So schreibt beispielsweise Jan bei seiner Bearbeitung der Rangaufgabe Schritt
für Schritt die einzelnen Teile der Aufgabenstellung mit eigenen Formulierungen
nieder (vgl. Abb. 5.13).

Abbildung 5.13 Jans Zusammenfassung der Aufgabenstellung
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Dass hierbei bereits eine Analysetätigkeit erfolgt, lässt sich daran festmachen,
dass er die Aufgabe nicht wörtlich abschreibt (Die genaue Formulierung dieser
Aufgabe 5 findet sich zum Vergleich in Anhang D), sondern paraphrasiert, bevor
er weiterliest, falsche Indizes korrigiert, vor allem aber daran, dass er die Matrizen
A, A1 und A2 konkret aufschreibt, bevor er sich der Behauptung (der eigentlichen
Rangungleichung) zuwendet.

Auch Julia gibt bei Ihrer ersten Bearbeitung (Grenzwert L) die Aufgabe direkt mit
eigenen Worten wieder. Wenngleich sie keine eigenen Formulierungen aufschreibt,
wird durch die Paraphrasierung deutlich, dass sie bereits in die Analyse eingestiegen
ist.

Da Aufgaben im universitären Kontext in der Regel keine redundanten Informa-
tionen geben, kann dieses Vorgehen durchaus sinnvoll sein und sogar als ein Zeichen
strukturierten Vorgehens gesehen werden12. Bei Aufgaben im schulischen Kontext
(z. B. Sachaufgaben) ist es im Gegensatz dazu in der Regel aber ratsam, zunächst die
Aufgabe komplett zu lesen, um wichtige von unwichtigen Informationen trennen.

Welche weiteren Informationen kann man aus den Episoden herauslesen? Ein
Verhalten, das Schoenfeld bei seinen Betrachtungen von Problembearbeitungspro-
zessen hervorhebt, bezeichnet er als Wild Goose Chase. Hiermit meint er solche
Prozesse, in denen „[...] students picked a solution direction, and then pursued that
approach until they ran out of time“ (Schoenfeld, 1992, S. 195). Es wird also eine
Richtung eingeschlagen, die dann ohne wesentliche metakognitive Steuerung bei-
behalten wird. Im Hinblick auf die Episoden benennt er diejenigen Prozesse als
Wild Goose Chases, die nur die Episoden Reading und Exploration enthalten. Rott
ordnet dieser Kategorie auch solche Prozesse zu, die zusätzlich Analysis enthal-
ten und merkt an, dass auch in den von Schoenfeld als Beispiel für Wild Goose
Chases genannten Prozessen eigentlich eine kurze Analyse kodiert werden müsste
(Rott, 2013, S. 302). Mit anderen Worten: Alle Prozesse, die weder Planung und
Implementation, noch Verifikation enthalten, gelten als Wild Goose Chases.

Bei den in der vorliegenden Arbeit betrachteten Prozessen ist allerdings das
von Schoenfeld beschriebene Verhalten so nicht aufgetaucht: Meistens wurden im
Prozess mehrere Ansätze durchdacht. Bei erfolglosen Bearbeitungen war nicht das
Problem, dass ein Ansatz zu lange verfolgt wurde, sondern dass gar nicht erst einer

12 Man könnte hier positive Auswirkungen auf die Lösungsqualität oder Verbindungen zum
Grad der metakognitiven Aktivitäten (da letztere auch mit Strukturierung der eigenen Bearbei-
tung zu tun haben) vermuten. Anhand der beiden betrachteten Prozesse lassen sich allerdings
keine Aussagen treffen.
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gefunden wurde. Hierfür kann es mehrere Gründe geben. Zum einen sind die hier
betrachteten Aufgaben stärker begrifflich als rechnerisch geprägt. Es gibt also wenig
bis keine Möglichkeiten, sich im Berechnen wenig hilfreicher Werte zu verlieren13.
Zum anderen waren die Prozesse, die Schoenfeld (1992) beobachtet hat, durch
die Aufnahmetechnik zeitlich auf etwa 20 Minuten beschränkt. Da dies bei unseren
Prozessen nicht der Fall war, konnte die Zeit auch nicht ablaufen. Die Bearbeitungen
wurden erst dann von den Studierenden selbst beendet, wenn sie keine Ideen bzw.
keine Energie mehr hatten. So war die Möglichkeit, mehrere Ansätze durchzuspielen
stärker gegeben. Auf Momente, in denen eine besser metakognitive Steuerung Zeit
erspart hätte, wird in Abschnitt 5.5.6 genauer eingegangen.

Trotzdem scheinen die Prozesse, die Planung und Implementation enthalten, eine
Sonderstellung einzunehmen. Es ergibt sich die

Frage 1: Wie wirkt sich das Vorhandensein der Episoden Planning und implemen-
tation auf die Lösungsqualität der Bearbeitung aus?

Ein Blick auf die Übersichtstabelle lässt einen positiven Effekt vermuten, haben
doch, mit einer Ausnahme (Jan 1), diese Prozesse mindestens Lösungsqualität 2 und
alle anderen eine geringere. An dieser Stelle ist allerdings Vorsicht geboten. Ein Zitat
aus dem Kodiermanual besagt zur Episode Implementation (vgl. Abschnitt 5.3.1):
„Gibt es bei der Durchführung noch Unsicherheiten bzw. ist an einigen Stellen
noch nicht klar, wie es weiter geht, wird Exploration kodiert“. Das kann bedeuten,
dass bei erfolglosen Bearbeitungen (niedrige Lösungsqualität) eher Exploration
kodiert wird, auch wenn ein Back vorhanden ist und umgekehrt bei erfolgreichen,
bei denen zumindest ein Teil ohne Unsicherheiten abgelaufen ist, eher Planning und
Implementation. Genau das zeigt sich auch beim einzigen Prozesses, der Planung,
aber keine Implementation enthält (Manuel 1).

Zur qualitativen Beantwortung dieser Frage wird im Folgenden genauer auf die
entsprechenden Stellen (teils durch ausführliche Analysen, teils durch Zusammen-
fassungen) in ausgewählten Prozessen, beginnend mit Jans Bearbeitung der Aufgabe
zur Rangungleichung (siehe Anhang D) geschaut. Dieser Prozess nimmt insofern

13 Zum Teil geschieht das in Maliks Bearbeitung der Quetschlemma-Aufgabe, auf die in
Abschnitt 5.5.5 genauer eingegangen wird. Er kommt aber durch einen Wechsel des Ansatzes
schließlich doch recht schnell zum Ziel. Auch Jan beschäftigt sich bei seiner Bearbeitung der
Aufgabe zur konstanten Funktion sehr lange mit einem nicht-zielführenden Ansatz. Dieser
Prozess liegt noch am nächsten an einer Wild Goose Chase (und das, obwohl er Planung und
Implementation enthält! – Vgl. hierzu Abschnitt 5.5.6). Grundsätzlich denkbar ist eine lange
Rechnung auch bei der Aufgabe zur linearen Unabhängigkeit, die Andreas bearbeitet.
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eine Sonderstellung ein, dass er der einzige ist, bei dem direkt auf die Analyse eine
Planung folgt, was darauf hindeutet, dass der Proband von vornherein eine Idee hat,
wie die Aufgabe zu lösen ist.

Planning (04:25–05:12)
Jan sagt (04:25): „Entweder: Wenn ich jetzt hier (zeigt auf die Matrix A – vgl.
Abbildung 5.13) n unabhängige Zeilen und Spalten habe und angenommen die
beiden (zeigt auf zwei Zeilen der Matrix A) wären linear abhängig, dann wären
sie hier (zeigt auf die Matrizen A1 und A2) in unterschiedlichen Matrizen und
würden sich dementsprechend aufaddieren, so dass das hier (zeigt auf die rechte
Seite der Rangungleichung) mehr wäre.“ Dann (04:50) spricht er noch den Spezi-
alfall an, dass alle Zeilen der Matrix A linear unabhängig sind, woraus folgt, dass
die Matrizen A1 und A2 ebenfalls nur aus linear unabhängigen Zeilen bestehen.

Voraussetzung (Fachwissen) für Jans Vorgehen ist die Vorstellung des Rangs
einer Matrix als Anzahl ihrer linear unabhängigen Zeilen (bzw. Spalten). Wenn-
gleich seine mündlichen Äußerungen formal nicht perfekt sind (zwei linear
abhängige Zeilen in A müssen sich nicht in jedem Fall auf A1 und A2 auf-
teilen) lassen sie doch erkennen, dass eine informelle Grundidee zur Lösung der
Aufgabe vorhanden ist. Zwar ist an dieser Stelle noch nicht klar, ob ein Plan zur
formalen Umsetzung dieser Idee vorhanden ist, dies wird aber in der folgenden
Episode deutlich.

Implementation (05:12–09:13)
Jan betrachtet zunächst (05:12) den Spezialfall, dass alle Zeilen linear unabhän-
gig sind. Hierzu schreibt er seine Überlegungen auf (Abbildung 5.14).Bei 08:40
äußert er, dass er ein „Problem bei den Spalten“ hat, welches er aber nicht in
Worte fassen kann und auf das er nicht weiter eingeht.

Das Problem mit den Spalten, das Jan anspricht, liegt vermutlich darin, dass
wenn A mehr Spalten als Zeilen hat, die Überlegungen nicht funktionieren. In
dem Fall könnten aber nicht alle Zeilen linear unabhängig sein, womit er sich
nicht mehr im Spezialfall befände. Mit dieser Überlegung hätte Jan es sich etwas
einfacher machen können. Trotz kleiner Unsicherheiten (die Anzahl der Zeilen
von A2 muss m − r sein), gelingt die Umsetzung des Plans für den Spezialfall
aber befriedigend.
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Abbildung 5.14 Jans Überlegungen zum vollen Rang

Exploation (09:13–11:11)
Jan stellt fest (09:13), dass er jetzt nur noch untersuchen muss, was passiert, wenn
A „nicht vollen Rang besitzt.“ Hierzu schaut er ins Skript (09:54–10:30), was ihn
daran erinnert (10:19), dass sich der Rang einer Matrix nicht durch Anwenden
des Gauss-Verfahrens verändert. Diese Erkenntnis kommentiert er aber mit „Das
bringt mir aber nicht viel (10:35 – Voraussicht).“

Es wird deutlich, dass Jan hier noch keinen genauen Plan verfolgt, was sich auch
darin zeigt, dass er zur weiteren Ideenfindung auf das Skript zurückgreift.

In der folgenden Implementation (11:11–12:50) geht er wieder auf den vorher
betrachteten Spezialfall zurück, wobei er sein bisheriges Vorgehen noch etwas
sauberer mündlich zusammenfasst. Später im Prozess kommt er in einer weite-
ren Planning-Phase (15:45–16:12) auf seine ursprüngliche Idee zurück, dass sich
linear abhängige Zeilen in A auf A1 und A2 aufteilen können. Es gelingt ihm leider
nur teilweise, diesen Plan umzusetzen. Am Ende der Implementation (16:12–20:14)
steht zumindest die Aussage „Jede linear unabhängige Zeile in A muss zwangsläufig
linear unabhängig in A1 bzw. A2 sein.“ Der Rest des Prozesses (bis 32:01) hat wie-
der explorativen Charakter, wobei es Jan nicht gelingt, die bisherigen Erkenntnisse
auf die Rangungleichung zu übertragen. Man hat gesehen, dass hier von vornherein
ein Plan vorlag (informell hat Jan direkt sehr gut verstanden, warum die Aussage
gilt). So konnte zumindest ein Spezialfall bewiesen werden und auch zum Beweis
der allgemeinen Aussage hat nicht viel gefehlt.
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Dass informelles Verständnis der Aufgabe nicht unbedingt dafür ausreicht, dass
Planning kodiert wird (und dass ein wesentlicher Lösungsfortschritt erzielt wird),
zeigt Julias Bearbeitung der Aufgabe zur Monotonie (Siehe Anhang D). Nachdem
sie sich ein Koordinatensystem aufgezeichnet hat, sagt sie: „Jeder Wert auf meiner
y-Achse wird nur einmal getroffen, weil’s ja injektiv ist und dann kann ich auch
dazwischen keinen Graphen haben, der irgendwie so hin- und hertanzt (11:13)“
und zeichnet einen nicht-monotonen stetigen Graphen ein. Außerdem äußert sie die
Vermutung, dass „das irgendwie mit dem Zwischenwertsatz zu zeigen sein wird
(11:36).“ Da sie aber keine Idee hat, wie genau der ZWS hier angewendet wer-
den kann, wurde hier zwar eine metakognitive Planungsaktivität kodiert, nicht aber
die Episode Planning. Bei (12:01) benennt sie noch die Schwierigkeit, dass der
ZWS nur für kompakte Intervalle gilt, während in der Aufgabe von einem belie-
bigen Intervall die Rede ist. Später (14:12) merkt sie an, dass alle in der Aufgabe
vorkommenden Begriffe auch im ZWS und dessen Beweis vorkommen, was ihre
Vermutung stärkt, dass dieser herangezogen werden muss. Nach einiger Zeit, in der
sie keine Fortschritte gemacht hat, sagt sie, dass sie die Aufgabe nicht lösen kann
(16:19), obwohl sie sieht, „dass das hier (zeigt auf den ZWS im Skript) alles drin
steckt und ich sehe, dass ich mich damit der Aufgabe nähern könnte, aber keine
Idee, wie ich das mathematisch aufschreiben muss. Ich hab auch noch nichtmals ne
Idee, wie ich mir graphisch den Beweis überlegen soll.“ Etwas später (18:54) bricht
sie die Bearbeitung ab. Hier wurde das Grundprinzip der Aufgabe zwar verstanden,
aber kein Plan gefunden, diese formal oder graphisch zu beweisen, weswegen keine
Planning-Episode kodiert wurde.

Ein Beispiel, bei dem Planung und Implementation, zumindest zu einem Teilziel
geführt hat, wurde weiter oben bereits betrachtet (113 ff.). Niklas hat hier mit Hilfe
von Abschätzungen und dem Quetschlemma ein Intervall gefunden, in dem sich der
Grenzwert befinden muss. Eine kleine Korrektur der Abschätzung hätte bereits zur
Lösung geführt.

Bei einer weiteren Bearbeitung von Jan, diesmal zur Fixpunkt-Aufgabe (siehe
Anhang D), zeigt sich, dass Planning und Implementation nicht zwingend zielfüh-
rend sein muss, in diesem Fall, weil bereits der Plan fehlerhaft ist. Jan „wählt“
(15:40) für den gesuchten Fixpunkt m := f −n(m) und zeigt in der Folge, dass
dann, wie gefordert f n(m) = m ist. Hierbei geht er sehr planvoll vor und zeigt
sogar, dass die bijektiven Funktionen mit der Verknüpfung eine Gruppe sind. Nach-
dem er damit fertig ist, glaubt er die Aufgabe gelöst zu haben. Leider liegt hier aber
ein Zirkelschluss vor, denn ein m, für das m = f −n(m) ist, gibt es nur (genau) dann,
wenn f n(m) = m ist. Das ist aber gerade zu zeigen.

Die Bearbeitung der Aufgabe zum Grenzwert von Quotient und Wurzel (siehe
Abschnitt 5.2.3) von Manuel stellt ein Beispiel dafür, dass einer Planning-Phase



5.5 Ergebnisse der qualitativen Erhebung 127

nicht zwingend eine Implementation folgen muss. Nachdem er vermeintlich gezeigt
hat, dass L = 1 sein muss (das gilt nur, wenn die Folge an konvergiert), fasst er
folgenden Plan:

Planning (33:09–33:45)
Er sagt: „Wenn ich grad bewiesen habe, dass L = 1 ist, muss ich doch einfach
nur zeigen, dass – egal was für ne Folge – davon die n-te Wurzel, dass das auch
gegen 1 konvergiert (33:09)“ und „Ich zeig das erstmal für ne beliebige Zahl:
n-te Wurzel von c (33:27).“

Anschließend schreibt er sauber auf, was er zeigen möchte, evaluiert den Ansatz
dann aber mit den Worten „Das [die n-te Wurzel von c] konvergiert nicht gegen 1,
das konvergiert gegen 0“ und verwirft diesen.

Zusammenfassend kann bezüglich der Frage 1 gesagt werden, dass bei den von
uns analysierten Prozessen die Existenz einer Planning-Episode dann zum Errei-
chen eines Teilziels geführt hat, wenn der Plan (a) nicht fehlerhaft war und (b)
auch tatsächlich implementiert wurde. Andererseits haben Prozesse ohne Planning
allesamt niedrige Lösungsqualität (L0 oder L1). Wie aber bereits weiter oben ange-
merkt wurde, könnte dieses Ergebnis mit der Tendenz zusammenhängen, erfolgrei-
che Aktivitäten eher als geplant zu kodieren als erfolglose.

Außerdem fällt bei Betrachtung der Prozesse auf, dass eine lang andauernde
Analysis-Episode ein Hinweis darauf sein könnte, dass der jeweilige Bearbeiter
Verständnisschwierigkeiten aufgrund mangelnden Vorwissens haben könnte. Dem
wird in Abschnitt 5.5.5 weiter nachgegangen.

Interessant ist auch, dass keiner der Prozesse mit Planung und Implementation
von vornherein das Skript zur Ideenfindung verwendet hat (U3a). Hierauf wird in
Abschnitt 5.5.3 eingegangen.

Zuletzt sei erwähnt, dass bei keiner der Bearbeitungen eine Episode der Veri-
fication kodiert wurde. Es ist durchaus denkbar, dass das Setting der Interviews
darauf Einfluss hatte. Da der Interviewer im Raum saß und den Probanden klar
war, dass nach der Bearbeitung noch über die Aufgabe gesprochen wurde, sahen
sie möglicherweise keine Notwendigkeit, das Ergebnis noch zu verifizieren.

5.5.3 Umgangmit dem Skript

Frage 2: Welchen Einfluss hat der Umgang mit dem Skript auf die Bearbeitungs-
qualität des Prozesses?
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Wie bereits erwähnt, scheint planvolles Vorgehen mit Ideenfindung ohne Hilfe des
Skriptes einherzugehen. Außerdem sieht man, dass diejenigen Probanden, die sich
von Anfang an sehr stark am Skript orientieren (U3a), nur eine Lösungsqualität
von 0 oder 1 erreichen. Nun wird es wahrscheinlich nicht so sein, dass man diesen
Studierenden nur das Skript wegnehmen muss, damit sie erfolgreicher werden.
Es scheint aber so zu sein, dass Probanden, die sich so gut mit den fachlichen
Zusammenhängen des Problems auskennen, dass sie nicht oder nur wenig auf das
Skript zurückgreifen müssen, zielführendere Prozesse durchlaufen.

Aufgrund der geringen Zahl der betrachteten Prozesse, lässt sich keine quan-
titative Aussage treffen. Es ist allerdings möglich, die Ideen, die mit Hilfe des
Skriptes entstanden sind, genauer zu betrachten und deren Nutzen einzuschätzen.
In Abschnitt 5.5.5 werden außerdem die Ideen, die entscheidend zur erfolgreichen
Problembearbeitung beigetragen haben, unter die Lupe genommen. Ohne zu viel
vorwegnehmen zu wollen, kann an dieser Stelle bereits gesagt werden, dass keine
davon aus Arbeit mit dem Skript oder anderen externen Ressourcen entstanden ist.

Die Interpretation der Arbeit mit dem Skript hat sich in der Praxis als schwie-
rig erwiesen, da die Probanden trotz lauten Denkens die betrachteten Ausschnitte
meistens nicht vorlesen. Dadurch ist nicht immer ganz klar, welche Stelle der aufge-
schlagenen Seite sie sich gerade anschauen. Daher werden im Folgenden nur wenige
Beispiele betrachtet, bei denen bestimmte Schlagworte aus dem Skript genannt wur-
den, wohlwissend, dass es sich hierbei bereits um Stellen handelt, die die Proban-
den aus verschiedensten Gründen bereits für erwähnenswert hielten. Es wurde also
durchaus eine Vorauswahl getroffen.

Zunächst gibt es zwei Beispiele, bei denen Skriptausschnitte möglicherweise für
Verwirrung bzw. eine falsche Vorstellung eines Begriffes gesorgt haben.

Zum einen stößt Patrick bei seiner Bearbeitung der Aufgabe zur Umkehrung
der Grenzwertsätze (siehe Anhang D) direkt zu Beginn (02:08) auf den Begriff der
bestimmten Divergenz14. Im weiteren Verlauf äußert er immer wieder, dass eine
divergente Folge gegen unendlich läuft. Besonders deutlich wird, dass er sich auf
das Skript bezieht, als er sagt: „Jetzt weiß ich aus der Divergenz, dass xn > c sein
muss, um divergent zu sein (16:57).“ Den Fall der unbestimmten Divergenz hat er
offenbar zu diesem Zeitpunkt (und wahrscheinlich auch zu allen anderen) nicht auf
dem Schirm.

Während sich Patricks Überlegungen ungewollt auf einen Spezialfall konzentrie-
ren, führt bei Jonas (Aufgabe Quetschlemma – vgl. Abschnitt 5.2.1) eine Fehlin-

14 Die Stelle im Skript lautet wörtlich: „Eine Folge {xn}n ⊂ IR heißt bestimmt divergent gegen
+∞ (bzw. gegen −∞), wenn zu jedem c ∈ IR ein N ∈ IR existiert, so dass xn > c (bzw.
xn < c) für alle n ≥ N .“
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terpretation zu falschen Vorstellungen, die den Problembearbeitungsprozess massiv
behindern. Auch er liest zu Beginn (02:06) eine Definition („Eine Folge {xn}n ⊂ IR
nennen wir konvergent gegen α ∈ IR, wenn {xn − α}n eine Nullfolge ist“). Später
im Prozess (19:57) schreibt er auf: „an, bn, cn Nullfolgen.“ Hier wurde offenbar die
richtige (wenngleich etwas ungewöhnlich formulierte) Information aus dem Skript
falsch verstanden.

Weder Jonas noch Patrick konnten Lösungsfortschritt erzielen, was sicherlich
nicht nur an ihrem Umgang mit dem Skript lag. Es zeigt sich jedoch, dass gerade
Studierende, die bereits unsicher (und deswegen vielleicht auf die Hilfe des Skrip-
tes angewiesen) sind, auch Schwierigkeiten haben, Informationen aus dem Skript
sinnvoll einzuordnen und zu verwerten.

Weitere Begriffe, die bei vielen Prozessen zur Konvergenz aus dem Skript heraus
genannt werden, aber bei der Bearbeitung der entsprechenden Aufgaben (Umkeh-
rung der Grenzwertsätze, Quetschlemma, n-te Wurzel und Grenzwert von Quotient
und Wurzel), zumindest bei üblichen Lösungswegen, keine Hilfe sind, sind die Teil-
folge und die Intervallschachtelung. In den meisten Fällen werden diese Begriffe
nur benannt und eine wirkliche Arbeit mit diesen Ideen ist nicht zu erkennen. Ob
das daran liegt, dass metakognitive Kontrollentscheidungen (vgl. Abschnitt 5.5.6)
getroffen wurden oder ob die Probanden einfach keinen Weg gefunden haben, hier-
mit umzugehen, ist meist nicht ersichtlich. Für die zweite Variante würde die eben
aufgestellte These, dass Studierende, die viel mit dem Skript arbeiten eher unsicher
im Umgang mit den Begriffen, Zusammenhängen und Verfahren sind. Exempla-
risch soll im Folgenden ein Ausschnitt aus einer Exploration-Episode von Manuel
wiedergegeben werden, der die Aufgabe zum Grenzwert von Quotient und Wur-
zel (vgl. Abschnitt 5.2.3) bearbeitet und hierbei auf das Skript zurückgreift. Der
gesamte Prozess dauert 45:37 Minuten, hiervon arbeitet Manuel knapp ein Drittel
(13:23 Minuten) mit dem Skript (vgl. Abbildung 5.15).

Bevor er das erste Mal zum Skript greift (07:52), hat Manuel sich ohne große
Fortschritte auf die Untersuchung der Quotientenfolge konzentriert und scheint hier
auch fortfahren zu wollen. Nach kurzem Lesen verweist er (08:19) auf eine Stelle
im Skript (eine Folgerung aus den Grenzwertsätzen, die besagt: „Es gelte an → a
und bn → b bei n → ∞ mit b �= 0. Dann gibt es ein n0 ∈ IN sodass bn �= 0 für

alle n ≥ n0 ; ferner konvergiert die Folge
(

an
bn

)

n≥n0
gegen a

b“ und folgert daraus

(08:46): „Dann wäre L = lim(an+1)
lim(an)

“ und fügt hinzu: „Theoretisch sollte an+1 = an

sein – ja, zumindest der Grenzwert sollte derselbe sein (08:55)“ (beides gilt nur,
wenn an konvergiert). Wenig später (09:32) stellt Manuel fest: „Wenn ich beweisen
kann, dass die dieselben sind, ergibt sich für L , dass es gleich 1 ist.“ Sein Ziel ist
also zunächst, zu zeigen, dass „der Limes von an+1 […] der gleiche ist von Limes an



130 5 Aufgabenbasierte Interviews

Abbildung 5.15 Episoden Manuel

(10:11).“ Nach weiterem stummen Blättern im Skript sagt er: „Vielleicht könnte ich
ja an+1 als konvergente Teilfolge15 von an aufschreiben (11:42)“ und etwas später:
„Dann müsste ich jetzt, glaube ich, Intervallschachtelung machen (12:04).“ Etwas
weiter unten im Skript wird der Auswahlsatz, der besagt, dass jede beschränkte
Folge eine konvergente Teilfolge besitzt, mit Hilfe des Intervallhalbierungsverfah-
rens, bei dem ein durch die Beschränkung der Folge vorgegebenenes Intervall immer
wieder halbiert wird, wobei in mindestens einer Hälfte unendlich viele Folgenglie-
der liegen müssen, bewiesen. Diesen schaut er sich ab (12:26) laut eigener Aussage
etwas ausführlicher an. Bei (13:09) äußert er noch Bedenken (Voraussicht): „Inter-
vallschachtelung – Ich weiß nicht, ob ich das für so ne allgemeine Folge machen
kann. Ich muss ja immer das Intervall nehmen, was unendlich viele Punkte in sich
hat“, sagt aber schließlich (13:36): „Ich glaube, ich kann das machen.“ Bei (14:04)

15 Auf der Seite, die er gerade aufgeschlagen hat, steht die Definition einer Teilfolge: „Eine
Folge (bp)p∈IN heißt „Teilfolge“ der Folge (an)p∈IN, falls es eine Zuordnung p → n p ∈ IN,
wobei p ∈ IN, gibt, mit n1 < n2 < · · · < n p < n − p + 1 < · · · , sodass bp := an p für alle
p ∈ IN gilt.“
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löst er sich vom Skript und überlegt, wie er das Startintervall wählen soll. Schließ-
lich (14:36) schreibt er, dass er I1 = [0; L

lim(an+1)
] wählt und blättert anschließend

(14:46) wieder im Skript, bis er sagt: „Das muss ich, glaub ich, gar nicht machen.
Ich glaube, das gilt einfach, dass an+1 = an ist – also zumindest, dass sie gegen
denselben Grenzwert konvergieren (15:13)“ und seine Versuche, dies zu beweisen,
abbricht.

Hier sieht man zunächst, dass Manuel nach Betrachten der Grenzwertsätze
fälschlicherweise vermutet, dass L = 1 sein muss. Ob er hierbei direkt vom Skript
auf diese falsche Fährte gebracht wurde, ist fraglich, da er bereits vor dem hier
wiedergegebenen Abschnitt die Grenzwertsätze erwähnt. Etwas später bringt ihn
das Skript auf die Idee, an+1 als Teilfolge von an zu betrachten. Je nach Definition
des Begriffes kann das möglich sein. So wie die Definition im Skript steht (vgl.
Fußnote), ginge es tatsächlich mit Hilfe der Zuordnung p → p − 1. Daraus würde
direkt folgen, dass die Folgen (falls vorhanden) denselben Grenzwert haben müssen.
Diese Zuordnung sucht Manuel aber nicht, weil er (vermutlich durch den folgenden
Beweis des Auswahlsatzes) auf die Idee gebracht wird, eine Intervallschachtelung
anzuwenden. Zwar zweifelt er bei (13:09) kurz daran (ob sein Zögern darauf zurück-
zuführen ist, dass eine Intervallschachtelung nur bei beschränkten Folgen sinnvoll
ist oder ob er nur nicht weiß, wie er eine solche umsetzen soll, wird nicht klar),
versucht aber noch einige Zeit, sein Zwischenziel auf diese Weise zu erreichen.
Diese Versuche bricht er aber nach einiger Zeit ab. Hier sieht man, wie das Skript
Ideen evozieren kann, die kaum oder nur mit großem Aufwand zu realisieren sind
(man könnte sicherlich beweisen, dass [0; L

lim(an+1)
+ ε] für ein geeignetes ε unend-

lich viele Folgenglieder von an enthält) und dabei Zeit und kognitive Kapazitäten
beanspruchen. Manuels Ziel, zu zeigen, dass an und an+1, wenn sie konvergieren,
denselben Grenzwert haben, lässt sich vergleichsweise schnell über die Definition
der Konvergenz zeigen.

Auch Julia arbeitet bei derselben Aufgabe (vgl. Abschnitt 5.2.3) recht lange mit
dem Skript (20:18 von insgesamt 40:44 Minuten). Diese Arbeit soll im Folgenden
kurz zusammengefasst werden (vgl. auch 5.16): In der ersten Hälfte der Bearbeitung
geht sie das Kapitel zur Konvergenz im Skript Schritt für Schritt (von 01:29 bis 03:56,
05:45 bis 07:21 und von 08:04 bis 10:39) durch. Unter anderem stößt sie auf die
Grenzwertsätze (02:16), die sie zu der Fehlannahme (oder wohlwollend betrachtet
zum Spezialfall) führen, dass L = 1 ist. Hierbei entdeckt sie (09:11) in einem
Beweis aus dem Skript (im Gegensatz zu Manuel) auch die Bemerkung, dass „mit
an → a auch an+1 → a bei n → ∞ gilt.“ Später zieht sie auch das Internet zu Rate
(30:19 bis 32:20), wobei hier nicht klar wird, was genau sie sich anschaut (einer
vorherigen Bemerkung zufolge, sucht sie vermutlich nach hilfreichen Beispielen
von Folgen). Von 33:39 bis zum Ende arbeitet sie wieder mit dem Skript. Hierbei
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Abbildung 5.16 Episoden Julia

kommt sie auf die Idee: „Es geht um die Monotonie der Konvergenz (34:05)“ und
schlägt anschließend (!) die Stelle im Skript auf, an der der Satz zur Monotonen
Konvergenz (monotone und beschränkte Folgen sind konvergent) und dessen Beweis
steht. Fast bis zum Ende des Prozesses beschäftigt sie sich mit dem Begriff der
Monotonie (sowie der Beschränktheit), zunächst mit Hilfe des Skriptes, dann (ca.
ab 37:00) mit Hilfe des Internets. Als Abschlussbemerkung (40:29) sagt sie „Das
Prinzip der Intervallschachtelung habe ich ja noch nicht so richtig nachgearbeitet,
aber ich würde jetzt versuchen, darüber irgendwie weiterzukommen.“

Es zeigen sich hier ähnliche Tendenzen, wie bei Manuel. Vor allem im letzten
Teil (ab 33:39) verfolgt Julia eine Idee, die (zumindest mit einfachen Mitteln) nicht
zielführend sein kann. Zwar ist auch hier die Idee nicht völlig abwegig16, letztlich
aber wenig hilfreich. Trotzdem wird sie gut sechs Minuten verfolgt, ohne sie einer
kritischen Prüfung zu unterziehen. Interessant ist hier die Frage, wie Julia auf diese
Idee gekommen ist, da sie erst nach deren Äußerung auf die entsprechende Stelle im

16 Durch die Konvergenz des Quotienten gegen L könnte man auf die Idee kommen, dass an
monoton (steigend oder fallend) ist. Dass dies nicht stimmt, zeigt das Gegenbeispiel an =
(−1)n .
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Skript zurückgreift. Da sie aber sehr gezielt diese Seite aufschlägt, ist zu vermuten,
dass sie sich daran aus dem ersten Durcharbeiten des Skriptes erinnert (sie hat auch
bei (07:07) den entspechenden Satz erwähnt). Das würde bedeuten, dass auch hier
das Skript die Ideenfindung stark beeinflusst hat, auch in dem Fall eher negativ.

Bei Ihrer zweiten Aufgabenbearbeitung (Aufgabe Monotonie – vgl. Anhang D)
zeigt Julia schon geschickteren Umgang mit dem Skript. Die Teile des Prozesses, in
denen hiermit gearbeitet wird, sollen als Beispiel komplett wiedergegeben werden.
Insgesamt wird das Skript in 07:43 von 18:54 Minuten verwendet.

Nachdem Julia eine Kurzform der Definition der Stetigkeit aufgeschrieben hat
(5.17 oben), kommt das Skript zum ersten Mal von (03:25) bis (06:56) zum Einsatz.
Relativ schnell (04:00) fällt Julia die Definition einer monotonen Funktion auf, die
sie auch, paraphrasiert, auf den Aufgabenzettel überträgt und markiert, indem sie
einen Kasten darum zieht (5.17 unten). Das dauert bis (05:58). Bei (06:04) sagt
sie: „Stetigkeit habe ich ja eigentlich schon aufgeschrieben“, während sie weiter im
Skript blättert (und nicht auf einer Seite ist, in der Stetigkeit definiert oder charak-
terisiert wird). Bei (06:24) paraphrasiert sie den Satz von Weierstraß: „Weierstraß
sagt, dass wenn das Intervall kompakt wäre und stetig, dann habe ich mindestens
ein Minimum oder Maximum, dann wäre es ja nicht monoton.“ In dieser Aussage
sieht sie einen Widerspruch zur Aufgabenstellung, über den sie in der Folge (im
Wesentlichen ohne Verwendung des Skripts) nachdenkt. Hierbei hinterfragt sie ihre
Vorstellung von Monotonie („Was bedeutet denn Monotonie (07:58)?“) und artiku-
liert (08:23), dass ein Gipfel dafür sorgen würde, dass die Funktion nicht monoton
ist17. Schließlich (08:33) entscheidet sie mit den Worten „Naja, ich geh jetzt mal
weiter“, diesen scheinbaren Widerspruch nicht genauer zu untersuchen und blättert
wieder im Skript. Bei (08:44) zeigt sie auf die Definition der Stetigkeit und sagt:
„Das habe ich schon aufgeschrieben.“ Leise nennt sie Schlagwörter, die markieren,
an welcher Stelle im Skript sie sich befindet (hierbei geht sie offenbar das Unterka-
pitel Funktionen und Stetigkeit der Reihe nach durch): „Alternative Definition von
Stetigkeit (08:56)“ (gemeint ist Stetigkeit im IRm), „Beispiele (09:01)“ (stetiger
und unstetiger Funktionen), „Folgenkriterium (09:05)“, bevor sie sich wieder vom
Skript abwendet (09:22). In den folgenden Minuten wird deutlich, dass Julia (mit
Hilfe einer Skizze) die Aufgabe informell verstanden hat (vgl. S. 125). Sie Äußert
sogar einen Plan: „Und wenn ich dass hier so aufmale, dann denke ich, dass das
irgendwie mit dem Zwischenwertsatz zu zeigen sein wird (11:36).“ Diesen versucht
sie nun (ab 11:45) wieder mit Hilfe des Skriptes zu verfolgen und schlägt den Zwi-

17 Diese Einschätzung ist völlig richtig. Was Julia übersieht, ist, dass das Maximum (oder
Minimum), das von einer Funktion auf einem kompakten Intervall laut Weierstraß immer
angenommen wird, auch am Rand des Intervalls liegen kann.
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schenwertsatz (11:59) auf. Bei (12:01) sagt sie: „Wobei der Zwischenwertsatz nur
definiert ist für kompakte Intervalle und hier ist ja mein Intervall beliebig.“ Nach
einem weiteren kurzen Blick ins Skript (vermutlich in den Beweis des Zwischen-
wertsatzes), wendet sie sich wieder davon ab (12:39). Unter anderem sagt sie: „Ich
sehe jedenfalls, dass ich all diese Begriffe in der Definition und dem Beweis für den
Zwischenwertsatz auch finde und dass das deshalb damit irgendwie wahrscheinlich
zu beweisen sein wird (14:27).“ Ab (15:48) geht sie weiter den Beweis des Satzes
bis (16:19) durch (hierbei fällt auch wieder der Begriff des Intervallschachtelungs-
prinzips (15:05)). An dieser Stelle ist sie kurz davor, die Bearbeitung abzubrechen,
überlegt aber (zunächst wieder ohne Skript), ob sie zumindest einen „graphischen
(16:42)“ finden kann. Zum Abschluss (17:41 bis 18:40) blättert sie noch etwas im
Skript, bevor sie die Bearbeitung abbricht.

Wenngleich Julia hier zu keinem fertigen Beweis kommt, so zeigt sie doch ein
gezielteres Arbeiten mit dem Skript als noch bei ihrer ersten Bearbeitung. Ebenso
wird (möglicherweise damit zusammenhängend) zumindest informelles Verständ-
nis erreicht. In welchen Punkten unterscheidet sich diese Bearbeitung von anderen,
die viel mit dem Skript arbeiten? Zunächst einmal wird hier nicht mehr, wie vorher,
das Skript von Anfang bis Ende durchgearbeitet, sondern gezielt Stellen heraus-
gesucht, die hilfreich sein könnten. So ist die Definition einer streng monotonen
Folge das Erste, was herausgegriffen wird. Die Stetigkeit wurde vorher schon ohne
Hilfe des Skripts aufgeschrieben, weswegen diese Stelle nicht weiter gesucht wird.
In der Folge wird zwar der (für diese Aufgabe wenig hilfreiche) Satz von Weier-
straß über einen Zeitraum von etwa zwei Minuten aufgegriffen, danach wird aber
bewusst davon Abstand genommen. Hier zeigt sich gute metakognitive Kontrolle

Abbildung 5.17 Julias Niederschrift der wichtigen Definitionen
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des Vorgehens. In der Folge werden (etwa eine Minute lang) verschiedene Skript-
stellen genannt, die ebenfalls bei dieser Aufgabe keine große Hilfe sind, allesamt
aber nur überflogen. Auch das könnte ein Zeichen guter Kontrolle sein. Die nächste
Beschäftigung mit dem Skript folgt aus einem klaren Plan (den Zwischenwertsatz
anzuwenden) und ist damit sehr zielgerichtet. Grundsätzlich ist die Idee auch völlig
richtig, Julia begründet sogar, warum sie diese weiter verfolgt (weil alle Begriffe
der Aufgabe im Zwischenwertsatz vorkommen). Leider scheitert sie aber an der
Umsetzung, was zum einen daran liegt, dass die Aufgabenstellung ein beliebiges
Intervall vorgibt, der Zwischenwertsatz aber nur für kompakte Intervalle gilt (was
die Aufgabe etwas schwieriger macht), möglicherweise aber auch daran, dass sie
sich etwas zu sehr auf den Beweis des Zwischenwertsatzes konzentriert und weniger
auf dessen Anwendung.

Zwar wurden hier nur wenige Prozesse betrachtet, die Erkenntnisse, die sich
durch deren Analyse in Bezug auf Frage 2 gewonnen werden konnten, lassen sich
wie folgt zusammenfassen: Grundsätzlich haben Studierende, die Ideen ohne Hilfe
des Skriptes generieren, haben größere Aussichten auf eine erfolgreiche Problem-
bearbeitung als solche, die auf das Skript angewiesen sind. Arbeit mit dem Skript
kann zu ablenkenden, teilweise sogar abwegigen Ideen führen. Werden diese Ideen
aber einer guten metakognitiven Kontrolle unterzogen, sind Studierende durchaus
in der Lage, sich nicht zu sehr auf diese Ablenkungen einzulassen18. Bei gezielter
Verwendung, wie bei Julias zweitem Prozess zu beobachten war, kann das Skript
aber ein starker Verbündeter werden. Insgesamt scheint ein gutes Vorwissen (vgl.
Abschnitt 5.5.5) zu einer reflektierten Skriptnutzung beitragen zu können.

5.5.4 Heurismeneinsatz

Tabelle 5.2 gibt einen Überblick darüber, in welchen Prozessen welche Heurismen
eingesetzt wurden. Hier steht jede Spalte für einen Heurismus mit der im Kodier-
manual auf S. 100 verwendeten Abkürzung. Die imaginäre Figur wurde in dieser
Tabelle mit der Skizze zusammengefasst.

Frage 3: Ist Heurismeneinsatz aufgabenabhängig?

Die Theorie zu Heurismen (vgl. Abschnitt 2.3.2) sowie die bisherigen Untersu-
chungen von Problembearbeitungsprozessen (z. B. von Rott (2013) und Schoenfeld

18 Genau genommen gilt dies für alle abwegigen Ideen, hier aber ganz besonders.
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(1985)) weisen darauf hin, dass dem so ist. An dieser Stelle soll also bestätigt wer-
den, dass diese Aussage auch im hier betrachteten Kontext zutrifft.

Exemplarisch soll dies an der Aufgabe n-te Wurzel (vgl. Anhang D) gezeigt
werden, die von Niklas (vgl. Abschnitt 5.5.1) und Malik bearbeitet wurde. Beide
betrachten zunächst einen Spezialfall des zu betrachtenden Terms. Interessanter-
weise ist bei den beiden Probanden die Variable, die festgelegt wird unterschiedlich.
Während Niklas (08:12) das zweite Folgenglied betrachtet (also n = 2 setzt), redu-
ziert Malik die Anzahl der Summanden unter der Wurzel zunächst auf drei (02:26),
dann auf zwei (06:05 – er setzt also N = 3 bzw. N = 2)19. Beide versuchen offen-
bar, den Term durch einsetzen von Beispielwerten greifbarer zu machen. Hierbei
zeigt sich Maliks Wahl als hilfreicher, denn er kommt durch das betrachtete Beispiel
schnell auf die (korrekte) Vermutung, dass ein kleiner Summand für n → ∞ „un-
relevant wird (03:52)“ und damit aN der Grenzwert der Folge sein muss. Er beweist
diese Vermutung in der Folge zunächst für den Spezialfall und versucht20 diesen
dann mittels des Induktionsprinzips zu verallgemeinern. Auch dieser Heurismus ist
naheliegend und von der Aufgabe evoziert. Niklas hingegen geht, nachdem er eine
zeitlang mit dem Spezialfall gearbeitet hat, in seinen schriftlichen Aufzeichnungen
kommentarlos wieder vom Spezialfall n = 2 auf ein allgemeines n zurück (ca. bei
20:00). Auch das Nutzen aller Voraussetzungen spielt eine wichtige Rolle. Beide
Probanden gehen erst im Laufe der Prozesse darauf ein, dass 0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ aN ist,
Malik mit den Worten: „Mir fällt grad auf, [. . .] dass ich noch gar nicht verwendet
hab, dass aN größer als a1 sein muss, also wird das auf jeden Fall eine Rolle spielen
(12:16)“ und Niklas, um daraus zu folgern, dass die Quotienten ak

a1
größer gleich

(21:49) bzw. später, dass die Quotienten ak
aN

kleiner gleich Eins sind (39:04). Es ist
klar, dass ohne diese Voraussetzung die Behauptung nicht zutrifft und damit zwin-
gend darauf zurückgegriffen werden muss. Im weiteren Verlauf versuchen beide
das Quetschlemma anzuwenden (Rückführungsprinzip), wobei Niklas damit nur zu
einem Teilerfolg gelangt (vgl. Abschnitt 5.5.1), weil ihm eine geeignete Abschät-
zung nach unten fehlt. Diese Vorgehensweise ist die mit Abstand ökonomischste,
um die Aufgabe zu lösen. Wie man an Maliks Bearbeitung sieht, gibt es zwar auch
andere Lösungswege, die aber deutlich aufwändiger sind. Er selbst kommentiert
zum Abschluss (49:08) seinen Prozess mit den Worten: „Ich hab etwa gerade ne

19 Maliks Aufgabenstellung weicht in der Schreibweise leicht von der in Anhang D darge-
stellten ab: Die Variablen k und n sind bei ihm vertauscht, d. h. n ist der Laufindex der Summe
und k gibt das k-te Folgenglied an. Zur besseren Übersicht wird die Notation hier (auch in
Zitaten) angepasst, so dass dieselbe wie bei Niklas vorliegt.
20 Diesen Versuch, der wahrscheinlich auch erfolgreich gewesen wäre, bricht er ab, weil
ihm eine (vermutlich) schnellere Möglichkeit, nämlich das Anwenden des Quetschlemmas,
einfällt, die er weiter verfolgt.
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Stunde gerechnet und hab die Lösung in zehn Minuten komplett neu berechnet.“ An
diesen Bearbeitungen sieht man, dass das Betrachten eines Spezialfalls, das Nutzen
aller Voraussetzungen und die Rückführung auf das Quetschlemma naheliegende,
ja fast notwendige Heurismen sind. Tabelle 5.2 lässt sich entnehmen, dass es noch
mehr Heurismen gibt, die von beiden Bearbeitern verwendet wurde, allerdings lässt
sich hier kein Zusammenhang mit den Erfordernissen der Aufgabe erkennen. Das
Verfahren von ähnlichen Aufgaben etwa wird an zwei völlig unterschiedlichen Stel-
len verwendet (Niklas überträgt sein Vorgehen von der Abschätzung nach oben auf
die nach unten, während Malik bei der Manipulation eines Bruchterms durch die
größte Folge kürzt, was auf einem vorherigen Übungszettel bereits gemacht wurde).

Andersherum ist der Tabelle 5.2 zu entnehmen, dass es auch Aufgaben gibt,
für die sich bestimmte Heurismen nicht anbieten. Eine qualitative Betrachtung von
Ereignissen, die nicht auftreten, ist kaum zu liefern, allerdings lässt sich deren
Fehlen theoretisch erklären. So wird beispielsweise die Begriffsklärung bei den
Aufgaben, in denen im Wesentlichen Terme manipuliert werden (lin. Unabhg., n-
te Wurzel und Grenzwert L), nicht genutzt. Bei all diesen Aufgaben kommt es
weniger auf den exakten als auf einen geschickten rechnerischen Umgang mit den
grundlegenden Begriffen an. Zwar müssen die Bearbeiter grundsätzlich verstanden
haben, was lineare Unabhängigkeit bzw. Folgenkonvergenz bedeutet, der Hauptteil
der Aufgaben besteht aber darin, eine Gleichung aufzustellen und zu zeigen, dass
die Koeffizienten gleich Null sein müssen (bei der linearen Unabhängigkeit) bzw.
einen Term durch geschickte Abschätzungen und Umformulierungen so zu mani-
pulieren, dass der Grenzwert gefunden und bewiesen wird (bei den beiden anderen
genannten Aufgaben). Hierbei sind weniger Begriffe als Zusammenhänge (wie etwa
das Quetschlemma) hilfreich. Ist ein grundlegendes Begriffsverständnis allerdings
nicht vorhanden, wäre sicherlich eine Klärung notwendig. Das scheint aber bei den
Probanden nicht der Fall gewesen zu sein. Bei denselben Aufgaben wurde (mit Aus-
nahme der Bearbeitung von Manuel, der sich als Beispiel für eine konvergente Folge

die Funktion e
1
x visualisiert) auch keine Skizze angefertigt. Das scheint ebenfalls mit

der formalen Struktur der Aufgaben zusammenzuhängen. Zwar sind hier grundsätz-
lich Skizzen denkbar (etwa um sich lineare Unabhängigkeit oder das Quetschlemma
vor Augen zu führen), bei der Manipulation der Terme aber ebenfalls nicht nahelie-
gend. Ein weiteres Beispiel ist das Anfertigen einer Tabelle, das nur von Jan in Form
einer Matrix Rangungleichung und von Manuel als Auflistung der ersten Glieder
einer Folge Grenzwert von Quotient und Wurzel durchgeführt wurde.

Da, wie bereits in Abschnitt 5.3.4 beschrieben, Kilpatrick (1967) bei seiner,
an die Liste von Pólya (1945) angelehnten Kodierung, unter anderen die Pólya
Frage Did you use all the data? im Nachhinein aus dem Kodiermanual gestrichen
hat, weil ein entsprechendes Verhalten niemals aufgetreten ist, wird der hiermit
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in engem Zusammenhang stehende Heurismus Nutzen aller Voraussetzungen im
Folgenden etwas genauer betrachtet. Im universitären Zusammenhang scheint dieser
sehr wohl eine große Bedeutung zu haben. Aufgabe für Aufgabe (abgesehen von der
Aufgabe zur n-ten Wurzel, die zu Beginn des Abschnittes bereits behandelt wurde)
soll deswegen sein Auftreten und sein möglicher Nutzen untersucht werden (wenn
nicht anders aufgeführt, finden sich die Aufgaben in Anhang D):

Die Behauptung der Aufgabe zur Umkehrung der Grenzwertsätze (Wenn {xn}n

divergent und {yn}n konvergent ist, dann ist {xn yn}n divergent), die zu beweisen
oder widerlegen ist, lässt sich nicht in zwei Voraussetzungen aufteilen, da die Fol-
gerung ({xn yn}n ist divergent) beide Elemente aus der Voraussetzung enthält. Es ist
deswegen nur schwerlich denkbar, diese von einander zu trennen. Außerdem ist die
vorangestellte Voraussetzung, dass es sich bei {xn}n und {yn}n um Folgen handelt,
implizit bereits in der Voraussetzung der Divergenz bzw. Konvergenz enthalten und
kann, so dass diese nicht losgelöst davon betrachtet werden können. Sich bewusst zu
machen, dass alle Voraussetzungen genutzt werden müssen, ist bei dieser Aufgabe
also nicht notwendig.

Die Aufgabe zum Fixpunkt lässt sich allerdings gut in zwei Voraussetzungen
aufteilen: Zum einen ist f eine Abbildung einer (nichtleeren) Menge M auf sich
selbst, zum anderen ist M endlich. Hieraus folgt, dass es ein n < 0 gibt, so dass f n

(mindestens) einen Fixpunkt hat. Die Bearbeitung von Jan scheitert daran, dass er
die zweite Voraussetzung (M ist endlich) gar nicht verwendet. Ein Beweis ist ohne
diese Voraussetzung nicht möglich. Es ist also zwingend notwendig, dass man sich
bei der Bearbeitung bewusst ist, dass man alle Voraussetzungen verwenden muss.

Wenngleich die Aufgabe zur Rangungleichung relativ komplex aussieht, hat sie
im Grunde genommen nur eine Voraussetzung: Wenn eine Matrix (deren Koeffizi-
enten genauer spezifiziert werden) in zwei Teile geteilt wird, so gilt die Rangunglei-
chung. Auch hier kann dieser Heurismus also nicht sinnvoll zum Tragen kommen.

Bei der Aufgabe zur Linearen Unabhängigkeit gibt es (zusätzlich dazu, dass man
sich in einem K -Vektorraum befindet) gleich mehrere Voraussetzungen. Erstens
sind die Vektoren v1, . . . , vn linear unabhängig und zweitens ist v := ∑n

i=1 aivi .
Die dritte Voraussetzung steckt in der Äquivalenzbehauptung (genau dann, wenn
v1 − v, . . . , vn − v linear unabhängig sind, ist

∑n
i=1 ai �= 1). Bei einer typischen

Aufgabenbearbeitung wird allerdings recht schnell eine Gleichung aufgestellt (etwa∑n
j=1 λ j (v j − v) = 0), in die v (also die zweite Bedingung) eingesetzt wird. Wei-

terhin wäre typisch, die Gleichung so umzustellen, dass die v j von einander isoliert
sind (um die erste Bedingung zu verwenden). Alle Koeffizienten davor müssen dann
gleich Null sein, was entweder dann der Fall ist, wenn die v j − v linear unabhängig
sind oder

∑n
i=1 ai = 1 ist. Obwohl es hier gleich drei Voraussetzungen gibt, werden

diese bei einer typischen Bearbeitung (so auch bei Andreas) direkt zu Beginn Schritt
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für Schritt eingesetzt. Dieses Vorgehen ist bei Aufgaben zur linearen Unabhängig-
keit so üblich, dass die meisten Bearbeiter sich nicht extra bewusst machen müssen,
dass wirklich alle Voraussetzungen genutzt werden sollten.

Beim Quetschlemma (vgl. Abschnitt 5.2.1) haben die beiden erfolglosen Bear-
beiter (Jonas und Tim) diesen Heurismus nicht angewandt. Wie wir später (Abschnitt
5.5.5) sehen werden, ist das aber nicht der einzige Grund für ihr Scheitern. Es ist
bei dieser Aufgabe auch durchaus denkbar, dass alle Voraussetzungen gemeinsam
gedacht werden (bn liegt zwischen an und cn , die beide gegen denselben Grenzwert
c konvergieren. Die sehr schöne Bearbeitung dieser Aufgabe von Malik wird in
5.5.5 genauer betrachtet. Hier soll bereits erwähnt werden, dass die Voraussetzun-
gen nicht etwa in die Ungleichung an ≤ bn ≤ cn auf der einen und die Konvergenz
von an und cn gegen c auf der anderen Seite, sondern in an ≤ bn und an → c auf
der einen sowie bn ≤ cn und cn → c auf der anderen aufgeteilt wurde.

Die Aufgabe zur konstanten Funktion hat die Voraussetzungen, dass zum einen
f eine stetige (reelle) Funktion ist und zum anderen f (x) = f (x2) für alle x
gilt. Zwar würde eine typische Bearbeitung recht schnell die Stetigkeit (in Form
von Folgenstetigkeit) mit der gegebenen Gleichung verbinden (und von da an mit
einer Gleichung, die beide Voraussetzungen enthält, weiterarbeiten), dass dies aber
nicht selbstverständlich ist, zeigt Niklas Bearbeitung. Trotzdem scheint es bei dieser
Aufgabe wenig sinnvoll zu sein, die beiden Voraussetzungen getrennt von einander
zu betrachten. Die Stetigkeit alleine wird sicherlich nicht zur Behauptung, dass f
konstant ist führen. Nur mit der Gleichung zu arbeiten, ist eher denkbar, zumindest
in der betrachteten Bearbeitung von Niklas enthalten ausnahmslos alle Ansätze aber
auch die Stetigkeit. Zumindest in diesem Prozess war der Heurismus Nutzen aller
Voraussetzungen also auch nicht explizit notwendig.

Die Aufgabe zum Grenzwert von Quotient und Wurzel hat nur eine Vorausset-
zung, nämlich dass der Quotient gegen L konvergiert. Dass es sich bei an um eine
Folge handelt und der Nenner nie Null ist, ist implizit darin enthalten.

Die Aufgabe zur Monotonie enthält wieder zwei essenzielle Voraussetzungen:
Eine stetige und injektive Funktion ist streng monoton. Keine der beiden kann weg-
gelassen werden. Auch hier ist nicht vorstellbar, nur mit der Stetigkeit zu arbeiten.
Julia macht sich bei (09:29) bewusst, dass sie noch nicht beide Voraussetzungen
nutzt, indem sie sich fragt: „Wofür ist das wichtig, dass die stetig und injektiv ist?“
wobei sie das und betont. Auch hier wid also der Heurismus eingesetzt.

Die Frage 3 lässt sich also auch im Kontext der Studieneingangsphase eindeutig
beantworten: Der Einsatz bestimmter Heurismen ist abhängig vom zu bearbeiten-
den Problem. Außerdem wird die Erfahrung aus den ersten Phasen der Intervention
verstärkt, dass es sich lohnt, heuristische Hilfsmittel zu unterrichten (vgl. Abschnitte
2.4.5 sowie 4.4). Im Einzelnen handelt es sich hierbei um die Begriffsklärung, das
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Anfertigen einer Skizze oder einer Tabelle, das Aufstellen einer Gleichung oder das
Betrachten eines Spezialfalls21. Bei all diesen Heurismen fällt die Entscheidung,
ob deren Einsatz notwendig, hilfreich oder keines von beiden ist, vergleichsweise
leicht, es ist also eher selten der Fall, dass Problembearbeiter sich von ihnen ablenken
bzw. auf Abwege bringen lassen. Dass diese trotzdem einer metakognitive Kontrolle
bedürfen zeigt die Bearbeitung der Aufgabe zur n-ten Wurzel von Malik (vgl. auch
Abschnitt 5.5.5). Ihm hilft der betrachtete Spezialfall zunächst sehr dabei, eine Ver-
mutung für den Grenzwert zu generieren, anschließend versteift Malik sich aber zu
sehr darauf, diesen zu beweisen, anstatt nach anderen Möglichkeiten zu suchen. In
diesem Beispiel wurde der Spezialfall auch über die Analysis-Phase hinaus verwen-
det, so dass er nicht mehr als heuristisches Hilfsmittel anzusehen ist.

Nachdem die Aufgabenabhängigkeit von Heurismen bestätigt wurde, stellt sich
noch die

Frage 4: Ist Heurismeneinsatz vom Problembearbeiter abhängig?

Auch diese Frage wird von der Theorie (vgl. Abschnitt 2.3.2) bejaht. Betrachtet man
Tabelle 5.2, scheinen aufgabenübergreifend auf den ersten Blick Heurismen wie die
Einführung von Hilfselementen oder Systematisierungshilfen sowie das Nutzen von
Metaphern abhängig vom Bearbeiter zu sein. Daher soll im Folgenden auf diese
Heurismen bei den Studierenden, von denen zwei Prozesse untersucht wurden (Jan,
Malik, Niklas und Julia), ein kurzer Blick geworfen werden. Wirkliche Vorlieben
lassen sich aufgrund der geringen Datenbasis (nur vier Probanden mit jeweils zwei
Bearbeitungen) nicht herleiten. Bei den eingesetzten Hilfselementen handelt es sich
in der Regel um Variablen, die neu eingeführt werden, entweder um längere Terme
übersichtlich zusammenzufassen oder um mit einem bisher nicht bezeichneten Ele-
ment leichter arbeiten zu können. Auch hier ist naheliegend, dass dieser Heurismus
eher bei Aufgaben mit längeren Rechnungen angewandt wird. So bezeichnet bei-
spielsweise Malik bei der Aufgabe zur n-ten Wurzel den vermuteten Grenzwert des
Ausdrucks unter der Wurzel mit xn . Bei seiner Bearbeitung der Quetschlemma-
Aufgabe führt er keine neue Bezeichnung ein. Die Systematisierungshilfen können
Markierungen, meist in Form von Umrandungen, wichtiger Stellen in den eige-
nen Bearbeitungen sein, häufig treten sie aber auch in Form von Pfeilen auf, die

21 Wie bereits bemerkt, handelt es sich hierbei nicht um ein heuristisches Hilfsmittel im
engeren Sinne, da Spezialfälle nicht nur in der Analysis-Phase zur Anwendung kommen.
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Zusammenhänge zwischen verschiedenen Stellen in der Niederschrift der Gedanken
sein. Beide Heurismen können dabei helfen, die eigenen Gedanken zu strukturieren.
Exemplarisch seien die Bearbeitungen von Jan genannt: Er verwendet bei beiden
Aufgaben neue Bezeichnungen, bei der Fixpunkt-Aufgabe werden Potenzen von f ,
die zwischen 0 und n liegen mit a bezeichnet, bei der Aufgabe zur Rangungleichung
werden die Ränge der Teilmatrizen mit a bzw. b bezeichnet, die Zeilen der Matrix
A (als Vektoren) mit Zi . Auch Systematisierungshilfen werden in beiden Bearbei-
tungen verwendet, allerdings in unterschiedlicher Form. Bei der Fixpunkt-Aufgabe
wird ein Zwischenergebnis, das er im weiteren Verlauf auch weiter nutzen möchte,
und später auch sein Ziel (m → f 1(m)) umrandet, bei der Aufgabe zur Rangun-
gleichung werden Verbindungen in Form von Pfeilen zwischen der Matrix A und
den Teilmatrizen, in die diese aufgespalten wird, sowie zwischen Teilergebnissen,
die mit einander verbunden werden sollen, gezogen. Zwar lässt sich, auch aufgrund
der Unterschiedlichkeit der Systematisierungshilfen, kein eindeutiges Muster fest-
machen, eine Tendenz, seine Aufzeichnungen zu systematisieren scheint aber im
Vergleich zu anderen Bearbeitern erkennbar zu sein. Möglicherweise hängt diese
auch damit zusammen, dass er insgesamt relativ viel aufschreibt und dabei den Über-
blick behalten möchte. Für genauere Aussagen müsste man sich, wie bereits erwähnt,
insgesamt mehr verschiedene Aufgabenbearbeitungen anschauen. Metaphern wur-
den insgesamt recht wenig verwendet, weswegen eine Aussage zu Vorlieben noch
schwerer fällt. Ohnehin ist nicht ganz klar, ob es sich hierbei wirklich um einen
Heurismus handelt, der dem Problembearbeiter bei der Lösung helfen soll, oder ob
Metaphern eher dem lauten Denken geschuldet sind, also aus der Pflicht, die Gedan-
ken auszudrücken, resultieren. Beispielsweise redet Jan davon, dass die Matrix bei
der Rangungleichung „durchgeschnitten“ wird, Niklas redet bei der Aufgabe zur
konstanten Funktion im Zusammenhang der Stetigkeit von einer „Delta-Kugel“ für
die Delta-Umgebung eines Punktes (ein in Mathematikerkreisen nicht unüblicher
Sprachgebrauch, so dass nicht einmal klar ist, ob es sich wirklich um eine Metapher
handelt) und Julia spricht bei der Aufgabe zur Montonie von einem Graphen, der
„hin- und hertanzt“, also nicht monoton ist. Insgesamt bedarf die Beantwortung von
Frage 4 also der Betrachtung weiterer Prozesse.

Inwiefern Heurismeneinsatz zum Lösungserfolg beiträgt, wird im folgenden
Abschnitt, der die Ideengenerierung in den Blick nimmt, genauer betrachtet. Dass
sowohl Prozesse mit geringem Heurismeneinsatz (Andreas und Niklas 1), als auch
solche mit hohem Heurismeneinsatz (Malik 1 und 2) zu guten Lösungen führen
können, ist bereits der Tabelle 5.1 zu entnehmen.
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5.5.5 Ideengenerierung und Bedeutung desVorwissens

In diesem Abschnitt, der besonders interessante Erkenntnisse liefert, werden Erfolgs-
und Misserfolgsfaktoren der Prozesse genauer unter die Lupe genommen. Hierbei
soll zum einen (sofern das den Prozessen zu entnehmen ist) untersucht werden,
wie vor allem die hilfreichen Ideen generiert wurden. Es wird beschrieben, welche
Tätigkeiten und Gedanken diesen Ideen vorangegangen sind und versucht, diese
Aktivitäten zu interpretieren. Hierbei spielt das Vorwissen bereits eine entschei-
dende Rolle. Des Weiteren wird vor allem darauf geachtet, wie mangelndes Vorwis-
sen eine erfolgreiche Aufgabenbearbeitung verhindern oder zumindest erschweren
kann. Auch andere Faktoren, die zum Teil in den vorherigen Kapiteln bereits ange-
sprochen wurden, werden ebenfalls wiederholend zusammengefasst. Zunächst wird
also geschaut auf die folgende

Frage 5: Welche Faktoren führen zu Ideen, die bei der Problembearbeitung hilf-
reich sind?

Zur Beantwortung dieser Frage werden im Folgenden die Prozesse betrachtet, die
zumindest einen Teilerfolg erzielt haben und analysiert, welche Ideen sich dabei als
hilfreich erwiesen haben. Wenn nicht anders erwähnt, finden sich die Aufgaben in
Anhang D.

Bei Jans Bearbeitung der Aufgabe zur Rangungleichung wird bereits zu Beginn
(04:25) die Idee generiert, dass die lineare Unabhängigkeit von Zeilen der Matrix A
beim Aufteilen auf die zwei Teilmatrizen A1 und A2 erhalten bleibt, während das
für linear abhängige Zeilen nicht der Fall sein muss (vgl. die ausführliche Beschrei-
bung der Schoenfeld-Episoden in Abschnitt 5.5.2). Wenn diese Idee gut formalisiert
wird, ist das bereits die Lösung der Aufgabe. In diesem Fall ist die Idee direkt nach
einer ausführlichen Analyse der Aufgabe entstanden. Jan hat sich zunächst aus den
Angaben der Aufgabe die Matrix A in Tabellenform aufgeschrieben (02:00) und
anschließend (03:20) zwischen der r -ten und r + 1-ten Zeile einen Strich gezogen
(Systematisierungshilfe – vgl. Abbildung 5.13 links). Danach (03:40) hat er dane-
ben die resultierenden Matrizen A1 und A2 ebenfalls in Tabellenform notiert (vgl.
Abbildung 5.13 rechts). Bereits dieser Darstellungswechsel scheint ihm genügt zu
haben, diese wichtige Idee zu generieren. In der Folge gelingt es ihm leider nur
den Spezialfall, dass A vollen Rang hat, zu beweisen. Zwar kommt ihm noch die
(richtige) Idee, dies durch Widerspruch zu zeigen, was man als Rückwärtsarbeiten
interpretieren könnte, wo genau diese Idee herkommt, ist der Bearbeitung nicht zu
entnehmen, er sagt aber: „Für

’
gleich‘ habe ich’s jetzt gezeigt [...], wenn ich jetzt

das andersrum zeigen möchte, dass es quasi kleiner sein muss [...], ich könnte ja
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mal annehmen, dass der Rang von A größer sein kann [...] (18:09).“ Die Folgerung,
dass es dann in den Matrizen A1 und A2 mehr unabhängige Zeilen geben muss als
in A, findet er leider nicht mehr. In diesem Beispiel wurde also die wichtigste Idee
bereits durch die Analysis der Aufgabe kreiert.

Abbildung 5.18 Andreas’ Überlegungen zur linearen Unabhängigkeit

Auch Andreas kommt bei seiner Bearbeitung der Aufgabe zur linearen Unab-
hängigkeit relativ früh (bei 06:39) auf die Idee, eine Linearkombination der Vek-
toren vi − v zu bilden, deren Koeffizienten nach Voraussetzung gleich Null sein
müssen (vgl. Abbildung 5.18 unten nach der horizontalen Linie). Zusätzlich zur
Analysis-Phase (00:00–01:06), in der er im Wesentlichen die Aufgabe mit eigenen
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Formulierungen aufgeschrieben hat, wurden in einer ersten Exploration noch die
Vektoren vi − v systematisch mit einer Gleichung umgeformt (siehe Abbildung
5.18 oben). Möglicherweise war bereits vor dem Aufstellen dieser Gleichungen
die Idee vorhanden, eine Linearkombination aufzustellen, da es sich hierbei um
ein Standardverfahren zur linearen Unabhängigkeit handelt, sie wurde aber erst im
Anschluss geäußert. Des Weiteren sagt er hierzu: „Die Vermutung liegt ja nahe,
dass wir irgendwas haben mit

’
Eins minus‘ und dann addieren wir die einzelnen

ai -s auf (09:25)“ wodurch die Bedingung, dass diese Summe nicht gleich Eins sein
darf, erfüllt ist. Es folgt eine lange Umformung, bei der ihm ein Fehler unterläuft
(18:10). Dieser Fehler ist auf einen falschen Umgang mit der Doppelsumme zurück-

zuführen. Andreas nimmt an, dass
n∑

i=1
λi

n∑

j=1
a jv j =

n∑

i=1
λi aivi ist (vgl. Abbildung

5.19). Diese Umformung macht die Aufgabe im Endeffekt leichter, so dass kein
korrekter Beweis erreicht wird. Derselbe Fehler unterläuft ihm erneut beim Beweis
der Rückrichtung (24:13). Auch bei dieser Bearbeitung wird eine wichtige Idee im
Zusammenhang mit dem systematischen Aufschreiben der gegebenen Vorausset-
zungen generiert.

Abbildung 5.19 Fehler bei der Umformung

Obwohl Julia am Beweis der Aufgabe zur Monotonie scheitert, erreicht sie
immerhin ein informelles Verständnis der Aufgabe. Auch hier ist dies ein Ergebnis
einer Analysis-Episode. Nachdem Julia sich in der ersten Analysis-Phase (00:31–
06:23) die Definitionen der wichtigsten Begriffe (Stetigkeit, Injektivität und Mono-
tonie) vergegenwärtigt hat, kehrt sie nach einer zunächst erfolglosen Exploration-
Phase (06:23–09:28) zur Analysis (09:28–11:35) zurück. Hier wiederholt sie noch-
mal die Definition der Injektivität und fertigt eine Skizze an (10:54), woraufhin ihr
klar wird: „Jeder Wert auf meiner y-Achse wird nur einmal getroffen, weil’s ja injek-
tiv ist und dann kann ich auch dazwischen keinen Graphen haben, der irgendwie
so hin- und hertanzt (11:08).“ Auch die folgende Idee (11:35), dass der Beweis mit
dem Zwischenwertsatz zu führen ist wird vermutlich mit Hilfe der Skizze generiert.
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Maliks Bearbeitung zur Quetschlemma-Aufgabe wird weiter unten im Kontrast
zu einem weniger erfolgreichen Prozess von Jonas ausführlich beschrieben. Bei
seiner Bearbeitung der Aufgabe zur n-ten Wurzel führt, wie bereits in Abschnitt
5.5.4 beschrieben, das Betrachten eines Spezialfalls (02:26 – N = 2 bzw. N = 3)
zu der Vermutung, dass der Grenzwert der Folge aN sein muss (03:52). Man muss
allerdings erwähnen, dass Malik schon vorher (01:49) sagt: „Entweder müsste die
Lösung so sein, dass alle außer das Größte unrelevant sind oder alle as sind rele-
vant.“ Die Idee, dass der Grenzwert nur von aN abhängt, steht also vor Betrachten
des Spezialfalls schon im Raum, eine Vermutung, was genau der Grenzwert ist,
allerdings noch nicht. Es folgt eine lange Phase (09:22–28:21), in der Malik sich
dem Beweis des Spezialfalls N = 2 widmet, auf die aber im Detail nicht einge-
gangen werden soll, da es sich um langwierige Termmanipulationen22 handelt, bei
denen in den meisten Fällen auch nicht klar ist, wie Malik auf die Idee gekommen
ist, so vorzugehen. Nachdem er den Spezialfall erfolgreich (mit kleinen Schönheits-
fehlern) bewiesen hat, stellt er fest, dass er hierbei verwendet hat, dass a1 < a2 ist
(und damit ( a1

a2
) eine Nullfolge ist), nach Voraussetzung aber auch a1 = a2 sein

könnte (29:07). Wenig später (30:08) fällt ihm ein (Vorwissen), dass k
√

2 gegen 1
konvergiert, so dass auch bei Gleichheit der Grenzwert a2 wäre (vgl. Abbildung
5.20). Anschließend versucht er (31:05–44:56) erfolglos den Spezialfall zu verall-
gemeinern. Ein vielversprechender Ansatz ist das Induktionsprinzip , also die Idee,
Schritt für Schritt einen Summanden hinzuzufügen, der jeweils kleiner als aN ist,
wodurch sich der Grenzwert nicht verändern dürfte. Bei (44:56) kommt ihm eine
weitere Idee: „Ich hab jetzt überlegt: Würde sich was ändern, wenn wir einfach alle
Werte gleich aN setzen? Das ist ja der größte Wert, den wir rausbekommen. [...] Und
dass der kleinste Wert, also sozusagen, der kann ja nicht kleiner sein als nur aN zu
haben und damit hätten wir eigentlich hier schon die Lösung.“ Wie auch seine fol-
genden Ausführungen und Rechnungen (vgl. Abbildung 5.21) bestätigen, möchte

Abbildung 5.20 Spezialfall N = 2

22 Die eleganteste Methode, die sich auch leicht auf beliebige N übertragen ließe, wäre, aus
der Summe unter der Wurzel aN auszuklammern. Auf diese Idee kommt Malik aber nicht.
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Abbildung 5.21 Implementation der Idee, das Quetschlemma anzuwenden

Malik also das Quetschlemma anwenden. Nach knapp fünf Minuten (49:20) hat er
die Aufgabe gelöst. Diese Idee erscheint auf den ersten Blick recht unvermittelt und
man fragt sich, warum sie an dieser Stelle kommt. Auf der anderen Seite bekommt
man den Eindruck, dass ein Großteil (die 19 Minuten, die zum Beweis des Spezial-
falls aufgewendet wurden sowie die fast 14 Minuten erfolgloser Versuche zu dessen
Verallgemeinerung) des etwa 50-minütigen Prozesses unnötig waren. Auch Malik
sieht das ähnlich: „Ich hab etwa gerade ne Stunde gerechnet und hab die Lösung in
zehn Minuten komplett neu berechnet (49:08).“ Ganz so ist es sicherlich nicht. Es
ist davon auszugehen, dass die lange Beschäftigung mit der Aufgabe den Einfall,
das Quetschlemma anzuwenden, vorbereitet hat. Zumindest die in Abbildung 5.20
dargestellte Gleichung für a1 = a2 wird Einfluss auf die Abschätzung nach oben
(bei der alle ai gleich sind) gehabt haben. Zusammenfassend haben die Vermutung
(die nach Beweis des Spezialfalls sehr stark war), dass aN der Grenzwert sein muss,
die Vergewisserung, dass dies auch bei Gleichheit der Summanden gilt (begründet
auf das Vorwissen, dass die n-te Wurzel einer Konstanten gegen Eins konvergiert)
und die gute Kenntnis des Quetschlemmas zu dieser entscheidenden Idee beigetra-
gen. Sicherlich hätten metakognitive Kontrollstrategien (vgl. 5.5.6) den Prozess an
der ein oder anderen Stelle abkürzen können.

Die Bearbeitung derselben Aufgabe (n-te Wurzel) von Niklas wurde in Abschnitt
5.5.1 bereits ausführlich dargestellt. Da er vergleichsweise wenig redet, ist bei ihm
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schwer zu erkennen, welche Überlegungen seinen Ideen vorangehen. Eine wichtige
Idee äußert er bei (38:41): Hier klammert er den größten Summanden aus, was ihn
zur Abschätzung nach oben führt (vgl. Abbildung 5.11). Diese Idee wurde durch
den vorherigen Versuch des Ausklammerns des kleinsten Summanden (20:11 –
vgl. Abbildung 5.9) und die Idee, dass die Ungleichung aus der Voraussetzung
genutzt werden muss (21:49) vorbereitet. Die Abschätzung führt dann zur Idee,
das Quetschlemma anzuwenden (42:40). Auch hier helfen also Vorüberlegungen,
die zunächst nicht zum Ziel geführt haben, neue Ideen zu generieren. Auch der
Heurismus Nutzen aller Voraussetzungen war sehr hilfreich.

Zur Beantwortung von Frage 5 lässt sich sagen: Es gibt einige Prozesse, bei
denen gute Ideen während einer oder im Anschluss an eine Analysis-Phase, in Ver-
bindung mit entsprechenden heuristischen Hilfsmitteln (Anfertigen einer Tabelle
oder Skizze, Betrachten eines Spezialfalls etc.) entstanden sind. Auch andere Heuris-
men, wie das Nutzen aller Voraussetzungen oder das Rückführungsprinzip23 liefern
wichtige Ideen. Bei letzterem ist klar, dass ein gewisses Vorwissen vorhanden sein
muss, aber auch in den anderen Fällen ist dies meist Voraussetzung (oder entspre-
chendes Wissen muss während des Prozesses erarbeitet werden). Wichtige Vorstel-
lungen zu den grundlegenden Begriffen (Rang, lineare Unabhängigkeit, Stetigkeit,
Injektivität, Monotonie, Konvergenz) und Werkzeugen (Quetschlemma, Zwischen-
wertsatz, Verfahren zum Beweis linearer Unabhängigkeit, Rechenregeln etc.) schei-
nen notwendig zu sein.

Während man bei erfolgreichen Bearbeitungen Gefahr läuft, Vorwissen als selbst-
verständlich hinzunehmen, zeigt sich bei weniger erfolgreichen, dass der Mangel
hieran die Prozesse sehr erschweren oder gar komplett stören kann. Hieraus ergibt
sich die

Frage 6: Welchen Einfluss hat Vorwissen bzw. der Mangel daran auf den Bearbei-
tungserfolg beim Problemlösen?

Auch diese Aussage steht im Einklang mit der Theorie, schließlich ist Vorwis-
sen (bzw. Ressources) einer der vier Einflussfaktoren auf das Problemlösen nach
Schoenfeld (1985). Allerdings wurde dieser Aspekt bei vielen empirischen Unter-
suchungen bewusst ausgeblendet, um sich auf die anderen Faktoren fokussieren zu
können. Umso interessanter ist es, in unserem Kontext mit authentischen Übungs-
aufgaben, den Einfluss des Vorwissens genauer zu betrachten. Exemplarisch wer-

23 Sicherlich sind das nicht die einzigen hilfreichen Heurismen. Diese sind aber bei den
wenigen betrachteten Prozessen aufgefallen.
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den zunächst drei Bearbeitungen der Quetschlemma-Aufgabe (vgl. Abschnitt 5.2.1)
betrachtet, beginnend mit dem wenig erfolgreichen Prozess von Tim.

Ein Hinweis darauf, dass Tim starke begriffliche Schwierigkeiten hat, wird
bereits durch die Episodenkodes gegeben (vgl. Abbildung 5.22): Zum einen wird ein
Großteil der Bearbeitungszeit (knapp 33 von 49 Minuten) mit Analysis zugebracht,
zum anderen wird mehr als 36 Minuten mit dem Skript gearbeitet. Dieser Eindruck
verstärkt sich noch, wenn man sich den Prozess genauer anschaut. Im Folgenden
werden ausgewählte Fehler, die bezeichnend sind für das mangelnde Verständnis
herausgearbeitet. Nachdem er einige Zeit stumm im Skript geblättert hat, fertigt Tim
eine Skizze (09:29) an (vgl Abbildung 5.23). Hierzu sagt er: „Den Grenzwert für a
setzen wir links hin, den Grenzwert für c setzen wir ganz rechts hin und in der Mitte
ist dann eben der Grenzwert für b, der dazwischen liegt.“ Später im Prozess sagt
er in diesem Zusammenhang: „Ich stelle mir das so vor: Es ist ja so, dass wir drei
Werte haben. Da auf dem Zahlenstrahl positiv und minus Unendlich ist, muss man
eben überlegen, wie diese Werte – vor allem wenn sie Grenzwerte haben, das heißt,
dass sie nur in einem bestimmten Bereich gelten – diesen Zahlenstrahl der reellen

Abbildung 5.22 Episoden Tim (Quetschlemma)
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Zahlen abdecken. Für mich würde das heißen, dass zum Beispiel der erste Wert a
links bis c geht und bis minus Unendlich, dann eben die Lücke kommt, die b erfüllt,
dann eben rechts – b ist ja beschränkt [...], durch den Wert c, [der] auf der rechten
Seite von c bis positiv Unendlich geht. Dass eben a und c diese Bereiche abdecken
ist schon durch die Aufgabe gegeben. [...] Die Frage, die ich beantworten [muss], ob
b auch dagegen konvergiert. Jetzt müsste ich eben nur zeigen, dass es dazwischen
liegt, dass es keine Überschneidungen gibt. (37:31).“ Ein anderer Ausschnitt aus
seiner Niederschrift (34:37) ist in Abbildung 5.24 zu sehen.

Die beiden Ausschnitte sowie das Zitat offenbaren einige fachliche Mängel. Zum
einen geht Tim davon aus, dass an und cn Nullfolgen sind (bzw. schreibt zumindest
eine entsprechende Ungleichung auf). Wäre dies das einzige Problem, dann hätte
er zumindest noch diesen Spezialfall (c=0) beweisen können. Es zeigen sich aber
weitere grundlegende Missverständnisse zum Grenzwertbegriff im Allgemeinen
und zur Aufgabe im Speziellen. Abgesehen davon, dass er von „Werten“ statt von
„Folgen“ spricht und sprachlich nicht zwischen c und cn unterscheidet, geht er davon
aus, dass die drei Folgen die reellen Zahlen disjunkt abdecken. Das kann schon
deswegen nicht stimmen, weil konvergente Folgen beschränkt sind. Außerdem gilt
die Ungleichung an ≤ bn ≤ cn nur punktweise, es kann also sehr wohl Elemente
aus an geben, die größer sind als Elemente aus bn oder cn . Dann kommt der Wert
c zweimal in der Skizze vor, es wird also nicht beachtet, dass an und cn gegen
denselben Grenzwert konvergieren. Auch die Vorstellung, dass die Folgen durch
ihren Limes beschränkt sind, trifft in der Regel nicht zu. Schließlich stimmt auch
die Aussage, dass zu zeigen ist, dass bn zwischen an und cn liegt, nicht, denn das
ist ja bereits die Voraussetzung. Es zeigen sich also erhebliche Fehlvorstellungen
und so ist es nicht verwunderlich, dass Tim keinen einzigen Ansatz findet. Auch

Abbildung 5.23 Tims Skizze zur Quetschlemma-Aufgabe



5.5 Ergebnisse der qualitativen Erhebung 151

Abbildung 5.24 Weiterer Ausschnitt aus Tims Mitschrift

der Heurismeneinsatz, wie das Anfertigen einer sinnvollen Skizze wird dadurch
unmöglich gemacht.

Ähnlich sieht es bei Jonas aus. Auch hier lässt bereits die Episodenkodierung auf
große Schwierigkeiten schließen (vgl. Abbildung 5.25). Die Analysis-Phase nimmt
mit knapp der Hälfte der Zeit (etwa 20 von 44 Minuten) einen ungewöhnlich hohen
Anteil an und es wird 19 Minuten mit dem Skript gearbeitet. Zur Nachvollziehbarkeit
der Verständnisprobleme seien ausgewählte Fehler im Folgenden unkommentiert

Abbildung 5.25 Episoden Jonas (Quetschlemma)
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Abbildung 5.26 Jonas’ Skizze zur Quetschlemma-Aufgabe

dargestellt: Auch er fertigt eine fragwürdige Skizze (06:37) an (vgl. Abbildung 5.26).
Dann (16:10) schreibt er auf: „an ≤ bn ≤ cn ≤ c“ und schließlich (19:57) notiert
er: „an , bn , cn Nullfolgen.“ Auch Jonas scheint so massive Verständnisprobleme zu
haben, dass er keine Ideen hat und auch im Heurismeneinsatz stark eingeschränkt
ist.

Zu Maliks Bearbeitung derselben Aufgabe zeichnen bereits die Episodenkodie-
rungen ein ganz anderes Bild: Von über 45 Minuten werden nur eine Minute und
vierzig Sekunden für die Analysis aufgewendet (vgl. Abbildung 5.27). Bis auf eine
kurze Phase (23:11–24:37) wird auch nicht mit dem Skript gearbeitet. Beides deutet
auf Sicherheit im Umgang mit den Begriffen hin. Dennoch stößt Malik auf einige
Schwierigkeiten, die im Folgenden beschrieben werden:

Analysis (00:22–02:09)
Zunächst stellt er sich den Sachverhalt mit Hilfe einer imaginären Figur vor:
„Wenn an [und] cn gegen den gemeinsamen Grenzwert c konvergieren, jetzt
versuche ich mir das ein bisschen zu visualisieren, das heißt ja, dass zwischen an

und cn sozusagen kein Abstand mehr herrscht und dann muss auch, jetzt nur von
der logischen Sicht, auch bn gegen c konvergieren, weil das ja zwischen an und cn

ist und dass vom Abstand her ja zwischen an und cn kein Abstand herrschen kann
(00:35)“. Anschließend notiert er die Konvergenz von an und cn in Formelgestalt
(vgl. Abbildung 5.28). Wenngleich Malik keine Skizze anfertigt, scheint er sich
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die wesentlichen Zusammenhänge visualisiert zu haben und notiert diese auch
formal.

Exploration (02:09–35:47)
Nach einer kurzen Überlegung (03:39), die er nicht weiter verwendet (er stellt
die gegebene Gleichung zu an − bn ≤ 0 und bn − cn ≤ 0 um), geht er wieder zu
seiner imaginären Figur zurück: „Jetzt versuche ich gerade erstmal wieder, weil
bei meiner ersten Vorstellung war das ja relativ klar, zu überlegen, ob [...] ich
das irgendwie aus dieser graphischen Vorstellung leichter ins Mathematische
übersetzen könnte (04:24).“ Etwas später deutet er eine Idee an: „Wenn jetzt
cn − c immer kleiner als Epsilon ist, dann ist ja auch bn − c kleiner als Epsilon
und dasselbe gilt dann mit dem an-Bereich (05:20).“ Er erkennt allerdings, dass
es hier ein Problem mit dem Betrag gibt, entschließt sich, dieses aber zunächst
zu ignorieren: „Da ich eine Idee hatte ohne Betrag, versuch ich es erstmal ohne
Betrag und überlege dann, wie man das mit dem Betrag machen könnte (06:05).“
Nach weiteren Überlegungen (Malik notiert sein Ziel, dass |bn − c| < ε für alle

Abbildung 5.27 Episoden Malik (Quetschlemma)
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Abbildung 5.28 Konvergenz der Folgen an und cn

ε sein muss und schreibt die Gleichung |an | − |c| < c24 auf, die er im weiteren
Verlauf ebenfalls nicht mehr verwendet), geht er erneut auf die visuelle Vor-
stellung zurück: „Ich hab mir das wieder versucht graphisch vorzustellen und
bin auf den Schluss gekommen, dass wir einmal nur zeigen müssen, dass es ja
größer ist und einmal zeigen müssen, dass es kleiner ist (09:52).“ Anschließend
(10:40–12:49) notiert er eine Abschätzung nach oben (vgl. Abbildung 5.29 – die
mittlere Zeile wurde sofort nach dem Notieren durchgestrichen).

Abbildung 5.29 Abschätzung nach oben

Dies stellt bereits nach knapp 13 Minuten die Hälfte des Beweises dar. In der
Folge werden aber einige Schwierigkeiten mit dem Betragsbegriff deutlich, so
dass die zweite Hälfte (es muss noch gezeigt werden, dass auch c − bn < ε ist)
sehr viel mehr Zeit und Energie in Anspruch nimmt. Zwar ist Malik, wie eben
gesehen, sich dessen bewusst, dass |x | > x ist, die Fallunterscheidung, dass |x |
entweder gleich x oder gleich −x ist (Abbildung 5.30 zeigt die entsprechende
Stelle aus dem während der Bearbeitung vorliegenden Skript), kommt ihm aber
nicht in den Sinn.

Abbildung 5.30 Skriptausschnitt zum Betrag

24 gemeint ist auf der rechten Seite sicherlich ε.
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Nun sucht Malik zunächst mehr als 20 Minuten vergeblich nach einer Mög-
lichkeit, den zweiten Teil der Aufgabe zu beweisen. Im Folgenden sollen die
wesentlichen Ideen nur kurz skizziert werden. Einen guten Eindruck in Maliks
Überlegungen gibt seine Niederschrift ab diesem Zeitpunkt, die in Abbildungen
5.31–5.36 vollständig abgebildet ist.

Zunächst (12:59) fasst er zusammen: „Wir wissen ja jetzt, es ist bn − c kleiner
als ε, wir wissen nur nicht, dass der Betrag kleiner ist.“ Ein (erfolgloser) Ansatz
ist anschließend (14:58), zu zeigen, dass bn − c ≥ 0 (vgl. Abbildung 5.31)
ist (dann wäre dieser Ausdruck gleich seinem Betrag). Das muss aber nicht so
sein. Ab (18:33) fasst er noch einmal zusammen, was er bereits gezeigt hat und
was gegeben ist (vgl Abbildung 5.32 und 5.33 oben). Ein weiterer Ansatz, der
nicht zum Ziel führt (ab 21:23), ist der, die beiden gegebenen Ungleichungen

Abbildung 5.31 Maliks Notizen zum Quetschlemma (Teil 1)

Abbildung 5.32 Maliks Notizen zum Quetschlemma (Teil 2)
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Abbildung 5.33 Maliks Notizen zum Quetschlemma (Teil 3)

Abbildung 5.34 Maliks Notizen zum Quetschlemma (Teil 4)

(bn −an ≥ 0 und |an − c| < ε) durch Addition mit einander zu verknüpfen (vgl.
Abbildung 5.33). Nach einem kurzen Blick ins Skript (23:11–24:30), kommt
Malik auf die Idee, einen Beweis durch Widerspruch zu führen (24:50)25, also
zunächst anzunehmen, dass es ein δ gibt, so dass |bn −c| > δ ist (vgl. Abbildung
5.34). Bei (25:48) sagt er: „Jetzt überleg ich, ob das graphisch auch Sinn macht
vielleicht, ob ich wirklich nur so viel wissen kann mit der Aussage. Also das sind
ja zwei Teilaussagen, die wir eigentlich haben: bn kleiner gleich cn und an kleiner
gleich bn und zum einen gehe ich, weil die Aufgabe das sagt, davon aus, dass
ich beides brauche und zum anderen kann ich mir das gut graphisch vorstellen,
dass ich beides brauche und überlege, ob ich wirklich auch alle Informationen
sozusagen mit dem bn kleiner gleich cn , die ich daraus bekommen kann, ob
ich das schon hab.“ Aus dieser Aussage wird zum Ersten deutlich, dass Malik
nach wie vor auf visuelle Vorstellungen zurückgreift, zum Zweiten verweist er
darauf, dass er alle Voraussetzungen nutzen muss und zum Dritten teilt er die

25 Obwohl diese Idee direkt auf die Skriptnutzung folgt, ist nicht zu erkennen, dass der Blick
ins Skript zur ihrer Generierung beigetragen hat. Malik schaut sich die Grenzwertsätze an, die
weder direkt etwas mit dieser Idee zu tun haben, noch durch Widerspruch bewiesen werden.
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Aufgabe in zwei Teilaufgaben auf. In der Folge vergewissert er sich, dass er die
Informationen zu cn bereits ausgeschöpft hat. „Das heißt, dass ich [...] mich auf
diese Teilaussage gar nicht mehr konzentriere und überlege, was kann ich jetzt
nochmal wirklich aus an ist kleiner gleich bn rausholen (26:58)?“ Bereits vorher
hat er nur die Informationen zu an verwendet (wie aus der Niederschrift deutlich
wird), hinterfragt und bestätigt dieses Vorgehen hier aber noch einmal. Wenig
später sagt Malik: „Diese Aussage |bn −c| größer als δ können wir eigentlich mit
der Aussage |an −c|26 ist kleiner als ε widerlegen. Das kann ich mir jetzt gerade
wieder vorstellen, aber ich überlege gerade auch noch mal, wie das mathematisch
aussehen muss (29:11).“ Auch hier nutzt er weiterhin eine visuelle Vorstellung.
Der Ansatz des indirekten Beweises scheint ihm gedanklich ebenfalls zu helfen,
wenngleich er diesen formal nicht weiter verwendet. Er präzisiert seine Idee
weiter: „Wir haben im Prinzip ja schon fast gezeigt, dass bn maximal so groß ist,
wie c, bzw. c + ε. Jetzt müssen wir eigentlich nur beweisen, dass es mindestens
so groß ist, wie c − ε und das können wir ja [...] damit, dass ja an gegen c
konvertiert (sic) (30:04).“ Malik betont noch einmal: „Ich weiß auf jeden Fall,
dass ich ja die Aussage brauche an −c < ε. Das macht für mich einfach auch von
der Vorstellung Sinn. Das heißt, ich muss auch auf jeden Fall mit dieser Aussage
im mathematischen Bereich arbeiten (31:12).“ Anschließend (31:28) notiert er
erneut, was er zeigen möchte (|bn − c| < ε) und aus der „Vorstellung, ohne das
mathematisch zu haben (32:36)“, dass c − ε < an ist (vgl. Abbildung 5.35). Es
folgt ein Versuch, dies formal zu beweisen, der zunächst aber auch nicht zum
Ziel führt (33:41 – vgl. Abbildung 5.36 links). Das fällt ihm aber recht schnell
auf (Evaluation): „Jetzt haben wir genau die falsche Seite (34:41)“ (Denn es
wurde gezeigt, dass c + ε > an ist).

Planning (35:47–36:57)
Schließlich fasst Malik doch den Plan, das Negative des Terms im Betrag zu
betrachten: „Wenn an − c kleiner als ε ist, der Betrag davon, dann ist ja auch
der Betrag des Negativen davon kleiner als ε (35:47).“ Er erklärt noch, wie er
auf diese Idee gekommen ist: „Ich habe gesehen, dass am Ende irgendwie das
Vorzeichen sich geändert hat. [...] Also ich hab hier c + ε > an . Hab gesehen,
dass ich einmal +ε hab statt −ε und die anderen beiden haben halt nicht verdreh-
tes Vorzeichen und ich hab größer gleich statt kleiner gleich, wodurch ich halt
gemerkt habe, dass ich zum Teil ein Minus brauche, also zum Teil die Vorzeichen

26 Die Betragsstriche spricht Malik nicht mit, er zeigt aber auf die entsprechenden Unglei-
chungen in seiner Niederschrift.
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ändern muss und zum Teil nicht, und deswegen habe ich mir schon gedacht, dass
es irgendwie im Betrag liegen muss (36:19).“

Abbildung 5.35 Maliks Notizen zum Quetschlemma (Teil 5)

In der folgenden Implementation (36:57–37:52) wird dieser Plan recht schnell in die
Tat umgesetzt (vgl. Abbildung 5.36 Mitte oben). Es folgt eine weitere Exploration-
Phase, in der noch recht lange (37:52–46:25) braucht, um die beiden bewiesenen
Aussagen, die er zu Beginn dieser Phase (38:12) notiert (vgl. Abbildung 5.35 unten),
in die gesuchte Betragsungleichung zu überführen. Auch hier hätte ein gefestigteres
Verständnis des oben angesprochenen Aspektes des Betragsbegriffs (dass |bn −c| <

ε äquivalent ist zu bn −c < ε∧c−bn < ε) den Vorgang deutlich abkürzen können.
Zusammenfassend ergibt die Betrachtung dieses Problemlöseprozesses Folgen-

des: Malik hat noch nicht alle Aspekte des Betragsbegriffes verinnerlicht, was die
Bearbeitung der Aufgabe erschwert. Dennoch gelingt es ihm nach einiger Zeit,
diese Schwierigkeiten zu überwinden und die Aufgabe zu lösen. Hierbei haben
ihm ein gutes Verständnis des zugrunde liegenden Grenzwertbegriffes (Vorwissen),
geschickter Heurismeneinsatz (imaginäre Figur, Nutzen aller Voraussetzungen, Zer-
legung in Teilaufgaben etc.) sowie eine gute metakognitive Steuerung durch Zielset-
zung (Was ist noch zu zeigen?) und Evaluation der gewählten Ansätze geholfen. Es
ist also durchaus möglich, gewisse Lücken während des Problembearbeitungspro-
zesses zu schließen. Häufig ist es sogar erwünscht, dass durch die Aufgabenbearbei-
tung neue Inhalte oder Aspekte eines Begriffs erschlossen werden. Vermutlich wird
Malik durch diesen Prozess einen tieferen Einblick in den Betragsbegriff bekom-
men haben, als wenn er den oben zitierten Skriptausschnitt (vgl. Abbildung 5.30)
auswendig gelernt hätte.

Im Folgenden werden exemplarisch einige Verständnisprobleme der anderen
Bearbeitungen aufgeführt, die ebenfalls den Erfolg verhindern.
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Abbildung 5.36 Maliks Notizen zum Quetschlemma (Teil 6)

Patrick (Umkehrung der Grenzwertsätze) hat Schwierigkeiten mit dem Kon-
vergenzbegriff. So sagt er: „Konvergent ist, wenn [die Folge] gegen einen Wert
konvergiert, also größer als Null definitiv (11:48).“ Natürlich wäre auch eine Null-
folge oder eine Folge, die gegen einen negativen Grenzwert geht, konvergent. Noch
größere Probleme ergeben sich aber mit dem Divergenzbegriff. Bei (11:24) sagt er:
„Wenn eine der Folgen divergiert, dann geht die gegen Null. Nee moment, divergent,
geht die gegen Null oder geht die gegen unendlich?“ Ersteres ist schlicht falsch und
auch die Vorstellung, dass divergente Folgen gegen Unendlich (oder minus Unend-
lich) gehen, stimmt nicht immer. Auch alternierende Folgen können divergent sein.
Mit diesem Wissen könnte man leicht ein Gegenbeispiel zu der Behauptung finden
(etwa xn = 1

n und yn = (−1)n). Seine Schwierigkeiten mit dem Begriff zeigen
sich auch darin, dass er mehrfach (bei 03:09 und bei 14:09) nach einem Beispiel für
divergente Folgen sucht und keines findet, obwohl das Skript mehrere Beispiele27

liefert.

27 So stehen etwa direkt nach der bereits in Abschnitt 5.5.3 erwähnten Definition der bestimm-
ten Divergenz, die Patrick sogar vorliest, die Beispiele „Die Folge {n}n divergiert bestimmt
gegen +∞“ und „Die Folge {(−1)n}n ist divergent aber nicht bestimmt divergent“.
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Niklas hat bei der Bearbeitung der Aufgabe zur konstanten Funktion (vgl.
Abschnitt 5.2.2) einige Schwierigkeiten mit dem Stetigkeitsbegriff, die sich in fol-
genden Aussagen offenbaren: „[Aus der Definition der Stetigkeit] folgt ja, es muss
ein δ > 0 existieren mit der Eigenschaft, dass der Betrag von f (x) − f (x0) quasi
gleich Null ist für alle x , die in diesem Intervall liegen (24:08)“ und „Die Funktions-
werte, wenn ich mir die jetzt auf der y-Achse vorstelle [...], können sich nicht weiter
von einander entfernen, wenn die Werte auf der x-Achse sich auch näher kommen.“
Zwar ließe sich diese Aufgabe mit Hilfe des Folgenstetigkeitskonzepts auch trotz
dieser Fehlvorstellungen lösen, ein alternativer Ansatz ohne dieses Konzept wird
aber auch hier verhindert.

Bei den Prozessen zum Grenzwert von Quotient und Wurzel (vgl. Abschnitt 5.2.3)
ist beiden Bearbeitern der in einer vorherigen Übung bewiesene Zusammenhang,
dass für jede Konstante k gilt lim

n→∞
n
√

k = 1, ohne den die Aufgabe kaum zu lösen ist,

nicht bekannt. Zwar ist grundsätzlich denkbar, dass diese Aussage selbst hergeleitet
wird, was aber den Aufwand noch um einiges erhöhen würde. Erschwerend kommt
in diesem Fall hinzu, dass der Zusammenhang nicht im Skript, sondern in alten
Übungen zu finden ist, sonst hätte Julia, die gut mit dem Skript arbeitet, diesen evtl.
gefunden.

Auch prozedurale Mängel führen zu unvollständigen Bearbeitungen, wie das
weiter oben in diesem Abschnitt bereits behandelte Beispiel von Andreas’ Umgang
mit Doppelsummen zeigt. Dieser Fehler hat allerdings nicht zu völligem Misserfolg
geführt.

Zusammenfassend lässt sich in Bezug auf Frage 6 sagen, dass gerade Schwierig-
keiten auf begrifflicher Ebene die Prozesse (und auch den Einsatz von Heurismen)
erheblich erschweren können. Bei Malik haben wir allerdings gesehen, dass solche
Schwierigkeiten durch guten Heurismeneinsatz und Metakognition auch überwun-
den werden können. Auch fehlendes Zusammenhangs- oder prozedurales Wissen
kann zu Schwächen in der Bearbeitung führen.

5.5.6 Metakognitive Aktivitäten

Wie die Heurismen wurden auch die metakognitiven Aktivitäten in einer Tabelle
5.3 dargestellt. Außerdem wurde hier noch der durch die Leitfragen (vgl. Abschnitt
5.3.7) bestimmte Grad der Metakognition aufgeführt. Da Tim während seiner Bear-
beitung so wenig gesprochen hat, dass kaum metakognitive Aktivitäten zu erkennen
waren, wurde sein Prozess zur besseren Übersicht an das Ende der Tabelle verscho-
ben. Dasselbe gilt, in etwas schwächerem Maße, auch für Jonas.
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Lässt man diese beiden Bearbeitungen außen vor, fällt auf, dass ein Großteil der
Kategorien in fast jedem Prozess vorkommt. Dies könnte ein Hinweis darauf sein,
dass insgesamt im beobachteten Kontext die Metakognition auf einem hohen Niveau
ist (was angesichts des Alters der Probanden im Vergleich etwa zu Schülern durchaus
plausibel wäre). Da das Kategoriensystem allerdings eigens für diese Arbeit entwi-
ckelt wurde und es somit keine Vergleichsmöglichkeiten zu anderen Kontexten gibt,
könnte es auch bedeuten, dass die Wahl der Kategorien zu grob ist (davon abgese-
hen, dass die Betrachtung von nur elf Prozessen ohnehin nur eine Orientierung und
keine verallgemeinerbaren Aussagen zulässt). Auch trägt die Dauer der Prozesse,
die mit bis zu einer Stunde deutlich höher ist als andere bekannte Beobachtungen
von Problembearbeitungen, möglicherweise dazu bei, dass viele verschiedene Akti-
vitäten auftreten. Trotzdem (oder gerade deshalb) ist es interessant, die Lücken in
dieser Tabelle genauer unter die Lupe zu nehmen.

In jedem Prozess tritt entweder Zielsetzung oder Planungsaktivität auf. Wie
bereits beschrieben (vgl. S. 108 f.), unterscheiden sich diese beiden Kategorien nur
darin, dass bei letzterer noch ein grober Plan genannt wird, wie das gesetzte Ziel zu
erreichen ist. Zielsetzung ist also in Planungsaktivität enthalten. Deswegen macht
es auch keinen großen Unterschied, dass bei Niklas’ zweitem Prozess nur letztere,
erstere aber nicht vorkommt. Es stellt sich aber die

Frage 7: Inwiefern wirken sich Planungsaktivitäten auf die Bearbeitungsqualität
aus?

Betrachtet man nur die Zahlen, so sind sowohl bei Prozessen mit Planungsaktivität
als auch bei solchen ohne alle Grade der Metakognition von M0 bis M2 vertreten. Bei
der Lösungsqualität sieht es ähnlich aus, wobei nur Malik, der in beiden Prozessen
Planungsaktivitäten durchführt, die beste Lösungsqualität L3 erreicht, was auch auf
individuelle Faktoren zurückzuführen sein könnte. Hieraus lassen sich also kaum
Vermutungen ableiten. Um einen besseren Eindruck von Planungsaktivitäten zu
bekommen, wird im Folgenden aus jedem Prozess, der eine solche enthält, ein
Beispiel betrachtet.

Malik sagt bei der Bearbeitung der Quetschlemma-Aufgabe (vgl. Abschnitt
5.2.1), dass er eine „Idee hatte ohne Betrag“, weswegen er plant, die Behauptung
zunächst ohne Betrag zu beweisen, um anschließend zu überlegen, „wie man das
mit dem Betrag machen könnte (06:04).“ Gemeint ist, in diesem Zusammenhang,
zunächst zu zeigen, dass bn −c < ε ist. Dies ist das gewählte Zwischenziel. Der Weg
hierhin wird zwar nicht explizit benannt, es wird aber aus der weiteren Bearbeitung
deutlich, dass die Idee für den Studenten ziemlich klar war. In diesem Fall wurde
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das benannte Ziel mit den geplanten Mitteln erreicht (bei 12:38) und hat wesentlich
zur Lösung der Aufgabe beigetragen.

Bei der Bearbeitung der Aufgabe zur n-ten Wurzel (vgl. Anhang D) sagt Malik:
„Jetzt überlege ich, wie das bei 2n +3n aussieht, wenn man da die n-te Wurzel zieht
(03:54).“ Außerdem sagt er in diesem Zusammenhang, dass er dies tut, um mehr
über den gesuchten Grenzwert zu erfahren, unter anderem, um seine Vermutung zu
bestätigen, dass dieser nur von aN abhängt. Es wird also ein klares Ziel benannt und
als Weg ein Spezialfall gewählt. Diese Planung führt dazu, dass als Grenzwert aN

vermutet wird, was Malik letztlich auch beweisen kann.
Bei derselben Aufgabe fasst Niklas den Plan: „Ich überlege halt gerade, ob ich

eine Möglichkeit finde, unter der Klammer28 irgendetwas auszuklammern, damit
ich halt ein Produkt unter der Klammer habe, wodurch ich dann die Möglichkeit
habe, etwas aus der Wurzel herauszuziehen (15:15).“ Das Ziel ist also, einen Faktor
aus der Wurzel herausziehen zu können, was durch ausklammern mit Hilfe des
Distributivgesetzes geschehen soll. Zwar ist an dieser Stelle noch nicht klar, welcher
Faktor das sein soll, aber auch diese Idee trägt wesentlich zur Lösung des Problems
bei.

Dass eine Planungsaktivität aber nicht zum Ziel führen muss, zeigen die nächs-
ten beiden Beispiele. Bei der Aufgabe Konstante Funktion sagt Niklas: „Jetzt würde
ich probieren, das halt irgendwie über das Delta zu nem Widerspruch zu bringen
(25:55).“ Das Ziel (Widerspruch) soll also mit Hilfe des Deltas aus der Stetigkeitsde-
finition erreicht werden. Julia nennt während ihres Prozesses zur Monotonie (siehe
Anhang D) mehrfach den Zwischenwertsatz als Mittel zur Erreichung des (nicht
explizit genannten) Ziels, die Monotonie der Funktion zu zeigen (was kein Zwi-
schenziel, sondern Gesamtziel der Aufgabe ist). So sagt sie beispielsweise: „[...],
dann denke ich, dass das das irgendwie mit dem Zwischenwertsatz zu zeigen sein
wird (11:36).“ Sowohl bei Niklas als auch bei Julia wird bei diesen Plänen kein
Fortschritt erzielt. Beide Probanden haben zwar Mittel zur Erreichung ihrer Ziele
benannt, sie scheinen aber, im Gegensatz zu den vorher genannten Beispielen keine
genauere Vorstellung davon zu haben, wie diese Mittel eingesetzt werden sollen, was
schon an der Verwendung des Wortes „irgendwie“ in beiden Zitaten deutlich wird.
Während bei Niklas der Plan zumindest nicht der üblichen Lösung dieser Aufgabe
entspricht, wäre Julias Idee bei konsequenter Umsetzung tatsächlich zielführend. In
beiden Fällen hat mangelndes Fachwissen die Umsetzung der Pläne verhindert.

In Bezug auf Frage 7 zeigt sich also, dass Planungsaktivitäten wichtige Elemente
von Problemlöseprozessen sein können. Ob sie wirklich weiterhelfen, ist aber stark
von der Situation abhängig. Neben dem Fachwissen scheint es besonders darauf

28 gemeint ist hier sicherlich die Wurzel



164 5 Aufgabenbasierte Interviews

anzukommen, wie konkret der Plan bereits im Kopf des Probanden vorhanden ist.
Dieser Faktor ist von außen nur schwer zu erfassen. Allerdings konnten bei den
oben genannten Beispielen die genauen Formulierungen bereits Hinweise darauf
geben.

Es folgt eine kurze Untersuchung weiterer Beobachtungen zu metakognitiven
Aktivitäten, die auch nach genauerer Betrachtung weniger wichtig zu sein scheinen.
Diesen Aktivitäten wird deswegen keine eigene Fragestellung gewidmet.

Die metakognitive Aktivität der Zielsetzung kann ähnliche Funktionen erfüllen,
auch wenn hier die Mittel zur Erreichung nicht direkt benannt werden. Es ist auch
möglich, dass zunächst ein Ziel genannt wird und erst später eine Idee zu dessen
Erreichung auftritt. In den Abschnitten zu Schoenfeld-Episoden (5.5.2) und Ide-
engenerierung (5.5.5) wurde beschrieben, wie sich Planung auf den Lösungserfolg
auswirkt und welche Aktivitäten zur Generierung von Ideen beigetragen haben.

Bei Julias Bearbeitung der Aufgabe zur Monotonie wurde (wie auch bei Jonas
und Tim) weder Einschätzen des Lösungsfortschritts noch Evaluation kodiert. Beide
Aktivitäten sind rückblickend auf die bisherigen Tätigkeiten. Da bei den drei genann-
ten Prozessen kein Ansatz durchgeführt und damit auch kein Lösungsfortschritt, der
über die mehr oder weniger erfolgreiche Analyse der Aufgabe hinausgeht, erzielt
wurde, waren diese metakognitiven Aktivitäten gar nicht möglich.

Die Einschätzung der eigenen Fähigkeiten wurde von den metakognitiven Akti-
vitäten am seltensten durchgeführt. Hierbei haben die Probanden fast ausschließlich
negative Aussagen über sich selbst getätigt: Patrick, der insgesamt große Verständ-
nisschwierigkeiten hat, tätigt mehrfach Aussagen wie: „Mir fällt auf, dass mir da
doch ein bisschen die Kenntnis fehlt (10:20)“ (ohne genauer zu spezifizieren, wor-
auf sich diese Kenntnis bezieht) oder „Da vertue ich mich öfter mal mit (11:38)“
(in Bezug auf die Definition der Divergenz). Auch die Aussagen von Manuel („Ich
stehe ein bisschen gerade auf dem Schlauch (18:59)“) und Julia („Ich glaub, das ist
zu kompliziert für meinen kleinen Kopf (25:54)“) kommentieren nur grundsätzliche
Schwierigkeiten, ohne diese genauer zu spezifizieren und sind daher für die Bear-
beitung des jeweiligen Problems wenig hilfreich. Alle diese Aussagen fanden nach
mindestens 10 Minuten der Beschäftigung der Aufgabe statt und stehen dement-
sprechend nicht als Einschätzung der (individuellen) Aufgabenschwierigkeit am
Anfang der Prozesse. Ein positiver Einfluss auf den Bearbeitungsprozess ist damit
höchst unwahrscheinlich. Zwar geben solche Aussagen einen Hinweis auf Schwie-
rigkeiten bei der Bearbeitung und hängen daher mit dem Lösungserfolg zusammen,
auf die Qualität der metakognitiven Aktivitäten geben sie aber kaum einen Hinweis.
In allen drei Fällen wurden aber Schwierigkeiten konkreter benannt, woran sich eine
grundsätzlich positive Reflexion der Bearbeitung erkennen lässt.
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Auch bei Äußerungen zum intuitiven Verständnis konnten keine Vor- oder Nach-
teile für die Problembearbeitung ausgemacht werden. Die Tabelle suggeriert einen
Zusammenhang mit der Regulation des Vorgehens, aber auch hierfür konnten keine
Bestätigungen oder mögliche inhaltliche Begründungen gefunden werden.

Wie bereits in Abschnitt 5.3.5 beschrieben, lassen sich die Aktivitäten Voraus-
sicht, Evaluation und Regulation zu Kontrollstrategien im Sinne von Schoenfeld
(1985) zusammenfassen, also solchen Strategien, die direkt mit Richtungsentschei-
dungen zusammenhängen. Wie die folgenden Beispiele zeigen werden, wurde eine
Regulation (also eine Entscheidung, das Vorgehen zu verändern) häufig in einem
Atemzug mit einer Beurteilung eine Ansatzes in Form von Voraussicht (a priori)
oder Evaluation (a posteriori) durchgeführt. In solchen Fällen wurde Regulation
nicht gesondert kodiert. Das Fehlen dieser Aktivität hat also (ähnlich wie bei der
Zielsetzung) keinen wesentlichen Einfluss auf die Bearbeitung der Aufgaben, sofern
die entsprechenden Aktivitäten durchgeführt wurden.

Im Zusammenhang mit Kontrollstrategien spricht Schoenfeld auch die Wild-
Goose-Chase-Prozesse (vgl. Abschnitt 5.5.2) an. In solchen Prozessen schlagen die
Bearbeiter einen Weg ein und behalten diesen für längere Zeit bei, ohne diese Wahl
mit Hilfe von Kontrollstrategien weiter zu hinterfragen (Schoenfeld, 1985, S. 192).
Ein solches Verhalten war, wie bereits erwähnt, bei den betrachteten Prozessen kaum
zu beobachten. Meist hatten die Probanden eher Schwierigkeiten damit, überhaupt
einen Lösungsansatz zu finden, den es sich (aus ihrer Sicht) lohnte, weiter zu verfol-
gen. Das hängt sicherlich auch mit der Wahl der Aufgaben zusammen, da hier (mit
wenigen Ausnahmen), im Gegensatz zu den Problemen von Schoenfeld, aber auch
vergleichbaren Untersuchungen aus dem Schulkontext, weniger konkrete Berech-
nungen als konzeptionelles Verständnis und logisches Schließen im Mittelpunkt
stehen. Allerdings könnte das seltene Auftreten solcher Wild Goose Chases auch
als Zeichen guter Metakognition (oder Kontrolle im Sinne Schoenfelds) gesehen
werden.

Ob bestimmte Kontrollstrategien wirklich verhindert haben, dass sich ein Pro-
band zu lange mit einem Ansatz beschäftigt, lässt sich schwer sagen, da es höchst
spekulativ ist, was passiert wäre, hätte die entsprechende Beurteilung des Ansatzes
nicht stattgefunden. Im Folgenden sollen zunächst verschiedene Spielarten dieser
Strategien benannt werden, bevor einige Stellen betrachtet werden, bei denen sich
Studierende längere Zeit einem gewählten Ansatz gewidmet haben.

Die wesentlichen Kontrollstrategien sind die Voraussicht und die Evaluation.
Beide lassen sich noch weiter unterteilen in die positive und die negative Einschät-
zung eines Ansatzes. So bedeutet etwa negative Voraussicht, dass ein Ansatz a
priori als wenig hilfreich eingeschätzt (und dem entsprechend meistens auch nicht



166 5 Aufgabenbasierte Interviews

weiter verfolgt) wird. Die Paraphrase „Das hilft mir nicht weiter29“ ist typisch für
diese Strategie. Ansätze werden hierbei, im Gegensatz zur Evaluation bereits sehr
früh beurteilt. Interessant ist, dass diese Strategie häufig im Zusammenhang mit
Aussagen aus dem Skript auftritt und eher selten im Bezug auf eigene Ideen. Ein
Grund dafür liegt möglicherweise darin, dass eigene Ideen, sofern sie bereits sehr
früh als wenig hilfreich eingeschätzt werden, gar nicht erst geäußert werden und
deshalb auch keine explizite Einschätzung getätigt wird. Einige Ausnahmen gibt es
allerdings: Malik etwa sagt, ohne das Skript zu benutzen bei seinen rechnerischen
Manipulation zur Aufgabe n-te Wurzel: „Bernoulli-Ungleichung wird mir jetzt nicht
weiterhelfen, vermutlich (20:03).“ Ein weiteres Beispiel wäre Niklas, der bei der
Aufgabe Konstante Funktion die Idee hat eine Skizze anzufertigen, diese aber mit
den Worten „Ich glaube, das führt zu ner Sackgasse (12:33)“ wieder verwirft. Auch
Manuel beurteilt eine eigene Idee (bei der Aufgabe Grenzwert von Quotient und
Wurzel diese beiden Grenzwerte lim an+1

an
und lim n

√
an gleichzusetzen) mit den

Worten „Kann ich mir, ehrlich gesagt, nicht vorstellen (19:36)“ Einige Male wird
auch der Aufwand als Grund genannt, einen Ansatz nicht durchzuführen. Zitate
wie „Das wäre zu mühselig, das jetzt alles mit der Hand auszurechnen (Andreas –
16:34),“ „Halte ich für unwahrscheinlich, weil die [Idee] sehr lange dauern würde
(Niklas, n-te Wurzel – 59:06)“ und „Das sieht eigentlich auch sehr aufwändig aus
(Malik, n-te Wurzel – 22:49)“ sind vermutlich weniger ein Ausdruck von Faulheit
als vom Vertrauen darin, dass eine sinnvoll gestellte Aufgabe keine solch langwieri-
gen Berechnungen erfordert. Insgesamt bleiben Begründungen, warum ein Ansatz
als nicht hilfreich eingestuft wird, eher aus. Auf der anderen Seite steht die positive
Voraussicht, bei der bereits vor seiner Durchführung ein Ansatz als hilfreich einge-
schätzt wird. Hier ist es allerdings so, dass der direkte Bezug zum Skript („Satz 4.2
hilft mir, gehe ich von aus (Patrick – 06:08)“ oder „Das heißt, dass ich diese Idee und
Definition von Intervallschachtelung und Häufungspunkt irgendwie brauchen werde
(Julia, Grenzwert von Quotient und Wurzel – 19:01)“) eher die Ausnahme bildet.
Vielmehr werden eigene Ideen mit Aussagen wie „Mit der Überlegung müsste das
funktionieren (Jan, Rangungleichung – 05:45)“ beurteilt. Häufig geschehen diese
Einschätzungen bereits in einem Atemzug mit der Benennung der Idee, etwa: „Ich
glaub, wenn ich [die] n-te Wurzel ziehe, hätten wir’s bewiesen (Malik, n-te Wurzel –
15:40)“ oder „Wenn ich das hier so aufschreibe, dann denke ich, dass das irgendwie
mit dem Zwischenwertsatz zu zeigen sein wird (Julia, Monotonie – 11:49).“ Auch
bei der positiven Voraussicht werden selten Begründungen geliefert, warum eine

29 Meist im Sinne von „Das wird/würde mir nicht weiterhelfen“ gemeint, aber im Präsens
Indikativ formuliert, weswegen für eine Unterscheidung von Voraussicht und Evaluation der
Wortlaut meist nicht ausreicht und der Kontext zwingend mitbetrachtet werden muss.
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Idee als hilfreich eingeschätzt wird. Außer den beiden bisher genannten Formen
der Voraussicht gibt es noch eine dritte, bei der die Probanden sich selbst nach der
Nützlichkeit einer Idee fragen, aber keine Antwort geben: „Ist die Monotonie in
dem Fall überhaupt wichtig (Julia, Grenzwert von Quotient und Wurzel – 07:26)?“
oder „Ich weiß nicht, ob mich das weiterbringt (Niklas, n-te Wurzel – 53:03).“ In
den wenigen Prozessen, in denen eine solche Aussage auftritt, wurden die entspre-
chenden Ansätze nicht weiter verfolgt, es ist also eine gewisse Nähe zur negativen
Voraussicht zu vermuten, wenngleich die Einschätzung nicht explizit vorgenommen
wird.

Im Gegensatz zur Voraussicht geschieht eine Evaluation erst, nachdem ein
Ansatz zumindest ein wenig verfolgt wurde. Die hierbei getätigten Einschätzun-
gen beruhen möglicherweise zum Teil auf den Erfahrungen, die dabei gemacht
wurden. Bei diesen Evaluationen entscheidet sich, ob der gewählte Weg beibehal-
ten oder abgeändert wird. Hier kann verhindert werden, dass man sich in einen
nicht-zielführenden Ansatz verbeißt. Eine Richtungsänderung kann unter anderem
durch eine negative Evaluation, also die Einschätzung, dass dieser Ansatz nicht
weiterhilft, herbeigeführt werden. Typisch hierfür ist etwa Jans Aussage (Aufgabe:
Fixpunkt): „Ich glaub, dieser Ansatz, den ich jetzt gerade habe, der verläuft irgend-
wie gefühlt im Nichts (19:38).“ Anders als die Aussagen zur Voraussicht präzisieren
die zur Evaluation aber häufiger, warum die entsprechenden Ansätze als nicht hilf-
reich eingestuft werden. Beispiele hierfür sind: „Ach nein, das ist ja ein Kreisschluss
(Jan, Rangungleichung – 20:15),“ „Jetzt haben wir genau die falsche Seite (Malik,
Quetschlemma – 34:31),“ „Aber dann haben wir nicht bewiesen, dass wir hinzu-
addieren können (Malik, n-te Wurzel – 42:45)“ und „Damit hab ich einfach nur
die Aufgabenstellung nochmal... (Niklas, konstante Funktion – 18:36)“. Auf die
Zusammenhänge dieser Zitate wird weiter unten genauer eingegangen. Interessan-
terweise kommt eine positive Evaluation fast gar nicht vor. Eine solche Selbstbe-
stätigung, auf dem richtigen Weg zu sein, ist zwar implizit in der Tatsache, dass ein
Ansatz weiterverfolgt wird, enthalten, explizit geäußert wird sie allerdings äußerst
selten. Im Hinblick auf die von Schoenfeld (1985) benannte Gefahr, dass mangelnde
metakognitive Steuerung zum verharren auf einem nicht-zielführenden Weg führen
kann, wären solche expliziten Begründungen interessant zu beobachten gewesen.
Tatsächlich war positive Evaluation nur an zwei Stellen zu beobachten. Zum einen
bleibt Malik (Aufgabe: Quetschlemma) an seinem Anfangs gewählten Ansatz dran
(die Ungleichung bn ≤ cn zu verwenden, um zu zeigen, dass bn − c < ε ist), „weil
das vom Gefühl her mir zeigt, dass ich auf dem richtigen Weg bin (06:52).“ Leider
wird nicht deutlich, was genau zu diesem Gefühl führt. Der Autor vermutet, dass
dieses Gefühl von der mehrfach erwähnten graphischen Vorstellung des mathe-
matischen Sachverhalts gespeist wird (vgl. Abschnitt 5.5.5). Zum anderen sagt
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Niklas, nachdem der Interviewer (da gegen Ende des Prozesses die Ideen immer
weniger zielführend wurden) eingegriffen und darauf hingewiesen hat, dass den
jüngsten Überlegungen ein Denkfehler zugrunde lag, „Ich glaube, dass ich damit
trotzdem evtl. weiterkomme30 (41:19).“ Hier hat also eine Perturbation von außen
dazu geführt, dass der beschrittene Weg nochmal genauer hinterfragt wird, was
zur expliziten positiven Evaluation geführt hat. Insgesamt bleibt es aber bei diesen
beiden Beispielen. Auch bei der Evaluation gibt es neben der positiven und der
negativen auch eine unbestimmte Variante. So sagt etwa Andreas nach Abschluss
einer längeren Rechnung: „Ist nur die Frage, ob mir das jetzt wirklich weiterhilft
(09:35).“ Niklas (Aufgabe: konstante Funktion) fährt nach seiner Aussage „Ich bin
mir da aber jetzt gerade nicht sicher [...], ob ich da überhaupt den richtigen Ansatz
habe (26:06)“ mit genau diesem Ansatz fort, worin sich diese Variante klar von der
negativen Evaluation unterscheidet, die immer zu einer Regulation des Vorgehens
geführt hat.

Eine Regulation kann auch auftreten, ohne dass ein Ansatz oder Lösungsweg
explizit hinterfragt wird: „Ich probiere einfach mal einen anderen Ansatz aus
(Niklas, n-te Wurzel – 26:24)“ oder „Nö, ich mach jetzt mal weiter (Julia, Monoto-
nie – 08:33).“ Ob der vorhergehende Ansatz dabei als nicht hilfreich eingeschätzt
wurde oder der jeweilige Bearbeiter hier schlicht nicht weiterkam, lässt sich hieraus
nicht erkennen. Darüber hinaus kam es nicht selten vor, dass eingeschlagene Wege
kommentarlos abgebrochen wurde. Das ist ein starker Hinweis darauf, dass hier
metakognitive Aktivitäten abliefen, die von außen, trotz lautem Denkens, nicht zu
erkennen waren.

Die Klärung der Handlungsoptionen, die nur bei Patrick kodiert wurde, kann man
bei entsprechender Betrachtungsweise als Aufzählung möglicher Ansätze bezeich-
nen. Solche Aufzählungen sind auch bei anderen Probanden vorgekommen, aller-
dings wurde hier in der Regel zu jedem dieser Ansätze eine kurze Einschätzung
(Voraussicht) abgegeben. Hierzu schien Patrick nicht in der Lage gewesen zu sein,
als er sagt: „Ob ich das explizit an dem machen kann oder ob ich mir da jetzt ein
Beispiel für konstruieren müsste, das ist dann wieder die nächste Frage (02:34).“

Frage 8: Welchen Einfluss haben Kontrollstrategien auf die Problembearbeitungs-
prozesse?

Im Folgenden werden also einige Prozesse hinsichtlich der Kontrollstrategien
genauer unter die Lupe genommen. Hierbei wird auf eine Betrachtung der Ana-

30 Nach reiflicher Prüfung ist der Autor zu dem Schluss gekommen, dass die Einschätzung
des Interviewers korrekt war und dieser Ansatz wirklich nicht hilfreich war.
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lysis-Phasen verzichtet, da die hier durchgeführten Aktivitäten sich in der Regel als
notwendig erweisen (zumindest war dies bei den betrachteten Prozessen der Fall)
und deswegen keiner größeren metakognitiven Kontrolle bedürfen. Der Fokus der
folgenden Absätze liegt auf Phasen, in denen sich die Probanden längere Zeit (ab
circa 3 Minuten) einer Idee widmen.

Zunächst soll Andreas’ Bearbeitung der Aufgabe zur linearen Unabhängigkeit
(vgl. Abschnitt 5.5.5 und Anhang D) betrachtet werden. Diese Aufgabe ist ein Bei-
spiel dafür, wie längere Rechenoperationen, in denen man sich leicht verirren kann,
auch in der universitären Fachmathematik eine wichtige Rolle spielen können (bei
den meisten hier betrachteten Aufgaben war dies nicht der Fall). Andreas bildet,
nachdem er sich in der Analysis-Phase die Gestalt der Vektoren vi − v vor Augen
geführt hat, aus diesen zunächst eine Linearkombination (07:09–09:11). Auf seine
folgenden Umformungen vorausblickend sagt er: „Die Vermutung liegt ja nahe,
dass wir irgendwas haben mit

’
Eins minus‘ und dann addieren wir die einzelnen

ai ’s auf (09:25).“ Ein solches Ergebnis würde sehr gut zu der Eigenschaft aus der

Aufgabenstellung, dass
n∑

i=1
ai �= 1 ist, passen. Nach einer längeren Rechnung hat

er die aufgestellte Gleichung korrekt umgeformt, das Ergebnis sieht aber aufgrund
der Pünktchenschreibweise relativ unübersichtlich aus (vgl. Abbildung 5.37). Er
evaluiert dieses Zwischenergebnis mit „Ist nur die Frage, ob mir das jetzt wirklich
weiterhilft (15:36)“ und bricht diese Rechnung wenig später, zugunsten eines erneu-
ten Versuchs in Summenschreibweise mit den Worten „Das wäre zu mühselig, das
jetzt alles mit der Hand auszurechnen (16:24)“ ab. Bei der folgenden Umformung
unterläuft ihm der in Abschnitt 5.5.5 bereits genannte Fehler (vgl. Abbildung 5.19),

dass
n∑

i=1
λi

n∑

j=1
a jv j =

n∑

i=1
λi aivi ist. Bei (18:00) beendet er seine Rechnung, im

Glauben die Hinrichtung bewiesen zu haben. Beim Beweis der Rückrichtung führt
er interessanterweise dieselbe Rechnung nochmal durch (20:49–25:04) und macht
auch denselben Fehler.

Abbildung 5.37 Ergebnis der Umformung in Pünktchenschreibweise
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In diesem Prozess hat es wenig Kontrollprozesse gegeben, allerdings wäre der
eingeschlagene Weg zum einen richtig gewesen, hätte es den Umformungsfehler
nicht gegeben, zum anderen war dieser typisch für Aufgaben zur linearen Unab-
hängigkeit, so dass kein Grund zum Zweifel an der Wahl des Weges vorlag. Inter-
essant ist, dass die Richtungsentscheidung nicht mit der langwierigen und unüber-
sichtlichen Pünktchenschreibweise fortzufahren, möglicherweise zu diesem Fehler
geführt hat. Zumindest hätte ein Vergleich des Zwischenergebnisses mit den späte-
ren Ergebnissen zu einem Konflikt führen können.

Als Nächstes wird ein Blick auf Jans Bearbeitung der Fixpunkt-Aufgabe gewor-
fen (vgl. Anhang D). Nach der Analyse der Aufgabe sucht der Proband zunächst
nach Ideen. Als Erstes (04:10) betrachtet er den Fall, dass n = 1 ist, stellt aber
bald fest: „[Damit] komme ich nicht weiter,“ da f 1(m) nicht gleich m sein muss.
Dann macht er sich nochmal klar, dass f ◦ f = f 2 ist. Auch hier kommentiert
er: „Das bringt mich jetzt aber auch noch nicht so viel weiter (06:32).“ Zwar ist
diese Information zum Bearbeiten der Aufgabe zwingend notwendig, sie scheint
ihn aber noch nicht zu einem Lösungsansatz zu führen. Wenig später (07:11) sagt
er: „Ich weiß aber nichts Genaueres über die Menge M .“ Das ist deswegen beson-
ders interessant, weil die Endlichkeit von M entscheidend für die Richtigkeit der zu
beweisenden Aussage ist. Hier wird also deutlich, dass diese Eigenschaft von Jan
übersehen oder als nicht wichtig eingestuft wurde31. Es scheint sich hierbei also
weniger um eine Richtungsentscheidung als um eine fachliche Fehleinschätzung
zu handeln (es wurde ja nicht bewusst entschieden, die Endlichkeit der Menge zu
vernachlässigen). Stattdessen beginnt Jan ab (07:44) mit der Umkehrabbildung zu
arbeiten (die Existenz einer solchen ist nicht unbedingt gegeben). Zwar evaluiert
er diese Idee nach etwa fünf Minuten (12:30) mit den Worten „Ich glaub, dieser
Ansatz, der verläuft gefühlt irgendwie im Nichts“, ändert aber die Richtung sei-
ner Überlegungen nicht (möglicherweise aus Mangel an alternativen Ideen). Sein
Weg führt ihn zunächst (13:36) dazu, m = f −1(m) zu „wählen32“, woraus sich
Id(m) = f 1(m) ergibt. Da aber m = f n(m) zu zeigen ist, gibt er sich damit nicht
zufrieden33. Bei (15:40) „wählt“ er also m = f −n(m). Um die Korrektheit sei-
ner Umformungen stützen zu können, beweist Jan (etwa 17:00 bis 20:00), dass es
sich bei Abbildungen mit der Hintereinanderausführung als Verknüpfung um eine

31 Bei vielen Aufgaben stehen zu Beginn Informationen, die den Gültigkeitsbereich einer
Aussage bestimmen, darüber hinaus aber wenig bis keine Relevanz für den Beweis haben.
Beispiele hierfür sind „Sei x ∈ IR“, „Sei V ein K -Vektorraum“ oder eben „Sei M eine Menge“
32 Dieser Ansatz führt letztlich zu einem Zirkelschluss, da man nicht einfach davon ausgehen
kann, dass es ein m mit dieser Eigenschaft gibt.
33 Da die Aufgabe nur zu zeigen verlangt, dass es ein n gibt, für das diese Gleichung gilt,
würde dieses Ergebnis mit n = 1 schon genügen, wäre es kein Zirkelschluss
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Gruppe handelt34. Anschließend zeigt er durch Rechenumformungen (ab 20:11),
dass f m( f −m(m)) = Id(m) ist. Ab (20:56) beschäftigt er sich noch weiter damit,
zu zeigen, dass Id(m) = m ist. Zuletzt (23:55) schreibt Jan noch seinen Antwortsatz
auf und bei (25:09) endet der Prozess.

Von den betrachteten Prozessen kann dieser am ehesten als Wild Goose Chase
bezeichnet werden: Von (07:44) bis (25:09) beschäftigt Jan sich mit einem Ansatz,
der nicht zu einer korrekten Lösung der Aufgabe führt. Zwar schätzt er diesen sel-
ber bei (12:30) als „im Nichts“ verlaufend ein, diese Evaluation führt ihn aber nicht
zu einer Richtungsänderung. Am Ende des Prozesses ist Jan davon überzeugt, die
Aufgabe richtig gelöst zu haben, was auch erklärt, warum er so lange auf dem
gewählten Pfad geblieben ist. Im Gegensatz zu Andreas, der sich grundsätzlich auf
dem richtigen Weg befand, bei dem aber ein Rechenfehler zum Scheitern geführt
hat, führte Jans Ansatz komplett in eine falsche Richtung. Hierbei spielten zwei
Fehleinschätzungen eine Rolle: Zum einen existiert eine Umkehrabbildung nur bei
bijektiven (oder zumindest injektiven) Funktionen, zum anderen wurde eine ziel-
führende Möglichkeit (das Ausnutzen der Endlichkeit von M) nicht erkannt. Jans
Ergebnis stellt sich außerdem bei genauerer Betrachtung als Zirkelschluss heraus.

Die zweite Aufgabe, die Jan bearbeitet, ist die zur Rangungleichung (vgl. Anhang
D und Abschnitt 5.5.2). Nachdem er sich in der Analysis-Phase die Gestalt der
Matrizen genauer vor Augen geführt hat, betrachtet er zunächst (04:09–09:13) den
Spezialfall, dass alle Zeilen der Matrix A linear unabhängig voneinander sind, die
Matrix also vollen Rang hat. Diesen Spezialfall kann er recht schnell argumentativ
belegen35 und es werden auch keine Zweifel an diesem Ansatz geäußert. Das wei-
tere Vorgehen ist nicht mehr so zielstrebig. Im Skript findet Jan die Information,
dass sich Zeilen- und Spalten-Rang bei Durchführung des Gauss-Verfahrens nicht
ändern, was er aber mit den Worten „Das bringt grad nicht viel (10:35)“ zunächst
abtut36. Jan verbringt noch etwas Zeit (11:12–12:09) damit, den oben genannten
Spezialfall zu konkretisieren, etwa indem er den Rängen der Matrizen Variablen
zuordnet. Ab (13:12) überlegt er dann, was passiert, wenn (mindestens) eine Zeile

34 dass dies nur für bijektive Abbildungen gilt, wird nicht beachtet, die Existenz von Umkehr-
funktionen vorausgesetzt, ist der Beweis aber korrekt
35 Da alle Zeilen linear unabhängig sind, wird dies auch so bleiben, wenn diese Zeilen in zwei
Teilmatrizen aufgeteilt werden.
36 Mit dieser Information ist das Problem aber durchaus leichter anzupacken, etwa dadurch,
dass sich nach Durchführung des Gauss-Verfahrens die linear abhängigen Zeilen als Nullzeilen
am unteren Ende der Matrizen wiederfinden oder dadurch, dass, wenn zuerst das Gauss-
Verfahren bei A1 und A2 durchgeführt wird, Zeilen in A1 mit Zeilen in A2 übereinstimmen
können, was bedeuten würde, dass der Rang von A kleiner wäre als die Summe der Ränge
von A1 und A2.
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linear abhängig ist37. Bei (15:14) kommt ihm die Idee (zu erkennen an einem lau-
ten „Ah!“), dass sich zwei linear abhängige Zeilen in A auf A1 und A2 aufteilen.
Diese beurteilt er mit der Voraussicht: „Das müsste funktionieren“. Es wird im kom-
pletten Prozess nicht erkennbar, ob Jan klar ist, dass sich solche Zeilen aufteilen
können, aber nicht müssen. Wie diese Idee formal umzusetzen ist, wird Jan während
des gesamten Prozesses nicht klar. Zunächst versucht er, die lineare Abhängigkeit
in Formeln darzustellen (16:17). Diesen Versuch bricht er aber wenig später mit
den Worten „Ich weiß nicht genau, wie man das aufschreiben müsste (17:14)“ ab.
Anschließend (18:24) versucht er sich an einem Beweis durch Widerspruch, indem
er zunächst annimmt, dass Rang(A) > Rang(A1) + Rang(A2) ist. Die folgenden
Überlegungen (19:01–19:50) sind schwierig zu interpretieren und werden deswegen
wörtlich wiedergegeben: „Hier (zeigt auf die rechte Seite der Ungleichung) müssen
Zeilen dazugekommen sein. Jede linear unabhängige Zeile in A muss zwangsläufig
linear unabhängig in A1 bzw. A2 sein. Wenn der Rang von A größer wäre als der
Rang [von] A1 plus der Rang von A2, das würde implizieren, dass das eben nicht so
ist.“ Geht man davon aus, dass mit den Zeilen, die auf der rechten Seite der Unglei-
chung dazugekommen sind, linear abhängige Zeilen (die in A linear unabhängig
waren) gemeint sind, so stecken in diesen Aussagen bereits alle wesentlichen Ele-
mente für einen Widerspruchsbeweis drin. Dennoch bricht Jan diese Überlegung
mit dem Kommentar „Ach nein, das ist ja ein Kreisschluss (20:15)“ ab. Das ist vor
allem vor dem Hintergrund, dass in Jans erstem Prozess (s. o.) ein Kreisschluss zum
falschen Ergebnis geführt hat, interessant. Möglicherweise ist er (zumindest in der
Situation vor demselben Interviewer und der Kamera) hierfür besonders sensibel
geworden. Die Idee des Widerspruchsbeweises wird etwas später (21:47) kom-
plett abgebrochen. Bis zum Ende des Prozesses (32:21) versucht Jan, ohne Erfolg
und ohne dass er Kontrollüberlegungen äußert, die Behauptung direkt zu beweisen.
Insgesamt werden hier mehr Regulationsstrategien angewandt als bei Jans erstem
Prozess, allerdings wird auch eine anscheinend zielführende Überlegung aufgrund
einer Fehleinschätzung abgebrochen.

Die Bearbeitung der Aufgabe zur n-ten Wurzel von Niklas wurde bereits in
Abschnitt 5.5.1 ausführlich beschrieben. An dieser Stelle soll eine kurze Zusammen-
fassung im Hinblick auf die Kontrollstrategien gegeben werden. Die erste Idee, die
Niklas verfolgt (ab 13:24), ist die, etwas aus der Wurzel auszuklammern. Zunächst
ist ihm noch nicht klar, was das sein kann. Diese Idee wird bis (26:24) nicht explizit
hinterfragt. Insgesamt haben Evaluationen nur stattgefunden, wenn es hier erwähnt

37 Natürlich braucht es mindestens zwei Zeilen für eine lineare Abhängigkeit, wenn es sich
nicht gerade um eine Nullzeile handelt. Hier und im Folgenden wird die Sprechweise des
Studenten übernommen, der während des Prozesses durchgehend den Eindruck macht, als
wüsste er um die Verkürzung dieser Darstellung.
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wird. Bei (17:56) konkretisiert er, dass er an
1 ausklammern möchte und erkennt

später (21:49), dass dann für die dadurch entstehenden Summanden an
a1

≥ 1 gelten

muss38. Bei (26:24) entscheidet sich Niklas für eine Regulation: „Ich probiere ein-
fach mal einen anderen Ansatz aus“, auch hier ohne den Ansatz des Ausklammerns
explizit zu evaluieren. Die nächste Idee ist, die Folge durch Multiplikation mit Eins
zu manipulieren (etwa 28::30 bis 35:30 – vgl. Abbildung 5.10). Bei (38:41) kehrt er
wieder zu der Idee des Ausklammerns zurück, diesmal mit dem Faktor an

k . Das führt
ihn schließlich zur Idee, das Quetschlemma anzuwenden (42:40). Als Abschätzung
nach oben gibt er direkt an, dass alle Summanden dem größten (also ak) entspre-
chen. Eine Abschätzung nach unten zu finden fällt ihm allerdings schwer. Zunächst
fällt ihm ein, dass Teilfolgen einer konvergenten Folge gegen denselben Grenzwert
konvergieren (52:50). Hierzu sagt er allerdings schnell: „Ich weiß nicht, ob mich das
weiterbringt (53:03).“ Dann versucht er eine änhliche Idee, wie bei der Abschätzung
nach oben (55:11), nämlich alle Summanden gleich dem kleinsten (a1) zu setzen.
Er zeigt Voraussicht, indem er sagt: „Das brauche ich nicht mehr zu machen39, weil
das ähnlich ablaufen wird (55:32).“ Außerdem stellt er fest, dass ihm das noch kein
Ergebnis, immerhin aber ein Intervall, in dem dieses liegen muss, liefert (Denn die
Abschätzung nach unten führt zum Grenzwert a1, die nach oben zu ak). Die nächs-
ten beiden Ideen werden nun explizit evaluiert: Zunächst (56:25) überlegt er, eine
Folge aus Mittelwerten zu bilden, was er mit „Das bringt mich gerade nicht so weiter
(57:50)“ kommentiert. Dann hat er die Idee, die Summanden paarweise zusammen-
zufassen. Hierzu sagt er: „Halte ich für unwahrscheinlich, weil die sehr lange dauern
würde (59:06).“ Insgesamt gibt es in diesem Prozess eher wenig explizit geäußerte
Einschätzungen der Ansätze. Bei (26:24) wird ein vielversprechender Ansatz (das
Ausklammern) zunächst verworfen, der aber bei (38:41) wieder aufgegriffen wird.

Auch bei Niklas’ zweiter Bearbeitung sind explizite Äußerungen über mögliche
Ansätze eher selten. Bereits in der Analysis-Phase wird der Versuch, eine Skizze
zu zeichnen mit den Worten „Ich glaub, das führt zu ner Sackgasse (12:33)“ abge-
brochen. Aus dem Kontext wird klar, dass die Ursache hierfür eine Fehlvorstellung
zu Funktionen war, denn Niklas hat nach eigener Aussage Schwierigkeiten damit,
dass jedem x-Wert zwei y-Werte zugeordnet werden40. Die erste Idee (13:05), die
Niklas dann äußert, ist die Folgenstetigkeit zu nutzen. Konkretisiert wird diese erst
vier Minuten später (17:05). Hier erklärt Niklas, dass wenn eine Folge xk gegen x0

38 Eine Wahl, bei der die Summanden kleiner 1 wären, etwa wenn der größte Summand ak
ausgeklammert würde, wäre zielführender.
39 gemeint ist vermutlich „auszurechnen“.
40 Dem ist ja nicht so, allerdings hat jeder y-Wert, der geroffen wird, mindestens zwei Urbilder
(nämlich x und x2).
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konvergiert, nicht nur f (xk) → f (x0), sondern auch f (x0) → f (x2
0 ) gelten muss.

Etwas später stellt er aber fest: „Damit hab ich einfach nur die Aufgabenstellung
nochmal [...] (18:36)“41. Eine Idee, die er im Folgenden etwas länger verfolgt (ca.
23:00 bis 29:00), lässt sich wie folgt zusammenfassen: Da | f (x) − f (x2)| = 0 ist,
muss für alle x0 im Intervall (x; x2) gelten, dass | f (x)− f (x0)| < ε ist. Diese Fehl-
vorstellung wiederholt Niklas später in ähnlicher Form (27:52) nochmal, indem er
behauptet, dass die Abstände in y-Richtung sich nicht vergrößern können, wenn die
Abstände in x-Richtung kleiner werden. In den sechs Minuten, in denen er diesen
Ansatz verfolgt, sagt er zwar einmal „Ich bin mir da aber jetzt gerade nicht sicher
[...], ob ich da überhaupt den richtigen Ansatz habe (26:06)“, fährt aber trotzdem
auf diesem Weg fort. Die nächste Idee, ist mit einem Mittelwert zu arbeiten (35:03):
Wenn x0 in einer δ-Umgebung um x liegt, dann muss das auch für den Mittelwert
von den beiden gelten. Auch dieser Weg ist nicht zielführend, da aus diesen Über-
legungen zu den x-Werten keinerlei Folgerungen für die y-Werte abzuleiten sind.
Als seine ersten Überlegungen fehlschlagen, sagt er: „Ich glaube, dass ich damit
trotzdem eventuell weiterkomme (41:19).“ Wenig später (42:47) bricht er die Bear-
beitung ab. Ein Großteil der in diesem Prozess gefällten Richtungsentscheidungen
kann man zumindest als fragwürdig einschätzen. Dass der Versuch einer Skizze
erfolglos abgebrochen wird ist vielleicht noch nicht einmal eine Entscheidung, son-
dern resultiert eher aus Unvermögen. Als nächstes wird der objektiv sinnvolle Weg
über Folgenstetigkeit abgebrochen, weil eine Teilüberlegung sich im Kreis dreht.
Die weiteren Überlegungen basieren allesamt auf Fehlvorstellungen zur Stetigkeit,
werden aber recht lange verfolgt und zum Teil auch als zielführend eingeschätzt.
Hier sieht man, dass erfolgreiche Metakognition sehr eng mit gutem Vorwissen
verknüpft sein kann.

Betrachtet man die Übersicht (Abbildung 5.3), fällt auf, dass in Maliks Bear-
beitung der Quetschlemma-Aufgabe keine Voraussicht aufgetreten ist. In Abschnitt
5.5.5 wurde dieser Prozess bereits ausführlich beschrieben, die folgenden Betrach-
tungen konzentrieren auf die Anwendung von Kontrollstrategien. Nachdem sich
Malik in der Analysis-Phase ein graphische Vorstellung von der Situation gemacht
hat, ist seine erste Idee, die Voraussetzung bn ≤ cn zu verwenden (05:14). Er prä-
zisiert sogar, dass bn − c ≤ cn − c < ε ist, stört sich aber noch daran, dass in dieser
Ungleichungskette kein Betrag vorkommt. Trotzdem entscheidet er sich (Evalua-
tion) dazu, diese Idee weiter zu verfolgen „weil das vom Gefühl her mir zeigt, dass
ich auf dem richtigen Weg bin (06:52).“ Schriftlich umgesetzt wird diese, bis dahin
nur mündlich formulierte Idee etwas später (etwa von 10:30 bis 13:00), so dass damit
bereits bewiesen ist, dass bn − c < ε ist (ohne genauere Präzisierung, für welche

41 Denn hieraus folgt nur, dass f (x0) = f (x2
0 ) ist
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n diese Ungleichung gilt). Ab (14:16) beginnt Malik, die Voraussetzung bn ≥ an

zu nutzen. Zunächst folgert er daraus, dass bn ≥ c ist (was nicht stimmen muss).
Hieraus würde folgen, dass |bn − c| = bn − c ist. Bei (17:01) stellt Malik aber fest:
„bn − c ist auch gar nicht größer gleich Null, das muss gar nicht der Fall sein.“
Aufgrund dieser Evaluation bricht er die Überlegungen in diese Richtung ab. Die
nächste Idee, die Malik verfolgt, ist, die Ungleichungen an ≤ bn und |an − c| < ε

zu addieren (vgl. Abbildung 5.33). Diese wird etwas später kommentarlos abgebro-
chen und bei (23:04) sucht Malik im Skript nach weiteren Ideen. Ohne dass eine
Verbindung zu dem, was er im Skript gelesen hat, zu erkennen ist, benennt Malik
bei etwa (25:00) die Idee eines Beweises durch Widerspruch, indem er schreibt:
|bn − c| > δ. Diese Idee wird aber im weiteren Verlauf nicht weiter kommentiert
oder aufgegriffen. Seitdem er bei Minute 13 gezeigt hat, dass bn − c < ε ist, hat
Malik die Ungleichung bn ≤ cn nicht mehr verwendet. Dieses Vorgehen evaluiert
er mit den Worten: „Das ist tatsächlich auch vermutlich alles, was ich aus dieser
Teilaussage bn ≤ cn bekommen kann (26:41).“ Nach dieser (korrekten) Einschät-
zung konzentriert er sich weiterhin auf die Voraussetzung an ≤ bn . Etwa bei Minute
30 verdeutlich er nochmal, dass er bn < c − ε zeigen möchte. Bei (32:52) sagt er,
dass er hierfür zeigen muss, dass c − ε < an ist, was er sich graphisch bereits ver-
deutlicht hat. Der nächste Versuch einer Umformung der Ungleichung |an − c| < ε

(33:41) führt ihn auf c + ε > an (vgl. Abbildung 5.36 links). Hierzu stellt er schnell
fest: „Jetzt haben wir genau die falsche Seite (34:41).“ Wenig später kommt er
aber auf die Idee, den „Betrag des Negativen“ zu betrachten (vgl. Abbildung 5.36
Mitte oben), was schließlich (etwa bei Minute 38) zu der gesuchten Aussage führt.
Den Rest des Prozesses (immerhin noch bis 46:25) benötigt Malik, um die beiden
Teilaussagen zu der zu zeigenden Behauptung zusammenzufassen. Die gewählte
Richtung, mit den bewiesenen Ungleichungen und dem Betrag zu arbeiten (vgl.
Abbildung 5.36 unten) wird nicht mehr hinterfragt, ist aber auch eine sinnvolle
Möglichkeit.

In diesem Prozess gibt es relativ wenige explizite Beurteilungen des Vorgehens
(nur die hier erwähnten). Allerdings ist die Qualität dieser wenigen Aussagen sehr
hoch: Bereits zu Beginn (06:52) äußert Malik die Einschätzung, dass er sich auf
dem richtigen Weg befindet. Ein falscher Ansatz (14:16) wird nach recht kurzer Zeit
(17:01) als solcher erkannt. Etwa in der Mitte des Prozesses (26:41) wird evaluiert,
dass das bisherige Vorgehen gut war und ein kleiner Umweg bei einer Rechnung
(33:41) wird erkannt (34:41) und es werden daraus richtige Konsequenzen gezogen
(35:47). Auch nicht explizit erwähnte Richtungsentscheidungen sind gut, denn es
werden ungünstige Lösungsversuche schnell abgebrochen. Interessant ist auch, dass
Malik hier an keiner Stelle explizit eine Voraussicht erwähnt. Vor dem Hintergrund,
dass seine Kontrollstrategien von guter Qualität sind, lässt sich das dadurch erklären,
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dass Malik sich seiner Sache von Beginn an durch die graphische Vorstellung sehr
sicher war, so dass ihm, ähnlich wie bei der positiven Evaluation aller Probanden,
eine Bestärkung nicht notwendig erschien.

Auch Maliks Bearbeitung der Aufgabe (vgl. Abschnitt 5.5.5) zur n-ten Wurzel
soll hier im Hinblick auf Kontrolle betrachtet werden. Nach einer kurzen Analy-
sis-Phase beginnt Malik mit der Betrachtung von Spezialfällen (02:26). Bevor er
hierzu konkret etwas aufschreibt, erinnert er sich daran, dass n

√
c für konstante c

gegen 1 konvergiert, trifft dazu aber die Voraussicht: „Das hilft uns eigentlich auch
nicht weiter (03:33).“ Später zeigt sich, dass diese Einschätzung nicht ganz richtig
ist, zu diesem Zeitpunkt in der Bearbeitung ist diese Information allerdings tatsäch-
lich noch nicht hilfreich. Malik betrachtet nun die konkrete Folge n

√
1n + 2n + 3n

und vermutet bald, dass der erste Summand für große n nicht mehr ins Gewicht
fällt, weil er immer gleich 1 ist. Daraufhin (04:42) stellt er sich die Frage, ob das
auch für den zweiten Summanden 2n gilt und möchte dementsprechend zeigen,
dass n

√
2n + 3n → 3 gilt. In Voraussicht auf diesen Ansatz sagt er: „Das müsste

vermutlich dann auch für beliebige Zahlen gelten (05:06).“ Um seine Vermutung
zu unterstützen, rechnet er im Kopf Beispielwerte für n = 2 aus, plant dasselbe
für n = 3, bricht diese Rechnung aber mit den Worten „Rechne ich nicht aus
(06:55)“ ab, möglicherweise, weil die exakte Rechnung im Kopf recht aufwän-
dig ist. Von (09:22) bis (28:21) widmet Malik sich dem Beweis des Spezialfalls
N = 2. Es soll hier nicht jede Rechnung im einzelnen dokumentiert werden, der
grundlegende Ansatz besteht darin xn := an

1 + an
N zu setzen und diese Gleichung

umzuformen, mit dem Ziel, zu zeigen, dass sich xn für große n an an
N annähert42.

Eine der ersten Ideen besteht darin, beide Seiten durch an
1 zu dividieren, so dass

die Gleichung (
aN
a1

)n = ( x
a1

)n − 1 herauskommt. An dieser Stelle sei angemerkt,
dass es geschickter gewesen wäre, hier durch an

N zu dividieren, denn hätte in der
Gleichung ( a1

aN
)n = ( x

aN
)n −1 auf der linkens Seite eine Nullfolge gestanden und es

wäre deutlich leichter gewesen, die Behauptung zu zeigen. Dies wurde von Malik
leider nicht erkannt. Insgesamt wurden bei den Berechnungen kaum Evaluationen
vorgenommen. Nach einiger Zeit ist Malik auf folgende Gleichung gekommen:

aN
a1

n
√

( x
a1

)n − 1
= 1

An dieser Stelle sagt er: „Vielleicht denke ich einfach in die falsche Richtung
(21:07).“ Dies ist die einzige Stelle in den fast 20 Minuten, die sich Malik mit dem

42 Streng genommen muss man hier aufpassen, da durchaus beide Folgen gegen unendlich
gehen können. Letztlich zeigt Malik eher, dass ( x

aN
)n gegen 1 konvergiert.
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Beweis des Spezialfalls beschäftigt, an der er kurz das reine Rechnen unterbricht.
Bei (22:49) überlegt er zu zeigen, dass es sich um eine monotone und beschränkte
Folge handelt, nimmt davon aber mit den Worten „Das sieht eigentlich auch sehr
aufwändig aus (23:46)“ Abstand und kehrt wieder zu seinen vorherigen Überle-
gungen zurück. Diese beiden Aussagen bleiben die einzigen Einschätzungen von
Ansätzen in diesem Zeitraum. Tatsächlich gelingt es Malik, die kompliziert anmu-
tende Gleichung so umzuformen, dass am Ende (28:21) die gesuchte Behauptung
gezeigt wird. Anschließend (29:07 bis 30:58)) betrachtet er noch den Fall, dass
a1 = aN ist (vgl. Abbildung 5.20). Es folgen einige Ansätze, das Ergbenis zu
verallgemeinern: Malik überlegt, den Limes unter die Wurzel zu bringen (33:09),
induktiv immer einen Summanden hinzuzufügen (34:18 bis 37:10), die vorherigen
Rechnungen mit drei Summanden zu wiederholen (39:53 – wird nicht verfolgt), bei
den Rechnungen erreichte Zwischenergebnisse zu verwenden (41:08) und mit N
Summanden zu beginnen und induktiv immer einen zu eliminieren (43:27). Hiervon
wird nur die erste explizit bewertet, mit den Worten „Nee, das macht auch gar keinen
Sinn (33:48)“, trotzdem aber auch nur die zweite eine Zeitlang verfolgt. Schließlich
(44:56) kommt Malik auf die Idee, die Folge nach oben abzuschätzen, indem er
alle Summanden gleich aN setzt. Das führt ihn schließlich dazu, das Quetschlemma
anzuwenden, mit dessen Hilfe er die Aufgabe bis (49:20) gelöst hat (vgl Abbildung
5.21).

In diesem Prozess kann man die längste fragwürdige Phase von fast 20 Minuten
beobachten. Während dieser Zeit werden nur zwei explizite Aussagen zu Kontroll-
prozessen getätigt. Auch der anschließende Versuch der Verallgemeinerung hat fast
15 Minuten gedauert und beinhaltet nur eine solche Aussage. Zwar lässt sich darüber
diskutieren, ob und wie stark diese lange Rechnung zu der Idee, das Quetschlemma
anzuwenden, beigetragen hat, dennoch lässt sich beobachten, dass sehr viel Zeit auf-
gewendet wird, ohne dass die Richtungsentscheidung wesentlich hinterfragt wird.
Am Ende des Prozesses stellt Malik dasselbe fest: „Ich hab etwa gerade ne Stunde
gerechnet und hab die Lösung in zehn Minuten komplett neu berechnet (49:08).“
Dass dies der einzige Prozess ist, in dem derartig viel Zeit in eine fragwürdige
Richtung gearbeitet wird, lässt sich möglicherweise mit der Gestalt der Aufgabe
erklären, da diese, im Gegensatz zu den meisten anderen Aufgaben, überhaupt erst
lange Termmanipulationen zulässt.

Zur Beantwortung von Frage 8: Im Gegensatz zu Schoenfeld (1985), der (zumin-
dest bei untrainierten Probanden) recht häufig beobachtet, dass diese eine Richtung
wählen und diese über eine lange Zeit verfolgen, ohne diese Entscheidung zu hinter-
fragen (Wild Goose Chases), kommen bei der vorliegenden Arbeit vergleichsweise
häufig Kontrollstrategien zum Einsatz. Insgesamt hat es aber nur drei Prozesse gege-
ben, in denen über einen längeren Zeitraum ein Ansatz verfolgt wurde, der nicht
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oder nicht ganz zum Ziel geführt hat: Maliks Bearbeitung der Aufgabe zur n-ten
Wurzel ist der Prozess, der am ehesten von kritischerem Hinterfragen profitiert hätte.
Nicht nur wird viel Zeit (fast 20 Minuten) auf einen rechnerischen Beweis des Spe-
zialfalls aufgewendet, dessen Nutzen diesen langen Zeitaufwand wahrscheinlich
nicht rechtfertigt, auch innerhalb dieses Ansatzes werden ungünstige Richtungsent-
scheidungen nicht hinterfragt oder rückgängig gemacht. Dennoch gelingt es Malik
letztlich, das Problem zu lösen. Andreas’ Ansatz dauert zwar lange und führt nicht
zu einem korrekten Ergebnis, das liegt aber an einem Rechenfehler. Grundsätzlich
ist die eingeschlagene Richtung durchaus sinnvoll. Auch Jan hat bei der Fixpunkt-
Aufgabe einen falschen Weg gewählt, der von der falschen Voraussetzung, es gäbe
ein m := f −n(m) ausgeht. Zwar benennt er zwischendurch Zweifel an seinem
Ansatz, führt diesen dennoch weiter fort. Da er seinen Fehler aufgrund mangeln-
dem Fachwissens nicht erkennt, hat er auch nicht die Möglichkeit, den Ansatz richtig
einzuschätzen, denn ohne diesen Fehler ist er tatsächlich zielführend. Auch die Fest-
stellung, dass es zur Menge M keine Informationen gibt (die letztlich das korrekte
Lösen der Aufgabe unmöglich macht), kann als fachliche Fehleinschätzung ange-
sehen werden. Vorwissen und das Treffen von Richtungsentscheidungen können
also eng mit einander verknüpft sein. Das zeigt sich zum Teil auch bei solchen Ent-
scheidungen, die zum Abbruch eines guten Weges geführt haben: Jan diagnostiziert
bei dem Versuch, zur Rangungleichung einen indirekten Beweis zu führen, einen
Kreisschluss, der nicht nachzuvollziehen ist, Andreas bricht die für ihn vertraute
Berechnung in Pünktchenschreibweise ab, obwohl diese korrekt ist und es gelingt
ihm nicht, die Diskrepanz zur falschen Berechnung in Summenschreibweise zu
erkennen und Niklas verwirft bei der Aufgabe zur konstanten Funktion den Ansatz
über Folgenstetigkeit, weil eine Teilidee nicht funktioniert. Dies sind nur einige
Beispiele, die zeigen, dass Regulation auch in die falsche Richtung führen kann.
Insgesamt scheint die Verbesserung dieser Entscheidungen ein wichtiges Ziel von
Problemlösetraining zu sein. Wie gesagt, scheint dieser Faktor ebenfalls stark mit
dem Vorwissen zusammenzuhängen.

5.5.7 Mögliche Auswirkungen der Interventionsmaßnahme

Frage 9: Welche Auswirkungen hat die Interventionsmaßnahme auf die Problem-
bearbeitungsprozesse der Teilnehmer?

Zur Beantwortung dieser Frage werden keine neuen Untersuchungen angestellt.
Lediglich die bisherigen Betrachtungen werden aus diesem Blickwinkel zusammen-
gefasst. Hierzu werden die Bearbeitungen von Malik, Julia und Jan mit einander
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verglichen. Grundsätzlich konnten Veränderungen beobachtet werden, allerdings
müssen diese nicht auf die Maßnahme zurückzuführen sein, da die Probanden sich
über ein Semester hinweg mit einigen Problemen auseinander gesetzt haben. Eine
positive Entwicklung kann also verschiedene Gründe haben. Dennoch lassen sich
einige Veränderungen erkennen, die, um es mit Schoenfelds Worten zu sagen, als
Existenzbeweis dienen können. D. h. es gibt Veränderungen, diese müssen aber
zum einen nicht bei jedem Probanden auftreten, zum anderen nicht zwingend auf
die Maßnahme zurückzuführen sein. Da sich die Aufgaben stark von einander unter-
scheiden, kann auch das ein wichtiger Faktor sein.

In Bezug auf Heurismeneinsatz wurden keine wesentlichen Unterschiede zwi-
schen dem ersten und dem zweiten Messzeitpunkt erkannt. Eine solche Änderung
war, wie bereits in Abschnitt 2.4.5 beschrieben, auch nicht zu erwarten, da kurzfris-
tige Heurismentrainings kaum Erfolge bringen.

Bei Jan lässt sich allerdings eine starke Verbesserung der metakognitiven Akti-
vitäten erkennen (vgl. S. 170 f.). Nicht nur haben sich diese quantitativ mehr als
verdoppelt (von 19 auf 45, bei einer Zeitsteigerung von nur knapp acht Minuten
von etwa 26 auf 3443), was für sich genommen nicht bedeuten muss, auch die Qua-
lität hat sich erhöht: Wurde beim ersten Prozess noch ein Weg eingeschlagen, der
nicht zu einem richtigen Ergebnis führt, und dieser nur einmal hinterfragt und trotz-
dem weiter verfolgt, wird der zweite deutlich besser gesteuert. Zwar wird hier ein
vielversprechender Ansatz verworfen, aber insgesamt kommt es zu vielen guten
Einschätzungen, die auch mit einer Teillösung des Problems belohnt werden.

Auch bei Julia ist die grundsätzliche Steuerung ihrer Aktivitäten deutlich besser
geworden (auch wenn es quantitativ relativ zur Zeit nur eine leichte Veränderung von
24 Aktivitäten in 41 Minuten zu 13 Aktivitäten in 18 Minuten). Dies zeigt sich vor
allem in der Arbeit mit dem Skript (vgl. S. 131), die beim zweiten Mal zum einen sehr
viel zielstrebiger ist (es wird nicht mehr das Skript Seite für Seite durchgegangen),
zum anderen werden hier die vom Skript aufgeschnappten Begriffe besser in Bezug
auf ihre Nützlichkeit eingeschätzt, was letztlich sogar zu der richtigen Vermutung
führt, dass der Zwischenwertsatz das richtige Werkzeug sein muss, die aber leider
nicht umgesetzt werden kann.

Bei Malik sieht die Sache nicht so eindeutig aus. Wie auf Seite 176 f. beschrieben,
ist bereits bei seiner ersten Bearbeitung die Qualität der Kontrollstrategien sehr hoch.
Allerdings kommt hier noch keine explizite Voraussicht vor und rein quantitativ

43 Die hier angegebenen Zahlen können nur eine grobe Orientierung geben. Obwohl ein
Vergleich zweier Prozesse derselben Person sich eher rechtfertigen lässt, als der Verglich ver-
schiedener Personen, können die verschiedenen Aufgaben unterschiedliche Anforderungen
an die reine Menge der Aktivitäten liefern. Trotzdem sollen die Zahlen hier nicht verschwiegen
werden.
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hat sich die Zahl der metakognitiven Aktivitäten von 28 deutlich auf 67 (mit 47
bzw. 50 Minuten in fast derselben Zeit) erhöht. Auf der anderen Seite ist dies der
Prozess, bei dem die meiste Zeit (fast 20 Minuten) für einen Ansatz aufgewendet
wird, der zwar einen Spezialfall beweist, dessen Nützlichkeit aber (wahrscheinlich)
in keinem guten Verhältnis zum Aufwand steht. Kurz gesagt: Es zeigen sich beim
zweiten Durchgang zwar mehr und auch vielfältigere Aktivitäten als beim ersten
Mal, die Qualität scheint aber eine geringere zu sein.

Es wurde also gezeigt, dass es Probanden gibt, bei denen sich die metakognitiven
Aktivitäten nach Durchführung der Intervention verbessert haben, bei Malik war
aber, was die Qualität angeht, eher das Gegenteil der Fall. Der einzige Proband aus
der Kontrollgruppe, von dem zwei Prozessen untersucht wurden (Niklas) hat sich
bezüglich der metakognitiven Aktivitäten eher verschlechtert.

5.6 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurden die qualitativen Auswertungen des bei aufgabenbasier-
ten Interviews gesammelten Videomaterials dargestellt. Es wurden insgesamt 13
Problembearbeitungsprozesse von neun verschiedenen Studienanfängern betrach-
tet. Hierbei wurden drei der vier Aspekte des Problemlösens nach Schoenfeld (1985)
betrachtet: Die Rolle des Vorwissens (oder Ressources, Abschnitt 5.3.6 und 5.5.5),
der Einsatz von Heurismen (Abschnitt 5.3.4 und 5.5.4) und metakognitive Aktivi-
täten (Abschnitt 5.3.5 und 5.5.6). Die Qualität der beiden letztgenannten wurde
auch in Form von Leitfragen eingeschätzt (Abschnitt 5.3.7 bzw. 5.3.7). Der vierte
Aspekt, die Beliefs, wurde hier nicht untersucht, da er zwar Einfluss auf die Pro-
zesse hat, sich aber hierin nicht unmittelbar beobachten lässt. Darüber hinaus wurden
Schoenfeld-Episoden (ebd.) betrachtet (Abschnitt 5.3.1 und 5.5.2). Hierbei haben
sich insbesondere die Episoden des Planning und der Implementation als interessant
herausgestellt. Zusätzlich wurde die Nutzung externer Ressourcen (im Wesentlichen
handelt es sich hierbei um Arbeit mit dem Skript) untersucht (Abschnitt 5.3.2 und
5.5.3). Außerdem wurde mit Hilfe der gesammelten Materialien untersucht, welche
Aktivitäten hilfreichen Ideen vorausgegangen sind (Abschnitt 5.5.5).

Ziel dieses Abschnittes ist die Beantwortung der

Forschungsfrage 2: Wie laufen Problembearbeitungsprozesse bei Studienanfän-
gern der Mathematik an authentischen Übungsaufgaben ab und welchen Einfluss
hat dabei die Teilnahme an der Fördermaßnahme?
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Diese Forschungsfrage wurde im Verlauf der Betrachtungen44 in neun Teilfragen
unterteilt, die sich in den entsprechende Unterabschnitten von Abschnitt 5.3 wie-
derfinden und im Folgenden referenziert werden.

Die bemerkenswerteste Erkenntnis aus den Untersuchungen ist die enorme
Bedeutung des Vorwissens bei der Bearbeitung von Problemen in der Studienein-
gangsphase. Sicherlich ist nicht überraschend, dass dieses eine Rolle spielt (schließ-
lich ist es einer der von Schoenfeld genannten Aspekte), bei der Betrachtung der
Prozesse hat genau das sich aber als der entscheidende Faktor herausgestellt. Das
ist besonders interessant, da die meisten Untersuchungen zum Problemlösen die
Hürde des Vorwissens aus nachvollziehbaren Gründen möglichst gering halten.

Frage 6 hat gezeigt, dass mangelndes Vorwissen das Problemlösen erheblich
erschweren oder eine erfolgreiche Bearbeitung komplett verhindern kann. Acht
der betrachteten 13 Prozesse wurden durch fachliche Mängel behindert, teilweise
in dem Maße, dass guter Heurismeneinsatz unmöglich gemacht wurde. In diesem
Zusammenhang stellt sich die Frage, inwiefern Lernen durch Problemlösen (vgl.
etwa Holzäpfel, Lacher, Leuders und Rott (2018)) stattfinden kann, wenn zum Pro-
blemlösen erst bestimmtes Vorwissen aufgebaut werden muss. Malik zeigt, dass
es durchaus möglich ist, sich während des Problemlösens neues Wissen zu erar-
beiten. Möglicherweise müssen Probleme und Vorwissen auch stärker auf einander
abgestimmt werden.

Darüber hinaus stellt sich bei Beantwortung der Frage 5 heraus, dass für die
Generierung hilfreicher Ideen grundlegendes Begriffswissen meist notwendige Vor-
aussetzung ist. Darüber hinaus sind die Gründe für entstehende Ideen vielschich-
tig und oft auch nicht erkennbar. Allerdings hat sich eine systematische Analysis
(Schoenfeld, 1985) bzw. gutes Understanding the Problem (Pólya, 1945) als wich-
tige Grundlage für die Ideenfindung erwiesen, weswegen den heuristischen Hilfs-
mittel großer Nutzen zukommt.

Bei der Skriptnutzung (Frage 2) hat sich gezeigt, dass die Probanden, die weni-
ger auf externe Ressourcen zurückgreifen, bessere Erfolgsaussichten haben. Ein
möglicher Grund liegt darin, dass diese Studierenden bereits eine gute mentale
Repräsentation (Vorwissen) der fachlichen Inhalte haben, so dass sie nicht auf das
Skript angewiesen sind und sich entsprechend leichter tun. Auch können Schlag-
wörter aus dem Skript leicht auf eine falsche Fährte führen, insbesondere, wenn die
Bearbeiter ohnehin schon unsicher sind. Hier, wie bei jeder Richtungsentscheidung,
kann eine gute metakognitive Kontrolle helfen.

Auch auf metakognitive Aktivitäten hat das Vorwissen Einfluss, wie Frage 8
zeigt. Die Studierenden setzen erstaunlich viele Kontrollstrategien ein, das heißt

44 nicht a priori, da der ganzheitliche Blick nicht verstellt werden sollte
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sie hinterfragen ihre Richtungsentscheidungen (im Gegensatz etwa zu Schoenfelds
Probanden) regelmäßig. Nicht-zielführende Aktivitäten dauern selten länger als ein
paar Minuten an: Bei zwei Probanden (Andreas und Jan) haben fachliche Fehler
dazu geführt, dass jeweils ein länger verfolgter Ansatz nicht zur korrekten Lösung
geführt, bei Malik wurde zu viel Zeit für die aufwändige Berechnung eines Spe-
zialfalls aufgewendet, letztlich aber trotzdem das Ziel erreicht. Anderseits gab es
ein paar Situationen, in denen das Vorgehen kontrolliert, also ein Ansatz hinterfragt
wurde, dann aber die ungünstige Entscheidung getroffen wurde, eine zielführende
Idee zu verwerfen. Auch diese Entscheidungen sind letztlich auf fachliche Fehlein-
schätzungen, also mangelndes Vorwissen zurückzuführen.

Planung wurde auf zwei verschiedene Arten betrachtet: Zum Einen in Form der
Schoenfeld-Episoden Planning und Implementation (Frage 1), zum Anderen als
metakognitive Planungsaktivität (Frage 7). Beide haben sich in gewisser Weise als
vorteilhaft für den Problemlöseprozess erwiesen. Die Bearbeitungen, die Planning
und Implementation enthalten, haben insgesamt höhere Lösungsqualitäten erreicht.
Wie bereits diskutiert, ist dieses Ergebnis aber mit Vorsicht zu genießen, da die
Art der Kodierung (sprich: ob Planning kodiert wird, möglicherweise von späteren
(Teil-)Erfolgen beeinflusst wird. Beim Auftreten von Planungsaktivitäten hängt der
Nutzen im Wesentlichen davon ab, wie konkret der Plan (möglicherweise auch nach
außen hin unsichtbar) in den Gedanken des Probanden ist.

In Bezug auf den Heurismeneinsatz haben sich bisherige Erkenntnisse bestätigt:
Zum Einen sind viele Heurismen stark aufgabenabhängig (Frage 3), wobei hier
zu betonen ist, dass sich heuristische Hilfsmittel für sehr viele Aufgaben eignen
oder, wenn das nicht der Fall ist, sich die Frage, ob ein solches Hilfsmittel sinnvoll
ist, meist eindeutig verneinen lässt. Wie bereits erwähnt (Frage 5) sind es gerade
diese Heurismen, die Ideengenerierung vorbereiten. Zum Anderen ist Heurismen-
einsatz aber auch vom Bearbeiter abhängig. Bei den hier betrachteten Prozessen
sind persönliche Vorlieben vor allem aber nicht ausschließlich beim Einsatz von
Hilfselementen und Systematisierungshilfen aufgefallen.

Frage 9 beschäftigt sich mit den Effekten der Interventionsmaßnahme. Insge-
samt scheint diese, wie viele kurzfristige Heurismentrainings (vgl. Abschnitt 2.4.5),
keine Auswirkungen auf die Qualität des Heurismeneinsatzes zu haben. Allerdings
zeigen sich bei zwei der drei betrachteten Fälle aus der Kontrollgruppe Verbesserun-
gen bezüglich der Metakognition. Der dritte Fall war der erfolgreichste Problembe-
arbeiter und hat auch im zweiten Prozess, trotz etwas schwächerer Metakognition,
die Aufgabe vollständig gelöst. Vor allem das Beispiel von Jan kann als Existenzbe-
weis für Fortschritte während der Maßnahme gesehen werden. Ob diese Fortschritte
auch ohne die Maßnahme gemacht worden wären, lässt sich allerdings nicht sagen.
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Insgesamt konnte in einzelnen Prozessen der positive Einfluss von Heurismen
und Metakognition bzw. Schwachstellen durch das Fehlen derselbigen ausgemacht
werden. Besonders auffällig ist aber die überwältigende Bedeutung des Vorwissens
das im authentischen Setting der gängigen universitären Übungspraxis nicht nur
für sich genommen von großer Wichtigkeit ist, sondern auch die anderen Aspekte
(Heurismeneinsatz und metakognitive Aktivitäten) mitbestimmt. Dieses Ergebnis
passt zu den Erkenntnissen von Chi et al. (1989), die gezeigt haben, dass Experten
in einem Gebiet stärker im Problemlösen sind, vor allem weil sie in der Lage sind,
wichtige von unwichtigen Informationen zu unterscheiden.

Open Access Dieses Kapitel wird unter der Creative Commons Namensnennung 4.0 Inter-
national Lizenz (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de) veröffentlicht, wel-
che die Nutzung, Vervielfältigung, Bearbeitung, Verbreitung und Wiedergabe in jeglichem
Medium und Format erlaubt, sofern Sie den/die ursprünglichen Autor(en) und die Quelle
ordnungsgemäß nennen, einen Link zur Creative Commons Lizenz beifügen und angeben,
ob Änderungen vorgenommen wurden.

Die in diesem Kapitel enthaltenen Bilder und sonstiges Drittmaterial unterliegen eben-
falls der genannten Creative Commons Lizenz, sofern sich aus der Abbildungslegende nichts
anderes ergibt. Sofern das betreffende Material nicht unter der genannten Creative Commons
Lizenz steht und die betreffende Handlung nicht nach gesetzlichen Vorschriften erlaubt ist, ist
für die oben aufgeführten Weiterverwendungen des Materials die Einwilligung des jeweiligen
Rechteinhabers einzuholen.

http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de
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Dieses Kapitel beschreibt die Weiterentwicklung des in Abschnitt 4.4 beschrie-
benen theoriebasierten Entwurfs des ersten Zyklus der Intervention. Hierbei wer-
den weniger kleine Modifikationen der dort genannten Einzelmaßnahmen darge-
stellt, sondern im Wesentlichen zwei größere Veränderungen: Zum einen wurde
modifiziert, welche Strategien bereits vor der Bearbeitung der Hausaufgaben zur
Verfügung gestellt wurden (beschrieben in Abschnitt 6.1), zum anderen wurde
ein auf die Universitätsmathematik zugeschnittenes Lernstrategietraining ergänzt
(siehe Abschnitt 6.2). Die vorgenommenen Veränderungen haben sich aus Lehrer-
fahrungen, die der Autor in der Rolle eines Übungsgruppenleiters gesammelt hat,
systematischen Rückmeldungen der anderen beteiligten Tutoren, sowie der in Kapi-
tel 5 beschriebenen qualitativen Erhebung ergeben1. In Abschnitt 6.3 werden einige
Überlegungen zur Organisationsform der Präsenzübung in Abgrenzung zur Haus-
übung präsentiert und in Abschnitt 6.4 wird die Intervention zusammengefasst und
reflektiert.

1Die in Kapitel 7 beschriebenen quantitativen Ergebnisse hatten planungsgemäß keinerlei
Einfluss auf die Weiterentwicklung. Zwar lassen diese auf die Wirksamkeit der Gesamt-
maßnahme schließen, jedoch ergeben sich kein Aussagen über Einzelmaßnahmen oder
Hinweise auf Verbesserungspotenzial

Ergänzende Information Die elektronische Version dieses Kapitels enthält
Zusatzmaterial, auf das über folgenden Link zugegriffen werden kann
https://doi.org/10.1007/978-3-658-39052-5_6.

© Der/die Autor(en) 2023
T. Stenzel,Mathematisches Problemlösen in der Studieneingangsphase,
Essener Beiträge zur Mathematikdidaktik,
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6.1 Bereitstellen von Strategien

Wie bereits in Abschnitt 4.4 angesprochen wurde, ist die Vorgabe von Heurismen
seitens der Tutoren kritisch zu sehen. Zusätzlich zu den in Abschnitt 2.4.5 beschrie-
benen theoretischenÜberlegungen hat sich dies auch in derDurchführung derÜbun-
gen gezeigt, bei denen die Studierenden zurückmeldeten, dass siemitmanchen der in
Abschnitt 4.4 benannten Strategien nichts anfangen können. Nach genauerer Nach-
frage berichteten sie, dass sie sich unter Ähnlichkeiten suchen und Variieren der
Aufgabe auch am Ende des ersten Zyklus nicht viel vorstellen konnten. Diese Heu-
rismenwurden zuBeginn des Semesters anhand vonBeispielen eingeführt, sind aber
bei der Bearbeitung der Hausaufgaben eher selten zum Tragen gekommen. Sicher-
lich ist bei größerem zeitlichem Aufwand ein Einüben denkbar, im vorliegenden
Fall hat die Vorgabe aber eher zu Verwirrung geführt, als zu helfen. Darüber hinaus
haben die qualitativen Aufgabenbeobachtungen bereits zu dem Zeitpunkt2 ergeben,
dass die Aufforderung, nach Ähnlichkeiten zu suchen, die Aufmerksamkeit zu sehr
auf die Vorlesungsunterlagen richtet, in denen sehr viele Informationen stehen, die
für die Aufgabe nicht relevant sind. Das kann gerade Studierende, die die fachlichen
Inhalte noch nicht gut verstanden haben, ablenken (vgl. Abschnitt 5.5.3). Es wurde
beobachtet, dass diese sich eher auf oberflächliche Merkmale konzentrieren. Ein
Student hat sich für den Beweis des Quetschlemmas sehr auf Äquivalenzrelationen
konzentriert, weil die Transitivität der Beschreibung der mittleren Folge ähnelt.

Als Reaktion darauf wurde zunächst komplett auf das Bereitstellen von Strate-
gien verzichtet, die nicht in der Zusammenfassungsphase als hilfreiche Strategien
gesammelt wurden. Allerdings ist in der Folge einigen Tutoren unabhängig von
einander aufgefallen, dass gerade zu Beginn des Semesters mehrere Studierende
bei der Benennung von Schwierigkeiten in der Diskussionsphase Äußerungen wie:
„Ich weiß gar nicht, wie ich anfangen soll“ tätigten. Um dem Abhilfe zu schaffen,
wurde entschieden, in den ersten Semesterwochen auf diese Problematik einzu-
gehen. Gemeinsam mit den Studierenden wurden Ideen gesammelt, wie man sich
einem unbekannten Problem nähern kann, wennman auf Anhieb keine Idee hat. Die
hierbei auftretenden Strategien entsprechen imWesentlichen den in Abschnitt 2.4.5
beschriebenen heuristischen Hilfsmitteln (z. B.. Begriffe klären, Voraussetzung und
Behauptung systematisch festhalten,Darstellungswechsel etc.) sowie dem Betrach-
ten von Beispielen, also solchen Heurismen, die in der Phase Understanding the
Problem zum Tragen kommen. Einen guten Eindruck, wie die daraus resultieren-
den Tipps ausgesehen haben, vermittelt dieHandreichungHilfe zur Bearbeitung von

2 Hierbei handelt es sich um Beobachtungen aus frühen Zyklen, die in Kapitel 5 nicht darge-
stellt wurden.
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Übungsblättern (Teil 2) in Anhang B, in der auch auf andere, bereits in Abschnitt 4.4
angesprochene Aspekte eingegangen wird. An dieser Stelle stellt sich die Frage,
ob diese Art der expliziten Vermittlung ausgewählter Strategien nicht dem Prinzip
des entdeckenden Lernens widerspricht. Wie aber in Abschnitt 2.4.1 diskutiert, ist
selbstständiges Bearbeiten von Problemen nur dann sinnvoll, wenn eine Chance auf
Erfolg besteht. Da die Studierenden hier aber schon Schwierigkeiten angemeldet
haben, scheint diese Chance nicht bei allen gegeben zu sein. Eine Hilfestellung
beim Verstehen der Aufgabe scheint angebracht zu sein. Darüber hinaus gelten die
heuristischen Hilfsmittel als vergleichsweise leicht vermittelbar (vgl. König, 1992)
und deren Nutzen ist schnell einzusehen (Bruder &Collet, 2011). Außerdem bergen
diese weniger als andere Heurismen die Gefahr, dass sie zu sehr ablenken oder in
eine falsche Richtung führen. So ist beispielsweise das Klären aller Begriffe fast
immer notwendig zum Lösen eines Problems, und die Entscheidung, ob eine Skizze
hilfreich sein könnte oder nicht, ist in der Regel schnell getroffen. Letzteres gilt auch
für andereDarstellungswechsel und dasBetrachten vonBeispielen.AlsKonsequenz
daraus wurden zu Beginn des Semesters diese heuristischen Hilfsmittel vorgestellt.
Darüber hinaus gab es weiterhin eine gemeinsame Vorbereitungsphase, in der die
TutorenbeimVerstehendesProblemsHilfestellungengaben (vgl.Abschnitt 4.4), die
im Sinne des Fading Out (vgl. Abschnitt 2.4.3) im Laufe des Semesters zugunsten
größerer Eigenaktivität der Studierenden abgebaut wurden. Die Erfahrung der spä-
teren Zyklen zeigt, dass die Studierenden mit diesen Hilfestellungen gut umgehen
konnten: Es wurden deutlich weniger Schwierigkeiten beim Einstieg in ein Problem
genannt und am Ende des Semesters gaben die Studierenden an, dass sie mit den
vorgegebenenHeuristischenHilfsmitteln gut zurecht kamen. DieWichtigkeit dieser
Hilfsmittel im Problemlöseprozess wird in Abschnitt 5.5.5 deutlich.

6.2 Training von Lernstrategien

Bei der qualitativen Untersuchung (Kapitel 5) wurde festgestellt, dass gerade bei
authentischen Übungsaufgaben das benötigte Vorwissen einen entscheidenden Ein-
fluss auf den Erfolg des Problembearbeitungsprozesses hat, aber bei einigen Studie-
renden noch nicht hinreichend ausgebildet ist. Diese Erkenntnis hat dazu geführt,
diesen Aspekt stärker in die Intervention mit einzubeziehen. Zwar wurde schon in
den ersten Zyklen ein kurzes Training zum Lesen mathematischer Texte (siehe
Abschnitt 4.4) durchgeführt, dieses war aber zu wenig auf die Anwendung im
Bereich des Problemlösens bezogen und hatte eher die Organisation und Elabo-
ration größerer Skriptabschnitte im Blick. Daher wurde eine Konzeption entwi-
ckelt, mit dem Ziel, dass die Studierenden für die Bearbeitung von Übungsaufgaben
notwendiges Vorwissen selbstständig aufbauen können. Diese basiert auf den auf
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Abschnitt 2.3.1. beschriebenen Überlegungen von Prediger et al. (2011) zu Arten
und Facetten des Wissens in der Mathematik, die bei der Einführung von neuen
Begriffen (Definitionen) und Zusammenhängen (Sätzen) zu beachten sind. Neue
Verfahren wurden an dieser Stelle ausgeklammert, da algorithmische Verfahren
den Studierenden erfahrungsgemäß weniger Schwierigkeiten machen und nicht-
algorithmische Verfahren über das ausführliche Beschäftigen mit Problemen abge-
deckt waren. Auch die Facette der konventionellen Festlegungen wurde ausgespart,
da sich die Studierenden in der Regel recht schnell an sie gewöhnen. Das Training
bestand schlicht darin, dass die Studierenden bei neuen Definitionen und Sätzen
(oder bei älteren, die noch immer Schwierigkeiten machten) dazu angeregt wur-
den, sich die drei Facetten des Wissens explizite Formulierungen, Konkretisierung
und Abgrenzung und Bedeutung und Vernetzung (ebd. – vgl. Abschnitt 2.3.1) genau
anzuschauen. Dies wurde in Form von vorgegebenen Fragestämmen (ähnlich der
Pólya’schenListe) getan.Die Fragen lauteten:Kann ich dieAussage in eigenenWor-
ten wiedergeben (explizite Formulierung)? Welche Beispiele kenne ich? Kann ich
selbst weitere Beispiele konstruieren? Kenne ich Gegenbeispiele/Nicht-Beispiele3?
Kann ich welche konstruieren (Konkretisierung und Abgrenzung)? Kann ich den
Sachverhalt anders darstellen (Skizze, Tabelle, Graph, Gleichung etc.)? Zu welchen
anderen Definitionen und Sätzen kann ich Verbindungen finden (Bedeutung und
Vernetzung)? Diese Fragen wurden zum Teil vom Tutor demonstrativ beantwortet
und zumTeil gemeinsam betrachtet. Auf Gruppenarbeit wurde aus Zeitgründen ver-
zichtet. Größtenteils wurden die Studierenden aber dazu aufgefordert, sich selbst
diese Fragen in Heimarbeit zu stellen und zu beantworten, und erst wenn es hierbei
zu Schwierigkeiten kam, konnte der Tutor gefragt werden und der entsprechende
Begriff oder Zusammenhang wurde gemeinsam thematisiert. Dadurch sollte die
Eigenständigkeit gefördert werden und sichergestellt werden, dass die für die Bear-
beitung der Übungsaufgaben notwendigen Grundlagen weitestgehend verstanden
wurden.

In der oben beschriebenen Konzeption wurde das Betrachten von Beweisen aus-
gespart, da dieses anderweitig abgedeckt wurde: Aus Zeitgründenwurde in späteren
Zyklen teilweise dazu übergegangen, zu den Aufgaben, die nicht ausführlich dis-
kutiert wurden, Musterlösungen auszugeben. Dadurch war es nicht notwendig, in
der Präsenzzeit eine Lösung zu präsentieren, die aufgrund des Zeitdrucks ohnehin
kaum über das hinausging, was auch schriftlich kommuniziert werden konnte. Da
die Art des Umgangs mit solchen Lösungsbeispielen für den hieraus resultieren-
den Lerneffekt entscheidend ist (Wittwer & Renkl, 2010) und das Verständnis von

3 Hiermit sindBeispiele gemeint, die dieBedingungeinerDefinitionnur beinahe erfüllen (z.B.
ist die Relation kleiner gleich keine Äquivalenzrelation, obwohl sie reflexiv und transitiv ist).
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Beweisen eine großeRolle für dieVernetzung desWissens spielt (vgl. Prediger et al.,
2011, Liebendörfer et al., 2020), wurde das in Abschnitt 2.4.6 beschriebene Self-
Explanation Training nach Hodds et al. (2014), das beim selbstständigen Nachvoll-
ziehen von Musterlösungen und Beweisen helfen kann, umgesetzt. Hierbei wurde
den Studierenden einArbeitsblatt (sieheAnhangB:Hilfen zumBeweis-Verständnis)
ausgehändigt, das die Prinzipien des Trainings beschreibt und diese anhand eines
Beispielbeweises4 durchführt. Diese Prinzipien sollten zu Hause auf einen Beweis
aus der Vorlesung oder eineMusterlösung einer Übungsaufgabe übertragen werden.
In der nächsten Übungsstunde wurden gemeinsam Fragen zum Vorgehen geklärt.
Ein vertieftes Einüben im Plenum war aus Zeitgründen in der Regel nicht möglich.
Durch dieses Training sollte zum einen das Verständnis der schriftlichen Muster-
lösungen gestärkt werden, die in späteren Zyklen aufgrund der Erfahrungen mit
dem Zeitmangel häufiger verwendet wurden, zum anderen sollte durch Bilden von
Verknüpfungen das (teilweise mangelhafte – vgl. Kapitel 5) Begriffsverständnis
gestärkt werden.

6.3 Präsenzübungen

In zwei der durchgeführten sieben Zyklen der Intervention war die Durchführung
derGruppenübungen von den verantwortlichenDozenten in FormvonPräsenzübun-
gen vorgegeben. Das bedeutet, dass Hausaufgaben nicht erst nach der Bearbeitung
besprochen werden. Stattdessen werden sie durch das gemeinsame Betrachten ähn-
licher Aufgaben vorbereitet. Da diese Art der Durchführung den in Abschnitt 4.4
beschriebenen Konzepten teilweise widerspricht, soll an dieser Stelle eine kurze
Reflexion dieses alternativen Vorgehens erfolgen.

Der große Vorteil solcher Übungen ist, dass die Studierenden hier über einen
kompletten Problemlöseprozess begleitet werden können. Bei der anderen Organi-
sationsform ist es ja so, dass der Großteil eines Prozesses komplett in Eigenarbeit
durchgeführt wird. Bei Präsenzübungen können Konzepte, wie die von Bruder &
Collet (2011) oder Schoenfeld (1985), wie sie in Abschnitt 2.4.5 und 2.4.7 aus-
führlich beschrieben sind, umgesetzt werden. Zusammenfassend bedeutet das: Bei
Arbeit in Gruppen oder nach dem Ich-Du-Wir-Prinzip können als Hilfen Orientie-
rungsfragen à la Pólya oder, weniger steuernd, metakognitive Kontrollfragen nach
Schoenfeld zum Vorgehen gestellt werden. Außerdem kann beim anschließenden

4 Damit die Studierenden dieses Beispiel auch zu Beginn des Studiums das Beispiel gut nach-
vollziehen können, wurde ein Beweis aus der elementaren Zahlentheorie („Keine ungerade
Zahl kann als Summe dreier gerader Zahlen ausgedrückt werden“) gewählt, der minimales
schulisches Wissen voraussetzt.
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Vorstellen verschiedener Lösungswege das Vorgehen gemeinsam reflektiert und es
können genutzte Strategien festgehalten werden. Beim Vorrechnen durch den Tutor
kann dieser demonstrativ laut Denken und hierbei auch Entscheidungsprozesse ein-
beziehen. Werden Aufgaben gemeinsam bearbeitet, können zunächst Ideen gesam-
melt werden, dann kann einWeg ausgewählt und dieser nach fünfMinuten evaluiert
werden.

Die Erfahrung zeigt allerdings, dass in 90Minuten maximal zwei Aufgaben aus-
führlich bearbeitet und besprochen werden können (vgl. auch McKee et al., 2010).
Da in der Regel aber auch hier vier Aufgaben pro Woche auf dem Übungszettel ste-
hen, muss der Übungsgruppenleiter bei jeder Aufgabe entscheiden, welche Aspekte
fokussiert werden sollen. So muss nicht jede Aufgabe komplett gelöst werden. Oft
genügt es, sich gezielt auf dasVerstehen derAufgabe oder bestimmte Eigenheiten zu
konzentrieren. In Abstimmug mit den Studierenden kann auch ganz auf die Bespre-
chung einzelner Aufgaben verzichtet und stattdessen ein Lösungsbeispiel ausgeteilt
werden. Grundsätzlich gibt es auch die Möglichkeit, von den Studierenden ein
wenig, aber nicht zu viel, Vorarbeit zu erwarten. So hat sich herausgestellt, dass das
Klären von Begriffen etwas ist, was vorher erledigt werden kann. Die Studierenden
sehen ein, dass die Übungsgruppe primär zum Bearbeiten von Aufgaben da ist und
dass jeder selbst die Verantwortung dafür trägt, vorher die benötigten Begriffe ver-
standen zu haben. Mit Hilfe des in Abschnitt 6.2 vorgestellten Konzepts und einer
wöchentlichen Mail des Tutors, in der steht, welche Begriffe als Voraussetzung für
die nächste Präsenzübung gesehen werden, konnte die zur Klärung von Begriffen
verwendete Präsenzzeit auf ein Mindestmaß (z. B. wenn trotz guter Vorbereitung
etwas nicht verstanden wurde, oder wenn zu Beginn des Semesters das Verfahren
der Begriffsklärung exemplarisch gemeinsam eingeübt wurde) reduziert werden.
Zusammenfassend lässt sich also sagen, dass der Vorteil einer Präsenzübung darin
liegt, dass der komplette Problemlöseprozess begleitet werden kann, der Nachteil
darin, dass weniger Zeit für Diskussionsphase und Zusammenfassung bleibt. Eine
Diskussion der Hausaufgaben5 kann zwar in Ausnahmefällen mal geschehen, wird
aber in der Regel gar nicht, bzw. nur als schriftliche Rückmeldung zu den abgege-
benen Bearbeitungen durchgeführt.

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich nur am Rande mit diesen Präsenzübun-
gen, eine systematische Untersuchung scheint aber in Zukunft lohnenswert zu sein,
zumal nicht offensichtlich ist, ob die Vor- oder Nachteile überwiegen. Etablierter
scheint aus den Erfahrungen der begleiteten Zyklen aber die Gruppenübung zur
Besprechung der Hausaufgaben zu sein.

5 Hierbei handelt es sich in der Regel um Aufgaben, die den in der vorherigen Präsenzübung
besprochenen ähneln.
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6.4 Zusammenfassung und Reflexion der
Interventionsmaßnahme

In diesem Abschnitt soll zusammenfassend die

Forschungsfrage 1: Inwiefern lassen sich bestehende Vermittlungskonzepte zum
Problemlösen sinnvoll auf den Kontext der universitären Übungsgruppe übertra-
gen?

beantwortet werden. Hierzu werden nicht nur die in diesem Kapitel beschrie-
benen Modifikationen der Intervention zusammengefasst, sondern auch die in
Abschnitt 4.4 aufgeführten Elemente der ursprünglichenVersion, die sich bis zuletzt
gehalten haben. Als erstes soll aber erwähntwerden, welcheKonzeptionen aufgrund
der Rahmenbedingungen der Maßnahme nicht umgesetzt wurden.

Neben der grundsätzlich knapp bemessenen Zeit lag die größte Einschrän-
kung darin, dass die gegebenen Probleme von den Studierenden als Hausaufga-
ben bearbeitet werden sollten. Eine ausführliche Begleitung der Prozesse durch
einen Tutor war deswegen nicht möglich. Konzepte, wie sie etwa von Bruder &
Collet (2011) oder Schoenfeld (1985) durchgeführt wurden (Demonstrative Bear-
beitung von Aufgaben durch den Tutor, Gemeinsames Brainstorming, Organisation
von und Beratung bei Gruppenarbeit sowie das Stellen von Reflexionsfragen – vgl.
Abschnitt 2.4.5 und 2.4.7), konnten deshalb nicht umgesetzt werden. Hinzu kam,
dass auf die vom jeweiligen verantwortlichen Dozenten gestellten Aufgaben keiner-
lei Einfluss genommen wurde. Ein Einüben neu zu erlernender Heurismen anhand
eigens dafür ausgewählter Aufgaben war also ebenfalls nicht möglich, wobei dies
ohnehin nicht unumstritten ist (vgl. Abschnitt 2.4.5).

An Stelle der Schoenfeld’schen Reflexionsfragen (1985) wurde eine Dokumen-
tation der häuslichen Problembearbeitungsprozesse nach Mason et al. (2011) ange-
regt (siehe Anhang B:Hilfe zur Bearbeitung von Übungsblättern (Teil 1) – vgl. auch
Abschnitt 4.4: Eigenarbeitsphase): Hierbei stand zusätzlich zur generellen Refle-
xion (Was habe ich gemacht? Warum habe ich das gemacht?) die Identifikation von
Schwierigkeiten und „Aha-Effekten“ im Mittelpunkt.

Um Studierenden den Einstieg in ein Problem zu erleichtern, gab es zwei Maß-
nahmen. Zum einen wurden zu Beginn des Semesters heuristische Hilfsmittel im
Sinne von Bruder und Collet (2011) vorgestellt (vgl. Anhang B: Hilfe zur Bear-
beitung von Übungsblättern (Teil 2)). Obwohl das Einführen von Heurismen ohne
Verknüpfung zu Beispielaufgaben kritisch zu sehen ist (vgl. Abschnitt 2.4.5), wur-
den in der beschriebenenMaßnahme gute Erfahrungen gemacht. Das deckt sich mit
der Aussage von König (1996), dass heuristische Hilfsmittel grundsätzlich leich-
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ter zu erlernen sind als andere Heurismen. Zum anderen wurden bereits in frühen
Zyklen ausgewählte Probleme in den oben genannten verschiedenen Sozialformen
(Demonstration, Brainstorming und Gruppenarbeit) in der Gruppenübungen vorbe-
reitet.

Den Großteil der Maßnahme nahm seit jeher die gemeinsame Diskussion der
Bearbeitungsprozesse ein. Hierbei wurde der Fokus auf die individuellen Herange-
hensweisengerichtet.Unterstützt durchdie angefertigtenDokumentationenkonnten
Schwierigkeiten, Aha-Effekte, heuristische Strategien etc. reflektiert und durch die
Erfahrungen der Kommilitonen ergänzt werden.

Nach dieser Besprechung der Probleme wurden verwendete Strategien explizit
benannt und separat aufgeführt. Im Sinne eines Strategiebaukastens nach Leuders
(2017) konnten so die Studierenden eine individuelle Sammlung hilfreicher Strate-
gien zusammenstellen.

Zusätzlich zu diesen direkt mit dem Problemlösen zusammenhängenden Maß-
nahmen wurde in den späteren Zyklen aufgrund der großen Bedeutung von Vor-
wissen für den Problemlöseprozess (vgl. auch Kapitel 5) der eigenständige Aufbau
mathematischen Wissens durch kurze Lernstrategietrainings gefördert (vgl. Ab-
schnitt 6.2). Hierbei wurden die Studierenden angeregt, die verschiedenen Facetten
mathematischen Wissens (vgl. Prediger et al., 2011) genauer zu betrachten. Dies
sind die explizite Formulierung (Definition), die Konkretisierung und Abgrenzung
(Beispiele und alternativeDarstellungen) sowie dieBedeutung undVernetzung (Ver-
bindung zu anderen Definitionen und Sätzen). Eine spezielle Art der Vernetzung
kann sich durch das Betrachten von Beweisen ergeben. Um dies zu fördern, wurde
ein Self-Explanation Training nach Hodds et al. (2014) (vgl. Anhang B) durchge-
führt, bei dem es darum geht, zum einen die wesentlichen Ideen des Beweises zu
identifizieren und zum anderen den Beweis Zeile für Zeile nachzuvollziehen und
die Verbindungen zwischen den verschiedenen Zeilen zu erkennen.

Zum Abschluss dieses Kapitels soll eine kurze Reflexion der Maßnahme stehen,
in der vor allem Schwierigkeiten beschrieben werden sollen, die auch nach sieben
Zyklen immer noch bestehen: Das größte Problem besteht weiterhin in der äußerst
begrenzt zur Verfügung stehenden Zeit. Werden nur zehn Minuten für die Vorbe-
reitungsphase aufgewendet, so bleiben für die Reflexion der Hausaufgaben durch-
schnittlich zwanzig Minuten pro Aufgabe. Möchte man auf alle Schwierigkeiten
und Strategien eingehen, ist diese Zeit knapp bemessen. Auch die eben erwähn-
ten zehn Minuten zur Vorbereitung auf eine Hausaufgabe sind sehr wenig, wenn
man nicht nur Ideen vorgeben möchte, sondern die Aktivität der Studierenden, etwa
durch Gruppenarbeit, anregen möchte. In der Praxis wurde deswegen häufig eher
eine Demonstration des Tutors (zu Beginn des Semesters) oder ein gemeinsames
Brainstorming (nachdem die Studierenden ein paar Mal das Vorgehen des Tutors
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beobachten konnten) umgesetzt. Das Lernstrategietraining ist von den Studieren-
den gut aufgenommen worden, wenngleich auch hier nur zu Beginn des Semesters
ausreichend Zeit vorhanden war, auf einzelne Aspekte genauer einzugehen.

Ein weiteres Problem lag in der Dokumentation der Bearbeitungsprozesse. Da
die Studierenden mit der Nachbereitung der Vorlesung und der Bearbeitung der
Hausaufgaben bereits viel Zeit investieren müssen, ist es schwierig, sie zu über-
zeugen, diesen zusätzlichen Aufwand auf sich zu nehmen. Da diese aufgrund man-
gelnder Ressourcen auch nicht eingesammelt und mit einer Rückmeldung versehen
werden konnte, ist zu vermuten, dass viele Studierende sich gegen die (schriftli-
che) Durchführung einer solche Dokumentation entschieden haben. Aus demsel-
ben Grund konnte dies aber nicht nachgeprüft werden. Zwar wurden die Fragen bei
der Diskussion der Aufgaben wieder aufgegriffen, wodurch zumindest anzunehmen
ist, dass die Studierenden sich Gedanken über ihr Vorgehen gemacht haben, eine
schriftliche Fixierung konnte aber nicht sichergestellt werden.

Tabelle 6.1 gibt einen Überblick über die durchgeführten Maßnahmen und ihre
Ziele. Diese sind nach den Einflussfaktoren auf das Problemlösen nach Schoenfeld

Tabelle 6.1 Zusammenfassung der durchgeführten Einzelmaßnahmen

Aspekt Maßnahme Ziel

Vorwissen Genaues Betrachten der Facetten
mathematischen Wissens

Tieferes Verständnis neuer Begriffe
durch Organisation und Elaboration

Self-Explanation Training Beweisverständnis durch aktives
Nachvollziehen

Heurismen Vorgabe von heuristischen
Hilfsmitteln

Erleichterter Einstieg in das
Probemlösen durch Einnahme
verschiedener Blickwinkel

Gemeinsame Planungsphase Einblick in Ideenfindungsprozesse
der Anderen und erleichterter
Einstieg in ein konkretes Problem

Explikation und Sammlung von
verwendeten Heurismen

Bewusstmachen wiederkehrender
Strategien zur einfacheren
Internalisierung

Metakognition Dokumentation der Prozesse Reflexion des eigenen Vorgehens

Diskussion der individuellen
Vorgehensweisen

Thematisierung von
Schwierigkeiten und deren
Beseitigung sowie Einblick in
Denkprozesse der Kommilitonen
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(vgl. Abschnitt 2.3) sortiert. Natürlich gibt es hierbei auch Überschneidungen. So
wird etwa bei der gemeinsamen Planungsphase durch die Artikulation der Ideen
auch deren Reflexion, also ein metakognitiver Aspekt gefördert. Andererseits sind
die Objekte der Metakognition häufig die Heurismen. Vereinfachend wurden in der
Tabelle aber die Hauptaspekte vorangestellt.

Open Access Dieses Kapitel wird unter der Creative Commons Namensnennung 4.0 Inter-
national Lizenz (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de) veröffentlicht, wel-
che die Nutzung, Vervielfältigung, Bearbeitung, Verbreitung und Wiedergabe in jeglichem
Medium und Format erlaubt, sofern Sie den/die ursprünglichen Autor(en) und die Quelle
ordnungsgemäß nennen, einen Link zur Creative Commons Lizenz beifügen und angeben,
ob Änderungen vorgenommen wurden.

Die in diesem Kapitel enthaltenen Bilder und sonstiges Drittmaterial unterliegen eben-
falls der genannten Creative Commons Lizenz, sofern sich aus der Abbildungslegende nichts
anderes ergibt. Sofern das betreffende Material nicht unter der genannten Creative Commons
Lizenz steht und die betreffende Handlung nicht nach gesetzlichen Vorschriften erlaubt ist, ist
für die oben aufgeführtenWeiterverwendungen desMaterials die Einwilligung des jeweiligen
Rechteinhabers einzuholen.

http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de
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In diesem Kapitel werden die quantitativen Erhebungen beschrieben, die für die
Messung der Auswirkungen der Intervention verwendet wurden. Zunächst wird in
Abschnitt 7.1 beschrieben, welche Daten erhoben wurden. Abschnitt 7.2 beschreibt
die Zusammensetzung der Stichprobe. In Abschnitt 7.3 werden die quantitativ zu
beantwortenden Forschungsfragen präzisiert, bevor in Abschnitt 7.4 die Vergleich-
barkeit von Kontroll- und Interventionsgruppe anhand der Ergebnisse des Prätests
diskutiert wird. Daran schließt die eigentliche Auswertung an. In Abschnitt 7.5 wird
der Einfluss der Intervention auf die Klausur beschrieben, Abschnitt 7.6 ermittelt
den Einfluss auf die Bearbeitung der Hausaufgaben und in Abschnitt 7.7 wird die
Teilnahme an den Übungsgruppen untersucht. Zuletzt werden in Abschnitt 7.8 die
Ergebnisse zusammengefasst.

7.1 Erhebung der Daten

Ziel der Intervention war es, die Problemlösekompetenz der Teilnehmenden zu ver-
bessern. Allerdings ist diese nicht ohne Weiteres messbar. Dafür hätte man zumin-
dest eine statistisch relevante Stichprobe aller Probandenmehrere Problemebearbei-
ten lassenmüssen.Die inKapitel 5 betrachteten Prozesse haben,wenn sie nicht früh-
zeitig abgebrochen wurden, mindestens eine halbe Stunde, häufig eher eine Stunde
proAufgabe inAnspruch genommen.Möchtemanmehr als nur eineAufgabe dieser
Art testen, braucht man entsprechend viel Zeit, die im Rahmen der Lehrveranstal-

Ergänzende Information Die elektronische Version dieses Kapitels enthält
Zusatzmaterial, auf das über folgenden Link zugegriffen werden kann
https://doi.org/10.1007/978-3-658-39052-5_7.

© Der/die Autor(en) 2023
T. Stenzel,Mathematisches Problemlösen in der Studieneingangsphase,
Essener Beiträge zur Mathematikdidaktik,
https://doi.org/10.1007/978-3-658-39052-5_7
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tung, vor allem gegen Ende des Semesters, wenn alle mit der Klausurvorbereitung
beschäftigt sind, nicht zur Verfügung stand (auch da immer unterschiedliche Dozen-
ten hätten überzeugt werden müssen, hierfür Zeit ihrer Lehrveranstaltung abzutre-
ten). Ein zusätzlicher Termin, an dem ein Großteil der Studierenden teilnimmt, war
ohne zusätzliche Anreize ebenfalls nicht denkbar. Die Problemlösekompetenz an
sich zu messen, kam also nicht in Frage.

Um mit vertretbarem Aufwand trotzdem eine Aussage zur Wirkung der Maß-
nahme treffen zu können, wurde an Stelle eines Posttests der Erfolg bei der jewei-
ligen Klausur am Ende des Semesters gemessen. Zwar ist fraglich, ob und inwie-
fern die hier gestellten Aufgaben tatsächlich Probleme darstellen1, es ist aber auch
interessant zu klären, ob die Fokussierung von Strategien und die Reflexion der
Prozesse, durch die sicherlich andere Aspekte (z. B. das Aufbauen von Routinen
durch Üben) vernachlässigt werden, nicht auch negative Auswirkung auf den Klau-
surerfolg haben können.

Auch ein klassischer Prätest, der entweder Problemlösekompetenz oder dasselbe
wie der Posttest (also die Klausur) misst, war nicht möglich. Hier war ebenfalls die
zur Verfügung gestellte Zeit ein Hauptfaktor. In Anbetracht der im Universitätsall-
tag verfügbaren Zeit war es nötig, Wege zu finden, den Aufwand gering zu halten.
Daher war es, auch im Hinblick auf das Vorwissen der Studierenden zu Beginn des
Semesters, nicht sinnvoll, klausurähnliche Aufgaben zu stellen. Stattdessen wurde
in einer derVorlesungen der ersten Semesterwoche ein Testmit Aufgaben auf Schul-
niveau gestellt2, um einen Anhaltspunkt dafür zu haben, ob die Studierenden aus
Interventions- und Kontrollgruppe sich in Hinsicht auf ihrer mathematische Fähig-
keiten wesentlich unterscheiden. Um hierbei die Testzeit bestmöglich auszunutzen,
wurden durch die Aufgabenauswahl Schwierigkeiten, die auf Rechenfertigkeiten
zurückzuführen sind, weitgehend eliminiert. Der Test hat imWesentlichen das Vor-
wissen der Probanden abgefragt. Auch bei den hier gestellten Aufgaben handelt es
sich eher um Routine- als Problemaufgaben. Ein Beispiel für einen solchen Test für
die Analysis ist in Anhang C zu finden. In manchen Zyklen wurden zusätzlich Fra-
gebögen zu Lernstrategien bzw. zu Need for Cognition ausgegeben (diese werden
in Abschnitt 7.4 beschrieben).

1 Meist handelt es sich eher um Aufgaben, die in ähnlicher Form bereits als Übungsaufgaben
gestellt wurden. Sehr gut vorbereitete Studierende sollten also wenig Schwierigkeiten bei der
Bearbeitung haben. Zwar werden durchaus auch Problemaufgaben gestellt, die meisten sind
aber, schon aus Zeitgründen, eher Routineaufgaben.
2 Die Tests unterschieden sich von Semester zu Semester, zum einen, da die verantwortli-
chen Dozenten persönliche Vorlieben einbringen konnten, zum anderen, weil in Analysis und
linearer Algebra unterschiedliche Inhalte fokussiert wurden.
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Um die Teilnahme an Interventions- und Kontrollgruppe nachvollziehen zu kön-
nen, wurden Anwesenheitslisten geführt. Darüber hinaus wurden, wie in Anfänger-
vorlesungen üblich, die wöchentlich abzugebenden Hausaufgaben3 bepunktet, um
eventuelle Verbesserungen erkennen zu können.

Zusätzlich dazu wurde untersucht, ob die Zugehörigkeit zur Interventions- oder
Kontrollgruppe auf die Teilnahme an den Übungsstunden oder an der Klausur aus-
gewirkt hat.

7.2 Stichprobe

Die hier vorgestellten Erhebungen beschränken sich auf die letzten drei Zyklen der
Maßnahme (zwei Wintersemester und ein Sommersemester). Das hängt zum einen
damit zusammen, dass in den ersten Durchgängen die Interventionsgruppe nur aus
ein oder zwei Übungsgruppen bestand, wodurch quantitative Messungen wenig
sinnvoll erschienen (unter anderem ist hier der Einfluss der Tutorenpersönlichkeit
auf die zu messenden Merkmale als zu stark eingeschätzt worden), zum anderen
wurde die Interventionsmaßnahme in den letzten Zyklen als vergleichsweise stabil
eingeschätzt, d. h. die größtenModifikationen wurden in den vorherigen Durchgän-
gen vorgenommen, während es nach dem fünften Zyklus nur noch kleine Verände-
rungen gab. Insgesamt haben sich im betrachteten Zeitraum 598 Studierende in eine
Übungsgruppe eingetragen. Leider ist es nicht gelungen, von allen Übungsgruppen
Anwesenheitslisten zu bekommen, um zu überprüfen, ob diese Studierenden auch
wirklich dort erschienen sind. Zieht man die Studierenden, von denen diese Infor-
mation nicht vorlag, und diejenigen, von denen man weiß, dass sie nie zu einer
Übung erschienen sind, ab, so bleiben 367 Probanden übrig. Da hier aber Auswir-
kungen von Interventions- und Kontrollgruppe betrachtet werden sollen, wurden
nur Studierende berücksichtigt, die mindestens an der Hälfte der Übungsstunden
teilgenommen haben. Durch dieses Ausschlusskriterium bleiben noch insgesamt
N = 177 Probanden übrig, NI = 95 aus der Interventionsgruppe und NK = 82
aus der Kontrollgruppe4. Selbstverständlich handelt es sich hierbei um eine Positiv-
Auswahl, da Studierende, die frühzeitig abbrechen oder aus anderen Gründen nicht
regelmäßig zu den Übungen erscheinen können, ausgeschlossen werden, aber eine
Wirkung der Maßnahme kann nur bei Teilnahme gemessen werden.

3 In allen betrachteten Zyklen gab es ein Bonussystem, das Extrapunkte für die Klausur
gewährte, wenn ein bestimmter Prozentsatz der Hausaufgaben richtig bearbeitet wurde.
4 Je nach Messung reduziert sich diese Zahl noch einmal. Wird beispielsweise der Klausurer-
folg gemessen, werden nur Studierende betrachtet, die an der Klausur teilgenommen haben
(52+ 70 = 122).
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7.3 Präzisierung der Forschungsfragen

Die in Kapitel 3 gestellte Frage

Forschungsfrage 3: Welche Auswirkungen hat die Intervention auf den Klausu-
rerfolg sowie die Teilnahme an den Übungsgruppen und die Bearbeitung der
Hausaufgaben im ersten Semester?

soll an dieser Stelle genauer ausdifferenziert werden. Jede Teilfrage wird im ent-
sprechenden Abschnitt ausführlicher erläutert. Die ersten drei Teilfragen beziehen
sich auf die Klausur am Ende des Semesters:

Forschungsfrage 3a: Wirkt sich die Teilnahme an der Intervention auf das Beste-
hen der Klausur aus?

Forschungsfrage 3b: Wirkt sich die Teilnahme an der Intervention auf die Punkt-
zahl in der Klausur aus?

Forschungsfrage 3c: Wirkt sich die Teilnahme an der Intervention auf die Teil-
nahme an der Klausur aus?

Diese ersten drei Teilfragen werden in Abschnitt 7.5 behandelt.
Neben denAuswirkungen auf dieKlausurwerden auchmöglicheVeränderungen

während des Semesters in Augenschein genommen:

Forschungsfrage 3d: Wirkt sich die Teilnahme an der Intervention auf die Punkt-
zahl der Hausaufgaben aus?

Dieser Frage wird in Abschnitt 7.6 nachgegangen.

Forschungsfrage 3e: Wirkt sich die Teilnahme an den ersten Einheiten der Inter-
vention auf die weitere Teilnahme an den Übungsgruppen aus?

Da in dieser Frage nach der Teilnahme an Übungsgruppen gefragt wird kann diese
nicht vorher schon als Auswahlkriterium verwendet werden. Näheres zur Filte-
rung der Probanden findet sich mit der weiteren Besprechung dieser Frage in
Abschnitt 7.7.
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7.4 Vergleichbarkeit der Gruppen

Bevor die oben genannten Fragen beantwortet werden, soll in diesem Abschnitt
sichergestellt werden, ob Interventions- und Kontrollgruppe ähnliche Eingangsvor-
aussetzungen haben. Da die Probanden nicht zufällig den beiden Gruppen zugeteilt
wurden5, ist dies nicht selbstverständlich. Hierzu werden die Ergebnisse aus dem in
Abschnitt 7.1 beschriebenen Prätest herangezogen. Bei der Bewertung der Aufga-
ben gab es nur dieMöglichkeit, einen Punkt für eine komplett richtige Aufgabe oder
keinen Punkt zu vergeben. Wie bereits erwähnt, wurden hier Mathematikaufgaben
auf Schulniveau gestellt und dabei darauf geachtet, dass Rechenfertigkeiten keine
zu große Rolle spielen. Exemplarisch ist in Anhang C der Test aus dem sechsten
Zyklus dargestellt. Der Prätest aus dem fünften Zyklus unterscheidet sich hiervon
nicht wesentlich, wenngleich die Inhalte eher auf die Lineare Algebra abgestimmt
sind und aufgrund einer längeren Bearbeitungszeit mehr Fragen aufgenommenwer-
den konnten. Zur besserenVergleichbarkeit der beiden Jahrgängewird die Punktzahl
als Prozentsatz der Maximalpunktzahl betrachtet und liegt somit zwischen 0 und
100 %. Wie auch in den folgenden Abschnitten wurden nur diejenigen Studieren-
den bei der Auswertung beachtet, die mindestens an der Hälfte der Übungsstunden
teilgenommen hatten. Um zu prüfen, ob sich Interventions- und Kontrollgruppe
bezüglich der Leistung im Prätest unterscheiden, wurden die Ergebnisse einem t-
Test unterzogen (vgl. Döring & Bortz, 2016):

Tabelle 7.1 Ergebnisse des Prätests im fünften und sechsten Zyklus

Prätest N x̄ σ p d

Kontrollgruppe 48 64, 80 % 24, 12 % 0, 431 0, 159

Interventionsgruppe 52 68, 31 % 20, 18 %

Tabelle 7.1 stellt die Anzahl N der Probanden, den Mittelwert x̄ als Anteil von
der maximal erreichbaren Punktzahl, die Standard-Abweichung σ , die Signifikanz
p sowie die Effektstärke (Cohen’s) d dar. Hierbei gibt der p-Wert für die Signifi-
kanz dieWahrscheinlichkeit dafür an, dass die Unterschiede zwischen den Gruppen
zufällig bedingt sind. Ein Gruppenunterschied gilt als signifikant, wenn er kleiner

5 Die teilnehmenden Tutoren haben sich freiwillig gemeldet und haben sich einen Zeitslot
ausgesucht. Ebenso haben die Studierenden (ohne zu dem Zeitpunkt zu wissen, dass es eine
Intervention gibt) sich in eine der Übungsgruppen eingeschrieben. Eine ungleiche Verteilung,
etwa aufgrund der gewählten Uhrzeit bzw. des Wochentags ist zwar unwahrscheinlich, aber
nicht von vornherein auszuschließen.
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als (willkürlich festgelegte) Grenzwerte ist, meist 0, 01, 0, 05 oder 0, 1 (vgl. Döring
& Bortz, 2016). Wie man sieht, liegt zwar der Mittelwert bei der Interventions-
gruppe etwas höher als bei der Kontrollgruppe, da der hier berechnete p-Wert von
0, 431 aber deutlich über den genannten Grenzen liegt, ist dieser Unterschied nicht
signifikant, sondern vermutlich zufällig bedingt. Bei Cohens d spricht man ab Wer-
ten von 0, 2 von kleinen Effekten, ab 0, 5 von mittleren und ab 0, 8 von großen
(vgl. Cohen, 2013). Der hier gemessene Wert von 0, 159 liegt also unterhalb dieser
Schwellen. Hinzu kommt, dass es bei so deutlich nicht-signifikanten Unterschieden
nicht sinnvoll ist, von Effekten zu sprechen. Man kann also davon ausgehen, dass
sich Interventions- und Kontrollgruppe bezüglich der hier gemessenen Leistung
nicht wesentlich unterscheiden.

Die hier betrachtete Stichprobe von 100 Probanden unterscheidet sich deutlich
von den in Abschnitt 7.2 genannten 177 Studierenden. Hierfür gibt es zwei Gründe.
Zum Einen wurde der Prätest im siebten Zyklus auf Wunsch des verantwortlichen
Dozenten anonym durchgeführt. Dadurch sind zwar keine Rückschlüsse auf die
Anwesenheit in den Gruppenübungen möglich, allerdings wurde die Zugehörig-
keit zur Übungsgruppe und damit zur Interventions- oder Kontrollgruppe erfasst.
Der Prätest dieses Zyklus wurde daher separat ausgewertet. Die Ergebnisse sind in
Tabelle 7.2 dargestellt. Zum anderen haben nicht alle Probanden am Prätest teilge-
nommen. 23 Studierende haben zwar an mindestens 50 % der Übungen, nicht aber
am Prätest teilgenommen. Dieser hat in der Regel in einer der ersten Vorlesungs-
stunden stattgefunden. Es gibt keineHinweise darauf, dass die Teilnahme amPrätest
Einfluss auf die betrachteten Faktoren (Klausurteilnahme, Klausurerfolg, Klausur-
punktzahl, Anwesenheit in den Übungen6, Übungspunkte) hat. Deshalb werden
diese 23 Studierenden nicht von den weiteren Analysen ausgeschlossen. Dasselbe
gilt für die Probanden aus dem siebten Zyklus, von denen nicht bekannt ist, ob sie
am Prätest teilgenommen haben. Signifikante Unterschiede lassen sich auch hier
nicht feststellen.

Tabelle 7.2 Ergebnisse des Prätests im siebten Zyklus

Prätest Zyklus 7 N x̄ σ p d

Kontrollgruppe 88 37, 41 % 14, 69 % 0, 743 0, 052

Interventionsgruppe 72 38, 22 % 16, 64 %

6 Dies ist der einzige Faktor, bei dem ein Einfluss denkbar wäre, da eine Abwesenheit in
der ersten Vorlesungswoche möglicherweise auf eine Tendenz zur Abwesenheit hindeuten
könnte.
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Zusätzlich zum mathematischen Teil der Prätests wurde im fünften Zyklus eine
verkürzte Form des LIST-Fragebogens (Wild & Schiefele, 1994) im fünfstufigen
Likert-Format gestellt, der ebenfalls in Anhang C zu finden ist. Hier wurden die
Dimensionen Organisation (Items 1, 6, 13 und 21), Kollaboration (Items 2, 7, 12
und 16), Literaturnutzung (Items 3, 5 und 8), Metakognition (Items 4, 14, 18, 19
und 20), Elaboration (Items 9, 11, 15, 21 und 23) und Anstrengung (Items 10 und
17) erfasst. Tabelle 7.3 zeigt die Ergebnisse dieser Befragung.

Wie man sieht, gibt es auch hier keine signifikanten Unterschiede zwischen
den beiden Gruppen. Zwar gibt es einen kleinen Effekt bei der Anstrengung zu
Gunsten der Interventionsgruppe, dieser kann aber bei einem derartig hohen p-Wert
vernachlässigt werden.

Im Zuge der zyklischen Weiterentwicklung der Maßnahme wurden auch die
Messinstrumente modifiziert: Da die Aussagekraft eines Fragebogens, der die Lern-
strategien im Studium abfragen soll, aber zu Beginn des ersten Semesters ausgefüllt
wird, fraglich ist, wurde im sechsten Zyklus stattdessen ein Konstrukt gewählt, das
„Engagement und Freude bei Denkaufgaben“ (Bless, Wänke, Bohner, Fellhauer &
Schwarz, 1994) erfassen soll, die Need for Cognition. Der zugehörige Fragebogen
befindet sich ebenfalls in Anhang C. Da es sich bei diesem Zyklus um ein Sommer-
semester handelt, sind die Fallzahlen entsprechend gering (vgl. Tabelle 7.4). Auch
hier sind keine signifikanten Unterschiede zu erkennen. Im siebten Zyklus wurde
auf Wunsch des Verantwortlichen Professors kein vergleichbarer Fragebogen ver-
wendet.

Tabelle 7.3 Ergebnisse des LIST-Fragebogens im fünften Zyklus

LIST N x̄ σ p d

Organisation Kontrollgruppe 33 3, 34 0, 62 0, 427 0, 186

Interventionsgruppe 40 3, 46 0, 67

Kollaboration Kontrollgruppe 33 3, 44 0, 90 0, 649 0, 117

Interventionsgruppe 40 3, 53 0, 65

Literaturnutzung Kontrollgruppe 33 4, 33 0, 65 0, 629 −0, 103

Interventionsgruppe 40 4, 27 0, 53

Metakognition Kontrollgruppe 33 3, 68 0, 56 0, 807 0, 052

Interventionsgruppe 40 3, 71 0, 61

Elaboration Kontrollgruppe 30 3, 68 0, 72 0, 798 0, 055

Interventionsgruppe 40 3, 72 0, 73

Anstrengung Kontrollgruppe 30 4, 2 0, 60 0, 247 0, 268

Interventionsgruppe 40 4, 35 0, 52
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Tabelle 7.4 Ergebnisse zur Need for Cognition im sechsten Zyklus

Need for Cognition N x̄ σ p d

Kontrollgruppe 13 4, 68 0, 717 0, 826 0, 092

Interventionsgruppe 12 4, 74 0, 604

Insgesamt wurden bezüglich der gemessenen Eingangsvoraussetzungen keine
signifikanten Unterschiede zwischen Interventions- und Kontrollgruppe gefunden.
Der Vergleich beider Gruppen kann also wie geplant statistisch durchgeführt wer-
den.

7.5 Auswirkungen auf die Klausur

In diesem Abschnitt sollen die Forschungsfragen 3a bis 3c (vgl. Abschnitt 7.3)
behandelt werden. Es geht also um den Einfluss der Maßnahme auf die Bestehens-
quoten der Klausur (a), die Punktzahl in der Klausur (b) sowie die Teilnahme an
der Klausur (c). In allen drei Fällen, wie auch in den folgenden Abschnitten, geht
es um den Vergleich der Interventionsgruppe mit der Kontrollgruppe. Neben einem
positiven Einfluss der Intervention ist, vor allem da sich diese auf Problemlöse-
kompetenzen konzentriert, die Klausur aber eher Routineaufgaben beinhaltet, auch
ein negativer denkbar. In Bezug auf die Klausurteilnahme ist ein positiver Einfluss
denkbar, wenn etwa die Teilnehmer der Maßnahme sich aufgrund der intensiven
Reflexion von Bearbeitungsprozessen eher zutrauen, die Klausuraufgaben zu lösen.

Nimmt man die Punktzahl in der Klausur als Maß, so eignet sich hierfür wieder
ein t-Test (vgl. Döring & Bortz, 2016). Da es sich beim Bestehen der Klausur
und bei der Teilnahme daran aber um duale (Ja/Nein), also insbesondere keine
metrischen Ereignisse handelt, eignet sich hierfür eher ein χ2-Test. Tabelle 7.5 stellt
die Bestehensquote der beiden Gruppen dar. Hier und in den folgenden Abschnitten
werden die Ergebnisse der Zyklen fünf bis sieben betrachtet (vgl. Abschnitt 7.2).

Tabelle 7.5 Ergebnisse der Klausur gemäß Forschungsfrage 3a

Bestehensquote N bestanden Quote χ2 p φ

Kontrollgruppe 52 18 34, 62 % 0, 368 0, 544 0, 055

Interventionsgruppe 70 28 40, 00 %
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Hierwird ein anderesMaß für die Effektstärke verwendet als bisher.AnStelle des
bei t-Tests üblichen d wird hier (Cramers) φ verwendet, was bei 2× 2-Ereignissen
wie hier Cramers V entspricht. Es ist zu beachten, dass hier bereits ab Werten von
0, 1 von kleiner Effektstärke, ab 0, 3 von einer mittleren und ab 0, 5 von einer
starken gesprochen wird (Cohen, 2013). Im vorliegenden Fall liegt allerdings kein
signifikanter Unterschied vor.

In Tabelle 7.6 wird gemäß Forschungsfrage 3b (vgl. Abschnitt 7.3) bei den Klau-
surergebnissen nicht nur zwischen bestanden und nicht bestanden unterschieden,
sondern auch die Punktzahlen betrachtet. Auch hier wurde die Punktzahl als Anteil
der maximal möglichen Punkte berechnet, um die verschiedenen Semester ver-
gleichbar zu machen. Zum Bestehen der Klausur wurden zwischen 43,75 % (35
von 80) und 50 % (30 von 60) Punkte benötigt. Der Mittelwert beider Gruppen liegt
unterhalb dieser Grenze. Ein signifikanter Unterschied konnte nicht festgestellt wer-
den.

Tabelle 7.6 Ergebnisse der Klausur gemäß Forschungsfrage 3b

Klausurpunkte N x̄ σ p d

Kontrollgruppe 52 35, 70 % 17, 29 % 0, 477 0, 125

Interventionsgruppe 70 38, 36 % 23, 86 %

Zum Abschluss dieses Abschnitts soll die Teilnahme an der Klausur betrachtet
werden (vgl. Tabelle 7.7). Auch wenn hier ein etwas deutlicherer Unterschied zu
Gunsten der Interventionsgruppe mit einer kleinen Effektstärke (φ > 0, 1) zu sehen
ist, ist dieser nicht signifikant.

Tabelle 7.7 Teilnahme an der Klausur

Teilnahme N teilgenommen Quote χ2 p φ

Kontrollgruppe 82 52 63, 41 % 2, 167 0, 141 0, 111

Interventionsgruppe 95 70 73, 68 %

Insgesamt wirkt sich die Frage, ob ein Proband der Interventionsgruppe oder der
Kontrollgruppe angehört, nicht signifikant auf den Klausurerfolg oder die Klausur-
teilnahme aus. Es gibt also in dieser Hinsicht durch die Intervention weder Vorteile
noch Nachteile. Also scheint sich die Fokussierung auf Probleme und die damit
zusammenhängende Vernachlässigung von Routinetätigkeiten in der Übung zumin-
dest nicht negativ auszuwirken.
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7.6 Auswirkungen auf die Punkte bei den Hausaufgaben

In diesem Abschnitt wird Forschungsfrage 3d behandelt. Da es bei der Intervention
um die Bearbeitung problemhafter Aufgaben geht, ist es naheliegend einen mögli-
chen Einfluss auf die Bearbeitung der Hausaufgaben zu untersuchen, bei denen es
sich in der Regel auch um Probleme handelt (vgl. Abschnitt 2.2.1). Da diese Aufga-
ben vor Abschluss der Intervention bearbeitet werden, ist ein verminderter Effekt zu
erwarten. Deshalb wurden in der folgenden Auswertung nur Hausaufgaben ab dem
sechsten7 Übungsblatt berücksichtigt. Vorher bestehtwenigGrund zu derAnnahme,
dass die Maßnahme bereits Wirkung zeigt. Außerdem ist zu beachten, dass die
Abgabe der Hausaufgaben freiwillig war, wenngleich hierdurch Bonuspunkte für
die Klausur gesammelt werden konnten und im fünften Zyklus eine Mindestpunkt-
zahl Voraussetzung für die Teilnahme an der Klausur war. Gerade zum Ende des
Semesters, wenn klar war, dass eine solche Schwelle bereits erreicht wurde, ging
die Zahl der abgegebenen Aufgaben deutlich zurück. Auch hier wurden die Punkte
als Anteil der maximal erreichbaren Punktzahl berechnet (vgl. Tabelle 7.8). Es zeigt
sich ein kleiner Effekt zu Gunsten der Interventionsgruppe, der allerdings wieder
nicht signifikant ist.

Tabelle 7.8 Einfluss auf die Punkte bei Hausaufgaben

Übungspunkte N x̄ σ p d

Kontrollgruppe 74 32, 70 % 22, 86 % 0, 116 0, 247

Interventionsgruppe 91 38, 59 % 24, 51 %

7.7 Auswirkungen auf die Teilnahme an den
Übungsgruppen

Als letztes wurde zur Beantwortung der Forschungsfrage 3e untersucht, ob die
Interventionsmaßnahme Studierende dazu bewegen konnte, regelmäßiger zu den
Gruppenübungen zu kommen, was ein Signal dafür wäre, dass diese Art der Übung
als hilfreicher empfunden wird als die klassische Form8. ImGegensatz zu den ande-

7 Diese Grenze ist willkürlich nach den hier genannten Kriterien gewählt.
8 An dieser Stelle sei daran erinnert, dass die Studierenden nicht wussten, dass sie an einer
Intervention teilnahmen. Eine erhöhteAnwesenheitwäre also nicht auf einGefühl der sozialen
Verpflichtung zurückzuführen. Sicherlich gibt es aber andere Faktoren (etwa das Engagement
der Tutoren), die die Teilnahme beeinflussen können.
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ren Erhebungen, ist hierbei das Herausfiltern derjenigen Probanden, die weniger als
die Hälfte der Übungsstunden besucht haben, nicht sinnvoll. Auf der anderen Seite
ergibt es aber auch wenig Sinn, alle Studierenden, die sich in Übungsgruppen einge-
schrieben haben, zu betrachten:Wer dieÜbung nie oder nur einmal besucht hat, kann
deren Nutzen schwerlich einschätzen. Deshalb wurde entschieden, diejenigen Stu-
dierenden zu betrachten, die in den ersten fünf Übungsstunden mindestens dreimal
anwesend waren. Daher ist die Grundgesamtheit dieser Auswertung mit N = 269
größer als zuvor. Auch bei dieser Auswertung ist kein signifikanter Unterschied
zwischen den beiden Gruppen zu erkennen (vgl. Tabelle 7.9).

Tabelle 7.9 Einfluss auf die Anwesenheit in den Übungen

Teilnahme N x̄ σ p d

Kontrollgruppe 125 61, 16 % 28, 60 % 0, 462 0, 090

Interventionsgruppe 144 63, 72 % 28, 13 %

7.8 Zusammenfassung

Die Ergebnisse aus dem Prätest zeigen, dass sich Interventions- und Kontrollgruppe
bezüglich der hier erhobenen Eingangsvoraussetzungen nicht wesentlich unter-
scheiden. Bei der Betrachtung der Variablen Klausurergebnis (Bestehensquote und
Durchschnittpunktzahl), Teilnahme an der Klausur, Punkte bei Hausaufgaben und
Anwesenheit in Übungsgruppen zeigen sich zwar bei allen Betrachtungen leichte
Vorteile für die Interventionsgruppe (bei der Klausurteilnahme und den Übungs-
punkten auch mit kleiner Effektstärke), allerdings ist keiner dieser Vorteile signifi-
kant. Diese Unterschiede könnten also auch zufällig sein.

Insgesamt ist diesesErgebniswenigüberraschend, dadieMaßnahmealsminimal-
invasiv zu betrachten ist: Von 6 bis 10 Semesterwochenstunden (vier Stunden Vorle-
sung, zwei StundenÜbung, zwei Stunden Ergänzung für Fachbachelor-Studierende,
ggf. Globalübung oder Tutorium)wurde nur dieÜbung (2 SWS)modifiziert, d. h. sie
wurde so umgestaltet, dass sie noch immer die bisherigen Funktionen erfüllt. Effek-
tiv wurde also maximal eine halbe Stunde pro Woche überhaupt verändert. Große
Effekte waren deswegen von vornherein nicht zu erwarten. Allerdings konnte die
Befürchtung, die Fokussierung auf strategische Herangehensweisen und Reflexion
und eine daraus resultierende Vernachlässigung des Einübens von Routinen könnte
sich negativ auswirken, nicht bestätigt werden.
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8Verdichtung und Diskussion der Ergebnisse

In der Einleitung (Kapitel 1)wurde dieMotivation zur vorliegendenArbeit beschrie-
ben: Da viele Studierende vor allem zu Beginn ihres Studiums große Schwierig-
keiten bei der Bearbeitung von Übungsaufgaben und daraus resultierend auch von
Klausuraufgaben haben, sollte eine Fördermaßnahme entwickelt werden, die hier
Abhilfe schafft. Es sollte aber hierfür keine zusätzliche Präsenzzeit aufgewendet
werden, da die Studierenden ohnehin viel für ihr Studium tun müssen und großer
Wert auf eigenständiges Arbeiten gelegt wird. Da außerdem über das Problemlösen
in der Studieneingangsphase im Vergleich zu anderen Situationen noch recht wenig
bekannt ist, ergaben sich folgende Forschungsfragen:

Forschungsfrage 1: Inwiefern lassen sich bestehende Vermittlungskonzepte zum
Problemlösen sinnvoll auf den Kontext der universitären Übungsgruppe übertra-
gen?

Forschungsfrage 2: Wie laufen Problembearbeitungsprozesse bei Studienanfän-
gern derMathematik an authentischenÜbungsaufgaben ab undwelchen Einfluss
hat dabei die Teilnahme an der Fördermaßnahme?

Forschungsfrage 3: Welche Auswirkungen hat die Intervention auf den Klausu-
rerfolg sowie die Teilnahme an den Übungsgruppen und die Bearbeitung der
Hausaufgaben im ersten Semester?

Ergänzende Information Die elektronische Version dieses Kapitels enthält
Zusatzmaterial, auf das über folgenden Link zugegriffen werden kann
https://doi.org/10.1007/978-3-658-39052-5_8.

© Der/die Autor(en) 2023
T. Stenzel,Mathematisches Problemlösen in der Studieneingangsphase,
Essener Beiträge zur Mathematikdidaktik,
https://doi.org/10.1007/978-3-658-39052-5_8
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Ausgangssituation war also, dass zum einen die klassische Form der Übungsgruppe
modifiziert und zum anderen grundlegende Erkenntnisse über Problemlöseprozesse
zu Studienbeginn gesammelt werden sollten.

Grundidee des Interventionskonzeptes war die gemeinsame Reflexion individu-
eller Problembearbeitungen, d. h. aus eigenständigen Bearbeitungen sollte durch
systematische Betrachtung gelernt werden. Hierzu wurden verschiedene theore-
tische Überlegungen und Erfahrungen aus universitärer (z. B. Schoenfeld, 1985)
und schulischer (Bruder & Collet, 2011; Leuders, 2017) Praxis herangezogen (vgl.
Abschnitt 2.4). Einerseits wurde die gemeinsame Reflexion durch Dokumentation
der Hausaufgabenbearbeitung im Sinne von Mason et al. (2011) (vgl. Anhang B)
vorbereitet, die auch den Fokus stärker auf die Ideengenerierung und das Überwin-
den von Schwierigkeiten lenkte, andererseits wurden zum Ende der Reflexion die
von denStudierenden als hilfreich eingeschätzten Strategien separat festgehalten. So
konnten die Studierenden sich individuelle Wissensspeicher im Sinne von Leuders
(2017) erstellen und pflegen. Um den Einstieg in einzelne Probleme zu erleichtern,
wurde das Vorgehen unter Berücksichtigung von Erkenntnissen zum kooperativen
Lernen (vgl. Abschnitt 2.4.4) gemeinsam geplant. Die hier beschriebeneMaßnahme
stellt eine insgesamt gelungene Möglichkeit der Übertragung bekannter Konzepte
auf den universitären Kontext dar. Auf Ergänzungen dieser Ideen, die sich aus der
Behandlung der Forschungsfrage 2 ergeben, wird weiter unten eingegangen.

Zur Beantwortung der zweiten Forschungsfrage wurden Studierende bei der
Bearbeitung authentischerÜbungsaufgabengefilmt unddie dabei entstandenenAuf-
nahmen unter Berücksichtigung folgender Aspekte ausgewertet:

• Ablauf der Prozesse (durch Einteilung in Schoenfeld-Episoden)
• Nutzung des Skriptes und anderer externer Ressourcen
• Heurismeneinsatz
• Metakognitive Aktivitäten
• Fachwissen und Fehler
• Verschiedene Lösungsansätze
• Lösungsqualität

Hierbei wurden zum einen bestehende Erkenntnisse bestätigt bzw. gezeigt, dass
diese auch im Kontext der Studieneingangsphase gelten: Das Vorhandensein von
Planungsprozessen (kodiert in Form der Schoenfeld-Episoden Planning und Imple-
mentation oder als metakognitive Planungsaktivität) wirkt sich positiv auf den
Lösungserfolg aus, wenn der Plan konkret und nicht fehlerhaft ist und auch in
die Tat umgesetzt wird (ein möglicher Bias aufgrund der Art der Kodierung wurde
in Abschnitt 5.5.2 bereits diskutiert). Darüber hinaus gibt es Prozesse, bei denen der
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positive Einfluss von Heurismen undMetakognition zu erkennen ist und solche, bei
denen der Einsatz heuristischer und metakognitiver Aktivitäten vermutlich gehol-
fen hätte (vgl. z. B. Rott, 2013; Schoenfeld, 1985). Ebenso ist zu erkennen, dass
der Nutzen vieler Heurismen, ähnlich wie bei Rott (2013), von der Beschaffenheit
der Aufgabe abhängig ist. Es wurden aber auch Heurismen entdeckt, deren Einsatz
von den Gewohnheiten und vermutlich dem Nützlichkeitsempfinden des Bearbei-
ters abhängt. Insgesamt haben sich die Heuristischen Hilfsmittel (Bruder & Collet,
2011) als besonders hilfreich erwiesen.

ZumAnderen gibt es aber auch einige neue Erkenntnisse: Der wesentliche Punkt
besteht in der Rolle, die das Vorwissen spielt. In acht von 13 Prozessen wurde deut-
lich, dass schwach ausgebildetes Fachwissen das Vorwärtskommen stark behindert,
teilweise so stark, dass keine brauchbaren Argumente in Richtung einer Lösung
entstanden sind und auch ein sinnvoller Heurismeneinsatz verhindert wurde. Der
Aspekt des Vorwissens sollte also in Zukunft noch genauer betrachtet werden. Eng
mit dem Vorwissen zusammenhängend hat sich gezeigt, dass Studierende, die sich
während des Problembearbeitungsprozesses stark auf das Skript oder andere Res-
sourcen stützen, oft größere Schwierigkeiten haben als Probanden, die ohne externe
Ressourcen auskommen und selbstständig Ideen generieren.

In diesem Zusammenhang stellt sich eine interessante Frage: In welchem Maße
müssen Problemlöseprozesse durch den Aufbau von Vorwissen vorbereitet wer-
den und in welchem Maße können Problemlöseprozesse den Aufbau von Wissen
unterstützen? Im Zusammenhang mit letzterem wird gerne von Lernen durch Pro-
blemlösen gesprochen (z. B. Heinrich et al., 2015; Holzäpfel et al., 2018). Dabei
sollen während eines Problemlöseprozesses Lernaktivitäten angeregt werden. Wie
auf S. 31 f. beschrieben, werden beim Problemlösen ähnliche kognitive Aktivitäten
durchgeführt wie beim Tiefenlernen. Ein Beispiel dafür ist der Bearbeitungsprozess
vonMalik zumQuetschlemma. Er hat hier Schwierigkeiten, weil er denUmgangmit
Beträgen nicht gewöhnt ist. Dadurch wird der Prozess um etwa eine halbe Stunde in
die Länge gezogen. Am Ende hat er sich die ihm vorher fehlende Erkenntnis selbst
hergeleitet und dadurch gute Wissensstrukturen geknüpft. Er hat sich also einen
unbekannten Aspekt des Betragsbegriffs selbst erschlossen. Das Lernen durch Pro-
blemlösen und das Lernen zum Problemlösen greift also ineinander. Es bleibt die
Frage zu klären, wann für eine Bearbeitung notwendiges Wissen aufgebaut werden
sollte: vor oder während des Prozesses? In der universitären Praxis haben Studie-
rende aufgrund der längeren Bearbeitungszeit der Hausübung (im Gegensatz zu der
Stunde, die in etwa bei den beobachteten Prozessen genutzt wurde, steht hier eine
Woche zur Verfügung) aber die Möglichkeit, flexibler zwischen der Aneignung von
Wissen und der Bearbeitung von Problemen hin- und herzuwechseln, als das bei
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den beschriebenen Interviews der Fall war: Es besteht die Möglichkeit, sich vom
Problem zu entfernen und erstmal in Ruhe unklare Begriffe zu erarbeiten.

Wie zu erwarten war, hat die Intervention, wie andere kurzfristige Heurismen-
trainings (siehe Abschnitt 2.4.5), keinen großen Einfluss auf die Qualität des Heu-
rismeneinsatzes gehabt. Allerdings zeigt sich bei zwei Probanden (Jan und Julia)
die Tendenz, dass Metakognition besser eingesetzt wird, die Praxis in den Interven-
tionsgruppen also hilfreich ist.

Die vorliegendeArbeit hat ihreBetrachtung vonProblemlöseprozessen sehr breit
angelegt, um einen holistischen Blick zu ermöglichen. Jeder einzelne der betrachte-
ten Aspekte kann sehr viel tiefergehender betrachtet werden. Diese Verdichtung der
Ergebnisse der qualitativen Erhebung ist bewusst kurz gehalten. Eine ausführlichere
Zusammenfassung findet sich in Abschnitt 5.6.

Um auf Forschungsfrage 1 zurückzukommen: Die Erkenntnisse aus der qualita-
tiven Untersuchung haben natürlich die Weiterentwicklung der Maßnahme beein-
flusst. Speziell die große Bedeutung vonVorwissen hat dazu geführt, dass zu Beginn
eines Semesters mathematikspezifische Lernstrategien eingeübt wurden. Hierzu
zählte zum einen, dass die Studierenden angeregt wurden, sich die verschiedenen
Facetten eines neuen Begriffs oder Satzes durch Organisation (Generierung von
Beispielen, Darstellungswechsel etc.) und Elaboration (Verknüpfung mit bekann-
ten Definitionen und Sätzen, Betrachten des Beweises) genauer anzuschauen (vgl.
6.2). Zum anderen wurde ein Training zum selbstständigen Nachvollziehen von
Beweisen nach Hodds et al. (2014) durchgeführt (siehe Anhang B).

Zur Erleichterung des Einstiegs in das Problemlösen hat sich eine direkte, expli-
zite Vermittlung von heuristischen Hilfsmitteln im Sinne von Bruder und Collet
(2011) als effektiv erwiesen. Mit der direkten Vermittlung anderer Heurismen wur-
den aber von den beteiligten Tutoren schlechte Erfahrungen gemacht, weil Studie-
rende durch stichwörtliche Zusammenfassungen einer Strategie eher abgelenkt und
verwirrt wurden, als dass sie ihnen geholfen hätte. Die Hilfsmittel hingegen haben
sich, wie schon König (1992) geschrieben hat, als leicht vermittelbar herausgestellt.

Eine ausführliche Diskussion über den letzten Stand der Intervention wurde
bereits in Abschnitt 6.4 geführt. Da die Maßnahme sowohl in der Analysis als auch
in der linearen Algebra getestet wurde, gibt es keine augenscheinlichen Gründe,
diese nicht auch auf andere Veranstaltungen übertragen zu können.

Zur Beantwortung der Forschungsfrage 3 lässt sich sagen, dass die durchgeführ-
ten quantitativen Auswertungen allesamt leichte, aber nicht signifikante Vorteile
der Interventionsgruppe gegenüber der Kontrollgruppe zeigen. Damit ist zumindest
gesichert, dass die Veränderung der etablierten Übungsform sich nicht negativ aus-
wirkt. Eine Weiterführung der Maßnahme wird also, auch aufgrund der leichten
Umsetzbarkeit, empfohlen.
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Im Zuge der Entwicklung der beschriebenen Intervention und der qualitativen
Prozessanalysen wurde zur lokalen (auf das Problemlösen in der Studieneingangs-
phase bezogenen) Theoriebildung im Sinne der fachdidaktischen Entwicklungsfor-
schung beigetragen. Zusammenfassend lässt sich sagen, dass sich Erkenntnisse aus
anderen Bereichen auf diesen Kontext übertragen lassen: Heuristische Hilfsmittel
können leicht erlernt werden, Heurismeneinsatz hat positiven Einfluss auf Problem-
löseprozesse, ist aber aufgabenabhängig, auch metakognitive Steuerung wirkt sich
positiv aus und lässt sich einüben.

Bemerkenswert ist aber die Erkenntnis, dass Fachwissen einen erheblichen Ein-
fluss auf den Problemlöseerfolg in authentischen Übungskontexten hat. In Anbe-
tracht der wenigen Zeit, die zur Aneignung neuen Wissens und der Bearbeitung
zugehöriger Übungsaufgaben zur Verfügung steht, stellen sich in dem Zusammen-
hang einige Fragen: Eine genauere Untersuchung von spezifischen Lernstrategien
und einemögliche Integration vonLernen durch Problemlösen (vgl. Holzäpfel et al.,
2018) unter Berücksichtigung der Tatsache, dass eine gewisse Wissensbasis für
die Problembearbeitung notwendig ist, wäre sicherlich gewinnbringend. Hierbei ist
auch zu klären, ob man diese notwendigeWissensbasis genauer ermitteln kann. Da
in der Problemlöseforschung die Rolle des Vorwissens häufig ausgeblendet wird
(z. B. durch die Konstruktion entsprechender Probleme), ist es auch interessant,
diesen Aspekt auch im schulischen Zusammenhang genauer zu untersuchen.

Es stellt sich auch die Frage, ob die in der vorliegenden Arbeit gewonnenen
Erkenntnisse sich auf andere Übungsaufgaben mit größerem Routineanteil übertra-
gen lassen. Die hier betrachteten Aufgaben waren ja bewusst so ausgesucht, dass
sie für alle Probanden ein Problem darstellten (nur Malik war in der Lage, mindes-
tens ein Problem vollständig zu lösen). Auf dem Spektrum von reiner Routine zum
reinen Problem gibt es daher noch viele Abstufungen, die zu untersuchen sind.

Was die Intervention angeht, gibt es verschiedene Möglichkeiten der Modifika-
tion, die bisher nicht getestet wurden, da sie die Kooperation des verantwortlichen
Dozenten benötigen: Vom Stellen eigener Aufgaben über die Ausgabe strukturier-
ter Lösungshilfen bis zur Korrektur und Bepunktung der von den Studierenden
erstellten Dokumentationen ihrer Hausaufgaben gibt es einige Ansätze. Auch eine
genauere Betrachtung der Vor- und Nachteile von Präsenzübungen ist denkbar.
Gerade vor dem Hintergrund, dass Problemlösen als Vehikel zum Lernen dienen
kann, stellt sich die Frage, ob das zu den hier betrachteten (und anderen authenti-
schen) Problemen benötigte Vorwissen durch basalere Einstiegsprobleme erarbeitet
werden kann. Hierbei kann es sich etwa um Beweise von für den Experten trivialen,
aber den Novizen herausfordernden, Aussagen handeln oder aber um eine Erkun-
dungsaufgabe, die im betrachteten universitärenKontext bisher zuwenig Beachtung
findet (vgl. Stenzel, 2017).
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Um den Einfluss dieser minimal-invasiven Maßnahme zu steigern, wäre auch
denkbar, eine eigene Veranstaltung zu Problemlösen und Beweisen, ähnlich wie sie
Kempen (2019) für Haupt-, Real- und Gesamtschulstudierende durchgeführt hat,
für Fachstudierende oder Gymnasialstudierende umzusetzen. EineKombination der
Erkenntnisse der vorliegenden Arbeit mit denen von Kempen (ebd.) wäre sicherlich
sehr fruchtbar.
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