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Geleitwort

Im arbeitsteiligen System Unternehmung ist die Koordination der verschiede-
nen betrieblichen Teilbereiche eine Aufgabe von grundsétzlicher Bedeutung.
Die 6konomische Forschung hat sich bislang im Wesentlichen auf die Aufgabe
konzentriert, Koordinationsmechanismen zu entwickeln und zu beschreiben.
Modellbildungen zur Koordination sind meist vom Typ deterministischer li-
nearer Modelle, sie untersuchen die im System vorhandenen Abhingigkeiten
bei weitgehend konstanten Rahmenbedingungen. Dies wird der Komplexitat
der Realitdt mit ihren stochastischen Einfliissen und erratischen Schwankun-
gen jedoch kaum gerecht. Herr Dr. Otterpohl hat sich die anspruchsvolle Auf-
gabe gestellt, in seiner nunmehr als Monographie vorliegenden Dissertation
die Problemstellung der Koordination mit Hilfe chaostheoretischer Metho-
den zu untersuchen. Die Arbeit ist im Rahmen seiner Assistententétigkeit an
meinem Lehrstuhl entstanden.

Die von Herrn Dr. Otterpohl untersuchte Problematik stellt in mehr-
facher Hinsicht Neuland dar: Er untersucht die Koordination in Unterneh-
mungen nicht nur mit dem Instrumentarium der Chaostheorie, sondern auch
aus einem neuen Blickwinkel. Er behandelt die Frage, unter welchen Bedin-
gungen der Einsatz von Koordinationsinstrumenten deterministisches Chaos
auslosen kann und mit welchen Mafinahmen sich das Unternehmen wieder
in stabile Bahnen lenken lésst. Die Untersuchung von Koordinationsmecha-
nismen auf deterministisches Chaos erfordert die Anwendung formallogischer
Modelle. Herr Dr. Otterpohl stellt zunichst die Losungskonzepte der nicht-
kooperativen und der evolutioniren Spieltheorie sowie deren Anwendung auf
Koordinationsspiele vor und benutzt anschlieBend dieses Instrumentarium
zur Analyse seiner Koordinationssituationen anhand von verschiedenen Mo-
dellen mit chaotischer Dynamik. Diese Modelle zeigen deutlich, dass eine
Gleichgewichtsanalyse, wie sie in der Spieltheorie vorgenommen wird, nicht
ausreicht, sondern dass die Forschung stirkeres Gewicht auf den zum Gleich-
gewicht fiihrenden Pfad legen sollte.
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VIII GELEITWORT

Die Ergebnisse der Arbeit stellen nicht nur einen theoretischen Erkennt-
nisfortschritt dar, sondern kénnen durch das Aufzeigen von chaosanfilligen
Strukturen auch die Anwendung von Koordinationsmechanismen in der be-
trieblichen Praxis verbessern. Die Arbeit nimmt eine geschlossene Diskussion
der zugrunde gelegten Problemstellung vor und liefert dariiber hinaus An-
satzpunkte fiir eine weiter fiihrende Forschung auf dem Gebiet der Koordi-
nation in nichtlinearen dynamischen Systemen.

Prof. Dr. Marion Steven

Lars Otterpohl - 978-3-631-75508-2
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:01:56AM
via free access



Vorwort

Unternehmen sind Systeme mit weit ausdifferenzierter Arbeitsteilung. Die
Koordination der einzelnen Teilbereiche ist daher unabdingbare Vorausset-
zung eines erfolgreichen Agierens am Markt und seit jeher Gegenstand der
Betriebswirtschaftslehre.

Die vorliegende Arbeit, die im Juli 2001 an der Ruhr-Universitdt Bo-
chum als Dissertation angenommen wurde, riickt die nichtlineare Struktur
betrieblicher Interdependenzen in den Mittelpunkt. Sie untersucht, wie sich
Instrumente der Koordination verhalten, wenn sie in einem nichtlinearen,
dynamischen Umfeld eingesetzt werden. Modelle, die dieses Szenario abbil-
den, sind nicht nur realitdtsnaher als statische oder lineare Modelle, sondern
sie kénnen konnen im Unterschied zu jenen auch das Phinomen des deter-
ministischen Chaos erkldren. Als chaotisch bezeichnet man Systeme, die ein
vollig regellos erscheinendes Verhalten zeigen und deren langfristige Entwick-
lung nicht prognostizierbar ist, obwohl sie keinerlei stochastischen Einfliissen
unterliegen.

Solche Systeme lassen sich durch die Wahl geeigneter Werte fiir bestimmte
Parameter in ruhige Bahnen lenken. Daher wird hier nicht nur das Ziel ver-
folgt, die Anfilligkeit von Koordinationsinstrumenten fiir deterministisches
Chaos nachzuweisen, sondern auch die systembestimmenden Parameter und
deren unkritische Wertebereiche zu identifizieren.

Die vorliegende Arbeit entstand wahrend meiner Tétigkeit als wissen-
schaftlicher Mitarbeiter am Lehrstuhl fiir Produktionswirtschaft der Ruhr-
Universitdt Bochum. Sie wurde im Sommersemester 2001 von der Fakultit
fiir Wirtschaftswissenschaft der Ruhr-Universitit Bochum als Dissertation
angenommen. Im Laufe ihrer Entstehung hat sich einige Dankesschuld ange-
sammelt.

An erster Stelle mochte ich meiner akademischen Lehrerin Frau Prof.
Dr. Marion Steven herzlich danken. Thre wertvollen Anregungen, ihre stete
Diskussionsbereitschaft und ihre intensive Betreuung haben ganz wesentlich

Lars Otterpohl - 978-3-631-75508-2
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:01:56AM
via free access



X VORWORT

zum Gelingen der Arbeit beigetragen. Weitere wichtige Hinweise verdanke
ich Herrn Prof. Dr. Manfred Losch, der das Korreferat iibernommen hat.

Von zahlreichen konstruktiven Diskussionen und dem kritischen Lesen der
Entwiirfe hat die Arbeit sehr profitiert. Hierfiir bin ich Frau Auguste Lamers,
Herrn Dr. Sven Behrens, Herrn Dipl.-Kfm. Rolf Kriiger und ganz besonders
Herrn Dr. Peter Letmathe dankbar.

Mein grofiter Dank aber gilt meinen Eltern dafiir, dass sie mir eine wissen-
schaftliche Ausbildung erméglicht und mir immer zur Seite gestanden haben.
Ohne meine Frau und ihre verstindnisvolle Unterstiitzung wire das vorlie-
gende Buch sicherlich nicht zustande gekommen. Thr widme ich daher diese
Arbeit.

Lars Otterpohl
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Kapitel 1

Einleitung

Unternehmen sind soziotechnische Systeme von hochster Komplexitédt. Theo-
rien zur Beschreibung, Erklarung und Gestaltung dieses Erkenntnisobjektes
miissen abstrahieren, Wesentliches von Unwesentlichem trennen oder sich auf
Einzelfragen konzentrieren. Die verschiedenen Teildisziplinen und Schulen der
Okonomik sind unterschiedliche Wege der Komplexititsreduktion gegangen.
Die Volkswirtschaftslehre reduziert Unternehmen in der Regel auf den giiter-
wirtschaftlichen Bereich, indem sie nur die Input-Output-Beziehung in Form
einer Produktionsfunktion verwendet. Das unternehmerische Verhalten wird
durch das Gewinnmaximierungskalkiil in Abhéngigkeit von Beschaffungs-
und Absatzpreisen abgebildet. Die finanzwirtschaftliche Ebene wird eben-
so ausgeblendet, wie Fragen des Rechnungswesens nicht erértert werden. Die
neoklassische Mikrookonomik, die durch das Wirken von Erich Gutenberg
starken Einfluss auf die Betriebswirtschaftslehre genommen hat, ist iiberwie-
gend statisch formuliert, d.h. auf die Erérterung eines Gleichgewichtszustan-
des ausgerichtet, ohne dem Weg zum Gleichgewicht allzu viel Beachtung zu
schenken.

Der funktionale Ansatz in der Betriebswirtschaftslehre versucht, der Kom-
plexitdt in anderer Weise Herr zu werden, ohne grundlegende Fragen unter-
nehmerischen Handelns ausschliefen zu miissen. Er zerlegt das Unternehmen
in Teilbereiche mit eigenen Aufgaben, insbesondere Beschaffung, Produktion,
Absatz, Rechnungswesen, Finanzierung, Investition und Unternehmensfiih-
rung. Die Unterteilung in Funktionen reduziert die Komplexitat ganz erheb-
lich, jedoch handelt man sich das Problem der Schnittstellenabstimmung ein.
Die isolierte Betrachtung einer Teilfunktion vernachlassigt die Beziehungen
zu anderen Teilfunktionen, die Koordination im Hinblick auf die Gesamtziele
des Unternehmens wird erschwert. Der Versuch, dieses Problem durch To-
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

talmodelle der Unternehmensplanung zu losen, kann als gescheitert betrach-
tet werden; eine Zerlegung der Gesamtplanungsaufgabe ist unumginglich.
Hier k6nnen Modelle der hierarchischen oder modularen Planung eingesetzt
werden.

Doch auch die Teilsysteme, wie z.B. die Produktion, sind noch so komplex,
dass erhebliche Vereinfachungen nétig sind, um sie modellméfig behandeln
zu konnen. Haufig werden die Zusammenhinge zwischen den relevanten Va-
riablen linearisiert. Auf diese Weise steht das Instrumentarium der Linearen
Algebra und Optimierung zur Verfiigung. Lineare Modelle zeigen in dyna-
mischem Kontext aber nur wenige verschiedene Verhaltensmuster, ndmlich
Konvergenz, Divergenz und den Grenzfall dazwischen. Zeigt ein System nun
erratische Schwankungen, muss als Erklarung auf stochastische Einfliisse zu-
riickgegriffen werden. Sicher spielen solche exogenen Schocks eine erhebliche
Rolle, doch zeigt die Untersuchung nichtlinearer Modelle, dass das System die
Schwankungen auch aus sich selbst heraus generieren kann. Dies wird als de-
terministisches Chaos bezeichnet. Die Zeitreihen chaotischer Systeme sind,
obgleich von deterministischen Bewegungsgesetzen erzeugt, von stochasti-
schen Zeitreihen prima facie nicht zu unterscheiden. Die Beobachtung der
Zeitreihe enthiillt keinerlei wiederkehrendes Muster. Eine Extrapolation ei-
ner solchen Zeitreihe in die Zukunft ist unmdoglich. Hinzu kommt, dass selbst
bei Kenntnis der Bewegungsgesetze eine langfristige Prognose des Systemver-
haltens nicht moglich ist, weil unvermeidbare Messfehler bei der Bestimmung
des gegenwirtigen Systemzustands die prognostizierte Zeitreihe von der tat-
sdchlichen divergieren lassen.

In der vorliegenden Arbeit werden Modelle, die in der Praxis angewandte
Koordinationsmechanismen abbilden, auf ihre Anfilligkeit fiir deterministi-
sches Chaos untersucht. Die Modelle sind zwar in der Regel zu abstrakt,
um unmittelbar in der Praxis anwendbar zu sein, dennoch muss die Un-
ternehmensleitung, die fiir die Implementation von Koordinationsmechanis-
men verantwortlich ist, gegebenenfalls darauf achten, dass die Ursache von
Schwankungen in den Mechanismen selbst liegen kann. Dass dies ganz andere
Mafnahmen erfordert als die Abwehr exogener Schocks, liegt auf der Hand.

Der Gewinn, den die Betriebswirtschaftslehre aus der Anwendung chaos-
theoretischer Methoden ziehen kann, liegt also nicht darin, dass sie ein neues
Paradigma erhilt, das den Anspruch erhebt, an die Stelle linearer Modelle
oder nichtmathematischer Methoden zu treten. Vielmehr vermittelt die Cha-
ostheorie als Methode erginzende Einsichten in die Ursachen unerwiinschter
und mit anderen Methoden nicht erklirbarer Phinomene, und mit diesen
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KAPITEL 1. EINLEITUNG 3

Einsichten lassen sich wirksame Handlungsempfehlungen zur Beseitigung je-
ner Phénomene gewinnen.

Die Chaostheorie ist ein Teilgebiet der Mathematik, das in der Okonomik
bislang nicht zum Standardwerkzeug gehort. Daher gibt Kapitel 2 zunachst
einen Uberblick iiber die historische Entwicklung der Chaostheorie und ihre
Anwendungen in den Realwissenschaften, insbesondere in der Volks- und Be-
triebswirtschaftslehre. In Kapitel 3 werden die wichtigsten Begriffe, Theore-
me und Methoden vorgestellt. Die Darstellung ist rigoros mathematisch. Eine
Verquickung mit 6konomischen Beispielen wird nicht vorgenommen, um dem
an den mathematischen Hintergriinden nicht interessierten Leser die Moglich-
keit zu geben, dieses Kapitel nur gegebenenfalls beim Studium der Koordi-
nationsmodelle zu Rate ziehen zu konnen, ohne den Gesamtzusammenhang
zu verlieren. In Kapitel 4 wenden wir uns dem eigentlichen Untersuchungs-
gegenstand dieser Arbeit zu. Die Grundproblematik der Koordination wird
erortert und verschiedene Typologien von Koordinationsmechanismen wer-
den vorgestellt. Diese Typologien geben ein Geriist zur Einordnung der in
Kapitel 5 entwickelten Modelle. Hier wird zunéchst die Spieltheorie als Ana-
lysemethode und ein konvergentes Koordinationsmodell dargestellt, in dem
die Koordination einem Fixpunkt zustrebt. Im Anschluss daran werden drei
Modelle diskutiert, die zeigen, unter welchen Bedingungen unterschiedliche
Koordinationsmechanismen anfillig fiir Chaos sein koénnen, und welche die
auslosenden Faktoren sind. Kapitel 6 fasst schlieflich die Ergebnisse zusam-
men. Im Rahmen dieser Arbeit sind eine Reihe von Simulationsuntersuchun-
gen durchgefiihrt worden. Die Ergebnisse und darauf beruhende Abbildungen
hat, soweit nicht anders angegeben, der Autor durch eigene Programme mit
Hilfe der Software ,Mathematica Version 3.0 von Wolfram Research erstellt.
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Kapitel 2

Chaostheorie in den
Realwissenschaften

Theorienbildung beruht in den Realwissenschaften auf dem Kausalitatsprin-
zip, mit dem induktive Schliisse, die aus Einzelbeobachtungen allgemeine Ge-
setze ableiten, gerechtfertigt werden. Man unterscheidet zwei unterschiedlich
strenge Auspragungen des Prinzips. Nach der schwachen Kausalitit haben
gleiche Ursachen gleiche Wirkung. Dahinter verbirgt sich nichts anderes als
die Erkenntnis, dass universell giiltige Naturgesetze existieren, die dafiir sor-
gen, dass zwei identische Ausgangszustinde zum selben Endzustand fiihren.
Ohne dies wiren Prognosen und damit jede explikative oder gar normative
Theorie unméglich. Nun geniigt die schwache Kausalitét fiir die Bildung von
6konomischen Theorien in der Regel nicht, weil es h6chstens unter Laborbe-
dingungen gelingt, einen Ausgangszustand exakt zu reproduzieren. Naturwis-
senschaftliche Theorien hingegen machen von der experimentellen Methode
intensiven Gebrauch.!

Die starke Kausalitit geht einen Schritt weiter und behauptet, dass dhn-
liche Ursachen dhnliche Wirkung haben. Bei starker Kausalitat wird der Gel-
tungsbereich von Ursache-Wirkung-Zusammenhéngen erheblich erweitert.
Selbst wenn zwei Ausgangszustdnde nicht vollig identisch sind, kann man
davon ausgehen, dass die Endzustinde nah beieinander liegen. Eine Progno-
se auf der Grundlage des einen Ausgangszustands besitzt eine hinreichende
Genauigkeit fiir den auf einem dhnlichen Ausgangszustand beruhenden tat-
sichlichen Endzustand.

1 In der Okonomik fasst die Uberpriifung von Theorien durch Laborexperimente seit
den 60er Jahren langsam Fuf, ohne dass die experimentelle Methode bereits allgemein
akzeptiert wire. Vgl. hierzu Hey (1991).
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6 KAPITEL 2. CHAOSTHEORIE IN DEN REALWISSENSCHAFTEN

In Anlehnung an: MauBner (1994), S. 5

Abbildung 2.1: Konjunkturzyklen als Uberlagerung harmonischer Wellen

Konsequent zu Ende gedacht entsteht aus dem Kausalitatsprinzip der La-
placesche Didmon, der in der Lage ist, aus der genauen Kenntnis? von Ort
und Impuls aller Teilchen zu einem Zeitpunkt das Schicksal des gesamten
Universums in Vergangenheit und Zukunft zu berechnen; Ursache und Wir-
kung verbinden Ereignisse im Zeitablauf miteinander. Zufall ist demnach eine
Illusion, die der Beschranktheit menschlicher Erkenntnisféahigkeit entspringt.

Die starke Kausalitat ist das modellbildende Prinzip vor allem der inexak-
ten Wissenschaften wie Soziologie, Okologie oder Okonomik. Diese Wissen-
schaften gehen nach wie vor iiberwiegend davon aus, dass eine anndhernde
Kenntnis der Anfangsbedingungen eine ungefahre Prognose des Systemver-
haltens zuliisst. Die beobachtbare Komplexitit der Realitit gilt als Uber-
lagerung von vielen, fiir sich genommen jedoch einfach strukturierten Pro-
zessen. Ein Musterbeispiel hierfiir ist die empirische Konjunkturforschung,
die lang-, mittel- und kurzfristige Zyklen zur Beschreibung von makro6kono-
mischen Zeitreihen unterscheidet. Schumpeter bezeichnet diese Wellen nach
ihren Entdeckern als Kondratieff-, Juglar- und Kitchin-Zyklen mit Perioden
von ca. 50 Jahren, 10 Jahren und 3 Jahren.? Abbildung 2.1 zeigt das Ergebnis
einer Uberlagerung von Sinuswellen mit diesen Perioden. In der statistischen
Zeitreihenanalyse sind sogenannte Spektralschitzer entwickelt worden, d.h.
Verfahren, deren Zweck die Analyse harmonischer Vorgénge und die Identi-
fikation der Perioden sind.*

Zwei Revolutionen in der Physik zu Beginn des 20. Jahrhunderts erschiit-
terten die Vorstellung von der Kausalitdt als Bindeglied zwischen Ereignis-

2 Damit wird lediglich schwache Kausalitit angenommen.

8 Vgl. Schumpeter (1939), S. 1611f., sowie Maufner (1994), S. 3ff. und die dort angegebene
Literatur.

4 Vgl. Schlittgen und Streitberg (1999), S. 353ff.
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KAPITEL 2. CHAOSTHEORIE IN DEN REALWISSENSCHAFTEN 7

sen nachhaltig. Erstens postulierte die allgemeine Relativitdtstheorie, dass
die Lichtgeschwindigkeit eine nicht zu iiberschreitende Obergrenze fiir die
Fortbewegung ist. Das Hervorrufen einer wie auch immer gearteten Wirkung
geschieht durch die Ubertragung von Teilchen oder Wellen®, die sich maximal
mit Lichtgeschwindigkeit bewegen. Fiir jede Ursache existiert ein raumzeitli-
cher Ereignishorizont, aufierhalb dessen sie keine Wirkung hervorrufen kann.
Im absoluten Anderswo kann ein Ereignis vom Hier-Jetzt aus weder beob-
achtet noch beeinflusst werden.® Zweitens ist es in der Quantentheorie nach
der Heisenberg-Unscharferelation unmdglich, Ort und Impuls eines Teilchens
oder Zeitpunkt und Energie eines Vorgangs gleichzeitig beliebig genau zu
bestimmen. In jedem Paar konjugierter Grofen treten Unschérfen auf, de-
ren Produkt nicht kleiner als ein Plancksches Wirkungsquant werden kann.”
Auf diese Weise sind im Makrokosmos und im Mikrokosmos der Erkenntnis
uniiberwindbare Grenzen gesetzt. Der Laplacesche Ddmon wire nicht in der
Lage, Daten aus dem absoluten Anderswo zu sammeln, und ebenfalls nicht,
die erreichbaren Daten ohne Unschirfe zu erlangen.®

Weder Relativitat noch Unschérfe haben spiirbare Auswirkungen auf den
Mesokosmos, den Ort unserer unmittelbaren Anschauung. Um die Jahrhun-
dertwende bemerkten nun einzelne Wissenschaftler, dass auch in determinis-
tischen Systemen des Mesokosmos die Vorhersagbarkeit des Systemverhaltens
eingeschrinkt sein kann, wenn man die Anfangsbedingungen nicht mit ab-
soluter Genauigkeit kennt. Der franzosische Mathematiker Henri Poincaré
nahm viele Einsichten der Chaostheorie bereits um die Jahrhundertwende
vorweg. Er beobachtete den Wechsel von laminaren und turbulenten Fliis-
sen, untersuchte die Bewegungen dreier miteinander in Wechselwirkung ste-
hender Korper und formulierte die Erkenntnis, dass kleine Unterschiede in
den Anfangsbedingungen grofe Unterschiede in den spateren Erscheinungen
hervorbringen.® Der britische Physiker Maxwell vermutete, dass langfristi-
ge Wetterprognosen an lokalen Instabilitdten im Wettergeschehen scheitern.
Auch erste Ansitze fraktaler Geometrie finden sich in dieser Zeit. Koch-
Kurve, Peano-Teufelstreppe, Sierpinski-Dreieck oder Menger-Schwamm gal-
ten allerdings als geometrische Kuriositdten ohne Bezug zur Realitit, die

5 Nach der Theorie von der Welle-Teilchen-Dualitit ist die Unterscheidung fiir Kausali-
titen bedeutungslos. Vgl. Gerthsen (1997), S. 5561F.

6 Durch die beschrinkte Lichtgeschwindigkeit ist es nicht moglich, ein Ereignis zu be-
obachten, das innerhalb des letzten Jahres in einer Entfernung von mehr als einem
Lichtjahr stattgefunden hat. Vgl. Gerthsen (1997), S. 855.

7 Vgl. Gerthsen (1997), S. 896.

8 Streng genommen scheitert der Dimon schon daran, dass sein Datenspeicher grofer
als das Universum sein miisste.

® Vgl. Poincaré (1914, 1973), S. 57.
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8 KAPITEL 2. CHAOSTHEORIE IN DEN REALWISSENSCHAFTEN

man verstanden zu haben glaubte und mit denen man sich nicht weiter be-
schéiftigte. Die Zusammenhénge mit nichtlinearen Systemen und chaotischen
Attraktoren entdeckte man erst viel spéter.

Der Beginn einer systematischen Chaosforschung wird gemeinhin auf das
Jahr 1963 datiert. Der Meteorologe Edward Lorenz entdeckte in dem von
ihm verwendeten Klimamodell sensitive Abhéngigkeit von den Anfangsbe-
dingungen, und er war der erste, dem die technischen Mdglichkeiten zur Ver-
fiigung standen, dieses Phinomen systematisch zu untersuchen. Der Lorenz-
Attraktor!® des Klimamodells ist heute zu einer Art Symbol der Chaosfor-
schung geworden; dass es sich um einen sogenannten ,Seltsamen Attraktor”
handelt, wurde von Lorenz allerdings noch nicht erkannt.!! In einem weiteren
Aufsatz stellte er die Frage, ob iiberhaupt ein Klima existiert. Mit anderen
Worten, gibt es einen langfristigen Durchschnitt des Wetters? Die Analyse
der Beobachtungswerte und seiner Klimamodelle lieff es méglich erscheinen,
dass sich das Erdklima mdglicherweise niemals auf ein Gleichgewicht mit
durchschnittlichem Langzeitverhalten einpendelt.!2

Etwa zur selben Zeit arbeitete der Mathematiker Steven Smale an nicht-
linearen dynamischen Systemen aus topologischer Sicht.!* Er konnte nach-
weisen, dass auch strukturell stabile Systeme chaotisches Verhalten aufwei-
sen konnen und entwickelte die ,Smale-horseshoe-map“, eine Abbildung, die
Chaos auf einen Mechanismus zuriickfiihrt, der sich als ,Strecken und Fal-
ten“ beschreiben lisst.!* Ein weiterer Meilenstein ist der Aufsatz von May'3,
einem Biologen, der die logistische Parabel'® als Modell einer Populationsent-
wicklung verwendete. Er untersuchte ihre Bifurkationen, d.h. die qualitativen
Verdnderungen ihres dynamischen Verhaltens in Abhéngigkeit von Parame-
terinderungen'’, hatte jedoch fiir den Ubergang in chaotisches Verhalten
noch keine rechte Erklarung. Sein wesentlicher Beitrag zur Chaostheorie be-
steht darin, breite Aufmerksamkeit auf das Problem der Periodenverdopp-
lung gelenkt zu haben. Li und Yorke analysierten das Problem mit mathe-
matischer Strenge und wiesen nach, dass ein dynamisches System, in dem

10 ygl. Abschnitt 3.5.7.

11 Der Begriff ,Seltsamer Attraktor“ wurde geprégt in Ruelle und Takens (1971).

12 Vgl. Lorenz (1964).

13 Dije Arbeiten Smales zu dynamischen Systemen sind zusammengefaft in Smale (1980).

14 vgl. Smale (1967). Das Strecken und Falten wird sehr ausfiihrlich beschrieben in Peit-
gen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 72.

15 ygl. May (1976).

16 Die logistische Parabel f : [0,1] — [0,1], z + a - z(1 — z) wird als Musterbeispiel
in Form der Differenzengleichung z;41 = a - z4(1 — z;) in Kapitel 3 immer wieder
herangezogen.

17 Den verschiedenen Formen von Bifurkationen widmet sich Abschnitt 3.6.5.
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KAPITEL 2. CHAOSTHEORIE IN DEN REALWISSENSCHAFTEN 9

ein Zyklus der Periode drei existiert, chaotische Eigenschaften besitzt.!® Da-
mit war der Begriff Chaos auch in die wissenschaftliche Diskussion eingefiihrt.
Dieses Ergebnis war bereits ein Jahrzehnt zuvor von Sarkovskii entdeckt wor-
den, jedoch in der westlichen Welt unbekannt geblieben.!® Das Theorem von
Li und Yorke wird jedoch heute kaum mehr benutzt. Es ist ndmlich nicht
sicher gestellt, dass die Eigenschaften eines Systems, das diesem Theorem
geniigt, auch in der Realitdt bzw. Simulation beobachtbar sind.

In den siebziger Jahren dachte der amerikanische Physiker Feigenbaum
iiber das Problem der Turbulenz nach in der Uberzeugung, dass es seiner Wis-
senschaft nicht gelungen war, die wirklichen Probleme, ndmlich die nichtlinea-
ren, zu begreifen. In dem Bestreben, einen neuen Weg zu beschreiten, wand-
te er sich den einfachsten nichtlinearen Gleichungen zu, wobei er die realen
komplexen Phédnomene zunichst beiseite schob. Wie May bemerkte er, dass
die Bifurkationen der logistischen Parabel dem Muster einer geometrischen
Reihe folgen. Der Quotient zweier aufeinander folgender Parameterwerte, zu
denen eine Bifurkation auftritt, konvergiert gegen 4,6692..., eine irratio-
nale Zahl, von der heute noch nicht bekannt ist, ob sie transzendent ist2.
Wiahrend May dieses Konvergenzverhalten fiir eine numerische Besonderheit
hielt und umgehend wieder vergal, ahnte Feigenbaum, dass die logistische
Parabel eine Skalierung enthilt?!. Er erinnerte sich, dass man topologische
Eigenschaften der logistischen Parabel entdeckt hatte, die auch in anderen
Funktionen zu finden waren.?? Feigenbaum untersuchte die Differenzenglei-
chung z,,; = asin(nz;) und fand dasselbe Konvergenzverhiltnis 4,6692.. ..
Inzwischen weif man, dass diese Zahl, die sogenannte Feigenbaum-Konstante,
fiir eine grofe Klasse von Systemen gilt, die auf den ersten Blick nichts mit-
einander zu tun haben. Die wichtigste Erkenntnis ist, dass Chaos keine vollige
Regellosigkeit bedeutet, die sich in jeder Gleichung, in jedem realen Phano-
men anders darstellt, sondern dass es eine verborgene Ordnung gibt, der man
sich mit neuen Methoden und Perspektiven nihern kann.?

Die Chaosforschung gibt ein gutes Beispiel dafiir, dass eine Idee nicht nur
von einzelnen Wissenschaftlern entdeckt, sondern auch von der wissenschaft-
lichen Gemeinschaft gehort und verstanden werden muss. Fiir die Arbeiten

18 vgl. Li und Yorke (1975).

19 Vgl. Sarkovskii (1964).

20 Transzendente Zahlen sind solche, die — im Gegensatz zu den ebenfalls irrationalen
Waurzeln - nicht die Losung einer Polynomialgleichung mit ganzzahligen Koeffizienten
sind.

2l Inzwischen sind die Einzelheiten des Feigenbaum-Diagramms bekannt, und man kann
in der Tat selbstahnliche Strukturen finden.

22 Vgl. Metropolis, Stein und Stein (1973).

23 Die wichtigsten Aufsitze Feigenbaums sind Feigenbaum (1978) und Feigenbaum (1979).
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10 KAPITEL 2. CHAOSTHEORIE IN DEN REALWISSENSCHAFTEN

Poincarés war die Zeit noch nicht reif, statt dessen beschéftigte sich die theo-
retische Physik mehr als ein halbes Jahrhundert lang fast ausschlieflich mit
Relativitdt und Quantenmechanik. Lorenz publizierte seine bahnbrechenden
Aufsitze im Journal of the Atmospheric Sciences und in einer schwedischen
meteorologischen Fachzeitschrift namens Tellus?4. Dort wurden sie von Wis-
senschaftlern, die ihrerseits chaotische Phinomene erforschten, natiirlich mit
erheblicher Verspatung zur Kenntnis genommen. Die mangelhafte Zusam-
menarbeit zwischen Forschern verschiedener Disziplinen und Kulturkreise
verursachte eine nicht unbetrichtliche Doppelforschung.

2.1 Chaostheorie in den Naturwissenschaften

Die Chaosforschung hat ihren Ausgangspunkt in der Beobachtung von Kom-
plexitét in der Natur genommen. Die Strukturen von Wolken oder Pflanzen
sind so kompliziert, dass eine Beschreibung mit den Begriffen der Euklidi-
schen Geometrie unmdglich ist, doch blieb diese Komplexitat lange unbe-
achtet. Man hatte die Vorstellung, dass sie durch die Uberlagerung vieler,
voneinander unabhéngiger Strukturen entsteht. Ein inzwischen gut erforsch-
tes Musterbeispiel ist die Turbulenz. Unter bestimmten Bedingungen fliefit
Wasser in einer stetigen und wirbelfreien Bewegung, meistens jedoch verwir-
belt und diskontinuierlich, also turbulent. Laminare FlieRbewegungen sind
von der theoretischen Physik vollstindig verstanden; Turbulenz, insbesonde-
re der Ubergang zwischen Ruhe und Turbulenz, widersetzte sich aber lange
Zeit allen Erklarungsversuchen. Die Erklarung durch iiberlagernde Rhyth-
men steht jedenfalls nicht in Einklang mit der Beobachtung eines pl6tzlichen
Ubergangs in scheinbar regelloses Verhalten.

Ein weiteres physikalisches Beispiel chaotischen Verhaltens ist das anhar-
monische Pendel. Das Verhalten eines idealisierten, harmonischen Pendels ist
vollkommen gleichformig und vorhersagbar. Das anharmonische Pendel zeigt
hingegen fiir einen bestimmten Bereich von Anfangsbedingungen Sensitivi-
tit, d.h. eine winzige Storung verursacht einen vollig anderen Verlauf der
Pendelbewegungen.

24 Ein Physiker soll erbost ausgerufen haben: ,Tellus! Kein Mensch liest Tellus.”
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2.1. CHAOSTHEORIE IN DEN NATURWISSENSCHAFTEN 11

Das bekannteste Beispiel aus der Chemie ist die Belousov-Zhabotinsky-
Reaktion?,

Cedt B0, Ce*t

CsH3BrO _
Ce't =22374, Ced3t + Br

eine Redoxreaktion, die zwischen einem Uberschuss von dreifach und vier-
fach geladenen Cer-Kationen hin- und herpendelt und dabei einen grofen
Reichtum an Erscheinungsformen zeigen kann.?® Die Idee der Selbstorgani-
sation, d.h. der Entstehung komplexer Strukturen scheinbar aus dem Nichts,
wie es sich etwa in Feigenbaum-Diagrammen?” beobachten lisst?®, kann man
anhand von chemischen Reaktionen demonstrieren.?’

In der Medizin hat die Chaostheorie geholfen, das Problem der Herzrhyth-
musstérungen, das in Form des Kammernflimmerns zum Tode fiihren kann,
auf eine wirksamere Weise anzugehen.®® Die Interpretation des Flimmerns
als chaotisches Muster erméglichte die Entwicklung zielgenauerer Defibrilla-
toren, wo man zuvor hinsichtlich der Stdrke der nétigen Elektroschocks auf
Vermutungen angewiesen war. Bei der Entwicklung kiinstlicher Herzklappen
half die Erkenntnis, dass die Arbeit natiirlicher Klappen das Volumen des
Herzens in Form einer nichtlinearen Dynamik verdndert. Die lineare Wir-
kung der ersten kiinstlichen Herzklappen barg die Gefahr einer Bildung von
Blutgerinnseln, die Schlaganfille auslésen kénnen.3!

Die Okologie befindet sich hinsichtlich der Modellbildungsprobleme in ei-
ner ganz dhnlichen Situation wie die Okonomik. Sie bedient sich des Instru-
mentariums der theoretischen Physik und behandelt ganze Populationen als
dynamische Systeme, wobei von der Vielfalt in Flora und Fauna abstrahiert
wird. Die realen Wirkungszusammenhénge sind so komplex, dass die ma-
thematischen Modelle, deren Gleichungen aus empirischen Daten gewonnen
werden, nur eine grobe Annaherung an die Wirklichkeit bieten konnen. Das

25 Vgl. Tomita und Tsuda (1979) und Tyson (1978).

26 Vgl. Ebeling (1991), S. 21.

27 Feigenbaum-Diagramme dienen der Veranschaulichung des Bifurkationsverhaltens dy-
namischer Systeme. Vgl. als Beispiel Abbilung 3.20.

28 Man denke an die dort zu findenden selbstihnlichen Strukturen und die Universalitit
der Feigenbaum-Konstante.

29 Mit diesem Gebiet eng verbunden ist der Name des belgischen Chemikers Ilya Pri-
gogine. Vgl. z.B. Prigogine und Glansdorff (1971) und Prigogine, Allen und Herman
(1977).

30 Vgl. Keener (1981) und Glass, Shrier und Bélair (1986).

31 Vgl. Garfield, Spano, Ditto und Weiss (1992).
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12 KAPITEL 2. CHAOSTHEORIE IN DEN REALWISSENSCHAFTEN

Erkenntnisinteresse gilt vornehmlich stabilen Losungen. Produziert ein Mo-
dell erratisch schwankende Bahnen, wird in der Regel eine Fehlspezifikation
der Modellgleichungen vermutet. Indes leben viele Populationen in Einjah-
resthythmen mit nicht iiberlappenden Generationen, so dass sich die Po-
pulationsentwicklung am besten in Differenzengleichungen formulieren lasst.
Die logistische Parabel beschreibt die Beschréanktheit des Populationswachs-
tums aufgrund knapper Ressourcen. Lange Zeit glaubte man, dass die regellos
fluktuierenden Bahnen bei bestimmten Parameterwerten um einen verborge-
nen Gleichgewichtswert kreisen. Die Moglichkeit, es konne vielleicht gar kein
Gleichgewicht geben, kam Okologen iiberhaupt nicht in den Sinn. Erst May
betrachtete okologische Systeme aus der Sicht der Chaostheorie und fand,
dass sich Daten iiber Polioepidemien oder Luchspopulationen durch nicht-
lineare Modelle erklidren lassen. Sein Verdienst ist die Erkenntnis, dass die
Chaos verursachenden Phinomene universalen Charakter tragen und von al-
len Wissenschaften zur Kenntnis genommen werden miissen.®?

Die Anwendung der Chaostheorie ist in den Naturwissenschaften wesent-
lich weiter fortgeschritten als in den Geisteswissenschaften. Insofern tragt
der vorstehende Abschnitt kursorische Ziige und ist keineswegs vollsténdig;
die Entwicklung schreitet in raschem Tempo voran. In neuerer Zeit versucht
man, Chaos auch abseits des Mesokosmos zu entdecken. Eine Frage ist, ob
die Bahnen der Planeten unseres Sonnensystems vielleicht in einer laminaren
Phase sind, die irgendwann in eine chaotische iibergehen wird. Auferdem
wird untersucht, ob die hochgradig lineare Quantentheorie womoglich geén-
dert werden muss, so dass ein ,Quantenchaos” theoretisch erklart werden

kann.

2.2 Chaostheorie und Okonomik

In den Sozialwissenschaften macht der Versuch einer Anwendung der Cha-
ostheorie nur Sinn, wenn sich die Untersuchungsobjekte in mathematischer
Sprache abbilden lassen. Daher beschrianken sich chaostheoretische Ansét-
ze auf diejenigen Bereiche der Wirtschaftswissenschaft, die sich hinsichtlich
ihrer Methodik eng an die Physik anlehnen. Zwei der ganz wenigen chaos-
theoretischen Modelle auferhalb der Wirtschaftswissenschaft befassen sich
mit den Bedingungen des Ubergangs von politischen Spannungen in bewaff-
nete Konflikte.3? Ein friihes Modell iiber Verkehrsstaus kann man ungeachtet

32 May selbst nannte seinen Aufsatz in der Zeitischrift Nature einen ,messianischen Ar-
tikel. Vgl. Gleick (1988), S. 120.
33 ygl. Saperstein (1984) und Behrens, Feichtinger und Prskawetz (1997).
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2.2. CHAOSTHEORIE UND OKONOMIK 13

der Publikation in einem physikalischen Journal im weiteren Sinne den Sozi-
alwissenschaften zuordnen.3*

Die bislang vorliegenden Arbeiten befassen sich zum einen mit der For-
mulierung theoretischer Modelle, die chaosgenerierende Mechanismen enthal-
ten.3 Auf diese Weise soll fluktuierendes Verhalten dkonomischer Systeme
ohne Riickgriff auf exogene Stérungen beschrieben und erklart werden. Zum
anderen wird der Versuch unternommen, die aufgestellten Modelle mit der
Realitdt zu konfrontieren. Dazu werden Zeitreihen 6konomischer Daten mit
eigens dafiir entwickelten statistischen Methoden auf die Existenz nichtli-
nearer Dynamik untersucht. Die Untersuchungen leiden jedoch durchweg an
einer mangelnden Verfiigbarkeit geeigneter Daten. Wenn iiberhaupt Daten
zur Verfiigung stehen, sind die vorliegenden Zeitreihen in der Regel zu kurz,
um verlissliche Aussagen machen zu konnen.3® Daher hat sich in den letz-
ten Jahren ein weiterer Zweig der empirischen Forschung etabliert: der La-
borversuch. Hiermit konnen Modellimplikationen und Verhaltensannahmen
unter kontrollierten Bedingungen iiberpriift werden, wobei die Experimente
prinzipiell beliebig oft wiederholbar sind.3’

2.2.1 Chaostheorie in der Volkswirtschaftslehre

Die Volkswirtschaftslehre nutzt die Erkenntnisse der Chaostheorie, um Fluk-
tuationen in 6konomischen Zeitreihen zu erkldren. Vor allem Konjunkturzy-
klen lassen sich auf diese Weise modellieren, und es gibt eine Reihe von em-
pirischen Untersuchungen, die versuchen, chaosgenerierende Mechanismen in
Konjunkturdaten zu entdecken. Diese Ansétze verstehen sich als Gegenent-
wurf zu der bereits angerissenen Vorstellung von Konjunkturen als iiberla-
gernde harmonische Schwingungen.3®

In seinem Beitrag zur Theorie des Wirtschaftswachstums aus dem
Jahre 1956 entwarf Solow ein einfaches deskriptives Modell, das stabiles
Wirtschaftswachstum auf Bevolkerungswachstum, Kapitalakkumulation und
technischen Fortschritt zuriickfiihrt.3® Dieses Modell war iiber mehr als zwei

34 Vgl. Mushi und Higuchi (1976).

35 Vgl. die einfithrenden Ubersichten Baumol und Benhabib (1989), Scheinkman (1990),
Benhabib (1992) und Medio (1992).

36 FEine Ausnahme bilden Wertpapiermirkte, in denen téglich Preise ermittelt werden
und die deshalb bei empirischen Untersuchungen gern herangezogen werden. Vgl. z.B.
Elsner (1996) oder Thoma (1997).

37 Vgl. Sterman (1988, 1989).

38 vgl. S. 6f.

39 Vgl. Solow (1956).
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14 KAPITEL 2. CHAOSTHEORIE IN DEN REALWISSENSCHAFTEN

Jahrzehnte die Grundlage aller wachstumstheoretischen Forschung. 1982
zeigte Day, dass geringe Modifikationen der Modellannahmen schon geniigen,
um chaotisches Verhalten der modellendogenen Variablen zu erzeugen. Damit
lieferte er zugleich eine modellimmanente Erklarung fiir Konjunkturzyklen.
Das Solow-Modell sagt gleichm#figes Wachstum voraus, Konjunkturschwan-
kungen miissen iiber exogene Schocks erklirt werden.*

In der hier prisentierten Version! des Solow-Modells wird die Zeit konti-
nuierlich gemessen, ¢ € R. Eine geschlossene Volkswirtschaft produziert ein
Gut Y, das sich sowohl zu Investitions- als auch zu Konsumzwecken eignet.
Dazu werden die Produktionsfaktoren Arbeit N, Kapital K und technisches
Wissen Z benétigt. Die Geltung des Sayschen Theorems?*? wird angenommen,
d.h. Y, N und K werden auf Mérkten mit vollstindiger Konkurrenz und fle-
xiblen Preisen gehandelt, so dass die Méarkte zu jedem Zeitpunkt gerdumt
sind. Daher geniigt die Betrachtung der Angebotsseite der Volkswirtschaft,
die Nachfrageseite ist nur implizit im Modell enthalten.

Die Bevolkerung und damit die Faktoreinsatzmenge N (t) wéichst mit einer
konstanten Rate n:

N(t) = No . Cn't.
Das technische Wissen wird mit der konstanten Rate 2z akkumuliert:
Z(t) = Zo . e”. |

Technischer Fortschritt wirkt Harrod-neutral, so dass man Arbeit in Effizi-
enzeinheiten messen kann: Z - N. Anders ausgedriickt hat eine Vermehrung
des technischen Wissens dieselbe Wirkung wie eine Erhohung der eingesetz-
ten Arbeit (in physischen Einheiten).

Kapital wird durch Konsumverzicht akkumuliert. Es wird angenommen,
dass eine konstante Quote s der Produktion gespart wird und eine konstante
Rate 6 des Kapitalstocks abgeschrieben wird. Damit ergibt sich der Zeitpfad
der Kapitalstockentwicklung zu

K(t)=/ot(s-Y(T)—5-K('r)) dr + Ko

Die gesamtwirtschaftliche Produktionsfunktion
Y=F(Z-N,K)

40 Vgl. Maufner (1994), S. 41fF.

41 Vgl. Barro und Sala-i-Martin (1995), S. 16ff., und Maufner und Klump (1996), S. 36f.

42 Nach dem Sayschen Theorem schafft sich jedes Angebot seine Nachfrage selbst, da
niemand plant, etwas zu produzieren, der nicht plant, das entstehende Einkommen
irgendwie zu verwenden. Vgl. Felderer und Homburg (1994), S. 84ff.
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2.2. CHAOSTHEORIE UND OKONOMIK 15

ist zweimal stetig differenzierbar, linear-homogen und geniigt dem Ertrags-
gesetz sowie den Inada-Bedingungen®. Daraus folgt, dass alle Produkti-
onsfaktoren essenziell sind. Die weitere Analyse erfolgt anhand der Pro-
Kopf-Produktionsfunktion y = f(k), die die Abhéngigkeit der Pro-Kopf-
Produktion y = 7‘%,— von der Pro-Kopf-Kapitalausstattung k& = 'Z'KW be-
schreibt?. Sie hat die Eigenschaften:

f(0)=0, f'(k)>0, f"(k)<0,
lim 7'(k) = o0, Jim f'(k) = .

Die Veranderungsrate der Pro-Kopf-Kapitalausstattung, die sogenannte
fundamentale Gleichung der Kapitalakkumulation, ergibt sich aus den An-
nahmen zu

k=s-f(k)—k(z+n-96). (2.1)

k-(z+n-24¢

s- f(k)

k*

In Anlehnung an: Solow (1956), S. 70
Abbildung 2.2: Steady State im Solow-Modell
Ein Wachstumsgleichgewicht, auch Steady State genannt, ist erreicht,

wenn alle Wachstumsraten konstant sind. Nun sind aufer der Wachstums-
rate der Kapitalakkumulation alle iibrigen Wachstumsraten per Annahme

43 Nach den Inada-Bedingungen haben die Ableitungen Fx und Fz.y der Produktions-
funktion die Eigenschaften limz.xy_.0 Fz.n = limg_o Fx = 00, limz.N~oo F2.N =
limg 00 Fx = 0. Beispielsweise geniigt die Cobb-Douglas-Produktionsfunktion ¥ =
(Z-N)* - K~ diesen Bedingungen.

44 Genau genommen miisste es Produktion bzw. Kapitalausstattung pro Einheit effizien-
ter Arbeit heifen.
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16 KAPITEL 2. CHAOSTHEORIE IN DEN REALWISSENSCHAFTEN

konstant. Es bleibt als Gleichgewichtsbedingung k = 0, also nach der funda-

mentalen Gleichung

s f(k) =k(z+n-29). (2.2)
In Abbildung 2.2 sind die linke Seite der Gleichung (2.2) als Kurve und die
rechte Seite als Gerade zu erkennen. Im Schnittpunkt befindet sich der Steady
State, da die Gleichgewichtsbedingung (2.2) erfiillt ist. Er ist eindeutig, denn
die Annahmen iiber die Pro-Kopf-Produktionsfunktion stellen sicher, dass
nur ein Schnittpunkt existieren kann, und stabil, denn fiir k¥ < k* gilt k>0
und vice versa.

Im Solow-Modell wird der Steady State durch die neoklassische Produkti-
onsfunktion sichergestellt. Dies gilt immer noch, wenn man wie Day die Zeit
in diskreten Einheiten misst, ¢ € Z. Die Wachstumsraten von Arbeit und
technischem Wissen fiithren zu den Zeitpfaden

Nt = No(l + 'Il)t
bzw.

Zt = Z()(]. + Z)t.
Kapitalakkumulation vollzieht sich nach der Gleichung

t
K, =) (s-Y, - 6K,) + Ko.

=0

Die fundamentale Gleichung in Form einer Differenzengleichung k;y; =
¥(k;) ist analog zu Gleichung (2.1) und lautet

s - f(ke) (1 =0k

T120+n)  T+90+n) (23)

kH—l =

Das Phasendiagramm 2.3 zeigt die Kurve zu Gleichung (2.3). Im Schnitt-
punkt dieser Kurve mit der Gleichgewichtsbedingung k:+; = k; findet sich
wiederum ein eindeutiger und stabiler Steady State mit k* = (k*).

Day nimmt eine zweite Anderung vor. Er ersetzt die neoklassische Pro-
Kopf-Produktionsfunktion durch
¢(k) =b-k(m—k)", b,B,m,y>0

und begriindet dies mit mdglichen negativen Riickwirkungen der Produktion.
Es fallen Schadstoffe an, die in geringen Mengen von der Umwelt abgebaut
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2.2. CHAOSTHEORIE UND OKONOMIK 17

kt+1

kty1 = ke

kt+1 = ¥(ke)

ke

k‘

In Anlehnung an: Day (1982), S. 410
Abbildung 2.3: Stabiler Steady State im Day-Modell

kt+1

kiy1 =kt

k41 = p(kt)

In Anlehnung an: Day (1982), S. 410
Abbildung 2.4: Chaos im Day-Modell

werden konnen, bei steigender Kapitalintensivierung aber die Produktion be-
eintrachtigen. Die Produktionsmenge kann nicht unbegrenzt gesteigert wer-
den, sondern erreicht bei k™** = gf‘,; ihr Maximum. Setzt man ¢ in die funda-
mentale Gleichung (2.3) ein und wéhlt die Parameter  =m = 8=+ =1, so
erhilt man die logistische Parabel.*® Fiir 3,7 # 1 ergibt sich eine unimodale
Funktion, die in Abbildung 2.4 dargestellt ist.

45 Die Wahl m = 1 bedeutet nur eine Normierung. Die Abschreibungsrate § = 1 zu setzen,
heifit ¢ als Bruttoproduktionsfunktion zu interpretieren.
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18 KAPITEL 2. CHAOSTHEORIE IN DEN REALWISSENSCHAFTEN

ke

t

Abbildung 2.5: Chaotische Zeitreihe im Day-Modell

Auch hier zeigt sich ein Steady State im Schnittpunkt von Winkelhal-
bierender und dem Graphen der Funktion 1. Jedoch weist dieser Steady
State keine Stabilitdt auf, weil die Steigung von 9 im Schnittpunkt betrags-
mafig grofer als Eins ist. Vielmehr oszilliert die Zeitreihe der Pro-Kopf-
Kapitalausstattung k; und damit auch der Pro-Kopf-Produktion y; scheinbar
regellos im Intervall (0, m), obwohl das Modell keine stochastischen Variablen
enthilt. Abbildung 2.5 zeigt eine solche chaotische Zeitreihe.

Die Volkswirtschaftstheorie, die sich hdufig der Methoden der Naturwis-
senschaften, vor allem der Physik bedient, hat auch die Chaostheorie in ei-
ner Fiille von Modellen intensiv genutzt. Eine Reihe von Aufsitzen variiert
den Overlapping-Generations-(OLG-)Kontext, um endogene Aperiodizitit zu
modellieren. OLG-Modelle sind dadurch gekennzeichnet, dass die Individuen
bei diskreter Zeitmessung zwei Perioden lang leben, so dass in jeder Periode
eine junge und eine alte Generation existiert.*” Das Modell von Grandmont
erklart Konjunkturzyklen in einem Szenario vollkommener Markte, die per-
manent gerdumt sind, bei vollkommener Voraussicht der Marktteilnehmer.
Exogene Schocks, insbesondere staatliche Eingriffe, werden aufen vor gelas-
sen. Der Ursprung der Zyklen liegt im Konflikt zwischen intertemporalem
Einkommens- und Substitutionseffekt.?® In anderen OLG-Modellen entsteht
Chaos durch positive Abhéngigkeit der Diskontrate vom Vermdgen der Indi-

46 Dije mathematischen Hintergriinde fiir ein solches Systemverhalten werden ausfiihrlich
im folgenden Kapitel dargelegt.

47 Die Methode der Overlapping Generations geht zuriick auf Diamond (1965).

48 Vgl. Grandmont (1985).
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2.2. CHAOSTHEORIE UND OKONOMIK 19

viduen*® bzw. intergenerationalen Handel bei bestimmten Eigenschaften der
Nutzenfunktionen®°.

Sogar bei optimierendem Verhalten der Individuen sind chaotische Pfa-
de moglich. Aufbauend auf einem Modell von Benhabib und Nishimura,
das robuste zweiperiodische Zyklen unter Standardannahmen fiir eine Zwei-
Sektoren-Okonomie nachweist’!, untersuchen Deneckere und Pelikan, unter
welchen Bedingungen beziiglich Technologie und Praferenzen Chaos auf-
tritt®2. Boldrin und Montrucchio zeigen, dass in mehrsektoralen Okonomien
bei hinreichend kleiner Diskontrate jede Politikfunktion mit optimierendem
Verhalten vereinbar ist, also auch solche, die chaotische Zeitpfade verursa-
chen.®® Diese wichtige Erkenntnis, dass rationales, optimierendes Verhalten
zu Chaos fiihren kann, wurde von Kopel und Feichtinger auf betriebswirt-
schaftliche Fragestellungen iibertragen.>*

In die Mikro6konomik gehéren Konsumwahlmodelle, die die Nachfrage
nach einzelnen Giitern zum Gegenstand haben. Bei Benhabib und Day er-
gibt sich Chaos aus der Abhéngigkeit der Préferenzen von den bisherigen
Erfahrungen und dem Verlangen nach Abwechslung, also zyklischen Pra-
ferenzen. Damit wird die sonst iibliche Annahme stabiler Priferenzen bei
veranderlichen Restriktionen fallen gelassen.5® In zwei einander recht dhnli-
chen Modellen entsteht Chaos durch interpersonelle Effekte der Konsumwahl.
Kaufentscheidungen héngen von den Entscheidungen anderer Individuen ab,
was in der Literatur als Bandwagon-Effekt bekannt ist, aber selten explizit
analysiert wird.®® Bei Gaertner beriicksichtigen die Akteure die Erfahrungen
ihrer ,Nachbarn“®’, bei Granovetter und Soong hingt die Kaufentscheidung
von der in der Vergangenheit von anderen Individuen gekauften Menge eines
Gutes ab®.

49 Vgl. Benhabib und Day (1980).

50 Vgl. Benhabib und Day (1982).

51 Vgl. Benhabib und Nishimura (1985).

52 Vgl. Deneckere und Pelikan (1986).

53 Vgl. Boldrin und Montrucchio (1986).

5¢ Vgl. Kopel und Feichtinger (1995).

55 Vgl. Benhabib und Day (1981).

56 Eine chaostheoretische Analyse liefern Feichtinger, Hommes und Milik (1997).
57 Vgl. Gaertner (1986).

58 Vgl. Granovetter und Soong (1986).
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20 KAPITEL 2. CHAOSTHEORIE IN DEN REALWISSENSCHAFTEN

2.2.2 Chaostheorie in der Betriebswirtschaftslehre

In der Betriebswirtschaftslehre gibt es vergleichsweise wenige chaostheoreti-
sche Ansitze®, bislang sind solche Methoden in der Betriebswirtschaftsleh-
re nicht allgemein akzeptiert. Daher wird im Folgenden begriindet, warum
die Chaostheorie Erkenntnisse bei betriebswirtschaftlichen Fragestellungen
erwarten ldsst. Lassen sich Mechanismen finden, die einerseits in der Cha-
ostheorie verwendet werden, andererseits aber auch bei betriebswirtschaftli-
chen Fragestellungen zum Einsatz kommen konnen, ist eine Anwendung der
Chaostheorie gerechtfertigt.5

Die Ausfiihrungen in Kapitel 3 werden zeigen, dass Chaos zwei System-
eigenschaften voraussetzt. Zum einen miissen die Systemgleichungen nichi-
linear sein, und zum anderen muss es sich um ein rickgekoppeltes System
handeln, d.h. die Systemvariablen miissen Funktionen ihrer eigenen Historie
sein.

Schon Gutenberg betont, dass betrieblich relevante Gréfen nichtlinear
voneinander abhingen.®’ Die Komplexitit der Strukturen in einem Unter-
nehmen und zwischen Unternehmen und Umwelt verlangt geradezu eine
nichtlineare Modellierung, soll sie der Forderung nach Realitdtsnihe gerecht
werden.5? In der betriebswirtschaftlichen Theorie werden nichtlineare Funk-
tionen durchaus benutzt, allerdings in der Regel in statischen Modellen.

Die Produktionstheorie verwendet — wie auch das oben dargestellte Mo-
dell des Wirtschaftswachstums — neoklassische Produktionsfunktionen. Sie
geniigen dem Ertragsgesetz und sind homogen vom Grade k£ < 1, so dass
die zugehorigen Kostenfunktionen sowohl bei partieller als auch bei totaler
Faktorvariation (mit Ausnahme des linearhomogenen Falles) streng konvex
verlaufen.%® Die Gutenberg-Produktionsfunktion unterstellt bei intensitats-
méRiger Anpassung eine parabolische Abhangigkeit der Produktionskoeffizi-
enten von der Intensitdt. Daraus ergibt sich ein s-formiger Verlauf der Kos-
tenfunktion.®

In der Absatztheorie werden einfach oder doppelt geknickte Preis-Absatz-
Funktionen verwendet, um Marktunvollkommenheiten abzubilden.®® Die

59 Vgl. Kopel (1994), S. 70, und Feichtinger und Kopel (1994), S. 23. Die Situation hat
sich seitdem nicht wesentlich gedndert.

60 Vgl. Kopel (1994), S. 70.

61 Vgl. Gutenberg (1989), S. 155.

62 Vgl. Feichtinger und Kopel (1994), S. 23.

83 Vgl. Steven (1998), S. 36ff. und 55fF.

64 Vgl. Steven (1998), S. 143f.

85 Vgl. Meffert (2000), S. 510 und 518.
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2.2. CHAOSTHEORIE UND OKONOMIK 21

Knickstellen reprasentieren Schwellenwerte, an denen sich das Verhalten der
Konkurrenz bzw. der Nachfrager sprunghaft andert. Hyperbolische Nach-
fragefunktionen lassen sich aus Nutzenfunktionen mit konstanter Substitu-
tionselastizitit herleiten. Die Cobb-Douglas-Nutzenfunktion ist ein Spezial-
fall solcher sogenannter CES-Nutzenfunktionen. Zwischen Werbebudget und
Nachfrage wird regelméfig ein s-formiger oder ertragsgesetzlicher Verlauf
angenommen mit der Begriindung, eine Intensivierung der Werbung fiihre
zwar ceteris paribus zu einer Erhéhung der Nachfrage, ab einem gewissen
MaR trete jedoch eine Sittigung des Marktes ein.%6 Mit Sittigungseffekten
und Schwellenwerten koénnen Diffusionsprozesse neu eingefiihrter Produkte
in nichtlinearer Form modelliert werden.

Wirtschaftliches Handeln vollzieht sich im Zeitablauf. Statische Model-
le, die zeitpunktbezogen in der Regel Gleichgewichtssituationen analysieren,
konnen nur als erste Anndherung an die Realitdt verstanden werden. Im
dynamischen Kontext sind die Modellvariablen héufig riickgekoppelt. Feed-
back tritt in hierarchischen Systemen wie der hierarchischen Produktions-
planung auf, wenn die Vorgaben der oberen Planungsebene von der unteren
Ebene verarbeitet und die Ergebnisse riickgemeldet werden.®® Planungssys-
teme wie das Material Requirements Planning®®, auf dem PPS-Systeme auf-
bauen, oder Bedienungssysteme™ basieren ebenfalls auf einer Abstimmung
der einzelnen Ebenen durch Prioritidten und Riickkopplungen. Verhalten sich
Entscheidungstrager aufgrund begrenzter Informationsverarbeitungskapazi-
tdt myopisch, beispielsweise indem sie adaptive Erwartungen bilden, entsteht
eine Riickkopplung dadurch, dass gegenwértige Entscheidungen auf der Basis
von Erfahrungen in der Vergangenheit getroffen werden. Des Weiteren sind
Carry-Over-Effekte in Anpassungsprozessen, z.B. Werbung oder Investition,
zu nennen, d.h. eine Werbeausgabe wirkt nicht nur in der aktuellen Periode,
sondern auch — mit abnehmender Intensitdt — in spateren Perioden. Die erste
betriebswirtschaftliche Anwendung der Chaostheorie behandelte chaotische
Zeitpfade, die durch Investitionen ausgelést wurden.” Externe Effekte treten
auf, wenn die Handlungen eines Individuums die Préferenzen oder verfiigba-
ren Technologien anderer Individuen — seien es Haushalte oder Unternehmen
— beeinflussen. Sie stellen in gewisser Hinsicht einen Spezialfall dar, da es sich
hier um Riickkopplung iiber mehrere Individuen, nicht iiber die Zeit handelt.

66 Vgl. Busse von Colbe, Hammann und Lafmann (1992), S. 300.

57 Vgl. Granovetter und Soong (1983).

68 Vgl. Steven (1994), S. 27.

69 Vgl. Kistner und Steven (1993), S. 256.

70 In Erramilli und Forys (1991) werden Telefonschaltanlagen als Beispiel benutzt.
71 Vgl. Albach (1987).
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22 KAPITEL 2. CHAOSTHEORIE IN DEN REALWISSENSCHAFTEN

Die Aufzéhlung lasst sich beinahe beliebig erweitern, z.B. um asymmetrische
Information, unterschiedliche Ablaufgeschwindigkeiten von Prozessen usw.”

Selbstverstandlich ist chaotisches Verhalten bei nichtlinearer Riickkopp-
lung nicht zwingend. Dies hat schon die Analyse der logistischen Parabel
z — a-z(1 — z) gezeigt, wo Chaos nur bei bestimmten Werten des Parame-
ters a auftritt.

Die — wie oben bereits erwihnt — erste Anwendung der Chaostheorie auf
eine betriebswirtschaftliche Fragestellung stammt von Albach. Er stellt ein
Modell des Unternehmenswachstums vor, in dem die treibende Kraft die
Forschung und Entwicklung ist. Dem Management stehen zwei Parameter
zur Verfiigung: die Forschungsintensitdt als Anteil der Forschungsaufwen-
dungen am befriedigenden Gewinn und die befriedigende Wachstumsrate
als modellexogene, vom Management gewiinschte Grofe, mit denen es auf
die Unternehmensentwicklung Einfluss nehmen kann. Der Zusammenbruch
des Unternehmens tritt ein, wenn der Verschuldungsgrad negativ wird. Es
zeigt sich, dass sowohl eine zu geringe Forschungsintensitdt durch monotone
Schrumpfung als auch eine zu hohe Forschungsintensitdat durch chaotische
Schwingungen den Zusammenbruch herbeifiihren kann.”® Diese Arbeit hat
eine Reihe von Weiterentwicklungen erfahren. Pinkwart variiert das Modell
dahin gehend, dass er auf die befriedigende Wachstumsrate verzichtet und
den Unternehmenszusammenbruch nicht an einer Uberschuldung, sondern
an einer Zahlungsunfihigkeit festmacht.”* Auch er kommt zu dem Ergeb-
nis, dass sowohl zu hohe als auch zu niedrige Forschungsaufwendungen fatal
sein konnen. Feichtinger und Kopel erweitern das Modell durch eine explizi-
te Erfassung des tatsdchlichen Entscheidungsverhaltens der Manager. In den
vorherigen Versionen wurde das Management nur fiir die anfangliche Bestim-
mung der Parameter eingesetzt, danach blieb das Unternehmen gleichsam
sich selbst iiberlassen. Die in der Mikrookonomik iiblichen Annahmen der
perfekten Voraussicht und vollstindigen Rationalitit werden nicht aufrecht
erhalten, statt dessen findet ein Anchoring and Adjustment Verwendung.”™

Im Supply Chain Management wird das Problem diskutiert, dass sich
geringfiigige Schwankungen der Endnachfrage iiber die Lieferkette hinweg
zu immer groferen Schwankungen aufschaukeln. Dieses Phidnomen ist als
Bullwhip-Effekt bekannt”® und erinnert an den Schmetterlingseffekt. Wil-
ding sowie Zipfel und Wasner zeigen in zwei Aufsitzen auf, wie sich der

72 Vgl. Feichtinger und Kopel (1994), S. 23f.

73 Vgl. Albach (1987), S. 14ff. und 55ff.

74 Vgl. Pinkwart (1992).

75 Vgl. Feichtinger und Kopel (1993) und Kopel (1994).
76 Vgl. Forrester (1972).

Lars Otterpohl - 978-3-631-75508-2
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:01:56AM
via free access



2.2. CHAOSTHEORIE UND OKONOMIK 23

Bullwhip-Effekt durch nichtlineare Riickkopplungen in der Lieferkette erkla-
ren lisst.”” Ahnlich von der Theorie des System Dynamics beeinflusst ist das
Management-Modell von Rasmussen und Mosekilde.”

Die geometrische Seite der Chaostheorie, die fraktale Geometrie, nimmt
Warnecke als Vorbild zur Entwicklung eines Organisationskonzepts. Vor dem
Hintergrund eines turbulenten Umfelds empfiehlt er, Unternehmen in Orga-
nisationseinheiten zu unterteilen, die sich an den Eigenschaften von Fraktalen
wie Selbstahnlichkeit und Dynamik orientieren.”™

Einen ganzheitlichen Ansatz verfolgt Deser. Er betrachtet das Unterneh-
men als Gesamtsystem und néhert sich diesem auf drei Ebenen. Zum ers-
ten stellt er die gegenwértig aktuellen Forschungsmethoden im Hinblick auf
nichtlineare dynamische Systeme vor; zum zweiten verwendet er den histo-
risch gewachsenen, umgangssprachlichen Chaosbegriff unter der Uberschrift
y,Phidnomenologisches Chaos“; und zum dritten zeigt er die Erkenntnismog-
lichkeiten der modernen Chaosforschung auf, wobei er auf quantifizierende
Aussagen jedoch vollstindig verzichtet.®

Erwahnt werden soll schlieflich noch eine Forschungsrichtung, die unter
dem Oberbegriff ,,Chaossteuerung” subsumiert werden kann. Es kann in der
Realitdt zum Problem werden, die systembestimmenden Parameter so zu
variieren, dass sie das System in stabile Regionen lenken. Dennoch ist es
unter gewissen Voraussetzungen moglich, das System zu stabilisieren, indem
man gezielt gegen die erratischen Schwankungen steuert. Die Methode ist
unter dem Namen ,Targeting“ bekannt.®! Dieser Fall spielt in den in der
vorliegenden Arbeit vorzustellenden Modellen allerdings keine Rolle.

Als Beispiel fiir eine betriebswirtschaftliche Anwendung der Chaostheorie
moge ein Warteschlangenmodell von Tiirschmann dienen. Das Modell ist sehr
einfach strukturiert und daher instruktiv.%2

Ausgangspunkt ist die allgemeine Bilanzgleichung
Endbestand = Anfangsbestand + Zugang — Abgang.

Das Geschehen vollzieht sich in diskreter Zeit, d.h. die Warteschlange ver-
andert sich nur in bestimmten Zeitpunkten. Dann gilt fiir die Lange der

™7 Vgl. Wilding (1998) sowie Zipfel und Wasner (1999).

78 Vgl. Rasmussen und Mosekilde (1988) und auch den einfiihrenden Artikel Andersen
(1988).

79 Vgl. Warnecke (1992, 1993, 1995).

80 Vgl. Deser (1997).

81 Vgl. Kopel (1996, 1997).

82 Vgl. Tiirschmann (1990).
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24 KAPITEL 2. CHAOSTHEORIE IN DEN REALWISSENSCHAFTEN

Warteschlange L;,; zum Zeitpunkt ¢ + 1
Lg+1 = Lt + Zt - At
mit dem Zugang Z; und dem Abgang A;.

Es wird unterstellt, dass sich der Abgang proportional zur Léange der
Warteschlange verhilt
At = Lt . /J,,

der Zugang erfolgt geméf einer logistischen Gleichung:

Zt=Lt’)/(1— Lt )

Lmax

1 und v sind konstante positive Parameter, L™ ist die maximale Linge der
Warteschlange. Bei L™ erfolgt kein Zugang mehr. Je geringer die Léinge der
Schlange ist, desto groRer wird der Zugang bis zu einem Maximalwert fiir Z,,
der bei L™ /2 erreicht wird. Verkiirzt man die Schlange noch weiter, wird
auch der Zugang wieder geringer. Der erste Teil dieser Argumentation er-
scheint plausibel; Tiirschmann l4sst hingegen offen, warum sich die Schlange
fiir kleine Werte Z, auf die beschriebene Weise verhalten sollte.

Durch Einsetzen erhilt man die Differenzengleichung

Lepy=L(l-p+7) - —LZ‘”‘ - Lf,

die die Lange der Warteschlange unter Beachtung der Hypothesen iiber Zu-
und Abgang bestimmt. Die Variablensubstitution

(1—p+y)Lmex
v T

zeigt die topologische Konjugation®® zur logistischen Parabel. Man erhilt
namlich

Lt=

Tep1 = (1= p+7)ze(1 — z4).

Das Verhalten der Warteschlange hdngt vom Ausdruck 1—u+7 ab, durch-
lauft die in Abschnitt 3.23 ausfiihrlich beschriebene Bifurkationskaskade und
weist fiir gewisse Parameterwerte chaotisches Verhalten auf.

Die bisherigen Ausfiihrungen haben gezeigt, dass nichtlineare riickgekop-
pelte Systeme zum einen grundsétzlich anfillig fiir Chaos sind und zum ande-
ren durchaus Erkenntnisobjekte der Betriebswirtschaftslehre darstellen. Die

83 Vgl. Abschnitt 3.3.5. Topologisch konjugierte dynamische Systeme zeigen ein qualitativ
iibereinstimmendes Verhalten.
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2.2. CHAOSTHEORIE UND OKONOMIK 25

so haufigen linearen oder statischen Modellierungen miissen als — bisweilen
grobe — Vereinfachung angesehen werden. Warum sind dann Anwendungen
der Chaostheorie auf betriebswirtschaftliche Fragestellungen nicht hdufiger?
Die Probleme sind zum einen auf der Ebene der Mathematik, zum anderen
direkt in der Betriebswirtschaftslehre zu suchen.

Die mathematische Chaosforschung steckt auch nach iiber dreifig Jahren
immer noch in den Anfingen. Allgemeine und leistungsfahige Theoreme ste-
hen nach wie vor kaum zur Verfiigung, und es ist fraglich, ob sie iiberhaupt
existieren. Eine einheitlich anerkannte Definition von Chaos gibt es nicht;
alle bisherigen Definitionsversuche sind problematisch. Jede Anwendung der
Chaostheorie ruht also auf einem unsicheren mathematischen Fundament.

Die zur Beherrschung nichtlinearer dynamischer Systeme notwendige Ma-
thematik ist hochkompliziert und wird von Okonomen in der Regel nicht
beherrscht. Die mathematische Handhabbarkeit bei der Modellierung 6kono-
mischer Sachverhalte wird gewdhnlich durch Linearisierung sichergestellt.
Hier kann sich der Okonom auf ein mathematisches Theoriegebdude stiit-
zen, das gewissermafen vollstindig konstruiert ist. Die Bereitschaft, sich in
die Theorie nichtlinearer Dynamik einzuarbeiten, wird hingegen schlecht be-
lohnt. Man bewegt sich trotz aller Bemiihungen auf recht diinnem Eis.

Chaostheoretische Modelle in der Okonomik sind gepréigt von einem ho-
hen Abstraktionsgrad, um beherrschbar zu bleiben. Die verwendeten System-
gleichungen werden von nicht beriicksichtigten Determinanten und stochas-
tischen Einfliissen iiberlagert, und es ist gerade bei hochsensitiven Systemen
keineswegs klar, wie sich die Einfiihrung weiterer Variablen auswirkt. Da-
durch bleibt der Anwendungsbereich der Modelle recht eingeschrankt; Ver-
allgemeinerungen sind kaum moglich.

Dariiber hinaus wird unterstellt, dass das System selbst autonom ist, die
Systemgleichungen sich also iiber die Zeit hinweg nicht verandern. Man muss
jedoch davon ausgehen, dass der Entscheidungstriger bei Auftreten chaoti-
scher Zyklen in das System eingreift und es damit veréndert. Die Analyse der
Chaos verursachenden Einflussfaktoren in betriebswirtschaftlichen Modellen
ist kein Selbstzweck, sondern notwendige Voraussetzung fiir die Entwicklung
von Anpassungsmechanismen. Erst wenn man in der Lage ist, Chaos iiber-

84 Dije Verwendung der Differentialrechnung stellt im Grunde genommen ebenfalls eine
Linearisierung her, da die verwendeten Funktionen durch Tangenten approximiert wer-
den.
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26 KAPITEL 2. CHAOSTHEORIE IN DEN REALWISSENSCHAFTEN

haupt als solches zu identifizieren, und weif}, unter welchen Voraussetzungen
es auftreten kann, ist es moglich, geeignete Gegenmafinahmen zu entwerfen.3

Die Ziel der vorliegenden Arbeit besteht mithin darin, ein Bewusstsein
fiir chaosgenerierende Mechanismen im Bereich der Koordination zu schaf-
fen und mogliche Instrumente aufzuzeigen, die helfen kénnen, mit den uner-
wiinschten Auswirkungen des Chaos fertig zu werden. Die notwendig strengen
Voraussetzungen der Modelle verbieten allerdings eine direkte Umsetzung in
praktische Handlungsanweisungen. Insofern handelt es sich um deskriptive,
nicht normative Theorie.

85 Genauso muss man in der Kostenrechnung erst eine Analyse der Soll-Ist-Abweichungen
der angefallenen Kosten durchfiihren, bevor geeignete Korrekturen durchgefiihrt wer-
den kdnnen.
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Kapitel 3
Nichtlineare Dynamik

In diesem Kapitel wird das methodische Fundament gelegt, indem die ma-
thematischen Werkzeuge bereitgestellt werden, die zur Erklarung komplexen,
chaotischen Verhaltens in dynamischen Systemen notwendig sind. Wir wer-
den sehen, dass bereits einfache, nichtlineare Riickkopplungssysteme ein sehr
komplex erscheinendes Verhalten an den Tag legen konnen, obwohl die zu-
grunde liegenden Systemgleichungen frei von stochastischen Einfliissen sind.
Dafiir steht der Begriff deterministisches Chaos.

Nach einer kurzen Einordnung der Nichtlinearen Dynamik in die Sys-
temtheorie werden die grundlegenden Definitionen der Theorie der dynami-
schen Systeme vorgestellt, mit denen im Weiteren zu arbeiten ist. Zum Begriff
des deterministischen Chaos existiert bislang keine eindeutige Definition. Die
exakteste und anschaulichste Begriffsfassung, das topologische Chaos nach
Devaney, wird als Erstes vorgestellt und auf einfache Funktionen angewen-
det. Das Konzept der topologischen Konjugation wird die Verbindung dieser
Systeme untereinander und zu einer grofen Zahl weiterer Systeme herstellen.
Die Konsequenzen der topologischen Konjugation sind weit reichend: Die Dis-
kussion der einfachen Systeme erscheint sehr speziell und fiir eine sinnvolle
Anwendung auf reale Riickkopplungssysteme unbrauchbar. Die topologische
Konjugation wird zeigen, dass alle Ergebnisse auf viele Systeme iibertragbar
sind, die nur wesentlich allgemeineren Bedingungen geniigen miissen.

Nichtlineare Systeme bereiten einer strengen Analyse erhebliche, teils so-
gar unlosbare Probleme. Oftmals ist man gezwungen, sich auf eine Unter-
suchung in numerischen Simulationsrechnungen zu beschranken. Zunachst
wird diskutiert, welchen Beitrag Simulationen vor dem Hintergrund der dar-
gestellten Eigenschaften chaotischer Systeme iiberhaupt leisten kénnen. Da-
nach werden verschiedene numerische Analysemethoden vorgestellt und eine
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28 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

darauf aufbauende Definition fiir numerisches Chaos formuliert. Eine Be-
weiskraft in mathematischem Sinne besitzen jedoch auch noch so ausgefeilte
numerische Methoden selbstverstandlich nicht.

Die Darstellung von Chaos in mehrdimensionalen Systemen erfordert
einen eigenen Begriffsapparat; insbesondere der Begriff des Seltsamen At-
traktors spielt eine wichtige Rolle. Ein Exkurs resiimiert Eigenschaften li-
nearer Systeme, auf die die Analyse nichtlinearer Systeme zuriickgreift; ein
weiterer Exkurs zeigt die Sonderrolle zeitstetiger Systeme der Dimension eins
und zwei auf. Die topologische Definition nach Devaney lasst sich zwar prin-
zipiell auf mehrdimensionale Systeme iibertragen, und es gibt auch weitere
Definitionen, auf die kurz eingegangen wird. Doch wegen der grofen techni-
schen Schwierigkeiten im Umgang mit mehrdimensionalen Systemen haben
numerische Methoden eine grofe Bedeutung. Die fiir eindimensionale Sys-
teme dargestellten Konzepte werden daher auf den mehrdimensionalen Fall
erweitert. Mit dem Hénon-Attraktor und dem Rossler-Attraktor wird je ein
Beispiel fiir ein System in zeitdiskreter und in zeitstetiger Zeit vorgestellt.

Die Bifurkationstheorie schlieflich wird genauer aufzeigen, welche Struk-
turen in den besprochenen Systemen verborgen sind. Eine Bifurkation ist
eine Anderung des qualitativen Systemverhaltens, die von der Anderung ei-
nes Parameterwertes verursacht wird. Dem Parameter kommt mithin eine
systembestimmende Bedeutung zu; die Kontrolle solcher Parameter eroffnet
die Moglichkeit, das Systemverhalten zu steuern.

3.1 Systemtheorie und Kybernetik

Die allgemeine Systemtheorie definiert ein System als eine Menge von Ele-
menten, die miteinander in Beziehung stehen.®® Die Elemente, die System-
variablen heifen, werden in der Menge A = {a,...,a,} zusammenge-
fasst, das Element ao ist die Umwelt des Systems. Die Beziehungen zwi-
schen den Elementen bzw. zwischen Elementen und Umwelt werden mit
i, %J =0,...,n bezeichnet und bilden die Menge R.

Definition 3.1
Ein System ist eine Menge S = {A, R}. A heift Universum, R die Charakte-
ristik von S.

Die Elemente des Systems sind Entitdten, deren innere Struktur auferhalb
der Betrachtung bleibt; sie werden nur durch ihre Relationen beschrieben.

88 Vgl. Krallmann (1996), S. 6.
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3.1. SYSTEMTHEORIE UND KYBERNETIK 29

Ein Element a; erhilt von anderen Elementen a; Input und reagiert darauf,
indem es an andere Elemente Output abgibt, den diese wiederum als Input
verwenden. Die Reaktion des Elements wird durch eine Transformationsregel
T, erfasst:
w; = Ti(vi)

mit v; als Input und w; als Output des Elements. Die Vektordarstellung
impliziert, dass sich Input und Output aufspalten lassen. Die Kopplungen
der Elemente kénnen durch Vektoren v;; angegeben werden, die die gemein-
samen Elemente der Vektoren w; und v; enthalten, also angeben, welche
Outputs des Elements a; von Element a; als Input verwendet werden.®” Man
unterscheidet die drei folgenden Typen von Kopplungen.%®

Serielle Kopplung liegt vor, wenn der Fluss nur in einer Richtung von a;
nach a; verlduft, der Vektor v;; also nicht existiert. Je nach Gestalt von v;;
kann man vier Unterfélle trennen:

a) lose Kopplung: v;; # w;, vij # v,

b) lose Input-Kopplung: v;; = w;, vi; # v;
c) lose Output-Kopplung: vi; # w;, vij = v;
d) enge Kopplung: v;; = w; = v;

Parallele Kopplung liegt vor, wenn a; und a; Input von einem dritten
Element a; erhalten. Man unterscheidet hier zwei Unterfille:
a) balancierte Kopplung: vi; = vy;
b) nicht-balancierte Kopplung: vi; # vy;

Riickkopplung schlieklich bedeutet, dass der Input eines Elements a; teil-
weise zum Input desselben Elements wird, formal dass der Vektor v;; exis-
tiert. Riickkopplungen spielen bei der Analyse chaotischer Modelle eine grofe
Rolle.

Die Umwelt stellt ein Element auferhalb des Systems dar. Das Verhalten
eines Systems wird dargestellt als Input-Output-Relation zwischen System
und Umwelt. Die Umwelt iibt einen Stimulus auf das System aus, bezeichnet
als x, worauf das System mit dem Respons y reagiert:

y = T(x).

Die Elemente der Vektoren x und y werden als partielle Stimuli und Re-
sponse bezeichnet. Da es fiir eine Input-Output-Relation keinen formalen

87 Die Kopplungen v;; diirfen nicht mit den Relationen r;; identifiziert werden. Die v;;
geben nur den direkten Fluss von a; nach a; an, die r;; sind Symbole fiir die Bezie-
hung zwischen a; und a;, die auch indirekt {iber intermedidre Elemente bestehen kann.
Insofern stehen die 7;; auf einem abstrakteren Level.

88 Vgl. Klir und Valach (1967).
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30 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

Unterschied macht, ob sie innerhalb des Modells oder iiber die Systemgren-
zen hinweg besteht, konnte man statt y und x auch wy und vq schreiben.

Ist bei der Transformation von Input in Output der Zusammenhang ein-
deutig, liegt eine Funktion y = f(x) vor. Das System reagiert auf denselben
Stimulus immer gleich.

Bei mehrwertiger Transformation sind zwei Fille zu unterscheiden. Ers-
tens liegt eine mehrwertige Stimulus-Respons-Beziehung vor, wenn das Sys-
tem stochastischen Einfliissen ausgesetzt ist. Dann hiangt der Respons auch
von einer Zufallsvariablen ab, die den Stimulus {iberlagert. Zweitens kann in
einem dynamischen System ein Respons von einer Sequenz von Stimuli ab-
hiangen. Unterschiedliche Response auf ein und denselben Stimulus werden
dadurch verursacht, dass der Stimulus verschiedenen Sequenzen angehort. In
diesem Fall muss das System die vorherigen Stimuli erinnern kénnen. Dies
wird abgebildet im Status des Systems s;, der abhéngt von Status und Input
des Systems zu einem fritheren Zeitpunkt. Der Respons lasst sich damit als
Funktion des gegenwértigen und aller vergangenen Stimuli formulieren:

ye = £(x¢, se(d(Xe-1,8¢-1))-

Die Abgrenzung von System und Umwelt wie auch die Abgrenzung der
Elemente untereinander, der Auflésungsgrad, hingt vom Analysezweck ab.
Es besteht ein Unterschied zwischen dem System selbst und der Beobachtung
bzw. Beschreibung eines Systems. Letztere ist eine — bewusst oder unbewusst
— immer theoriegeleitete Abbildung der Realitit, die von allen nicht inter-
essierenden Aspekten abstrahiert, sie ist ein Modell eines real oder in der
Vorstellung existierenden Systems.

Die Klassifikation von Systemen erfolgt nach verschiedenen Kriterien.
Man kann Systeme in natiirliche und kiinstliche einteilen nach der Betei-
ligung des Menschen an der Entstehung. Eine andere Einteilung ist die in
ideelle, also nur in der Vorstellung existierende, und reale Systeme. Ideelle
Systeme sind immer kiinstlich, alle Modelle fallen in diese Kategorie.

Weiterhin kann man Systeme in offene und geschlossene einteilen, wobei
letztere nicht mit ihrer Umwelt in Beziehung stehen. Dynamische Systeme
verindern sich im Zeitablauf, statische Systeme bleiben unveréndert. Nach
der Art der Relationen kann man schlieflich lineare und nichtlineare Syste-
me unterteilen. Die drei letztgenannten Merkmale betreffen genau genom-
men Modelle. Real existierende Systeme sind immer offen, dynamisch und
nichtlinear. Die Beziehungen zur Umwelt, der Verdnderungsdruck oder die
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3.2. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE DYNAMISCHER SYSTEME 31

Nichtlinearitat konnen aber so schwach ausgeprégt sein, dass sie in der Mo-
dellierung vernachlissigt werden konnen. Die Klassifikation von Systemen ist
in Abbildung 3.1 schematisch dargestellt.

Systeme
kiinstlich | natiirlich
ideell S~ l real
Modelle

nichtlinear — linear

— statisch

dynamisch

offen — geschlossen

Abbildung 3.1: Klassifikation von Systemen

Ein Sonderfall ist die Einteilung in stochastische und deterministische
Systeme. Reale Systeme sind streng genommen stochastisch wegen der Hei-
senbergschen Unschirferelation. Auf makroskopischer Ebene spielt diese al-
lerdings keine Rolle, so dass man von deterministischen Systemen sprechen
kann. Oft sind jedoch nicht alle nétigen Informationen iiber Struktur und
Verhalten des Systems bekannt. Unbekannte Einflussfaktoren werden dann
als stochastische Einfliisse interpretiert und mit Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen modelliert.

3.2 Grundlegende Begriffe dynamischer
Systeme

Die Modellierung der Zeit in dynamischen Systemen kann auf zwei Weisen
erfolgen, deren Wahl fiir die Modellergebnisse weitreichende Folgen hat. In
zeitstetigen Systemen ist die Zeit ein Kontinuum, die Systemvariablen kon-
nen sich bestindig dndern. Zeitdiskrete Systeme werden hingegen als Folge
von Zeitpunkten interpretiert, zwischen denen die Systemvariablen konstant
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32 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

bleiben. Wie spiter gezeigt wird, konnen stetige Systeme erst ab drei Sys-
temvariablen chaotisches Verhalten zeigen, wihrend in diskreten Systemen
bereits eine Variable geniigt.®

Ein stetiges System wird beschrieben durch ein System von Differential-

gleichungen:
x = f(x(t)) (3.1)

mit dem Systemzustand x € X, dem Phasenraum X C R"™ und der kon-
tinuierlich gemessenen Zeit ¢ € R. f ist eine n-dimensionale vektorwertige
Funktion, die Systemzustand und Anderungsgeschwindigkeit zu einem Zeit-
punkt miteinander verkniipft.

Ein diskretes System wird dargestellt durch ein System von Differenzen-
gleichungen®:
Xty1 = f(xt) (32)

Im Unterschied zu oben gilt hier t € Z und f verkniipft zwei Systemzusténde
zu aufeinander folgenden Zeitpunkten miteinander.

Zu beiden Systemen gehort ein Fluss
x¢ = ®i(x0) bzw. x(t) = B(t,%o), (3.3)

der den Systemzustand x; bzw. x(¢) zum Zeitpunkt ¢ bei gegebenem An-
fangswert xo angibt. Eine Folge von z; in einem diskreten System nennen
wir Bahn, ein Intervall von z(t) heit Trajektorie. Mit Zeitreihe sind empiri-
sche Daten gemeint.

Das Augenmerk liegt zundchst auf zeitdiskreten, eindimensionalen Sys-
temen. Der Grund liegt darin, dass solche Systeme vergleichsweise einfach
strukturiert sind. Dennoch lassen sich hieran alle wesentlichen Eigenschaften
des Chaos, wie sie spiter definiert werden, erldutern.

Das grundlegende Prinzip eines zeitdiskreten Systems der Form (3.2) ist
die Riickkopplung. Gleichung (3.2) bildet einen Regelkreis wie in Abbildung
3.2 ab. Die Folge der z; entsteht durch Iteration, d.h. durch wiederholtes
Anwenden der Funktion f auf den Startwert zo, auf f(zo), auf f(f(zo))
usw. Auf diese Weise ist die Kenntnis des Flusses ® nicht notwendig. Wir
definieren daher:

89 Die Begriffe ,stetig” und ,diskret* beziehen sich als Eigenschaft eines Systems immer
auf den Zeitverlauf. Insbesondere der Begriff ,stetig* darf nicht als Eigenschaft einer
Funktion missverstanden werden.

9 Die zu Gleichung (3.1) analoge Darstellung mit Hilfe des Differenzenoperators Ax;4; =
f(x;) — x¢ wird aus praktischen Griinden nicht verwendet.
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3.2. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE DYNAMISCHER SYSTEME 33

Definition 3.2

Sei f: X — X eine Abbildung. Dann ist die Abbildung f*: X — X rekursiv
definiert durch f°(z) = z und f!(z) = fo f"}(z) mit t € N und z € X. Sei
nun f auRerdem bijektiv. Dann ist f~*(z) = f*~1o f~1(z).

Tt41 = f(-'”t)

Ty

Abbildung 3.2: Grundform des kybernetischen Regelkreises

Wir stellen nun in den folgenden Definitionen einige Begriffe zusammen,
mit denen sich das Verhalten eines dynamischen Systems beschreiben lisst.

Definition 3.3

Die Menge {f%(z): t € Z} fiir ein gewisses z € X unter einer bijektiven
Abbildung f: X — X heift Orbit von z. Ist f nicht bijektiv, heiflt die
Menge {f*(z): t € N} Vorwdrtsorbit von z.%

Definition 3.4
Ein Punkt z heift periodischer Punkt der Periode t, wenn gilt: f*(z) = z. Im
Spezialfall ¢ = 1 heift = Fizpunkt von f.92

Ein Fixpunkt eines dynamischen Systems wird auch als Gleichgewicht
bezeichnet.®® Ein geschlossenes System verlisst einen einmal erreichten Fix-
punkt nicht mehr, es verharrt in diesem Zustand.

Der Orbit eines periodischen Punktes enthilt genau ¢ Elemente, die sich
stiandig wiederholen. Auch dies kann man als Gleichgewicht bezeichnen, da
der Zustand des Systems alle ¢ Perioden derselbe ist. Damit sind periodische

91 Vgl. Devaney (1989), S. 17.
92 Vgl. Devaney (1989), S. 18.
93 Vgl. Kopel (1994), S. 36.
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34 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

Punkte genau das Gegenteil dessen, was man unter Chaos versteht. Oder
anders ausgedriickt: Eine Abbildung, deren Definitionsbereich ausschlieflich
periodische Punkte enthdlt, wird man zumindest dann nicht als chaotisch
bezeichnen, wenn die Periode so klein ist, dass das Muster in der Zeitreihe
erkennbar ist.

Von entscheidender Bedeutung ist die Frage, ob ein dynamisches System
sich auf einen Fixpunkt oder periodischen Zyklus einpendelt, mit anderen
Worten, ob es stabil ist. Dazu fithren wir den Begriff des Attraktors ein, der
den Endzustand eines stabilen Systems beschreibt.%

Definition 3.5

Ein Attraktor eines dynamischen Systems ist eine kompakte Menge A, die
invariant unter dem Fluss ® ist und zu der eine Umgebung U existiert, aus
der A Punkte anzieht: ®;(A) = A fiir alle ¢ und lim; ., ®:(U) = A. Gilt
fiir eine kompakte, invariante Menge lim;_,_o, ®:(U) = A, wird sie Repellor
genannt.

Definition 3.6
Sei p ein periodischer Punkt der Primperiode® t. Der Punkt p heifit hyper-
bolisch, wenn |(ft)'(p)| # 1.9

Hyperbolische Punkte lassen Riickschliisse auf das Verhalten eines dyna-

mischen Systems zu, wie der folgende Satz zeigt:®’

Satz 3.1
Sei f: X — X stetig differenzierbar und p ein hyperbolischer Fixpunkt mit
|f'(p)| < 1. Dann ist p ein Attraktor.

Beweis. Die Invarianz ist nach Voraussetzung klar. Es ist zu zeigen, dass
es eine offene Umgebung U um p gibt, so dass®®

Jim fi(z)=p firalle ze€U. (3.4)

Da f stetig differenzierbar ist, existiert ein € > 0 mit |f'(z)] < ¢ < 1 fiir
T € [p— €,p + €]. Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung® ergibt

94 Dije Definition lisst sich auf stetige und diskrete Systeme jeder Dimension anwenden.

95 Ein Punkt der Periode ¢ ist auch periodisch mit Periode & - ¢, k € N. Mit Primperiode
wird die kleinste Periode bezeichnet.

9 Vgl. Devaney (1989), S. 24.

97 Vgl. Devaney (1989), S. 24.

9 Man beachte, dass in Differenzengleichungen gilt: ®:(z) = f*(z).

99 Vgl. Heuser (1994), S. 279.
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3.3. TOPOLOGISCHES CHAOS 35

sich:

1f(2) —pl=1f(z) - f@)| <clz—pl < |z —p| < e
Damit hat man f(z) € [p—¢€,p+ €] und der Abstand von f(z) zu p ist in der
Tat kleiner als der von z zu p. Wiederholt man diese Argumentation n-mal,
erhilt man

|f'(2) = p| < |z —p|.

Wegen lim;_,, ¢! = 0 hat man auch lim;_,, | f*(z) — p| = 0, so dass fi(z) — p
fiir t — oo. [

Corollar 3.2
Sei f: X — X stetig differenzierbar und p ein hyperbolischer periodischer
Punkt der Periode n mit |(f*)'(p)| < 1. Dann gibt es eine offene Umgebung
U um p, so dass

Jim ff"z)=p firalle z€U.

Beweis. Man zeigt dies, indem man im Beweis zu Satz 3.1 jeweils f durch
f" ersetzt. [ ]

Auch im Zusammenhang mit dem qualitativen Verhalten eines dynami-
schen Systems bei Anderung eines exogenen Parameters spielen hyperbolische
Punkte eine Rolle. In Abschnitt 3.6 wird gezeigt, dass man eine qualitati-
ve Verinderung des Systemverhaltens nur in der Ndhe nicht-hyperbolischer
Punkte erwarten kann.

3.3 Topologisches Chaos

3.3.1 Die Definition nach Devaney

Fiir den Begriff des Chaos gibt es keine einheitliche, allgemein anerkannte
Definition. Hier wird zunichst die Definition von Devaney zugrunde gelegt.
Sie basiert auf topologischen Eigenschaften und eignet sich fiir zeitdiskrete,

ein- und mehrdimensionale Systeme:'%

Definition 3.7
Eine Abbildung f: X — X heift chaotisch auf X, wenn

1. f sensitive Abhingigkeit von den Anfangsbedingungen aufweist,

100 Vgl. Devaney (1989), S. 50.
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36 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

2. f topologisch transitiv ist und

3. periodische Punkte dicht in X liegen.

Ti+1

Tt

In Anlehnung an: Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 41
Abbildung 3.3: Sensitive Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen

Diese Eigenschaften bediirfen der Erlauterung. In den Graphen wird die
Parabel z — 4z(1 — z) verwendet, deren Chaoseigenschaft spater nachgewie-
sen wird.

Sensitive Abhdngigkeit von den Anfangsbedingungen kann man anschau-
lich so erkldren: Zu jedem Anfangswert zo € X gibt es beliebig nahe Wer-
te, deren Bahnen nach einer gewissen Anzahl von Iterationen vollig anders
aussehen, als die Bahn von zg. Dies ist die bedeutsamste und auffélligste Ei-
genschaft chaotischer Systeme und ist der Grund dafiir, dass sich chaotische
Systeme einer langfristigen Prognose widersetzen. Ein Messfehler, und mag
er noch so winzig sein, wird dazu fiihren, dass die prognostizierte und die
tatsichliche Bahn auch ohne jeden stochastischen Einfluss keine Ahnlichkeit
miteinander haben. Dazu vergleiche man Abbildung 3.3. Wir wollen diese
Eigenschaft in eine exakte Definition fassen:1%!

Definition 3.8

f: X — X weist sensitive Abhingigkeit von den Anfangsbedingungen auf,
wenn es ein § > 0 gibt, so dass es fiir jedes z € X und jede Umgebung U
von z ein y € U und ein ¢t > 0 gibt mit

|f(z) = f'@)| > 6.

101 Vgl. Devaney (1989), S. 49.
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3.3. TOPOLOGISCHES CHAOS 37

Zu beachten ist bei dieser Definition, dass das einmalige Uberschreiten des
Wertes 8, auch Sensitivititskonstante genannt, geniigt. Fiir das Verhalten der
Bahnen an anderen Stellen ¢ wird nichts gefordert.

Tt4+1

h 14 Tt
I J

In Anlehnung an: Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 52
Abbildung 3.4: Topologische Transitivitat

Topologische Transitivitit bedeutet, dass es in jedem beliebig kleinen In-
tervall Punkte gibt, die durch Iteration schlieflich jedes andere beliebig kleine
Intervall erreichen.!%? In Abbildung 3.4 geniigen zehn Iterationen, damit der
Startwert von Intervall I nach J gelangt. Dadurch kann das dynamische Sys-
tem nicht in endlich viele disjunkte offene Teilmengen von X zerlegt werden,
die unter Iteration invariant bleiben.1%3

Definition 3.9
f: X — X heifit topologisch transitiv, wenn es fiir jedes Paar offener Mengen
U,V C X ein t > 0 gibt, so dass

FUNV #0.

Der Begriff des periodischen Punktes ist bereits in Definition 3.4 erklirt
worden. In einem chaotischen System sollen solche Punkte nun dicht liegen.

Definition 3.10
Periodische Punkte liegen dicht, wenn in jeder Umgebung U eines Punktes
2o € X mindestens ein periodischer Punkt gefunden werden kann.

102 Vgl. Devaney (1989), S. 49.
103 Fine Teilmenge von X bleibt invariant, wenn die Bahnen aller Anfangswerte aus dieser
Teilmenge in ihr verbleiben.
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38 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

T

o

Abbildung 3.5: Dichte periodische Punkte

Abbildung 3.5 zeigt exemplarisch einen periodischen Zyklus, der in einer
willkiirlich gewahlten Umgebung U beginnt. Wie auch immer man U wéhlt,
es findet sich ein periodischer Punkt in dieser Umgebung.

Ein chaotisches System im Sinne obiger Definition enthilt also drei Ele-
mente: Unvorhersagbarkeit wegen der sensitiven Abhéngigkeit, Unzerlegbar-
keit wegen der topologischen Transitivitdt und dazu ein Element der Regu-
laritdt wegen der dichten periodischen Punkte.!04

3.3.2 Chaos in der Siagezahnfunktion

Wir beginnen damit, die sogenannte Sagezahnfunktion zu analysieren, fiir die
sich die Chaoseigenschaften sehr leicht nachweisen lassen.!% Ersetzungsregeln
wie die bereits erwidhnte topologische Konjugation werden dann zeigen, dass
sich die Ergebnisse verallgemeinern lassen. Auf diese Weise werden wir im
folgenden Abschnitt Chaos fiir die Zeltfunktion nachweisen und von dort im
ibernidchsten Abschnitt auf die logistische Parabel iibertragen.

Die Sagezahnfunktion ist folgendermafen definiert:

2z firz <0,5

i} (3.5)
2r—1 firz2>0,5

S:[0,1] - [0,1], S(z)= {

104 ygl. Loistl und Betz (1996), S. 42.
106 Dje Darstellung, insbesondere die Beweise, folgen Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994),
S. 88ff.
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3.3. TOPOLOGISCHES CHAOS 39

Der Graph ist in Abbildung 3.6 dargestellt.

S
1

0,5

0,5 Tz

Abbildung 3.6: Graph der Sagezahnfunktion

Fiir diese Funktion ldsst sich Chaos am einfachsten nachweisen, wenn
man zu bindren Zahlen iibergeht. Jede Zahl aus dem Einheitsintervall wird
als Folge binarer Ziffern dargestellt, und die Sdgezahnfunktion verschiebt
dann die Ziffern um eine Stelle nach links, wobei die Stelle vor dem Komma
abgeschnitten wird!%:

z = 0.a1a203 - -+ — S(z) = 0.aza3a4. ..

Satz 3.3
S weist sensitive Abhéngigkeit von der Anfangsbedingung auf.

Beweis. Wir wihlen 6 € (0,1/2) und ein y,, das in den ersten t biniren
Stellen mit z, iibereinstimmt. Dann ist |zo — yo] < 27%. Nach ¢ Iterationen
sind die iibereinstimmenden Stellen eliminiert, es ist |z; — 3| = 1/2. [

Die Eigenschaft der Transitivitét ldsst sich dhnlich leicht beweisen.

Satz 3.4
S ist topologisch transitiv.

Beweis. In jeder offenen Menge U finden wir eine Zahl z,, die nach ¢
Iterationen mit einer beliebigen Zahl y € [0, 1] iibereinstimmt. Die Zahl x,
wird wie folgt konstruiert: Man nehme ein beliebiges Element von U, schneide

106 Deswegen wird die Funktion im Englischen auch shift map genannt. Vgl. Devaney
(1989), S. 41.
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40 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

dessen Bindrentwicklung nach ¢ Stellen ab und ersetze die abgeschnittenen
Stellen durch die Bindrentwicklung von y. Dann gehort die so konstruierte
Zahl zu U, da U offen ist, und stimmt nach ¢ Iterationen mit y {iberein. W

Und nun noch die letzte Eigenschaft:

Satz 3.5
Die unter S periodischen Punkte liegen dicht im Einheitsintervall.

Beweis. Ein periodischer Punkt hat eine periodische Binarentwicklung:
zo = 0.@183 ... a;.'%” Man nehme einen beliebigen Punkt o mit einer beliebig
kleinen Umgebung. Dann schneide man zo nach ¢ Stellen ab und fiihre die
Bindrentwicklung mit den ersten Stellen fort, so dass der so konstruierte
Punkt um héchstens 2~* von z; entfernt und periodisch ist. |

Damit haben wir alle Eigenschaften von Chaos fiir die Sdgezahnfunktion
intuitiv einleuchtend nachgewiesen.

3.3.3 Die Zeltfunktion

Der nichste Schritt auf dem Weg, Chaos fiir die logistische Parabel nach-
zuweisen, ist, die Ergebnisse fiir die Sagezahnfunktion auf die sogenannte
Zeltfunktion zu iibertragen!®® die wie folgt definiert ist:

2z firz < 0,5

3.6
—2z+2 firz>0,5 (3.6)

T:[0,1] —[0,1]), T(z)= {

Damit wird anhand eines konkreten Beispiels aufgezeigt, wie die Uber-
tragung dynamischer Eigenschaften von einem System auf ein anderes funk-
tioniert. Der Graph ist in Abbildung 3.7 dargestellt.

Wir nutzen folgende Ersetzungseigenschaft aus:

Lemma 3.6
Fiir T und S gilt die Identitat

Ti(z) = T(S"*(z)) fiir alle z € [0,1]. (3.7)

107 Der Querstrich iiber aja;...a; bedeutet, dass sich die Ziffernfolge ad infinitum wie-
derholt.
108 ygl. zu diesem Abschnitt Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 95fF.
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3.3. TOPOLOGISCHES CHAOS 41

0,5

0,6 I

Abbildung 3.7: Graph der Zeltfunktion

Beweis. Man erhalt durch einfaches Nachrechnen die Identitiat ToT = ToS.
Durch Anwenden von T auf beiden Seiten ergibt sich ToT oT =T oTo S,
woraus dann sofort T oT oT = T o § o S folgt. Die Behauptung erschlieft
sich daraus durch Induktion. n

Mit Gleichung (3.7) ermitteln wir periodische Punkte von T, indem wir
auf einen periodischen Punkt wo der Sdgezahnfunktion einmal 7" anwenden.
Das Ergebnis zo = T'(wp) ist ein periodischer Punkt der Zeltfunktion. Es ist
namlich

1, = Tt(zo) = TH(T(wp)) = T (wo) = T(S*(wp)) = T(wp) = o.
Beim vierten Gleichheitszeichen wurde von der Ersetzungseigenschaft Ge-
brauch gemacht. z, ist also tatsichlich ein Punkt der Periode t.

Um die Eigenschaften von Chaos nachzuweisen, benutzen wir auch fiir
die Zeltfunktion eine Bindrdarstellung. Sei z = 0.a;a2a3 ... die binire Form
einer Zahl z € [0, 1]. Dann gilt:

0.a0a3a4... firz < 0, 5
T(.'D) = O.ata*a* -
.ayazay... firz>0,5

mit der dualen bindren Ziffer

o = 1 fira=0
“lo fira=1

Wir zeigen nun
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42 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK
Satz 3.7

Die Zeltfunktion weist alle Eigenschaften von Chaos gemaf Definition 3.7
auf.

Beweis.

(i)

(i)

(iii)

Dichte periodische Punkte

Der Punkt w = 0.0a;...a, < 1/2 ist periodisch unter S. Weiter ist
z = T(w) = S(w) = 0.a;...a,0. Damit ist z ein periodischer Punkt
der Periode ¢ + 1, dessen erste ¢ Ziffern beliebig sind, so dass in einer
Umgebung jedes Punktes des Einheitsintervalls ein periodischer Punkt
zu finden ist.

Sensitivitdt

Wir wihlen einen Punkt z, in der Nihe von zg, so dass |zg — zo| < 27%.
Dazu konstruieren wir 2g, indem wir von zg an der ¢t+1-sten Stelle die bi-
nire Ziffer umkehren. Nun behaupten wir, dass |z; — z¢| = 1/2. Mit der
Ersetzungseigenschaft (3.7) haben wir T%(z,) = T(0.a;a;41as42 - - - ) und
T%(z) = T(0.040;,10¢42 . .. ). Fiir a; = 0 stimmen T und S iiberein, so
dass z; = 0.@4410:420¢43 ... und 2 = 0.0}, ;04420443 . ... Damit stehen
an den ersten Stellen der Bindrentwicklungen duale Ziffern, d.h. der Ab-
stand ist tatsichlich 1/2. Fiir a; = 1 erhdlt man z, = 0.a},,0;},,0},3. ..
und 2z; = 0.044107,507,5. . ., so dass der Abstand ebenfalls 1/2 betragt.
Damit ist Sensitivitdt nachgewiesen.

Transitivitdt

Gegeben zwei kleine Teilintervalle I, J des Einheitsintervalls, sei ¢ so
groR, dass alle Zahlen, deren Binirentwicklung mit a; ...a; beginnt, in
I liegen und alle Zahlen mit b, . ..b; in J. Wir konstruieren einen Punkt
o € I, dessen t-te Iterierte in J liegt. Falls a; = 0, dann wéahlen wir
o = 0.(11...atb1...bt, und es ist Ty = T(OOblbt) = O,bl...bt € J.
Wenn a; = 1 ist, wihle man zp = 0.a;...a:b]...b} und erhélt z; =
T(0.16...5;) =0.by...0:111... € J.

Die Beweisidee beruht also jeweils darauf, dass man die Eigenschaften der
Sigezahnfunktion und die Ersetzungseigenschaft benutzt.
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3.3. TOPOLOGISCHES CHAOS 43

3.3.4 Die logistische Parabel

Die Ergebnisse fiir die Zeltfunktion lassen sich nun auf die logistische Parabel
f:00,1] - [0,1], zw 4z(1—x) (3.8)

iibertragen.1® Die Aquivalenz wird durch die Koordinatentransformation

T

z' = h(z) = sin? (?)

hergestellt. Dadurch wird das Einheitsintervall injektiv auf sich selbst abge-
bildet, so dass die transformierten Bahnen der Zeltfunktion den Bahnen der
logistischen Parabel entsprechen. Dieser Zusammenhang wird in dem folgen-
den Lemma prézisiert:

Lemma 3.8
Fiir alle t € N und z € [0, 1] gilt die Funktionalgleichung

f(h(2)) = R(T*(z)). (3.9)

Beweis. Sei zo € [0,1] der Anfangswert fiir die Zeltfunktion und dessen
Transformation yo = z = sin?(zo7/2) der fiir die logistische Parabel. Die
Aquivalenz der beiden Bahnen wird durch den Nachweis der Beziehung

Vte N: y =z} = h(z)
gezeigt. Wir erhalten fiir t = 1
y1 = 4y0(1 — %)
— Acin2( 0 _ ain2( %o
= 4sin ( 5 )(1 sin ( 5 ))
_ 45in?( 50 gog2 (T2
4sm( 5 )cos ( 5 )
= sin®(mzo).
Bei der Iteration der Zeltfunktion ist eine Fallunterscheidung notwendig.
Fall1: 0<z<1/2

Ty = h(z1) = h(T(z0)) = h(2,) = sin’(wzo)

109 ygl. hierzu Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 100ff.
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44 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

Fall2:1/2<z<1

) = h(z1) = h(T(z0)) = h(2 — 23)
= sin?(m — wzo) = sin?(—mz,) = sin?(7zy)

In beiden Fillen erhdlt man das gewiinschte Ergebnis y; = ). Der Schluss
y = =} fiir alle ¢ folgt durch Induktion und wegen z, = h(T*(z))) und
Y= ft(h(:vo)) ist die Behauptung bewiesen. ]

Um einen periodischen Punkt der logistischen Parabel zu ermitteln,
braucht man nur auf einen periodischen Punkt der Zeltabbildung die Trans-
formation h anzuwenden.

Mit der Funktionalgleichung 3.9 beweist man nun den

Satz 3.9
Die logistische Parabel weist alle Eigenschaften von Chaos gemé$ Definition

3.7 auf.

Beweis.

(i) Dichte periodische Punkte
Sei y € [0, 1]. Die periodischen Punkte von f liegen dicht, wenn man
zu jedem y € [0,1] eine Folge periodischer Punkte (y;) finden kann
mit lim;_,o 4; = y.11% Da h bijektiv ist, konnen wir mit den Urbildern
z = h™!(y) arbeiten. Unter T liegen die periodischen Punkte dicht, d.h.
es gibt eine Folge (z;) mit lim; o, z; = z, wobei jedes z; die Periode p;
besitzt. Daher gilt V¢ € N: (TP(z;) = z:). Wegen der Funktionalglei-
chung ftoh = hoT" gilt

P (yt) = fr (h(xt)) = h(T”‘(xt)) = h(xt) =Yt

d.h. (y:) ist eine Folge periodischer Punkte. Aus der Stetigkeit von h
folgt dann sofort, dass lim;_,eo 4 = y. 11!

(ii) Topologische Transitivitdt
Seien U, V € [0, 1] zwei offene Intervalle und y € U. Es ist zu zeigen, dass

110 Dann liegen schlieflich alle Glieder der Folge (y:) in einer Umgebung von y, und da y
beliebig ist, finden wir in beliebiger Nahe zu jedem Punkt des Einheitsintervalls einen
periodischen Punkt.

111 Eine Funktion f: X — X heifit stetig genau dann, wenn fiir jede Folge (z:), z: € X
mit lim;_,00 T = a gilt lims_o f(z:) = f(a). Vgl. Forster (1992), S.60 ff.
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ft(y) € V. Aus der Stetigkeit von h folgt, dass die Urbilder A = h=}(U)
und B = h~(V) ebenfalls offen sind. Da T topologisch transitiv ist, gibt
es ein z € A, so dass T%(z) € B. Wir wéhlen y = h(z), so dass y € U,
und wenden die Funktionalgleichung 3.9 darauf an:

f'y) = f*(h(z)) = h(T*(z))
Aus T*(z) € B folgt dann h(T%(z)) € h(B) = V. Also ist f topologisch
transitiv.

Sensitivitat
Die Sensitivitat einer Abbildung lasst sich nicht allein durch die Sensiti-
vitit einer Aquivalenten Abbildung zeigen.!'? Hier muss zusitzlich aus-
genutzt werden, dass f auf einem kompakten Intervall definiert ist!!3.
Wir suchen eine Folge (y;) von Anfangswerten der logistischen Para-
bel, die gegen einen Punkt y € [0, 1] konvergiert, wobei die Bahnen der
Folgenglieder sich von der Bahn von y um eine Sensitivitdtskonstante
€5 > 0 unterscheiden. Dann lasst sich ndmlich in beliebiger Nihe zu
y ein Anfangswert finden, der nach endlich vielen Iterationen eine be-
stimmte Differenz zur Bahn von y aufweist. Fiir das Urbild z = h~!(y)
lasst sich eine solche Folge finden, da T sensitiv ist, d.h. es existiert eine
Folge (z:), so dass fiir alle Folgenglieder z; eine Zahl k; € N existiert
mit

|T*(z:) — T (2)| > er. (3.10)
Wir wihlen als Sensitivititskonstante fiir f114

s = inf{|h(a) — h(b)| : |a —b| > er, a,b € [0,1]}.

Aus der strengen Monotonie von h folgt, dass fiir ¢; gem&8 obiger De-
finition nur Elemente mit |a — b| = er in Frage kommen. Denn ein gro-
Rerer Abstand von a und b fiihrt auch zu einem gréferen Abstand von
h(a) und h(b). Also ist €; das globale Minimum der stetigen Funktion
h(&)—h(£—er).1*® Und dieses Minimum findet sich fiir h(€) = sin(w&/2)
an der Stelle er, d.h. ¢; = h(er) > 0.11°

112 Fiir ein Gegenbeispiel siehe Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 107.

113 Bine Zahlenmenge X heift kompakt, wenn jede Folge aus X eine konvergente Teilfolge
besitzt, deren Grenzwert wieder zu X gehort. Vgl. Heuser (1994), S. 225.

114 Diese Definition hat den Sinn, folgenden Schluss zu ermédglichen: Wenn fiir T die Sen-
sitivitdtskonstante er erreicht wird, erreicht auch f die Sensitivitatskonstante e;. Im
Ubrigen wird hier davon Gebrauch gemacht, dass f auf dem kompakten Intervall [0, 1]
definiert ist.

115 Diese Funktion ist auf dem Intervall [er, 1] definiert. Die Stetigkeit ergibt sich aus der
Definition als Differenz zweier stetiger Funktionen.

116 s handelt sich hierbei um ein Randextremum, das sich nicht mit den Mitteln der
Differentialrechnung finden lasst. Dass sich an der Stelle £ = 1 ein weiteres globales
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46 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

Wir betrachten nun die Folge (y;) mit y, = h(z;). Die z, sind die Folgen-
glieder der oben betrachteten Folge von Anfangswerten fiir die Iteration
unter T'. Aus der Stetigkeit von h folgt unmittelbar, dass mit der Folge
(z:) auch (y;) konvergiert, und es gilt:

tlim Y= tlim h(z:) = h(z) = y.

Damit hat man:

| F5 () — ()| = |5 (h(ze)) = F*(h(2))]
= [A(T*(21)) = (T (@))] 2 €.

Hier wurde beim ersten Gleichheitszeichen die Definition der Folge (y;)
benutzt, beim zweiten Gleichheitszeichen die Funktionalgleichung f* o
h = h o T* und beim Ungleichheitszeichen die Definition von €; sowie
die Gleichung (3.10).

Wir haben also gezeigt, dass in beliebiger Ndhe von y ein Punkt y
gefunden werden kann, dessen Bahn nach t; Iterationen um die Sensi-
tivitdtskonstante €; von der Bahn von y abweicht.

3.3.5 Topologische Konjugation

Wir haben bisher drei Abbildungen auf Chaos hin untersucht. Im ersten
Schritt, der Sagezahnfunktion, war Chaos iiber die bindre Darstellung sehr
leicht nachzuweisen. Bei der Zeltfunktion und der logistischen Parabel hin-
gegen wurde Chaos nicht direkt nachgewiesen, sondern es wurden die Bezie-
hungen zwischen den Abbildungen ausgenutzt. Wichtigstes Hilfsmittel dabei
waren Funktionalgleichungen der Form ho f =goh.

Die Funktion h, die das Bindeglied zwischen den Funktionen f und g
darstellt, muss gewisse Eigenschaften besitzen. Man nennt solche Funktionen
Homéomorphismen:117

Minimum befindet, ist hier nicht von Belang. Worauf es ankommt, ist nur, dass ein
Zusammenhang zwischen €5 und ez hergestellt ist, der obendrein sicherstellt, dass €
positiv ist.

117 ygl. Devaney (1989), S. 9.
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3.3. TOPOLOGISCHES CHAOS 47

Definition 3.11
Eine Abbildung f: X — Y heifit Homdomorphismus, wenn gilt: f ist stetig
und bijektiv, und die Umkehrabbildung f~! ist stetig!®.

Definition 3.12

Seien X,Y € R Teilmengen der reellen Zahlenund f: X - Xundg: Y - Y
Abbildungen. Dann heifen f und g topologisch konjugiert, wenn f und g
stetig sind und ein Homéomorphismus h: X — Y existiert, so dass

h(f(z)) = g(h(z)) fiiralle z € X.

Der Homéomorphismus h heifit topologische Konjugation.

Es sei angemerkt, dass es sich bei topologischer Konjugiertheit um eine Aqui-
valenzrelation handelt.!!® Topologisch konjugierte Abbildungen besitzen in
qualitativer Hinsicht dieselben dynamischen Eigenschaften.!?

Durch eine topologische Konjugation wird die Existenz und Stabilitidt von
periodischen Punkten iibertragen und man kann bei Kenntnis der periodi-
schen Punkte von f die entsprechenden Punkte von g mittels der Konjugation
h berechnen.

Satz 3.10

Seien f: X — X und g: Y — Y Abbildungen, die iiber den Hom&omor-
phismus hA: X — Y topologisch konjugiert sind. f habe einen stabilen peri-
odischen Punkt p. Dann hat auch g einen stabilen periodischen Punkt ¢ mit

q = h(p).

Beweis. Sei n die Primperiode von p. Wir folgern induktiv. Sei p = po
und ¢ = go. Die Induktionsverankerung stimmt nach Voraussetzung. Sei nun

¢t = 9'(g0) = h(p:) = ft(po). Dann gilt:
Ger1 = 9(q:) = g(h(pr)) = h(f(pr)) = h(p)
|

Die Eigenschaft der topologischen Konjugiertheit ist das entscheidende
Hilfsmittel beim analytischen Nachweis chaotischen Verhaltens. Denn es wird

118 Die Existenz der Umkehrabbildung ist durch die Bijektivitit von f gesichert.

119 Eine Relation ~ auf einer Menge X heift Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv, sym-
metrisch und transitiv ist, d.h. wenn fiir alle z,y,z € X gilt: z~z, s ~ry=>y~z
und z ~y Az ~ 2z =z ~ z. Vgl. Fischer (1995), S. 38.

120 Vgl. Devaney (1989), S. 47.
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48 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

sich zeigen, dass sich Chaos durch topologische Konjugation vererbt, d.h.
wenn f chaotisch ist und g topologisch konjugiert zu f ist, ist damit auch g
chaotisch. Beim Beweis der topologischen Transitivitdt und der dichten pe-
riodischen Punkte der logistischen Parabel in Satz 3.9 wurde auf eben dieses
Konzept zuriickgegriffen. Die topologische Konjugation war der Homéomor-
phismus A(z) = sin®(nz/2).}%

Zwei Punkte sind jedoch auf dem Weg dorthin zu beachten. Zum einen
haben wir gesehen, dass sich Sensitivitdt allein, ohne die beiden anderen
Eigenschaften, nicht unbedingt durch eine topologische Konjugation iiber-
tragen muss. Im Beweis zu Satz 3.9 hat dies nicht geniigt.!?? Zum anderen
existiert kein HomGomorphismus, der Sdgezahn- und Zeltfunktion in Be-
ziehung setzen konnte. Existierte ein Hom6omorphismus h, wire S wegen
hoS=Toh <> S =h"10Toh stetig!®®, was aber nicht der Fall ist.
Wir haben die Funktionalgleichung T'o S = T o T benutzt; T ist aber nicht
injektiv.

Die erste Schwierigkeit lasst sich durch ein Ergebnis 16sen, das erst einige
Zeit nach Devaneys Definition von Chaos vorgelegt wurde.!?* Es wurde ge-
zeigt, dass die sensitive Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen bereits
aus den iibrigen beiden Bedingungen folgt, deren Nachweis damit geniigt.'?®

Um dieses Ergebnis darstellen zu kénnen, benétigen wir das folgende

Lemma 3.11

Sei X eine offene Teilmenge von R und f: X — X eine stetige Funktion, die
dichte periodische Punkte besitzt. Dann gibt es ein ¢y > 0, so dass fiir jedes
z € X ein periodischer Punkt p € X existiert mit der Eigenschaft

|74 (p) — 2| > €o/2
fir alle t € N.

Beweis. Wir wahlen zwei beliebige periodische Punkte p; und p, mit dis-
junkten Bahnen, d.h. f¥(p;) # f7(po) fiir alle ¢, 7 € N. Die Existenz zweier

121 ygl, Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 100.

122 Bs sei an dieser Stelle auch nochmals auf das Gegenbeispiel bei Peitgen, Jiirgens und
Saupe (1994), S. 107, hingewiesen.

123 Es sei daran erinnert, dass sowohl T' als auch der Homéomorphismus h stetig sind.
Damit sind auch die Umkehrabbildung ~~! und Kompositionen aus diesen Funktionen
stetig. Vgl. Forster (1992) S. 63 und 71.

124 ygl. Banks, Brooks, Cairns, Davis und Stacey (1992).

125 B3 wire nur konsequent, die Eigenschaft der Sensitivitit fortan aus der Definition 3.7
von Chaos zu streichen. Dies ist wohl deshalb bislang noch nicht geschehen, weil es
sich bei der Sensitivitidt um die augenfilligste Eigenschaft handelt.
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3.3. TOPOLOGISCHES CHAOS 49

solcher Punkte ist dadurch gewahrleistet, dass die periodischen Punkte nach
Voraussetzung dicht in X liegen und f stetig ist. Nun sei

€ = min{lft(pl) - f’(p2)|} :t,7 € N}

und z € X. Die Behauptung ist bewiesen, wenn z zu einer der beiden Bah-
nen mindestens einen Abstand von €;/2 hat. Der Beweis erfolgt durch Wi-
derspruch. Angenommen also, das Gegenteil wére der Fall. Dann gébe es ¢, 7
mit

|Fi(p1) — 2| < €/2 und |f7(p2) — 7| < €0/2.

Mit der Dreiecksungleichung!?® kann man folgern:

|ft(p1) - fT(Pz)I = |ft(P1) —IT+T- fT(P2)|
< |FHpr) — 2| + |z — £7(p2)

€o €p
< — 44— = €.
2 T2

Dies steht aber im Widerspruch zur Definition von e. [

Die Beweisidee des Lemmas beruht also lediglich darauf, dass es periodi-
sche Punkte mit disjunkten Bahnen gibt, denen z nicht beiden beliebig nahe
liegen kann.

Satz 3.12

Sei X eine offene Teilmenge von R und f: X — X eine stetige Funktion, die
dichte periodische Punkte besitzt und topologisch transitiv ist. Dann zeigt f
auch sensitive Abhingigkeit von den Anfangsbedingungen.

Beweis. Wir wihlen die Sensitivitdtskonstante ¢ = ¢;/8. Sei J eine offene
Teilmenge von X und z € J. Wir finden einen periodischen Punkt p in
U = JN(z—¢€x+¢€) mit der Periode t. Nach Lemma 3.11 gibt es einen
periodischen Punkt ¢ € X, dessen Bahn einen Abstand von mindestens 4¢ =
€0/2 von z hat. Wir definieren

We=(f(q)—¢,f(@+e)NX, 7=1,...,t

V=)fT"W,).

128 ygl. Fischer (1995), S. 255.
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50 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

Die so konstruierte Menge!?” V ist nicht leer, da q € V ist. AuBerdem ist sie
offen. Dazu stellen wir fest, dass alle W, offen sind. Wegen der Stetigkeit von
f sind auch die Urbilder f~7(W,) offen und der Durchschnitt endlich vieler

offener Mengen ist wieder offen.!?

Wir wihlen ein y € U, fiir das gilt: f*(y) € V. Die Existenz eines sol-
chen y ist durch die topologische Transitivitdt von f gewahrleistet. Sei j der
ganzzahlige Anteil von 1 + %, sodass 1 <t-j7—k <t ywurde so gewdhlt,

dass
) = F97( M) € 1R,
Damit ist f*I(y) € W;.j—. Wegen f*¥(p) = p kann man mit der Dreiecksun-
gleichung schliefien:
|f*7(0) = f )| = |p = ()]

= |z~ f97%(q) + f* (@) - f(y) +p — |

> |z = f*97%g)| = |77 (g) - f )| ~ Ip— 2]
Dazu haben wir

pE(z—¢€z+e€),
F(y) € (f7™(g) — ¢, f7*(g) +€) N X.

Daraus ergibt sich

|F49(p) — fH9(y)| > 46— e — € = 2¢.
Damit muss entweder | f*7(z) — f*9(y)| > e oder |f*7(z) — f*7(p)| > € gelten.
Anderenfalls kime man iiber die Dreiecksungleichung zu
|f*(p) = )| = |£9(p) = £*7(2) + f*(z) = f*(y)|
=|f*9(p) - f9(2)| + |+ (2) - f* ()|
< 2e.

Da p,y € U C J ist, ist nun klar, dass die ¢- j-te Iterierte von f an der Stelle
p oder y von der t - j-ten Iterierten von z um mindestens ¢ abweicht. |

Die zweite Schwierigkeit zwingt dazu, das Konzept der topologischen Kon-
jugation zu modifizieren.!?®

127 Die Konstruktion besagt, dass in V diejenigen Anfangswerte enthalten sind, deren ¢
Iterierte von den entsprechenden Iterierten von g um nicht mehr als ¢ abweichen, oder
anders ausgedriickt: Die Bahnen aller in V' enthaltenen Anfangswerte haben von der
Bahn von g einen Abstand von hichstens e.

128 Vgl. Heuser (1994), S. 218.

129 Vgl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 113.
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3.3. TOPOLOGISCHES CHAOS 51

Definition 3.13

Seien X,Y CRund f: X —» X und g: Y — Y Abbildungen. Dann heift
g genau dann topologisch semikonjugiert zu f, wenn eine stetige, surjektive
Abbildung h: X — Y existiert, so dass die Funktionalgleichung

h(f(z)) = g(h(z))

fiir alle z € X erfiillt ist.

Diese Definition ist in zwei Punkten schwicher als die der topologischen
Konjugation 3.12. Zum einen wird fiir f und g keine Stetigkeit gefordert;
zum anderen muss h kein HomGomorphismus sein, da Injektivitdt nicht ge-
fordert wird. Mit dem Konzept der topologischen Semikonjugation lisst sich
also auch die Beziehung 70T = T o S erfassen. Das Problem war ja gerade,
dass T nicht injektiv ist. Andererseits ist die topologische Semikonjugiert-
heit keine Aquivalenzrelation. Das liegt daran, dass fiir A womdglich keine
Umkehrabbildung existiert.

Wir benétigen noch das folgende

Lemma 3.13

Gegeben seien die Abbildungen f: X - X, ¢: Y -2 Y, und h: X - Y. Aus
der Funktionalgleichung h(f(z)) = g(h(z)) folgt h(f"(z)) = g"(h(z)) fiir
allen € N.

Beweis. Aus hog = goh folgt goho f =gogoh. Wir wenden auf die
linke Seite go h = ho f an und erhalten f o f2 = g2 o h. Die Behauptung
folgt daraus durch Induktion nach n. |

Mit dem folgenden Satz wird nun gezeigt, dass die Herleitung der chaoti-
schen Eigenschaften von T" aus denen von S ebenfalls vor einem allgemeinen
Hintergrund gesehen werden kann.!3¢

Satz 3.14

Sei g: Y — Y semikonjugiert zu f: X — X iiber eine stetige, surjektive
Funktion h. AuRerdem sei f topologisch transitiv und habe dichte periodische
Punkte. Dann ist auch g topologisch transitiv und hat dichte periodische
Punkte.

130 Vgl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 114.
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Beweis.

(i)

(i)

Dichte periodische Punkte

Sei y € Y und z das Urbild von y unter h, d.h. h(z) = y. Dann gibt es
eine konvergente Folge (z;) periodischer Punkte von f mit lim;_,o0{(z;) =
z und f™(z;) = z;. Die Behauptung ist, dass fiir die Folge (y;) gilt:
lim;—,00(yt) = ¥ und g™ (y:) = . Der erste Teil der Behauptung ergibt
sich unmittelbar aus der Stetigkeit von h, der zweite ergibt sich aus
Lemma 3.13. Es ist

g™ (y) = g™ (h(z1)) = h(f™ (z0)) = h(ze) = e

Topologische Transitivitit

Seien U und V offene Mengen in Y. Es wird behauptet, dass ein y €
U und ein t > 0 existieren mit ¢*(y) € V. Wir nehmen die offenen
Urbilder A = A~}(U) und B = h~!}(V). Nach Voraussetzung existiert
ein z € A, so dass f(z) € B. Auf y = h(z) wird wiederum Lemma 3.13
angewandt:

9'(y) = ¢'(h(z)) = h(f'(z)) € h(B) = V.

Das Ergebnis des Abschnitts fassen wir noch zusammen in

Corollar 3.15
Sei f eine chaotische Abbildung und g topologisch semikonjugiert zu f. Dann
ist auch g chaotisch.

Beweis. Das Corollar ergibt sich unmittelbar aus Lemma 3.11 mit Satz

3.14.

Der Zusammenhang zwischen den bisher behandelten Abbildungen, der
Ségezahnfunktion, der Zeltfunktion und der logistischen Parabel, ldsst sich
auch in dem folgenden kommutativen Diagramm darstellen:

0,1 —— [0,1]
7| |
[0,1] == [0,1]
Al I
0,1 —- [0,1]
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3.4. ZUR NUMERIK VON CHAOS 53

3.4 Zur Numerik von Chaos

3.4.1 Das Beschattungslemma

Numerische Experimente an Computern zeigen, dass das berechnete Ver-
halten chaotischer Systeme vom theoretisch zu erwartenden Verhalten ab-
weicht.!3! Dies liegt daran, dass Computer nur mit einer begrenzten Rechen-
genauigkeit arbeiten. Sie speichern reelle Zahlen im Binarsystem und schnei-
den nach einer gewissen Zahl von Stellen einfach ab. Zahlen mit unendlicher
Bindrentwicklung lassen sich nicht exakt auf dem Computer darstellen, und
damit startet die Iteration mit einem geringfiigig falschen Wert. Die Sensitivi-
tat des Systems fiihrt nach einer gewissen Anzahl von Iterationen dazu, dass
die berechnete und die theoretische Bahn signifikant voneinander abweichen.

Unter diesen Umstanden ist es berechtigt zu fragen, welche Aussagekraft
numerische Experimente mit einem beschriankt genauen Rechner iiberhaupt
haben. Die iiberraschende Antwort gibt das sogenannte Beschattungslemma:
Obwohl die berechnete Bahn grundsétzlich falsch ist, gibt es eine Bahn des-
selben Systems, die von der berechneten gut approximiert wird. Oder anders
ausgedriickt: Wir konnen zwar nicht die Bahn eines gegebenen Startwertes
zo berechnen, aber wir wissen, dass die berechnete Bahn tatsichlich — zu-
mindest ndherungsweise — existiert, wenn wir auch deren Startwert 2y nicht
kennen. Dies veranschaulicht Abbildung 3.8.

Das Beschattungslemma wird hier nur fiir die Sigezahnfunktion formu-
liert. Aufgrund der topologischen Konjugiertheit zur logistischen Parabel ist
klar, dass es auch fiir diese gilt. In der Tat behélt das Beschattungslemma
in vielen chaotischen Systemen seine Giiltigkeit!®2, so dass der Beweis gewis-
sermafen exemplarischen Charakter hat.

Zuvor fiithren wir noch eine bequemere Schreibweise fiir die Sigezahnfunk-
tion ein, die auch im Dezimalsystem die Fallunterscheidung erspart. Dazu
bendtigen wir den Operator Frac (z), der den nicht-ganzzahligen Anteil einer
Zahl z bezeichnet:

Frac(z) =z -k, wenmnk<z<k+1, k€Z.

131 ygl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1992), S. 61ff.
132 ygl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 125.
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54 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

In Anlehnung an: Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 121

Abbildung 3.8: Beschattungslemma

Der Frac-Operator hat folgende Eigenschaften, die sich leicht nachrechnen
lassen!33: Sei m € Z. Dann gilt

Frac (z + m) = Frac (z)
Frac (m - z) = Frac (m - Frac (z)) .

Mit dem Frac-Operator kann man die Sdgezahnfunktion schreiben als

S(zx) =Frac(2z) fir0<z<1. (3.11)

Die Iteration lisst sich nun in geschlossener Form darstellen.

133 Vgl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 84f.
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3.4. ZUR NUMERIK VON CHAOS 55

Lemma 3.16
Fiir die t-te Iterierte der Sagezahnfunktion gemaf Gleichung 3.11 gilt:

7, = S*(zo) = Frac (2'zo) .

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion. Die Induktionsvoraussetzung
ist per Definition erfiillt. Es bleibt der Schluss von ¢ auf ¢ + 1. Nach Induk-

tionsannahme ist
2, = Frac (2'z,) .

Sei k € Z diejenige ganze Zahl mit k < 2‘zy < k+ 1. Dann berechnen wir

%41 = Frac (2z;) = Frac (2Fra.c (2‘3:0))
= Frac (2(2zo — k)) = Frac (2*1z, — 2k)
= Frac (2"*12o) .

Wir formulieren nun das Beschattungslemma fiir die Sdgezahnfunktion.

Lemma 3.17
Gegeben sei ein exakter Anfangswert z, und die zugehorige Bahn z,,; =
S(z,), 7 € N. Bei jeder Iteration darf ein Fehler ¢, auftreten, so dass ein
fehlerhafter Anfangswert

Yo =Zp+ €

und eine fehlerhafte Bahn mit
yr = Frac (2y1'—1 + f‘r)

entstehen. Es gebe ein € > 0, so dass |e;| < €. Dann existiert ein Anfangs-
wert 2y, fiir dessen Bahn gilt:

lzr —ys| < €. (3.12)

Beweis. Die 7-te Iterierte der fehlerhaften Bahn lautet unter Verwendung

von Lemma 3.16
y, = Frac (2’3:0 +3 2’“‘5,-) .

=0

134 Dass die Fehler durch eine positive Konstante beschrankt sind, ist die einzige nétige
einschridnkende Annahme. Die Voraussetzungen des Beschattungslemmas werden von
Computersimulationen erfiillt: In jeder Iteration tritt ein Rundungsfehler auf, der aber
immer von der Rechengenauigkeit begrenzt wird.
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56 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

Wir wihlen 2g so, dass 2; = ¥, also

t
2o = Frac (mo + Z 2“'@)

i=0
und erhalten .
z; = Frac (2’.7:0 + Z 2“%,-) .
i=0
Die Differenz A, der Argumente des Frac-Operators ergibt sich zu

AT = zt: 27.-.1.61;.

i=7+1

Dafiir lasst sich eine obere Grenze angeben:

t t
A< ) gl )] 2 e <

i=T+1 i=T+1

Die Néhe der Argumente iibertrigt sich auf die Werte des Frac-Operators,
wenn man die Abstandsmessung nicht auf dem Einheitsintervall, sondern auf
dem Einheitskreis durchfiihrt. Statt des Betrages verwendet man dabei die
Metrik min{|z — y|,1 — |z — y|}, wobei z,y < 1.13% Anderenfalls kann es bei
einzelnen Iterationen vorkommen, dass das Argument von y, etwas unter-
halb einer ganzen Zahl liegt und das Argument von z, etwas oberhalb, so
dass |2 — yr| & 1. Der Grund liegt in der Unstetigkeit des Frac-Operators
an ganzzahligen Punkten. Streng genommen muss die Behauptung des Be-
schattungslemmas in diesem Sinne modifiziert werden.!3¢

Die Behauptung fiir alle Zahlen 7 € N wird durch den Grenziibergang
t — oo bewiesen. Man erhilt

[e.] o0
A< ) el < ) 2 e =
t=7+1 i=7+1

und der Rest folgt analog. ]

135 Vgl. Alligood, Sauer und Yorke (1997), S. 27. Eine Metrik d ordnet allgemein zwei
Elementen X und Y einer Menge eine positive reelle Zahl zu mit folgenden Eigen-
schaften: d(X,Y) > 0, d¢(X,Y) = 0 <= X =Y, dX,Y) = d¥,X) und
d(X,Y) + d(Y, Z) < d(X, Z). Die letzte Eigenschaft heift Dreiecksungleichung. Mit
Hilfe einer solchen Metrik werden Abstandsmessungen in beliebigen Raumen mdglich.
Vgl. Heuser (1994), S. 85.

136 ygl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 124.
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3.4. ZUR NUMERIK VON CHAOS 57

Die Quintessenz des Beschattungslemmas ist, dass die Dynamik eines
chaotischen Systems so reichhaltig ist, dass sich innerhalb des e-Schattens
einer fehlerbehafteten Bahn eine exakte Bahn befindet. Dies ist umso er-
staunlicher, als die genaue Grofe der Fehler €, gar keine Rolle spielt, solange
sie nur beschrinkt bleibt.

Dennoch bietet dies keinen Ausweg aus dem Problem der Sensitivitat.
Denn es gibt nach wie vor keine Moglichkeit, aus einem gegebenen Anfangs-
wert das Langzeitverhalten des Systems zu prognostizieren. Im Gegenteil kon-
nen auch scheinbar willkiirliche Prognosen von dem Modell gestiitzt werden.
Der Nutzen des Beschattungslemmas liegt einzig darin, dass die statistischen
FEigenschaften eines chaotischen Systems, die durch numerische Experimente
ermittelt werden, tatsichlich aussagekréftig sind.

3.4.2 Lyapunov-Exponenten

Der nichtlineare Charakter chaotischer Systeme macht eine allgemeine ana-
lytische Behandlung oft unmoglich. Wenn sich aber Chaos nicht direkt nach-
weisen lasst, stellt sich die Frage, ob man nicht wenigstens durch nume-
rische Untersuchungen Hinweise auf chaotisches Verhalten entdecken kann.
Ein sehr aussagekréftiges Indiz ist der Lyapunov-Exponent eines dynami-
schen Systems, der es erlaubt, die Starke der sensitiven Abhangigkeit von
den Anfangsbedingungen zu messen. Sensitivitdt sorgt dafiir, dass ein belie-
big kleiner Fehler durch Iteration immer grofer wird. Als Idee fiir ein MaR
der Sensitivitit bietet sich die Geschwindigkeit des Fehlerwachstums an.!%7

Sei €y der Fehler, mit dem der Anfangswert behaftet ist. Die Iteration
beginnt also statt mit dem exakten Wert zo mit dem fehlerhaften Wert Zy =
Zo + €. Die gesamte Fehlerverstiarkung ist damit

i

=1

€¢ €r

€0

€r—1

In einem linearen System z + c -z wéchst der Fehler in jeder Iteration
um den Faktor ¢, d.h.
€t
€0

=ch.

Dies formen wir um zu
€t

€0

137 Vgl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 45fF.

Inc= E In|—=|. (3.13)
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58 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

Diese Formel kann man auf beliebige Iteratoren anwenden. Man nihert
also dort das Fehlerwachstum |e;/€p| durch ein geometrisches Mittel an, als
wére es von einer linearen Transformation erzeugt worden.

Es taucht jedoch ein Problem auf. Spielt sich die Dynamik auf einem
begrenzten Bereich ab, kann der Fehler nach einer gewissen Anzahl von Ite-
rationen nicht mehr weiter wachsen. So legen numerische Experimente mit
der logistischen Parabel z — 4z(1 —z) den Schluss nahe, dass sich der Fehler
bei jeder Iteration im Durchschnitt verdoppelt.!3® Nun ist der Wertebereich
auf das Einheitsintervall beschriankt, so dass nach einer gewissen Anzahl von
Iterationen der Fehler so grof ist, dass eine Verdopplung schon deshalb aus-
geschlossen ist. Diese Anzahl ist selbst bei sehr kleinen Anfangsfehlern zu
klein, um daraus verlissliche numerische Aussagen ableiten zu kénnen. Es
gibt jedoch einen Ausweg.

Wir versuchen, die einzelnen Fehlerverstarkungsfaktoren |e,/e;_;| abzu-
schitzen und setzen dies in die rechte Seite von Gleichung 3.13 ein. Es ergibt

sich:
1<
= z E In

T=1

1
~In
t

€t

€0

€r

€r—1

Die Idee besteht darin, auszunutzen, dass der Fehlerverstarkungsfaktor
€:/€-—1 von der GroBe des Fehlers €,_; nur unwesentlich beeinflusst wird.
Dies sei am Beispiel der logistischen Parabel z — 4z(1 — z) verdeutlicht. Der
fehlerhafte Wert sei Z, = z, + ¢,. Dann ist

€& =Tr— T = f(i'r—l) - f(z'r—l)
= 4(377——1 + 51'—1)(1 — Tr-1— e‘r—l) - 4$1’—1(1 - z'r—-l)
= 46.,»_1(1 - 2.’2.,-_1) - 463.__1

und
€r

= 4(1 - 2(171_1) - 461_1.
€r-1

Dies bedeutet nichts anderes, als dass etwa eine Halbierung des Ausgangs-
fehlers auch den Folgefehler ungefdhr halbiert. Man kann diesen Fakt aus-
nutzen, indem man statt des echten Fehlers €,._;, der fiir geniigend grofes
7 unbrauchbar grof wird, einfach irgendeinen konstanten kleinen Fehler
einsetzt. Dadurch braucht man sich um das Wachstum des Fehlers und die
Anzahl der zulassigen Iterationen keine Gedanken zu machen, es sind belie-
big viele Iterationen und damit auch Grenzwertberechnungen méglich. Als

138 Vgl Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 44.
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3.4. ZUR NUMERIK VON CHAOS 59

Abschitzung der Fehlerverstirkungsfaktoren erhilt man

& Bl [f(er ) = flad)] (3.14)

€

€r

€r—1

Der Lyapunov-Exponent eines Systems kann im Experiment durch fol-
gendes Vorgehen geschitzt werden.'® Man wihlt einen Fehlerwert ¢, etwa
0,001, sowie einen Anfangswert zo, und berechnet ¢ zugehodrige Iterationen.
Daraus kann man die Fehlerabschitzungen €, = f(z, + €¢) — f(z,) ermitteln
und logarithmieren. Durch Aufsummieren und Dividieren durch ¢ ergibt sich
dann die Abschitzung gemif Formel 3.14.140

Mathematisch exakter fasst man den Lyapunov-Exponenten aus dem Feh-
lerterm
€r _ f(xr—l + 6‘r—l) — f(x‘r—l)

€r—1 €r—1

durch Grenziibergang!*!

5101310 €r_1 - f (:DT— )
Es gilt also:
1 t
lim = In —l Zln|f (zr-1)]

=1 1'—1

Ein weiterer Grenziibergang liefert den exakten Lyapunov-Exponenten
1<
A(zo) = lim Z;ln |f/ ()| - (3.15)

Fiir die logistische Parabel erhilt man die Formel

t—1

A(zo) = hm Zln|4 8z,_1|=In4+ llm Zln|1 - 2z,|.

T—O

Fiir die (instabilen) Fixpunkte 0 und 1 sowie alle weiteren Anfangswerte,
deren Bahnen im Fixpunkt 0 enden, erhilt man den Lyapunov-Exponenten

139 Vgl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 47.

140 In dieser Arbeit werden numerische Berechnungen von Lyapunov-Exponenten mit ei-
nem Mathematica-Programm aus Sandri (1996) durchgefiihrt.

141 Mit €o geht auch €,—; gegen Null. Es muss selbstverstindlich die Differenzierbarkeit
von f vorausgesetzt werden. Vgl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 49.
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60 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

In4 =~ 1, 39. Fiir alle anderen Anfangswerte, also fast sicher!4?, ergibt sich der
Lyapunov-Exponent In2 = 0,693. Daraus ergibt sich auch, dass der Fehler
bei Iteration um den Faktor ¢ = e!®? = 2 ansteigt.

Die Interpretation der numerisch ermittelten Lyapunov-Exponenten ist
einfach. Der Fehler verindert sich um den Faktor e*®0). Ist der Lyapunov-
Exponent also positiv, wird der Fehler grofer, sonst kleiner. Je groRer der
Exponent ist, desto ausgepragter ist die sensitive Abhingigkeit von den An-
fangsbedingungen.

ar .

2 : 4

In Anlehnung an: Lorenz (1993), S. 217

Abbildung 3.9: Lyapunov-Exponenten der logistischen Parabel

Abbildung 3.9 zeigt die Lyapunov-Exponenten A der logistischen Parabel
z — a-z(1—z) in Abhéngigkeit vom Parameter a. Die in Abschnitt 3.6.5 auf
analytischem Wege gewonnenen Erkenntnisse lassen sich durch Lyapunov-
Exponenten numerisch bestétigen. Fiir a < 1 sind die Exponenten negativ,
da der Ursprung einen attraktiven Fixpunkt darstellt, gegen den alle An-
fangsbahnen konvergieren. Diese Konvergenz wird umso langsamer und da-
mit A umso grofer, je ndher a der Sattelpunktbifurkation bei a = 1 kommt.
Hier ist A = 0. Fiir 1 < a < 3 ist der Wert (a — 1)/a attraktiver Fixpunkt, so
dass die Lyapunov-Exponenten negativ sind. Am superattraktiven Fixpunkt
z = 0,5 fiir a = 2 ist A = —00. Bei der ersten Periodenverdopplung a = 3
gilt wiederum A = 0, ebenso bei den weiteren Periodenverdopplungen 3,4495,
3,5441 usw. Fiir Werte von a dazwischen konvergiert das System gegen sta-
bile Zyklen mit negativen Lyapunov-Exponenten. Jenseits des Feigenbaum-

142 Fin Ereignis wird als ,fast sicher bezeichnet, wenn die Wahrscheinlichkeit seines Ein-
tretens eins betragt. Vgl. Bandelow (1989), S. 196.
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3.4. ZUR NUMERIK VON CHAOS 61

Punktes a = 3,5699. .. treten dann erstmals positive Lyapunov-Exponenten
auf, die auf sensitive Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen hinweisen.
Es handelt sich nicht um Chaos im Sinne von Definition 3.7, was nur von
a = 4 erfiillt wird, sondern hier erstreckt sich das Chaos nicht auf den ge-
samten Definitionsbereich, d.h. das Intervall [0, 1]. Die periodischen Fenster,
also diejenigen Parameterwerte jenseits des Feigenbaum-Punktes, an denen
das System in stabile Zyklen iibergeht, deren Zykluslinge ungleich 2" ist,
werden durch negative Exponenten angezeigt, am deutlichsten das Fenster
der Periode 3 bei a = 3, 83. Fiir a = 4 schlieRlich wird der gréfte Lyapunov-
Exponent A = In 2 erreicht.!*3

Am Beispiel der logistischen Parabel zeigt sich also, dass Bifurkationen
durch A = 0 angezeigt werden, die Form der Bifurkation aber nicht erkennbar
ist. Das Ausmafl der Sensitivitdt lasst sich ebenfalls ablesen, nicht méglich
ist allerdings eine Verifikation der Definition 3.7 von Devaney.

3.4.3 Numerisches Chaos

Die topologische Definition von Chaos birgt das Problem, dass sie fiir ein
gegebenes System einen strengen Beweis verlangt, der regelmafig nur sehr
schwierig, wenn liberhaupt zu fiihren ist. Dies gilt in noch gréferem Mage fiir
die im néchsten Abschnitt zu behandelnden mehrdimensionalen Systeme.

Gliicklicherweise existiert mit dem Lyapunov-Exponenten zumindest ein
MagR fiir sensitive Abhangigkeit, das sich auch auf den mehrdimensionalen
Fall und auch bei kontinuierlicher Zeit anwenden ldsst. Daher definieren wir:

Definition 3.14
Ein dynamisches System heift numerisch chaotisch, wenn es einen beschrank-
ten Zustandsraum und einen positiven Lyapunov-Exponenten besitzt.

Die Forderung nach einem beschrénkten Zustandsraum bedeutet, dass der
Systemzustand nicht betragsmifig iiber alle Grenzen wachsen kann. Dies
ist notwendig, weil z.B. auch lineare Systeme einen positiven Lyapunov-
Exponenten besitzen. Dennoch kann man hier nicht von chaotischem Ver-
halten sprechen, weil die relative Abweichung zweier Bahnen voneinander
konstant bleibt.!4* Sensitivitit und Chaos konnen nicht gleichgesetzt wer-
den.

143 Dieser Sachverhalt wird anhand von Abbildung 3.20 auf S. 87 noch unter einem anderen
Aspekt betrachtet werden.
144 Vgl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 41f.
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62 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

Nun ist der Lyapunov-Exponent in Gleichung (3.15) als ein Grenzwert
definiert, dessen Berechnung fiir ein konkretes System unmaglich sein kann.
Doch immerhin lassen sich gute Naherungswerte bestimmen, indem man in
Gleichung (3.15) ein hinreichend groRes ¢t wahlt und die Berechnung von
einem Computer durchfiihren ldsst. Dabei muss man sich im Klaren sein, dass
eine solche Berechnung keine Beweiskraft in mathematischem Sinne besitzt.
Eine Feststellung, die darauf beruht, dass ein System numerisch chaotisch
ist, steht nur im Rang einer Hypothese.

3.5 Chaos in mehrdimensionalen Systemen

3.5.1 Grundlagen

Die bisherige Darstellung hat geniigt, das Phianomen des deterministischen
Chaos und seine Ursachen zu verdeutlichen. Doch nur in eher seltenen Spezi-
alfillen konnen ckonomische Sachverhalte in eindimensionalen Modellen ab-
gebildet werden. Die mathematische Darstellung mehrdimensionaler Systeme
wurde bereits in den Gleichungen (3.1) und (3.2) eingefiihrt.

Mehr noch als fiir eindimensionale Systeme ist die Diskussion um die ge-
eignete Definition von Chaos alles andere als abgeschlossen.'* Die bisherigen
Definitionen haben den Nachteil, dass der Nachweis auch fiir recht einfache
Systeme nur schwierig zu fiihren ist.

Gliicklicherweise stehen mit dem Konzept des Lyapunov-Spektrums und
der fraktalen Dimension seltsamer Attraktoren recht leistungsfiahige Hilfsmit-
tel zur Verfiigung, zumindest graphische und numerische Hinweise auf Chaos
zu entdecken. Oftmals muss man sich damit zufrieden geben.

3.5.2 Exkurs 1: Lineare Modelle

Die Theorie linearer Gleichungssysteme ist sehr weit entwickelt. Zumindest
qualitative Ergebnisse lassen sich auch ohne die Hilfe numerischer Simulatio-
nen verhiltnismagig leicht gewinnen. Darin ist der Grund zu sehen, warum li-
neare Modelle in der Okonomik so weite Verbreitung gefunden haben, obwohl
bekannt ist, dass reale wirtschaftliche Zusammenhénge regelméfig nichtlinea-
ren Charakter haben. Der folgende Exkurs fasst die wichtigsten Eigenschaften

145 vgl. Kelsey (1988), S. 2.
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3.5. CHAOS IN MEHRDIMENSIONALEN SYSTEMEN 63

linearer Dynamik zusammen, um das Verstindnis nichtlinearer Systeme zu
erleichtern.

Ein lineares Modell wird beschrieben durch die lineare Abbildung
F:R" > R"; y=Ax

Die Matrix A charakterisiert die lineare Abbildung beziiglich der kanonischen
Basis des Standardraums.!*® Lineare Abbildungen haben die Eigenschaften
F(x; + x2) = F(x;1) + F(x2) und F(cx) = ¢F(x). Im eindimensionalen Fall
reduziert sich das Modell auf die lineare Gleichung y = az.!*"

Die Analyse dynamischer linearer Modelle erfolgt anhand der Eigenwerte
der Matrix A. Ein Eigenwert A mit zugehdrigem Eigenvektor x erfiillt die

Gleichung
Ax = Xx, (3.16)

d.h. multipliziert man eine Matrix mit einem Eigenvektor, ist das Ergebnis
ein Vielfaches des Eigenvektors, insbesondere ist der Vektor Ax parallel zu x.
Man erhilt die Eigenwerte als Losungen des charakteristischen Polynoms!4®

det (A — AI) = 0.

Eine n X n-Matrix hat maximal n verschiedene Eigenwerte, die komplex sein
kénnen. Man vereinfacht die Analyse, wenn man sich auf die Jordansche
Normalform'*® beschrinkt. Es gilt, dass die Matrizen A und SAS™! dieselben

Eigenwerte haben wegen

det (SAS™! — AI) = det (S(A — AD)S™)
= det (S) det (A — AI)det (S7') = det (A — AI).

Die Transformation der Matrix A stellt einen Wechsel des Koordinatensys-
tems dar. Die Spaltenvektoren der Matrix S enthalten die Koordinaten der
Spaltenvektoren von A beziiglich des neuen Koordinatensystems.!%

Wir bemerken, dass hier eine Analogie zu nichtlinearen Systemen besteht.
Dort haben wir gesehen, dass sich die dynamischen Eigenschaften eines Sys-
tems iiber eine topologische Konjugation auf ein anderes System iibertragen,

148 Vgl. Fischer (1995), S. 125.

147 Die affine Funktion f(z) = az + b ist streng genommen nicht linear, da die beiden
Eigenschaften nicht erfiillt sind.

148 Vg1, Chiang (1984), S. 326.

149 o], 7.B. Perko (1991), S. 39fF.

150 Vgl. Alligood, Sauer und Yorke (1997), S. 561f.
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64 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

oder anders ausgedriickt: Die dynamischen Eigenschaften topologisch kon-
jugierter Systeme stimmen iiberein. Hier stellen wir fest, dass lineare Sys-
teme mit dhnlichen Matrizen dieselben Eigenwerte besitzen, die wiederum,
wie gleich gezeigt wird, das dynamische Verhalten der linearen Systeme be-
stimmen. Eine weiterer Zusammenhang zwischen linearen und nichtlinearen
Systemen betrifft die das Kriterium fiir Stabilitidt. Bei linearen Systemen
konnen die Eigenwerte herangezogen werden, bei nichtlinearen Systemen die
Lyapunov-Exponenten. Die Definition der Lyapunov-Exponenten beruht nun
auf den Eigenwerten des durch die Jacobi-Matrix linearisierten Systems.

Zur Tlustration geniigt die Beschriankung auf den 2 x 2-Fall. Das cha-
rakteristische Polynom hat zwei reelle Losungen a und b, eine reelle Losung
a oder zwei konjugiert-komplexe Losungen a + ¢b. Dazu gehoren die drei
Normalformen

1 -b
we(33) w=o) A=(2)

3.5.2.1 Zeitdiskrete Modelle

Ein zeitdiskretes lineares Modell wird beschrieben durch die Gleichung
Xi41 = Ax;.

Der Ursprung ist einziger Fixpunkt des Systems, dessen Stabilitdt von den
Eigenwerten von A bestimmt wird. Fiir einen Eigenvektor x folgt aus Glei-
chung (3.16)

Xern = A"y = X'y

Man erkennt, dass ein Eigenvektor fiir n — oo in den Ursprung strebt
genau dann, wenn |A| < 1. Das ldsst sich verallgemeinern fiir alle Vektoren
x € R™, wie hier fiir m = 2 demonstriert wird.!>! Dabei kénnen wir uns auf
die Normalformen beschrinken, da man jede Matrix A durch Koordinaten-
wechsel auf eine Normalform bringen kann, ohne dass die Transformation die
Eigenwerte und damit das dynamische Verhalten des Systems dndern wiirde.

Fiir zwei verschiedene reelle Eigenwerte gilt

G- 0 6= 2 G)=G):

151 ygl. Alligood, Sauer und Yorke (1997), S. 63ff.

Lars Otterpohl - 978-3-631-75508-2
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:01:56AM
via free access



3.5. CHAOS IN MEHRDIMENSIONALEN SYSTEMEN 65

Ein reeller Eigenwert ergibt
Tn (a 1)" (zo) ne1 (a n) (a;o) el (azo-}—nyo)
— =a =Qq .
Yn 0 a Yo 0 a/ \% nYo

Bei zwei konjugiert-komplexen Eigenwerten formt man um zu

A=(a —b)=m(c080 ——sin9>
a

b sin@ cos@

mit § = arctan(b/a). Die komplexen Eigenwerte und Eigenvektoren lassen
sich interpretieren als Rotation um den Winkel 8 bei gleichzeitiger Streckung

um den Faktor v/a? + b2.
In allen Fallen gilt

[z, 0
lim (Z) = (0) & Vk: M| < 1.

Damit ist die m = 2-Variante der folgenden Stabilitatsbedingung nach-
gewiesen:

Satz 3.18
Der Ursprung ist Attraktor des linearen, zeitdiskreten Systems x, = Axq
genau dann, wenn fiir alle Eigenwerte A, der Matrix A gilt:

|/\k| <1

3.5.2.2 Zeitstetige Modelle

Ein zeitstetiges Modell wird dargestellt durch ein System von Differential-
gleichungen:

x(t) = Ax(t).
Der Ursprung ist Gleichgewicht des Systems. Das langfristige Verhalten des
Systems hingt wiederum von den Eigenwerten ab. Seien die Anfangsbedin-
gungen z(0) = o und y(0) = yo. Bei zwei verschiedenen reellen Eigenwerten

a und b lautet die Losung
(z(t)) _ <.’xoe”‘
y(t) yoe” )’

Das System konvergiert gegen den Ursprung, wenn beide Eigenwerte negativ
sind.
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66 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

Ein System mit einem reellen Eigenwert a hat die Losung

()32

Fiir a < 0 ergibt sich Konvergenz zum Ursprung!®2.

Zwei konjugiert-komplexe Eigenwerte a + ib fithren zu der Losung

(z(t)) _ (e“‘(:co cos bt — g sin bt)) _

y(t) % (yo cos bt + o sin bt)

Konvergenz zum Ursprung liegt fiir a < 0 vor, also wenn der Realteil Re(\;)
der Eigenwerte negativ ist.

Damit ist die m = 2-Variante des folgenden Satzes gezeigt:

Satz 3.19
Der Ursprung ist Attraktor des linearen, zeitstetigen Systems x(t) = Ax(t)
genau dann, wenn fiir alle Eigenwerte A der Matrix A gilt:

Re()\k) < 0.

3.5.2.3 Linearisierung

Trotz der nichtlinearen Natur 6konomischer Wirkungszusammenhénge be-
schrinkt man sich in Modellen hiufig auf lineare Ndherungen. In der Umge-
bung eines Gleichgewichtspunktes ist diese Naherung auch gerechtfertigt.

Sei f: R — R™ eine differenzierbare Abbildung und x,h € R". Dann
gilt
f(x + h) — f(x) ~ Df(x)h.
Dies ist ein lineares System, bei dem die Jacobi-Matrix von f die Rolle der
Matrix A iibernimmt. In der Nidhe des Punktes x ist die Approximation
hinreichend genau, so dass sie fiir eine Priifung der lokalen Stabilitdt von x
brauchbar ist.

Dieser Exkurs hat gezeigt, dass das dynamische Verhalten eines linearen
Systems allein aus seinen Eigenwerten bestimmt werden kann — bei zeitdiskre-
ten Systemen aus den Betrigen, bei zeitstetigen Systemen aus den Realteilen
der Eigenwerte. Diese Ergebnisse gelten auch lokal fiir nichtlineare Systeme,
indem man dort auf eine Linearisierung mittels Jacobi-Matrix zuriickgreift.

152 Man beachte, dass fiir a < 0 gilt: lim;_,¢ te®* = 0. Vgl. z.B. Forster (1993), S. 76.
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3.5. CHAOS IN MEHRDIMENSIONALEN SYSTEMEN 67

Abschliefiend sei darauf hingewiesen, dass die Bestimmung von Eigenwer-
ten vor allem in hoherdimensionalen Systemen tiberaus miihsam sein kann, da
das charakteristische Polynom eines n-dimensionalen Systems n-ten Grades
ist. Daher sind eine Reihe von Kriterien entwickelt worden, die zumindest die
Kliarung der Frage erlauben, ob die Eigenwerte die fiir Stabilitdt notwendi-
gen Grofen aufweisen. Die umfassendsten Kriterien sind das Routh-Hurwitz-
Theorem'®® fiir Differentialgleichungssysteme und das Schur-Theorem!%* fiir
Differenzengleichungssysteme.

3.5.3 Exkurs 2: Zeitstetige Modelle der Dimensionen
eins und zwei

In diesem Exkurs wird gezeigt, warum eine kontinuierliche Modellierung bei
einer und auch bei zwei Modellvariablen kein chaotisches Verhalten erzeugen
kann. Betrachten wir zunéchst als eindimensionales Beispiel die Verhulst-
Dynamik in Form einer Differenzengleichung

Tty = Tt +a- Zt(l - Zt) (317)
im Vergleich mit derselben Dynamik, nun aber als Differentialgleichung!®®
£(t) = a-z(t)(1 — z(2)). (3.18)

Den Zusammenhang zwischen den beiden Gleichungen erhilt man durch
Grenziibergang der Periodenldnge A; — 0.

Das Langzeitverhalten der Verhulst-Differentialgleichung wird erkennbar,
wenn man die Trajektorie fiir die Anfangsbedingung z(0) = z, berechnet:
et - "
.’L'(t) = Tt—l—i mit tlilg iI)(t) = 1 fiir alle o > 0.

et — o

Alle Trajektorien konvergieren gegen den Gleichgewichtswert eins.

Die Abbildung 3.10 zeigt am Beispiel der Verhulst-Dynamiken (3.17) und
(3.18) den entscheidenden Unterschied, auf dem die Unméglichkeit chaoti-
schen Verhaltens einer Differentialgleichung beruht. Die Trajektorien einer
Differentialgleichung konnen sich im Gegensatz zu den Bahnen einer Diffe-
renzengleichung niemals schneiden. Das Gegenargument macht dies von einer

153 Vgl. Chiang (1984), S. 546f.
154 ygl. Chiang (1984), S. 601f.
165 Vgl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 240fF.
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68 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

WA A\/ %

In Anlehnung an: Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 242
Abbildung 3.10: Diskrete und stetige Verhulst-Dynamik

anderen Seite verstdndlich. Haben zwei Trajektorien auch nur einen Punkt
gemeinsam, miissen sie fiir alle Zeiten aufeinander verlaufen. Dasselbe gilt
fiir Bahnen an Stellen t € Z, wahrend Schnittpunkte fiir ¢ ¢ Z fiir Bahnen
mit verschiedenen Startwerten moglich sind.

Der folgende Satz bildet das theoretische Fundament des Beispiels'*:
Satz 3.20

Sei E ein normierter Vektorraum, W C F eine offene Teilmenge, f: W — F
eine stetig differenzierbare Abbildung und xo € W. Dann gibt es ein ¢ € Rt
und eine eindeutige Losung x: (—a,a) — W der Differentialgleichung x =
f(x), die der Anfangsbedingung x(0) = x, geniigt.

Aus dem Satz kann man folgern, dass sich weder Trajektorien verschiede-
ner Anfangswerte noch eine Trajektorie mit sich selbst schneiden kénnen.!%”
Oder anders ausgedriickt: ,Durch jeden Punkt der zy-Ebene geht genau eine
Trajektorie, und diese besitzt eine wohlbestimmte Richtung.“!58

Diese Tatsache hat zur Folge, dass das Verhalten zweidimensionaler Sys-
teme ebenfalls in wenigen Typen kategorisiert werden kann. Gegeniiber ein-
dimensionalen Systemen, die nur Fixpunkte als Attraktoren kennen!®®, sind
nun auch geschlossene Kurven in der zy-Ebene als Attraktoren méglich. Dass

156 ygl. Hirsch und Smale (1974), S. 162f.

157 ygl. Hirsch und Smale (1974), S. 167f. und Heuser (1991), S. 534.

158 Heuser (1991), S. 534f.

159 Auch +oo sind mogliche Attraktoren. Die Losung einer solchen Differentialgleichung
heifit divergent. AuRerdem sind periodisch schwankende Zeitpfade moglich. Vgl. Chiang
(1984), S. 493f.
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3.5. CHAOS IN MEHRDIMENSIONALEN SYSTEMEN 69

es damit in der Tat sein Bewenden hat, bestatigt das Theorem von Poincaré
und Bendixson. !

Satz 3.21

Eine nichtleere, kompakte Grenzmenge eines stetig differenzierbaren zweidi-
mensionalen Differentialgleichungssystems, die keinen Fixpunkt enthalt, ist
eine geschlossene Trajektorie.

Chaotisches Verhalten ist damit fiir ein zweidimensionales Differentialglei-
chungssystem unméglich.'®!

Yy y=0 Yy =0
NNV Vs s (11117
NNNNNN\V VIV / /777 114707 o
NNNNNN\VV /777 s \ (AR AR
SNNNNNNAV /v S (1072
SSSNNNN S S MAVIN/ 7 TS
RN At MAVIN 22738
\\\\ NS i, NENENENREA W N
x=0 NN (N NN
IR N, - ACY VAN
DR KR :::: -2 ALY VAN
Lesrrz 0V NNNSNS~ e~ -/ BB
Less s/ 21V NNNNSNN RSPV YY] IR
SRR BERNANN NN \ofoeerrr /)] P =0
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In Anlehnung an: Chiang (1984), S. 634

Abbildung 3.11: Phasendiagramme zweidimensionaler Differentialgleichungs-
systeme

Abbildung 3.11 zeigt die drei moglichen Gleichgewichte und unten rechts
eine geschlossene Trajektorie. Die Schnittpunkte der beiden Loki £ = 0 und
y = 0 stellen Gleichgewichte dar, in denen sich z und y nicht mehr verandern.
Sie kénnen entweder direkt erreicht werden (Knoten) oder in spiralférmiger

160 yg]. Hirsch und Smale (1974), S. 248, Jetschke (1989), S. 82, oder Lorenz (1993), S.
41.
161 yg]. Kelsey (1988), S. 11.
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70 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

Annéherung (Fokus). Beide Formen existieren auch in instabiler Form, wobei
die Vektorfelder von den Gleichgewichten weg weisen. Eine Zwischenform ist
der Sattelpunkt, der je nach Ausgangspunkt der Trajektorie anziehend oder
abstofend ist.

Zusitzlich zu den dargestellten Fillen sind auch multiple Gleichgewich-
te moglich, wenn die Gleichgewichtsloki nicht monoton sind und mehrere
Schnittpunkte haben. Doch auch dann bestehen die Grenzmengen nur aus
geschlossenen Trajektorien, Gleichgewichten und Trajektorien, die Gleichge-
wichte verbinden.!62

Als Ergebnis dieses Exkurses lisst sich festhalten, dass in Differential-
gleichungssystemen erst ab drei Gleichungen nach chaotischen Trajektorien
gesucht zu werden braucht. Anschaulich ausgedriickt fehlt Trajektorien in der
Ebene oder gar auf einer Geraden der Platz fiir nichtkonvergentes Verhalten.
Erst im Raum konnen sie sich beliebig umeinander winden und zu seltsamen
Attraktoren formen.

3.5.4 Definitionen

Die Versuche, chaotisches Verhalten mehrdimensionaler Systeme in eine ex-
akte Definition zu fassen, sind recht zahireich und unterscheiden sich graduell
oder auch erheblich voneinander. Gemein ist ihnen lediglich, dass keine als
allgemein anerkannt gelten kann. Insofern sind bereits die Grundlagen als
weitgehend ungeklirt anzusehen. Hinzu kommen die erheblichen Schwierig-
keiten, die die Analyse nichtlinearer mehrdimensionaler Systeme bereitet.
Nicht ohne Grund werden solche Systeme in der Regel linearisiert mit der
Folge, dass die gefundenen Ergebnisse zwar eindeutig sind, aber nur lokal um
den Punkt der Linearisierung gelten.

Die Definition 3.7 von Devaney lisst sich auf hoherdimensionale diskre-
te Systeme iibertragen und ebenso auf Systeme, die nicht im Euklidischen
Raum definiert sind, d.h. Systeme auf Kreisen, Tori oder Cantor-Mengen.6?
Man muss sich lediglich klarmachen, dass in Definition 3.7 zur Messung von
Abstinden die Betragsfunktion d(z,y) = |z — y| verwendet wird, die die fiir
R natiirliche Metrik darstellt. Fiir Systeme im R™ wire dann beispielswei-
se die Euklidische Norm d(x,y) = ||x — y|| = /2. (z? — ¥?) zu verwenden.

Das Problem dieser Definition ist, dass die geforderten Eigenschaften nur in

162 ygl, Lorenz (1993), S. 39, sowie Guckenheimer und Holmes (1983), S. 44f.
163 Vg1, Devaney (1989), S. 50 und 205.
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3.5. CHAOS IN MEHRDIMENSIONALEN SYSTEMEN 71

auferst seltenen Fallen direkt nachweisbar sind. Eine Erleichterung stellt wie-
derum die topologische Konjugation'®* dar, mit deren Hilfe von der Chaosei-
genschaft eines Systems auf die eines dazu konjugierten Systems geschlossen
werden kann.!65

Eine friihere Definition gibt Marotto.!% Sie stellt eine Erweiterung des
Theorems von Li und Yorke dar.!®” Dieses Theorem war ein beliebtes, weil
leicht zu priifendes Kriterium. Ein System, das einen dreiperiodigen Zyklus
besitzt, weist Eigenschaften auf, die man als Chaos bezeichnen kann. Aller-
dings ist es moglich, dass die Menge der in diesem Sinne chaotischen Bahnen
das Lebesgue-Maf Null hat, also faktisch nicht beobachtbar ist. Das Theo-
rem von Marotto setzt Chaos mit der Existenz eines sogenannten homoklinen
Punktes gleich. Solche Systeme weisen ebenfalls Eigenschaften wie Sensitivi-
tat auf. Problematisch ist jedoch das Entdecken homokliner Punkte. In der
Regel miissen umfangreiche Simulationsrechnungen durchgefiihrt werden, so
dass der Nachweis chaotischen Verhaltens einen eher experimentellen Charak-
ter erhilt.'® Der Nachteile der Definition nach Li und Yorke bleibt dariiber
hinaus bestehen.

Chaos in mehrdimensionalen Systemen wird oft mit der Existenz eines
seltsamen Attraktors gleichgesetzt. Doch auch fiir den seltsamen Attraktor
gibt es keine allgemein anerkannte Definition. In Definition 3.5 wurde bereits
der Begriff des Attraktors eingefiihrt. Wie nun als Spezialfall ein seltsamer
Attraktor zu charakterisieren ist, ist von Quelle zu Quelle verschieden.

Peitgen, Jiirgens und Saupe unterscheiden die Attribute seltsam und
chaotisch. Seltsam ist ein Attraktor, wenn er eine fraktale Struktur hat; chao-
tisch ist er, wenn er sensitive Abhingigkeit von den Anfangsbedingungen
aufweist.!®® Jetschke hingegen setzt seltsam mit Sensitivitét gleich.!”® Ohne
hier auf Detailprobleme der Definitionen einzugehen, sei gesagt, dass man
bei der Priifung der sensitiven Abhéngigkeit und der fraktalen Struktur in
der Regel auf numerische Hilfsmittel angewiesen ist. Lyapunov-Exponenten
und fraktale Dimensionsmafie spielen hier eine grofe Rolle und werden im
Folgenden vorgestellt.

164 Vgl. Definition 3.12 auf Seite 47.

165 Piir ein Beispiel vgl. Devaney (1989), S. 208.

166 ygl. Marotto (1978).

167 Vgl. Li und Yorke (1975). Auf den noch friiheren Definitionsversuch in Diamond (1976)
wird hier nicht eingegangen.

168 Vgl. Loist] und Betz (1996), S. 47.

169 ygl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994) S. 232.

170 ygl. Jetschke (1989), S. 143.
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72 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

AbschlieRend sei noch prizisiert:!"!

Definition 3.15

Ein System von Differenzengleichungen x;; = f(x;) bzw. Differentialglei-
chungen x = f(x) mit x € R" heift chaotisch, wenn es einen Attraktor mit
folgenden Eigenschaften besitzt: Das Lyapunov-Spektrum enthélt ein positi-
ves Element und die Lyapunov-Dimension ist keine ganze Zahl. Ein solcher
Attraktor heilt seltsamer Attraktor.

Die Begriffe Lyapunov-Spektrum und Lyapunov-Dimension beschreiben
numerische MaRe fiir Sensitivitdt und fraktale Struktur und werden in den
folgenden Abschnitten eingefiihrt. Da sie aufeinander aufbauen, ist fiir einen
gegebenen Attraktor in der Regel entweder keine oder es sind beide Eigen-
schaften erfiillt.

3.5.5 Lyapunov-Spektrum

Der Lyapunov-Exponent fiir eindimensionale Systeme wurde bereits in Ab-
schnitt 3.4.2 vorgestellt. Er ist ein Maf dafiir, wie sich zwei Bahnen mit
infinitesimal kleiner Differenz im Anfangswert zueinander verhalten, mithin
ein Mag fiir die sensitive Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen. Ein po-
sitiver Exponent A bedeutet, dass sich die Bahnen mit jedem Iterationsschritt
im Durchschnitt um den Faktor e* voneinander entfernen.

Quelle: Lorenz (1993), S. 214.

Abbildung 3.12: Verformung einer Kreisscheibe

Lyapunov-Exponenten sind auch fiir mehrdimensionale stetige und dis-
krete Systeme definiert. Nur muss hier das Auseinanderlaufen der Bahnen in

171 Vgl. Lorenz (1993), S. 170.
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3.5. CHAOS IN MEHRDIMENSIONALEN SYSTEMEN 73

n Dimensionen betrachtet werden; dementsprechend gibt es n Lyapunov-
Exponenten. Man bezeichnet die Menge der Lyapunov-Exponenten als
Lyapunov-Spektrum.!” So zeigt Abbildung 3.12, wie eine Kreisscheibe durch
Iteration zu einer Ellipse verformt wird. Die Richtungen, in der die Dehnun-
gen bzw. Stauchungen gemessen werden, stehen senkrecht aufeinander, und
die Exponenten werden iiblicherweise der Grofe nach geordnet.!”® Der Abbil-
dung ist auch zu entnehmen, dass die Richtungen nicht mit den Basisvektoren
des Euklidischen Raumes iibereinstimmen und sich durch Iteration drehen
konnen.

Weist ein dynamisches System einen positiven Lyapunov-Exponenten auf,
ist es sensitiv abhidngig von den Anfangsbedingungen. Beliebig nah beiein-
ander liegende Bahnen divergieren im Zeitablauf. Dies ist schon aus der
Diskussion eindimensionaler Systeme bekannt. Doch auch die Summen von
Lyapunov-Exponenten lassen sich interpretieren. Die Summe der ersten &
Exponenten ist der maximale durchschnittliche Faktor, um den sich ein k-
dimensionales Volumenelement veréndert.!”

Der Ellipsoid in Abbildung 3.12 entsteht durch Multiplikation der Kreis-
scheibe mit einer quadratischen Matrix A. Die Lange der Halbachsen der
Ellipse wird durch Singuldrwertzerlegung von A bestimmt. Dazu bendtigt
man die Eigenwertzerlegungen der symmetrischen Matrizen AA’ = UAU’
und A’A = VAV’ A ist eine Diagonalmatrix, die die Eigenwerte )\; von
AA’ bzw. AA’ enthilt!™, wobei Vi: \; € Ry. U bzw. V enthalten die Ei-
genvektoren von AA’ bzw. AA’ und sind orthonormal'”®. Sei aukerdem S
eine Diagonalmatrix mit den Eintrigen s; = \/A;. Dann heifen die s; Singu-
larwerte und A = USV’ Singulirwertzerlegung von A.

Wegen ||v;|| = 1 liegt v; auf der n-dimensionalen Einheitskugel, und es
gilt Av; = s;u;. Durch die Multiplikation mit A entsteht also aus einem Sys-
tem orthonormaler Vektoren ein System orthogonaler Vektoren der Langen
s;. Jeder Vektor x lésst sich als Linearkombination x = . a;v; darstellen mit
x|l = 3°; a;. Damit gilt Ax = Y. a;Av; = ) . a;s:u; und |Ax|| = 3", a;s;.
Jeder Vektor x der Lange eins wird also auf einen Ellipsoid mit Halbachsen-
ldngen s; abgebildet.

Wir untersuchen nun, wie sich Fliisse verhalten, die in der e-Umgebung U
eines Ausgangspunkts xg liegen. Eine Abbildung f formt aus U, den Ellipsoi-

172 Vgl Wolf (1986), S. 277.

173 ygl. Alligood, Sauer und Yorke (1997), S. 194.

174 ygl, Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 283.

175 Da, die beiden Matrixprodukte symmetrisch zueinander sind, stimmen ihre Eigenwerte
iiberein.

176 Dies folgt wiederum aus der Symmetrie der Matrixprodukte.
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74 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

den Df(x,)U, bzw. nach n Iterationsschritten Df*(xo)U.. Die Verwendung
der Jacobi-Matrix als lineare Approximation ist deswegen statthaft, weil infi-
nitesimal kleine Abweichungen von x, untersucht werden sollen.!”” Wie oben
dargestellt, werden die Halbachsen des Ellipsoiden Df"(x)U, von den Sin-
guldrwerten der Jacobi-Matrix bestimmt, die sich als Quadratwurzeln der
Eigenwerte der Matrix Df"(x) (Df"(x,))’ berechnen lassen.

Zur Folge der Iterationen gehdort eine Folge von Singuldrwertspektren, die
die Expansion oder Kontraktion entlang der Halbachsen beschreibt. Ubli-
cherweise ordnet man die Singuldrwerte der Grofe nach. Das durchschnitt-
liche Expansionsverhalten pro Iterationsschritt berechnet man als geometri-
sches Mittel der Singuldrwerte; der natiirliche Logarithmus des Mittels ist
der Lyapunov-Exponent.!™®

Definition 3.16
Sei f: R™ — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung, und firk=1,...,m
sei s} der k-grofte Singuldrwert der Matrix Df"(xp). Dann heifit

Ax = In lim (sp)*/"
n—00
der k-te Lyapunov-Exponent von f.

Die Ermittlung der Abbildung f" ist nicht notwendig. Statt dessen folgt
aus der Kettenregel

n—1
Dfn(XQ) = HDf(X,)
i=0
Das Problem liegt eher darin, dass nach einigen Iterationen die Singularwerte
sehr grof bzw. klein werden. Rundungsfehler bei computergestiitzter Berech-
nung fiihren zu verfalschten Ergebnissen. Man umgeht dieses Problem durch
ein Orthonormalisierungsverfahren, das hier kurz vorgestellt wird.!”

Wir beginnen mit einer orthonormalen Basis {w?,... w9} fiir R™ und

berechnen
Vi=1,...,m: z; = Df(w)).

Die Vektoren z; liegen auf dem Ellipsoiden Df (xo)U, sind aber im Allge-
meinen nicht orthogonal. Mit dem Orthogonalisierungsverfahren von Gram-
Schmidt wird eine Menge von orthogonalen Vektoren {w},...w. } generiert,

177 Sjehe hierzu auch die Diskussion des Lyapunov-Exponenten eines eindimensionalen
Systems, insbesondere Gleichung (3.15) auf Seite 59.

178 ygl. Alligood, Sauer und Yorke (1997), S. 195.

179 ygl. Alligood, Sauer und Yorke (1997), S. 200.
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3.5. CHAOS IN MEHRDIMENSIONALEN SYSTEMEN 75

die einen Ellipsoiden gleichen Volumens definiert. Fiihrt man dieses Verfah-
ren hinreichend oft durch, erhilt man aus den Vektoren w} Naherungswerte
fiir das durchschnittliche Wachstum in die verschiedenen Richtungen. Um das
Problem der Rundungsfehler zu 16sen, werden die orthogonalen Vektoren vor
jedem Schritt normalisiert.

Zur numerischen Berechnung von Lyapunov-Exponenten ist eine ganze
Reihe von Verfahren entwickelt worden.'®® Manche dieser Verfahren sind
sogar fiir experimentelle Daten geeignet, bei denen das zugrunde liegende
Gleichungssystem nicht bekannt ist.

3.5.6 Fraktale Dimension

Nach unserer Anschauung hat der uns umgebende Raum drei Dimensionen,
eine Ebene zwei. Eine Linie identifizieren wir mit der Dimension eins, und
Physiker pflegen in den vier Dimensionen der Raumzeit zu denken. Die Di-
mension kann man dabei denken als die Anzahl der unabhéngigen Koor-
dinaten, die notwendig ist, um einen Punkt zu lokalisieren.!8! Lisst man
die Anschauung, die ja schon bei der vierdimensionalen Raumzeit einige
Schwierigkeiten bereitet, beiseite, ergibt sich die Verallgemeinerung auf den
n-dimensionalen Raum beinahe von selbst.

Bei der Entwicklung eines mathematisch prazisen Dimensionsbegriffs kam
es vor allem darauf an, dass topologisch dquivalente Figuren auch dieselbe
Dimension haben. Topologische Aquivalenz bedeutet, dass man die Figuren
durch Stauchung, Dehnung oder Kriimmung ineinander iiberfiihren kann,
als bestiinde der sie umgebende Raum aus Gummi.'®? Dies entspricht etwa
dem Effekt, den die Gravitation auf die Raumzeit hat, was sich z.B. in der
Ablenkung von Lichtstrahlen zeigt.!33 Schnittpunkte von Linien oder Locher
in Figuren, z.B. in einem Torus, bleiben hingegen unveréndert. Es entspricht
der Intuition, dass solchermafen dhnliche Objekte auch dieselbe Dimension
haben sollten.

Die Uberdeckungsdimension ist in diesem Sinne topologisch invariant. Sie
wird berechnet, indem man die zu betrachtende Figur mit offenen Kugeln so

180 ygl. Shimada und Nagashima (1979), Bennettin, Galgani, Giorgilli und Strelcyn (1980),
Wolf (1986), Eckmann und Ruelle (1985), Kurths und Herzel (1987). Eine vergleichende
Diskussion findet sich bei Geist, Parlitz und Lauterborn (1990) und Loist] und Betz
(1996).

181 ygl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1992), S. 130.

182 ygl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1992), S. 128.

183 Vgl. Gerthsen (1997), S. 861.
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76 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

Quelle: Peitgen, Jiirgens und Saupe (1992), S. 133

Abbildung 3.13: Uberdeckung einer Kurve durch Kreise

{iberdeckt, dass sie sich moglichst wenig iiberschneiden. Gelingt eine Uber-
deckung dergestalt, dass alle Schnittmengen zwischen den Kugeln leer sind,
hat die Figur die Dimension null. Dies ist der Fall bei unzusammenhéingen-
den Punktmengen. Bei einer Kurve ist es moglich, diese mit Kreisscheiben,
also Kugeln der Dimension zwei, zu iiberdecken, so dass sich immer nur je
zwei Kreise iiberschneiden. Dies ist in Abbildung 3.13 dargestellt. Dort sieht
man auch, dass durchaus Uberdeckungen méglich sind, bei denen sich je-
weils mehr als zwei Kreise iiberschneiden, jedoch keine Uberdeckung ganz
ohne Uberschneidung. Um sich dies zu verdeutlichen, bemerke man, dass die
Kreise offen sind, die Rénder also nicht dazugehoéren.

Die Uberdeckungsdimension ist immer eine natiirliche Zahl. Die Entde-
ckung raumfiillender Kurven hat aber gezeigt, dass diese intuitiv geprig-
te Vorstellung von Dimension nicht geniigt. Peano und Hilbert diskutier-
ten Kurven, die jeden Punkt eines Flichenstiicks treffen.!® Zwar gelang der
Nachweis, dass die Vorstellung von der topologischen Invarianz richtig ist,
doch wurden im Zuge dieser Diskussion auch Dimensionsbegriffe entwickelt,
die auf andere Eigenschaften der Figuren abzielen. Diese Dimensionen kén-
nen auch gebrochene Zahlen sein, was den Objekten mit nicht-ganzzahliger
Dimension den Namen Fraktale eingetragen hat.!8

Ein einfach zu konstruierendes Fraktal ist die Koch-Kurve in Abbildung
3.14.'% Die Idee ist, eine stetige Kurve zu finden, die an keinem Punkt diffe-
renzierbar ist. Sie miisste also aus lauter Ecken bestehen, so dass sich nirgends

184 ygl. Peano (1890) und Hilbert (1891), zitiert nach Peitgen, Jiirgens und Saupe (1992),
S. 115.

185 Der Begriff ist abgeleitet vom lateinischen frangere — zerbrechen.

186 Vgl. von Koch (1904) und von Koch (1906), zitiert nach Peitgen, Jiirgens und Saupe
(1992), S. 107.
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3.5. CHAOS IN MEHRDIMENSIONALEN SYSTEMEN 77

AN
S S U S i

In Anlehnung an: Peitgen, Jiirgens und Saupe (1992), S. 112

Abbildung 3.14: Konstruktion der Koch-Kurve

eine Tangente anlegen lasst. Ausgangspunkt der Konstruktion ist eine Stre-
cke, deren mittleres Drittel durch ein gleichseitiges Dreieck ohne Grundseite
ersetzt wird. Fiir die entstehenden vier Strecken wird diese Prozedur wie-
derholt. Setzt man fort bis ins Unendliche, erhilt man als Grenzobjekt die
Koch-Kurve. Eine andere Vorgehensweise fiihrt zum selben Ergebnis, lasst
sich aber leichter exakt beschreiben. Man verkleinere die Ausgangsfigur um
den Faktor 1/3 und klebe vier Kopien davon so zusammen, dass die oben
beschriebene Figur entsteht. Bezeichnet man die vier Ahnlichkeitstransfor-
mationen (Skalierung und Anordnung) mit w;, i=1,...,4, ist das Bild die
Vereinigungsmenge W der transformierten Kopien der Ausgangsfigur A:

W(A) = wi(A) Uwy(A) Uws(A) Uwy(A)

Die Transformation W wird auch Hutchinson-Operator genannt.'®” Die w;

lassen sich durch folgende Gleichungen beschreiben!8®

1

wl(xa y) = gm) %y)
1 V3 1+v3 1

'lU2(l',y) - (’éz - _6__y+ §7 6 —Zz+ gy)
1 V3 1 3 1 3

ws(z,y) = (g2 + Y+ 5, o+ oy + )
1 11

wila,p) = (ba+ 3, 2)

187 ygl. Hutchinson (1981).
188 Vgl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1992), S. 202.
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78 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

Bezeichnet man die Koch-Kurve mit K, ldsst sie sich als Fixpunkt des
Hutchinson-Operators W darstellen!®®:

W(K) =K

In dieser Formulierung lasst sich ein Phinomen erkennen, das fiir Fraktale
charakteristisch ist, die Selbstdhnlichkeit. Da der Operator W die Koch-Kurve
unverandert ldsst, muss eine Vergrofierung eines Teils der Koch-Kurve um den
Faktor drei wieder die Koch-Kurve ergeben, oder anders ausgedriickt: Das
Detail gleicht dem Ganzen exakt.

Die Koch-Kurve ist topologisch dquivalent zu einer Strecke, was sich auch
in der gleichen Uberdeckungsdimension eins ausdriickt. In einer anderen Hin-
sicht unterscheiden sich die beiden Objekte jedoch voneinander: Die Koch-
Kurve hat unendliche Liange. Denn bei jedem Konstruktionsschritt verlangert
sich das Gebilde um den Faktor 4/3. Dennoch befindet sich die Koch-Kurve
auf einer begrenzten Fliche.

Die Selbstdhnlichkeit gab Anlass, den Begriff der Dimension unabhin-
gig von topologischen Eigenschaften zu fassen. Es widerstrebt der Intuition,
einer unendlichen langen Kurve auf begrenzter Fliche dieselbe Dimension
zuzuweisen wie einer Strecke. Die Selbstihnlichkeitsdimension beruht auf der
Beobachtung, dass auch nicht-fraktale Objekte selbstahnlich sein kénnen und
es einen Zusammenhang zwischen Verkleinerungsfaktor und Anzahl der ver-
kleinerten Teile gibt. Verkleinert man z.B. einen Wiirfel mit dem Faktor s,
so kann man den urspriinglichen Wiirfel aus 1/s3 kleinen Wiirfeln wieder
zusammensetzen. Definiert man als Selbstahnlichkeitsdimension den Expo-
nenten D des Zusammenhangs

1

5 (3.19)

a =
so erhalt man fiir eine Strecke D = 1, fiir ein Quadrat D = 2 und fiir
einen Wiirfel eben D = 3, also die gewohnten Uberdeckungsdimensionen.
Fiir diese Objekte ist der Verkleinerungsfaktor beliebig. Bei der Koch-Kurve
ist er hingegen durch die Konstruktion festgelegt, nimlich 1/3. Die Anzahl
der Teile, aus der man die Koch-Kurve wieder zusammensetzen kann, ist vier.
Damit gilt Beziehung 3.19, da 4 = 3°. Lést man dies nach D auf, erhélt man
als Selbstiahnlichkeitsdimension fiir die Koch-Kurve D =1n4/1n3 ~ 1,2619.

Die solchermafen direkte Berechnung ist nur bei Konstrukten wie der
Koch-Kurve moglich. Doch auch nicht exakt selbstdhnlichen Strukturen ldsst

189 Der Existenzbeweis wird an dieser Stelle nicht gefiihrt.
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3.5. CHAOS IN MEHRDIMENSIONALEN SYSTEMEN 79

sich bisweilen keine ganzzahlige Dimension sinnvoll zuordnen. Das Ergebnis
der Vermessung einer Kiistenlinie beispielsweise hingt stark von der Auflo-
sung der zugrundegelegten Karten ab. Die empirisch ermittelte Dimension
der Kiistenlinie von Grofbritannien betragt 1,36. Eine sinnvolle Linge kann
man ihr nicht zuordnen.!*

Mittlerweile ist eine ganze Reihe von Dimensionsbegriffen eingefiihrt wor-
den, die alle miteinander verwandt sind.!®! Sie sind nicht in allen Fil-
len sinnvoll, manchmal stimmen sie iiberein, manchmal nicht.%? Angeregt
wurde die Entwicklung verschiedener Dimensionen von der grundlegenden
Arbeit von Hausdorff, der die Uberdeckungsdimension verallgemeinerte.'%
Die Hausdorff-Dimension Dy einer Menge A C R™ beruht auf dem s-
dimensionalen Hausdorff-Ma#:

h*(A) = 11_1’% inf {ZO: diam (U,-)’} .

Die U; sind offene Uberdeckungen von A mit Durchmessern diam (U;) < e,
die in die s-te Potenz erhoben werden. Die Durchmesser sind definiert als

diam (U) = sup{|lz — y|| fiir alle 2,y € U}

mit ||-|| als Euklidischer Norm. Die Reihen sind endlich oder unendlich. Fiir
jede Menge A gibt es nun eine Zahl Dg(A), so dass

hs(A) _ 0 fiir s > DH(A)
" oo fiir s < Dy(A).

Die Hausdorff-Dimension Dy(A) ist definiert als

Dy (A) = inf{s|h*(A) = 0} = sup{s|h*(A) = oo}.

Bei der konkreten Berechnung der Hausdorff-Dimension gibt es eine Rei-
he von Schwierigkeiten, die die Entwicklung der Box-Dimension D, moti-
viert haben. Die beiden Dimensionsbegriffe sind nicht dquivalent, stimmen
jedoch fiir eine groRe Klasse von Fraktalen iiberein.!® Die grofte Schwie-
rigkeit der Hausdorff-Dimension liegt in der Bestimmung der Ausdriicke

190 ygl. Mandelbrot (1967).

191 ygl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1992), S. 245.

192 Vgl. zu den Einzelheiten z.B. Falconer (1990) und Farmer, Ott und Yorke (1983).
193 Vgl. Hausdorff (1918).

194 Vgl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1992), S. 264.
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80 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

Y, diam (U;)°. Die Box-Dimension ersetzt diam (U;)* durch €°. Es sind al-
so nicht mehr beliebige Uberdeckungen erlaubt, sondern nur noch solche mit
Durchmesser diam (U;) = e. Die Definitionen als Grenzwerte fiir € — 0 ge-
wahrleisten in den meisten Fillen Ubereinstimmung der beiden Dimensionen.

Der Vorteil der Bozdimension liegt in der leichten Berechenbarkeit. Dazu
unterteilt man eine Teilmenge von R", die die Menge A ganz enthilt, in
Kuben der Seitenldnge ¢ und zahlt, wie viele dieser Kuben Elemente aus A
enthalten. Diese Zahl heift N,(4). Es gilt'%

log Ne(4)
oo “logl/e

Diese Definition besagt, dass N(A) o< €°. Der Ausdruck N¢(A)e™* iibernimmt
die Rolle des Hausdorff-Mafes. Die Zahlung wird fiir verschiedene ¢ durchge-
fiihrt, so dass man die Boxdimension als Proportionalitdtsfaktor berechnen
kann. Der Algorithmus ist auch fiir empirische Daten anwendbar, hier muss
der Proportionalitatsfaktor geschatzt werden, wofiir sich die Methode der
kleinsten Quadrate anbietet.

Dy(A) = lim

Eine Schwiche der Boxdimension besteht darin, dass bei der Zahlung
der Kuben unbeachtet bleibt, dass in einem Kubus mehrere Elemente aus
A liegen konnen. Man iiberwindet diesen Mangel, indem man die Kuben
entsprechend gewichtet. Die Gewichtung erfolgt iiber das natiirliche Mag u.
Wir betrachten den Attraktor A eines Systems X1 = f(xx). Das natiirliche
MaR einer Menge B C R" ist

) = Jim s kE_;lB(x'e

mit

1 firzeB
1 =
5() {0 sonst.

Fiir stetige Systeme % = f(x) definiert man das natiirliche Maf analog:
1 t
pp = lim -—/ 1p(x(7))dT
t—oo t 0

Da u(B) den Anteil aller x;, angibt, die in B fallen, kann man

N(e)

Zp’(Bk 10g2 (1B)

k=1

195 ygl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1992), S. 264.
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3.5. CHAOS IN MEHRDIMENSIONALEN SYSTEMEN 81

als Information im Sinne der Informationstheorie von Shannon begreifen.'%
Eine Verkleinerung des Kubusdurchmessers e vergrofert die Information. Fiir
€ — 0 wichst N(e) mit 1/e logarithmisch an. Die Informationsdimension
wird definiert als

Man kann zeigen, dass Dy < D;.}%" Es sei noch vermerkt, dass man Box-
dimension und Informationsdimension in ein Spektrum von Dimensionen,
die sogenannten Rényi-Dimensionen einbetten kann, indem man die Rényi-
Information g-ter Ordnung

N(e)

1
logy ) u(Bx)*
k=1

l1—g¢g

verwendet. Die Rényi-Dimension g-ter Ordnung ist dann

Iy(e) =

, I(e)
D, =lim ———~—.
¢ = iy log,(1/s)
Die Boxdimension entspricht Dy, die Informationsdimension D;.

Die Informationsdimension beriicksichtigt zwar das natiirliche Maf der
Kuben, das Problem der praktischen Berechnung besteht jedoch weiterhin.
Nach einer Vermutung von Kaplan und Yorke gibt es nun einen Zusammen-
hang zwischen Informationsdimension und den Lyapunov-Exponenten eines
Systems. In R™ hat man n der Grofe nach geordnete Lyapunov-Exponenten
A1 2> --- > A\, Die Lyapunov-Dimension Dy, wird definiert als

0 firm=20
Dy = m+|T,,.1_+1"|Z?=1)‘k firdo<m<n
n fiir m = n,

wobei m die grofte ganze Zahl ist mit Y ,., \x > 0. Die Vermutung von
Kaplan und Yorke besagt, dass!®®

Dy = Dy.

Die Vermutung wurde bislang nicht streng bewiesen, doch in vielen Untersu-
chungen und numerischen Experimenten belegt, so dass eine Anwendung der
Lyapunov-Dimension aufgrund der im Verhaltnis zur Informationsdimension
guten Berechenbarkeit von Lyapunov-Exponenten als sinnvoll erscheint.

196 Vgl, Shannon (1948).

197 ygl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1992), S. 308.

198 In Kaplan und Yorke (1979) wurde noch angenommen, dass Dy = Ds. Dies wurde
spater aufgegeben und durch die Vermutung D; = Dy ersetzt. Vgl. Frederickson,
Kaplan, Yorke und Yorke (1983).
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82 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

3.5.7 Zwei seltsame Attraktoren

Um ein Bild von der Asthetik und dem Detailreichtum seltsamer Attraktoren
zu vermitteln, werden hier zwei Beispiele vorgestellt: der Hénon-Attraktor!®®
und der Lorenz-Attraktor?®. Wie die meisten seltsamen Attraktoren gibt es
auch bei diesen beiden zahlreiche ungeloste Fragen. Wir werden allerdings
weder diesen Fragen nachgehen, noch die bislang gewonnenen Erkenntnisse
im Einzelnen nachzeichnen.

Der Hénon-Attraktor beruht auf dem diskreten, zweidimensionalen Sys-

tem ! )
_f(ytl—-a-x
H(x,y)—< b1 ) (3.20)
das eine Erweiterung der logistischen Parabel in zwei Dimensionen darstellt.
Setzt man in Gleichung (3.20) b = 0, ergibt sich ein der logistischen Parabel
nach Gleichung (3.8) dquivalenter Iterator.?0! Fiir die Parameterwerte a =
1,4 und b = 0, 3 erhilt man den in Abbildung 3.15 dargestellten Attraktor.

Bei oberflichlicher Betrachtung erweckt der Hénon-Attraktor den Ein-
druck, als sei er aus wenigen, parabeldhnlichen Kurven zusammengesetzt.
Ein Zoom in das Késtchen der Abbildung 3.15 offenbart die fraktale Struk-
tur des Attraktors. In Abbildung 3.16 wird deutlich, dass der Attraktor aus
vielen Schichten besteht. Je weiter man den Bildausschnitt vergrofert, desto
mehr Schichten kommen zum Vorschein — es gibt unendlich viele. Dies ist
eine Folge des nichtlinearen Terms in Gleichung (3.20); die Geometrie der
Gleichung lisst sich am besten als Strecken und Falten beschreiben.?? Der
Attraktor hat eine fraktale Struktur, in Abbildung 3.16 ist eine Struktur
dhnlich einer Cantormenge erkennbar.

Die Dynamik auf dem Attraktor ist in der Tat chaotisch. Die in Abbildung
3.17 oben dargestellten Bahnen fiir z; und y; zeigen das typische, scheinbar
regellose Muster, das von der logistischen Parabel her vertraut ist. Im unteren
Teil von Abbildung 3.17 ist die Entwicklung der Differenz zweier Bahnen
dargestellt, deren Startwerte um weniger als 0,001 auseinander liegen. Die
sensitive Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen ist gut zu erkennen.

Die Berechnung von Lyapunov-Spektrum und Lyapunov-Dimension be-
statigt die augenscheinlichen Ergebnisse. Man errechnet das Lyapunov-

199 Vg1, Hénon (1976).

200 ygl. Lorenz (1963).

201 Die Aquivalenz ist durch Variablentransformation leicht zu beweisen. Vgl. Peitgen,
Jiirgens und Saupe (1994), S. 234f.

202 ygl. hierzu ausfiihrlich Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 218ff.
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3.5. CHAOS IN MEHRDIMENSIONALEN SYSTEMEN 83

N\
/ z

Abbildung 3.15: Hénon-Attraktor

Abbildung 3.16: Hénon-Attraktor — Detailansicht

Spektrum {1, A2} = {0,42,-1,62} und die Lyapunov-Dimension D =
1,25. Ein positiver Lyapunov-Exponent zeigt die Sensitivitdt an, das gebro-
chene DimensionsmaR die fraktale Struktur des Attraktors.203

203 Ausfiihrlichere Diskussionen des Hénon-Systems liefern Peitgen, Jiirgens und Saupe
(1994), S. 217ff., und Strogatz (1994), S. 429ff.
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84 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

Abbildung 3.17: Bahnen auf dem Hénon-Attraktor

Der Lorenz-Attraktor ist gleichsam der Ausgangspunkt der Chaosfor-
schung.?0* Das Differentialgleichungssystem

—o(—z+vy)
=|rz—y—zz (3.21)
—bz 4+ zy

N 2 B

stellt ein stark vereinfachtes Modell von thermischer Konvektion dar, d.h. von
senkrechten Bewegungen von Luftmassen durch Hitzeeinstrahlung. Die Glei-
chungen beschreiben exakt die Bewegung eines Wasserrades, die mit Kon-
vektionen in der Atmosphire vergleichbar sind.?®® Der in Abbildung 3.18
dargestellte Attraktor erinnert an einen Schmetterling. Die Parameterwerte
betragen o = 10, r = 28 und b = 8/3. Auch hier lassen sich die Sensiti-
vitdt und die fraktale Struktur mittels Lyapunov-Spektrum und Lyapunov-
Dimension nachweisen. Man erhélt durch numerische Simulation die Werte
{/\1, >\2, Ag} = {0, 905, 0, —14, 57} und DL = 2, 062.

204 ygl. die Ausfiihrungen in Kapitel 2.
205 Vgl. Strogatz (1994), S. 301ff.
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3.6. BIFURKATIONSTHEORIE 85

Abbildung 3.18: Lorenz-Attraktor

Dass die Trajektorien chaotisch verlaufen, zeigt Abbildung 3.19. Es ist in
keiner Dimension ein Muster erkennbar, weder ein periodischer Grenzzyklus,
noch ein Fixpunkt.

3.6 Bifurkationstheorie

3.6.1 Begriff der Bifurkation

Wir haben gesehen, dass die logistische Parabel z;1, = a - z;(1 — z;) to-
pologisch chaotisch fiir a = 4 ist und mit Hilfe des Lyapunov-Exponenten
untersucht, wie stark die Sensitivitat fiir verschiedene Werte des Parameters
a ausgepragt ist. Es zeigte sich, dass die logistische Parabel je nach Wert von
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86 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

8

AL L | )
AR

y

Abbildung 3.19: Trajektorien auf dem Lorenz-Attraktor

a stabiles oder sensitives bzw. chaotisches Verhalten zeigen kann, d.h. Sta-
bilitdt und Chaos finden sich in demselben Bewegungsgesetz. Es gibt einen
wohldefinierten Weg von der Ordnung ins Chaos, der sich an dem Parameter
a festmachen lasst. Anhand der logistischen Parabel soll studiert werden, wie
sich das Verhalten eines dynamischen Systems mit einem Parameter dndert.
Eine solche Verhaltensiinderung heift Bifurkation.

Allgemein werden Familien von reellwertigen Funktionen betrachtet, die
von einem Parameter abhingen?%:

F(z,a) = fa(-’L'),
wobei z sowohl Skalar als auch Vektor sein kann.

Solche Situationen sind in 6konomischen Modellen allgegenwirtig. Para-
meter spiegeln exogene Einfliisse wider, die nicht modellimmanent erklart

206 Vgl. Devaney (1989), S. 80.

Lars Otterpohl - 978-3-631-75508-2
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:01:56AM
via free access



3.6. BIFURKATIONSTHEORIE 87

werden sollen oder konnen. Im Gegensatz etwa zu physikalischen Modellen
gibt es fiir sie in 6konomischen Modellen in der Regel keine universell giilti-
gen Werte. Oftmals lassen sich solche Werte selbst empirisch nicht oder nur
mit grofer Ungenauigkeit ermitteln. Es ist nun wiinschenswert zu wissen,
ob und wie das qualitative Verhalten eines dynamischen Modells von den
Parameterwerten abhingt.20?

Die graphische Darstellung von Bifurkationen erfolgt in Feigenbaum-
Diagrammen, in denen die Attraktoren auf der Ordinate gegen den Para-
meterwert a auf der Abszisse abgetragen werden. Das bekannteste Beispiel
ist das Feigenbaum-Diagramm in Abbildung 3.20, das die Bifurkationen der
logistischen Parabel f,(z) = a-z(1—z) zeigt. Es wird im néchsten Abschnitt
ausfiihrlich besprochen. Es gibt aber auch weniger komplizierte Feigenbaum-

Diagramme, z.B. das des Systems E,(z) = a - ¢.2%8

26 2.8 3 32 34 36 38 4

In Anlehnung an: Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 138

Abbildung 3.20: Feigenbaum-Diagramm der logistischen Parabel

Bifurkationen finden sich in der Néhe nicht-hyperbolischer Fix- und pe-
riodischer Punkte?®®. Der Gehalt des folgenden Satzes ist: Eine Funktionen-
familie F(z,a) = f,(z) habe fiir ein bestimmtes ao einen hyperbolischen
Fixpunkt. Dann findet sich fiir Parameterwerte a in der Nihe von ao auch
nur jeweils ein Fixpunkt. Damit &ndert sich das qualitative Verhalten des

207 Vgl. Lorenz (1993), S. 80.

208 Vgl. Devaney (1989), S. 86. Dort wird jedoch in Fig. 12.6 im Unterschied zu Abbildung
3.20 auch der instabile Pfad des Fixpunktes jenseits der Bifurkation gezeigt.

209 Siehe nochmals Definition 3.6 auf Seite 34.
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88 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

Systems durch die Parameterdnderung nicht, es liegt keine Bifurkation vor.
Die Beweisidee beruht darauf, dass man im Feigenbaum-Diagramm einen
funktionalen Zusammenhang zwischen a und z findet, d.h. jedem a in der
Nihe von ay ist genau ein Fixpunkt zugeordnet.?'?

Satz 3.22
Sei f,(z) eine in z und a stetig differenzierbare Funktionenfamilie mit dem
Parameter a. Fiir ein ag gebe es ein zy, so dass

fao(@o) =z0 und f (zo) # L.

Dann gibt es eine Umgebung U um ag und V um z, und eine stetige Funktion
¢: U — V,sodass firallea € U

2o =@(ap) und fo(4(a)) = #(a).

Auferdem hat f, keine anderen Fixpunkte in V.

Beweis. Wir betrachten die Funktion G(z,a) = f,(z) — z. Nach Vorausset-
zung ist G(zo, ap) = 0 und
0G(zg, a
__(a_:;ﬂ_)_ = foo (7o) =1 #0.
Mit diesen Eigenschaften sind die Voraussetzungen des Satzes iiber implizite
Funktionen?!! erfiillt, und die Existenz einer stetigen Funktion ¢: U — V
mit ¢(ap) = zo und G(é(a),a) = 0 fiir alle a € U garantiert. AuBerdem ist
G(z,a) # 0 fir z # ¢(a). [ |

In reellwertigen, eindimensionalen Systemen finden sich zwei Typen der
Bifurkation am haufigsten: die Sattelpunktbifurkation und die Periodenver-
dopplung. Beide sollen hier kurz besprochen werden. Im Anschluss daran
wird die Hopf-Bifurkation vorgestellt, die nur in mehrdimensionalen Syste-
men auftauchen kann.

Um die weitere Analyse zu vereinfachen, benutzen wir folgendes

Lemma 3.23
Die Funktionenfamilie f, erfiille die Voraussetzungen von Satz 3.22. Dann
hat die Funktionenfamilie

ga(z) = fa(z + ¢(a)) - ¢(a)

an der Stelle z = 0 einen Fixpunkt fiir alle a. Die dynamischen Eigenschaften
von f, und g, stimmen iiberein.

210 vgl. Devaney (1989), S. 84.
211 ygl. Forster (1993), S. 71.
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3.6. BIFURKATIONSTHEORIE 89

Beweis. Aus der Konstruktion von g, folgt
Va: ga(0) = fa(#(a)) — ¢(a) =0.

Auferdem ist g, topologisch konjugiert zu f, iiber den Homéomorphismus
he(z) = 2 — ¢(a). ]

Mit Hilfe dieses Lemmas konnen wir uns auf Fixpunkte im Ursprung
beschrinken und die Ergebnisse auf den allgemeinen Fall iibertragen.?!2

3.6.2 Sattelpunktbifurkation

Wenn ein System eine Sattelpunktbifurkation erfdahrt, entstehen zwei Fix-
punkte, ein Attraktor und ein Repellor. Der folgende Satz fasst die Voraus-
setzungen fiir eine Sattelpunktbifurkation zusammen. Die Idee des Satzes
3.24 liegt darin, die Existenz einer Funktion ¢: U — R, z + a zu zeigen?!3,
die jedem Fixpunkt der Funktionenfamilie f, den zugehorigen Parameter-
wert a zuordnet. Diese Funktion hat ein Extremum bei z = 0 mit ¢(0) = ay
und fiir a > ap bzw. a < ag einen stabilen und einen instabilen Ast, wie

Abbildung 3.21 links zeigt.

1 /mﬁ(x) I M)
I a \ a

I
ap l ap

Abbildung 3.21: Sattelpunktbifurkation (links) und Periodenverdopplung
(rechts)

Satz 3.24
Sei fo: R — R,z — f4(z) eine in z und a zweimal stetig differenzierbare
Funktionenfamilie mit folgenden Eigenschaften:

212 Vg]. Devaney (1989), S. 87.
213 ygl. Devaney (1989), S. 88.
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90 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

(i) fa(0) =0
(if) fo,(0) =1
(iii) fz(0) #0und < oo

() 230

£ 0.

a=ag

Dann gibt es eine Umgebung U um 0 und eine stetige Funktion ¢: U — R
mit ¢(0) = ap und
fo)(z) = .

Auferdem besitzt ¢ an der Stelle 0 ein lokales Extremum.

Beweis. Wir definieren G(z,a) = f,(z) — z und wenden darauf den Satz
iiber implizite Funktionen an. Zunéchst halten wir fest, dass G stetig par-
tiell differenzierbar in 2 und a ist. Dies folgt unmittelbar aus der stetigen
Differenzierbarkeit von f,. Auferdem gilt:

G(0,a0) =0 und 9G(0,a0) _ 9£a(0)

Oa Oa 7 0.

a=ag

Es existiert also eine stetige Funktion ¢(z), die G(z, ¢(z)) = 0 geniigt. Aus
der Kettenregel der Differentiation folgt:

0G(z,¢(z)) | 9G(z,4(c))
Oz a

¢'(z) =0

o
0G(z,
Wb -1
3G§x,¢(z)) afa z ,
a a

Die zweite Ableitung an der Stelle z = 0 lautet

¢"(0) = - (aG (0, $(0)) )2 =— Q%;@

= ¢'(z) =

so dass ¢’(0) = 0.

£0.

a=ag
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3.6. BIFURKATIONSTHEORIE 91

3.6.3 Periodenverdopplung

Ein ganz dhnlicher Satz wird nun fiir den anderen Fall, die Periodenverdopp-
lung gezeigt. Er fasst die Voraussetzungen zusammen, unter denen sich ein
Fixpunkt bei Variation des Parameters in einen Zyklus der Periode 2 ver-
zweigt.?'* Es wird ebenfalls eine Funktion ¢: U — R, = — a konstruiert,
deren Aste jetzt aber fiir zweiperiodige Zyklen stehen. Abbildung 3.21 stellt
diese Funktion auf der rechten Seite dar. Die dort dargestellte parabolische
Form der Funktion ¢ entsteht, wenn die Schwarzsche Ableitung

-5-3(68)

fiir z = 0 und a = ap ungleich Null ist.?!

Sfa(z)

Satz 3.25
Sei f,: R — R,z — f,(z) eine in z und a stetig differenzierbare Funktio-
nenfamilie mit folgenden Eigenschaften:

(i) fo(0) =0 fiir alle @ in einem Intervall um ag

(i) f3,(0) = -1
(i) J-a—la fa((lo)

Dann gibt es ein Intervall / um 0 und eine Funktion ¢: I — R, so dass

fo@)(z) #z  aber fz(z)(z) =z.

# 0.

a=ag

Beweis. Wir definieren G(z,a) = f2(z) — z und

H(z,0) = ﬂfﬂ firz#0
’ %5(0,a) firz=0.

Im Gegensatz zum vorhergehenden Beweis kann man nicht direkt mit G
arbeiten, da 92%2;102 = 0. Dies ergibt sich aus der Voraussetzung f,(0) =0 in
einer Umgebung von ag, denn damit &dndert sich der Funktionswert bei einer
infinitesimalen Variation von a in ag nicht.

214 Vgl. Devaney (1989), S. 90.
215 Vgl. Devaney (1989), S. 69 und 91f.
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92 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

Wir priifen nun, ob H an der Stelle (0, ap) die Voraussetzungen des Satzes
iiber stetige Funktionen erfiillt. Zunéchst ergibt sich aus der Regel von de
’'Hoépital®!6:

lim G(z,q)  lim 0G(z,a) _
z—0 z z—0 oz
Auferdem gilt noch
0G(0,a , ,
H(0,0) = 2222 _ (12 0y -1 = (1,02 -1 =0,

d.h. H ist an der Stelle (0, ao) stetig.
Die Existenz stetiger partieller Ableitungen ist fiir z # 0 und a klar. Fiir

z = 0 berechnen wir

0H(z,a) 1 <3G’(z,a)

T-x-a(z,a)).

Wiederum mit der Regel von de I’Hépital erhédlt man daraus
0H(0,a) EBZG(O, a)
or 2 9z

lim
z—0 az ,’E2

Geméf Voraussetzung haben wir schlieklich

0G(0,a0) _ (2O =1)|  _ oL
oz da a=ap da -

Also existiert eine stetige Funktion ¢(z) in einer Umgebung von 0, die
¢(0) = ao und H(z, ¢(z)) = 0 geniigt. Damit ist G(z, ¢(z)) /z = 0 fiir z # 0,
so dass z ein Punkt der Periode 2 fiir fy) ist. Aus Satz 3.22 folgt zudem,
dass z kein Fixpunkt fiir fj ) ist. |

3.6.4 Hopf-Bifurkation

Die Hopf-Bifurkation tritt in mindestens zweidimensionalen stetigen und dis-
kreten Systemen auf.?” Wir kénnen uns hier auf den zweidimensionalen dis-
kreten Fall beschranken. Wenn ein System eine Hopf-Bifurkation durchlauft,

216 Nach der Regel von de I'Hépital folgt fiir zwei in einer Umgebung von ¢ diffe-
renzierbare Funktionen f(z) und g(z) aus limy_¢ f(x) = lim;_¢g(z) = 0, dass
limg—¢ f(z)/g9(z) = limy_¢ f’(x)/g'(xz). Man kann damit also Grenzwerte von Aus-
driicken der Form 0/0 berechnen. Analoge Formeln existieren fiir Ausdriicke oo/oo.
Vgl. Chiang (1984), S. 429, und Heuser (1994), S. 287.

217 In diskreten Systemen heift sie zur Unterscheidung auch Neimark-Sacker-Bifurkation,
so etwa in Kuznetsov (1995).

Lars Otterpohl - 978-3-631-75508-2
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:01:56AM
via free access



3.6. BIFURKATIONSTHEORIE 93

bedeutet dies, dass ein stabiler Fixpunkt bei Parameterinderung instabil
wird und von einer geschlossenen Kurve umgeben wird. Die Kurve zieht alle
Bahnen an, gleich ob sie innerhalb oder auerhalb der Kurve starten, aufer
solche, die im instabilen Fixpunkt beginnen.?!8

Der folgende Satz fasst die Kriterien fiir eine Hopf-Bifurkation zusam-
men:2!?

Satz 3.26

Sei f,: R2 — R% x — f(x) eine in a und x stetig differenzierbare Funk-
tionenfamilie. Die Kurve der Fixpunkte x*(a) sei stetig differenzierbar mit
komplex-konjugierten Eigenwerten A(a) = a + 3 - i der Jacobi-Matrix zu f,.
Es gebe ein ap mit folgenden Eigenschaften:

(i) [Ma)l =1,
(ii) A"(a) # 1 fiirn=1,2,3,4,

(iii) & ’\a“ >0.

a=ag

Dann gibt es fiir a > ap eine geschlossene attraktive Kurve um den Fixpunkt
x*(a).

Der Beweis ist sehr lang und technisch und soll hier nicht wiedergegeben
werden.?? Die Idee besteht darin, die Hopf-Bifurkation fiir eine sogenannte
Normalform??! zu demonstrieren und dann zu zeigen, dass alle Systeme, die
die Eigenschaften von Satz 3.26 erfiillen, lokal topologisch dquivalent sind.
Die Bedingungen (ii) und (iii) stellen sicher, dass die Bifurkation nicht de-
generiert ist.??2 Bedingung (ii) verlangt, dass in den ersten vier Iterationen
die Eigenwerte, die sich unter Iteration immer auf dem Einheitskreis in der
komplexen Ebene bewegen, nicht auf der reellen Achse liegen; Bedingung
(iii) fordert, dass die Bifurkation bei Parameterdnderung mit positiver Ge-
schwindigkeit ablduft, d.h. die Eigenwerte den Einheitskreis mit positiver
Geschwindigkeit passieren.

218 ygl. Kuznetsov (1995), S. 115.

219 Vgl. Lorenz (1993), S. 115f.

220 ygl. Kuznetsov (1995), S. 114ff.

221 Vgl. Gleichung 4.15 in Kuznetsov (1995), S. 117.
222 Vgl. Kuznetsov (1995), S. 124.
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94 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

3.6.5 Ein Musterbeispiel: Periodenverdopplung in der
logistischen Parabel

Von der Chaostheorie am griindlichsten erforscht ist die Periodenverdopplung
der logistischen Parabel z;1; = a-z(1 —z;). Anhand ihrer lisst sich der Weg
von der Ordnung ins Chaos in allen wichtigen Aspekten aufzeigen.??® Im Fol-
genden wird daher dieser Weg, dessen Darstellung im Feigenbaum-Diagramm
eine dhnliche Beriihmtheit erlangt hat wie die Mandelbrot-Menge??, in der
gebotenen Kiirze nachgezeichnet?2.

Die logistische Parabel z;4; = a - z;(1 — z;) besitzt fiir Parameterwerte
0 < a < 1 den stabilen Fixpunkt (0,0), gegen den alle Startwerte des Ein-
heitsintervalls konvergieren. Bei a = 1 erfahrt die Funktion eine Bifurkation.
Es entstehen zwei Fixpunkte an den Stellen 0 und (a — 1)/a, die beide die
Fixpunktgleichung az(l — z) = z erfiillen. Wahrend der erste nur die Ur-
bilder 0 und 1 besitzt und somit abstofend ist, ist der andere anziehend fiir
das offene Intervall (0,1). Es lisst sich leicht nachpriifen, dass wie in Satz
3.1 vorausgesetzt gilt: I f(la-1) /a)[ < 1. Dieses Verhalten ist typisch fiir
eine Sattelpunktbifurkation. Wir wollen daher priifen, ob die Voraussetzun-
gen des Satzes 3.24 erfiillt sind. Man sieht leicht, dass in der Tat f;(0) = 0,
f1(0) = 1 und f7(0) = 1. Indes gilt f/0a = 0. Insofern handelt es sich
nicht um eine typische Sattelpunktbifurkation. Die partielle Ableitung nach
dem Parameter a gibt gleichsam die ,,Geschwindigkeit* der Verzweigung an.
Der Ursprung ist fiir alle a € (0,1) Fixpunkt, so dass die Bifurkation mit
Geschwindigkeit Null vonstatten geht.?26

Fiir 1 < a < 3 haben wir es also mit einem Attraktor (¢ —1)/a und einem
Repellor 0 zu tun??’. Das langfristige Verhalten des Systems ist daher sicher
prognostizierbar: Wenn nicht gerade die Startwerte 0 oder 1 gewahlt werden,

223 Das allgemeine Konzept der Bifurkation als Verhaltensinderung eines dynamischen
Systems bei Parameterinderung wird umfassender in Lorenz (1993), S. 80ff., diskutiert.
Lorenz unterscheidet weitere Arten von Bifurkationen, auch abhangig davon, ob es sich
um diskrete oder stetige Systeme handelt.

224 Vgl. 2.B. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 435.

225 Sehr viel ausfiihrlicher ist die Darstellung in Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S.
1311F.

226 Anders liegt der Fall bei der Sattelpunktbifurkation der Funktionenfamilie f,(z) = ae®
fiir a = 1/e. Ist a > 1/e, hat die Funktion gar keinen Fixpunkt, bei ¢ = 1/e einen
von links anziehenden, von rechts aber abstofenden Fixpunkt und bei a < 1/e zwei
Fixpunkte, einen anziehenden und einen abstofenden. Die Bifurkation verlduft hier
mit ,negativer Geschwindigkeit®, was sich auch in der partiellen Ableitung nach dem
Parameter widerspiegelt.

227 7Zu den Begriffen Attraktor und Repellor vgl. nochmals Definition 3.5 auf S. 34.
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3.6. BIFURKATIONSTHEORIE 95

wird das System gegen den Wert (a — 1)/a konvergieren, wie Abbildung 3.22
zeigt.??® Der Schnittpunkt der Parabel mit der Winkelhalbierenden kann links
oder rechts vom Extremum liegen.

Tt+1 x
a=1,8
Tt t
Tt41 T
a=2,8
Tt t

Abbildung 3.22: Phasendiagramm und Zeitreihe fiir die logistische Parabel

Wenn der Parameter den Wert a = 3 erreicht, ist der Fixpunkt (a — 1)/a
nicht mehr hyperbolisch, d.h. |f;(2/3)| = 1 nach Definition 3.6, ein Zeichen
fiir eine Bifurkation. Um die Voraussetzungen des Satzes 3.25 iiberpriifen zu
kénnen, miissen wir zu der Funktion

9a(2) = fa (z+a—1) _a-1

a a

tibergehen. Damit wird gemaf Lemma 3.23 der Fixpunkt (@ — 1)/a in den

Ursprung verschoben. Wir erhalten dann fiir g3(z) = —32% — 2 die Ergebnisse
2\/
93(0) =0, g5(0) = —1 und 9 %‘ (0) = 2. Damit ist nachgewiesen, dass

=3
fiir a = 3 eine Periodenverdopplurfg auftritt. Der Fixpunkt (a — 1)/a exis-
tiert weiterhin, wird aber abstoBend. Es tritt nun ein zweiperiodiger Orbit
{z:,zn} als Attraktor auf, der die Gleichung f2(z) = z erfiillt. Man erhélt

als Losungen dieser Gleichung die Wurzeln z;4(a) = Eﬂ@ Diese

228 ygl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 142.
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96 KAPITEL 3. NICHTLINEARE DYNAMIK

a=3
a = 3,236
a = 3,4496

In Anlehnung an: Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 161
Abbildung 3.23: Bifurkation in der logistischen Parabel

Losungen sind nur fiir a > 3 definiert und fiir a = 3 gleich. Auch hieran
kann man sehen, dass ein Orbit der Periode 2 nur fiir a > 3 existiert.???
Die weitere Entwicklung bei steigendem a wird in der Abbildung 3.23 do-
kumentiert. Hier sind neben den Graphen von f, auch die Graphen von f2
dargestellt. Die gestrichelten Quadrate in den Graphen zeigen umgedrehte
Parabeln, die den Graphen von f; bis f; entsprechen. Folglich erhalten wir
analoge Ergebnisse. Fiir ¢ = 3 verliert der Fixpunkt (a — 1)/a seine Stabi-
litit. Der Graph von f? zeigt die ,atypische* Sattelpunktbifurkation in dem
gestrichelten Quadrat. a = 3, 236 ist der superattraktive Fall; bei a = 3, 4496
verliert der zweiperiodige Zyklus schlieflich seine Stabilitdt und ein Zyklus
der Periode 4 entsteht. Wenn der Parameter weiter vergrofert wird, geht die
Stabilitit erneut verloren, so dass man einen Zyklus der Periode 8 erhélt und
so weiter. Betrachten wir die Folge (b,) von periodenverdoppelnden Parame-
terwerten etwas genauer. Die ersten Werte sind 3, 3,4495, 3,5441, 3,5644,
3,5688. Die Differenzen nehmen schnell ab, so dass die Vermutung naheliegt,

229 Vgl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 156.
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3.6. BIFURKATIONSTHEORIE 97

die Folge (d,) = (b, — bn_1) sei geometrisch.?®® Dies trifft nicht exakt zu, die
Verhiltnisse di/dr+1 konvergieren aber gegen den Wert 4,6692. .., die sog.
Feigenbaum-Konstante. Diese Zahl ist iiberraschenderweise universell, d.h.
sie gilt nicht nur fiir den speziellen Fall der logistischen Parabel, sondern fiir
eine groke Klasse von Iteratoren.?!

Durch das annidhernd geometrische Verhalten der Periodenverdopplungs-
punkte gibt es einen kritischen Wert, jenseits dessen sich die Periodenlén-
gen nicht weiter verdoppeln. Er heifit Feigenbaum-Punkt und hat den Wert
a = 3,5699.... Dadurch wird das Feigenbaum-Diagramm in zwei Bereiche
unterteilt. Fir 1 < a < 3,5699... finden wir den Periodenverdopplungs-
baum. Der Bereich 3,5699--- < a < 4 ist von Chaos bedeckt, das jedoch
kein vollstindiges Chaos im Sinne von Definition 3.7 ist. Vielmehr lassen
sich reichhaltige Strukturen entdecken, denen hier noch ein Stiick weit nach-
gegangen wird.

Betrachten wir das Feigenbaum-Diagramm, Abbildung 3.20 auf S. 87,
von rechts nach links, d.h. fiir fallende Parameterwerte. Am rechten Ende
bei a = 4 ist keine Struktur mehr zu erkennen; im Endzustand wird das Ein-
heitsintervall ganz und gleichméfig ausgefiillt. Darin spiegelt sich wider, was
in Satz 3.9 auf Seite 44 bewiesen wurde: Die logistische Parabel ist fiir a = 4
chaotisch. Gehen wir nach links im Diagramm, so wird das Band der End-
zustdnde enger, es wird von dichteren Linien durchzogen, so dass die Punkte
des Endzustandes nicht gleichmifig auf einer vertikalen Linie verteilt sind.
Mehrfach wird das Band von sogenannten Fenstern durchbrochen, in denen
der Endzustand auf wenige Punkte zusammenféllt. Bei a ~ 3,6785 spaltet
es sich in zwei Bander auf, die sich bei a ~ 3,592 in vier Bander teilen und
so fort. Man erhilt so eine Folge von Parametern, an denen sich die Binder
in doppelt so viele Bander aufspalten. Diese Folge ist recht bemerkenswert,
denn sie wird von den gleichen Eigenschaften beherrscht wie die Folge der pe-
riodenverdoppelnden Parameter im linken Teil des Feigenbaum-Diagramms.
Beide konvergieren gegen den Feigenbaum-Punkt, und in beiden konvergie-
ren die Verhéltnisse der Differenzen aufeinanderfolgender Glieder gegen die
Feigenbaum-Konstante. Insofern kann man die chaotischen Bénder auf der
rechten Seite als Spiegelbild des Periodenverdopplungsszenarios auf der lin-
ken Seite auffassen.?%?

230 Vgl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 163.
231 ygl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 167ff. und Kuznetsov (1995), S. 1271f.
232 Vgl. Peitgen, Jiirgens und Saupe (1994), S. 181.
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Kapitel 4

Koordination

4.1 Die Notwendigkeit der Koordination

Im Folgenden ist zu kliren, warum Koordination im Rahmen einer 6kono-
mischen Betrachtungsweise ein unvermeidliches Problem darstellt. Zwei Vor-
aussetzungen sind notwendig, damit das Problem der Koordination auftritt:
Arbeitsteilung und Interessenkonflikte. Erst wenn mehrere Menschen die Lo-
sung einer Aufgabe gemeinsam in Angriff nehmen, entsteht die Notwendig-
keit der gegenseitigen Abstimmung. Und nur bei einem potenziellen Konflikt
zwischen dem Interesse an der Aufgabenlosung und den Eigeninteressen der
Beteiligten reicht Koordination iiber eine blofe Frage der Kommunikation
hinaus. Daher wird zunichst das Verhaltensmodell, das auf die Interessen
des Einzelnen abhebt, das Modell des Homo oeconomicus, beschrieben. Dar-
an anschliefend wird die Rolle der Arbeitsteilung eingehend dargestellt und
zum Abschluss des Kapitels werden die wichtigsten in der Organisationstheo-
rie diskutierten Instrumente der Koordination systematisiert.

4.1.1 Das 6konomische Verhaltensmodell

Die methodologische Grundlage der Okonomik ist der methodologische In-
dividualismus. Er besagt, ,daf alle sozialen Phanomene, insbesondere das
Funktionieren der sozialen Institutionen, immer als das Resultat der Ent-
scheidungen, Handlungen, Einstellungen menschlicher Individuen verstanden
werden sollen und da wir nie mit einer Erklarung aufgrund sogenannter ,Kol-

(43

lektive* (...) zufrieden sein diirfen“. *® Eine Gruppe, etwa ein Unternehmen,

233 Popper (1945, 1992), S. 116.
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100 KAPITEL 4. KOORDINATION

kann keine eigenen Interessen haben, die nicht auf die Gruppenmitglieder
zuriickgehen, und ihnen entsprechend als Kollektiv handeln.?3* Das soll nicht
bedeuten, dass ein Unternehmen nicht nach aufen als Einheit auftreten kann.
Doch muss sich solch geschlossenes Auftreten immer auf Interessen, Entschei-
dungen und Handlungen von Individuen zuriickfiihren lassen. Das Setzen ei-
ner solchen Annahme im Rahmen eines Modells muss als methodologische
Vereinfachung verstanden werden: Das Problem, wie sich aus dem Handeln
der einzelnen Individuen ein geschlossenes Auftreten des Unternehmens nach
aufen ergibt, wird als vorab gelost angenommen.

Wenn einmal die Vorentscheidung zugunsten des methodologischen Indi-
vidualismus gefallen ist, und damit alles auf das Individuum zuriickfiithrbar
sein muss, benotigt man ein Modell menschlichen Verhaltens. In der Oko-
nomik wird das Modell des sogenannten ,Homo oeconomicus“ verwendet.
Da der Homo oeconomicus nicht nur unter Nicht-Wirtschaftswissenschaftlern
eher beriichtigt und Gegenstand zahlreicher Missverstdndnisse ist, wird die
Modellstruktur, so wie sie in dieser Arbeit zugrunde gelegt wird, an dieser
Stelle noch einmal herausgearbeitet.?3®

Der Homo oeconomicus soll nicht als Menschenbild verstanden werden
in dem Sinne, dass er zur Analyse einzelner Individuen dienen konnte?¢.
Vielmehr handelt es sich um ein Konstrukt, das geeignet ist, hdufig wieder-
kehrende und auf viele Individuen zutreffende Situationen zu untersuchen.
Das Verhalten eines Individuums wird in Abhéngigkeit situativer Einfliisse
untersucht, die streng in zwei Kategorien unterschieden werden, namlich als
eine Funktion der Priferenzen und Restriktionen. Die Praferenzen stehen fiir
die individuellen Zielvorstellungen, die Restriktionen bilden die Knappheiten
der fiir die Erreichung der Ziele verfiigbaren Mittel ab.23” Folglich ist es mit
dem Konstrukt des Homo oeconomicus mdglich, individuelles Verhalten im

Ziel-Mittel-Schema darzustellen.

Die Dichotomisierung der Einflussfaktoren beruht auf einer methodischen
Vereinfachung. Genau genommen wird némlich nicht das Verhalten eines In-
dividuums analysiert, sondern eine Verhaltensinderung als Folge einer Ver-
anderung der situativen Einflussfaktoren.23® Die Vereinfachung besteht nun
darin, dass die Préferenzen als unverdnderlich angesehen werden. Die Ver-

234 Zur organischen Staatstheorie als Beispiel eines methodologischen Kollektivismus siehe
Kirchgéssner (2000), S. 24 und 96fF.

235 Vgl. Kirchgéssner (2000), Pies (1993), S. 94ff., Becker (1976), passim.

236 Vgl. Pies (1993), S. 94.

237 In der strikten Unterscheidung zwischen Priferenzen und Restriktionen unterscheidet
sich die Okonomik von der traditionellen Soziologie. Vgl. Kirchgassner (2000), S. 13.

238 Vgl. Pies (1993), S. 95.
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4.1. DIE NOTWENDIGKEIT DER KOORDINATION 101

haltensidnderung wird als ausschliefiliche Folge verdnderter Restriktionen mo-
delliert. Als Begriindung hierfiir wird in der Regel angefiihrt, Préaferenzen
entstiinden im Zuge der Sozialisation eines Menschen und seien daher héchs-
tens langfristig verianderlich.?®® Zusitzlich wird argumentiert, Priferenzen
seien nicht bzw. hochstens indirekt?!® beobachtbar, wohingegen die Restrik-
tionen, denen menschliches Verhalten unterliegt, relativ leicht ermittelbar
seien.?! Die Annahme stabiler Priferenzen hat zu Recht unter Okonomen
und noch mehr unter Soziologen Unverstindnis hervorgerufen. Jeder kann an
sich selbst beobachten, dass sich individuelle Ziele und Vorlieben im Laufe
der Zeit eben doch verdndern, auch in fortgeschrittenem Lebensalter, wenn
die Sozialisation als abgeschlossen betrachtet werden kann. Die Annahme
gewinnt erst dann an Plausibilitdt, wenn man sich Beckers Préiferenzbegriff
zu eigen macht. Dieser bezieht sich eben nicht auf Giiter und Dienstleistun-
gen, sondern auf grundlegende Ziele wie Gesundheit, Prestige, Wohlwollen,
Neid oder Ahnliches?*?, auf die ,letzten Ziele“. Auf diese Weise erfolgt ei-
ne Trennung in Ziele und Mittel dergestalt, dass die instrumentalistische
Mittelanalyse auf all jene Zwecke ausgeweitet wird, die sich als Mittel zur
Erreichung der letzten Ziele oder Wertmafstébe, in der Sprache Max Webers
der Ideale®*®, ausweiten lisst. Insofern ist der Priferenzbegriff 4quivalent zu
inhaltsleeren Formalzielen. Ersteres macht den Homo oeconomicus, Letzteres
das Ziel-Mittel-Schema allgemein anwendbar.?** Die Abgrenzung von Prife-
renzen und Restriktionen ist in Beckers Konzept nicht der Widerschein der
Trennung von Innen- und AuRenwelt des Individuums?*®, Becker identifiziert
vielmehr das Invariante und Universelle mit den Préiferenzen und nennt al-
les Veranderliche Restriktionen. Mit diesem Kunstgriff ist die Konstanz der
Préferenzen, die somit zwar das Verhalten, nicht aber Verhaltensdnderungen
beeinflussen, per Definition sichergestellt. Pies merkt hierzu an: ,Es entbehrt
folglich nicht einer gewissen Ironie, daf ausgerechnet der Becker-Ansatz die
Perspektive fiir eine 6konomische Analyse des Préferenzenwandels eréffnet —
praziser: des Wandels jener Phidnomene, die in der Umgangssprache gemein-
hin als Priferenzen bezeichnet werden.“246

239 ygl. Kirchgassner (2000), S. 26, Blankart (1998), S. 11.

240 Zur Theorie der offenbarten Priferenzen vgl. Varian (1992), S. 131ff. Der Ansatz geht
zuriick auf Samuelson (1948).

241 Vgl Kirchgissner (2000), S. 25f.

242 gl Becker (1976), S. 4.

243 Vgl. Weber (1922, 1967), S. 151.

244 Vgl Pies (1993), S. 98

245 Schon Simon (1955), S. 101, betont, dass eine solche Trennung dazu fiihrt, dass ein
Teil der Restriktionen im Individuum selbst begriindet liegt.

246 Pies (1993), S. 99, Fn. 30.
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102 KAPITEL 4. KOORDINATION

Zu welchem Zweck macht man sich aber die Miihe, in unverinderliche Pri-
ferenzen und verdnderliche Restriktionen zu unterscheiden, wenn man dafiir
einen sehr abstrakten Priferenzbegriff in Kauf nehmen muss? Der Grund ist
methodologischer Natur. Bei der Untersuchung individueller Verhaltensénde-
rungen stellt sich ein Zurechnungsproblem. Wie lésst sich eine Verhaltensén-
derung auf Anderungen der Argumente der Verhaltensfunktion zurechnen?
Die 6konomische Analyse benutzt hier die ceteris-paribus-Klausel, d.h. die
Wirkung der Verdnderung einer einzigen Restriktion wird isoliert untersucht;
alle anderen Einflussfaktoren werden konstant gehalten. Die Anwendung der
ceteris-paribus-Klausel setzt aber unabdingbar voraus, dass sich nicht die in-
dividuellen Ziele dndern, sondern nur die Mittel zur Verfolgung dieser Ziele.
Damit wird die Annahme stabiler Préiferenzen zu einer Heuristik, die das
kausale Zurechnungsproblem 16st. Theorien konnen nicht dadurch gegen em-
pirische Widerspriiche immunisiert werden, dass auf die Ad-hoc-Erkldrung
einer Priferenzinderung zuriickgegriffen wird.24”

Das dargelegte Homo-oeconomicus-Modell erlaubt alle denkbaren Ziele
und Mittel. Eine solch breite Offnung sichert eine allgemeine Anwendbar-
keit, die Becker fiir sein Forschungsprogreamm des 6konomischen Imperialis-
mus benoétigte. Andererseits verbietet diese Allgemeinheit jedoch zunéichst,
anhand des Modells die Entscheidungen eines Individuums vorauszusagen.
An Prognosekraft gewinnt das Modell erst durch die Annahme der Ratio-
nalitit individuellen Verhaltens: Individuen kennen ihre Interessen und Ziele
und wéhlen Handlungen nach deren Beitridgen zu den Zielen aus. Die iibliche
Analysemethode der Okonomik ist der Nutzenmaximierungskalkiil. Der Mit-
teleinsatz erfolgt so, dass ein individuelles Nutzenmaximum erreicht wird,
das sich als Gleichgewicht interpretieren lasst. Verhaltensdnderungen fiihren
nicht mehr zu Nutzensteigerungen, das Individuum hat folglich keinen An-
lass, seine Mittel umzudisponieren. Ein solcher Zustand der Ruhe, in dem
ohne Anstéfe von aufen keine Verdnderungen zu erwarten sind, wird als
methodisches Gleichgewicht bezeichnet.?4®

Die in Kapitel 5 zu diskutierenden Modelle der Koordination verwenden
Nutzen- und Gewinnmaximierungskalkiile. Das Problem der Verdnderbarkeit
von Priferenzen wird dabei keine explizite Rolle mehr spielen, weil die inter-
essierenden Phidnomene gerade modellendogen ohne Riickgriff auf derartige
exogene Einfliisse erklirt werden sollen. Insofern ist die Annahme konstanter
Priferenzen auch beziiglich nicht letzter Ziele als Anwendung der ceteris-
paribus-Klausel anzusehen.

247 Vgl. Pies (1993), S. 97f., Becker (1976), S. 4.
248 Vgl. Felderer und Homburg (1994), S. 12.
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4.1. DIE NOTWENDIGKEIT DER KOORDINATION 103

Gewohnlich wird beziiglich der Ziele unterstellt, Individuen handelten
eigenniitzig. Altruistisches oder bosartiges Verhalten wird damit nicht grund-
satzlich ausgeschlossen und in manchen Modellen sogar ausdriicklich ange-
nommen.?*® Nimmt man reinen Eigennutz an, enthilt die Nutzenfunktion
nicht den Nutzen anderer Individuen als Argument. Rawls bezeichnet dies
als ,mutually disinterested rationality*.2%

Der in Lehrbiichern dargestellte Extremfall des Homo oeconomicus ist
der Popanz eines vollstdndig eigensiichtigen und in jedem Augenblick gleich-
sam wie ein Computer optimal handelnden Menschen. Dieses Modell hat zu
Recht immer wieder zur Kritik aufgefordert.?’! Eigennutz ist aber erstens
scharf zu unterscheiden von Missgunst. Zweitens wird auch nicht behauptet,
Altruismus sei keine in der Realitit zu findende Verhaltensweise. Eigennutz
kann aber als durchschnittliches Verhalten durchaus angenommen werden,
vor allem wenn man bedenkt, dass es um die Prognose von Gruppenverhalten
geht. Rationalitdt bedeutet nicht, dass Menschen wie wandelnde Computer
handeln. Es wird lediglich unterstellt, dass sie in der Lage sind, ihren Hand-
lungsraum im Grofen und Ganzen zu iiberblicken und die ihnen zu Gebote
stehenden Alternativen hinsichtlich ihres Vorteils zu bewerten.

4.1.2 Verhalten unter unvollstindiger Information

Entgegen dem Eindruck, den Lehrbiicher in der Regel vom Homo oecono-
micus zu vermitteln pflegen, abstrahiert die moderne Theorie ausdriicklich
nicht von unvollstindiger Information. Mit dieser Modellerweiterung lauft
die Kritik ins Leere, der Homo oeconomicus als stets vollstandig informiertes
und optimierendes Individuum sei ein realitdtsfernes Konstrukt.

Ein Gegenentwurf zum optimierenden Homo oeconomicus ist das Konzept
der bounded rationality von Simon?52. Danach setzt das Individuum vorab ein
Anspruchsniveau und sucht solange unter den ihm zugénglichen Alternativen,
bis es eine findet, die dem Anspruch mindestens geniigt. Findet sich keine
akzeptable Alternative, wird das Anspruchsniveau korrigiert und die Suche
erneut durchgefiihrt.

Der ,Satisficer nach Simon ist ein Spezialfall der oben dargestellten Ver-
sion des Homo oeconomicus. Die wesentlichen Elemente — die Trennung von

249 Vgl. etwa die Formalisierung des Ricardianischen Aquivalenztheorems in Barro (1974).
250 vgl. Rawls (1971), S. 144.

261 ygl. Arrow (1986), Sen (1997).

252 Vgl. Simon (1955).
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104 KAPITEL 4. KOORDINATION

Priferenzen und Restriktionen, die Bewertung der Alternativen, die Ent-
scheidung gem&f dem eigenen Vorteil und damit die Beeinflussbarkeit des
Verhaltens durch Anreize — sind auch bei Simon enthalten.

Eingeschrénkte Rationalitdt ist vor allem dann von Bedeutung, wenn Un-
kenntnis iiber den Handlungsraum und die Konsequenzen der Handlungsal-
ternativen besteht. Der Einzelne beabsichtigt zwar, verniinftig zu handeln;
dies ist ihm aber nur eingeschrankt moglich, da seine Entscheidung von einer
Fiille von Handlungsmotiven abhéngt und die Kosten der Informationsbe-
schaffung und Informationsauswertung zu beachten sind.?5® In solchen Situa-
tionen kommt es vor allem darauf an, ,rationale Suchverfahren“?5* zu entwi-
ckeln. Faustregeln, auf die in der Praxis hiufig zuriickgegriffen wird, lassen
sich mit einem Entscheidungsverhalten, das auf Anspruchsanpassung beruht,
gut begriinden. Wie leicht man sich mit einer Anspruchserfiillung zufrieden
gibt und auf die Suche nach der optimalen Handlungsalternative verzichtet,
héngt sehr von den institutionellen Rahmenbedingungen ab. Sorgen die In-
stitutionen fiir einen starken Konkurrenzdruck, steigen damit tendenziell die
Kosten einer suboptimalen Entscheidung. Andererseits spielt eine Rolle, wie
gut der Informationsstand des Entscheidenden vorab ist und wie kostspielig
die Beschaffung weiterer Informationen ist. Es erscheint plausibel, dass der
Anreiz zu optimierendem Verhalten auf polypolistischen Markten grofer ist
als fiir Monopolisten oder gar bei biirokratischen Entscheidungen.

Dem Homo-oeconomicus-Modell ist von Dahrendorf der Homo sociologi-
cus entgegengehalten worden. Dieses Modell beruht auf dem Gedanken, dass
menschliches Verhalten weniger von rationalen Entscheidungen als vielmehr
von sozialen Normen bestimmt wird.?® Der beabsichtigte Gegensatz dieser
beiden Konstrukte wird aber im Licht des bisher Gesagten fragwiirdig. Auch
fiir den Homo oeconomicus kann es unter unvollstidndiger Information ratio-
nal sein, sich an Regeln zu orientieren. Die Regeln werden aber nicht blind
angewendet, sondern haben ausdriicklich den Sinn, Informationskosten zu
sparen. Insofern sind solche Regeln ,kontingent“2%¢, d.h. sie gelten fiir eine
Klasse von Standardsituationen und werden nur dort angewandt. Andern
sich die Umweltbedingungen so, dass die Regeln die entstehenden Situatio-
nen nicht mehr abdecken, wird ein rationales Individuum auch die Regeln

253 ygl. Schneider (1995b), S. 10f. Ihm zufolge bietet der Begriff der beschrinkten Ra-
tionalitdt jedoch nur einen anderen Namen fiir unvollkommene Information des Ent-
scheidenden. Wer rational zu handeln beabsichtigt, tut dies aus seiner Sicht immer;
aus der Sicht eines aufenstehenden Beobachters mit besserem Wissen jedoch durchweg
beschrinkt rational. Vgl. hierzu auch Schlicht (1990), S. 710f.

254 Simon (1978), S. 11. Vgl. auch Simon (1979).

255 ygl. Dahrendorf (1958).

256 Kirchgassner (2000), S. 33.
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4.1. DIE NOTWENDIGKEIT DER KOORDINATION 105

anpassen. Solche Regeln kann man als intern bezeichnen. Das Individuum
setzt sie sich selbst und priift vor Anwendung, ob die Regel auf die Ent-
scheidungssituation passt. Doch auch externe Regeln, die an das Individuum
von aufen herangetragen werden, konnen im Modell des Homo oeconomi-
cus beriicksichtigt werden. Sie stellen dort nichts anderes als eine bestimmte
Art von Restriktionen dar, deren Verletzung mit Kosten in Form von Sank-
tionen verbunden ist. Die Befolgung externer Regeln beruht also auf einem
rationalen Abwégen von Kosten und Nutzen der Regelverletzung.

Die Diskussion hat aufgezeigt, dass das Individuum unter unvollstindi-
ger Information nicht in der Lage ist, die optimale Handlungsalternative zu
finden bzw. als solche zu erkennen. Er muss also ,eingeschriankt rational®
handeln, d.h. ein Anspruchsniveau setzen und eine Alternative auswihlen,
die dem geniigt. Diese Bedingungen machen Regeln plausibel, an denen sich
das Individuum bei der Suche orientiert. Solche Regeln werden in Kapitel
5 in Form von Riickkopplungsmechanismen verwendet. Das Individuum ori-
entiert sich bei seiner Entscheidungsfindung an seinen Entscheidungen und
deren Auswirkungen in der Vergangenheit.

4.1.3 Arbeitsteilung

Durch den methodologischen Individualismus riicken diejenigen Probleme in
den Vordergrund, die dadurch erst entstehen, dass mehrere Individuen an der
Erreichung eines Ziels gemeinsam arbeiten. Arbeitsteilung kann in zwei For-
men erfolgen, als Art- oder Mengenteilung. Bei Artteilung wird eine Aufgabe
in mehrere Teile aufgespalten, und die Teilaufgaben werden an verschiedene
Personen vergeben. Mengenteilung liegt hingegen vor, wenn eine Aufteilung
der Gesamtaufgabe nicht moglich ist, aber dennoch mehrere Personen an
ihrer Bewéltigung mitwirken bzw. mitwirken miissen. Die Vorteile einer sol-
chen Kooperation liegen auf der Hand. Der Produktivitdtsgewinn durch Ar-
beitsteilung wird durch das Beispiel einer Stecknadelmanufaktur von Adam
Smith eindrucksvoll beschrieben®®’. Ein Arbeiter, der die Nadeln allein fer-
tigt, schafft 20 Nadeln pro Tag. Wird der Vorgang in 10 Teilaufgaben zerlegt
und von 10 auf den jeweiligen Teilvorgang spezialisierten Arbeitern erledigt,
steigt der Output auf 4800 Nadeln pro Tag und Arbeiter, eine beeindrucken-
de Steigerung um das 24-fache. Die Griinde fiir die Produktivitédtssteigerung
liegen darin, dass unterschiedliche Begabungen ausgenutzt werden kénnen
und Lerneffekte durch das kleinere Arbeitsfeld deutlicher sichtbar werden.
Personelle Arbeitsteilung macht die Bewaltigung von Aufgaben, zu denen

257 Vgl. Smith (1776, 1976).
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106 KAPITEL 4. KOORDINATION

ein Einzelner nicht in der Lage wire, iiberhaupt erst méglich. So bedarf es
mehrerer Arbeiter, einen schweren Gegenstand zu transportieren, den ein
einzelner nicht heben kann.?%8

Koordinationsbedarf entsteht nun als Folge der Arbeitsteilung. Durch die
Zerlegung der Gesamtaufgabe kann der mit einer Teilaufgabe beauftragte
Einzelne den gesamten Vorgang nicht mehr ohne Weiteres iiberblicken. Den-
noch ist es im Interesse der Erfiillung der Gesamtaufgabe notwendig, dass alle
Mitwirkenden dazu angehalten werden, ihre Handlungen, d.h. die Erfiillung
ihrer Teilaufgaben, auf das libergeordnete Ziel auszurichten.

Der Begriff der Koordination lisst sich also in einer ersten Annaherung
fassen als ,,die Ausrichtung von Einzelaktivitdten in einem arbeitsteiligen Sys-
tem auf ein iibergeordnetes Gesamtziel“?>°. Schneider hat an dieser Begriffs-
fassung berechtigte Kritik geiibt?5’, wobei er das iibergeordnete Gesamtziel
als gemeinsames Ziel aller Beteiligten auffasst. In einer Hinsicht ist dieses
Verstindnis zu weit gefasst. Die Abstimmung von Einzelaktivitdten auf ein
gemeinsames Ziel hin umfasst auch die Planung und den Vollzug von Hand-
lungen durch den Einzelnen. So verstandene Koordination hat keinen eigen-
stdndigen Sinn. Statt dessen muss man die Planung des Einzelnen begrifflich
abtrennen durch Betonung der Abstimmung unter mehreren Personen. In
einer anderen Hinsicht ist die obige Begriffsfassung zu eng. Die Forderung
nach einem gemeinsamen Ziel schlieft die Abstimmung iiber Mirkte aus.
Nachfrager und Anbieter auf einem Markt verfolgen gerade kein gemeinsa-
mes Ziel. Sie suchen trotz gegenliufiger Ziele, namlich moglichst teuer zu
verkaufen bzw. moglichst billig einzukaufen, zu ihrem eigenen Vorteil eine
freiwillige Planabstimmung. Ebenso verfolgen Gruppenmitglieder, die sich
durch Selbstabstimmung oder Mehrheitsentscheidungen koordinieren wollen,
eigene Ziele. Nun konnten Gruppen zwar versuchen, sich in Diskussionen auf
gemeinsame Ziele zu einigen. Wie dies in der Praxis konkret aussehen soll, ist
aber weitgehend unklar.?! Sinnvoller erscheint es, sich darauf zu verstindi-
gen, wie verschiedene Ziele durch ein gemeinsames Biindel von Handlungen
erreicht werden kénnen. Die Annahme eines gemeinsamen Ziels kann daher
nur bedeuten, dass dieses Ziel die Eigeninteressen der Beteiligten iiberlagert,
und ist als Vereinfachung aufzufassen.

258 Vgl. Laux und Liermann (1997), S. 3.

259 Prese (2000), S. 10.

260 ygl. Schneider (1997a), S. 449f.

261 Zur Problematik eines herrschaftsfreien Diskurses und zum Unm&glichkeitstheorem vgl.
Schneider (1997a), S. 121fI.
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4.2. SACHLICHE UND PERSONELLE KOORDINATION 107

Schneider schligt deshalb eine andere Definition vor?6?, die das Zusam-
menwirken mehrerer Personen betont, ohne auf gemeinsame Ziele zu rekur-
rieren. Koordination besteht danach im Erarbeiten eines gemeinsamen Wirt-
schaftsplans, wenn noch keine individuellen Wirtschaftspldne existieren, oder
in der Abstimmung bereits bestehender Einzelwirtschaftsplane. Dariiber hin-
aus werden Steuerungsregeln benétigt, nach denen sich bestimmt, wer die
Umsetzung von Entscheidungen in Handlungen anordnet und wer den Voll-
zug der Handlungen kontrolliert.

4.2 Sachliche und personelle Koordination

Nach Ewert und Wagenhofer konnen die Ursachen des Koordinationsbedarfs
in die beiden Kategorien sachliche und personelle Griinde unterschieden wer-
den.?3 Sachliche Interdependenzen lassen sich wiederum in vier Ausprigun-
gen unterscheiden.?64

e Ressourcenverbund. Die Knappheit der zur Verfiigung stehenden Res-
sourcen erfordert eine Abstimmung hinsichtlich der Allokation auf ver-
schiedene Verwendungszwecke. Die Verwendung von Ressourcen fiir ei-
ne Mafnahme begrenzt die Moglichkeiten der Durchfiihrung anderer
MaBnahmen. Im Hinblick auf eine optimale Erreichung der Unterneh-
mensziele miissen die einzelnen Mafinahmen also koordiniert werden.

e Erfolgsverbund. Der Erfolgsbeitrag einer Mafnahme kann davon ab-
hingen, welche anderen Ma8nahmen noch durchgefiihrt werden. Die
Interdependenzen treten in der Ergebnisfunktion auf.

e Risikoverbund. Sind bei der Entscheidungsfindung unsichere Erwartun-
gen zu beriicksichtigen, konnen die Ergebnisbeitrige von MaRnahmen
stochastisch abhéngig sein. In Verbindung mit bestimmten Risikopra-
ferenzen?®® macht die Korrelation der Einzelaktivititen eine Koordina-
tion im Rahmen einer Gesamtbetrachtung notwendig.

o Bewertungsverbund. Eine Interdependenz zwischen verschiedenen Ein-
zelaktivitdten kann schlieflich im Préferenzsystem des Entscheidenden

262 Vgl. Schneider (1997a), S. 448f.

263 Vgl. Ewert und Wagenhofer (2000), S. 446ff.

264 Vgl. Laux und Liermann (1997), S. 195f.

285 Das Entscheidungsverhalten darf nicht risikoneutral sein, und die Risikopraferenz muss
am isolierten Risiko des Unternehmens ankniipfen. Vgl. Ewert und Wagenhofer (2000),
S. 448
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108 KAPITEL 4. KOORDINATION

begriindet sein. Die subjektive Bewertung einer bestimmten Mafinah-
me hingt vom bisherigen Ergebnisniveau und damit implizit von den
Ergebnissen anderer Mafnahmen ab.

Die dargestellten Verbundtypen koénnen prinzipiell unabhéngig voneinan-
der auftreten. Die Losung solcher Probleme ist bereits in den obigen Ausfiih-
rungen angeklungen. Die optimale Koordination beruht auf einer Gesamtbe-
trachtung, die konzeptionell durch Totalmodelle der Planung durchgefiihrt
wird. Die Interdependenzen der Unternehmensbereiche und damit der Ein-
zelaktivitaten konnen mit solchen Modellen erfasst und hinsichtlich des Ziel-
systems optimal koordiniert werden. Totalmodelle sind allerdings nur kon-
zeptionell unproblematisch. Bei der praktischen Umsetzung stofen sie recht
schnell an die Grenzen eines ertréiglichen Rechenaufwandes. Daher ist man
auf die Zerlegung in voneinander unabhingige Teilbereiche mittels der An-
wendung von Separationstheoremen und der Verwendung von Heuristiken
angewiesen. Hier finden Modelle der hierarchischen Planung Verwendung.266

Die bisher beschriebenen sachlichen Griinde fiir die Existenz von Koordi-
nationsbedarf blenden die Probleme, die aus der Mitwirkung mehrerer Per-
sonen entstehen, noch vollstindig aus. Das Planungsmodell wird durch die
Unternehmensleitung aufgestellt und die L6sung anschliefend implementiert.
Das Unternehmen agiert damit wie ein Monolith. Dies widerspricht der hier
gewahlten Konzeption des methodologischen Individualismus. Daher wird in
dieser Arbeit davon ausgegangen, dass Individuen auch in einem Unterneh-
men nach ihren eigenen Interessen handeln und ihre Entscheidungen auf der
Basis unterschiedlicher Informationsstinde treffen. Wenn ein gemeinsames
Ziel unterstellt wird, ist damit implizit angenommen, dass dies den Eigenin-
teressen der Beteiligten nicht widerspricht.

Die Annahme monolithischen Handelns eines Unternehmens fallen zu las-
sen bedeutet, die Aufteilung der Entscheidungsbefugnisse auf mehrere Per-
sonen mit unterschiedlichem Wissen zu betrachten. Damit erdffnen sich den
Entscheidungstragern Moglichkeiten, ihre Befugnisse im Sinne ihrer eigenen
Interessen zu benutzen, auch wenn dies dem Unternehmen und dessen An-
spruchsgruppen zum Nachteil gereicht. Sie miissen also wirksam kontrolliert
werden. Die Ubertragung von Entscheidungsbefugnissen macht jedoch nur
Sinn, wenn damit gleichzeitig auch die Planung fiir das Teilentscheidungsfeld
delegiert wird. Verbliebe die Planung hingegen bei der zentralen Unterneh-
mensfithrung, kénnte diese auch selbst entscheiden. Der Planungsprozess mit

266 Vgl. Steven (1994) zur Produktionsplanung sowie Homburg und Schneeweif (1997) zur
dezentralen Planung.
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4.3. KOORDINATIONSFORMEN 109

der Beschaffung und Verarbeitung von entscheidungsrelevanten Informatio-
nen verschafft den Beauftragten einen Vorsprung an exklusivem Wissen, was
eine Kontrolle durch die Zentrale erschwert. Daher muss die Zentrale Sor-
ge tragen, die institutionellen Rahmenbedingungen so auszugestalten, dass
die Verfolgung der Unternehmensziele im Interesse der Beauftragten liegt.
Solche institutionellen Arrangements werden in der Principal-Agent-Theorie
diskutiert.?s

4.3 Koordinationsformen

In der Literatur existiert eine Fiille von Typologien der Koordination, die
sich mehr oder weniger voneinander unterscheiden. Grundlegend ist dabei die
Unterscheidung in Koordination innerhalb oder auKerhalb einer Hierarchie.

Innerhalb einer Hierarchie gibt es Vorgesetzte mit Weisungsbefugnissen
und Untergebene; deshalb wird auch von vertikaler Koordination gesprochen.
Das Problem besteht darin, die Untergebenen dazu zu veranlassen, die er-
teilten Weisungen auch tatsichlich im Sinne des Vorgesetzten umzusetzen,
zumal die Untergebenen in der Regel einen Informationsvorsprung besitzen,
den sie fiir ihre eigenen Interessen einsetzen kénnen. Oder die Koordination
erfolgt auferhalb einer Hierarchie unter gleichberechtigten Individuen, die
gleichwohl nicht den gleichen Einfluf besitzen miissen. Wegen der Gleich-
berechtigung bezeichnet man heterarchische Koordinationsformen auch als
horizontale Koordination.

Ferner kann man Koordinationsformen hinsichtlich der Existenz eines ge-
meinsamen Zieles aller Beteiligten klassifizieren. Gibt es ein solches Ziel, re-
duziert sich der Koordinationsbedarf auf sachliche Koordination. Ohne ge-
meinsames Ziel tritt die Notwendigkeit personlicher Koordination hinzu.

Es wird sich jedoch zeigen, dass diese Klassifikationsmerkmale keineswegs
in allen Typologien wiederzufinden sind. Einige Autoren benutzen auch an-
dere Merkmale, andere wiederum verzichten vollig auf unterscheidende Merk-
male und stellen die Koordinationsformen einfach nebeneinander. Im néchs-
ten Abschnitt werden in der Literatur vorgestellte Typologien kurz darge-
stellt und kritisch gewiirdigt.

%67 Vgl. Jensen und Meckling (1976), Alchian und Demsetz (1972), Ross (1973) und fiir
einen Uberblick z.B. Bamberg und Spremann (1987) sowie Elschen (1991).
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110 KAPITEL 4. KOORDINATION

4.3.1 Koordinationstypologien in der Literatur

Schiffer orientiert sich explizit an den oben dargestellten Klassifikationsmerk-
malen. Er entwirft auf der Grundlage der Merkmale Zielausrichtung und Ko-
ordinationsrichtung einen typologischen Kasten, der in Abbildung 4.1 dar-
gestellt ist.2®® Sein Ziel ist speziell die Einordnung des in der Literatur un-
einheitlich gehandhabten Begriffes Selbstabstimmung. Dabei lehnt er sich an
die Dichotomie Organisation und spontane Ordnung?%® nach von Hayek an
und bezeichnet vertikale Koordination mit gemeinsamem Zweck als Organi-
sation, und horizontale Koordination ohne gemeinsamen Zweck als spontane
Ordnung. Im ersten Fall finden die Koordinationsmechanismen Plidne und
Anordnungen Verwendung, im zweiten Fall dienen Preismechanismus bzw.
Verhandlungen zur Koordination. Damit bleiben in seinem Schema zunéichst
noch zwei Felder frei. Horizontale Koordination bei gemeinsamem Zweck wird
nun von Schéffer als Selbstabstimmung bezeichnet. Das Beispiel ,,two people
in a canoe iibernimmt er von Mintzberg.?”® Den Fall vertikaler Koordina-
tion ohne gemeinsamen Zweck versteht er als , Koordination durch Zwang
beispielsweise in einer Sklavenhaltergesellschaft oder Gefangenenlagern“?™,
Die Anwendung von Zwang ist fiir ihn jedoch keine zuldssige Koordinations-
form.

Kieser und Kubicek untersuchen ausschlieflich Organisationen, bei de-
nen ein gemeinsames Ziel vorausgesetzt werden kann.?"? Marktkoordination
spielt deshalb bei ihnen keine Rolle. Die Unterscheidung nach vertikaler und
horizontaler Koordination lisst sich implizit finden.

Wie Abbildung 4.2 zeigt, unterscheiden Kieser und Kubicek danach, ob
die Mechanismen auf einer unmittelbaren persénlichen Kommunikation beru-
hen (personenorientierte Instrumente) oder sich zu einer Institution verselbst-
stindigen (technokratische Instrumente), d.h. Gliederungskriterium sind die
Medien der Koordination. Personenorientierte Koordination kann wieder-
um in Form persénlicher Weisungen erfolgen, wenn eine Personenhierarchie
mit entsprechenden Rechten der iibergeordneten Ebenen besteht, oder durch
Selbstabstimmung, bei der die Koordination durch Eigeninitiative der Grup-
pe ohne Hierarchie erfolgt. Von unverbindlichem Informationsaustausch wird
Selbstabstimmung dadurch abgegrenzt, dass die Gruppenentscheidung offi-
ziell vorgesehen und fiir alle Gruppenmitglieder verbindlich sein muss. Bei

268 ygl. Schiffer (1996).

269 ygl. von Hayek (1969, 1994).

%70 ygl. Mintzberg (1979), S. 3.

271 Schiffer (1996), S. 1096, H.i.O.

272 Vgl. Kieser und Kubicek (1992), S. 95fF.
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Vertikale Horizontale
Koordination Koordination
Gemeinsamer Pliane und )
Zweck Anordnungen Selbstabstimmung
Kein Preismechanismus
gemeinsamer - bzw.
Zweck Verhandlungen

Quelle: Schaffer (1996), S. 1099

Abbildung 4.1: Koordinationsinstrumente nach Schiffer

Koordinations-
instrumente
I
[ ]
personenorientierte technokratische
Instrumente Instrumente
I |
l l l |
personliche Selbst- .
Weisungen abstimmung Pléne Programme

Abbildung 4.2: Koordinationsinstrumente nach Kieser und Kubicek

technokratischer Koordination ist der Urheber der verbindlichen Festlegun-
gen meist nicht erkennbar und auch nicht von Interesse. Solche unpersonliche
Koordination erfolgt durch Programme oder Pldne. Programme sind fest-
geschriebene Verfahrensabldufe. Die moglicherweise auftretenden Probleme
werden definiert und Verfahren zu ihrer Losung vorgegeben. Damit verrin-
gern sie den Weisungsbedarf, denn die Koordination wird in den definierten
Problemstellungen automatisiert. Unter Plinen werden bestimmte Vorgaben
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112 KAPITEL 4. KOORDINATION

fiir ausfiihrende Stellen verstanden, die deren Aktivitidten koordinieren. Sie
kommen im Rahmen eines institutionalisierten Planungsprozesses zustande,
wobei sie im Gegensatz zu Programmen auf bestimmte Perioden begrenzt
sind und sich hinsichtlich des Planinhaltes von Periode zu Periode &ndern
kénnen. Damit sind sie wesentlich flexibler als Programme, die vor unvorher-
gesehenen Problemstellungen versagen.

Laux und Liermann gehen von der Dichotomie von Markt und Unterneh-
mung aus.?”® Die Begriindung fiir die gleichzeitige Existenz beider grund-
legender Koordinationsformen iibernehmen sie von Coase.?™ Im Weiteren
beschéftigen sie sich nur noch mit der Unternehmung oder Organisation, fiir
die sie wiederum drei Unterfille der Koordination identifizieren?’, die sie
jedoch ausdriicklich nicht als einander ausschlieBende Alternativen verstan-
den wissen wollen?”®, nimlich Selbstabstimmung, Gruppenabstimmung und
Hierarchie. Selbstabstimmung liegt vor, wenn jeder Beteiligte eigensténdig
iiber seine Titigkeiten entscheidet und die Abstimmung im Ermessen der
Betroffenen liegt. In der Praxis kann darunter nur eine sukzessive wechselsei-
tige Abstimmung verstanden werden, die jedoch bei grofer Anzahl an Betei-
ligten und starken Interdependenzen der Einzelaufgaben regelmifig zu ex-
trem hohem Koordinationsaufwand fiihrt. Trotz ausdriicklicher Bezugnahme
der Autoren auf Kieser und Kubicek (1992) unterscheiden sich die Begriffs-
verwendungen. Was Kieser und Kubicek unter Selbstabstimmung verstehen,
korrespondiert eher mit der Gruppenabstimmung nach Laux und Liermann.
Danach entscheiden die Gruppenmitglieder mittels einer Abstimmungsregel
iiber die Aufteilung der Titigkeiten. Die Entscheidung ist fiir jedes Gruppen-
mitglied verbindlich.?”” Bei der Hierarchie schlieflich sind einige Individuen,
sogenannte Instanzen, mit Entscheidungs- und Weisungsrechten ausgestat-
tet. Thre Aufgabe ist ausdriicklich die Koordination der iibrigen Mitglieder
der Organisation, die den Weisungen Folge zu leisten haben. Abbildung 4.3
zeigt die Koordinationsformen noch einmal in der Ubersicht.

Der Ansatz von Thompson ist eher soziologischer denn 6konomischer Na-
tur. Die institutionellen Rahmenbedingungen einer Organisation stehen im
Vordergrund der Analyse, nicht die individuelle Entscheidungsfindung.?’® Er
unterscheidet drei Koordinationsformen?’®: Anweisung, Gruppenidentifikati-

273 Vgl. Laux und Liermann (1997), S. 6ff.

274 Vgl. Coase (1937).

275 Ygl. Laux und Liermann (1997), S. 99fF.

276 ygl. Laux und Liermann (1997), S. 100.

277 Hierin liegt die Ubereinstimmung mit der Selbstabstimmung nach Kieser und Kubicek
(1992).

278 ygl. Thompson (1961), S. 61f.

279 Vgl. Thompson (1961), S. 181ff.
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4.3. KOORDINATIONSFORMEN 113

Koordinations-

instrumente

I
| |
Unternehmung] Markt
' |
Selbst- Gruppen_ H. h'
abstimmung abstimmung lerarchie

Abbildung 4.3: Koordinationsinstrumente nach Laux und Liermann

on und anerkannte gegenseitige Abhingigkeit?®°. Unter Anweisung sind alle
Instrumente zusammengefasst, die auf Uber- und Unterordnung basieren,
also Instrumente vertikaler Koordination. Die Problematik dieser Koordina-
tionsform liegt zundchst in ihren Anwendungsvoraussetzungen. Die Anwei-
sungen miissen verstdndlich und konsistent sein; ihre Ausfiihrung muss durch
die Autoritit der Vorgesetzten oder durch ein System von Belohnungen und
Sanktionen sichergestellt werden. Des Weiteren ist von Nachteil, dass ein au-
toritdres Koordinationssystem die Motivation der Untergebenen in der Regel
konterkariert. Die Koordination durch Gruppenidentifikation versucht auszu-
nutzen, dass informelle Gruppen sich durch gemeinsame Werte und Wahr-
nehmungen in grofem Ausmaf selbst koordinieren, indem sie dies auf formale
Gruppen innerhalb von Unternehmen iibertragen. Dieser Ansatz betont die
Notwendigkeit, dass Individuen von sich aus zur Kooperation bereit sein miis-
sen, um erfolgreich koordiniert werden zu kénnen, und stellt die Wirksamkeit
individueller Anreize in Abrede. Koordination auf Basis anerkannter gegen-
seitiger Abhingigkeit betont die Effektivitat von Gruppenentscheidungen, in
die das Wissen verschiedener Spezialisten einfliefen kann. Sie lauft letztlich
auf ein Anreizsystem hinaus, das denjenigen begiinstigt, der seine Tétigkeit
in den Dienst der Gruppenziele stellt. Wie die genannten Formen der Koor-
dination in der Praxis ablaufen sollen, bleibt unklar. Es handelt sich auch

280 recognized mutual interdependence”, Thompson (1961), S. 187. Die Ubersetzung ,.ge-
genseitig anerkannter Abhangigkeiten“ von Schéffer (1996), S. 1096, ist nicht korrekt.
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114 KAPITEL 4. KOORDINATION

weniger um konkrete Koordinationsinstrumente als vielmehr um Koordina-
tionsformen?®!,

Schneider unterscheidet in einem ersten Schritt nach Koordination aufier-
halb und innerhalb einer Hierarchie.?®2 Im ersten Fall erfolgt die Koordina-
tion ohne Ubertragung von Entscheidungsbefugnissen auf Beauftragte. Sie
findet entweder in Entscheidungsgruppen formal gleichberechtigter Personen
oder in Madrkten statt. Die beteiligten Personen brauchen gleichwohl nicht
gleich méchtig zu sein. Der zweite Fall geschieht mit Beauftragung, durch
die die Hierarchie entsteht. Hier werden drei Instrumente unterschieden. Ko-
ordination durch Diktat erfolgt mittels Befehlen, die von den Untergebenen
umgesetzt werden, entweder um Sanktionen zu entgehen, oder auch aufgrund
von Einsicht in die Notwendigkeit. Bei Delegation werden Aufgaben an Mit-
glieder nachgeordneter Stufen einer Hierarchie zugewiesen, die diese im Rah-
men eines verbindlichen, aber groben Gesamtplans zu erfiillen haben. An der
Erstellung des Gesamtplans sind die unteren Hierarchiestufen beteiligt. In-
nerhalb dieses Plans konnen sie einen begrenzten Handlungsspielraum nut-
zen. Dezentralisation baut auf finanzielle Rahmenziele wie Bereichsgewinn
oder strategische Nebenbedingungen wie Marktanteil als Vorgabe. Wie dies
in Detailpldne umgesetzt wird, bleibt vollstdndig den nachgeordneten Hier-
archiestufen iiberlassen. Abbildung 4.4 zeigt die Typologie nach Schneider in
der Ubersicht.

Koordinations-
instrumente
|
I [
mit ohne
Beauftragung Beauftragung
I 1 I I
. Dezentrali- Entscheidungs-
i Delegatio
Diktat gation sation Markt gruppe

Abbildung 4.4: Koordinationsinstrumente nach Schneider

281 Thompson (1961), S. 187, spricht von einer ,basis for coordination®.
282 Vgl. Schneider (1997a), S. 452.
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4.3. KOORDINATIONSFORMEN 115
4.3.2 Kritische Wiirdigung

Die Diskussion des letzten Abschnitts hat vor allem gezeigt, dass keine ein-
heitliche Auffassung dariiber existiert, nach welchen Klassifikationsmerkma-
len Formen der Koordination voneinander abzugrenzen sind. Der Grund hier-
fiir ist, dass die Fiille moglicher Koordinationsformen ein Kontinuum dar-
stellt, d.h. jedes Klassifikationsmerkmal besitzt letztendlich unendlich viele
Ausprigungen. Versucht man eine Abgrenzung, so steckt darin notwendig
ein gewisses Maf Willkiir mit der Folge mangelnder Trennschirfe. Einen
Ausweg bietet eine Problemorientierung der Typologie: Jede Typologie muss
sinnvollerweise von einer konkreten Problemstellung ausgehen, die der ein-
zige Mafstab der Beurteilung ist, d.h. jede Kritik an einer Typologie muss
sich auf den damit verfolgten Analysezweck beziehen.

Weitgehende Einigkeit herrscht dariiber, dass zwischen Koordination in-
nerhalb und auferhalb einer Hierarchie bzw. vertikaler und horizontaler Ko-
ordination zu unterscheiden ist. Diese Einteilung findet sich, mehr oder we-
niger ausdriicklich, in jedem Klassifikationsschema wieder. Indes lisst selbst
ein solch weitgehend anerkanntes und plausibles Klassifikationsmerkmal kei-
ne eindeutige Trennung zu. Bei formaler Gleichberechtigung der beteiligten
Personen, also auRerhalb einer Hierarchie, sind eine Fiille 6konomischer und
aufer6konomischer Griinde denkbar, die de facto eine Art von Hierarchie
etablieren. So kénnen eine Monopolstellung, langfristige Vertragsbeziehungen
oder auch verfiigbare Drohungen und Verhandlungsgeschick einem der Betei-
ligten eine Uberlegenheitsposition sichern. Auf der anderen Seite kann eine
formale Weisungsbefugnis innerhalb einer Hierarchie durch Informationsvor-
spriinge oder Uberzeugungskraft des Untergebenen oder freundschaftliche
Beziehungen zwischen Vorgesetztem und Untergebenem aufgeweicht wer-
den. Letztlich findet man ein Kontinuum mdéglicher Machtverhaltnisse zwi-
schen tatsdchlich durchsetzbarer, uneingeschrinkter Weisungsbefugnis und
tatsichlicher Gleichberechtigung.

Und selbst wenn man eine Trennlinie zwischen Hierarchie und Heterarchie
gezogen hat, gibt es innerhalb dieser Kategorien keine eindeutigen Abgren-
zungen verschiedener Koordinationsformen. So versucht Schneider die s.E.
unklaren Uberlappungen und Abgrenzungen zwischen den Begriffen Dezen-
tralisation und Delegation zu vermeiden.?3 Doch auch ihm gelingt keine
Trennschiarfe mit der Gleichsetzung von Delegation und Kostenverantwor-
tung bei Planvorgaben bzw. Dezentralisation und Gewinnverantwortung bei
selbstgesetzten Detailpldnen. Zwischen diesen beiden Formen sind wiederum

283 Vgl. Schneider (1997a), S. 456 und Fn. 25.
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116 KAPITEL 4. KOORDINATION

Zwischenformen mit unterschiedlicher Strenge der Planvorgaben denkbar, die
eine eindeutige Abgrenzung unmdglich bzw. willkiirlich machen.

Der in dieser Arbeit verfolgte Analysezweck ist nachzuweisen, unter wel-
chen Bedingungen das Bemiihen um Koordination mehrerer Individuen zu
chaotischen Zeitpfaden fiihren kann. Dafiir kommt es nicht so sehr darauf
an, eine Typologie zu entwickeln, die frei von Zweifelsfallen und willkiirli-
chen Einteilungen ist. Die obige Diskussion sollte auch gezeigt haben, dass
ein solches Unterfangen fruchtlos wire. Eine Typologie kann hier lediglich als
,Hinterkopfschema“ zur ungefahren Einordnung der spéter zu untersuchen-
den Szenarien dienen, nicht aber im Sinne einer deskriptiven Theorienbildung
selbst Analysezweck sein.

Die Darstellung chaotischer Koordinationsmodelle im folgenden Kapitel
orientiert sich an dem Schema von Schéffer, da die vorgeschlagenen Krite-
rien Koordinationsrichtung und Zweckverhéaltnis fiir die gewédhlten Analyse-
instrumente brauchbar erscheinen. Zu jedem der drei besetzten Felder der
Abbildung 4.1 wird ein Modell entworfen.
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Kapitel 5

Koordination und Chaos

Die Suche nach chaotischen Verhaltensmustern bei Koordinationsversuchen
erfordert mathematische Modelle der Koordination. Die Spieltheorie bietet
ein geeignetes Instrumentarium zur formalen Analyse von Koordinations-
situationen. Zunachst werden in Abschnitt 5.1.1 die wichtigsten Grundbe-
griffe und Definitionen der Spieltheorie eingefiihrt. Zwei grundlegende Kon-
zepte werden in Abschnitt 5.1.2 unterschieden: die klassische nichtkoopera-
tive Spieltheorie und die evolutioniire Spieltheorie.??* Die nichtkooperative
Spieltheorie beruht auf dem Konzept der Rationalitit, wie es fiir den homo
oeconomicus unterstellt wird. Die Leistungen, aber auch die Grenzen die-
ses Konzepts werden in Abschnitt 5.1.3 skizziert. Abschnitt 5.1.4 beinhaltet
ein konvergentes Koordinationsmodell auf der Grundlage der evolutioniren
Spieltheorie.

Beide Ansitze haben das Ziel, ein eindeutiges Ergebnis zu generieren, um
an die Spieler Handlungsempfehlungen geben zu kénnen. Damit liegt der Fo-
kus bei der Modellkonstruktion auf stabilen Gleichgewichten. Abschnitt 5.2
hingegen untersucht die Rahmenbedingungen, unter denen man keine Kon-
vergenz zu einem Gleichgewicht, sondern chaotische Zeitpfade finden kann.

5.1 Koordination in der Spieltheorie

Allgemein gesprochen sind strategische Interaktionssituationen der Gegen-
stand der Spieltheorie. Das Spielergebnis wird von den Handlungen mehrerer
Individuen, die sich dieser Interdependenz bei ihren Entscheidungen bewusst

284 Dje kooperative Spieltheorie wird in der vorliegenden Arbeit nicht verwendet.
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118 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

sind, gemeinsam bestimmt.?®® Jedem Spieler wird vom Spielergebnis eine so
genannte Auszahlung zugeteilt, die auch negativ sein kann und eher allgemein
als Nutzenmaf denn speziell als Geldwert aufzufassen ist.

Das Schachspiel ist z.B. ein Spiel im Sinne der Spieltheorie. Die Hand-
lungen der Spieler sind die Ziige, die in Ubereinstimmung mit den allgemein
bekannten Regeln auszufiihren sind. Das Spielergebnis besteht im Gewinn
oder Verlust einer Partie. Die Regeln kénnen durchaus auch so gestaltet sein,
dass unvorhersehbare Ereignisse moglich sind und das Spielergebnis beein-
flussen. Die Situation gleicht dann eher einem Karten- oder Wiirfelspiel. Zu-
fallige, unvorhersehbare Ereignisse werden in ein Spiel einbezogen, indem ein
Spieler, der Natur genannt wird, Aktionen gemaf einer vorgegebenen Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auswéhlt, beispielsweise die Kartenverteilung beim
Skat. Die klassische Entscheidungstheorie?®® kann so als Teilgebiet der Spiel-
theorie aufgefasst werden, namlich als die Analyse von Spielen eines Spielers
gegen die Natur. In der Regel wird unterstellt, die Spieler handelten durch-
weg rational, d.h. sie wahlen ihre Aktionen so, dass ihre Auszahlung maximal
wird. Es ist allerdings nicht nétig, die Spieler ausschlieflich als Maximierer
zu modellieren, was in etwa dem alteren, strengeren Modell des homo oeco-
nomicus entspriache. Man kann auch irrationales, satisfizierendes oder Regeln
folgendes Verhalten modellieren, indem man die Auswahlregeln, mit denen
die Spieler die durchzufiihrenden Aktionen bestimmen, entsprechend #ndert.
Der Spieler Natur ist das naheliegendste Beispiel fiir irrationales Verhalten.
Die evolutiondre Spieltheorie befasst sich in ihren biologischen Anwendungen
ausschlieRlich mit nicht vernunftbegabten Spielern.?®”

5.1.1 Strategische Form und Bimatrix-Form

Ein Spiel in strategischer Form?®® wird beschrieben durch das Tripel ' =
(I, S,p). Es enthilt n Spieler, die in der Indexmenge I = {1,...,n} C N
zusammengefasst werden. Jeder Spieler i verfiigt iiber eine endliche Strate-
gienmenge S; = {1,...,m;} C N. Eine Strategie ist ein vollstédndiger Plan fiir
das gesamte Spiel, der einem Spieler fiir jede denkbare Spielsituation sagt,

285 ygl. Holler und Illing (1993), S. 1. Die tatséchliche Ausfiihrung einer Handlung spielt in
der Theorie keine Rolle, so dass Handlung und Entscheidung miteinander identifiziert
werden. Vgl. Rasmusen (1994), S. 10.

286 Vgl. etwa Mag (1990), Bamberg und Coenenberg (1996) oder Luce und Raiffa (1967).

287 Vgl. Maynard Smith (1982) oder Weibull (1995).

288 Vgl. Hart (1992), S. 26 und zur extensiven Form S. 22. Die strategische Form wird
mitunter auch als Normalform bezeichnet.
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5.1. KOORDINATION IN DER SPIELTHEORIE 119

welche Handlung er zu wihlen hat.?®® Die Strategien werden wie die Spieler
durchnummeriert. Der Vektor s = (s;...s,) € N" enthilt als Elemente die
von jedem der n Spieler gewahlte Strategie und heifit Strategienprofil. Die
Menge aller Strategienprofile wird Strategienraum genannt und ist das kar-
tesische Produkt aller Strategienmengen S = X;c;S; C N™. Jeder Spieler %
erhilt als Spielergebnis eine Auszahlung, die durch die Auszahlungsfunktion

Viel: pi:S—R, s~ pis)

bestimmt wird. Die Auszahlungen héngen also vom gesamten Strategienpro-
fil ab, d.h. auch von den Strategien der anderen Spieler. Die Auszahlungen
werden in Erwartungsnutzeneinheiten gemessen. Nicht-monetire Ziele und
die Risikoeinstellung lassen sich so in die Spielregeln aufnehmen. Die indivi-
duellen Auszahlungen p; werden zu einem Auszahlungsprofil p = (p; ...p,)
zusammengefasst, d.h. es gibt eine Auszahlungsfunktion

p: S—R", s+ p(s).

Das Tripel I' = (I, S, p) enthilt die Spielregeln implizit, da vorausgesetzt
wird, dass mit den Regeln unvertrégliche Verhaltensweisen und Ergebnisse
unméglich sind.?%

Der Strategienraum S enthdlt streng genommen nur sogenannte reine
Strategien. Jeder Spieler ¢ muss sich fiir genau eine Strategie s; € S; ent-
scheiden. Statt dessen kann man zulassen, dass ein Spieler eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung iiber seine Strategienmenge wahlt. Die Wahrscheinlich-
keitsverteilung wird bei endlichen Strategienmengen beschrieben durch einen
Vektor

X.,;=(.’E,'1...Z‘im‘.) €N = {X,'ZVS,' GS,'(I,','. >0A ZIL‘,’,'. =1)},

8;ES;

der jeder Strategie s; € S; eine Wahrscheinlichkeit z;,, € A; zuordnet, wobei
A; der m;-dimensionale Einheitssimplex ist. Die reinen Strategien s; € S;
sind darin als Spezialfall x; = € * enthalten.?!

Der gemischte Strategienraum wird bezeichnet mit © = X;c;A;, ein x =
(x1...%,) € O heiBt gemischtes Strategienprofil. Zu gemischten Strategien

289 Vgl. Rieck (1993), S. 35.

290 Wenn man die Méglichkeit einer ,Regelverletzung” einriumen will, muss man die Spiel-
regeln entsprechend &ndern, z.B. indem man eine ,verbotene" Strategie mit einer Sank-
tion, also einer Auszahlungsminderung, versieht.

291 % bezeichnet den m;-dimensionalen Einheitsvektor mit der Eins an s;-ter Stelle.
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120 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

gehoren die Auszahlungsfunktionen

Viel: u;:0-R, x—ux)= Zpi(s)nxis,--

€S iel

Das Produkt ]_L.6 | Tis; ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes Strate-
gienprofil s gespielt wird. Es wird damit implizit unterstellt, dass die Wahlen
der tatsachlich gespielten Strategien der einzelnen Spieler voneinander sto-
chastisch unabhéngig sind. Auch die gemischten Auszahlungsfunktionen wer-
den zii éinem Auszahlungsprofil zusammengefasst:

u: S — R"x - u(x) = (ui(x)...uy(x)).

Damit ist die gemischte Erweiterung I' = (I, ©, u) vollstindig erliutert.

Zwei-Personen-Spiele mit I = {1,2} lassen sich iibersichtlich in der
Bimatrix-Form darstellen. Die beiden Matrizen A = (ay,,,) und B = (b,,,,)
sind m; X ms-dimensional und enthalten als Eintrige die Auszahlungen
as,5, = P1(81,82) bzw. by s, = Da(s1, s2). Die Auszahlungen bei gemischten
Strategien lassen sich daraus leicht berechnen:

u1(x) = xjAx, und uy(x) = x;B'x;

Zwei Spezialfélle der Auszahlungsfunktionen werden im Weiteren eine
besondere Rolle spielen, die Symmetrie und die Doppelsymmetrie?®?:

Definition 5.1

Ein Spiel I = (I, S, p) heilt symmetrisches Zwei-Personen-Spiel, wenn A’ =
B. Ein symmetrisches Zwei-Personen-Spiel ist doppelsymmetrisch, wenn A’ =
A.

In symmetrischen Spielen gilt A; = A; = A und © = A?%. AuRerdem stim-
men die Auszahlungsfunktionen iiberein: u;(x) = ug(x) = u(x).

5.1.2 Losungskonzepte

Jeder Strategienvektor x € © stellt ein mogliches Spielergebnis dar. Ein Kon-
zept, das aus der Menge aller moglichen Ergebnisse die sinnvollen und damit
als tatsiichliches Spielergebnis vorhersagbaren aussondert, heiffit Losungskon-
zept L. Formal ist es eine Korrespondenz der Menge aller Spiele G, die durch

292 Vgl. Weibull (1995), S. 25f.
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5.1. KOORDINATION IN DER SPIELTHEORIE 121

das Tripel I = (I, 6, u) beschrieben werden konnen, in die Potenzmenge des
Strategienraums:

L: G- p(©).

In diesem Abschnitt werden zwei Losungskonzepte vorgestellt, die fiir
ihren Zweig der Spieltheorie grundlegende Bedeutung haben, nédmlich das
Nash-Gleichgewicht NE und das Gleichgewicht in evolutionsstabilen Strate-
gien ESS.

5.1.2.1 Klassische Spieltheorie und Nash-Konzept

Das Nash-Gleichgewicht basiert auf einer intuitiv einleuchtenden Vorstellung
von Rationalitdt. Ein Strategienvektor ist dann ein sinnvolles Spielergebnis,
wenn es sich fiir keinen Spieler lohnt, einseitig davon abzuweichen, oder mit
anderen Worten, wenn jeder Spieler die beste Antwort auf die Strategien
der anderen Spieler wihlt.?®3 Die beste Antwort §; des Spielers i auf das
Strategienprofil y € © ist die Korrespondenz?®*

Bi: ©—= A yr {X1 Vz; € A (Ui(xi,)'—i) 2 Uz'(zi,Y—i))}-

Die besten Antworten aller Spieler auf ein gegebenes Strategienprofil y wer-
den zusammengefasst in

B:0 =0, yw Xicrfi(y)
Definition 5.2
Ein Strategienvektor x € © heiflt Nash-Gleichgewicht, wenn gilt:
x € B(x).

Die Menge aller Nash-Gleichgewichte heift ©¥F C 6. Ein Nash-Gleichge-
wicht heiflt strikt, wenn

Bx) = {x}.

Satz 5.1
Fiir jedes Spiel ' = (1,0, u) gilt ONF # 0.

293 Der formale Apparat ist entnommen aus Weibull (1995), S. 12ff.
294 Der Vektor y_; entsteht aus dem Vektor y durch Weglassen des i-ten Elements, y_; =

(1. Vi-1¥i41-- - Yn)-
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122 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

Beweis. Ein Nash-Gleichgewicht ist ein Fixpunkt der Korrespondenz
B: © — O. O ist nicht leer, konvex und kompakt. § ist oberhalbstetig, und
das Bild 3(x) ist ebenfalls nicht leer, konvex und kompakt. Damit sind die
Voraussetzungen von Kakutanis Fixpunktsatz?®® erfiillt und es existiert ein
X € O mit x € f(x). [ ]

In einem symmetrischen Zwei-Personen-Spiel wird ein Nash-
Gleichgewicht (x,y) symmetrisch genannt, wenn x = y ist. Die Menge aller
Strategien, die symmetrische Nash-Gleichgewichte bilden, wird bezeichnet
mit

AVE ={z € A: (x,x) € OVF}.

Nicht alle Gleichgewichte eines symmetrischen Spiels miissen symmetrisch
sein, doch aus dem Fixpunktsatz von Kakutani ergibt sich, dass es mindestens
ein symmetrisches Nash-Gleichgewicht gibt.

5.1.2.2 Kritik der klassischen Spieltheorie und evolutionire
Spieltheorie

So bestechend das Nash-Gleichgewicht auch erscheinen mag, das Konzept
birgt ein grofies Problem. Nur in Ausnahmefillen gibt es ein eindeutiges
Nash-Gleichgewicht — Koordinationsspiele gehdren nicht zu diesen Ausnah-
men, wie spater diskutiert wird. Diese Situation ist unbefriedigend, denn
Definition 5.2 gibt keine Hinweise darauf, welches Gleichgewicht zum tat-
séchlichen Spielausgang werden konnte. Nicht minder schwerwiegend ist die
Tatsache, dass in mehrrundigen Spielen oder bei unvollstdndiger Information
nicht alle Nash-Gleichgewichte plausibel sind. Auch dies wird spédter anhand
eines Beispiels belegt.

Um unplausible Nash-Gleichgewichte auszusortieren, wurde das Konzept
verfeinert. Die bekanntesten dieser sogenannten Refinements sind die Teil-
spielperfektheit?®, die Trembling-Hand-Perfektheit?®?, das propere Gleichge-
wicht?% und das sequentielle Gleichgewicht?%. Sie haben nicht das Ziel, eine
eindeutige Losung zu ermitteln; gelegentlich eliminiert ein Refinement sogar
alle Losungen eines Spiels.

295 Vgl. Kakutani (1941).

296 Vgl. Selten (1965).

297 Vgl. Selten (1975).

298 Vgl. Myerson (1978)

299 Vgl. Kreps und Wilson (1982). Einen umfangreichen Uberblick iiber Refinements des
Nash-Gleichgewichts bietet van Damme (1991).
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5.1. KOORDINATION IN DER SPIELTHEORIE 123

Um zu eindeutigen Losungen zu kommen, sind verschiedene Methoden
entwickelt worden. Man kann Gleichgewichte auf Prominenz untersuchen, die
sich auf auferhalb des Spiels liegende, oftmals psychologische Fakten stiitzt.
Solche Gleichgewichte werden als Fokuspunkte bezeichnet.3° Die Idee lasst
sich jedoch kaum formalisieren, weshalb sie in der Spieltheorie nicht weiter
verfolgt worden ist.

Ein weiterer Weg besteht darin, sinnvolle Anforderungen in Form von
Aziomen an die Losung zu stellen.?” Der Vorteil dieser Methode liegt dar-
in, dass die Auswahlkriterien durch die strenge Axiomatisierung offengelegt
werden und damit kritisierbar sind. Dies ist bei der Auswahl eines Fokus-
punktes aufgrund auferhalb des Spiels liegender Einfliisse weniger moglich.
Anhand eines Koordinationsspiels wird weiter unten die Problematik dieser
Methode verdeutlicht, die darin liegt, dass die zugrunde gelegte Axiomatik
in sich widerspriichlich sein kann.

Ein Ansatz, der sich in jiingerer Zeit als recht fruchtbar erwiesen hat,
ist die evolutiondre Spieltheorie.®? Die evolutionsstabile Strategie ist ein
Schliisselkonzept der evolutiondren Spieltheorie. Das Szenario sieht vor, dass
aus einer grofen Population zwei Spieler zufillig ausgewahlt werden, die ein
symmetrisches Zwei-Personen-Spiel spielen und dabei auf dieselbe Strategie
x € A programmiert sind. Nun gebe es einen kleinen Anteil der Population,
der eine andere Strategie y € A spielt. Die urspriingliche Strategie x ist evo-
lutionsstabil, wenn es eine Grenze € > 0 gibt, unterhalb derer die Auszahlung
eines solchen Anteils, der y spielt, geringer ist als die des Anteils, der x spielt.
Man stellt sich dabei eine Verbindung zwischen Auszahlung und Verbreitung
einer Strategie vor, sei es in biologischem Kontext durch Fortpflanzung, sei
es in 6konomischem Kontext durch Nachahmung.3%®

300 Der Ansatz geht zuriick auf Schelling (1960). Ein instruktives Beispiel nach Schelling
findet sich in Rasmusen (1994), S. 28, in dem Spieler eine Zahl aus der Reihe 7, 100, 13,
261, 99, 666 wihlen miissen und gewinnen, wenn beide dieselbe Zahl wihlen. Schelling
identifizierte 7 als Fokuspunkt, in einer Gruppe von Satanisten konnte jedoch 666 der
Fokuspunkt sein.

301 Dje axiomatische Gleichgewichtsauswahltheorie wurde in geschlossener Form erstmals
von Harsanyi und Selten (1988) dargestellt und von Giith und Kalkofen (1989) weiter-
entwickelt. Fiir einen knappen Uberblick vgl. Giith (1999), S. 179fF.

302 Vgl. die umfassende Darstellung in Weibull (1995) oder die kurzen Einfiihrungen Vilks
und Clausing (1999) und Steven und Otterpohl (2000b).

303 Vgl. zum Folgenden Weibull (1995), S. 36ff.

Lars Otterpohl - 978-3-631-75508-2
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:01:56AM
via free access



124 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

Definition 5.3
X € A ist evolutiondr stabil, wenn es fiir jede Strategie y # x ein €, gibt, so
dass fiir alle € € (0, &) gilt:

u(x,ey + (1 - €)x) > u(y, ey + (1 — €)x) (5.1)
Die evolutionsstabilen Strategien werden in der Menge AZS5 zusammen-
gefasst.

Satz 5.2
Fiir alle x € AFSS und y € O gilt:

Vy:  u(x,x) > u(y,x)
Vy #x: u(x,x) = u(y,x) = u(x,y) > u(y,y).

Beweis. Wir zeigen, dass x ¢ AP35 wenn eine der beiden Bedingungen
nicht erfiillt ist. Sei zunichst u(x — y,x) < 0. Es gilt

li_l)rll)e-u(x—y,y—x) =0,
also gibt es ein €, so dass fiir alle € € (0, €) gilt:
erux—y,y —x)< —ux—y,x) < u(x—-y,ey+ (1 —€)x) <0.
Dies ist ein Widerspruch zu Ungleichung (5.1).
Sei nun y # x, u(x —y,x) = 0 und u(x — y,y) < 0. Dann ist
l-eux—-y,x)+e-ux-—y,y)<0 < ux-y,ey+(L—€)x) <0
fiir alle € € (0,1) im Widerspruch zu (5.1). |

Evolutionare Stabilitat ist eine statische Beschreibung des dynamisch sta-
bilen Resultats der Selektion.3** Satz 5.2 hat gezeigt, dass es sich um ein Re-
finement des Nash-Gleichgewichts handelt. Die Bedeutung liegt darin, dass
es sich in natiirlicher Weise mit einer Dynamik zur Beschreibung des Anpas-
sungsprozesses an das Gleichgewicht verbinden lisst.

Corollar 5.3
Wenn (x,x) € OV ein striktes Nash-Gleichgewicht ist, dann gilt x € AFSS.

304 ygl. Selten (1991), S. 7.
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5.1. KOORDINATION IN DER SPIELTHEORIE 125

Beweis. Die erste Bedingung aus Satz 5.2 besagt, dass jede evolutionsstabile
Strategie nash-gleichgewichtig ist. Auf ein striktes Nash-Gleichgewicht gibt
es keine alternative beste Antwort, so dass die zweite Bedingung ebenfalls
erfiillt ist. ]

Beide Gleichgewichtskonzepte geniigen gewissen Invarianzeigenschaften.
Eine positiv affine Transformation der Auszahlungen lasst die Losungen eben-
so unverdndert wie die Addition einer Konstanten zu allen Auszahlungen
eines Spielers i, die zu einem fixen Strategienprofil s_; der anderen Spieler
gehoren.3% Daraus ergibt sich die Méglichkeit, Aquivalenzklassen von Spielen
gemif den Gleichgewichten zu bilden und diese Aquivalenzklassen anhand
von Représentanten mit normierten Auszahlungsfunktionen zu analysieren.

5.1.2.3 Evolutorische Okonomik und evolutionire Spieltheorie

Das urspriingliche Anwendungsgebiet der evolutioniren Spieltheorie ist die
Analyse von Konflikt und Kooperation in Flora und Fauna.?% Bei der Be-
trachtung von Tieren und Pflanzen macht die in der Spieltheorie iibliche An-
nahme der Rationalitat offensichtlich wenig Sinn. Stattdessen werden Stra-
tegien als ererbte Verhaltensmuster betrachtet; die Spieler sind nicht in der
Lage, von ihrer Programmierung abzuweichen. Die Auszahlungen des Spiels
werden als Fitness interpretiert, nach der sich die Reproduktionswahrschein-
lichkeit bemisst. Unterlegene Spieler sterben mitsamt ihren Strategien in ei-
ner Darwinschen Selektion aus. Neue Strategien entstehen durch zufillige
Mutationen, die sich durch Reproduktion ausbreiten, sofern sie sich als den
alten Strategien iiberlegen erweisen.

Die evolutionére Spieltheorie hat in den letzten Jahren zunehmend Einzug
in die Okonomik gehalten. Evolutorische Ansitze sind in den Wirtschaftswis-
senschaften alles andere als neu.3*” Im Gegenteil wurde die Lehre Darwins3®
bereits von Malthus und Smith beeinflusst3°®. Im 20. Jahrhundert wurden
evolutorische Theorien weitgehend von der statischen Gleichgewichtsanaly-
se iiberdeckt, die ihre Vorbilder in der Physik findet3® und deren Ideen

305 Vgl Weibull (1995), S. 17.

306 Vgl. Hammerstein und Selten (1994), S. 931. Als Ursprung der evolutioniren Spiel-
theorie gilt Maynard Smith und Price (1973).

307 ygl. Cantner und Hanusch (1997).

308 Vgl. Darwin (1859, 1975).

309 ygl. Malthus (1798, 1973) und Smith (1776, 1976). Eine ausfiihrliche Darstellung gibt
Schweber (1977).

310 ygl. Arrow und Hahn (1971).
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126 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

auch in die Betriebswirtschaftslehre transferiert wurden3!!. Die Erfolge dieser
Theorierichtung sind unbestreitbar; folglich wurden grundlegende Annahmen
von der Methode der klassischen Spieltheorie aufgegriffen, insbesondere die
Common-Knowledge-Annahme der Rationalitét.

Es gibt jedoch schwerwiegende Einwénde gegen das Konzept der vollstdn-
digen Rationalitit. Aus theoretischer Sicht ist die inhdrente Widerspriichlich-
keit zu bemingeln.3!? Ein vollstindig rationales Individuum wird nicht von
seiner Gleichgewichtsstrategie abweichen. Die Definition des Gleichgewichts
kommt aber nicht aus, ohne irrationales Verhalten in Betracht zu ziehen.3?
Dieser Einwand mag noch esoterisch anmuten®, dennoch wird zweifelhaft,
inwieweit vollstdndige Rationalitédt iiberhaupt einen sinnvollen Begriff dar-
stellt.

Das Nash-Gleichgewicht gibt auRferdem wie alle seine Refinements kei-
ne Auskunft dariiber, auf welchem Wege es erreicht wird. Um es direkt auf
die individuellen Entscheidungen zuriickzufiihren, miissen starke Informati-
onsanforderungen erfiillt werden, was als ernsthafte Schwéache des Losungs-
konzeptes angesehen wird.?!5 Dieser Einwand trifft ebenso die vornehmlich
statisch ausgerichtete MikroSkonomik.

Aus empirischer Sicht erheben sich ebenfalls Zweifel an der Rationali-
tatsannahme. Sicherlich bedarf die Annahme, Menschen verhielten sich nicht
rational, der Begriindung. Doch zahlreiche Experimente stiitzen die These,
dass Menschen optimale Strategien nicht durch sorgfiltiges Vorausbedenken
ihrer Handlungen, sondern durch einen Prozess von Versuch und Irrtum fin-
den 316

Aufgrund der genannten Schwichen rationalitétsorientierter Konzepte
sind evolutorische Theorien, die die Biologie zum Vorbild wihlen, weiter ver-
folgt worden®'” und erleben in den letzten Jahren eine Renaissance®®. Die
Ansitze sind vielfach kritisiert worden, da die behaupteten Analogien zwi-
schen biologischer Evolution und Gkonomischer Entwicklung nicht gegeben

811 ygl. Gutenberg (1989).

312 Vgl Binmore (1987), S. 181.

313 Dies wird unmittelbar einsichtig, wenn man Trembling-Hand-perfekte Gleichgewichte
betrachtet. '

314 Selten (1975), S. 35, betrachtet vollstindige Rationalitéit als Grenzfall unvollstandiger
Rationalitiit, in dem gleichsam die Wahrscheinlichkeit irrationalen Verhaltens gegen
null strebt.

315 ygl. Binmore (1987, 1988).

316 ygl. das Vorwort von Binmore in Weibull (1995), S. ix.

317 Vgl. z.B. Alchian (1950), Penrose (1952), Nelson und Winter (1982).

318 Vgl. Friedman (1998b).
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5.1. KOORDINATION IN DER SPIELTHEORIE 127

seien.3!® Evolution vollzieht sich durch die Weitergabe von Genen durch Re-
produktion. Dabei werden schlechte Erbanlagen durch eine geringere Repro-
duktionswahrscheinlichkeit im Laufe der Zeit verschwinden, gute Erbanlagen
sich durchsetzen. Neue Erbanlagen entstehen durch zufillige Mutationen, de-
ren Giite im Selektionsprozess erprobt wird. Nun darf man die Ubertragung
genetischer auf 6konomische Sachverhalte nicht so weit treiben, dass man
zu der Redeweise greift, Unternehmen strebten danach, ihre Gene an Nach-
kommen zu vererben.??® Auch fiir die Erklirung menschlichen Verhaltens ist
eine allzu wortliche Ubertragung wegen der sehr langen Frist evolutionirer
Anpassungsprozesse wertlos.

Statt dessen kann man den drei biologischen Begriffen Reproduktion, Se-
lektion und Mutation die Begriffe Imitation, Elimination und Innovation ge-
geniiberstellen. Nicht Unternehmen reproduzieren sich, sondern Produkte,
Produktionsmethoden, Organisationsformen usw. — kurz: Strategien — wer-
den nachgeahmt. Innovationen werden als zielgerichtete Experimente aufge-
fasst, die sich als erfolgreich gegeniiber dem Hergebrachten erweisen konnen
oder wieder verschwinden. Fiir die Elimination unterlegener Strategien sorgt
der Wettbewerb, der Unterlegenheit mit Verlusten und schlieRlich Konkurs
bestraft. Auf diese Weise lésst sich selbstversténdlich nicht jedes (wirtschaftli-
che) Handeln erkldren. In der vereinfachenden Analogie bleiben Fragen aus-
geklammert, wie Innovationen zustande kommen oder welche Rolle zielge-
richteter Planung zukommt. Hinsichtlich solcher Elemente sind biologische
Ideen abzuwandeln, um 6konomische Prozesse erkliaren zu kénnen.2! Die zu-
grunde liegenden formalen Strukturen sind jedoch hinreichend &hnlich, um
die Verwendung derselben Methode, der evolutionidren Spieltheorie, geboten
erscheinen zu lassen.

Hier soll nicht die Diskussion nachgezeichnet werden, inwieweit sich
der evolutorische Ansatz von der herrschenden Lehre vereinnahmen lassen
sollte.3?2 Doch schon die Tatsache, dass evolutionsstabile Strategien nash-
gleichgewichtig sind, zeigt, dass beide Ansdtze nicht so weit voneinander
entfernt sein konnen. Vielleicht liegt die Ursache des Erfolges der rationali-
tatsorientierten Theorien sogar darin, dass evolutiondre Prozesse nur solches
Verhalten langfristig in Erscheinung treten lassen.

319 ygl. Schneider (1997b), S. 27ff.

320 Vgl. kritisch Penrose (1952).

821 ygl. zu einer Kritik Brenner (1998).
322 Vgl. hierzu Friedman (1998b).
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128 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS
5.1.3 Koordinationsspiele

Die Spieltheorie bildet das Problem der Koordination ab, indem die Regeln
verlangen, dass die Spieler sich auf bestimmte Strategienkombinationen eini-
gen miissen, um ihre Auszahlungen zu maximieren. Zur Einfiihrung konnen
wir uns auf Zwei-Personen-Spiele in Bimatrix-Form beschrinken. Die Spieler
werden mit Grofbuchstaben, die Strategien mit Kleinbuchstaben bezeichnet,
um sie von den Auszahlungen abzuheben. Zunichst werden die wichtigsten
Beispiele mit passenden Cover Stories vorgestellt. Dann wird gezeigt, dass
man alle diese Varianten durch geeignete Normierung derselben Bimatrix-
Form zuordnen kann, die abschlieBend auf die vorgestellten Losungskonzepte
hin untersucht wird.

5.1.3.1 Beispiele

Zunichst die wichtigsten Beispiele: Das einfachste Koordinationsspiel wird
in Abbildung 5.1 beschrieben, wobei der besseren Lesbarkeit wegen die Aus-
zahlungen an beide Spieler aufgefiihrt sind:

Spieler B
a b
1,1 0,0
Spieler A
0,0 1,1

Abbildung 5.1: Pure Coordination

Es beschreibt z.B. die Situation zweier Personen, die sich an einem von
zwei moglichen Orten treffen wollen, sich aber nicht absprechen kénnen. Ein
anderes Beispiel wiren zwei Autoren, die einen gemeinsamen Text verfassen
wollen und die Wahl zwischen zwei Textverarbeitungssystemen haben.

Pure Coordination lasst sich auf vielfdltige Weise variieren. Eine erste
Abwandlung bestiinde darin, die Symmetrie zwischen den Losungen aufzu-
heben, wie in Abbildung 5.2 dargestellt.

Hier zeichnet sich das Strategienprofil (b,b) durch héhere Auszahlungen
an beide Spieler aus. Nichts aber garantiert, dass dieses Profil auch wirk-
lich gespielt wird. Im Gegenteil, hat ein Spieler den Anzugsvorteil und wahlt
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5.1. KOORDINATION IN DER SPIELTHEORIE 129

Spieler B
a b
a 1,1 0,0
Spieler A
0,0 2,2

Abbildung 5.2: Win-Win-Game

aus irgendeinem Grund Strategie a, so muss der andere Spieler folgen. Man
bezeichnet eine Situation, in der die Spieler in einem ineffizienten Strategi-
enprofil gefangen sind, als Lock-in.32® Ein isoliertes Abweichen eines Spielers
aus dem Lock-in wiirde ihm eine geringere Auszahlung bescheren.

Eine Variante, in der der Anzugsvorteil von entscheidender Bedeutung
ist, zeigt Abbildung 5.3. Die Strategienprofile (a,a) und (b,b) sind auf eine
ganz spezielle Weise asymmetrisch: Jedes gibt einem der Spieler einen Vorteil;
dennoch ist es fiir den anderen Spieler immer noch die beste Antwort, dem
ersten Spieler zu folgen.

Spieler B
a b
2,1 0,0
Spieler A
0,0 1,2

Abbildung 5.3: Battle of Sexes

Der Name des Spiels stammt von der iiblichen Cover Story, in der die
beiden Spieler ein (Ehe-)Paar sind und die beiden Strategien ,ins Theater
gehen“ bzw. ,einen Boxkampf anschauen“. Obwohl aber der Mann zum Boxen
und die Frau ins Theater mochte, hidngen sie doch so sehr aneinander, dass
sie lieber mit dem anderen mitgehen, als allein ihren Willen durchsetzen. Wer
hier nun einen Anzugsvorteil besitzt (z.B. weil er oder sie am schnellsten die
Eintrittskarten kauft), setzt sich durch.

323 Vgl. Rieck (1993), S. 50.
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130 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

5.1.3.2 Normierung und Lésungen

Koordinationsspiele mit zweielementigen Strategienmengen S; und S sind
bei normierten Auszahlungen doppelsymmetrisch mit der Matrix

_(: 0
A= ( - az).

Das normierte Koordinationsspiel hat drei symmetrische Nash-
Gleichgewichte: ANF = {e! €% x} mit x = (az/(a1 + a2),a1/(a1 + a3)),
wie man leicht nachpriift.®?* Die beiden Gleichgewichte in reinen Strategi-
en sind strikt, wohingegen jedes y € A beste Antwort auf das gemischte

Gleichgewicht x ist. Das gemischte Gleichgewicht ist daher lediglich nicht
selbstzerstorend.

Die strikten Gleichgewichte (e',e') und (e?,e?) sind nach Corollar 5.3
evolutionsstabil. Fiir das gemischte Gleichgewicht x gilt jedoch fiir die beste
Antwort e!, dass u(el, e!) = a; > a;-a3/(a1 +a3) = u(e!, x), also x ¢ AFSS,

Schon das einfachste Koordinationsspiel (Abbildung 5.1) zeigt das grund-
legende Problem auf: Es gibt mehrere Gleichgewichte. Erfolgreiche Koordi-
nation bedeutet in spieltheoretischem Kontext, eines dieser Gleichgewichte
auszuwahlen. Eine Verdnderung der Auszahlungen gema® Abbildung 5.2 &n-
dert nichts an der Anzahl der Gleichgewichte, das Strategienprofil (e!,e!) ist
jedoch pareto-superior. Damit wird es zu einem Fokuspunkt; nichtsdestoweni-
ger lohnt sich ein einseitiges Abweichen von Profil (e?, ?) nicht. Koordination
lasst sich in beiden Varianten leicht durch Kommunikation herstellen. In der
Spieltheorie wird die Kommunikation vor der Durchfiihrung der Handlungen
mit dem Ziel der wechselseitigen Abstimmung als cheap talk bezeichnet®?s,
was eine ganz wesentliche Voraussetzung betont, ndmlich dass die Kosten der
Kommunikation vernachlissigbar sein miissen in dem Sinne, dass die Verén-
derung der Auszahlungen die Gleichgewichte nicht verdndern darf.

Sich allein auf Kommunikation zu verlassen, birgt jedoch Probleme. Hebt
man die Symmetrie der Gleichgewichte auf wie in Abbildung 5.3, bevor-
teilt jedes Nash-Gleichgewicht einen der Spieler. Es ist zweifelhaft, ob durch
einfache Kommunikation eine Einigung erzielt werden kann. Hier wird sich
der Einflussreichere durchsetzen, den es auch ohne formale Hierarchie geben
diirfte. Die Spieltheorie modelliert dies dadurch, dass die Ziige nicht mehr
gleichzeitig durchgefiihrt werden. Streng genommen wird diese Frage von

324 Zur Berechnung gemischter Gleichgewichte vgl. z.B. Rieck (1993), S. 56.
326 Vgl. Rasmusen (1994), S. 76.
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5.1. KOORDINATION IN DER SPIELTHEORIE 131

Abbildung 5.3 nicht eingefangen, da die dort unterstellten Strategienmengen
gleichzeitige Ziige implizieren. Die Analyse verkompliziert sich durch sequen-
tielle Ziige jedoch. Der Anziehende hat nach wie vor die Wahl zwischen den
Strategien a und b, wihrend der Nachziehende die Strategien (a,a), (a,b),
(b,a) und (b,b) zur Wahl hat. Dabei bedeutet (b,a), dass der Nachziehende b
wahlt, wenn der Anziehende a spielt, und a, wenn b gespielt wird. Abbildung
5.4 zeigt die Bimatrix-Form.

Spieler B
(aa) (ab) (ba) (b,b)
2,1 2,1 0,0 0,0

Spieler A
00 12 00 1,2

Abbildung 5.4: Follow the Leader

Dieses Spiel hat drei Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien: {a,(a,a)},
{b,(b,b)} und {a,(a,b)}. Die beiden ersten erscheinen jedoch nicht sinnvoll,
da der Nachziehende die Aktion des Anziehenden nicht beriicksichtigt.3?6
Legt man die Verfeinerung der Teilspielperfektheit zugrunde®?’, erhilt man
nur noch das sinnvolle Gleichgewicht {a,(a,b)} mit den Payoffs 2 fiir Spieler
A und 1 fiir Spieler B. Damit erreicht man, dass der Nachziehende sich auch
auferhalb des Gleichgewichtspfades rational verhilt, und die Spielergebnisse
sind auch dann sinnvoll, wenn der Anziehende mdoglicherweise einen Fehler
bei der Wahl seiner Aktion macht.3?

Wenn man das Win-Win-Game variiert wie in Abbildung 5.5, zeigt sich,
dass Pareto-Effizienz ein fragwiirdiges Kriterium sein kann. Auch hier gibt es
ein pareto-superiores Strategienprofil (b,b), doch die Wahl der Strategie b ist
riskant. Macht der andere Spieler einen Fehler und wahlt Strategie a, erhilt
sein Gegner eine stark negative Auszahlung. Das Profil (a,a) heift deshalb
risikodominant.3%°

Das Gleichgewicht (b,b) ist auszahlungsdominant und damit pareto-
effizient. Andererseits geht ein Spieler, der Strategie b wahlt, das Risiko ein,

326 Will man die Situation abbilden, dass der Nachziehende nicht in der Lage ist zu rea-
gieren, etwa weil er die Aktion des Anziehenden nicht beobachten kann, muss man die
Ziige simultan ausfiihren lassen.

327 Das Konzept stammt von Selten (1965).

328 Der Gedanke wird formalisiert in der ,, Trembling-Hand-Perfektheit“. Vgl. Selten (1975).

329 Vgl. Holler und Illing (1993), S. 138.
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132 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

Spieler B
a b
a 1,1 0,-10
Spieler A
-10,0 2,2

Abbildung 5.5: Dangerous Coordination

eine Auszahlung von —10 zu erhalten, wenn der Gegner abweicht. Bei Gleich-
gewicht (a,a) ist ein solcher Verlust kleiner, so dass dieses risikodominant ist.
Die beiden Axiome fiihren also zu widerspriichlichen Ergebnissen. Harsanyi
und Selten 16sen das Problem, indem sie eine strikte Hierarchie der Axiome
verwenden, in der der Auszahlungsdominanz Prioritit eingerdumt wird.3%
Dies ist jedoch nicht unbestritten geblieben33!, zumal Experimente bestiti-
gen, dass Spieler eher das risikodominante Gleichgewicht wihlen332. AuRer-
dem ergibt die Normalisierung des Spiels a; = 11 und a; = 2, und man kann
damit argumentieren, dass das risikodominante Gleichgewicht das eigentlich
rationale ist.3%

5.1.4 Ein konvergentes Koordinationsmodell

Beide statischen Gleichgewichtskonzepte sind nicht in der Lage vorauszusa-
gen, welches Gleichgewicht nun tatsédchlich gespielt wird. Sie kdnnen weder
erklaren, wie ein Lock-in im Win-Win-Game zustandekommt, noch wie der
Konflikt im Battle of Sexes gelost wird. Der Vorteil der Evolutionsstabilitat
liegt aber darin, dass sie sich in natiirlicher Weise mit einer Dynamik ver-
binden ldsst. Die Hypothese der Replikator-Dynamik lautet, dass die Wachs-
tumsrate der Wahrscheinlichkeit z;, mit der eine reine Strategie ¢ gewahlt
wird, sich proportional zur erwarteten Auszahlungsdifferenz zwischen reiner
Strategie i und vorherrschender gemischter Strategie x verhalt334:

- u(e’, x) — u(x, x).
i

330 ygl. Harsanyi und Selten (1988).

331 ygl. Holler und Illing (1993).

332 yan Huyck, Battalio und Beil (1990).

333 ygl. Weibull (1995), S. 31.

334 Djese Differenz wird in biologischem Kontext als relative Fitness interpretiert. Vgl.
Friedman (1998a), S. 24.
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 133

Die Replikator-Dynamik besitzt gewisse Invarianzeigenschaften, die eine Nor-
malisierung der Auszahlungen erlauben.33® Fiir das normalisierte Koordina-
tionsspiel lautet die Replikator-Dynamik

&1 = (0121 — @2T3)T1 T3,
.’i?z = —(i?l.
Man erkennt, dass alle drei Nash-Gleichgewichte Steady States darstellen,

das gemischte Gleichgewicht jedoch instabil unter der Replikator-Dynamik
ist. Dies stimmt iiberein mit den Beobachtungen zur Evolutionsstabilitit.

AuRerdem sieht man, dass

. .. az
lim x = e! fiir 27 > —=—
t—oo a +az

. .. a2
lim x = e? fiir 29 < .
t—o0 a) + ag

Die Replikator-Dynamik bestimmt, welches strikte Nash-Gleichgewicht
den eindeutigen Grenzwert bildet. Das Konzept der Evolutionsstabilitit in
Verbindung mit der Replikator-Dynamik garantiert ein eindeutiges Ergebnis.
Man kann nun die Existenz eines Lock-in durch die Anfangsbedingung erkla-
ren. Wenn die Wahrscheinlichkeit, dass die pareto-inferiore Strategie gespielt
wird, hinreichend gro® ist, ist die erwartete Auszahlung der pareto-superioren
Strategie entsprechend klein, und die inferiore Strategie wird noch haufiger
gewahlt, bis das Lock-in erreicht ist. Die Anfangsbedingung selbst ist mo-
dellexogen, doch sie prazisiert die Umstinde, unter denen es zum Lock-in
kommt. Analog ergeben sich die Bedingungen, unter denen sich ein Spieler
im Battle of Sexes durchsetzt.

5.2 Koordination mit chaotischer Dynamik

Die nachfolgenden Modelle wollen zeigen, dass chaotisches Verhalten prinzi-
piell bei keinem Koordinationsinstrument ausgeschlossen werden kann. Mit
Schéffer unterscheiden wir vertikale Koordination sowie horizontale Koor-
dination ohne und mit gemeinsamem Zweck.33® Die Modelle B (Abschnitt

335 Vgl. Weibull (1995), S. 73.

336 Es sei daran erinnert, dass nach Schiffer (1996) vertikale Koordination einen gemein-
samen Zweck voraussetzt. Fehlt dieser, erfolgt die Koordination durch Zwang, was in
einer freiheitlichen Gesellschaft unzulissig ist. Vgl. auch nochmals Abbildung 4.1 auf
S. 111.
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134 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

5.2.1) zur Budgetierung, V (Abschnitt 5.2.2) zur Koordination iiber Verrech-
nungspreise und S (Abschnitt 5.2.3) zur Selbstabstimmung korrespondieren
mit den drei besetzten Feldern der Matrix nach Schéffer.

5.2.1 Koordination durch Budgetierung
5.2.1.1 Modellformulierung

Der Begriff der Budgetierung wird in der Literatur nicht einheitlich verwen-
det. Bisweilen wird Budgetierung mit der Gesamtplanung der Unternehmung
gleichgesetzt, bisweilen beschriankt man sich auf die kurzfristige Planung.
Gingiger als diese Auffassungen ist das Verstandnis als Koordinationsinstru-
ment, bei dem die an die nachgeordneten Instanzen delegierten Teilplanungen
koordiniert werden, indem von der Zentrale Vorgaben hinsichtlich bestimm-
ter Plangrofen gemacht werden.337

Mit Budgetierung wird hier die Zuweisung finanzieller Ressourcen an ei-
ne Abteilung wie Marketing oder Forschung oder eine Sparte respektive ein
Profit Center — im Folgenden pars pro toto Abteilung genannt — bezeichnet.
Damit wird faktisch eine Verschuldungsgrenze der Abteilungen gegeniiber der
Zentrale bzw. dem Unternehmen festgelegt. Die Allokation der vorhandenen
Ressourcen erfolgt durch eine Budgetplanung auf iibergeordneter Ebene, wo-
bei hier die Frage der Partizipation der betroffenen Abteilungen und damit
die Problematik asymmetrischer Informationen ausgeklammert bleibt. Die
zentrale Planung gewahrleistet eine konsistente Budgetierung und somit eine
Koordination der Abteilungen.33®

Im Folgenden wird ein Partialmodell B betrachtet, das die Budgetzutei-
lung einer Abteilung in dynamischem Kontext abbildet. Es wird unterstellt,
dass die Budgetho6he von einer Zielgrofe abhéngt, die wiederum von der Bud-
gethohe beeinflusst wird. Solche Regeln sind in der Praxis haufig anzutreffen,
z.B. wird das Marketingbudget vom Umsatz der Vorperiode bestimmt, das
Forschungsbudget vom Gewinn der Vorperiode oder das Verwaltungsbudget
von den Ausgaben der Vorperiode.

Zunichst stellen wir uns als Beispiel das Werbebudget W und als Ziel-
erreichungsgrad die Hohe des Gewinns G vor. Intensivere Werbung erhéht
den Absatz und damit den Erlés E, wobei man abnehmende Erloszuwéchse

337 Vgl. Serfling (1992), S. 251.
338 Vgl. Ewert und Wagenhofer (2000), S. 458.
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 135

unterstellen kann:
E=EW), EW)>0, E"(W)<O.

Damit wird angenommen, dass jede Intensivierung der Werbeaktivitéten zu-
satzliche Kunden akquiriert, die Anzahl der Neukunden bzw. die von den
Kunden zusatzlich nachgefragte Menge aber immer geringer wird. Hier wird
eine Analogie zum Ertragsgesetz der neoklassischen Produktionstheorie ge-
bildet.33® Man kann die Annahme abnehmender Grenzerlése fiir kleine Wer-
bebudgets aber auch bezweifeln. Sehr geringe Werbeaktivitdten bleiben fiir
die meisten potenziellen Kunden unterhalb der Wahrnehmungsschwelle. Von
einem solch geringen Niveau aus hat eine Erh6hung des Budgets nur eine
kleine Wirkung auf den Erlos. Wenn die Wahrnehmungsschwelle aber iiber-
schritten wird, kann man von groReren Grenzerlosen der Werbung ausgehen.
Der Bekanntheitsgrad des Produktes steigt; die Werbung kann indirekte Wir-
kung entfalten, indem Nachfrager auftreten, die nicht von der Werbung selbst
zum Kauf animiert wurden, sondern vom Kauf anderer Individuen. Fiir Bud-
gets unterhalb einer gewissen Hohe sind also steigende Grenzerlose plausibel,
erst jenseits dieser Hohe tritt ein Sattigungseffekt ein, der die Grenzerlose
sinken ldsst. Insgesamt ergibt sich so ein s-formiger Verlauf der Erlosfunkti-
on in Abhéngigkeit vom Werbeaufwand, der dem klassischen Ertragsgesetz
der Produktionstheorie34® entspricht.

Auf der anderen Seite verursacht die Werbung Kosten in Héhe von K.
Zum einen geschieht dies direkt; die Werbeausgaben, die im Budget veran-
schlagt sind, werden von der Betriebsbuchhaltung als Kosten verbucht. Zum
anderen entstehen iiber die hohere Absatz- und damit Produktionsmenge in-
direkt auf die Werbung zuriickzufiihrende Kosten. Ublicherweise unterstellt
man eine konvexe Kostenfunktion, hier allerdings in Abhangigkeit von W
statt von der Ausbringungsmenge:

K=KW), K(W)>0, K'(W)>0.

Wenn man nun annimmt, dass auch bei s-formigem Verlauf der Erlos-
funktion die Grenzerlose der Werbung fiir kleine Budgets immer grofer sind
als die Grenzkosten, dann ist die Gewinnfunktion als Differenz von Erlos
und Kosten unimodal mit einem eindeutigen globalen Maximum.34! Wie wir

339 ygl. Steven (1998), S. 43

340 ygl. Steven (1998), S. 25.

341 Ein Modell zur Abbildung von Werbebudgets untersucht Kopel (1994), S. 24ff, aller-
dings in einem erheblich anderen Szenario.

Lars Otterpohl - 978-3-631-75508-2
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:01:56AM
via free access



136 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

schon in Kapitel 3 am Beispiel des quadratischen Iterators (3.8) gesehen ha-
ben, sind unimodale Funktionen in einem riickgekoppelten Regelkreis anfallig
fir Chaos.

Kehren wir zuriick auf die hohere Abstraktionsebene. Der funktionale Zu-
sammenhang zwischen Budgethohe und Zielerreichungsgrad wird von zwei
gegenldufigen Effekten bestimmt. Zum einen wird unterstellt, dass ein hé-
heres Budget ceteris paribus einen hoheren Zielerreichungsgrad zur Folge
hat. Zum anderen belastet der Verbrauch finanzieller Ressourcen unmittel-
bar den Zielerreichungsgrad. Eine h6here Budgetzuweisung fiihrt zunéchst zu
einer besseren Zielerreichung. Der Grenznutzen, ausgedriickt als Erhéhung
des Zielerreichungsgrades, ist hoher als die Grenzkosten, ausgedriickt als Er-
héhung des Budgets. Ab einer gewissen Budgethohe kann sich dies jedoch in
sein Gegenteil verkehren, da zuséatzliche Mittel nicht mehr zielgerecht einge-
setzt werden kénnen und in anderen Abteilungen fehlen. Der Grenznutzen
einer Budgeterhohung liegt in diesem Bereich unterhalb der Budgeterhohung
selbst, d.h. der Nettogrenznutzen ist negativ.

Der Abteilung wird eine gewisse Myopie unterstellt. Sie ist nicht in der
Lage, den Zusammenhang zwischen Budgethohe und Zielerreichungsgrad hin-
reichend zu iiberblicken, um Budgetmaximierung {iber mehrere Perioden hin-
weg betreiben zu kénnen; das heift, es ist ihr nicht maoglich, durch die kon-
krete Verwendung der zugewiesenen finanziellen Mittel, mitunter auch durch
Einsparungen und Verlagerung der Ausgaben in spétere Perioden, den Zieler-
reichungsgrad und damit die Budgetzuteilung langfristig hochzuhalten. Statt
dessen gibt sie das zugeteilte Budget vollstindig aus, um keine Budgetkiir-
zung oder sogar Kompetenzbeschneidung hinnehmen zu miissen.

Von der Unternehmensleitung wird der Zielerreichungsgrad als MaR fiir
die kiinftige Budgetzuweisung angesehen. Je erfolgreicher eine Abteilung ge-
wirtschaftet hat, desto mehr finanzielle Mittel werden ihr in der Folgeperiode
anvertraut.

Wir unterstellen mit den geschilderten Annahmen einen unimodalen Zu-
sammenhang zwischen Budgethdhe und Zielerreichungsgrad und eine mo-
notone Funktion zwischen Zielerreichungsgrad und Budgetzuweisung fiir die
nichste Periode. Dieses Szenario wird nun formalisiert.

Seien die Budgetmenge B C R¢ und die Menge der méglichen Zielerrei-
chungsgrade Z C R kompakte Intervalle. Die Budgets sind also stets nichtne-
gativ; die Zielerreichungsgrade kénnen jedes Vorzeichen annehmen und miis-
sen nicht dieselbe Mafieinheit wie die Budgets besitzen. Letztere werden in
Geldeinheiten gemessen, fiir die Zielerreichungsgrade sind neben finanziellen
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 137

GroRen Durchlauf- oder Lieferzeiten, Produktionsmengen oder bei weichen
Zielen Punktzahlen aus Scoring-Verfahren denkbar.

Die Zeit t wird in diskreten Schritten gemessen, also lassen sich die
Bahnen der Budgets und Zielerreichungsgrade darstellen als die Folgen
(bt>t€ N bt € B und (Zt>t€ , %t € Z.

Ferner unterstellen wir eine mindestens dreimal stetig differenzierbare3?,

unimodale Funktion ¢: B — Z, b, — 2; und eine mindestens dreimal stetig
differenzierbare, streng monoton steigende Funktion ¢: Z — B, z + byyq. ¢
beschreibt den funktionalen Zusammenhang zwischen der Budgethéhe b; und
dem damit maximal erreichbaren Zielerreichungsgrad z;. Die Analogie zur
Definition der Produktionsfunktion®? ist durchaus gewollt. In beiden Fillen
steht ein Optimierungsgedanke im Hintergrund, hier die bestmégliche Nut-
zung der im Budget bereitgestellten Mittel, dort die effiziente Kombination
der Produktionsfaktoren. Wahrend jedoch fiir Produktionsfunktionen positi-
ve partielle Grenzproduktivitidten unterstellt werden, erreicht ¢ bei wachsen-
dem b ein Maximum und verlduft danach fallend. Analog zu diesem Verlauf
wird im Modell von Day*** eine gesamtwirtschaftliche Produktionsfunktion
mit einem fallendem Abschnitt verwendet. Dort wird argumentiert, dass ab
einem gewissen Punkt eine weitere Erhohung z.B. des Produktionsfaktors
Kapital die natiirlichen Ressourcen, also den Produktionsfaktor Boden, der
in gesamtwirtschaftlichen Produktionsfunktionen normalerweise konstant ge-
setzt und nicht weiter betrachtet wird, so stark schidigt, dass der Nettoeffekt
auf die Produktion negativ ist. Die Funktion ¢ verkniipft den Zielerreichungs-
grad z; mit der Budgetzuweisung der Folgeperiode b;4;. Sie beschreibi das
Verhalten der Unternehmensleitung und ist heuristischer, nicht optimieren-
der Natur, da der Unternehmensleitung fiir ein Optimierungskalkiil nicht
geniigend Informationen zur Verfiigung stehen.

Aus der Verkettung von ¢ und 9 ergibt sich als Modellbeschreibung die
Differenzengleichung

f=vo0¢: B— B, b+ by, (5.2)

die die Budgethohe in ¢ mit der Budgethohe in ¢ + 1 verkniipft. Der nach-
folgende Satz charakterisiert die allgemeinen Eigenschaften dieser Funktion.
Die Untersuchung auf Chaos muss wie iiblich anhand konkreter Funktionen

342 Die Forderung nach dreifacher stetiger Differenzierbarkeit bedeutet keine wesentliche
Einschriankung, sondern stellt sicher, dass alle verwendeten Ableitungen und Kompo-
sitionen wohldefiniert sind.

343 Vgl. z.B. Steven (1998), S. 6.

344 Vgl. Day (1982) und oben Abschnitt 2.2.1.
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138 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

durchgefiihrt werden, die jedoch die Eigenschaften aus Satz 5.4 erfiillen miis-
sen.

Satz 5.4
Die Funktion f aus (5.2) ist mindestens dreimal stetig differenzierbar und
unimodal.

Beweis. Aus ¢ € C? und ¥ € C? folgt ohne weiteres 1) o ¢ € C3. Wegen
der Differenzierbarkeit ist ¢ genau dann unimodal, wenn es einen Modus
b™°d € B gibt mit

Wb, S 6™ f'(by) 20.

Wegen der strengen Monotonie von 9 gilt ¢’(2;) > 0 fiir alle 2; € Z. Aus der
Kettenregel erhélt man

£'(b) = 9’ ((be)) - #'(Be)

und damit
Vb € B: s1gn fl(bt) = 81gn ¢,(bt).
Also ist auch f unimodal. |

5.2.1.2 Deterministisches Chaos

Nach den ‘Ausfithrungen des vorherigen Unterabschnitts ist prinzipiell jede
unimodale Funktion geeignet, die oben dargestellten Annahmen abzubilden.
Die folgende Analyse wird am Beispiel der Funktionenfamilie

bH—l == fn(bt) =a- \n/ b;"(]. ot b?), ne R+, a>0 (53)

durchgefiihrt. Diese Differenzengleichung entsteht durch die Verkettung von
(b)) = Y21 —b7) und 9¥(2) = a - z. Die Spezifikation von ¢ ldsst sich
so interpretieren, dass die Unternehmensleitung die Budgetzuteilung fiir die
Folgeperiode proportional zum Zielerreichungsgrad der gegenwértigen Peri-
ode ansetzt. Das ist zum Beispiel der Fall, wenn das Werbebudget als fester
Prozentsatz des Gewinns festgelegt wird. In der gegenwértigen Spezifikation
(6.3) kann a allerdings auch Werte grofer als eins annehmen, ist also erst
nach einer linearen Transformation als Prozentsatz interpretierbar. Dariiber
hinaus ist ¢ unimodal, so dass die getroffenen Annahmen erfiillt sind. Der
genaue Verlauf hingt vom konkreten n ab.

Die Entwicklung der Budgets geht wie folgt vor sich: Ausgehend von
einem Startpunkt ¢y, zu dem das System eingefiihrt wird, legt die Unterneh-
mensleitung ein Budget fest. Die Abteilung erreicht damit gemaR ¢ einen
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 139

bestimmten Zielerreichungsgrad, wobei sie sich optimal verhdlt und den ma-
ximalen Zielerreichungsgrad realisiert. Niedrige und hohe Budgets fiihren zu
niedrigen Zielerreichungsgraden, mittlere Budgets zu hohen Zielerreichungs-
graden. Die Unternehmensleitung nimmt den Zielerreichungsgrad zur Kennt-
nis und setzt gemak ¢ das Budget fiir die nachste Periode fest, mit dem die
Abteilung wiederum geméaf 1 den Zielerreichungsgrad in der nachsten Peri-
ode erwirtschaftet. Abbildung 5.6 veranschaulicht den Zusammenhang noch

einmal.
2 = ¢(b) ‘—l ‘——' ber1 = ¥(z)
O O ¢

Abbildung 5.6: Regelkreis des Modells B

be+1 bs

PN

be t

bt 41 b
;i
A
by t

Abbildung 5.7: Phasendiagramme und Bahnen des deterministischen Bud-
getmodells fiir n = 1 (oben) und n = 2 (unten).

1A
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140 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

Abbildung 5.7 zeigt zwei Phasendiagramme fiir n = % und n = 2 und die
zugehorigen Bahnen. Die Verwandtschaft mit dem quadratischen Iterator
einschliefflich der Chaos-Eigenschaft ist deutlich zu erkennen, wie auch der
folgende Satz bestatigt.

Satz 5.5
fa:[0,1] = [0,1] ist fiir a = {/4 topologisch chaotisch im Sinne von Defini-
tion 3.7.

Beweis. Sei h: [0,1] — [0,1],b, — b}. h ist stetig und surjektiv auf [0, 1].
Sei auRerdem g: [0,1] — [0,1],b; — a™ - by(1 — b;). Dann gilt:

g(h(be)) = a™ - B(1 = b7) = h(fa(be)),

d.h. f und g sind nach Definition 3.13 topologisch semikonjugiert. Fiir a =
{/4 ist g nach Satz 3.9 topologisch transitiv und besitzt dichte periodische
Punkte. GemiR Satz 3.14 gilt dies auch fiir f, bei a = ¥/4. Aus Satz 3.12
folgt, dass f, sensitiv abhingig von den Anfangsbedingungen ist und damit
chaotisch im Sinne von Definition 3.7. [ |

Die Konstruktion der Funktionenfamilie f, beruht auf der Definitions-
gleichung
fa=hzlogohy,
mit der als chaotisch bekannten Funktion g und dem HomGomorphismus h.
Die gefundenen Ergebnisse kénnen in qualitativer Hinsicht auf alle weiteren
Konstruktionen mit anderen Hom6omorphismen verallgemeinert werden. In-
sofern hat die Analyse von f,, den Charakter eines Beispiels, anhand dessen
eine graphische Veranschaulichung maglich ist.

Die topologische Aquivalenz zum quadratischen Iterator spiegelt sich in
den Feigenbaum-Diagrammen in Abbildung 5.8 wider. Auf den linken Sei-
ten der Diagramme zeigt sich das Szenario der Periodenverdopplungen, das
jenseits der Feigenbaum-Punkte in die chaotischen Binder3*® miindet. Auch
die Fenster mit stabilen Zyklen, die die chaotischen Bereiche unterbrechen,
sind zu erkennen. Die Parameterwerte, an denen Periodenverdop ?Iungen oder
Binderspaltungen stattfinden, stehen im Verhéltnis a,, = an. Der Ver-
gleich der beiden Diagramme ldsst erkennen, dass die Systeme iiber eine
Potenzfunktion konjugiert sind. Beide erscheinen wie das Bifurkationsdia-
gramm des quadratischen Iterators, der ja den Spezialfall fiir n = 1 darstellt,
durch eine verzerrende Linse betrachtet.

345 Bs sei klar gestellt, dass die Biander numerisch chaotisch sind, d.h. die Lyapunov-
Exponenten sind positiv. Topologisches Chaos im Sinne von Definition 3.7 gibt es nur
an den rechten Rindern der Feigenbaum-Diagramme.
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 141

Abbildung 5.8: Feigenbaum-Diagramme des Modells B, deterministische Va-

riante, fiir n = % und n = 2.

Auch die Lyapunov-Exponenten in Abbildung 5.9 verhalten sich fiir ver-
schiedene Parameterwerte a in mit Abbildung 3.9 vergleichbarer Weise. Ex-
ponenten mit dem Wert null zeigen Bifurkationen an. Rechts des Feigenbaum-
Punktes findet man positive Exponenten, die den chaotischen Bindern ent-
sprechen, aber auch negative Exponenten fiir die periodischen Fenster.

Abbildung 5.9: Lyapunov-Exponenten des Modells B, deterministische Vari-
ante, fiir n = ; und n = 2.

In der Analyse wurde % als lineare Funktion mit dem Parameter a aufge-
fakt, also eine proportionale Beziehung zwischen Zielerreichungsgrad 2z, und
Budgetzuweisung b;,;. Der Proportionalitdtsfaktor a ist eine Entscheidungs-
variable der Unternehmensleitung. Sie bestimmt, wieviel Prozent des Ge-
winns in die Werbung der Folgeperiode gesteckt werden. Wie die Abbildung
5.8 gezeigt hat, steigt mit a die Komplexitit des Systemverhaltens. Im In-
teresse der Unternehmensleitung liegt in der Regel eine maglichst gleichma-
Bige Entwicklung. Periodische Zyklen hoher Ordnung oder gar irregulires
Verhalten erschweren die mittel- und langfristige Planung ungemein. Mit ei-
nem hinreichend kleinen Proportionalitdtsfaktor ldsst sich das gewiinschte
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142 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

Ergebnis erzielen; das System verharrt nach einer Einschwingphase in einem
stationdren Gleichgewicht, ahnlich wie es fiir den quadratischen Iterator in
Abbildung 3.22 auf Seite 95 gezeigt wurde. Nun kann es aber auch vorkom-
men, dass sich die Unternehmensleitung fiir einen héheren Proportionalitits-
faktor entscheidet. In der Einfiihrungsphase eines Produktes oder fiir einen
Relaunch liegen die Ausgaben fiir Werbung relativ zu Umsatz oder Gewinn
wesentlich hoher als etwa in der Reifephase. Wenn der Zusammenhang zwi-
schen Riickkopplung, hohem Parameterwert und irreguldren Schwankungen
der Unternehmensleitung nicht bekannt ist, wird sie unweigerlich die falschen
Schliisse ziehen und wirkungslose Mafnahmen ergreifen. So kénnte sie etwa
reagieren, indem sie den Parameterwert laufend dndert, um den Schwankun-
gen gegenzusteuern. Dies wird das System jedoch moglicherweise zusétzlich
destabilisieren.

Herrscht jedoch ein Bewusstsein fiir die mégliche Unvorhersagbarkeit und
Irregularitét nichtlinearer Systeme, kann besser zielgerichtet eingegriffen wer-
den. Der chaosgenerierende Mechanismus besteht darin, dass die Budgetzu-
weisung an der Zielerreichung ausgerichtet wird, die wiederum vom Budget
determiniert wird. So besteht die Probleml6sung hier darin, das System zu
entkoppeln, d.h. die Entscheidung fiir die kommende Periode so wenig wie
moglich von Daten fiir die laufende Periode abhidngig zu machen. Fiir die
Einfiihrungsphase eines Produktes konnte so das Werbebudget iiber mehre-
re Perioden hinweg konstant gehalten werden. Nun diirfte eine vollstiandige
Entkopplung kaum méglich sein. Die wohl radikalste Losung ware, das Bud-
get in jeder Periode nach der Methode des Zero-Base-Budgeting auszuarbei-
ten.34¢ Hierbei geht man gedanklich davon aus, dass das Unternehmen keine
Vergangenheit hat, sondern baut die notwendigen Prozesse und die zugeho-
rigen Budgets systematisch neu auf. Das Zero-Base-Budgeting dient nicht
unbedingt einseitig der Kostensenkung, sondern der Reallokation der in den
Gemeinkostenbereichen eingesetzten finanziellen Ressourcen und ist damit
als Koordinationsinstrument grundsitzlich geeignet.?” Dieser Planungsan-
satz diirfte jedoch fiir die in jeder Periode neu zu treffenden Entscheidungen
iiber die Budgetierung zu aufwendig und damit zu teuer sein. Ein gewisses
Maf der Extrapolation vergangenheitsbezogener Daten in die Zukunft ist
unvermeidlich, auch um die gesammelten Erfahrungen und Kenntnisse ver-
wenden zu kénnen. Um so wichtiger ist es, die Struktur der Riickkopplung zu
kennen und die Parameter zu identifizieren, die die globale Dynamik bestim-
men. Prinzipiell ungefahrlich sind konstante oder sonstwie regelgebundene
Fortschreibungen. Beispielsweise konnte man den Lebenszyklus eines Produk-

346 ygl. z.B. Maly (1982), Volz (1987) und Marettek (1982).
347 Vigl. Serfling (1992), S. 189.
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 143

tes prognostizieren und das Werbebudget gemif der Position des Produktes
im Zyklus festlegen. Zwischen Werbebudget und Lebenszyklus besteht eine
wesentlich schwichere Interdependenz als zwischen Werbebudget und Peri-
odengewinn. Ohne Riickkopplung kann es aber auch nicht zu chaotischen
Schwingungen kommen.

5.2.1.3 Stochastisches Chaos

Das Modell zur Budgetierung wird wegen seiner einfachen Struktur verwen-
det, um im Folgenden eine grundsitzliche Frage zu untersuchen.4® Chaoti-
sche Systeme zeigen ein stochastisch anmutendes Verhalten, obgleich ihre Be-
wegungsgleichungen vollkommen deterministisch sind. Am Beispiel des Bud-
getmodells werden nun die Auswirkungen zusitzlicher stochastischer Ein-
fliisse untersucht. Der Systemgleichung (5.3) wird ein weiles Rauschen hin-
zugefiigt, d.h. der grundsitzliche Zusammenhang zwischen Budgethohe und
Zielerreichungsgrad bleibt bestehen, doch es gibt weitere Einfliisse auf den
Zielerreichungsgrad, bei denen der kausale Zusammenhang nicht bekannt ist.

Die Differenzengleichung lautet nun

bt+1 =a \ﬂ/ b?(]. - b?) + € (54)

mit der Zufallsvariablen ¢, fiir die eine Normalverteilung mit Erwartungswert
p = 0 und Varianz 0? > 0 angenommen wird: ¢, ~ N(0,0?).

Die Feigenbaum-Diagramme in Abbildung 5.10 zeigen die Wirkung des
weiken Rauschens. Die Endzustinde fiir kleine Parameterwerte a sind keine
Fixpunkte oder stabile Zyklen mehr, die sich als scharfe Linien zeigen, son-
dern es entstehen Streifen, die anzeigen, in welchen Bereich die Budgethohen
b, mit hoher Wahrscheinlichkeit fallen. Fiir die Erstellung der Diagramme
ist eine sehr kleine Varianz verwendet worden, um die zugrunde liegende
chaotische Struktur nicht zu sehr zu iiberlagern.

Im Bereich der chaotischen Biander wird deutlich, dass sich das System
bei gegebenem Parameter a wie eine Mischung der deterministischen Sys-
teme bei benachbarten Parametern verhilt. Dies erscheint auf den ersten
Blick iiberraschend, da sich das Rauschen annahmegemaR nicht direkt auf a
auswirkt. Insofern kann die Deutung von a als Entscheidungsvariable der Un-
ternehmensleitung bei der Festlegung des Budgets aufrecht erhalten werden.
In der Tat lisst sich aber zeigen34°, dass eine Stérung der Systemvariablen b

348 ygl. auch Pinkwart (1992).
349 vgl. Crutchfield, Farmer und Huberman (1982).
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144 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

ein dhnliches Verhalten hervorruft wie eine Stérung des Parameters a in der

Form
ber1 = (a+m) /621 — b7) mit n ~ N(0, o).

Eine einfache Umformung zeigt, dass dieses System ebenfalls einen additiven
Storterm besitzt, allerdings von der Form 2- f(b), d.h. der Term ist nicht nor-
malverteilt. Die statistischen Eigenschaften beider Formen von Stértermen
stimmen bei hinreichend kleiner Standardabweichung aber iiberein.30

Abbildung 5.10: Feigenbaum-Diagramme des Modells S, stochastische Vari-
ante, firn=1und n=2.

Diese statistische Aquivalenz hat erstens zur Folge, dass es keine ein-
deutigen Bifurkationspunkte mehr gibt, sondern Bereiche, in denen keine
Zuordnung zu Zyklen bestimmter Linge mdglich ist. Dies ist unmittelbare
Folge der Beobachtung, dass sich das System wie eine Mischung des determi-
nistischen Systems links des Bifurkationspunktes mit kleinerem Zyklus und
rechts des Bifurkationspunktes mit groferem Zyklus verhélt. Der Entschei-
dungstrager steht vor dem Problem, den Ubergang zwischen Zyklengréfen
nicht genau erkennen zu konnen, so dass er sich der Bifurkation womdglich
gar nicht bewusst wird.

Zweitens verschwinden Zyklen hoherer Zweierpotenzen. Die Diagramme
in Abbildung 5.10 lassen den Zyklus der Periode vier noch erkennen, danach
folgt der Ubergang in die Binder.3%! Der Weg ins Chaos ist dadurch erheblich
verkiirzt.

Drittens erkennt man im Fenster der Periode drei wesentlich mehr Punkte
zwischen dem deterministischen Orbit als bei Zyklen in der Bifurkationskas-

350 ygl. Kelsey (1988), S. 12.
351 Golches Verhalten ist fiir den Ubergang von laminaren zu turbulenten Fliissen empirisch
bestitigt. Vgl. Kelsey (1988), S. 13.
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 145

kade. Dies liegt daran, dass stabile Zyklen wie derjenige der Periode drei
direkt benachbart mit chaotischen Bereichen sind. Der Effekt des Rauschens
ist bei Zyklen der Periode drei also grundsétzlich anders als bei Zyklen mit
gerader Periode, wo aus den Zyklen schmale Streifen werden, zwischen de-
nen die Wahrscheinlichkeit beinahe bei null liegt. Ein Zyklus der Periode
zwei oder vier der Zielerreichungsgrade, der bei entsprechender Perioden-
lange z.B. bei oberflachlicher Betrachtung auf Saisoneinfliisse zuriickgefiihrt
werden konnte, ist bei schwachem Rauschen in der Bahn noch deutlich zu
erkennen. Ein Zyklus der Periode drei oder sechs hingegen wird trotz gleich
schwachem Rauschen wesentlich stirker gestort, weil das deterministische
Chaos der benachbarten Parameterwerte hinzukommt.

Und viertens verschwinden wegen der Nachbarschaft zu chaotischen Be-
reichen die meisten periodischen Fenster innerhalb des chaotischen Bereiches
vollig. Im Beispiel ist lediglich fiir n = 2 das Fenster der Periode drei noch
schwach zu erkennen; fiir n = % gibt es keine Fenster mehr.

Man kann dies ebenfalls anhand der Lyapunov-Exponenten nachvollzie-
hen, die prinzipiell auch fiir stochastische Systeme berechnet werden kon-
nen. In Abbildung 5.11 zeigen sich nur wenige Bifurkationen, an denen die
Lyapunov-Exponenten null sind in einer Umgebung negativer Exponenten.
Fiir groBe Werte von a tritt numerisches Chaos auf, d.h. die Exponenten sind
positiv. Periodische Fenster mit stabilen Zyklen und negativen Exponenten
sind kaum noch zu beobachten. Die Entwicklung der Budgets und Zielerrei-
chungsgrade entwickelt sich fiir grofiere Bereiche als im deterministischen Fall
sensitiv abhingig von den Anfangsbedingungen. Die Prognostizierbarkeit der
Entwicklung und damit die Planbarkeit ist noch starker eingeschriankt.

Fa S P

a

Abbildung 5.11: Lyapunov-Exponenten des Modells S, stochastische Varian-
te, n = % und n = 2.

Man kann also behaupten, dass chaotisches Verhalten auf externes Rau-
schen weniger sensitiv reagiert als periodisches stabiles Verhalten. Zyklen
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146 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

mit geringerem Existenzbereich verschwinden, nur eine endliche Zahl von Zy-
klen ist beobachtbar. Chaotisches Verhalten breitet sich hingegen gleichsam
aus.®? Die Uberlegungen zum deterministischen Fall, wie man die Auswir-
kungen des Chaos vermeidet, bleiben grundsétzlich giiltig. Riickkopplungen
sollten nach Moglichkeit vermieden werden; dort, wo sie aus Kosten- oder
anderen Griinden unumgénglich sind, muss man versuchen, die Struktur des
Systems so weit zu durchschauen, dass man die relevanten Parameter im
stabilen Bereich halten kann.

Die fiir das Budgetierungsmodell gewonnenen Ergebnisse weisen iiber den
unmittelbaren Modellrahmen hinaus. Stochastische Einfliisse sind in &ko-
nomischen Systemen allgegenwéartig. Man mache sich dazu nur klar, welch
groken Einfluss das Wetter auf die okonomische Aktivitit haben kann.3%
Die Landwirtschaft ist je nach Nutzpflanze auf die unterschiedlichsten Kli-
mate angewiesen; die Tétigkeit der Bauindustrie unterliegt starken saisonalen
Schwankungen; ebenso ist der Verkehr, insbesondere See- und Luftverkehr,
und damit eine Fiille logistischer Prozesse stark wetterabhingig. Eine deter-
ministische Modellierung kann deshalb immer nur als Vereinfachung ange-
sehen werden. Dies gilt umso mehr, wenn das Modell linear ist. Entscheidet
man sich aber dafiir, Nichtlinearitat zuzulassen, ist chaotisches Verhalten des
Systems in der Regel grundsitzlich moglich. Wir haben nun gesehen, dass
topologisches Chaos nur bei ganz bestimmten Parameterkonstellationen auf-
tritt und auch numerisches Chaos nur in engen Bereichen der Parameterwer-
te, die dariiber hinaus von stabilen Fenstern unterbrochen werden. Schon ein
sehr kleiner stochastischer Einfluss driangt aber das regulédre Systemverhalten
weit zuriick. Insofern besteht Anlass, das Augenmerk auf chaotische Losun-
gen von Systemen wie in Gleichung (5.4) zu richten. Wenn die Untersuchung
stochastischer Einfliisse aus Griinden der Einfachheit im Folgenden wieder
aufgegeben wird, so geschieht dies in dem Bewusstsein, dass die Bedeutung
der chaotischen Regionen bei deren Vorliegen zunimmt.

352 ygl. Kelsey (1988), S. 16.

353 Man erkennt hier sehr schon, dass zufillig erscheinende Ereignisse, die in Form stochas-
tischer Terme in Modelle integriert werden, in Wirklichkeit auf chaotischen Prozessen
beruhen konnen.
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 147
5.2.2 Koordination durch Verrechnungspreise
5.2.2.1 Die Organisationsstruktur: Innerbetriebliche Markte

Entsprechend dem groflen Interesse der Forschung gibt es fiir den Begriff
des Verrechnungspreises eine Vielzahl von Definitionen.3®* Nach Schneider
heifen Verrechnungspreise ,Preise, die bei zahlenméfigen Abbildungen von
Diensten, Sachen und Verfiigungsrechten statt gegenwirtigen Marktpreisen
benutzt werden, oder sie stellen Marktpreisimitationen fiir Dienste, Sachen
und Verfiigungsrechte dar, die nicht in Markten gehandelt, sondern inner-
betrieblich fiir Marktzufuhrhandlungen erbracht werden.“3% Dieser Definiti-
on zufolge sind Verrechnungspreise Abweichungen von Marktpreisen, sofern
letztere — bei marktfidhigen Leistungen — existieren, aber aus verschiedenen
Griinden nicht verwendet werden sollen oder diirfen. Als Beispiel konnen
die Herstellungskosten dienen, mit denen Fertigerzeugnisse in Handels- und
Steuerbilanzen zu bewerten sind. Eine Verwendung der Marktpreise wider-
sprache dem Realisationsprinzip, das aus § 252 Abs. 1 Nr. 4 HGB abgeleitet
wird, und ist daher in der Handelsbilanz nicht erlaubt. Uber das MaRgeblich-
keitsprinzip nach § 5 Abs. 1 Satz 1 EStG erstreckt sich dieses Verbot auch
auf die Steuerbilanz. Im Folgenden von Interesse sind Verrechnungspreise fiir
innerbetriebliche Leistungen, fiir die Marktpreise gar nicht existieren.

Die Verwendung von Verrechnungspreisen als Koordinationsmechanismus
zielt darauf ab, das Modell einer effizienten Allokation von Ressourcen durch
konkurrenzgleichgewichtige Markte auf die Koordination innerhalb von Un-
ternehmen zu iibertragen.®®® An diesem Bemiihen ist vielfach Kritik geiibt
worden. Der wesentliche Punkt besteht darin, dass das Setzen korrekter
Verrechnungspreise Informationen verlangt, die ein Verrechnungspreissystem
iberfliissig machen. Eine Unternehmensleitung, die iiber die erforderlichen
Daten beziiglich der Grenzkosten und Grenznutzen der einzelnen Abteilungen
verfiigt, wire in der Lage, gleich eine vollstandige zentrale Planung durchzu-
fiihren, die zu einer optimalen Verwendung der knappen Ressourcen fiihrt.357

Eine solche zentrale Planung ist jedoch gar nicht beabsichtigt. Wer ein Un-
ternehmen mit Verrechnungspreisen steuern will, benétigt die fiir die zentrale
Planung erforderlichen Informationen gar nicht; sie werden von den Abteilun-
gen im Rahmen deren Gewinnstrebens offengelegt. Das Verhiltnis zwischen

354 Vgl. Coenenberg (1999), S. 523.

355 Schneider (1997a), S. 466.

356 ygl. Pfeiffer (1997), S. 7.

357 Vgl. ausfiihrlicher Schneider (1997a), S. 467ff.
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148 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

Zentralplanung und Preissteuerung ist ein dhnliches wie zwischen Zentral-
verwaltungswirtschaft und Marktwirtschaft. Die Marktwirtschaft erweist sich
letztlich deshalb als iiberlegen, weil die Informationen iiber Produktionsmég-
lichkeiten und Préiferenzen der Konsumenten nicht gebiindelt bei einer Zen-
trale vorliegen miissen. Eine Unternehmensleitung iibernimmt die Aufgabe,
die Verrechnungspreise solange anzupassen, bis Angebot und Nachfrage auf
den innerbetrieblichen Méarkten iibereinstimmen, d.h. sie iibernimmt die Auf-
gabe des Walrasianischen Auktionators®®. Nach Schneider setzt dies einen
Verhandlungsprozess voraus, dessen Zeitbedarf dazu fiihren kann, dass ent-
weder der Verrechnungspreis iiberhastet und damit auf ineffizientem Niveau
festgelegt wird oder Auftriige verloren gehen konnen.3%°

Hier wird gezeigt, dass unter bestimmten Bedingungen das Verhalten des
Unternehmens von chaotischen Schwingungen geprégt sein kann, selbst wenn
von dem Problem abgesehen wird, wie marktrdumende Verrechnungspreise
iiberhaupt und rechtzeitig aufgefunden werden konnen.

Wir betrachten ein produzierendes System V = {S, D, M} mit zwei Stu-
fen, die durch einen Verrechnungspreis koordiniert werden sollen. Die vor-
gelagerte Stufe S stellt ein Zwischenprodukt in der Menge z*® her mit Hilfe
zweier Produktionsfaktoren r und p, die zu den Preisen w und w beschafft
werden, und liefert die Menge z¢ an die nachgelagerte Stufe D, wo sie zu-
sammen mit einem extern zum Preis v beschafften Produktionsfaktor £ in
ein Endprodukt y eingeht, das am Absatzmarkt zum Preis p verkauft wird.
Zur Verrechnung dieser innerbetrieblichen Lieferung wird ein Preis v verwen-
det, den die Unternehmensleitung M festsetzt. Abbildung 5.12 macht den
Zusammenhang noch einmal deutlich.

Liefernde und empfangende Stelle verhalten sich beide als Preisnehmer
und maximieren unabhingig voneinander ihre Gewinne. Die Unternehmens-
leitung iibernimmt die Rolle eines Walrasianischen Auktionators3®® und setzt
den Verrechnungspreis so fest, dass Angebot und Nachfrage beziiglich des
Zwischenproduktes ausgeglichen werden:

z°(v) = 2%(v) = . (5.5)

Mit diesen Verhaltensannahmen ist grundsitzlich ein allokationseffizientes
Ergebnis moglich. Die moglicherweise effizienzschidigenden Wirkungen von
Preisverhandlungen in einem bilateralen Monopol zwischen Anbieter und

358 Zur Erklirung der Preisanpassung auf freien Mérkten wird hiufig die Metapher des
Walrasianischen Auktionators herangezogen. Vgl. Felderer und Homburg (1994) S. 94.

359 Vgl. Schneider (1997a), S. 470.

360 Vgl. z.B. Schumann, Meyer und Strébele (1999), S. 212.
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Mengen
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Abbildung 5.12: Struktur des produzierenden Systems V

Nachfrager®$! ohne Einflussnahme der Unternehmensleitung werden beiseite
gelassen.

5.2.2.2 Das formale Modell

Im Folgenden wird zunédchst fiir eine konkrete Technologie gezeigt, dass die
Koordination von V iiber einen Verrechnungspreis in einem statischen Kon-
text zu einem stabilen allokationseffizienten Gleichgewicht fiihrt. Danach
wird das Modell um dynamische Eigenschaften erweitert und die Maglich-
keit chaotischer Zeitpfade demonstriert. Die Technologie ist in Abbildung
5.13 dargestellt. Man erkennt, dass es sich um ertragsgesetzliche Verliufe
handelt, wobei man sich bei D (rechte Seite) auf den Bereich y > 0 be-
schranken muss.

Satz 5.6
Die Technologiemenge von D werde beschrieben durch

Tp = {(4,2,6) € RY: y <In(z-¢)}. (5.6)

361 Vgl. Schumann, Meyer und Strébele (1999), S. 304ff.
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150 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

Abbildung 5.13: Technologien der liefernden (links) und der empfangenden
(rechts) Stelle.

D sei Gewinnmaximierer und Preisnehmer auf allen Mérkten3¢2. Dann lautet
die Faktornachfragefunktion fiir z

zd(v) = 2 (5.7)
v
und der Output y ist positiv, wenn gilt: v > p,-j:
Beweis. Das Gewinnmaximierungskalkiil der empfangenden Stelle D lautet

unter Beriicksichtigung der Technologiemenge (5.6)
n(p,v,v) =max p-y—v-z—v-§ st. y=In(z-§). (5.8)

NS

7 ist die indirekte Zielfunktion in Abhéngigkeit von den Preisen.
Als Lagrange-Funktion £ zu (5.8) erhilt man

E(y,x,{,/\)=p-y—v-z—u-£—/\(y—ln(z-f)). (59)

Die notwendigen Bedingungen fiir (5.8) sind erfiillt, wenn alle partiellen
ersten Ableitungen von £ verschwinden?63:

g—§=p—)\=0, (5.10)

g—f = —v+% =0, (5.11)

% -yt % —0, (5.12)

aa—’/\: =-y+In(z-£) =0. (5.13)

362 Die Annahme versteht sich einschlieflich des innerbetrieblichen Marktes fiir das Zwi-

schenprodukt z.
363 ygl. Chiang (1984), S. 374.
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 151

Hinreichend fiir ein Maximum von (5.8) ist die Bedingung, dass die De-
terminante der gerdnderten Hesse-Matrix Hess3(L), berechnet an der durch
die notwendigen Bedingungen bestimmten kritischen Stelle negativ und die
Determinante des zweitgroRten Hauptminors Hess;(£) positiv ist364:

i 1
—01 _01 0 0 1o
det (Hess3(L)) = det | 0o =2 o= det % 2 0
i PN : 0 2
£ 0 0 r:i £ 13
= 0 22
z2
0 -1 1 11 \
det (Hessy(L£)) =det | -1 0 0 | =det ( 0 _“A) =—>0.
oo #

Die Determinanten haben an jeder, auch an der kritischen Stelle, die erfor-
derlichen Vorzeichen.36®

Durch Elimination von A aus den ersten beiden notwendigen Bedingungen
(5.10) und (5.11) und Umstellen erhilt man die Nachfragefunktion nach dem

Produktionsfaktor x:

dy) =P
zt(v) = o
Analog ergibt sich die Nachfragefunktion nach Faktor £ aus (5.10) und (5.12):
_P
éw) =2

GemiR Tp gilt y > 0 genau dann, wenn die Ungleichung z - £ > 1 erfiillt ist,
aus den Nachfragefunktionen folgt also

2 2
z-{:p—>1 <~ u<p—.
vV v
[ |
Satz 5.7
Die Technologiemenge der liefernden Stelle S sei gegeben durch
Ts = {(z,r,p)ele: < (\/a2+2r—a)p} (5.14)

364 Vgl. Chiang (1984), S. 385.
365 Man beachte, dass gilt: A =p > 0.
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152 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

mit dem technischen Parameter a > 0; die Faktoreinsatzmenge p sei fix. S
sei Gewinnmaximierer und Preisnehmer auf allen Mirkten3%¢. Dann lautet
die Angebotsfunktion fiir z

P2
z*(v) =_v—ap (5.15)

und das Angebot z° ist positiv, wenn gilt: v > L.

Beweis. S stellt sein Kalkiil auf Basis des erwarteten Verrechnungspreises
v an. Wir schreiben die indirekte Gewinnfunktion von S entsprechend der
Technologie (5.14) als '

Tv,w)=max v-z—w-r—w-p st. z=(Va2+2r—a)p. (5.16)
z,r

Die Lagrange-Funktion £ zu (5.16) lautet hier
L(z,r,\)=v-z—w-r—w-p—Az— (Va2 +2r —a)p). (5.17)

Die notwendigen Bedingungen fiir (5.16) sind erfiillt, wenn

oc
S =v-A=0, (5.18)
oL p
—= =W+ A== (), 5.19
or v a?+2r (5.19)
oL =-z+ (Va2 2r—a)p=0, (5.20)

oA
Die Erfiillung der hinreichenden Bedingung

0‘1#(;?2:

det (Hessy(£)) =det | —1 0
0 —Ap
va?+or /(e +2r)?

at| o 2 Ap 0

=de —) =— >
VT \/(a=+p2r)3 (a? +2r)3

ist an allen Stellen sicher gestellt.

Durch Einsetzen von (5.18) in (5.19) und Umstellen erhélt man die Fak-
tornachfrage nach r:
Y G CACASN
r=3((&)" - ).

366 Die Annahme bezieht sich wiederum auch auf den innerbetrieblichen Markt fiir z.
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 153

Einsetzen der Faktornachfrage in die dritte Bedingung (5.20) ergibt die An-

gebotsfunktion \

P
*v)=— -v—a-p.
(W) =7 p
Das Angebot ist positiv, wenn

2 .
p—-v—a-p>0 = v>9-—u—).
w P

5.2.2.3 Statische Eigenschaften: Allokationseffizienz

Mit den hergeleiteten Reaktionsfunktionen (5.7) und (5.16) wird zunéchst
gezeigt, dass ein eindeutiges stabiles Gleichgewicht existiert, und daran an-
schliefend, dass dieses Gleichgewicht allokationseffizient ist.

Satz 5.8
Seien das Angebot von S und die Nachfrage von D gegeben durch

o p
*(v) = o vTep und z%(v) = o (5.21)

Sei auRerdem t € R. M passe v in einem Tatonnement-Prozess h nach
folgender MaRgabe an:3¢

h: R — R, %(v) —z°(v) = mit h(0) =0,h’ > 0. (5.22)

Dann ist

*

_a-w+/wdp+a? - w)
= %
das eindeutige und lokal stabile Gleichgewicht.

(5.23)

Beweis. Durch Gleichsetzen von Angebots- und Nachfragefunktion und
Auflésen nach v erhilt man
P P ._a w+uwdp+o?-w)

o V= = U= % , (5.24)

367 y ist eine Funktion der Zeit. Die Schreibweise v(t) wird der Ubersichtlichkeit halber
nicht verwendet. v ist die Ableitung von v nach der Zeit. Die Verwendung kontinuier-
licher Zeit ist lediglich eine mathematische Bequemlichkeit.
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154 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

wobei v* > 0 bereits vorausgesetzt wird.

Wegen z%(v*) = z°(v*) gilt h(z%(v*) — z°(v*)) = 0. Fiir v # v* ist die
Differentialgleichung (5.22) ohne weitere Annahmen iiber h nicht 16sbar. Wir
linearisieren h durch eine Taylor-Entwicklung3®® im Gleichgewicht v* unter

Vernachlissigung des Restgliedes zweiter Ordnung3%°:

h(xd(v) - z°(v))
~ h(z?(v*) = 2°(v")) + K (2%(v*) — 2°(v")) d(xd(v*)d; )

d(z4(v*) — 2°(v*)) (v—v"). (5.25)

(v —v")

— h’(xd(v*) _ xs(’U*))

dv
Es gilt J .
d(z (v*)d; z*(v*)) _ _(vI:)2 _ wa <0 (5.26)
und mit A’ >0
V2V = 9SO (5.27)

Die Funktion h beschreibt das Gesetz des Marktes, das die Unterneh-
mensleitung umsetzt. Thr Argument z¢ — z° stellt die Uberschussnachfrage
dar. Ist sie positiv, steigt der Preis; ist sie negativ, sinkt er. Wenn Angebot
und Nachfrage iibereinstimmen, kommt die Preisbewegung zum Stillstand.
Insofern ist das Gleichgewicht ein methodisches, weil es einen Ruhezustand
darstellt, in dem sich die Variablen nicht mehr verédndern, und zugleich auch
ein theoretisches, weil der Markt gerdumt ist.3”® Der Ablauf dieses Tatonne-
ments — die Unternehmensleitung ruft solange neue Verrechnungspreise aus,
bis die riickgemeldeten Angebots- und Nachfragemengen iibereinstimmen —
geschieht nach der Logik des Modells in einem Zeitpunkt. Der Zeitverbrauch
in der Realitdt hat Anlass zu dem Einwand gegeben, damit lieRe man sich
moglicherweise Chancen entgehen oder gerate unter Entscheidungsdruck.3"
Dieser Einwand erscheint jedoch nicht zwingend, da beim heutigen Stand der
Kommunikationstechnologie ein ldngerer Verhandlungsprozess nicht unab-
dingbare Voraussetzung fiir ein Zustandekommen eines Verrechnungspreises

368 ygl. Chiang (1984), S. 256fF.

369 Da die Linearisierung nur in einer Umgebung von v* eine hinreichend genaue Niherung
darstellt, gilt die Stabilitdtsanalyse nur lokal. Um globale Stabilitdt nachzuweisen, sind
weitergehende Annahmen iiber den Téatonnement-Prozess nétig.

370 Vgl. zu den Gleichgewichtsbegriffen Felderer und Homburg (1994), S. 12.

371 Vgl. Schneider (1997a), S. 470.
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 155

ist. Das Mitspracherecht der Abteilungen beschrinkte sich ohnehin auf die
Riickmeldung der gewiinschten Mengen, die bei Gewinnmaximierung wahr-
heitsgemaR erfolgt.

Satz 5.9
Eine Setzung des Verrechnungspreises nach Gleichung (5.23) maximiert den
Gesamtgewinn des Unternehmens.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass eine zentrale Gewinnmaximierung iiber
die Produktionsstufen hinweg zur selben Menge des Zwischenproduktes z
fiilhrt wie die dezentrale Allokation iiber v*.

Nach Gleichung (5.21) und (5.23) gilt bei dezentraler Allokation:
N=>L (q4. 2.w)) —a-
z(v*) = 5 (a w+ Vw(dp+a w)) a-p. (5.28)

Das zentrale Gewinnmaximierungskalkiil schreibt man
n(p,w,v) = maz{ py—w-r—v-€ st. y=In(f(Vo2+2r—a)p). (5.29)
T,

Die Lagrange-Funktion £ zu (5.29) lautet
Lyré&N)=p-y—w-r—v-&-Ay—-In(¢(Ve?+2r-a)p)). (5.30)

Die notwendigen Bedingungen fiir (5.29) sind erfiillt, wenn

oL
oc p
9L A =0, 5.32
or v Va2 +2r(vVa? +2r — a) (532)
oc A
oL
=Vt In(¢(Ve? + 2r — a)p) = 0. (5.34)

Die Erfiillung der hinreichenden Bedingungen ist an allen Stellen gewihr-
leistet:

62
0 -1 5% ¢ -1 0
det (Hess3(L)) = det 3_2‘1: g 395 1= det (66: 5 %%’ 0 )
oA & 0 ? 0 =
T =A 3 e
g 0 0 F

oL -
=—det(%’ _0,\)= 62£ A 0
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156 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

mit
PL L 1 >0
ONor  OroA a2+ or(Val+2r—a) "
L A _ A <0
Or? (a2 +2r)(vVo?+2r — a)2 V(a2 +2r)3 (Va2 +2r — a)
und
0 -1 g;gr _ 2
det (Hessy(L)) =det | -1 0 0 | =det (3211: 89£> = _% > 0.
2L o ok Brox  or or
drox e

Aus den Gleichungen (5.31) und (5.32) ergibt sich die Faktornachfrage

. 22— w+oy/w(dp+a® w)

4w

r

und daraus die optimale Menge des Zwischenprodukts z:

M —a?. 7.
2(r) = \/a2+2_ p —a?-w+ ay/w(dp + a? - w)

4w

_ b
—%\/2012-w2+4p-w+2a-w\/w(4p+az-w)—a-p

=%(a-w+ w(4p+a2-w))—a-p

= z(v*).
[

Der Preis, der sich bei allseitigem Preisnehmerverhalten in einem von der
Unternehmensleitung gesteuerten Tatonnement einstellt, sorgt fiir eine effi-
ziente Allokation der Ressourcen. Unter den Bedingungen von Satz 5.9 kann
ein Verrechnungspreissystem installiert werden, das wie eine Marktallokati-
on die dezentral vorliegenden Informationen nutzt. Die Unternehmensleitung
wird von der Aufgabe einer zentralen Planung entlastet und muss lediglich
den Tatonnement-Prozess leiten. Die Effizienz der Produktionspldne wird
gleichsam automatisch durch die Abteilungen sicher gestellt. Es sei allerdings
noch einmal betont, dass sich dazu die Abteilungen als Preisnehmer verhal-
ten miissen, d.h. sie diirfen iiber keine ,Marktmacht* verfiigen, die ihnen ein
strategisches Verhalten ermdglicht.
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 157

5.2.2.4 Dynamische Eigenschaften: Chaotisches Ta4tonnement

Wir iibertragen das Modell nun in den dynamischen Kontext mit diskreter
Zeit t € Z. Der Verrechnungspreis wird von der Unternehmensleitung M fiir
eine Periode festgesetzt, so dass auch die Planungen von liefernder und emp-
fangender Stelle fiir eine Periode vorgenommen werden. Wir schreiben v;. Der
Tatonnement-Prozess steht im Hintergrund, der innerbetriebliche Markt ist
in jeder Periode gerdumt. Die liefernde Stelle benétigt einen zeitlichen Vor-
lauf fiir ihre Produktion, der es ihr unmdglich macht, auf das Tatonnement
mengenmaRig zu reagieren. Sie ist dadurch gezwungen, eine Erwartung dar-
iiber zu bilden, welcher Verrechnungspreis herrschen wird, wenn die zurzeit
geplante Produktionsmenge verfiigbar ist, d.h. sie orientiert sich an v;:

Vi zi(vf) = z%(vy). (5.35)

Im Folgenden wird untersucht, was geschieht, wenn dieser Vorlauf nicht be-
riicksichtigt wird, sondern die Unternehmensleitung von der Effizienz der
Allokation iiber Verrechnungspreise iiberzeugt ist.

Die Erwartungen und ihre Veranderungen kénnen exogen postuliert oder
iiber Hypothesen endogenisiert werden. Ersteres ist theoretisch unbefriedi-
gend und wird hier nicht weiter verfolgt. Fiir Letzteres werden gemeinhin
drei Moglichkeiten unterschieden.3”? Die einfachste Annahme ist diejenige
statischer Erwartungen. Danach vermutet S, dass der Verrechnungspreis in
t — 1 fortbestehen wird:

[
Vi = Vg—1.

Diese Form der Erwartungsbildung ist nur in einem Gleichgewicht nicht ir-
rational. Bei iiber die Zeit konstantem Verrechnungspreis werden die Er-
wartungen nicht enttduscht. Abseits des Gleichgewichts hingegen stimmen
Erwartung und Realisation regelméfig nicht iiberein, und es ist keineswegs
gewiss, ob die Erwartung eine Konvergenz zum tatsdchlichen Wert aufweist.
Im Cobweb-Modell wird gezeigt, dass statische Erwartungen unter gewissen
Bedingungen zu explodierenden Oszillationen fiihren kénnen.3® Die Tatsa-
che, dass solche Prozesse hochstens kurzfristig beobachtbar sind, diirfte darin
liegen, dass Individuen aus Erwartungsfehlern lernen und langfristig von der
Bildung statischer Erwartungen abgehen.3™

372 Vgl. Felderer und Homburg (1994), S. 258ff.
373 Vgl. Schumann, Meyer und Strébele (1999), S. 223fF.
374 Fiir Cobweb-Modelle mit chaotischer Dynamik vgl. Hommes (1992, 1994).
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158 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

Der Lernprozess lisst sich durch die Annahme adaptiver Erwartungen®™
modellieren:
vi=v_;+0(ve—1—vf_;), 0<6< 1. (5.36)

Als Basis der Erwartungsbildung wird der erwartete Verrechnungspreis der
Vorperiode zugrunde gelegt und um den Erwartungsfehler multipliziert mit
dem Adaptionsparameter § korrigiert. Allgemein liegt adaptiven Erwartun-
gen die Vorstellung zugrunde, dass die Korrektur der Erwartung um so groker
ist, je grofer der Erwartungsfehler in der Vorperiode war. Gleichung (5.36)
trifft die iibliche Annahme der Proportionalitit von Korrektur und Fehler.
Als Spezialfille sind die statischen Erwartungen (6 = 1) und die konstanten
Erwartungen®® (6 = 0) enthalten. Bei einem iiber die Zeit konstanten Ver-
rechnungspreis konvergieren die Erwartungen gegen den tatsiachlichen Wert
vy = const.

Uber das Lernmodell (5.36) kann man durch die Annahme rationaler Er-
wartungen noch hinaus gehen. Danach wird als erwarteter Verrechnungspreis
der statistische Erwartungswert £ verwendet, wie er sich aus der Modellstruk-
tur und den verfiigbaren Informationen ergibt:

vf = E(uy).

Eine rationale Erwartungsbildung lasst sich fiir Méarkte durchaus rechtferti-
gen. Es existiert bei den Marktteilnehmern Wissen iiber den Preisbildungs-
prozess und die relevanten Einflussfaktoren, das genutzt werden kann. Dabei
ist es nicht notwendig, dass jeder Anbieter und Nachfrager die notwendigen
Berechnungen selbst durchfiihrt, sondern er kann die wissenschaftlich fun-
dierten Prognosen von Verbdnden und Instituten nutzen. Im Durchschnitt
wird man von rationalen Erwartungen nicht enttiuscht.3”” Fiir das Verrech-
nungspreismodell ist es allerdings nicht konsistent, von rationalen Erwartun-
gen auszugehen. Die Einfiihrung eines Verrechnungspreissystems macht nur
Sinn, wenn private Informationen, d.h. Informationen, die nur in bestimm-
ten Abteilungen vorhanden sind, existieren und genutzt werden sollen. Dann
steht aber keiner Abteilung ein Modell zur Verfiigung, auf dessen Grundla-
ge eine rationale Erwartung gebildet werden konnte. So kennt die liefernde

875 Vgl. Crawford (1993a,b).

376 Konstante Erwartungen sind exogen gegeben. Ihre Verinderungen kénnen nicht aus
dem Modell abgeleitet werden. Insofern sind sie lediglich Gegenstand komparativ-
statischer Betrachtungen.

377 In Analogie dazu muss man auch kein Meteorologe sein, um eine Erwartung iiber das
Wetter von morgen zu bilden. Es geniigt den Wetterbericht zu héren. Andererseits wis-
sen wir, dass das Wetter unter gewissen Bedingungen chaotisch ist. In einem inhérent
chaotischen System nutzt also auch rationale Erwartungsbildung nichts.
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 159

Stelle S die Nachfragefunktion der empfangenden Stelle D nicht und vice
versa. Auch die Unternehmensleitung M kennt die Reaktionsfunktionen der
Stellen nicht. Es ist gerade der Reiz eines Preissystems, dass solche Infor-
mationen nicht zentral verfiighar sein miissen, sondern durch Angebot und
Nachfrage der Abteilungen offen gelegt werden. Kennte hingegen eine Stelle
das Gesamtmodell, konnte sie eine zentrale Planung durchfiihren; die Ver-
rechnungspreise waren iiberfliissig. Folglich wird im Weiteren fiir die liefern-
de Stelle S die Bildung adaptiver Erwartungen unterstellt, da dies weder
unnotig geringe Anforderungen an die Rationalitét der Entscheidungstrager
impliziert wie statische oder konstante Erwartungen noch die Verfiigbarkeit
von Daten erfordert, die ein Verrechnungspreissystem unnétig machen wiir-
den.

Satz 5.10

Seien die Reaktionsfunktionen gegeben durch (5.7) und (5.15). Aus der Preis-
setzungshypothese (5.5) in Verbindung mit der Erwartungsbildungshypothe-
se (5.36) ergibt sich die Bewegungsgleichung des Modells

PV
v — . 5.37
t (1—6)p—0-w-a-p-vt-1+9°’5'”3—1 0

Beweis. Wir setzen (5.15) und (5.7) in (5.5) ein und 16sen nach v¢ auf:

P, p e_W'p W
el el ¢ = — & U, = —_—
w P e p
Analog kann man die Gleichung fiir v§_; schreiben. Wir setzen ein in (5.36),
16sen nach v; auf und erhalten Gleichung (5.37).378 [
Satz 5.11
Die Differenzengleichung (5.37) ist unimodal mit dem Modus
1-46
pusx — [PA=6) (5.38)
Z0

Beweis. Durch Ableiten und Nullsetzen von (5.37) erhilt man

p-uwp - wl-0-0-p-v7,) _0 e g [PA—0)
(9'»0'Ut—l(w'c"‘l"vt—l)—(1“‘9)?‘“’)2 = %2'9

378 In einem volkswirtschaftlichen Modell zur Analyse von Agrarmirkten verwenden Fin-
kenstddt und Kuhbier (1992) eine dhnliche Dynamik.
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160 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

Wir berechnen das Vorzeichen der Ableitung v; an der Stelle (1 + €)v3. Es
geniigt die Bestimmung des Zahlers, da der Nenner immer positiv ist:

signv; = sign(p . W(p-w(l —0)—0-p2- P(é“:)))
6.
9-

2
= sign(p2 cw?(1—0) —p? - wP(1-6) Zz(l + e)) = —signe.

v, ist links von v{*® streng monoton steigend, rechts davon streng monoton
fallend. Damit ist v;"** der eindeutige Modus. n

Um positive Verrechnungspreise sicher zu stellen, miissen wir an den Ad-
aptionsparameter 6 folgende hinreichende Bedingung stellen:

Satz 5.12
v, ist positiv fiir alle t € Z, wenn 6 die Ungleichung
4p
< ———— .39
<4:p+w3.012 (5.39)

erfiillt.

Beweis. Es geniigt zu untersuchen, wann der Nenner der Bewegungsglei-
chung (5.37) positiv ist. Der Zéhler ist immer positiv. Es gilt:

2
(1=0p—b-w-a-pua+-5.02, >0
o
— 0(—p—w-a-p-vt_1+—u7-vf_1)+p>0-

Wir schitzen die Klammer nach unten ab, indem wir ihren Minimalwert

. . . : 2, . .
berechnen. Durch Differenzieren erhalten wir v} = %72, Einsetzen ergibt’":

p

1
6(-—p—-w® o? >0 &= < ——.
<P i a>+p p+ fwd a?

Fiir die weiteren Betrachtungen wird nun ein numerisches Beispiel her-
angezogen. Wir spezifizieren die Parameter wie folgt:

p=2,w=1, a=1, p=0,25.

379 Das Ungleichheitszeichen dreht sich wegen p > 0 und damit (-) < 0 um.
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 161

Gegenstand der Analyse ist das Systemverhalten fiir alternative Adaptions-
parameter. Natiirlich lieRe sich das System beispielsweise auch fiir alternative
Absatz- und Beschaffungspreise untersuchen. Hier soll jedoch demonstriert
werden, wie das System V aus sich selbst heraus bei statischer Umwelt chao-
tische Schwingungen entwickeln kann.

Die Bewegungsgleichung heift mit den oben angebenen Parameterwerten:

_ 321)t_1
321 -6)—-40-v,_,+0-v2

vy (5.40)

Die Bedingung fiir positive Verrechnungspreise gemif Gleichung (5.39) lau-
tet 6 < 2. Ein analytischer Nachweis der Chaoseigenschaft von (5.40) wird
an dieser Stelle nicht versucht. Die Bewegungsgleichung unterscheidet sich
von den bisher behandelten Systemen dadurch, dass sie keinen begrenzten
Definitionsbereich aufweist. Die Funktionswerte konvergieren fiir wachsen-
de Argumentwerte gegen die Abszisse. Dariiber hinaus geht, wie sich leicht
nachrechnen lisst, der Modus fiir § — g gegen unendlich. Abbildung 5.14
zeigt ein Phasendiagramm mit zugehoriger Bahn aus dem chaotischen Be-
reich der Bewegungsgleichung (5.40). Man erkennt, dass fiir ¢ > 0 alle Werte
v zwischen Null und dem Modus liegen, auch wenn der Startwert vy grofer

als der Modus ist.

Vt+1 Ut

Ut

Abbildung 5.14: Phasendiagramm und Bahn des Modells V fiir 8 = 0, 85

Die Analyse der Lyapunov-Exponenten zeigt ein dhnliches Bild wie beim
quadratischen Iterator in Abbildung 3.9. Man sieht in Abbildung 5.15 unten,
dass fiir kleine §-Werte die Lyapunov-Exponenten negativ, aber zunehmend
sind, bis der Wert null erreicht wird. Dies ist ein Zeichen fiir eine Bifurkation,
was das Feigenbaum-Diagramm im oberen Teil von Abbildung 5.15 bestétigt.
Dort erkennt man, dass zum selben 6-Wert der stabile Fixpunkt in einen
zweiperiodigen Zyklus iibergeht. Dessen Stabilitdt ldsst sich daran ablesen,
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162 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

dass die Lyapunov-Exponenten fiir diesen Bereich wiederum negativ werden.
Auch der zweiperiodige Zyklus wird, wie alle folgenden Zyklen der Ordnung
2" instabil, wobei die Stelle der Bifurkation einen Lyapunov-Exponenten von
null besitzt.

Abbildung 5.15: Feigenbaum-Diagramm und Lyapunov-Exponenten des Mo-
dells V fir0 <6 < %

Die Bifurkationen folgen immer rascher aufeinander, bis die Lyapunov-
Exponenten schlieflich positiv werden. Im Feigenbaum-Diagramm lassen sich
nun die typischen Bénder beobachten, die von periodischen Fenstern durch-
brochen werden. Abbildung 5.16 zeigt eine Ausschnittvergroferung des Ver-
laufs der Lyapunov-Exponenten und des Feigenbaum-Diagramms. Es zeigt
sich wie erwartet, dass in den periodischen Fenstern, die allesamt keine Zwei-
erpotenz als Periodenordnung besitzen, die Lyapunov-Exponenten negativ
sind. Der Unterschied zu den bisher behandelten Systemen besteht darin,
dass die Maxima der Bewegungsgleichung und damit auch der Orbits fiir
steigendes @ iiber alle Grenzen wachsen.

Hypothese 5.13

Das System erreicht fiir & < 0,7 den optimalen Verrechnungspreis. Ab
6 ~ 0,7 entsteht eine Periodenverdopplungskaskade, die bei 8§ ~ 0,83 zu
numerischem Chaos wird.
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 163

Abbildung 5.16: Feigenbaum-Diagramm und Lyapunov-Exponenten des Mo-
dells V fiir 0,8 < 6 < %

Die Reaktionsfunktionen des vorgestellten Modells beruhen prinzipiell auf
Optimierungskalkiilen der liefernden und empfangenden Stelle. Die Alloka-
tionseffizienz wurde fiir den statischen Kontext gezeigt. Der von der Un-
ternehmensleitung nicht beriicksichtigte Produktionslag der liefernden Stelle
fiihrt jedoch in Verbindung mit der Bildung adaptiver Preiserwartungen da-
zu, dass der Adaptionsparameter das qualitative Systemverhalten bestimmt.
Der Adaptionsparameter unterscheidet sich in gewisser Hinsicht fundamen-
tal vom chaosgenerierenden Mechanismus des Budgetmodells aus Abschnitt
5.2.1. Obzwar es sich in beiden Fallen, bei 6 in Gleichung (5.37) wie bei
a in Gleichung (5.3), um Entscheidungsvariablen handelt, so wird doch a
bewusst gewéhlt und ist allen bekannt. Die Wahl seines @ diirfte der Ent-
scheidungstréger hingegen nicht explizit treffen. Das Systemverhalten kann
also in unterschiedliche Regionen geraten, ohne dass irgend jemand, ein-
schlieRlich des Verantwortlichen selbst, die Ursache nachvollziehen konnte.
Dementsprechend wiirden Korrekturen unweigerlich an der falschen Stelle
ansetzen. Alternativ kann man unterstellen, dass der Adaptionsparameter
fiir jedes Individuum gegeben, zwischen den Individuen aber verschieden ist.
In diesem Szenario kénnte der personelle Wechsel der Entscheidungskompe-
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164 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

tenz den Ubergang ins Chaos verursachen. Das grundlegende Problem liegt
auch in diesem System darin, dass die Ursache solcher qualitativer Ande-
rungen nicht wahrgenommen wird. Die Unternehmensleitung geht dadurch
fehl, dass sie glaubt, die Voraussetzungen fiir Allokationseffizienz geschaffen
zu haben. Das Modell des vollkommenen Marktes, das ihr als Leitbild dient,
ist aber grundsitzlich statischer Natur. Die Ubertragung in den dynamischen
Kontext gelingt nur unter zusitzlichen Voraussetzungen, die aufgrund der ge-
gebenen Technologie nicht vorliegen. Hier besteht die Lésung darin, den Lag
in der Produktion des Zwischenproduktes z zu beriicksichtigen, d.h. nicht
blind darauf zu vertrauen, dass die Effizienzeigenschaft des ,vollkommenen*
innerbetrieblichen Marktes auch unter diesen Bedingungen noch besteht.

Abschliefend soll noch darauf eingegangen werden, wie die Reaktions-
funktionen zustande kommen. Man mag einwenden, dass die zugrunde lie-
genden Technologien sehr speziell sind, insbesondere die Technologiemenge
Ts der liefernden Stelle hat eine ungewohnliche Gestalt. Nun lasst sich darauf
erwidern, dass die postulierten Technologien mit den iiblichen Annahmen ver-
einbar sind. Abbildung 5.13 veranschaulicht, dass die Produktionsfunktionen
durchaus gewohnliche Gestalt besitzen. Um affine bzw. hyperbolische Reakti-
onsfunktionen zu erhalten, miissen bei strikt rationaler Gewinnmaximierung
eben solche Technologien vorliegen. Ohne die Annahme der Gewinnmaxi-
mierung sind die Funktionen (5.7) und (5.15) dariiber hinaus aber auch als
Heuristiken plausibel. Die affine Angebotsfunktion hat die Eigenschaft, auf
dieselbe absolute Preisinderung unabhingig vom Ausgangspreis mit dersel-
ben konstanten Mengeninderung zu antworten. Die Nachfragefunktion hélt
die ,Ausgaben“ v, - % konstant. Aufgrund dieser Eigenschaften werden solche
Funktionen hiufig verwendet, wenn auf eine explizite entscheidungslogische
Fundierung verzichtet wird.

5.2.3 Koordination durch Selbstabstimmung
5.2.3.1 Das Szenario

In den vorherigen Modellen konnte der chaosgenerierende Mechanismus dar-
in gesehen werden, dass die Unternehmensleitung als {ibergeordnete Instanz
fehlerhafte Koordinationsregeln installierte. Das Modell zur Budgetierung
bildete vertikale Koordination ab, da die untergeordnete Abteilung bei der
Zuteilung des Budgets keinerlei Mitgestaltungsrecht besaf. Die Koordinati-
on iiber Verrechnungspreise versuchte zwar, den Marktprozess nachzuahmen,
und enthilt somit ein horizontales Element, doch das Problem bestand in
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 165

dem von der Unternehmensleitung gesteckten Rahmen, der den Produkti-
onslag der liefernden Stelle nicht berticksichtigte.

In diesem Abschnitt wird auf die Einschaltung einer iibergeordneten In-
stanz verzichtet. Die Beteiligten stehen auf derselben hierarchischen Ebene
und werden im Weiteren als Partner bezeichnet. Eine solche Situation besteht
oft bei einer Kooperation von Unternehmen, etwa in Form einer Strategischen
Allianz. Damit wollen die Partner Marktchancen erschliefen, die einem der
beteiligten Unternehmen allein aus Griinden mangelnder Kapazitat oder feh-
lendem Know-how verschlossen blieben. Wir gehen von folgendem Szenario
aus: Zwei Unternehmen stellen gemeinsam in Kooperation ein Gut in markt-
orientierter Produktion her. Ob es sich um die gemeinsame Herstellung eines
Produktes handelt, bei dem die Partner jeweils Bauteile beisteuern, oder ob
sie zueinander komplementire Giiter anbieten, die der Kunde gemeinsam
konsumiert, kann offen bleiben, da beide Falle identisch strukturiert sind.

Die nahe liegende Form der Abstimmung ist die Bildung eines unterneh-
mensiibergreifenden Koordinationsteams, das einen gemeinsamen, fiir beide
Partner bindenden Wirtschaftsplan fiir die ndchste Planungsperiode aufstellt.
Eine rollierende Planung ist selbstverstandlich denkbar. Diese Koordinations-
form hat sicherlich ihre Vorziige, die am Ende dieses Abschnitts noch einmal
aufgegriffen werden. Sie ist jedoch auch mit verschiedenen Problemen behaf-
tet.

Zunichst kann es sich als schwierig erweisen, die Machtverhaltnisse im
Team auszubalancieren. Mit der Aufgabe, den Wirtschaftsplan beider Part-
ner, soweit die Kooperation betroffen ist, auszuarbeiten, besitzt das Team
faktisch einen grofen Einfluss auf beide Geschiftspolitiken und damit auch
die entsprechende Verantwortung. Wenn die Kooperation einen gewissen An-
teil am Geschaftsumfang eines oder beider Partner hat, konnen Fehlentschei-
dungen fatale Auswirkungen bis hin zum Konkurs haben. Ahnliches kann
eintreten, wenn es einem Partner gelingt, seinen Einfluss im Koordinations-
team zum Schaden des anderen geltend zu machen. Entweder zerbricht die
Kooperation, was beiden zum Schaden gereicht, oder der schwichere Part-
ner wird in der Kooperation geknebelt. Nur wenn beide Partner annidhernd
gleiche Macht besitzen, kann man {iberhaupt mit einem fairen Koordinations-
prozess rechnen, der beide geméf ihrem Anteil am Marktergebnis entlohnt.
Doch auch dann bleiben die Probleme bestehen, die in der Verfiigbarkeit der
notwendigen Informationen und in den Fahigkeiten der Teammitglieder, die
vorhandenen Informationen addquat zu verarbeiten, begriindet liegen.

Beide Partner sind sich bewusst, dass der jeweils andere ein rechtlich und
— soweit Geschiftstitigkeit auerhalb der Kooperation existiert — wirtschaft-
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166 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

lich selbstdndiges Unternehmen ist und daher eigene Interessen besitzt und
verfolgt, die mit den Interessen des Partners in Konflikt stehen kénnen. Schon
deshalb, weil sie auf demselben Markt operieren, sind konfliktire Ziele wahr-
scheinlich. So miissen beide jederzeit damit rechnen, dass die Kooperation
aufgelost wird, und sie mit neuen Partnern nun in Wettbewerb zueinander
stehen. Vor diesem Hintergrund werden sie relevante Informationen, die ihre
wahre Leistungsfihigkeit betreffen, nicht ohne Weiteres offenlegen. Damit ist
die Informationsbasis als notwendige Voraussetzung einer sinnvollen Planung
von fragwiirdiger Qualitét.

Ebenso fragwiirdig wird unter den genannten Umstidnden, ob eine wirk-
same Kontrolle der Einhaltung des Wirtschaftsplans durchfiihrbar ist. Die
bendtigten Kontrollinstrumente einschlieflich einer Vereinbarung iiber an-
zuwendende Sanktionsmechanismen miissen zunéchst institutionalisiert wer-
den. Gerade in der Anfangsphase der Kooperation oder wenn der Zeithorizont
der Zusammenarbeit unklar ist und eher kurz eingeschétzt wird, wird auf die
Bereitstellung der Instrumente in der Regel verzichtet. Zum anderen erfor-
dert die Kontrolle Informationen iiber Produktionskennziffern und Kosten,
die aber nur von den Partnern auf freiwilliger Basis zur Verfiigung gestellt
werden konnen. Auflerdem beinhalten einfache Anreizschemata in der Re-
gel einen Anreiz, solche Daten zu verfilschen. Einigt man sich z.B. darauf,
den Gesamterlos nach Abzug der Kosten beider Partner zu teilen — womdg-
lich auch mit entsprechender Gewichtung, um eine ungleiche Bedeutung der
Partner fiir das Marktergebnis zu wiirdigen — besteht ein Anreiz, die Produk-
tionskosten zu iibertreiben. Dieses Phanomen ist von 6ffentlichen Auftragen
her bekannt, die auf Basis einer Vollkostenkalkulation nach den Leitsdtzen
fiir die Preisermittlung (LSP) entlohnt werden.*® Im Kontext kurzfristiger
Unternehmensverbiinde wird in der Regel gegenseitiges Vertrauen als Voraus-
setzung erfolgreicher Zusammenarbeit betont.38! Solche Verbiinde wie z.B.
virtuelle Unternehmen sind Musterbeispiele dafiir, dass die Institutionali-
sierung von Kontrollmechanismen 6konomisch nicht immer sinnvoll ist und
daher bisweilen gar nicht angestrebt wird. Besteht ein funktionierendes Ver-
trauensverhiltnis zwischen den Partnern, sind Kontrollen der Einhaltung der
vereinbarten Wirtschaftspldne in der Tat iiberfliissig. In der Realitdt wird
Vertrauen als Instrument der Vereinfachung der Geschéftsbeziehung durch-
aus genutzt. Jedoch liegt es bei genauerem Hinsehen im Eigeninteresse der
Beteiligten, dem in sie gesetzten Vertrauen gerecht zu werden. Bei Beriick-
sichtigung der Existenz von widerstrebenden Partikularinteressen erscheint

380 Vgl. Coenenberg (1999), S. 132ff.
381 Vgl. z.B. Byrne (1993), Davidow und Malone (1992) und kritisch Weibler und Deeg
(1998).
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 167

die Funktionsfihigkeit der Kooperation jedoch fragwiirdig.3®? Vertrauen als
conditio sine qua non einer Kooperation erscheint nicht als tragfidhige Ba-
sis. Das Rekurrieren auf eine Vertrauensbasis als Grundlage der Kooperation
dient in der Regel dazu, das Problem widerstrebender Interessen wegzudefi-
nieren, statt es zu l6sen.

Schlieflich stellt sich die Frage nach der Flexibilitdt der gemeinsamen Pla-
nung. In einer dynamischen Umwelt besteht die stindige Notwendigkeit, die
Planung im Hinblick auf geinderte Parameter zu korrigieren. Ein Unterneh-
men, dem diese Fahigkeit fehlt, kann allenfalls in einer statischen Umwelt, die
keine Anpassung erfordert, iiberleben. Eine Unternehmenskooperation sieht
sich in diesem Zusammenhang zwei Trade-offs ausgesetzt. Fixiert man im
Rahmen des Koordinationsteams den gemeinsamen Wirtschaftsplan so de-
tailliert wie moglich, geht die Fahigkeit der flexiblen Anpassung weitgehend
verloren. Es ist nur fiir theoretische Szenarien denkbar, dass es gelingt, al-
le moglichen Entwicklungen der kiinftigen Planungsperiode vorwegzunehmen
und dafiir geeignete Handlungsanweisungen festzulegen. Erfolgt hingegen nur
eine Grobplanung, so fehlen fiir das operative Geschift die fiir eine erfolg-
reiche Koordination wichtigen Detailinformationen; dariiber hinaus lasst sich
dem Plan nicht entnehmen, wie auf unvorhergesehene Ereignisse zu reagieren
ist. Der gemeinsame Wirtschaftsplan ist weitgehend nutzlos.

Man koénnte diesem Trade-off begegnen, indem man die Lange der Pla-
nungsperiode verkiirzt und die lange Frist durch rollierende Planung erfasst.
Auf diese Weise ldsst sich die zukiinftige Entwicklung mit geringerer Un-
sicherheit prognostizieren, der Plan wiirde seltener durch Liickenhaftigkeit
versagen. Man gerat jedoch in einen zweiten Trade-off, denn mit der Pla-
nungshiufigkeit steigen auf der anderen Seite die Kosten fiir das Koordi-
nationsteam. Hoch qualifizierte Angestellte mit entsprechenden Gehéltern
miissen von beiden Partnern abgestellt werden und kénnen ihre eigentlichen
Aufgaben in ihren Unternehmen nicht mehr oder nur eingeschrinkt wahr-
nehmen. Je kiirzer die Planungsperiode ist, desto zeitintensiver wird der Pla-
nungsprozess. Im Extremfall wird das Koordinationsteam zu einer stindigen
Einrichtung, etwa im Rang eines Stabes, der beiden Unternehmensleitungen
zugleich unterstellt ist. Die Mitglieder wiirden dann aus ihren urspriinglichen
Funktionen vollstandig ausscheiden.

In der Theorie ldsst sich das Problem dieser Trade-offs durch ein Opti-
mierungsmodell 16sen. Man legt fiir die GroRen Flexibilitat, Verlasslichkeit
und Periodenldnge Anspruchsniveaus fest, die dann als Restriktionen in das
Modell eingehen, und erklirt die Planungskosten zur ZielgroRe, die zu mini-

382 Vgl. Steven und Otterpohl (2000b).
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168 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

mieren ist. Dieses Vorgehen ist mit zwei Méngeln behaftet. Zum einen sagt
das Modell nichts dariiber, wie die Anspruchsniveaus zu bestimmen sind. Sie
gehen vielmehr als exogene GroRen in das Modell ein. Zu ihrer Festlegung
wiren weitere Optimierungsmodelle oder Heuristiken heranzuziehen. Zum
anderen gibt es Schwierigkeiten bei der Operationalisierung aller Grofen des
Modells. Fiir die Periodenlange ergibt sich zwar kein Problem, und auch die
Planungskosten lassen sich bei allen Abgrenzungsproblemen im Einzelnen
wohl noch messen. Fiir Flexibilitdt und Verlédsslichkeit jedoch gibt es kein
,natiirliches* Maf. Man muss Kennziffern wie Durchlaufzeiten oder Service-
grade heranziehen, die die gewiinschte Gréfe unvollkommen abbilden.

Die dargestellten Griinde sind natiirlich nicht hinreichend, um die Erar-
beitung eines gemeinsamen Wirtschaftsplans grundsétzlich nicht empfehlens-
wert zu machen. Wir untersuchen hier den Fall, dass die Partner die Argu-
mente in ihrer konkreten Situation fiir schwerwiegend genug halten, um auf
die Einrichtung einer unternehmensiibergreifenden Koordinationsinstanz zu
verzichten. Transaktionskosten sollen soweit wie moglich eingespart werden,
so dass die Partner auch auf sonstige bindende Absprachen, deren Einhaltung
ja wieder kontrolliert werden miisste, verzichten. Statt dessen vereinbaren sie,
sich auf einen grundlegenden Kreuzanpassungsprozess zu verstindigen, d.h.
jeder Partner wahlt seinen Wirtschaftsplan fiir die kommende Periode auf
der Basis sowohl des eigenen Plans der gegenwirtigen Periode als auch des
Plans des Partners, soweit er sich in Produktion und Absatz manifestiert
hat. Sie wissen, dass ein Nash-Gleichgewicht mit gewissen Stabilititseigen-
schaften fiir die Partnerschaft existiert, und vertrauen darauf, dass sie sich
durch den vereinbarten Prozess stets dem Gleichgewicht annahern. Ob sie
es jemals erreichen, hangt von der Dynamik der Umwelt ab, doch ist die
permanente Annidherung an das statische Optimum das Beste, was sich un-
ter den gegebenen Bedingung erreichen ldsst. Es spielt keine Rolle, ob die
Entscheidungstriager spieltheoretisch geschult sind und mit dem Begriff des
Nash-Gleichgewichts umzugehen wissen. Es kommt einzig darauf an, dass sie
das Gleichgewicht als Win-Win-Situation erkennen und nutzen.

In Ubereinstimmung mit dem Schema von Schiffer®® kann man davon
sprechen, dass die Koordination in Selbstabstimmung erfolgt, auch wenn der
Begriff in der Literatur nicht einheitlich verwendet wird und das Szenario
mit dem Begriffsverstindnis mancher Autoren von Selbstabstimmung nicht
vereinbar ist.3®* Die Produktion in Kooperation ist ein Sachziel, das die bei-
den Partner gemeinsam verfolgen. Die Gewinnerzielung durch Erfiillung des

383 Vgl. wiederum Abbildung 4.1 auf S. 111.
384 ygl. Schiffer (1996) und die Diskussion in Abschnitt 4.3.
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Sachziels ist nur durch Zusammenarbeit zu erreichen. Es liegt also ein ge-
meinsamer Zweck auf Sach- wie auf Formalzielebene vor. Da die Konstella-
tion hierarchiefrei gestaltet ist, ohne Weisungsbefugnisse des einen Partners
dem anderen gegeniiber, erfolgt die Koordination horizontal.

Im Folgenden wird das beschriebene Szenario formalisiert. Zunéchst zei-
gen wir die Existenz und Optimalitdt des statischen Nash-Gleichgewichts.
Dann wird ein adaptiver Kreuzanpassungsprozess definiert, der sich von der
Replikator-Dynamik®3 unterscheidet. Der Vorteil liegt wie bei der Koordina-
tion iiber Verrechnungspreise® in den geringen Informationsanforderungen.

5.2.3.2 Die Elemente des Modells

Die Akteure im Modell zur Selbstabstimmung S sind zwei Partner X und ),
die gemeinsam ein Produkt in der Menge 2° € R, auf den Markt bringen.
Sie sehen sich dort einer Marktnachfrage 2¢ € R, gegeniiber, die allein vom
Preis p € R, des Produktes abhéngt. Fiir die Herstellung des Produktes
sind die Beitrdge € R, und y € R, der Unternehmen erforderlich nach
Maggabe der Produktionsfunktion

z:R2 - Ry, (z,y) — 2. (5.41)

Beide Unternehmen maximieren nur ihre eigenen Gewinne; eine Kooperati-
onsbereitschaft in dem Sinne, dass ein Unternehmen auf einen Teil seines
Gewinns zugunsten der Kooperation zu verzichten bereit ist, wird also nicht
angenommen.

Befassen wir uns zunéchst mit der Marktnachfragefunktion. Haufig wird
aus Griinden der Einfachheit auf eine explizite entscheidungslogische Fundie-
rung verzichtet und eine lineare Nachfragefunktion angenommen. Fiir dieses
Modell wird jedoch auf Basis eines Nutzenmaximierungskalkiils eine konkrete
aggregierte Nachfrage begriindet. Im Ergebnis erhalten wir eine hyperbolische
Funktion, die der Nachfrage der empfangenden Stelle im Verrechnungspreis-
modell V entspricht. Die Unterschied liegt darin, dass in V eine individuelle
Faktornachfrage aus einer gegebenen Technologie hergeleitet wird, in S hin-
gegen eine aggregierte Konsumnachfrage aus Nutzenmaximierungskalkiilen.

Auf dem Markt fiir Produkt 2z treten n potenzielle Konsumenten als Nach-
frager auf. Sie verwenden ihre jeweiligen Einkommen ¢; € Ry, i =1,...,n
auf Gut 2, fiir das sie den Preis p zahlen, sowie auf ein Giiterbiindel w € RT

385 ygl. Abschnitt 5.1.4.
386 ygl. Abschnitt 5.2.2.

Lars Otterpohl - 978-3-631-75508-2
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:01:56AM
via free access



170 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

mit dem zugehorigen Preisvektor q € RY; die Einkommen ¢; werden im
Vektor ¢ € R} zusammengefasst. Um das Problem so einfach wie méglich zu
halten, ersetzen wir w; durch den Mengenindex w; € Ry und q durch den
Preisindex ¢ € R,;. Lemma 5.14 klart die Voraussetzungen, unter denen eine
solche Aggregation iiber Giiter moglich ist.38”

Lemma 5.14

Sei der Preisvektor q stets proportional zu einem Vektor qo mit dem Pro-
portionalitdtsfaktor q. Wir wahlen als Preisindex ¢ und als Mengenindex
w = qo - w.3 Dann gilt fiir die Nachfragefunktionen w(p,q,c) als Losung
des nicht aggregierten Problems

v(p,q,c) = maxu(z,w)st.p-z2+q-w=c
z,W

und die Nachfragefunktion w(p, g, c) als Losung des aggregierten Problems

V(p,q,C) =maXU(z,w) S.t.p-z+q-w=c
ZWw

die Identitdt
’lU(p, q, C) =dqo" W(p, q, C).

Beweis. Unter Verwendung der Proportionalitdtsbedingung schreiben wir
den Nutzenmaximierungskalkiil

v(p,g;¢) = max u(z,w) st. ¢-qo-W+p-z=c

Eine Anwendung von Roys Identitéit3®® zeigt mit Hilfe des Umbhiillenden-
theorems3, dass sich die Definition des Mengenindex auf die Indexfunktion
w(g, p, ¢) und die Nachfragefunktionen w(p, q, ¢) iibertrégt:

_ _Ov(p,g,0)/0q _
w(p’ q, C) - a,v(p, q, c)/ac =qo W(p, q, C).

Wir kommen zum selben Ergebnis unabhéngig davon, ob wir zuerst ag-
gregieren und die Nachfrage fiir das gesamte Giiterbiindel berechnen oder

387 Die im Lemma verwendete Form der Separierbarkeit wird als Hickssche Separierbarkeit
bezeichnet. Vgl. Varian (1992), S. 148f.

388 Dje Indizierung der Variablen w, w, z und ¢ sowie der Funktionen u, v, U und V wird
in der Formulierung dieses Lemmas einschlieflich Beweis weggelassen.

389 Vgl. Varian (1992), S. 106.

390 Vgl. Varian (1992), S. 502.
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zuerst die Nachfragen fiir die einzelnen Giiter berechnen und diese aggregie-
ren. Die Forderung nach der Proportionalitit des Preisvektors q zu einem
Basispreisvektor g bedeutet nichts anderes, als dass die relativen Preise der
Giiter w zueinander konstant bleiben. Daher ist es, wie Lemma 5.14 gezeigt
hat, gerechtfertigt, iiber die Giiter w zu aggregieren; die Indizes ¢ und w
sind geeignet, um das Giiterbiindel wie ein einziges Gut zu behandeln. Da
allein das Gut z im Mittelpunkt der Betrachtung steht und die iibrigen Gii-
ter w lediglich dazu dienen, das Modell zu schliefen, bedeutet die Annahme
konstanter relativer Preise q keine Einschrankung.

Satz 5.15
Jeder Konsument 7 = 1,...,n besitze Préferenzen, die er unabhéngig von
den anderen Konsumenten maximiert und die durch eine Cobb-Douglas-

Nutzenfunktion der Form
i 1—y;
’U,i(Zi,’U,') = Z;-Y CW; 7, 0<vy<l
repriisentiert werden. Sei auerdem Y .., ;- ¢; = 1.3

Dann lautet die aggregierte Nachfrage nach Gut 2
1
2%(p) = s (5.42)

Beweis. Wir wihlen als indirekte Nutzenfunktion392
vi(p, g, ¢:) = max 7 - Inz; + (1 —)Inw;

st. p-zi+q-w;=c.

Aus der zugehorigen Lagrange-Funktion erhalten wir die notwendigen
Bedingungen:

w;
-p-2zi—q-wi+c=0.

391 Diese Normierung dient ausschlieflich dazu, einen Systemparameter zu eliminieren,
dessen Auswirkungen auf die Systemdynamik nicht verdnderbar ist.

392 Die Darstellung der Préferenzstruktur durch eine direkte Nutzenfunktion ist lediglich
bis auf monotone positive Transformationen bestimmbar. Der Einfachheit halber wird
hier deswegen die logarithmische Form der Cobb-Douglas-Nutzenfunktion verwendet.
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172 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

Das Auflésen dieses Gleichungssystems ergibt die individuelle Nachfrage nach
Gut z:

Z(p,ci) = —7"1;0"- (5.43)

Wir priifen die gerdnderte Hesse-Matrix auf ihr Vorzeichen:

0 -p -—g¢
—-p =% | i

det (Hess) = det | —P ;{% 0 =p*-—-+¢ 5 >0.
—q 0 __].11; i Wy %

Also maximiert Gleichung (5.43) den individuellen Nutzen von Konsument
1.

Die aggregierte Konsumnachfrage nach Gut z erhalt man durch Addition
der individuellen Nachfragen3%:

n n
2: 1 1
zd(p)= Zg(p’cm)=;§ 7zcz=;
i=1

i=1

Wir werden spéter die Umkehrfunktion der Nachfragefunktion (5.42) ver-
wenden, die Preis-Absatz-Funktion

p(2%) = (z‘i(p))_1 = ;ld—. (5.44)

Wir wenden uns nun der Angebotsseite des Modells zu. Um eine inter-
essante Dynamik zu erhalten, unterstellen wir kein Konkurrenzgleichgewicht,
das einen ,Nullpunkt von Wettbewerb“3** darstellt. Um andererseits das Mo-
dell nicht unnétig zu komplizieren, nehmen wir an, dass die Kooperation der
Partner X und ) ein Monopol auf Gut z innehat; es gebe keine weiteren Kon-
kurrenten, auch keine solchen, die dhnliche, von den Konsumenten als Substi-
tute betrachtete Produkte anbieten. Dennoch kénnen die Partner nicht ohne
Weiteres ein Kartell bilden und sich wie ein Monopolist verhalten. Solche
Kartelle neigen zur Instabilitét, weil sich den Partnern Spielrdume eréffnen,
auf Kosten des anderen zusétzliche Gewinne zu erzielen.

Die Partner X und ) verfiigen iiber linear-homogene Technologien zur
Herstellung von z und y. Wir leiten daraus die jeweiligen Kostenfunktionen
ab.

393 Da die Nutzenfunktionen ausschlieflich von den Giitermengen z und v abhéngen, treten

keine Interdependenzen in Form von Bandwagon-Effekten oder Ahnlichem auf.
394 Schneider (1995a), S. 298.
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 173

Satz 5.16
Seien die linear-homogenen Produktionsfunktionen der Unternehmen gege-
ben durch:

¢z: ]R'ﬁ-: - R—H r; =z,
by Rﬁ" - Ry, oy

sy und s, bezeichnen die Preise der Produktionsfaktoren r; und r,. Die Mi-
nimalkostenkombinationen fiir z = y = 1 heien r; bzw. rj. Dann lauten die
Kostenfunktionen der Unternehmen

Cz(Sg,T) =8z - T - T,
cy(5y,y) =58y 1y - .
Beweis. Wir fiihren den Beweis fiir ¢;. Aus der Definition von r} folgt
Cz(Sg,1) =8, - 1.
Wegen der Linearhomogenitat gilt
$z(z-13) =z

Die Faktoreinsatzmenge z - r; geniigt, um den Output z zu produzieren.
Es bleibt zu zeigen, dass z - r} kostenminimal ist. Sei angenommen, dass r,
geringere Kosten verursacht, also

Sy Ty < T-S; T
Dann ist aber auch
/ *
-— S . r < S . r .
T T T ¢ T

% - 1, geniigt zur Produktion von z = 1 und verursacht im Widerspruch zur
Definition von r}, geringere Kosten. Also kann r/, nicht existieren; z - r} muss
kostenminimal zur Produktion von z sein. |

Wir schreiben zur Vereinfachung

z(z)=a-z mi.t a=s,;- r::, (5.45)
c(y) =B -ymit =s, 1.

Zur Aufstellung der Reaktionsfunktionen bleibt zu kliaren, wie der Ge-
samterlds p - z auf die Partner zu verteilen ist. Eine gleichsam naturgeméiRe
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174 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

Aufteilung gibt es nicht, die Partner miissen sich auf eine Regel verstindigen.
Solche Verteilungsregeln lassen sich grob in zwei Gruppen einteilen.

Zum einen kann man Regeln formulieren, die die Erlosanteile vorab und
ohne Beriicksichtigung der jeweiligen tatsachlich geleisteten Zielbeitrage fest-
legen. Die einfachste derartige Regel gibt jedem die Halfte des Gesamterloses,
doch konnen die Anteile auch unterschiedlich grof sein. Dariiber hinaus muss
der Gesamterlds keineswegs ausgeschopft werden. Statt dessen kann verein-
bart werden, dass im Rahmen einer langfristigen Kooperation Erlose thesau-
riert und in eine gemeinsame Infrastruktur investiert werden. Die Bestim-
mung der Anteile erfolgt in einem Verhandlungsprozess, in dessen Ergebnis
sich die Verhandlungsmacht der Partner niederschldgt. Es liegt nahe, sich an
der ,Wichtigkeit“ der Unternehmen fiir die Kooperation zu orientieren, wenn
der Verhandlungsprozess nicht modelliert, sondern sein Ergebnis postuliert
werden soll. Ein mogliches Mag fiir die Wichtigkeit und Verhandlungsmacht
der Partner sind deren Zielbeitrage. Da die Vereinbarung aber vorab getrof-
fen werden soll, muss an den vermuteten Zielbeitrdgen angekniipft werden.
Das Problem dieser Regeln liegt in der Entkopplung von Leistung und Ent-
lohnung. Die Kostenersparnis infolge einer Verringerung der Leistung kommt
allein dem betreffenden Unternehmen zugute. Die Erl6sminderung hingegen
wird mittels der Verteilungsregel auf alle beteiligten Unternehmen umge-
legt. Es ist damit zu rechnen, dass diesem Anreiz zur Leistungsverringerung
alle beteiligten Unternehmen nachgeben mit der Folge, dass die Kooperati-
on schlieflich zusammenbrechen wird.3* Eine solche Verteilungsregel miiss-
te also ergidnzt werden durch die Festlegung von Mindestanspruchsniveaus,
die man kontrollieren und deren Verfehlen man gegebenenfalls sanktionieren
miisste.

Zum anderen kann man die tatsachlich geleisteten Beitrdge der Unterneh-
men als Mafstab zur Berechnung der Erl6santeile verwenden. Damit stehen
die Erlosanteile nicht im Vorhinein fest; der Anreiz zur Leistungsverringerung
ist nicht mehr gegeben. Problematisch ist die Messung der tatsachlich geleis-
teten Beitrdge. Die Mengen z und y sind wegen unterschiedlicher MaReinhei-
ten und damit mangelnder Vergleichbarkeit ungeeignet. Eine Umrechnung in
Geldeinheiten bendtigt (Schatten-)Preise fiir die mengenmégigen Beitrage.
Hierzu bieten sich die Grenzkosten o und § an, die effiziente Mengen z und
y sicherstellen. Dazu muss gewéhrleistet sein, dass die Grenzkosten vom je-
weiligen anderen Partner nachgepriift werden konnen. Anderenfalls muss als

395 Es liegt eine typische Gefangenen-Dilemma-Struktur vor. Vgl. Rasmusen (1994), S. 16.
Die urspriingliche Version des Gefangenen-Dilemmas beinhaltet zwei Beteiligte, eine
Verallgemeinerung auf n Personen ist aber ohne weiteres moglich. Vgl. hierzu Weimann
(2001), S. 123fF.

Lars Otterpohl - 978-3-631-75508-2
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:01:56AM
via free access



5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 175

Second-best-Losung eine moglichst gute Naherung in einem Verhandlungs-
prozess gefunden werden, mit der sich Planungssicherheit und Anreizvertrig-
lichkeit, wenn auch nicht sicher Effizienz erreichen lassen.

Wir nehmen an, dass die Grenzkosten dem jeweils anderen Partner nicht
bekannt sind. Die Gewichte bei der Berechnung der Anteile — Ergebnis der
Verhandlung - werden beide auf Eins normiert. Damit engen wir die Be-
trachtung nicht auf den Fall gleicher ,Wichtigkeit“ der Partner ein, sondern
die Mafeinheiten der Mengen z und y werden so gewahlt, dass die Gewichte
jeweils den Wert eine Geldeinheit pro Mengeneinheit z bzw. y annehmen. Da-
mit hiangen die Grenzkosten, die sich spater als die Dynamik bestimmenden
Parameter herausstellen werden, vom Verhandlungsergebnis ab, weil hier-
durch die Mafeinheiten von z und y festgelegt werden. Da der Verhand-
lungsprozess aber exogen ist, hat dies auf die weitere Modellanalyse keinen
Einfluss. Wir schreiben die Anteilsfunktionen 1, und v, daher

%1 R-zq- - [Oa 1]: (:r,y) =

Ty (5.46)

iR -0, (o) -

5.2.3.3 Statische Eigenschaften: Nash-Gleichgewicht

Mit der Produktions- und Nachfragefunktion fiir 2, den Kostenfunktionen
der Beitrdge = und y und der Verteilungsregel konnen wir die Gewinnmaxi-
mierungskalkiile der Unternehmen formulieren und die Reaktionsfunktionen
ableiten.

Satz 5.17
Die Kalkiile der Unternehmen sind unter Verwendung der Gleichungen (5.41),
(5.44), (5.45) und (5.46) gegeben durch

T
Wz(y) = mzax¢=(x’y) 'p(zd) : Z(.’L‘,y) - Cz(x) = m —-a-z,

my(z) = m;axz/)y(z, y) - p(2%) - 2(z,y) — g (y) = . i e B-y.

Lars Otterpohl - 978-3-631-75508-2
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:01:56AM
via free access



176 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

Dann heifen ihre Reaktionsfunktionen3%

:EZR?’_—)R_*., (y’a)H c_yx'—y:

2 - (5.47)
R~ Ry, () /52

Beweis. Wir fiilhren den Beweis fiir . Notwendige Bedingung fiir ein Ge-

winnmaximum ist v

@t 27"
Die hinreichende Bedingung
2y
CE

ist erfiillt. Durch Umstellen der notwendigen Bedingung erhilt man

Y
=4,/L =
o

wobei nur die positive Wurzel dem Definitionsbereich entspricht und 6kono-
misch relevant ist. |

Die Reaktionsfunktionen werden in Abbildung 5.17 dargestellt. Beide
Kurven verlaufen durch den Ursprung, erreichen jeweils beziiglich ihrer Abs-
zisse ein Maximum und schneiden dann wieder die jeweilige Achse. Daher gibt
es neben dem Ursprung in jedem Fall, d.h. bei jeder Auspragung der Para-
meter, einen weiteren Schnittpunkt. Wir werden im Folgenden sehen, dass
dieser Schnittpunkt die Eigenschaften eines Nash-Gleichgewichts aufweist.

Die Kooperation der Partner A und Y lisst sich als Spiel auffassen und
analysieren.3?” Die Partner selbst werden in der Menge der Spieler zusam-
mengefasst. Die von ihnen geleisteten Beitridge  und y stellen ihre Strategien
dar, so dass der Vektor (z,y) das Strategienprofil beschreibt.3%® Die Auszah-
lungen sind die Gewinne, erfasst im Auszahlungsprofil (7, 7). Das Konzept

396 In Puu (1997), S. 134ff., wird dieses Gleichungssystem zur Analyse eines Oligopols
verwendet. Puu kommt jedoch teilweise zu anderen numerischen Ergebnissen.

897 ygl. hierzu nochmals Abschnitt 5.1.

398 Dije Begriffe Zielbeitrag, Menge und Strategie kénnen in diesem Modell synonym ver-
wendet werden.
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 177

Abbildung 5.17: Reaktionsfunktionen des Modells S fiir a = 8

des Nash-Gleichgewichts ist anwendbar, allerdings mit leichten Modifikatio-
nen gegeniiber Abschnitt 5.1.2.1. Dort verwendete Definition 5.2 die Beste-
Antwort-Korrespondenz auf der Basis endlich vieler mischbarer Strategien.
Hier liegt der Fall etwas anders: Die Menge der reinen Strategien ist nicht
endlich, da alle (z,y) > O zulissig sind und jede Menge als eigene Strategie
anzusehen ist. Man konnte den Strategienraum kiinstlich einschrinken, in-
dem man nur eine endliche Zahl von Mengen zuldsst; dies ist im vorliegenden
Modell jedoch nicht erforderlich. Von gemischten Strategien als Wahrschein-
lichkeitsverteilung iiber reine Strategien wird abgesehen; eine Einbeziehung
verdndert die Struktur des Modells nicht, da alle gemischten Strategien be-
reits eine reine Strategie darstellen.

Wegen der unendlichen Strategienmengen lasst sich das Spiel weder in
strategischer Form noch in Bimatrix-Form sinnvoll darstellen. Statt dessen
greift man auf Reaktionsfunktionen zuriick, die auf dem Rationalitatsprin-
zip aufbauen und in denen das Losungskonzept schon mitgedacht ist. Beide
Spieler verhalten sich rational, indem sie unter Beriicksichtigung der Stra-
tegie des anderen ihre Auszahlungen maximieren, wie es das Konzept des
Nash-Gleichgewichts vorsieht. Dies erfolgt im Gewinnmaximierungskalkiil.
Die daraus abgeleiteten Reaktionsfunktionen geben die beste Antwort bei
gegebener Strategie des anderen Spielers an. In Bezug auf die dargestellte
Situation definieren wir:
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178 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

Definition 5.4
Ein Strategienprofil (z*,y*) heift Nash-Gleichgewicht des Modells S, wenn
gilt: (z*,y*) ist Losung des Gleichungssystems

o \/% v (5.48)
y=¢g_m

Ein solches Strategienprofil geniigt den Anforderungen des Nash-
Gleichgewichts: z* maximiert den Gewinn 7, fiir ein gegebenes y, ist also
beste Antwort auf y*, und vice versa. Daher gibt es fiir keinen Spieler einen
Grund, vom Profil (z*, y*) abzuweichen, und es ist ein Gleichgewicht im Sinne
eines Ruhezustands erreicht.

Satz 5.18
Das Nash-Gleichgewicht des Modells S ist gegeben durch
15) a
e — d ¢y'=-——.
Pl Y T arr
Die Partner X und Y erzielen dabei Gewinne in H6he von
,32 a2
U R — d * = —_—
(. 10 und 7, IV

Beweis. Die nash-gleichgewichtigen Strategien, d.h. die Mengen z* und
y* erhilt man durch simultanes Losen des nichtlinearen Gleichungssystems
(5.48). Aus den Reaktionsfunktionen ergibt sich unmittelbar:3%

\/g=\/%<=> y=%-.’z = m=§-y.

Eingesetzt in die erste bzw. zweite Reaktionsfunktion ergibt dies

_ 5% _«a __B
r = . ﬁz4=>x—(a+ﬁ)2,
£.y B o«

VT F e T VT erpr

399 Durch die Einschrinkung des Definitionsbereichs auf nicht-negative reelle Zahlen sind
die Umformungen dquivalent.
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 179

Als hinreichende Bedingung miissen die Gewinnfunktionen an der kritischen
Stelle konkav sein. Wir sehen:

——2 <0 wd - ——=<0

(z+y) (z+y)?
an allen Stellen mit z,y > 0, also auch an der kritischen Stelle.

Die Gewinne der Unternehmen erhilt man durch Einsetzen der optimalen
Strategien in die Gewinnfunktionen. |

Beide Unternehmen befinden sich nicht nur im eindeutigen Nash-
Gleichgewicht, d.h. es macht keinen Sinn, von den Mengen z* und y* ab-
zuweichen. Sondern es sind auch beide Gewinne 7; und =, positiv, so dass
ein Anreiz, die Kooperation zu verlassen, nur besteht, wenn woanders hohe-
re Gewinne zu erwarten sind. Unter Beriicksichtigung der Risiken, die eine
solche Veranderung mit sich bringt, kann man davon ausgehen, dass die Ko-
operation weitgehend stabil ist.

5.2.3.4 Dynamische Eigenschaften in kontinuierlicher Zeit:
Stabilitét

Wir priifen nun die Stabilitdt des Nash-Gleichgewichts. Hierzu formulieren
wir einen Anpassungsprozess in kontinuierlicher Zeit, ¢ € R. Aus dem Satz
3.21 von Poincaré und Bendixson in Kapitel 3.5.2 wissen wir, dass ein solcher
Anpassungprozess fiir Modell S nicht chaotisch verlaufen kann.

Die Verinderungsraten £ und ¢, also die Ableitungen nach der Zeit,
seien abhidngig von der Differenz zwischen der tatsichlichen Strategie
zum Zeitpunkt ¢ und der gemdf den Reaktionsfunktionen (5.47) nash-
gleichgewichtigen Strategie.

hy;: R — R, \/—?—Z—y—xr—»i‘,
- (5.49)

hy: R =R, \/—%‘—z—yr—-»y.

An die genaue Form der Abhéngigkeit lassen sich unterschiedlich stren-
ge Anforderungen stellen.® Abbildung 5.18 veranschaulicht die verschiede-
nen Anforderungsstufen durch beispielhafte Kurvenverlaufe. Man kann als

400 Vgl. Steven und Otterpohl (2000a).
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180 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

arghg arg h,

arg hy arg h,

Abbildung 5.18: Verinderungsrate und Differenz

schwichste Anforderung lediglich eine positive statistische Korrelation ver-
langen. Hierzu muss der Anpassungsprozess eine stochastische Komponente
aufweisen:40!

cov(z, arg hy) > 0.

Bei deterministischem Anpassungprozess ist die Vorzeichengleichheit die
schwichste Anforderung. Hierbei muss die Verdnderungsrate & positiv sein,
wenn z < \/: — y und vice versa. Dadurch ist sichergestellt, dass sich die
tatsdchliche Strategie der nash-gleichgewichtigen Strategie stets annéhert:

sign & = sign arg h,.

Schérfer ist die strenge Monotonie. Die Verdnderungsrate £ muss umso grofer
sein, je groBer die Differenz arg h; ist:

arg, h, < arg, h, < I; < I

401 Dje Formeln werden im Folgenden nur fiir z angegeben und sind fiir y analog zu bilden.
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 181

bzw. bei Differenzierbarkeit von h,
h. > 0.

Die starkste Anforderung ist schliefilich die Proportionalitat zwischen Veran-
derungsrate und Differenz. Sie lasst sich am leichtesten mathematisch hand-
haben:%0?

= A-argh,, A2>0.

Die folgende Stabilitdtsanalyse geht von strenger Monotonie aus. Es gel-
te, dass £ und ¢ umso groBer werden, je grofer die Abweichung zwischen
tatsdchlichen und nash-gleichgewichtigen Strategien ist. Auferdem seien die
Anpassungsfunktionen differenzierbar, so dass wir von folgenden Eigenschaf-

ten ausgehen:
hy >0, h, >0, hg(0)=hy(0)=0. (5.50)

Satz 5.19
Seien die Anpassungsprozesse gegeben durch

i=h,(\/g—y—z> und y=hy(\/g——x-—y>, - (5.51)

wobei h; und h, diffenzierbar und streng monoton steigend sind sowie durch
den Ursprung verlaufen. Dann ist das Nash-Gleichgewicht

*_ ﬂ *_ a
“Gror ™M YV =Gran

lokal asymptotisch stabil.

z (5.52)

Beweis. Das Nash-Gleichgewicht (5.52) ist dann lokal asymptotisch stabil,
wenn die Eigenwerte der Jacobi-Matrix D zu System (5.51) im Gleichgewicht
negative Realteile besitzen. Dies gilt bei einem zweidimensionalen System
genau dann, wenn die Spur der Jacobi-Matrix negativ, ihre Determinante
aber positiv ist.%%® Es gilt:

5 ; ’ 7,1 1
D=(hlz'%;— hi'%%)= he "eray/ay 1
r .1 1 /
hy 35— 1 —hy
402 Vgl Friedman (1998a), S. 24.

;.0 ]
h".ll ’ 5£ hy 8y

403 Vgl. Felderer und Homburg (1994), S. 426. Es handelt sich um einen Spezialfall des

Routh-Hurwitz-Kriteriums. Vgl. hierzu Chiang (1984), S. 546.
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182 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

Wir priifen:
sp(D) = —h;, — hy, <0,

1
det (D)|,u o = by - by - (5 + 4% + %) > 0.

5.2.3.5 Dynamische Eigenschaften in diskreter Zeit:
eindimensionale Variante

Die Situation stellt sich anders dar, wenn der Anpassungsprozess in diskreten
Schritten ablduft. Im Unterschied zur Analyse in kontinuierlicher Zeit werden
die Strategien der beiden Unternehmen nun als Funktionen der diskreten Zeit
t € Z verstanden.

(Zn yt) — 2

>@ @._

(e, 9t) — (6, )
Tit1 Ye+1
Tt+1

/

/

(Te41, Yey1) —
241

Abbildung 5.19: Scheinbar doppelter Regelkreis der eindimensionalen Vari-
ante

Die Nichtlinearitat der Reaktionsfunktionen macht chaotisches Verhalten
des Systems nun zumindest moglich. Die Unternehmen passen ihre Strategi-
en adaptiv an das Koordinationsergebnis der gegenwirtigen Periode an. Die
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 183

Wahl der adaptiven Anpassung wird wie im Modell V mit der Beriicksichti-
gung von Lerneffekten und den geringen Informationsanforderungen begriin-
det.%®* Zunichst untersuchen wir den Spezialfall, in dem beide Adaptionspa-
rameter den Wert Eins annehmen. Hier hat man es mit der unabhéngigen
Iteration zweier Variablen zu tun. Abbildung 5.19 zeigt den Regelkreis sche-
matisch. Die Analogie zur kontinuierlichen Zeitmessung zeigt die Formulie-
rung der Anpassungsprozesse mit Hilfe von Differenzenoperatoren:

AIL‘ = gt‘ — Yt — Ty
Vo
Die iibliche Form der Differenzengleichungen deckt die Unabhéngigkeit der

Iterationen auf:
Ti41 = ‘/ % — Yt
(5.53)

Tt
Yt+1 = F — I

Tt+2

Tt

Abbildung 5.20: Reaktionsfunktion z; — zq fira= =1

Durch Einsetzen der einen Gleichung in die andere erhilt man eine Dif-
ferenzengleichung mit nur noch einer Variablen. Der einzige Unterschied zu
den gewohnten Iteratoren besteht lediglich darin, dass die Zeitverzogerung
zwei Perioden betrigt, was aber fiir die Analyse ohne Bedeutung ist. Die

404 Vgl. die Ausfithrungen in Abschnitt 5.2.2 auf S. 157f.
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184 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

Abbildung 5.20 zeigt die Gleichung

$t+2=1/i—\/—%€—%}—\/%+l't (554)

fiir « = 8 = 1. Die Ahnlichkeit mit der logistischen Parabel hat ein vergleich-
bares Szenario der Periodenverdopplungen ins Chaos zur Folge.

Der Verlauf des Anpassungprozesses hingt vom Verhiltnis der Grenzkos-
ten ab. Abbildung 5.21 zeigt Phasendiagramm und Bahnen fiir ein Verhéltnis
von 4 : 1 links und 6,25 : 1 rechts. Wegen der Zweidimensionalitédt des Sys-
tems sind die Phasendiagramme etwas anders zu lesen als etwa in den Ab-
bildungen 5.7 und 5.14. Die beiden Kurven stellen die Reaktionsfunktionen
dar; die Phasenpunkte (z;,y;) liegen nicht auf den Kurven. Die Konvergenz
zeigt sich im linken Teil der Abbildung 5.21 in Form einer Spirale in den
Schnittpunkt der Kurven, das Nash-Gleichgewicht. Im rechten Teil scheinen
die Phasenpunkte fast willkiirlich im Phasenraum zu streuen. Der Ubersicht-
lichkeit halber fehlen hier die Verbindungslinien der Phasenpunkte.

Je weiter die Grenzkosten der beiden Unternehmen auseinander liegen,
desto langer dauert die transiente Phase bis zum Erreichen des Fixpunktes.
Bei hinreichend grofen Grenzkostenunterschieden — im vorliegenden Beispiel
ab einem Verhiltnis von ca. 5,82 : 1 — beginnt mit der ersten Periodenver-
dopplung der Weg ins Chaos.

Das Bifurkationsdiagramm zeigt den auch aus den Modellen B und V
bekannten Weg iiber Periodenverdopplungen. Wir untersuchen die Kaska-
de der Periodenverdopplungen genauer in den Bifurkationsdiagrammen in
Abbildung 5.22. Die oberen beiden Diagramme zeigen die Endzustinde der
Strategievariablen z und y, abgetragen gegen das Grenzkostenverhiltnis a/8.
Wir sehen die iiblichen Periodenverdopplungen bis zum Eintritt in chaotische
Binder, die von periodischen Fenstern unterbrochen werden. Ubersteigt das
Grenzkostenverhiltnis den Wert 6,25 : 1, so bricht das System zusammen.4%

Das untere Diagramm weist eine Besonderheit auf. Hier ist gegen das
Grenzkostenverhiltnis a/8 die Summe der Strategievariablen z + y abge-
tragen. Diese Summe hat 6konomisch natiirlich keine Bedeutung, sie dient
hier nur der Aufdeckung der dynamischen Struktur des Systems. Die Be-
sonderheit besteht darin, dass der Zyklus der Periode zwei fehlt. Der Grund

405 Die mathematische Ursache des Zusammenbruchs besteht darin, dass die Radikanden
in den Reaktionsfunktionen negativ und die Werte der Strategievariablen dadurch kom-
plex werden. Okonomisch sind komplexe Werte natiirlich nicht mehr interpretierbar,
d.h. das Modell ist in diesem Parameterbereich 6konomisch nicht mehr relevant.
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Tt Tt

t t
Yt Yt

t t
Yt

T Tt

Abbildung 5.21: Phasendiagramme und Bahnen fiir o : 8 =1 : 4 (links) und
a:f@=1:6,25 (rechts)

liegt darin, dass die Werte z;;,; bzw. y;,, ausschlieflich von y; bzw. z; ab-
hiangen und sich das System in eine Funktion z; — z:., fassen lisst, wie
in Gleichung (5.54) und Abbildung 5.20 bereits gezeigt wurde.*°® Dadurch
verdoppeln sich alle Periodenldngen, die Variablen ; und y; durchlaufen je-
den Wert aber zweimal. Abbildung 5.23 zeigt beispielhaft Zyklen der Periode
vier bzw. acht fiir die Variable z;. Im Bifurkationsdiagramm werden fiir die
entsprechenden Parameterwerte nur zwei Endzustdnde angezeigt. Da sich die
Reihenfolgen, in denen die Zyklen durchlaufen werden, fiir z; und y; unter-
scheiden, unterscheiden sich alle Summen z; + y; des gesamten Zyklus. So
ist das Muster des vierperioden Zyklus dadurch gekennzeichnet, dass beide

406 Aquivalent kann man natiirlich auch eine Funktion y; — y,42 bilden.
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a/B
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a/f
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Abbildung 5.22: Bifurkationsdiagramme des Modells S, eindimensionale Va-
riante
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 187

Tt T

Abbildung 5.23: Bahnen fiir Zyklen der Periode vier und acht

Variablen zunichst zweimal den hohen Wert und dann zweimal den tiefen
Wert annehmen. Allerdings ist dieses Muster fiir die beiden Variablen um
eine Periode verschoben, so dass der hohe Wert fiir z; einmal auf den tiefen
und einmal auf den hohen Wert fiir y; trifft, ebenso der tiefe Wert fiir z;, so
dass sich insgesamt vier Summen z; + y; ergeben.

'ﬂ o/B a/B

Abbildung 5.24: Lyapunov-Exponenten des Modells S, eindimensionale Va-
riante

Die Betrachtung der Lyapunov-Exponenten zeigt ein eher unerwartetes
Bild. Nach den Ausfiihrungen in Abschnitt 3.5.5 sollte bei einem zweidi-
mensionalen System stets mindestens ein Exponent negativ sein, wie man
in der Abbildung 3.15 fiir das Musterbeispiel des Hénon-Attraktors sehen
konnte. Hier zeigt sich hingegen in Abbildung 5.24 ein beinahe identisches
Sensitivitdtsverhalten in z- und y-Richtung. Wir haben es jedoch, wie be-
reits mehrfach betont, nicht mit einem echten zweidimensionalen System zu
tun. Eine Konsequenz daraus ist, dass wir auch keinen seltsamen Attraktor
finden, sondern der gesamte Phasenraum dicht gefiillt wird. Abbildung 5.25
stellt den Phasenraum nach 30.000 Iterationen dar. Das Auftreten sensitiver
Abhingigkeit findet gleichmiRig in beide Achsenrichtungen statt.
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188 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

Abbildung 5.25: Phasendiagramm bei o/ = 6,25 nach 30.000 Iterationen

Hypothese 5.20

Das System (5.53) tritt fiir «: § = 5,82 : 1 in ein Periodenverdopplungs-
szenario ein und wird fiir a: 8 = 6,2 : 1 sensitiv in z- und y-Richtung bei
beschrinktem Zustandsraum. Damit ist es numerisch chaotisch im Sinne von
Definition 3.14.

5.2.3.6 Dynamische Eigenschaften in diskreter Zeit:
zweidimensionale Variante

In dem durch das Gleichungssystem (5.53) beschriebenen Modell gibt es prak-
tisch keine Moglichkeit fiir die Unternehmensfithrung, aktive Mafnahmen zur
Vermeidung langer transienter Phasen bzw. chaotischer Bereiche zu ergrei-
fen. Der das Systemverhalten bestimmende Parameter ist das Verhéltnis der
Grenzkosten /3, das zum einen von der Technologie und zum anderen vom
Ergebnis der Verhandlungen iiber die Verteilungsregel beeinflusst wird.%?
Verinderungen kénnen sich durch Innovationen, d.h. durch neue Produk-
tionsanlagen oder -methoden ergeben. Doch ungeachtet der Tatsache, dass
sich ein Unternehmen selbstversténdlich stindig um Verbesserungen im Pro-
duktionsbereich bemiihen muss, um wettbewerbsfihig zu bleiben, ldsst sich
eine Innovation nicht so planen, dass ihre Wirkung zur Vermeidung chaoti-
scher Bereiche des Grenzkostenverhéltnisses eingesetzt werden konnte. Das
Grenzkostenverhaltnis lieRe sich auch durch den Verzicht auf individuelle Ge-
winnmaximierung anndhern. Wenn schon der Partner mit den hohen Grenz-

407 Man vergegenwirtige sich, dass die Gewichte der Anteile in den Verteilungsfunktionen
¥ und 9, normiert sind. Das Verhandlungsergebnis wird durch die Wahl der Maf-
einheiten der Produktmengen ausgedriickt und nimmt so Einfluss auf die Hohe der
Grenzkosten.
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 189

kosten diese nicht zu senken im Stande ist, so konnte doch der andere Partner
seine niedrigen Grenzkosten erhohen, also Ressourcen verschwenden. Dieser
Ressourcenverschwendung miisste man nun die Kosten der Sensitivitdt ge-
geniiber stellen, sofern letztere sinnvoll messbar sind. Und schlieflich ist eine
Nachverhandlung und anschliefende Verdnderung der Verteilungsfunktionen
denkbar. Das Verhandlungsergebnis spiegelt jedoch die Machtverhiltnisse wi-
der, und einer Verschiebung der Verteilungsgewichte stimmt der Partner, zu
dessen Ungunsten die Nachverhandlung ausgeht, nur dann zu, wenn er durch
die Stabilisierung der Systemdynamik kompensiert wird.

Wir gehen einen anderen Weg, indem wir direkt an der Gestalt der Re-
aktionsfunktionen (5.53) ansetzen. Wir geben die Annahme auf, dass die
Anpassungsgeschwindigkeiten gleich eins sind. Das Modell erhdlt dadurch
einen echten zweidimensionalen Charakter, wie das Gleichungssystem (5.55)

zeigt:
Tip1 = Ty + O <w%—yt—1‘t>,
T
Yep1 = Y + 0y (‘\/_ai_mt—yt)-

Das Gleichungssystem (5.53) ergibt sich durch Setzen von 6, = 6, = 1.
Um die numerische Analyse nicht unnétig zu verlangern, wird im Folgenden
0. = 60, = 6 unterstellt. Der Regelkreis ist in Abbildung 5.26 dargestellt. Er
unterscheidet sich vom Regelkreis in Abbildung 5.19 dadurch, dass z;,; auch
von z; und y;4+; auch von y; bestimmt wird.

(5.55)

Die zweidimensionale Form des Modells S enthalt nun, neben den System-
variablen z; und y;, die Parameter o/ und 6, also das Verhaltnis der Grenz-
kosten und die Adaptionsgeschwindigkeit. Die numerische Analyse zeigt, dass
fiir hinreichend hohe Grenzkostenunterschiede und Adaptionsparameter selt-
same Attraktoren mit gebrochenem DimensionsmaR auftreten. In Abbildung
5.27 sind von oben nach unten Attraktoren bei steigendem 6 und o/ = 6,25
dargestellt. In den ersten fiinf Phasendiagrammen scheint sich der Fixpunkt-
attraktor auszudehnen, als wiirde er explodieren. Es liegt jedoch keine Bi-
furkation vor, der Attraktor besteht in allen Fillen nur aus dem Fixpunkt.
Die Diagramme werden erstellt, indem man von einem beliebigen Punkt im
Bassin des Attraktors ausgeht. Dann werden einige Iterationen zur Uberwin-
dung der transienten Phase durchgefiihrt und die darauf folgenden Iteratio-
nen, die hinreichend nah beim Attraktor liegen, schlieflich in das Diagramm
eingezeichnet. Im ersten Diagramm wird auf diese Weise in der Tat nur der
Fixpunkt erfasst; die transiente Phase wird jedoch mit steigendem 6 extrem
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[ @umw -z |

]

(ﬂ'«‘t, yt) = (zt: yt) —
Tit1 Ye+1

N/

(Te41y Ye41) —
2t+1

Abbildung 5.26: Echt doppelter Regelkreis der zweidimensionalen Variante

lang, so dass immer mehr Punkte in einiger Entfernung vom Attraktor in das
Diagramm eingehen.

Die lange transiente Phase ist jedoch bereits Anzeichen fiir eine bevor-
stehende Anderung des Systemverhaltens. Aus dem Fixpunktattraktor ent-
steht ein Attraktor in Form einer geschlossenen Bahn. Man bezeichnet dies
als Hopf-Bifurkation, deren Vorliegen sich auch analytisch nachweisen lésst.
Satz 3.26 auf Seite 93 gibt die Kriterien an, die sich hier nachpriifen lassen.

Das System 5.55 besitzt bei Grenzkosten von a = 6,25 bzw. § = 1 im
Nash-Gleichgewicht die Jacobi-Matrix

1-6 -0,42-0
D= (2,625-6 1-9 )
mit den komplex-konjugierten Eigenwerten
A=1-60+1,05-6-1.

Es gilt:
800

A =+/(1-60)2+(1,05-02=1 < ¢* = a1 ~ 0,951
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5.2. KOORDINATION MIT CHAOTISCHER DYNAMIK 191

Abbildung 5.27 bestitigt, dass der Ubergang vom Fixpunkt zu einer geschlos-
senen Kurve zwischen 6 = 0,95 und 6 = 0, 96 liegt. Berechnet man die ersten
vier Potenzen von A an der Stelle §* = %, erhilt man samtlich komplexe
Werte, die auf dem Einheitskreis liegen, aber nicht gleichzeitig auf der reellen

Achse, also ungleich +1 sind. Und schlieflich gilt:

M _ —1 + ]-a 052 * 0
do 6*=800,/841 \/ (1-6)+(1,05-0)2 6=800/841

=1>0

Der Weg ins Chaos fiihrt hier also nicht wie in den eindimensionalen Sys-
temen iiber Periodenverdopplungen, sondern iiber eine Hopf-Bifurkation in
eine geschlossene Kurve, die nach und nach gleichsam zerfasert. Ab § = 0,951
wird der grokte Lyapunov-Exponent positiv, d.h. das System wird sensitiv.
Erreicht @ den Wert 0,98, erhalten wir Lyapunov-Dimensionen zwischen eins
und zwei, also einen seltsamen Attraktor mit fraktaler Struktur. Erreicht 0
einen Wert sehr nahe bei eins, nihert sich das Systemverhalten dem Spezi-
alfall aus Gleichung (5.53). Der Attraktor zerfallt zunichst in vier Teile, die
bei § = 1 zusammenwachsen und den gesamten Phasenraum ausfiillen.

Die Werte der Lyapunov-Dimensionen fiir steigendes 6 sind in Abbil-
dung 5.28 dargestellt. Der gebrochene Wert der Lyapunov-Dimension ist
okonomisch insoweit von Interesse, als er mit einem positiven Lyapunov-
Exponenten einher geht. Wenn man den Attraktor eines Systems wie Glei-
chung (5.55) im Phasenraum visualisiert und die Anschauung eine fraktale
Struktur vermuten lasst, sind weiter gehende Tests auf Sensitivitat dringend
geboten.

Das System weist also auch in der zweidimensionalen Form sensitive Ab-
héngigkeit von den Anfangsbedingungen auf mit den aus den Modellen B
und V bekannten Folgen fiir die Prognostizierbarkeit und die Planbarkeit des
Systems S. In den Abbildungen 5.29 und 5.30 sieht man, dass es sich hier
nicht um die bereits bekannten Periodenverdopplungen handelt, sondern der
Weg ins Chaos hier iiber eine Hopf-Bifurkation verlauft.

Anhand der zweidimensionalen Version des Modells S lasst sich studie-
ren, wie das Verhéltnis mehrerer systembestimmender Parameter das dyna-
mische Systemverhalten beeinflusst. Die Analyse zeigt somit, wie iiberaus
wichtig es ist, sich aller Parameter bewusst zu werden. Die eindimensiona-
le Modellvariante enthalt nur das Grenzkostenverhéltnis als Parameter. Die
Adaptionsgeschwindigkeit ist hier auf Eins fixiert und damit aus dem Auge
des Betrachters verschwunden.
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192 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

TR

Abbildung 5.27: Attraktoren im z-y-Phasenraum fiir § = 0,94 (oben links)
bis = 0,99 (unten rechts)

Erst im zweidimensionalen Modell wird die Wechselwirkung verschiede-
ner Parameter deutlich. Die Grenzkosten an sich sind nur um den Preis
des Abriickens von der Gewinnmaximierung oder durch eine Nachverhand-
lung iiber die Verteilungsgewichte gezielt beeinflussbar. Endet die Analyse an
dieser Stelle, muss man konstatieren, dass die Unternehmensfiihrung keine
zwingende Moglichkeit hat, das System aus einer chaotischen Region hinaus
zu steuern. Der Einfluss der Grenzkosten kann aber durch den Adaptions-
parameter konterkariert werden. Auch ein Grenzkostenverhaltnis von mehr
als 6,25:1, bei dem das eindimensionale Modell zusammenbricht, kann bei
entsprechend niedriger Adaptionsgeschwindigkeit stabil sein. Interessant ist,
dass die Aussage des Modells V, die Adaptionsgeschwindigkeit nicht zu hoch
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d

N,

Abbildung 5.28: Lyapunov-Dimensionen des Modells S, zweidimensionale Va-
riante

zu wahlen, auch in der vollig anderen Struktur des Modells S Giiltigkeit be-
sitzt. Der Grund liegt darin, dass eine ,Politik der kleinen Schritte” hin zum
Gleichgewicht ein Uberschiefen des Systemzustands verhindert.

Im besprochenen Modell haben die Partner auf jegliche zentrale Koordi-
nationsinstanz und Absprache verzichtet. Statt dessen haben sie auf das Wir-
ken des Kreuzanpassungsprozesses vertraut, der sie zum Nash-Gleichgewicht
filhren sollte. Wir haben jedoch gesehen, dass der Kreuzanpassungsprozess
anfillig fiir Chaos ist und nur bei bestimmten Parameterkonstellationen zum
gewiinschten Ergebnis fiihrt. Dies spricht trotz der oben angefiihrten Be-
denken dafiir, den Koordinationsmechanismus aufzugeben oder zumindest
durch Elemente einer zentralen Planung zu erginzen. In zentraler Planung
werden z und y simultan und mit Blick auf den Gesamtgewinn festgelegt.
Es ist daher nicht méglich, dass sich z und y ,aneinander vorbei“ entwickeln
und einen seltsamen Attraktor formen. Ob damit auch die Entwicklung fiir
die Partnerschaft insgesamt stabil verlduft, lieRe sich nur in einem weiteren
Modell klaren. Von fallweisen Absprachen, wenn Fehlentwicklungen erkannt
werden, bis zur Einrichtung eines stindigen, beiden Partnern gemeinsam un-
terstellten Koordinationsstabes gibt es eine ganze Reihe von Mdglichkeiten.
Wir verlassen damit den Bereich der Selbstabstimmung, das Modell S ist
hierfiir nicht geeignet.*®® In jedem Fall wird aber der in Modell S Chaos
verursachende Mechanismus durch eine zentrale Koordination ausgeschaltet.
Was gegeneinander abzuwégen bleibt, und hier liegen Moglichkeiten fiir wei-
tere Ansdtze der Forschung, ist ein Vergleich der Kosten, die durch chaotische

408 Die aus Griinden der Einfachheit gewshlte Nachfragefunktion hat die Eigenschaft, dass
ein Monopolist bei jeder Preis-Mengen-Kombination denselben Erlds erzielt. Bei Ge-
winnmaximierung erhélt man dadurch eine 6konomisch sinnlose Randlosung. Ohne
zentrale Koordination tritt dieses Problem jedoch nicht auf.

Lars Otterpohl - 978-3-631-75508-2
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:01:56AM
via free access



194 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

Abbildung 5.29: Feigenbaum-Diagramme des Modells S, zweidimensionale
Variante

Fehlentwicklungen entstehen, und der Kosten einer zentralen Planung, wobei
Fehlentwicklungen durch strategisches Verhalten der Partner zu beriicksich-
tigen sind.

Einen interessanten Ansatzpunkt, der den Rahmen dieser Arbeit jedoch
sprengen wiirde, bietet in diesem Zusammenhang die Analyse der Gewinnver-
teilung bei stabilen und chaotischen Regimes. Das Nash-Gleichgewicht stellt
zwar eine Win-Win-Situation dar, nicht jedoch ein Gewinnmaximum fiir die
Kooperation als Ganzes. Es ist daher, im Gegensatz zu Modell V, keineswegs
klar, ob ein Verfehlen des Nash-Gleichgewichts zu einer Verminderung der
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A A

—— 0

\/\ ] 0
Abbildung 5.30: Lyapunov-Exponenten des Modells S, zweidimensionale Va-
riante

Gewinnsumme 7, + 7, fiihrt. Die folgende Ubersicht zeigt die Entwicklung
der Gewinne absolut und in Prozent fiir wachsendes 6:

0 Tz Ty Tz + Ty
0,94 | 0,7432 100,00 | 0,0190 100,00 | 0,7622 100,00
0,95 | 0,7420 99,85 | 0,0201 105,60 | 0,7621 99,99
0,96 | 0,7262 97,72 | 0,0386 203,11 | 0,7649 100,35
0,97 | 0,7167 96,44 | 0,0506 265,91 | 0,7673 100,67
0,98 | 0,7056 94,95 | 0,0651 342,29 | 0,7708 101,12
0,99 | 0,7073 95,18 | 0,0690 362,92 | 0,7764 101,86

1 |0,7077 95,22 |0,0673 353,63 | 0,7749 101,67

Die Gewinnsumme bleibt nahezu konstant, sie verdndert sich um maximal
2 % gegeniiber dem Wert im Nash-Gleichgewicht. Fiir die Schlussfolgerung,
das chaotische Regime sei vorzuziehen, weil es zu einer Gewinnsteigerung
fiihre, erscheint diese geringfiigige Erhohung nicht ausreichend. Zudem ist zu
bedenken, dass Berechnungen unter der Annahme vollstindig linearer Tech-
nologien vorgenommen wurden: Die Gewinnfunktionen enthalten keine Fix-
kosten. Eine Empfehlung fiir das chaotische Regime lasst sich jedoch nur dann
aufrecht erhalten, wenn Kapazitdtsanpassungsmafnahmen bzw. Leerkosten
beriicksichtigt werden. Unzweideutig ist hingegen der Gewinnumverteilungs-
effekt des chaotischen Regimes. Der Gewinn des Partners X sinkt um ca.
0,04, der des Partners ) steigt um ungefihr denselben Betrag. Relativ ge-
sehen bedeutet dies jedoch lediglich eine Gewinnminderung fiir X um 5%,
wohingegen der Gewinn von Y um mehr als das Dreifache steigt. Es muss
also davon ausgegangen werden, dass die Partner nicht das gleiche Interesse
daran haben, die Kooperation in stabile Bahnen zu lenken. Eine eingehende
Analyse der Anreizsituation mit ihren Folgen fiir die Systemdynamik kdnnte
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196 KAPITEL 5. KOORDINATION UND CHAOS

interessante Einsichten zu Tage bringen. An dieser Stelle konnen wir es mit
dem Hinweis bewenden lassen, dass die Machtverhéltnisse innerhalb der Ko-
operation eine entscheidende Rolle spielen und hier die Gewinnverteilung —
Ergebnis des Verhandlungsprozesses iiber die Gewichte der Verteilungsfunk-
tionen — ein deutliches Ubergewicht von Partner X andeutet.

5.3 Zusammenfassung der Ergebnisse

In diesem Kapitel wurden Modelle zur Koordination zwischen Individuen im
Allgemeinen bzw. in Unternehmen im Besonderen vorgestellt. Abschnitt 5.1
befasste sich mit den Ansitzen der klassischen und evolutorischen Spieltheo-
rie. Hier wird Koordination in den Spielregeln dadurch abgebildet, dass die
Spieler ihre Auszahlungen dann maximieren, wenn sie sich auf eine bestimm-
te Strategienkombination einigen konnen. Diese Modelle haben das Ziel, ein
eindeutiges Ergebnis abzuleiten, um Handlungsempfehlungen geben zu kon-
nen. Die klassische Spieltheorie zeigt, dass unter allgemeinen Annahmen kein
eindeutiges Spielergebnis zu finden ist und versucht schirfere Bedingungen
anzugeben, mit denen die Zahl der Gleichgewichte reduziert wird, sei es durch
Verschérfungen des Gleichgewichtskonzepts, sei es durch einen Katalog von
Axiomen.

Die evolutionire Spieltheorie beruht nicht so sehr auf dem Rationalitats-
konzept, sondern baut auf dem Gedanken des survival of the fittest auf. Sie ist
daher besser geeignet, dem Weg zum Gleichgewicht mehr Aufmerksamkeit zu
widmen. Durch die Verbindung von evolutionsstabilen Gleichgewichten mit
einer Anpassungsdynamik kann sie — ohne an die Spieler Rationalitatsforde-
rungen stellen zu miissen — aus Anfangsbedingungen ein eindeutiges Ergebnis
der Koordination herleiten.

Beide spieltheoretische Konzepte sind aber auf die Prognose von mog-
lichst stabilen Gleichgewichten ausgerichtet. Sowohl das statische Nash-
Gleichgewicht als auch die konvergente Replikator-Dynamik klammern die
Moglichkeit chaotischen Verhaltens von vornherein aus. Anders sind hinge-
gen die Modelle des Abschnitts 5.2 konzipiert.

Die Bandbreite in den Modellen B, V und S der analysierten Szenarien
zeigt, dass Chaos in zu koordinierenden Systemen in keiner in der Realitét
existierenden Koordinationsform und bei keinem in der unternehmerischen
Praxis verwendeten Koordinationsinstrument prinzipiell ausgeschlossen wer-
den kann. Der Geltungsbereich der Modelle reicht iiber die analysierten Sze-
narien hinaus auf die damit konjugierten Systeme. Der Zusammenhang zwi-
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5.3. ZUSAMMENFASSUNG DER ERGEBNISSE 197

schen den die Dynamik bestimmenden Parametern und dem Systemverhalten
gilt hingegen nur fiir jeweils eine Modellspezifikation. Dies macht die For-
mulierung von Handlungsempfehlungen sehr schwierig und diirfte das grofte
Hindernis sein, dass sich der Chaostheorie auf dem Weg zu einem Instrument
der Betriebswirtschaftslehre entgegenstellt: die Notwendigkeit, die Analyse
anhand numerisch spezifizierter Systeme vorzunehmen, und die Unmoéglich-
keit, die numerischen Ergebnisse in Handlungsempfehlungen fiir die betrieb-
liche Praxis umzusetzen.

Die Vielfalt in den Koordinationsmodellen erstreckt sich auf die system-
bestimmenden Parameter. In Modell B handelte es sich um eine Entschei-
dungsvariable der Unternehmensleitung, ndmlich die Regel zur Bestimmung
der Budgets. Hier haben es die Entscheidungstréiger in der Hand, durch eine
entsprechende Vorgabe des Budgets die Unternehmensentwicklung zu vers-
tetigen. Sobald die Wirkung dieses Parameters verstanden wird, gibt es kein
prinzipielles Problem mehr. Lediglich das genaue Intervall der unkritischen
Parameterwerte kann aus dem Modell nicht allgemein bestimmt werden. Das
Modell gibt immerhin die Aussage her, dass die kritischen Bereiche bei eher
hohen Budgets zu finden sind. Diese Bereiche zu verlassen, sollte der Unter-
nehmensleitung jedoch in vertretbarer Zeitspanne gelingen.

Etwas anders stellte sich die Situation in Modell V dar. Hier war die Ad-
aptionsgeschwindigkeit im Anpassungsprozess der entscheidende Parameter.
Im Gegensatz zu Modell B liegt dieser Parameter nicht gleichsam auf dem
Tisch, sondern ist ein Verhaltensparameter des Entscheidungstragers, dessen
sich dieser womdglich gar nicht bewusst ist. Dieses Modell zeigt besonders
die Wichtigkeit auf, sich der dynamischen Wirkung von Parametern bewusst
zu werden. Hier kann das Systemverhalten von stabilem zu chaotischem Ver-
halten wechseln, ohne dass sich dem Anschein nach etwas verdndert hat.

Das Modell § wurde in zwei Varianten diskutiert, um die Interaktion
verschiedener Parameter zu beleuchten. Die erste, eindimensionale Variante
enthielt als Parameter das Verhiltnis der Grenzkosten zweier Unternehmen
in Kooperation. Dieser Parameter wird von der Technologie determiniert;
es sieht beim ersten Blick so aus, als entziehe sich die Systemdynamik dem
Einfluss der Unternehmensleitungen. In der zweiten, zweidimensionalen Va-
riante wurde jedoch als zusitzlicher Parameter die Adaptionsgeschwindigkeit
eingefiihrt und gezeigt, wie sich die Parameter wechselweise beeinflussen. Die
Wirkung des Grenzkostenverhéaltnisses kann durch die Wahl der Adaptions-
geschwindigkeit konterkariert werden; die angemessene Adaptionsgeschwin-
digkeit hingt aber wiederum vom Grenzkostenverhéltnis ab. Die Aussage aus
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Modell V, dass chaotische Bereiche eher bei hoher Adaptionsgeschwindigkeit
erreicht werden, wird in diesem Modell bestétigt.

Gegen Modell S liefe sich einwenden, dass der chaotische Bereich so klein
ist, dass er okonomisch irrelevant oder zumindest von geringer Bedeutung
ist. Darauf lidsst sich erwidern, dass zum einen die Grenzen des kritischen
Bereichs von der Spezifikation abhangt und somit keine Allgemeingiiltigkeit
beanspruchen kann und zum anderen im Rahmen von Modell B demonstriert
wurde, wie stochastische Einfliisse der Sensitivitdt eines Systems Vorschub
leisten. Die Relevanz eines chaotischen Modells lasst sich also nicht danach
beurteilen, wie grof der chaotische Bereich der untersuchten Modellspezifi-
kation ist.
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Kapitel 6

Fazit

In einem arbeitsteiligen System ist die Frage nach der Koordination der ein-
zelnen Teilleistungen im Hinblick auf die Erfiillung der gesamten Aufgabe
von grundsétzlicher Bedeutung. Bislang hat die Forschung das Augenmerk
auf die Bedingungen und Instrumente gelegt, die zu erfolgreicher Koordina-
tion fiihren. Sei es die verbal ausgerichtete Organisationstheorie, sei es die
formal orientierte Spieltheorie, im Mittelpunkt steht stets die Frage, wie sich
ein Zustand charakterisieren lasst, in dem Arbeitsteilung und Zusammenar-
beit zu einem gewiinschten Ergebnis fiihren und unter welchen Bedingungen
bzw. durch den Einsatz welcher Instrumente sich dieser Zustand erreichen
lasst.

Die vorliegende Arbeit ist das Problem der Koordination aus einer cha-
ostheoretischen Perspektive heraus angegangen. Es wurde untersucht, unter
welchen Umstianden die Anwendung von Koordinationsmechanismen zu chao-
tischen Schwankungen fiihrt. Es zeigte sich, dass keine Koordinationsform vor
Chaos sicher ist, man aber in jedem Fall die systembestimmenden Parameter
in stabilen Bereichen halten kann.

Dies ist die Botschaft aller chaostheoretischen Modelle in der Betriebs-
wirtschaftslehre. Beriicksichtigt man in einem dynamischen Kontext, dass die
Zusammenhange zwischen den relevanten Grofen nichtlinear sind, muss man
immer mit dem Auftreten chaotischer Schwingungen rechnen. Es muss ein
Bewusstsein dafiir bestehen, dass irreguldres Verhalten Gkonomischer Sys-
teme nicht nur auf stochastischen Einfliissen beruht, sondern auch in einem
deterministischen System immanent auftreten kann, und ein Wissen dariiber,
wie man mit diesem Phinomen umgehen kann. Dann erst sind die Entschei-
dungstrager in der Lage, das System aktiv und gezielt zu gestalten, statt
sich vermeintlich stochastischen Einfliissen hilflos gegeniiber zu sehen. Ihre
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200 KAPITEL 6. FAZIT

Aufgabe besteht darin, die systembestimmenden Parameter zu identifizie-
ren und die stabilitdtsbegiinstigenden Wertebereiche in einem Lernprozess
zu ermitteln.

Die in Abschnitt 5.2 vorgestellten Modelle greifen das Problem der Ko-
ordination von auf mehrere Schultern verteilten Aufgaben auf und zeigen,
dass chaotisches Verhalten des Systems sehr unterschiedliche Ursachen ha-
ben kann. Die einen sind plausibel und nahe liegend: Dass eine grofe Adap-
tionsgeschwindigkeit zu permanentem Uber- und Unterschiefen von System-
variablen fiihrt, kann nicht weiter iiberraschen. Andere wiederum sind nicht
auf den ersten Blick einleuchtend: Dass das Grenzkostenverhiltnis iiber die
Systemstabilitdt entscheidet, wiirde man im Vorhinein kaum vermuten.

Bis sich aus solchen Modellen mit einiger Sicherheit ein vollstandiges Bild
chaosauslosender Faktoren in Koordinationsmechanismen ergibt, ist sicher-
lich noch erhebliche Forschungsarbeit zu leisten. Die vorliegende Arbeit hat
hier fiir ganz unterschiedliche Szenarien Grundmodelle vorgelegt, auf die auf-
bauend umfassendere Modelle, die zusatzliche Parameter und Systemvaria-
blen beriicksichtigen, entwickelt werden konnen.

Bei der Beurteilung dieser Modelle mag man kritisieren, dass sich die
Analyse und Identifikation chaotischer Bereiche auf numerisch spezifizierte
Modelle bezieht. Dementsprechend gelten Handlungsempfehlungen zur Ver-
meidung von Chaos vorderhand nur fiir eben diese Spezifikationen. Nun sind
6konomische Modelle in der Regel darauf bedacht, moglichst wenig zu spezi-
fizieren. Oft wird nicht nur auf die Bestimmung von Parametern verzichtet,
sondern sogar die Form der Modellgleichungen so allgemein wie méoglich ge-
halten. Beispielsweise wird fiir eine Produktionsfunktion lediglich unterstellt,
dass sie neoklassische Eigenschaften hat. Damit wird angenommen, dass sie
abnehmende positive Grenzertrige aufweist, eine abnehmende Grenzrate der
Substitution besitzt und die Skalenertrége nicht zunehmen. Eine speziellere
Form, z.B. eine Cobb-Douglas-Funktion wird héchstens fiir didaktische Zwe-
cke verwendet, etwa um die allgemeinen neoklassischen Eigenschaften veran-
schaulichen zu koénnen. Dariiber hinaus kann man einwenden, dass nichtli-
neare Modelle in der Regel auf einer sehr hohen Abstraktionsebene stehen,
d.h. nur sehr wenige Gleichungen, Variablen und Parameter enthalten und
damit viele reale Interdependenzen vernachléssigen. Betriebswirtschaftliche
Modelle werden daher hiufig als lineare Optimierungsmodelle formuliert, wo-
bei man sich darum bemiiht, die Einflussfaktoren und ihre Interdependenzen
moglichst vollstdndig abzubilden.

Diese Vorgehensweisen sind selbstverstindlich sinnvoll: In der Okonomik
ist es nur selten maoglich, Sachverhalte strukturgleich durch spezifische Funk-
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tionen abzubilden. In der Regel zwingt die Komplexitdt der Sachverhalte,
die allgegenwirtige Interdependenz zu starker Vereinfachung. Insbesondere
menschliches Verhalten entzieht sich dem Schema mathematischer Formeln.
Der fehlenden Exaktheit wegen versuchen Okonomen also, mathematische
Modelle so allgemein wie nur irgend moglich zu halten. Denn Erkenntnisse,
die auf diese Weise gewonnen werden, konnen eine dementsprechende All-
gemeinheit beanspruchen. Lineare Modelle sind prinzipiell in jedem Umfang
losbar, insbesondere wenn sie auf Ganzzahligkeitsbedingungen verzichten, so-
gar in kurzer Rechenzeit. Sie sind daher besonders geeignet, Probleme grofen
Umfangs zu bearbeiten.

Das in der vorliegenden Arbeit gewéhlte Vorgehen der Verwendung nume-
rischer Spezifikationen ist dennoch wohl begriindet. Zunédchst muss auf den
Nachteil der oben skizzierten Methode verwiesen werden. Die Erkenntnisse
aus allgemein gehaltenen Modellen sind oft recht spérlich. So ldsst sich aus
der neoklassischen Theorie des Haushalts eine inverse Beziehung zwischen
dem Marktpreis eines Gutes und der Nachfrage eines Haushaltes nach die-
sem Gut, d.h. eine fallende Nachfragefunktion, nicht herleiten. Hierzu ist die
Annahme nétig, dass der Einkommenseffekt einer Preisinderung den Substi-
tutionseffekt nicht dominiert. Dies ist aber durch das entscheidungslogische
Rationalprinzip, das die Basis der neoklassischen Theorie des Haushalts bil-
det, nicht gedeckt und beispielsweise fiir den Arbeitsmarkt empirisch wider-
legt. Die Nachfrage nach Freizeit miisste ndmlich bei steigendem Reallohn
zuriickgehen, da entgangener Lohn der Preis fiir Freizeit ist. In der Tat ist
aber das Arbeitsangebot in den letzten hundert Jahren bei steigendem Lohn
permanent zuriickgegangen. Lineare Modelle vernachlédssigen den in der Rea-
litdt vorherrschenden nichtlinearen Charakter 6konomischer Zusammenhén-
ge. Z.B. werden Stiickdeckungsbeitrige konstant gesetzt, obwohl weder Preise
noch Stiickkosten unabhéngig von der abgesetzten bzw. hergestellten Menge
sein miissen.

Der Nachweis von Chaos in 6konomischen dynamischen Systemen ist nun
an die Beschreibung nichtlinearer Systeme durch konkrete Funktionen ge-
kniipft. Es gibt keine Kriterien, die fiir allgemein gehaltene Funktionen her-
angezogen werden konnten. Die Definitionen selbst lassen sich nur auf spezifi-
sche Funktionen anwenden und dariiber hinaus gelingt der Nachweis anhand
einer Definition oftmals nicht, so dass man auf numerische Simulationen an-
gewiesen ist, die aber einen mathematischen Beweis nicht ersetzen konnen,
sondern nur zur Aufstellung von Hypothesen taugen.

Eine wichtige Hilfe ist das Konzept der topologischen Konjugation, das
im Modell B explizit herangezogen wurde, aber auch in den anderen Model-
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len seine Giiltigkeit und Bedeutung behélt. Topologisch konjugierte Systeme
besitzen dieselben qualitativen dynamischen Eigenschaften, d.h. der Nach-
weis von Chaos fiir ein konkretes System erstreckt sich auf alle konjugierten
Systeme. Insofern kann man Modelle mit chaotischer Dynamik niemals als
irrelevant weil numerisch spezifiert abtun.

Uber die Notwendigkeit, die Erkenntnisse der Theorie nichtlinearer dy-
namischer Systeme in das Instrumentarium der Betriebswirtschaftslehre ein-
zugliedern, kann kein ernsthafter Zweifel mehr bestehen. Der Chaostheorie
kommt dabei nicht die Rolle eines neuen Paradigmas zu, das alte Paradigmen
ersetzen miisste. Sondern sie tritt als Methode neben andere Methoden der
Mathematik, Natur- und Sozialwissenschaften. Die zukiinftige Aufgabe wird
sein aufzuzeigen, bei welchen Problemen Vereinfachungen durch Linearisie-
rung oder statische Analyse gerechtfertigt sind und wo neue Erkenntnisse
durch Beriicksichtigung nichtlinearer Zusammenhéinge in dynamischem Kon-
text zu erwarten sind.
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