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1. Einleitung
1.1 Problemstellung und Zielsetzung der Arbeit

Die Konzentrationsmessung stellt ein wichtiges Teilgebiet der deskriptiven statistischen
Methodenlehre dar. Sie gliedert sich in den Bereich der absoluten Konzentration und
den Bereich der Disparitits— oder Ungleichheitsmessung. Im Rahmen der Disparitits-
messung wird untersucht, wie gleich— bzw. ungleichmaBig sich Anteile von Merkmals-
summen auf Anteile von Merkmalstrigern verteilen. Bekanntes Beispiel ist die Analyse
der Einkommensverteilung im Hinblick auf die Ungleichheit. Aus statistischer Sicht
sind dabei zwei Verteilungen, die extreme Gleichverteilung und die extreme
Ungleichverteilung von Bedeutung. Extreme Gleichverteilung liegt immer dann vor,
wenn jeder einen gleichen Teil besitzt. Von extremer Ungleichverteilung spricht man,
wenn ein einziger Merkmalstriger die gesamte Merkmalsmasse auf sich vereinigt. Viele
Disparititsindizes konnen als Maf} fir den Abstand zwischen der gegebenen Verteilung
und der extremen Gleichverteilung interpretiert werden.

Zentrale Kenngrofien dieses Fachgebietes sind die bereits Anfang dieses Jahrhunderts
von M. O. LORENZ bzw. C. GINI entwickelten Mafigrofien "Lorenzkurve" und
"Gini—Koeffizient". Werte der Lorenzkurve konnen einfach interpretiert werden. Es
l1afit sich z. B. an der Funktion ablesen, wieviel Prozent der Merkmalssumme auf die
20% kleinsten oder 10% groften Merkmalstriger entféllt. Der Gini—Koeffizient R kann
im Lorenzkurven—Schaubild als zweifache Konzentrationsfliche veranschaulicht wer-
den. Dariiberhinaus ist er in einer Vielzahl von Schreibweisen darstellbar und interpre-
tierbar, was zu immer neuen Einbindungsméglichkeiten fiihrt und u.a. seinen hohen
Stellenwert erklart.

Ausgehend von diesen beiden Kenngrofien wurden zahlreiche Erweiterungen und Ab-
wandlungen vorgestellt, die ebenfalls fiir die Beurteilung der Disparitit einer
Verteilung herangezogen werden. Andererseits tauchen in der neueren Literatur zu den
Schlagworten Lorenzkurve bzw. Gini—Koeffizient nicht nur Beitrdge zur Disparitdts-
messung auf. Auch fiir die Analyse weiterer Themenkreise wie Lebensdauerverteilungen
oder Armutsmessung finden diese Mafigrofien inzwischen Verwendung.

Das Anliegen dieser Arbeit ist es, einen Uberblick iiber die vielfiltigen Einsatzbereiche
der Lorenzkurve, des Gini—Koeffizienten und deren Abwandlungen zu geben, die iiber

die Disparitdtsmessung hinaus gehen konnen.
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In systematischer Form wird wesentliche Literatur zur Lorenzkurve, zum Gini—
Koeffizienten und einigen Abwandlungen eingeordnet und aufbereitet. Dariiberhinaus
werden da, wo es sich aus der Systematik heraus anbietet, erginzende Anmerkungen
und Vorschlidge gemacht bzw. Gedanken weiterentwickelt.

Die systematische Darstellungform soll dazu anregen, Anwendungsmoglichkeiten der
bekannten Indikatoren im Rahmen anderer Zielsetzungen zu priifen. Umgekehrt bedeu-
tet natiirlich die Verwendung bspw. des Gini—Koeffizienten als Baustein eines Mafies in
einem disparitatsfremden Bereich, dafl implizit Ungleichheitsaspekte dort eine Rolle
spielen oder zumindest in eine erweiterte Interpretation einbezogen werden konnen.

Die Auswahl der Anwendungsbeispiele orientiert sich an den verdffentlichten Beitrdgen.
Die Anwendung kénnte theoretisch auf weitere Sachverhalte ausgedehnt werden.
Zudem werden Ansitze zum Schitzen und Testen der Kenngrofien ausgeklammert, da
eine Erorterung im Rahmen dieser Arbeit zu weitfilhrend wire. Fiir einige interessante
Ansitze, bspw. von TAGUCHI (1981,1987) oder BASU (1987) muf auf die Literatur
verwiesen werden. Eine grundlegende und ausfithrliche Auseinandersetzung mit Eigen-
schaften der Lorenzkurve und des Gini—Koeffizienten findet sich bei PIESCH (1975),
auf dessen Ergebnisse im Laufe dieser Arbeit immer wieder zuriickgegriffen wird. Einen
guten Uberblick iiber die neuere Literatur zum Gini— Koeffizienten gibt die
Monographie von GIORGI (1992), in der nach einer Zusammenfassung ausfiihrlich die
einzelnen Beitrige im Rahmen eines Literaturverzeichnisses vorgestellt und
kommentiert werden.

1.2 Aufbau der Arbeit

Wie bereits an der Aufgabenstellung zu erkennen ist, werden in dieser Arbeit viele sehr
unterschiedliche Aspekte einer eingehenderen Betrachtung unterzogen. Dies dokumen-
tiert auch das Inhaltsverzeichnis. Grundsitzlich orientiert sich der Aufbau dieser
Arbeit an der formalen Struktur der vorzustellenden Mafigrofen und nicht an deren
Zielsetzung.

Innerhalb der einzelnen Kapitel wird versucht ein grobes Gliederungsraster einzuhalten:
Der Vorstellung des zu betrachtenden Instrumentariums schlieit sich in der Regel die
Priifung an, inwiefern die in Kapitel 2 formulierten Kriterien eines Disparitidtsmafles
erfilllt werden. Anschliefend wird untersucht, inwieweit der Indikator in anderen
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Themenbereichen Eingang findet. Dabei geben die veréffentlichten Beitrige im wesent-
lichen diese Bereiche vor, was zwangsldufig zu einer relativ willkirlichen und unvoll-
stindigen Auswahl fithrt. Dennoch gibt es eine Vielzahl von Schnittstellen zwischen den
einzelnen Kapiteln, auf die iiber Vermerke im Text, in den Fufinoten und gegebenen-
falls iiber Wiederholungen hingewiesen wird. Damit sollen auch solche Zusammenhinge
beriicksichtigt werden, die bei der gewihlten Gliederungsstruktur sonst verloren gingen.

In Kapitel 3 wird neben der Lorenzkurve als solcher und der normierten inversen Ver-
teilungsfunktion als "vorgelagerter Steigungskurve" bereits eine erste Modifikation der
Lorenzkurve vorgestellt. Diese spielt spiter im Zusammenhang mit Ordnungsrelationen
eine grofie Rolle .

In Kapitel 4 steht der Gini—Koeffizient im Zentrum. Zunichst werden in knapper Form
die vielseitigen Darstellungsmaglichkeiten vorgestellt. Im folgenden wird zunichst seine
Funktion als Disparititsmafl unter zwei ausgewihlten Aspekten beleuchtet. Daran
schliefit sich ein Uberblick iiber seine vielfiltige Verwendung in disparititsfremden
Gebieten an.

Kapitel 5 stellt gewissermafilen einen Exkurs dar. Hier wird ein von ZENGA (1984a)
entwickeltes neues Instrumentarium zur Disparititsmessung vorgestellt, welches eine
Alternative zur Lorenzkurve und dem Gini—Koeffizienten darstellt, und gemi8 den in
Kapitel 2 aufgestellten Kriterien gepriift.

Kapitel 6 stellt Kurvenziige vor, deren Funktionswerte im Schaubild der normierten
inversen Verteilungsfunktion als Flichenstiicke gedeutet werden konnen. Hierdurch
lassen sich leicht Zusammenhdnge zwischen Lorenzkurve bzw. Gini—Koeffizient und
diesen Kurvenziigen herleiten. In der Literatur finden die Kurvenziige wiederum
Anwendung in ganz unterschiedlichen Bereichen, wie z. B. die Beitrige von
CHANDRA/SINGPURWALLA (1981), DAGUM (1990), HEY/LAMBERT (1980),
KAKWANI (1984), RIESE (1987) und YITZHAKI (1979) zeigen.

Kapitel 7 befafit sich mit kumulierten Lorenzkurven, aus denen bekannte erweiterte
Gini—Koeffizienten abgeleitet werden konnen, die Spezialfille einer von PIESCH (1975)
und MEHRAN (1976) vorgeschlagenen Klasse von Disparititsmafien sind. Fiir diese
Indizes wird in einem Abschnitt eine flichenmifige Darstellungsform hergeleitet.
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Mit Hilfe der in Kapitel 8 vorgestellten Korrelations—Lorenzkurven kann die Korrela-
tion zweier funktional miteinander verbundener Merkmale gemessen werden. Die Ziel-
setzung Disparititsmessung steht damit nicht mehr im Vordergrund.

Die Anwendungsmoglichkeiten dieser Funktionen sind sehr vielfiltig, was neben
KAKWANTI insbesondere YITZHAKI in einer Vielzahl von Artikeln belegt.

Kapitel 9 widmet sich dem Themengebiet der partiellen Ordnungsrelationen im Zusam-
menhang mit der Lorenz—Dominanzordnung, womit sich z. B. auch ARNOLD (1987)
und ALZAID (1990) befassen. Hinzuweisen ist in diesem Zusammenhang auf die aus-
fiihrliche Aufarbeitung des Konzepts der Majorization von MARSHALL/ OLKIN -
(1979). Der Abschnitt stellt in gewisser Weise eine Abrundung der Arbeit dar, weil die
in den einzelnen Kapiteln vorher vorgestellten, bisher unverbundenen Mafigrofien zum
Teil in Beziehung zueinander gesetzt werden.

In den Kapiteln 3 bis 8 werden die Instrumente als solche und deren Eigenschaften
beschrieben. Partielle Ordnungsrelationen werden dabei zwar definiert, aber erst
Kapitel 9 befafit sich gesondert und ausfiihrlich mit den Zusammenhéngen zwischen
diesen Ordnungsrelationen. Insbesondere auf die Beziige zur Lorenz—Dominanzordnung
wird immer wieder hingewiesen. Diese werden unter verschiedenen Aspekten gruppiert
und beleuchtet, was zur Folge hat, daB die einzelnen Abschnitte in Kapitel 9 sehr
verflochten sind.

Schliefilich ist noch auf ein Problem formaler Natur hinzuweisen: Im Allgemeinen
lassen sich fir jeden Indikator jeweils eine sinnvolle diskrete und stetige
Darstellungsform finden. Aus Griinden der Zweckmifigkeit und der Ubersichtlichkeit
wird iiberwiegend nur auf die stetige Darstellungsform zuriickgegriffen, eine
Ubertragung in die diskrete Schreibweise ist in der Regel méglich.
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2. Grundlagen der Disparitatsmessung
2.1 Grundbegriffe und allgemeine einfithrende Uberlegungen

Grundlage aller Uberlegungen ist die Betrachtung eines nichtnegativen, extensiven
Merkmales x im Bereich [a,b] mit der Verteilungsfunktion F(x) fiir die F(a) = 0 und
F(b) = 1 gilt.

Fiir stetige Merkmale wird die H%uﬁgkeitsdichte mit f(x) bezeichnet, %a.s arithmetische

Mittel berechnet sich iiber p = f xf(x)dx und die Varianz iiber o = f (x- u)2f(x)dx.
a
Die erste Momentdichte ist dann 1(x) = %5)-, die erste Momentverteilung folglich

L(x) = f1(u)du.
a

Fiir ein diskretes Merkmal ergibt sich entsprechend fiir eine Verteilung mit n Merk-

malstragern, beschrieben durch den Vektor der Beobachtungswerte x = {xl,x2,‘..,xn},
als Bezeichnung:
n
-X=1X X, =14 ist die Merkmalssumme der Verteilung,
i=1
- Fi = 11_1’ i = 1,2,3...n sind kumulierte relative Haufigkeiten,
X.

— li = n—; sind relative Merkmalssummen und

i
_ Li = killk , lk < 1k +1 sind kumulierte relative Merkmalssummen.

n
Die Varianz schreibt sich in dem Fall als o2 = %E (% - u)2.
i

Der Laufindex i wird in der Regel dann verwendet, wenn eine Ordnung

X <X j=l.n-1gilt.

41 i = 1..n-1 vorliegt, der Index j entsprechend, wenn xj > X.

1

Die Entwicklung und Uberpriifung eines Instrumentariums zur Disparititsmessung
setzt Werturteile (Kriterien) voraus, anhand derer die Mafie (Kurvenzug oder Kenn-
ziffer) hinsichtlich ihrer Eignung gepriift werden konnen. In der Literatur finden sich
unterschiedliche Moglichkeiten, diese Werturteile als Beurteilungsmafistibe zu kon-
kretisieren:
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1. Wohlfahrtsfunktionen (Bewertungsfunktionen).

Es wird gepriift, ob Ungleichheitsmafie mit bestimmten Funktionen kompatibel
sind, d.h. ob sie Situationen gemif diesen vorher gegebenen Wohlfahrtsfunktionen
ordnen. Diese Betrachtungsweise soll in dieser Arbeit nur am Rande
gestreift werden.!

2. Eigenschaften bzw. Forderungen, die an Disparititsindikatoren gestellt werden.
Differenziert man die Zielsetzung "Disparitdtsmessung" weiter, koénnen
gegebenenfalls nur bestimmte Forderungen bei einzelnen Fragestellungen eine Rolle
spielen. In den Forderungen dokumentieren sich in der Regel
Vorstellungen, wie ein Indikator beim Situationsvergleich zu reagieren hat.

3. Partielle Ordnungsrelationen:?

Beim Vergleich zweier Verteilungen anhand von Kurvenziigen wird festgelegt,
wann eine Verteilung die andere hinsichtlich des vorgegebenen Kriteriums (z.B.
Ungleichheit) dominiert. Man formuliert fiir die Variablen X und Y : "X dominiert

Y schwach gemdf dem Kriterium i: X ¢ Y." In diese Definition partieller
i

Ordnungsrelationen gehen damit implizit Wertungen ein, wann eine Situation einer
anderen vorzuziehen ist. D.h. die Begriindungen von Ordnungsrelationen fithren oft
genau auf den gleichen Situationsvergleich wie in 2.3 Ein Vergleich von
Verteilungen anhand von partiellen Ordnungsrelationen wird insbesondere dadurch
erschwert, dafl diese Relationen in der Regel nicht alle Situationen ordnen koénnen,
d.h. sie sind im Gegensatz zu Kennziffern—Vergleichen (die lediglich ein
bestimmtes Skalenniveau voraussetzen) unvollstindig. Die Einhaltung einer
Eigenschaft erfordert also in diesem Zusammenhang, dafi erstens iiberhaupt eine
Rangfolge gebildet werden kann und zweitens, dafi diese Rangfolge dem Werturteil
entspricht.

1 Vgl. NYGARD, F. / SANDSTROM, A. (1985a), S. 2.2.1.

2 Vgl. FIELDS, G. S. / FEI J. H. S. (1978): Unterscheidung in einen ordinalen und einen
kardinalen Ansatz.

3 Vgl. z.B. ATKINSON, A. B. (1970).
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Von partiellen Ordnungsrelationen wird folgendes gefordert:4
1. Reflexivitdt, d. h. es gilt X ¢ X,
i

2. Transitivitat, d. h. X < Y und Y < Z impliziert X < Z,
i i i

3. Antisymmetrie, d. h. X ¢ Y und Y < X impliziert X ~ Y,
i i

wobei X ~ Y besagt, dafl X und Y sich maximal iiber einen Skalierungsfaktor unter-
scheiden.
Im Rahmen dieser Arbeit werden insbesondere Kriterien der Form 2 und 3 verwendet.

2.2 Von DisparitatsmaBen geforderte Eigenschaften

Die Entwicklung eines Instrumentariums zur Messung von Disparitdt setzt Kriterien
(Werturteile) voraus, anhand derer MaBle (Kennziffern oder Funktionen) hinsichtlich
ihrer Eignung beurteilt werden konnen. Eine Moglichkeit der Formulierung solcher
Kriterien besteht in der Forderung von Eigenschaften:

Eine Vielzahl von Autoren’ hat sich mit dieser Fragestellung beschiftigt. Im Zusam-
menhang mit der Disparitdtsmessung hat sich dabei ein Forderungskatalog heraus-
kristallisiert, der weder vollstindig gefordert werden muf noch in sich zwangslaufig
widerspruchsfrei ist. Ob mehrere Forderungen gleichzeitig von einem Maf$} als wiin-
schenswerte Zielvorstellung erfiillt werden sollen, hingt letzlich auch von der konkreten
Fragestellung und den Wertvorstellungen des Beurteilers ab.

Die meisten Eigenschaften beziehen sich auf einen Situationenvergleich, d.h. sie formu-
lieren, ob die Verinderung einer Verteilung als eine Erhéhung oder Erniedrigung der
Disparitdt gewertet werden soll. Dies ermdglicht es, den Forderungskatalog nicht nur
auf Kennziffern, sondern auch auf das Verhalten von Kurvenziigen (als Ungleichheits-
indikatoren) anzuwenden. Damit ist ein ordinaler Vergleich von geeigneten Kurven-
ziigen moglich, wobei die Eigenschaften eine Dominanzrelation bestimmter Vertei-
lungen — dargestellt durch bestimmte Kurvenziige — fordern.

4 Vgl. MARSHALL, A. W. / OLKIN, L. (1979), S. 13, KOCHAR, S. C. / WIENS, D. P. (1987),
S. 826, OJA, H. (1985), S. 490.

5 Vgl. BRUCKMANN, G. (1969), HALL, M. / TIDEMAN, N. (1967), JUHNK, M. D. (1970),
PIESCH, W. (1980), WAGENHALS, G. (1981), SCHAICH, E. / WISNIEWSKI, M. (1990),
SCHMID, F. (1991).
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Man kann die Eigenschaften von Disparititsmafien hinsichtlich verschiedener Frage-

stellungen systematisieren:

— Wann soll der Indikator als Ausdruck fiir ein gleichbleibendes Disparititsausmaf
konstant bleiben ?

— Wie verhilt er sich bei Variation eines/mehrerer Beobachtungswerte x; bei

konstanter/variabler Anzahl an Merkmalstrigern n bzw. bei Konstanz/Anderung
der Merkmalssumme X .6

Folgender Katalog an Eigenschaften soll hier beriicksichtigt werden:

1. NORMIERUNG (Referenzverteilung) und NICHTNEGATIVITAT:

Der Normierungsaspekt greift einen Vergleich mit Referenzverteilungen auf.
"Die Disparitat ist im Fall einer extremen Gleichverteilung am kleinsten und im Fall
einer extremen Ungleichverteilung am groften."

Ein Disparititsindex soll bei einer extremen Gleichverteilung oder Einpunktverteilung

(extremen Ungleichverteilung) den Wert Null (1-11—1- 129, 1) annehmen. Ein Kurvenzug

sollte dementsprechend in diesen Féllen jeweils einen Grenzverlauf markieren.

2. TRANSFEREFFEKT (Pigou—Dalton—Transferprinzip, Verschiebungsprobe):
"Der Transfer eines Betrags (ohne Verianderung der Reihenfolge von Merkmals-
einheiten) von einem groferen an einen kleineren Merkmalstrager soll zur Senkung
der Disparitat fithren."
Bei einem Index sollte dies zu einer Abnahme seines Wertes fithren. Streng schur-
konvexe Indizes erfiillen dieses Postulat.” Bei Kurvenziigen sollte sich dies in einer
Dominanz der neuen Verteilung y : (yl’y2""’an) gegeniiber der Ausgangsverteilung

x: (xl,xz,...,xn ) hinsichtlich eines bestimmten Kriteriums dufiern.®
X

Forderungen beziiglich des Ausmafies dieser Anderung der Verteilung werden in soge-
nannten Transfersensitivitdtsaxiomen konkretisiert.

8 Vgl. SCHAICH, E. / WISNIEWSKI, M. (1990), S. 460.
7 Vgl. WAGENHALS, G. (1981), S. 99 und 103.

8 Bei Kurvenziigen kann diese echte Abnahme bedeuten, daf sich der Verlauf der Kurve nur in einem
Teilbereich &ndert.
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3. VERHALTEN BEI LINEARTRANSFORMATION:
Zwei Fille sind zu unterscheiden:
"Die proportionale Anderung eines jeden Beobachtungswertes (yi =bx, b > 0)

soll als keine Anderung der Disparitit gewertet werden."?
Damit sollte ein Index seinen Wert und ein Kurvenzug seinen Verlauf in diesem Fall
nicht idndern (Konzept der relativen Ungleichheit,Mittelwertsunabhingigkeit).
"Die Erhohung (Erniedrigung) jeden Merkmalswertes um einen konstanten

Betrag (y. = x. + a > 0) soll als Disparititsabnahme (—zunahme) gewertet
& ; i 8

werden."
Fiir einen Indexwert erwartet man entsprechend eine Abnahme (Zunahme) oder zu-
mindest keine Zunahme (keine Abnahme) seines Wertes. Der Verlauf eines geeigneten
Kurvenzuges soll diese Dominanzbeziehung bestitigen. 10

Beim Vergleich zweier Situationen, die sich hinsichtlich der Anzahl der betrachteten
Merkmalseinheiten unterscheiden (und damit das Aggregationsproblem aufgreifen),
gibt es zwei wesentliche Forderungen:
4 POPULATIONSVERVIELFACHUNG:
"Bei der Aggregation von k identischen Verteilungen x zu y soll die Disparitdt
konstant bleiben."
Ein Disparitatsindex soll seinen Wert nicht dndern, der Verlauf einer entsprechenden
Kurve soll konstant bleiben.

5. NULLENERGANZUNG:
"Das Hinzufiigen von Nulltrigern (d.h. Vergleich von x mit y: (0,0,0,...,x1,...,xn))

soll als Zunahme der Disparitit gewertet werden."
Damit soll der Indexwert zunehmen, ein Kurvenzug sich entsprechend verandern.

9 Diese Forderung ist nicht unumstritten. Vgl. WAGENHALS, G. (1981), S. 105f.

10Das Verhalten bei einer Lineartransformation kann auch vor dem Hintergrund eines Vergleichs von
Verteilungen mit unterschiedlichem Mittelwert interpretiert werden. Der Versuch unterschiedliche
Niveaus zweier Verteilungen auszuklammern, um nicht auch Effizienz— sondern nur Verteilungs—
aspekten Beachtung zu schenken, erfordert eine Normierung der Verteilungen auf ein "einheitliches
Niveau". Diese kann bei intervallskalierbaren Merkmalen durch Multiplikation mit einem konstan—
tem Faktor, durch Addition eines fixen Betrages oder durch Mischung dieser Aspekte ("intermedi—
dres Konzept", vgl. BOSSERT, W. / PFINGSTEN, A. (1990)) erreicht werden. Bei verhéltnisska—
liertem Merkmal ist jedoch nur eine Transformation y = bx zuldssig.
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10

Dariiber hinaus wird gefordert:

6.SYMMETRIE:
"Das Ausmaf an Ungleichheit ist unabhingig davon, welcher Merkmalstriager einen
bestimmten Merkmalsbetrag aufweist, d.h. es gibt kein zusitzliches
Ordnungskriterium neben der Hohe der Merkmalsauspragungen."

Dieses Kriterium ist bei der Grofle nach geordneten Vektoren x stets erfiillt.

7. STETIGKEIT:
"Kleine Anderungen der Verteilung sollen nicht zu sprunghaften Verinderungen
des Indikators fiihren."

ZENGA! formuliert Forderungen speziell bezogen auf Kurvenziige. Er spricht hierbei
von Punktkonzentrationsmafien C(p):

Ahnlich dem Normierungsaxiom fordert er, dal geeignete Kurvenziige Werte im Be-
reich zwischen 0 und 1 annehmen sollen, wobei im Fall einer extremen Gleichverteilung
(extremen Ungleichverteilung) C(p) gegen Null (Eins) tendieren soll. Daneben darf
aber der Kurvenzug kein spezielles Steigungs— und Kriimmungsverhalten aufweisen.12
Anstelle konkreter Situationenvergleiche zieht er fiir die Formulierung weiterer
Forderungen das Verhiltnis der Werte der inversen Verteilungsfunktion zweier
Verteilungen heran:

1. Ist beim Vergleich von zwei Verteilungen das Verhiltnis der beiden inversen Ver-
teilungsfunktionen x(F) und y(F)!3 konstant in jedem F, sollten die betrachteten Kur-
venziige C(p) als Disparititsindikatoren aufeinanderfallen.

2. Ist das Verhaltnis shpg zweier Verteilungen nichtfallend und fiir einige F streng stei-

gend!4, dann sollte Cx(p) < Cy/(p) gelten (mit echter Groflerrelation fiir einige p ).
Bei Verschiebung einer Verteilung nach rechts (y = a + x, a > 0) gilt bspw. %
nichtfallend. 15

it Vgl. ZENGA, M. (1990), S. 108.

12 Vgl. ZENGA, M. (1990), S. 108; "must not have forced behaviour".
13 Vgl. Kap. 3.1.

14 Vgl. "Starshaped"— Definition, Kap. 3.1.

15 Vgl. Kap. 9.4.2.
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Gerade in neueren Beitrdgen wird das fiir die Disparitdtsmessung entwickelte Instru-
mentarium direkt oder als Ausgangspunkt fiir die Entwicklung von verallgemeinernden
bzw. alternativen Indikatoren verwendet. Diese finden wiederum Anwendung bei weite-
ren Fragestellungen, wie z.B. der Messung der Asymmetrie oder Wo6lbung einer Ver-
teilung, der Korrelation von Merkmalen oder der Analyse von Lebensdauervertei-
lungen.

Die Uberpriifung, ob das (neue) Instrumentarium seiner (neuen) Zielsetzung gerecht
wird, soll soweit hier mdglich in den einzelnen Kapiteln vorgenommen werden.
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3. Normierte inverse Verteilungsfunktion, Lorenzkurve und verallgemeinerte
Lorenzkurve

In diesem Kapitel soll das "Basisinstrument" Lorenzkurve kurz vorgestellt werden. Da
die der Lorenzkurve vorgelagerte "Steigungskurve" — die normierte inverse Verteilungs-
funktion — auch fiir die Disparititsmessung eine eigenstindige Bedeutung erlangt hat,
erscheint ein gesondertes Kapitel auch fiir diesen Kurvenzug gerechtfertigt. Ebenso soll
in diesem Abschnitt eine erste Abwandlung der Lorenzkurve vorgestellt werden, die in
der Literatur Bedeutung erlangt hat, wenn auch nicht auf dem Gebiet der Disparitats-
messung.

3.1 Die normierte inverse Verteilungsfunktion

Die normierte inverse Verteilungsfunktion ﬂél ergibt sich durch Invertierung der

Verteilungsfunktion F(x) und Normierung mit dem Faktor ;1'2 :

Die inverse Verteilungsfunktion x(F) ist definiert als Umkehrfunktion von F(x):
(3.1) x(F) = inf{x|F(x) > F} fir0 < F < 1.1

Fiir F = 1 ist x(1) = b. Fiir die Stelle F = 0 gibt es zwei in der Literatur verwandte
Definitionen: x(0) = 0 oder x(0) = a; hier soll mit letzterer gearbeitet werden, wenn
nichts anderes angegeben wird.

Ist x ein diskretes Merkmal, stellt sich x(F) als eine linksseitig stetige Treppenfunktion
dar. Ist x ein stetiges Merkmal mit einer streng monoton steigenden Verteilungs-
funktion, dann ist x(F) ebenfalls eine streng monoton steigende Funktion.

Die Fliche unter der inversen Verteilungsfunktion entspricht dem arithmetischen
Mittel der Verteilung p.

Betrachtet man die normierte inverse Verteilungsfunktion %, so kann diese folglich

als Umkehrfunktion einer Verteilungsfunktion des Merkmals X= )IS_ mit F - (x) inter-
X X

pretiert werden.

1Vgl. GASTWIRTH, J. L. (1971), S. 1037 und PIESCH, W. (1975), S. 16.
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Die inversen Verteilungsfunktionen zweier Verteilungen (Merkmal x mit Fx(x) und
Merkmal y mit Fy(x)) konnen in einer bestimmten Lage zueinander liegen:
Ist x(F) > y(F) fir alle F, gilt uy > . Diese Dominanz—Relation ist bekannt als

First order Dominanz.?2 Normierte inverse Verteilungsfunktionen weisen nie eine der-
artige Dominanzrelation auf, da die Fliche unter den Kurven auf Eins normiert ist,
sich diese folglich mindestens einmal schneiden miissen.

Eine sehr wichtige Dominanzrelation zweier Verteilungen anhand ihrer (normierten)
inversen Verteilungsfunktionen, wird jedoch iiber die sogenannte "Starshaped" -
Beziehung eingefiihrt3:

Definition 3.1: "Eine Variable X ist starshaped in Bezug auf Y (X § Y), wenn %

nichtfallend in 0 < F < 1 ist mit y’(x) > 0. "4

ZENGA definiert die Relation "%8;} nichtfallend in 0 < F < 1" als Mafigrofle fiir eine

grofiere "relative global inequality” der Verteilung von Y gegeniiber X, woraus sich
seine Forderungen an ein Punktkonzentrationsmaf erkliren.5
Als erste dquivalente Darstellung dazu 148t sich herleiten:

(F)-F .,y (F)-F "
(3.2) "x,F=L:({('z*)'2!ly'('g')_="y,F fir0<F<1

Diese dquivalente Definition legt nahe zu priifen, ob denn die Elastizitat Ty F ein ge-

eigneter Indikator fiir die Messung von Disparitit sein konnte, beurteilt nach den in
Kapitel 2 gestellten Anforderungen:

Im Fall einer extremen Gleichverteilung ist x’(F) = 0 fir 0 < F < 1 und damit
entsprechend auch die Elastizitit iiber den gesamten Bereich. Fiir andere Verteilungen
sind die Werte nichtnegativ. Proportionale Anderungen und Populationsvervielfachung
lassen Ty F konstant, bei einer Verschiebung der Verteilung nach rechts, erniedrigt sich

die Elastizitit iiber den gesamten Bereich von F. Nullenergénzung fithrt im Bereich

2 Vgl Kap. 9.2.1.
3 Vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 213 und ARNOLD, B. C. (1987), S. 33.

4 Es gibt ein Vielzahl von Varianten der Starshaped—Definition: Vgl. z. B. BARLOW, R. E. /
PROSCHAN, F. (1981), KLEFSJU, B. (1984), MARSHALL, A. W. / OLKIN, I. (1981),
ARNOLD, B. C. (1987) und WILFLING, B. (1993).

5 Vgl. Kap. 2.
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a < x < b zu einer Erhéhung von 7 F Das wichtige Transferaxiom ist jedoch nicht

erfiillt, da sich die inversen Verteilungsfunktionen mehr als einmal beriihren.

Driickt man Y als Funktion von X aus — y = g(x) mit g(x) > 0 fiir alle x und g(x)
nichtfallend in [0,0) — entspricht X é Y der Aussage g(x)/x nichtfallend in (0,0).6

Weitere Dominanzrelationen, die auf der Basis der inversen Verteilungsfunktion defi-
niert wurden, gibt es im Zusammenhang mit Streuungsiiberlegungen.”

3.2 Die Lorenzkurve
3.2.1 Interpretationsmoglichkeiten der Lorenzkurve aus formaler Sicht

Die von M. O. LORENZ 19058 eingefiihrte Lorenzkurve ist eine vielfiltig verwandte
Darstellungsform einer Verteilung, die insbesondere fiir die Disparititsmessung grofie
Bedeutung besitzt:®

In einem Koordinatensystem werden an Abszisse und Ordinate das unvollstindige
nullte und erste Moment F(x) und L(x) eines nichtnegativen, extensiven Merkmals
gegeneinander abgetragen.!® In diesem Sinne ist die Lorenzkurve damit eine "Ver-
gleichskurve", die den "Abstand" zwischen F(x) und L(x) auf diese Art und Weise
darzustellen sucht. F(x) und L(x) fallen nur dann aufeinander, wenn eine extreme
Gleichverteilung vorliegt.

Ein Lorenzkurvenwert L(F) gibt den Anteil an, den die 100F% kleinsten Merkmals-
trager zum arithmetischen Mittel x (bzw. im diskreten Fall dquivalent zur Merkmals-
summe) beitragen. Der Kurvenzug beginnt im Punkt (0,0) und endet im Punkt (1,1);
er ist steigend und konvex. Werte der Lorenzkurve entsprechen Flachenstiicken unter

8 Vgl. ARNOLD, B. C. (1987), S. 78. Es ist dann g(x) = F;lFx(x), wenn FY und Fx streng
monoton steigend sind. Vgl. OJA, H. (1985).

7 Vgl. Kap. 9.5.

§ Vgl. LORENZ, M. O. (1905).

9 Vgl. PIESCH, W. (1971, 1975).

10 Vgl. PIESCH, W. (1971), S. 210 und BUTLER, R. J. / MCDONALD, J. B. (1989), S. 110f.
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der normierten inversen Verteilungsfunktion:

i i
g ( )
(33) L(F) J" x(2yq baw. L, (F) = kn” X $ Xy
SCHAUBILD 1: Die Lorenzkurve
L(F)
1A
0 > F
] 1

Im diskreten Fall stellt die Lorenzkurve einen stiickweise linearen Polygonzug dar.
Bei einer stetigen Verteilung entspricht der Tangentenanstieg in F Werten der normier-

ten inversen Verteilungsfunktion. Im Durchschnitt sind diese Anstiege 1, ihre Vari(a.n)z
M _(F
u

)

entspricht V2= %. Der Sekantenanstieg aus (0,0) durch F entspricht L(%l =
L

_ M(F)
jener aus (1,1) durch F entsprechend L F 0#

, wobei Mu(F) [bzw. M o(F)] das
arithmetische Mittel einer von oben [ bzw. unten] an der Stelle F abgeschnittenen Ver-
teilung darstellt.

Eine Herleitung der Lorenzkurve kann iiber das sogenannte Graduationsschema erfol-
gen: Eine Invertierung der Verteilungsfunktion fithrt zur inversen Verteilungsfunktion.
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Die anschlieende Normierung der inversen Verteilungsfunktion mit Ill und die Integra-

tion der Flichenstiicke unter dieser Funktion fiihren zur Lorenzkurve. it

Da die normierte inverse Verteilungsfunktion Eigenschaften einer Dichte aufweist, kann
dementsprechend die Lorenzkurve aus formaltheoretischer Sicht als Verteilungsfunktion
des Merkmals F interpretiert werden. Fiir einige Uberlegungsansitze ist diese Interpre-
tation von Bedeutung.

Daneben kann die Lorenzkurve auch als Gegeniiberstellung kumulierter Anteile zweier
Merkmale Y; und X verstanden werden, wie ein allgemeine diskrete Darstellung in

Form von Quoten zeigt:12
Definiert wird ein Merkmal in Form einer Beziehungszahl als Verhiltnis zweier anderer

(z.B DM Einkommen
7" Anz ahl Personen

Yi .
o= 1..m
i

Merkmale. Die Merkmalsausprigung q; =

2 .
km“ Fliche ,, Anzahl Arzte DM Steuer . . .
Anzahl Emwohner‘ > Anzahl Einwohner’ DM Eanommen) tritt mit der relativen

m
) . X _ . . m iily i
Hiufigkeit h, = E_x; auf. Mittelwert der Verteilung ist q =i§1hiqi =5
- ¥ X
i=1

. Wie

eine Ubertragung des Graduationsschemas zeigt, stellt die Lorenzkurve dann eine
k k

Ix X Y
Gegeniiberstellung der kumulierten Anteile ' =1

dar, wobei im ersten

Schritt nach der Grofle der Merkmalsausprigungen g kumuliert wurde.

Da Zahler und Nenner theoretisch vertauscht werden kdnnen, ergibt sich folglich ein
zweiter Weg zur Lorenzkurve. In herkdmmlicher stetiger Schreibweise ist dann der
Ausgangspunkt die erste Momentverteilung in Abhangigkeit von y = % (y) =1(x) g%f-;

1 Vgl. PIESCH, W. (1975), Ubersicht 27.
12 vgl. PIESCH,W (1975), S. 73f und S. 111f. Vgl. dazu auch Anwendungskapitel 8.3.6.
13 Vgl. COLE, J. E. (1981), S. 440.
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kumuliert wird jedoch im Gegensatz zum ersten Graduationsschema im ersten Kumula-
tionsschritt von oben, im zweiten von unten. Im Ergebnis gelangt man dann zu einer
Darstellung FX(LX)'

3.2.2 Die Lorenzkurve als Disparitatsindikator

Es soll nun gepriift werden, inwiefern die Lorenzkurve die in Kapitel 2 gestellten For-
derungen an einen Disparitdtsindikator erfiillt. Mit "x" wird die Ausgangssituation,
mit"y" die neue Situation gekennzeichnet.

Im Fall einer extremen Gleichverteilung gibt L(F) = F einen oberen Grenzverlauf der
Lorenzkurve wieder; nach unten wird der Kurvenverlauf jeder Lorenzkurve durch den
Kurvenzug der Lorenzkurve bei extremer Ungleichverteilung abgegrenzt.

ZENGA! definiert in diesem Zusammenhang fiir eine nichtnegative Variable X mit
Dichte f(x,6) — 0 ist Parameter — die Tendenz zu

1. "Nulldisparitat", wenn gilt fiir § - 01 : laim LP(F) = F, die Tendenz zu
0
1

. e — . _,0fir0 < F<1

2. "Maximaler Disparitdt", wenn gilt fiir 6+ 6: IB:HBI LyF)={] frF=1 -
2

Ein (ordnungserhaltender) Transfer von einem groSen an einen kleinen Merkmalstriger
verindert L(x) und F(x) und fithrt zu einer Majorisation der neuen Verteilung von Y

gegeniiber der alten. D.h. fir jedes F ist Ly(F) > Ly(F) und fir einige F
Ly(F) > Ly(F).1s

Bei proportionaler Anderung (Y = bX, b > 0) gilt : Ly(y ) = Ly(x;) und
Fy(y,) = Fx(x,)- Damit bleibt die Lorenzkurve konstant. Bei Addition von a > 0
(Y = a + X) Einheiten verschiebt sich F(x), d.h. Fy(y,) = Fy(x ). Die normierten

inversen Verteilungsfunktionen schneiden sich genau einmal im Punkt (F #’1)’ wobei fiir

14 Vgl. ZENGA, M (1990), S. 95.
i i
K21k N K215

15 Vgl. ARNOLD, B. C. (1987), S. 7; Majorisation von Y gegeniiber X: 2l 2 np

y i= 1,2,...!1
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x(F ) y(F )
F=F gilt—& =1="F" Im Bereich [0,F, ] gilt Y X +a X , danach
r bx by K2 ky  BxtaT opy

kehrt sich die Groflenbeziehung um. Da die Fliche unter beiden normierten inversen
Verteilungsfunktionen gleich ist, folgert daraus, daf8 die neue Lorenzkurve LY(FY) iiber

der alten liegt.

Allgemein gilt folgender Zusammenhang zwischen neuer und alter Lorenzkurve bei
aF + b,uXLx

1 i i = 16 =
einer Lineartransformation Y = a+bX, b > 016: Ly (F) T T

Bei Durchfithrung der Proportionalititsprobe bleiben L)'((;c) und F)'(()-c) konstant, da

L(lb%l = % Damit ergeben sich identische Lorenzkurven.

Die Nullenerginzung fiihrt zu FY(x) > Fx(x), die erste Momentverteilung bleibt
jedoch gleich. Damit ist Lx(F) > LY(F) fir0< F< 1.

Vergleicht man zwei Verteilungen hinsichtlich ihrer Disparitdt anhand ihrer Lorenz-

kurven, kann man das Konzept der Lorenz—Dominanzordnung heranziehen:!7

Definition 3.2: Die Verteilung von Merkmal X weist nicht mehr Ungleichheit auf
als die Verteilung von Merkmal Y (X E Y), wenn Ly (F) > Ly(F)

firalle 0 < F< 1.
D.h. die Lorenzkurve von X liegt auf oder iiber der von Y.
Diese Ordnungsrelation ist partiell. Verteilungen mit sich schneidenden Lorenzkurven
kénnen gemif diesem Kriterium nicht geordnet werden.
Ihre Bedeutung liegt u.a. darin begriindet, daB, wie ATKINSON (1970) zeigt, fir
Verteilungen mit gleichem Mittelwert Beziige zu sozialen Wohlfahrtsfunktionen be-
stimmter Bauweise hergestellt werden konnen. 18
Das Konzept der Majorisation ist eng verwandt mit der Lorenz—Dominanzordnung,
setzt jedoch bei einem Vergleich zweier Verteilungen die gleiche (endliche) Anzahl an
Merkmalstrigern und die gleiche Merkmalssumme voraus. !9

18 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 68.
17 vgl. z.B. ALZAID, A. A. (1990), S. 213 und ARNOLD, B. C. (1987), S. 33 und (1990), S. 253.
18 Vgl. ATKINSON, A. B. (1970). Vgl. auch Kap. 3.3 und Kap. 9.2.1.

19 Vgl. HARDY, G. H. / LITTLEWOOD, I. E. / POLYA, G. (1929), MARSHALL, A. W. /
OLKIN, L. (1981) sowie ARNOLD, B. C. (1987).
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Ein erstes einfaches aus der Lorenzkurve ableitbares Disparitdtsmafl ist der von RICCI
1916 bzw. SCHUTZ 1951 vorgeschlagene Schutzkoeffizient S.20 Er ist definiert als
"lingste Lorenzkurvensehne":

(3.4) S = |F - L(F)| — max
=F -LF ).
7 b

Die lingste Sehne befindet sich an der Stelle F#, d.h. S trennt die unterdurchschnittlich

grofien Merkmalstrager von den iiberdurchschnittlich grofien.

Eine flichenmafige Darstellung?! ergibt sich demzufolge im Schaubild der Ableitungen
von F und L(F) , d.h. im Schaubild der normierten inversen Verteilungsfunktion. Dies
fithrt auf eine Integpretation iiber die durchschnittlichen Abweichung von p

(3.5) 6,= S 1x - plf(x)dx :

a
F
L
(3.6) s= f (-&;—"(El)dp - (’i(D;—-L)dF
0

Damit 1a8t sich sein Wert auch interpretieren als der Anteil an der Merkmalssumme,
der umverteilt werden miifite, um von einer gegebenen Verteilung zu einer extremen
Gleichverteilung zu gelangen.

3.2.3 Anwendungsbeispiele der Lorenzkurve
Das allgemeine Konstruktionsprinzip der Lorenzkurve fithrt zu einer Vielzahl von

Anwendungsbeispielen in der Literatur, so u.a. bei Veroffentlichungen der amtlichen
Statistik wie folgende Auflistung zeigt:

20 Vgl. zur Einhaltung von Eigenschaften WAGENHALS, G. (1981), S. 123ff.

21 Eine weitere flichenmiBige Darstellung findet sich im Schaubild der Dichten f(x) und 1(x) = %ﬁ:
I’ b
S = f (f(x) - 1(x))dx = [ (1(x) - f(x))dx .

a
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Fiir 6konomische Fragestellungen wird bspw. die Ungleichverteilung des Bruttolohns
sowie der Lohnsteuer auf Steuerpflichtige2? dargestellt, die Verteilung des Wertpapier-
vermogens auf Haushalte?3, die Zahl der Beschiftigten und das Investionsvolumen auf
Betriebe24 oder das Gesamtvermogen auf Steuerpflichtige?s. Fiir die Herausarbeitung
regionaler Unterschiede werden Lorenzkurven der Verteilung des Bruttoinlandspro-
dukts?6, der Fliche??, der Wohnbevolkerung?8, der Ubernachtungen?? oder der Auslinde
auf Kreise herangezogen. Fragestellungen, wie nach der der Verteilung von Betten auf
Akutkrankenhduser3! kann das Instrument Lorenzkurve ebenso dienen wie der
Beurteilung der Verteilung von Zuchtsauen auf Betriebe3? oder der Konzentration der
Abfallmenge auf Deponien33. Die zeitliche Entwicklung der Verteilung eines Merkmals
spielt bei den Untersuchungen oft eine grofie Rolle und wird bspw. iiber einen Vergleich
von Lorenzkurven fiir unterschiedliche Berichtszeitpunkte dargestellt.

Weitere Beitrage binden die Lorenzkurve auf unterschiedlichste Art und Weise ein:

1. SUPPES (1988) berechnet mit Hilfe der Lorenzkurve fiir zwei verschiedene gesell-
schaftliche Modelle (Biirokratie mit geordneten Aufstiegsmoglichkeiten versus Kapi-
talismus mit zufilligen Auf— und Abstiegsmoglichkeiten) den Wert des jeweiligen
Gini—Koeffizienten fiir die Einkommensverteilung.

BASMANN/HAYES/SLOTTJE (1991) leiten aus der Lorenzkurve eine sogenannte
"Mobility function" ab, die die Aufstiegsmoglichkeiten innerhalb einer Einkommens-
verteilung abbilden soll.

22 Vgl. BAUMANN, R. (1971), S. 156.

23 Vgl. EULER, M. (1991), S. 414.

24 Vgl. SINN, H. (1978), S. 423 und STEIGER, H. H. (1980),S. 149.
25 Vgl. WAGNER, E. (1988), S. 306.

26 Vgl. MUNZENMAIER, W. (1985), S. 106, STEIGER, H. H. (1974), S. 65 sowie ULLRICH, A.
(1983), S. 301.

27 Vgl. MUNZENMAIER, W. (1985), S.106 und ULLRICH, A. (1983), S. 301.
28 Vgl. ULLRICH, A. (1983), S. 301.

29 Vgl. SCHITTENHELM, G. (1973), S. 352.

30 Vgl. WAGNER, E. (1980), S. 124.

31 Vgl. PRISTL, K. (1988), S.45.

32 Vgl. STADLER, R. (1982), S. 65.

33 Vgl. EISELE, W. (1976), S. 299.
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2. KAKWANTI (1993) entwickelt mit Hilfe der Lorenzkurve einen Ansatz, mit dem er
die Auswirkungen von Verdnderungen des Durchschnittseinkommens bzw. der Ein-
kommensdisparitit auf das AusmaB an Armut zu messen sucht.

3. SCHMID (1994) greift die Interpretation der Lorenzkurve als "Abstandsmesser "
zwischen zwei Verteilungen auf, um die "interdistributionelle Einkommensungleich-
heit" zu messen.34

Als Mafgrofien werden die "interdistributionellen Lorenzkurven" Lp und Lo
X Y’

Fy Fx

definiert:35
Definition 3.3: "Fiir stetige Verteilungsfunktionen Fx und Fy mit stetigen

Quantilsfunktionen sei
Lp_ g P € (01) — Fy(Fy'(p)) € [0,1] und
Xy
Lp_p.:PE€(01) — Fy(F'(p) €[0,1].
Y X
D.h. fiir gleiche Quantilswerte werden Werte von Fy den entsprechenden Werten von
Fy, gegeniibergestellt.36 L ist im Einheitsquadrat spiegelbildlich zu L .
Y Fy,F Fy,F
XY Y X
Im Spezialfall Fy, = Ly entspricht Lp F Fy (LX) und Lp F entspricht
XY Y X
Ly(Fx).

—Sind Fy und Fy identisch, gilt LFx1Fy(p) =L (p) =p.

Fy:Fx
— Aus Fy(x) < Fy(x) fiir x € R folgt LFX’FY(p) <pfir0<p<1und
Fx(x) > FY(x) fiir x € R folgt LFX’FY(p) >pfir0<p<1.
— "Uberlappen" sich die Verteilungen nicht, gilt Ly (p) = 1loderLp p (p) =0
XY XY

fir0<p<1.

34 In dem hier verwendeten Sinn liegt "Gleichheit" dann vor, wenn zwei Verteilungen identisch, aber
nicht zwangsldufig einpunktverteilt sind.

35 Vgl. BUTLER, R. J. / MCDONALD, J. B. (1987), S. 14 und SCHMID, F. (1994), S. 3.

36 Vgl. BUTLER, R. J. /| MCDONALD, J. B. (1987), S. 14f; neben diesen Funktionen werden auch
Diagramme vorgeschlagen, bei denen fiir gleiches x Lx versus LY’ LX versus FY und FX versus

LY gegeneinander abgetragen werden.
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1

Als Kennziffer schligt SCHMID dann die Differenz f Lp. F (p) - Lo (p)|dp
0 XY Y X

vor, die bei FX = FY den minimalen Wert 0, bei sich nicht iiberlappenden Ver-

teilungen den maximalen Wert 1 annimmt, unabhédngig davon, wie weit die Ver-
teilungen auseinander liegen.37

3.3 Die verallgemeinerte Lorenzkurve von SHORROCKS

SHORROCKS38 stellt 1983 die verallgemeinerte Lorenzkurve ("generalized lorenz-
curve") GL(F) als Instrument zur Rangordnung von Verteilungen hinsichtlich ihrer
Wohlfahrt vor, wobei annahmegema8 in der Gesellschaft eine Praferenz fiir

— mehr reales Einkommen ("efficiency preference") und

— mehr Gleichheit ("equity preference")

bestehen soll. Vergleicht man zwei Verteilungen lediglich hinsichtlich ihres "Gleich-
heitsgrades", kann eine Beurteilung anhand ihrer Lorenzkurven nur dann vorgenommen
werden, wenn sich diese nicht schneiden.3® Uber die GL(F) kommen beide Aspekte
gleichzeitig zur Geltung:

F
(3.7) GLy(F) = pyLy(F) = [ x(u)du.
0
GLy(F) ist eine steigende, konvexe Funktion mit GLy(0) = 0 und GLy(1) = py. Die

A
Fliche zwischen der Diagonalen mit der Steigung uy und der GLy(F) entspricht —%{-

mit
11

(3.8) Ay = [ [ Ix(F) - x(q)|dFdq als mittlerer Differenz.
00

Die Sekantenanstiege aus dem Punkt (0,0) bzw. dem Punkt (1,1) lassen sich hier direkt
als M (F) und M _(F) interpretieren.

37 Vgl. auch Kap. 4.7.3.
38 Vgl. SHORROCKS, A. F. (1983).
39 Vgl. SHORROCKS, A. F. (1983), S. 3f.
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Zwischen der GL und der Verteilungsfunktion besteht also eine eineindeutige Be-
ziehung, da eine Normierung mit 117 entfillt und damit im Gegensatz zur Lorenzkurve

eine Mittelwertsabhingigkeit gegeben ist.40 Die Transfereigenschaft der Lorenzkurve
iibertragt sich , da p im Fall eines Transfers konstant bleibt.

Daher dndert sich die GL im Gegensatz zur Lorenzkurve bei proportionalen Trans-
formationen. Verschiebungen (d.h. Y = a + X ) fithren zwar zu einer geinderten GL,
die Flache zwischen (neuer) Diagonaler und neuer GL bleibt aber gleich, da Ay = Ay,

Bei der Aggregation von k identischen Verteilungen (Populationsvervielfachung) dndert
sich x(F) nicht, damit auch GL(F) nicht. Splittet man dagegen eine Verteilung in k
identische Verteilungen auf (Proportionalititsprobe), so weisen die Ausgangsverteilung
und die k entstehenden Verteilungen zwar die gleichen Lorenzkurven, aber nicht mehr

die gleiche GL auf: GLneu = ]1; GL Dies dokumentiert quasi den Niveauverlust.

gesamt’

Eine Nullenergénzung fithrt zu einer Verschiebung der GL nach unten.

Die Fliche unter GL(F) wird von WAGENHALS¢! als Effizienzmaf} interpretiert,

welches sowohl die Hohe der Merkmalssumme als auch deren Verteilung beriicksichtigt.

Auch fiir diese Kurvenziige 148t sich eine Dominanzrelation definieren:

Definition 3.4: "X dominiert Y gemidB den verallgemeinerten Lorenzkurven
[XGE Y], wenn GLy(F) > GLy(F) fir alle 0 < F <1

gegeben ist."
SHORROCKS fithrt an, dafl diese Dominanzrelation dquivalent einer Ordnung aller
nichtfallender, schurkonkaver Wohlfahrtsfunktionen SWX > SWY ist42. Zu dieser
Klasse von Funktionen gehéren z.B. die utilitaristischen Wohlfahrtsfunktionen der

n
Form SWy = % U(x,) mit steigenden und konkaven Nutzenfunktionen U(x;).
i=1

Aus obiger Relation folgt zudem by 2 phy-

Wie in Kapitel 9.2 gezeigt wird, ist obige Definition identisch mit einer Second order
Dominanzrelation43, die in der Literatur breite Anwendung findet.

40 Vgl. THISTLE, P. D. (1989a), S. 186.
41Vgl. WAGENHALS, G. (1981), S. 84.
42 Vgl. SHORROCKS, A. F. (1983), S. 6.
43 Vgl. Kap. 9.2 sowie THISTLE, P. D. (1989b), S. 3.
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4. Der Gini—Koeffizient und einige seiner Anwendungsbereiche

Von GINI wurde 1914! die doppelte Konzentrationsfliche, d.h. die Fliche zwischen
erster Winkelhalbierender und Lorenzkurve im Lorenzkurvenschaubild zur Messung der
Disparitdt vorgeschlagen:

1

(4.1) R=2[F - L(F)|dF .

0
Die Differenzfunktion ¢(F) = F - L(F) ist nichtnegativ und nimmt ihr Maximum an
der Stelle F = Fﬂ an.

Der Gini—Koeffizient R ist wohl das bekannteste Disparititsmaf. Das auch deshalb,
weil sich eine Vielzahl von alternativen Darstellungsformen — und damit Interpreta-
tionsmoglichkeiten — dieses Mafles ableiten lassen.

So gibt bspw. BLACKBURN? eine anschauliche Interpretation fiir die Veridnderung
des Wertes von R, wobei man sich die Verdnderung einer Einkommensverteilung im
Zeitablauf vorstellen konnte. Er zeigt, dafl die Differenz zwischen neuem und altem
Wert von R vor dem Hintergrund einer speziellen Umverteilungssituation gesehen wer-

den kann:
_ k
(4.2) Rieu™ Ray =135

Der Wert k gibt dabei die Hohe eines Transferbetrages an, den alle Individuen mit
Merkmalswerten kleiner als der Median an alle Individuen mit Merkmalswerten ober-
halb des Medians entrichten wiirden. R selbst kann damit als der Anteil an der Merk-
malssumme interpretiert werden, der umverteilt werden miifite, um von einer Ein-
punktverteilung (R = 0) zu einer (fiktiven) symmetrischen Zweipunktverteilung mit
Merkmalsauspragungen x - k und g + k zu gelangen.3 Die gegebene Verteilung weist
also das gleiche Disparititsausmaf auf wie diese Zweipunktverteilung.

1 Vgl. GINI, C. (1912,1914,1939) und zur Datierung GIORGI, G. M. (1993), S. 83f.
Vgl. auch die umfassenden Ausfiihrungen bei PIESCH, W. (1975), S. 28ff.

2 Vgl. BLACKBURN, M. L. (1989).

3 Nur sinnvoll fiir R € 0,5. Dieselbe Interpretation erschlieBt sich, wenn man iiberlegt, da im Fall
einer symmetrischen Zweipunktverteilung die durchschnittliche absolute Abweichung von Z 6Z mit

) P iibereinstimmt und R = S gilt; S 148t sich stets als Umverteilungsanteil interpretieren,

vgl. Kap. 3.2.2.
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Andererseits kann R auch iiber die Disparitdtsmessung hinaus zur Messung anderer
Sachverhalte herangezogen werden, wie folgendes Beispiel zeigt:

Der Gini—Koeffizient kann in der Form der GUMBEL-Darstellung? als durchschnitt-
liches Betroffenheitsausmafl von Arbeitslosigkeit interpretiert werden, wenn man von
folgendem Modellansatz ausgeht 5:

1. Betrachtet wird die zweidimensionale Verteilung f(x,t): Dauer der Arbeitslosigkeit x,
die zu einem bestimmten Zeitpunkt t begonnen hat. Dabei soll gelten f(x|t) = {(x), d.h.
die Verteilung der Arbeitslosigkeitsdauer ist unabhdngig vom Beginnzeitpunkt.
Auflerdem wird angenommen, daf zu jedem Zeitpunkt t die gleiche Zahl an Beschiftig-
ten ihre Arbeit verliert.

Zu einem beliebigen Zeitpunkt t berechnet sich die Dichte der Arbeitslosen in Ab-

hangigkeit von der Arbeitslosigkeitsdauer dann als

@
(4.3) f, (x) = (1'—5(‘511 mit p = [ (1 - F(x))dx.
° 0
2. Das Betroffenheitsausmafl eines Arbeitslosen mit Dauer x sei proportional zu dem
Anteil der Arbeitslosen, die zum Zeitpunkt t arbeitslos wurden, aber bis zum Zeitpunkt
t+x wieder Beschiftigung gefunden haben: F(x).

Mifit man nun zu einem bestimmten Zeitpunkt t o die durchschnittliche Betroffenheit

unter allen Arbeitslosen dieses Zeitpunktes, entspricht diese dem Gini—Koeffizienten:

(4.4) Of F(x) £, (x)dx = bf F(x)ﬁ%(illdx =R

Im folgenden werden in einem Ubersichtskapitel verschiedene Darstellungsformen und
Grenzen von R vorgestellt. Daran schliefit sich eine eingehendere Analyse von R unter
zwei Aspekten an:

Wie verhilt sich R zu Mittelwerten von Ordnungsstatistiken (Kap. 4.2.1)?

Was ergibt sich aus dem Vergleich von R mit dem quadrierten Variationskoeffizienten

2
V2 und dem Disparititsmafl l—z (Kap. 4.2.2) ?
1+V

4 vgl. Kap. 4.1.
5 Vgl. RIESE, M. (1993), S. 442.
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In der Literatur findet R iiber die Disparititsmessung hinaus Anwendung in zahl-
reichen Gebieten, so z.B.

— als Baustein eines Konzentrationsmafies (Kap. 4.3)

— bei der Konstruktion eines Asymmetrie— und eines Wolbungsindexes (Kap. 4.4),

—im Rahmen der Armutsmessung (Kap.4.5),

— zur Messung von Preisunterschieden zwischen zwei Landern (Kap. 4.6).

Die bekannten Aggregationsformen von R (Kap. 4.7) bei der Sektorenaggregation
fiihren zudem zu einer Einbindung von R

—in die Messung von Ungleichheit zwischen zwei Verteilungen (4.7.3) und

—in die Dominanzmessung (Kap. 4.7.4).

Der Gini—Koeffizient wird dariiber hinaus im Rahmen dieser Arbeit noch in weiteren
Anwendungszusammenhingen auftauchen, bspw. in den Kapiteln 6 und 8.

In der Literatur finden sich zudem weitere Anwendungsmoglichkeiten des
Gini—Koeffizienten, bspw. zum Testen der Homogenitit von Varianzen$, als
"scale—free goodness of fit" Test fiir die Exponentialverteilung? oder als Kriterium in
der Clusteranalyses.

Hinzuweisen ist an dieser Stelle auf die Monographie "Il Rapporto di Concentrazione di
Gini" von G. M. GIORGI (1992), die in kurzer, iibersichtlicher Form wesentliche Lite-
ratur zum Gini—Koeffizienten aufbereitet und in einem ausfiihrlichen Literaturverzeich-
nis die Beitrige einzeln kommentiert.?

4.1 Verschiedene Darstellungsformen und daraus ableitbare Grenzen von R

In einer einfitlhrenden Ubersicht werden zunichst bekannte Darstellungsformen des
Gini—Koeffizienten vorgestellt. Diskrete (in Einzelwerten) und analoge stetige Formen
werden dabei einander gegeniibergestellt.? Dabei 1dfit sich der in den Formeln immer
wiederkehrende Faktor 2 bzw. dessen Kehrwert %bspw. interpretieren als

8 Vgl. GIRONE, G. (1974) und CICCHITELLI, G. (1979).

7 Vgl. GAIL, M. H. / GASTWIRTH, J. L. (1978).

8 Vgl. DE SIMONI, S. (1974).

9 Vgl. auch GIORGI, G. M. (1990, 1993) und MOOTHATHU, T. S. K. (1991).

10 vgl. PIESCH, W. (1975), fur Darstellungsformen bei gruppierter und klassierter Verteilung.
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1 b 1 b
(45 3= f FdF = f F(x)f(x)dx = [(1-F)dF = [ (1 - F(x))f(x)dx
1 b 01 a
= [1LdL = [L(x)f(x)dx = j (1-L)dL = f (1 - L(x))f(x)dx.

0 a

Das arithmetische Mittel kann gedeutet werden als
b b

b
(4.6) p=f(1-F(x))dx =2 + [(1-F(x))dx = b - [ F(x)dx
0 a 2

UBERSICHT 1: Darstellungsformen des Gini—Koeffizienten

Nr. diskrete Form stetige Form
(Einzelwerte)
128i i b
5 (g L) Lepy(x) - L(x)
n i‘n k EPV
1 i _— L f 5 f(x)dx
D a L
n+l i n f EpvX
a
1 nn
A -25_32}|xi-xj| 1bb
_n°ij
2 g5=1 — . ﬁfflx y | f(x)f(y)dxdy
2 (x + x) aa
n“ i j J
11
133 1
2b ﬁ-?ﬁﬂll—ljl mfﬂx(F) x(q)|dFdq
00
L nj . b x
2 E??(XJ x)%€ X4 g m f f (x - y)f(y)dyf(x)dx
aa
iy 1F
1 1
2d g B - 1), ¢k ; [ f (x(F) - x(a))dqdF
e 00
lnn s s 1 11
1—
e FIB|L- L1 5 J [ 1x(F) - x(a)| | F-q| dadF
1 00
1 nn . s 1 11
of Eii}?(li—lj)(%l),llglz i f J (x(F) - x(q))(F-q)dqdF
00
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3a

I
f[zF-1]"E F

i 1’ iTi+1
1
n .
n - 2j +1 x(F
. >1. - -
3b ?—n—-]——lj,ll_lﬁ_l E]/’[1 2(1-F)[;~dF
o (R T f [P - (1 - FPGHar
1
1
3 BE- kL1l fi-@-p)--pEE
PR B a e ; 7
1
n
¢ pEoEl o), J11-2p) XELX03) gp
1
0
Median Z, lisli+1
i xk 1 b
5a nz (n ) N 2 (F-L(F))dF=2 [ (F(x)-L(x))f(x)dx
i k 1t 0 a.
. 1
n . 1 n
i 2 1
sb 28 (g- B LN ¢ 2 (F(L)-L)dL=2 f L(x))l(x)dx
i k=1 i 0
b
n.
5¢ 2§ 2, - ) RS 2 [ F(x)(1(x) - {(x))dx
a
b
5d 2((1 =% 5 1k)1 212+l 2 [ L(x)(U(x) - f(x))dx
i k= a
X 2i e
5e cov(# 111) X< 4 cov(ﬁ,2F(x))
5 cov( Bl pex cov(X,-2(1-F(x)))
X. n
5g cov(lTl,2Li) - El? + % cov(ﬁ, 2L(x))
1
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. 1 F
g D i px X
6a ¥ X , Xy € X, 2 L(9)~dqu
;21 k=1 k= Tkt bfb)r H
2 B RXH ! lr‘x(g)-g
6b p?kzi % S X 2fJ AEE dqdF
0 F
20 X H ' x(F)-p
6 RialEh N <%n 2 [ RS HdR
0
21 : -M,(F) Yo F - L(F
7a ﬁiili[l— R S 2¥( —)dF = f ZF—F—(—)dF
0 0
2 §n+1-i k’i’,"k ' oF) ' F-L(F
I TR S20-F) = )aF= f (- Far
0
3 (F)
lnl k:]xk H
Tc ﬁ?[n -5 SIE( (1-F)(———)IdF
3
n+1-i k:)xk
S (in+I-1ip'1)]
n. . 1 b
8a Ui X;), X, <x; = [ F(x)(1-F(x
i nu Xit1” =741 uaf
b
1 2
8b z%‘—( X175 i S [1-F(x)*- (1-F(x))}dx
a
b
n . : 102
n(n-i)-(i-1
se pRdlLle )

i n“p

3 [ 1-F()-(1-F(x)Jax
a
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: b x
1 n 1-1k F(y)
B ) [f —,(;! dyf(x)dx
a a
XXt
n bb
1 n-k 1 -
ook kf (1730 J [+ Myt
a X
XX 41
1/2
n/2
2i+1 1
oo L éln 2l ), L[ (1-2B)x(1-F)x(F)laF
B 0
xlng_l, n gerade

Struktur 1 zeigt R als durchschnittlichen relativen Abstand der ersten Momentver-
teilung einer gegebenen Verteilung zur Einpunktverteilung (EPV). Es ist LEPV(x) =0

fir x < pund Lppy,(x) = 1 fiir x 2 4, damit Lgpy,(F) = F.1t

Grundstruktur 2 weist R als relativierte mittlere Differenz, d.h. als speziellen Varia-

tionskoeffizienten aus. Die mittlere Differenz A selbst 1d8t sich wiederum interpretieren

als Durchschnittswert aller mittleren absoluten Abweichungen zu den einzelnen X
n

A=Llgy 6, mit 5 = 1 E [x. - xil' Damit kann 2R als Summe der mittleren

i=1% X o omoy )

absoluten Abweichungen zu den einzelnen relativen Merkmalssummen aufgefafit
werden: 2R = 3 G, mit § = 1 z 1511

i=1"7 _] 1
Die von NYGARD/SANDSTROM12 entwickelte Form 2e zeigt, daB R auch als gewo-
gene mittlere Differenz der relativen Merkmalssumme interpretiert werden kann. Form
2e fiithrt zu Form 2f, wenn man die Betrige durch einfache Klammern ersetzt, da die
Differenzen (I, - lj) und (i - j) stets das gleiche Vorzeichen aufweisen.

1 Dieser Abstandsgedanke kommt auch in der Darstellung von R als Schrittzahlindex zur Geltung,
vgl. MUNZNER, H. (1963) und PIESCH, W. (1975), S. 41f.

12 Vgl NYGARD, F. / SANDSTROM, A. (1988), S.28f.
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Form 2f 148t sich auf eine allgemeine Darstellungsweise der Kovarianz von X und Y fiir
Einzelwerte zuriickfiihren:
(1) eoviry) =L T (-l -y )= 5 B B (- x)(y; - v;)
4.7 cov(x,y) == X. - y: - = x. -x)y. -y:)
ni=1 ! ”’}( ! ‘LY mlzljzl 1 J J

n
In Darstellung 3 wird Rals R = X
i=1

g in zwei Ausdriicke bei 3c bzw. 3d wird von BERREBI/SILBER!3 im Rahmen der

n
g, mit ¥ g = 0 dargestellt. Die Aufspaltung von
i=1

Messung von relativer Deprivation eingefithrt und interpretiert.

Die von GINI! fiir A vorgestellte Struktur 4 zeigt, daf8 R sich auch als gewogene mitt-
n

lere Abweichung vom Zentralwert (mit ¥ g, = 0) darstellen laft.
i=1

Ausgangspunkt der Formen 5a und 5b ist die zweifache Konzentrationsfliche im
Lorenzkurven—Diagramm. Driickt man dies in Abhéngigkeit von x aus, ergibt sich R
als mit f(x) oder mit 1(x) gewogene zweifache Fliche zwischen nullter und erster
Momentverteilung; d.h. zwei verschiedenen Gewichtungen fithren zum Gini—Koeffizi-
enten. Im diskreten Fall fiithrt die Verwendung der Gewichte 1i zu einem Ausdruck, der

den Herfindahl-Index H = ¥ 1? als Bestandteil enthalt. Umgekehrt 148t sich R aber

auch in Form 5c und 5d als mit steigenden "Gewichten" 2F(x) bzw. 2L(x) gewogene
Differenz 1(x) - f(x) auffassen, wobei
b

b 2, 2
[2F(x)dx =2(b-p)> [2L(x)dx =2(b - %L) > 0 gilt. Aus 5c und 5d lassen sich

schnell die Kovarianzdarstellungen von R herleiten.

Struktur 6 zeigt R als gewogenes arithmetisches Mittel der relativierten Abweichungen
von g. Im diskreten Fall ergibt sich fir die Summe der Gewichte nur ungefihr

n .

. 2i _n + 1

eins: ¥ =
i=1n n

13 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1985), S. 807.
14 Vgl. GINI, C. (1912) und BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987a), S. 333f.
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Interpretation 7 zeigt R in Verbindung mit unteren bzw. oberen Mittelwerten. In 7a ist
R z. B. ein mit 2F gewogenes Mittel der relativierten Differenz von Mu(F) zu ihrem

Maximum .

Die Formen 8 geben die verschiedenen Darstellungsformen des GUMBEL—Ansatzes!5
wieder, der im Zusammenhang mit Mittelwerten von Ordnungsstatistiken (vgl.
Kap. 4.2.1) weiter zu interpretieren ist.

Struktur 9 zeigt, daB sich eine Form erzeugen 1afit, deren Ausgangspunkt eine Kumula-
tion der Verteilungsfunktion selbst ist, wobei von unten oder von oben kumuliert wer-
den kann. In 9a ist R dann z.B. ein mit x relativiertes gewogenes arithmetisches Mittel

x
der so erzeugten Funktionswerte F(z)(x) = f F(y)dy.ts
a

In Darstellung 10 wird R schliefilich als gewogene Summe von "Spannweiten" ("quasi
ranges") interpretiert.

BERREBI/SILBER!? stellen eine Darstellungsform von R in Matrizenschreibweise vor,
die insbesondere fiir Aggregationsiiberlegungen!® und die Herleitung von Schitzwerten
bzw. Grenzwerten von R bei klassiertem Datenmaterial!® von Bedeutung ist:
Ausgangspunkt sind die diskreten Schreibweisen von R fiir Einzelwerte 3c bzw. 3d.
Fithrt man die Matrizen G, G* und die Vektoren e, L und lj ein, mit

..-1 0
1

1 MR |
0 bzw. -1...-;0

15 Vgl. GUMBEL, E. J. (1929), S. 284ff fiir A und GAIL, M. H. / GASTWIRTH, J. L. (1978),
S. 351 fiir die diskrete Form.

18 Vgl. Definition kumulierte Verteilungsfunktion in Kap. 9.2. Vgl. auch Kap. 6.2 und 6.3.
17 Vgl. BERREB], Z. M. / SILBER, J. (1987c) und SILBER, J. (1989a, 1990).

18 Vgl. SILBER, J. (1989a).

19 Vgl. SILBER, J. (1990).
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und
1/n L I
e= L= I (1 1i+1) lj= l_j (ljz 1j+1)
1/n] , L bzw. L ,

1aft sich R darstellen als
(4.8) R= e’G1j2° = eG*,.

Entscheidend bei Matrix G bzw. G* ist die jeweilige Spaltensumme, die Reihenfolge
der Matrixelemente -1, 0, 1 ist jedoch fiir diese Einzelwertdarstellung beliebig.2! Im
Fall einer Einpunktverteilung ist e = I, = lj, damit ist aber wegen x’Gx = x’G*x = 0

auch R = 0.

BHATTACHARJEE?? interpretiert2? R vor dem Hintergrund von zwei Wahrscheinlich-
keitsverteilungen: Betrachtet werden zwei Zufallsvariablen X und Y, wobei X die
Dichtefunktion f(x), Y die Dichtefunktion I(x) aufweist. Dann ist R, wie sich leicht
zeigen 1aft, nichts anderes als die Differenz zweier Wahrscheinlichkeiten P:

(4.9) R=P(Y>X)-P(Y<X)

o X

= [ [iy)dyf(x)dx - [ [1(y)dyf(x)dx
0 x 00

1 1
= [(1- Ly(F)dF - [ Ly(F)dF.
0 0

20 Vgl. SILBER, J. (1989a), S. 108.

21 Es 1aBt sich ebenfalls eine Darstellung fiir gruppierte Werte entwickeln, die auf der Trapezform von
R aufbaut. Fiir diese ist jedoch die Reihenfolge der Matrixelemente eindeutig vorgegeben.
Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 43 zur Trapezform.

22 Vgl. BEATTACHARIEE, M. C. (1988), S. 200.

23 Eine weitere wichtige Interpretation von R als Erwartungswert eines Spiels stammt von PYATT, G
(1976), vgl. dazu auch Kap. 6.4.
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Aus einigen Darstellungsformen lassen sich direkt bereits bekannte Grenzen fiir R
ermitteln:
—Neben 5b kann auch aus 2b wegen 0 < ]li - ljl < 1 die Gini—Herfindahl-Ungleichung24

gefolgert werden:
1 2 _
(4.10) R> ﬁ??ai - lj) =
—Da 0 < F(x) < 1 und I(x) > f(x) fiir x > p gilt, 148t sich folgende Beziehung zwischen R
)

und dem Schutz—Koeffizienten S = ﬁ aus 5c herleiten?2s:
b
(4.11) R<2[1-(I(x) - f(x))dx = 25.
W
— Aus der Kovarianzdarstellung 5e folgt unter Verwendung der Cauchy—Schwarz’schen
Ungleichung die bekannte Glasser’sche Ungleichung2é:

412) R= cov(2F,Hp£l) < ( Var2F - Varﬂu%l)o’s -vil

Mit der Herleitung von Abschitzungen und Grenzen des Gini—Koeffizienten bei
klassierten Daten setzen sich u.a. PIESCH (1985), RIGO (1985,1987),
GIORGI /PALLINI (1987a), MAURER (1988) und BOMSDORF (1982,1989) ausein-
ander.

4.2 Der Gini—Koeffizient als Disparitatsma8

Herkommlicherweise wird der Gini—Koeffizient zunichst nur mit der Disparitdts-
messung in Verbindung gebracht. Ausfiihrliche Betrachtungen zu seinen Eigenschaften
sind bereits vielfach angestellt worden.27 Infolgedessen soll R lediglich unter zwei spezi-
ellen Fragestellungen weiter untersucht werden. Zum einen erscheint es interessant, zu
analysieren, welche Interpretation R vor dem Hintergrund von Mittelwerten von Ord-
nungsstatistiken erfihrt und welchen Zugang man auf diese Weise zu dem Index

24 Vgl PIESCH, W. (1992), S. 21ff und PIESCH, W. (1994), S. 390.
25 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 206.

26 Vgl. GLASSER, G. J. (1961), S. 177.

27 Vgl. insbesondere PIESCH, W. (1975).
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bekommt. Zum anderen ist es reizvoll in verschiedenen Darstellungsformen R gegen-
iiber Disparititsmafien abzugrenzen, die auf dem Variationskoeffizienten aufbauen.

Als Disparitatsindikator weist R folgende Eigenschaften auf:28

Im Fall einer Einpunktverteilung besitzt R den Wert Null, bei einer extremen Un-
gleichverteilung nimmt R seinen maximalen Wert an: Im diskreten Fall gilt dann
R=1- %, im stetigen (n - o ) ist R = 1. Der Index erfiillt die Transfereigenschaft, bei

proportionaler Anderung aller Merkmalswerte dndert sich der Wert von R nicht. Er
reduziert seinen Wert jedoch, wenn jeder Merkmalstriger einen positiven Betrag a
erhilt. Bei Durchfithrung der Proportionalititsprobe bleibt R konstant, im Fall einer
Nullenerginzung erhoht sich der Wert des Koeffizienten. 29

421 Der Gini—Koeffizient vor dem Hintergrund von Mittelwerten von
Ordnungsstatistiken

Bestimmte Flachenstiicke im Lorenzkurven—Schaubild, insbesondere die Konzentra-
tionsfliche und damit der Gini—Koeffizient, konnen mit Mittelwerten von Ordnungs-
statistiken in Verbindung gebracht werden. In einem einfiihrenden Teil sollen zunéchst
fiir diese Zusammenhinge wesentliche Grundbegriffe der Ordnungsstatistik erliutert
werden. Anschliefend werden Darstellungsformen des Gini—Koeffizienten vorgestellt,
die auf Mittelwerten von Ordnungsstatistiken aufbauen.

4.2.1.1 Mittelwerte von Ordnungsstatistiken: Grundlegende Begriffe

Ausgangspunkt ist eine Reihe von v unabhingigen Variablen Xl,.., xr,..., X , wovon

v )
jede die Verteilungsfunktion F(x) besitzt. Betrachtet man die geordnete Reihe X,. <

X2_V o < X”/ ..< xu-u , kann man jeder dieser geordneten Variablen eine Verteilungs

28 Vgl. WAGENHALS, G. (1981), S. 126ff.
29 Vgl. Kap. 4.7.1.
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funktion F?(x) zuordnen3?. Zum Beispiel ist fiir die Maximum—Variable X die Ver-
teilungsfunktion gegeben durch Fg(x) = F(x)", da alle Variablen X,., einen Wert
annehmen miissen, der kleiner als x sein mufl. Fiir die Minimum—Variable X,.  gilt
entsprechend F(l)(x) =1 - [1-F(x)]%, da alle Variablen bis auf eine Ausnahme einen

Wert grofler als x annehmen miissen.

Allgemein gilt fiir X, mtr=1..v

(4.13) F?(x) = ié [ 'r’] Fi(x) [1- F(x)]v—i,

414)  P=v|®l

—

v-1 ]f(x) F) L 1R

Fiir die hier betrachteten Zusammenhinge interessieren insbesondere die Mittelwerte
dieser Ordnungsstatistiken.

Im stetigen Fall ist der Mittelwert von Xr_y unter der Voraussetzung, daf EX = Iy

existiert, gegeben durch

(4.15)

v (23] TReo n-reo dRGos

—o

‘uI'IV

1
— [ '{:H [x(F) F* (1-F)""T oF.
0

Betrachtet man eine Funktion g(x) fiir die E[g(x)] existiert, dann existiert auch
E[g(X,.,)]- Im Spezialfall g(x) = x (k = 1,2,3,...) erhilt man die Ursprungsmomente

der r'ten Ordnungsstatistik ﬂgk,), = E[ xlr(:u }

30 Vgl. DAVID, H. A. (1981), S. 8f.
31 Vgl. DAVID, H. A. (1981), S. 33f.
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Fiir die Mittelwerte von identisch verteilten Ordnungsstatistiken gelten folgende grund-
legende Beziehungen32:

(4.16) p£k1)1 =v- p( ) fiir k> 133

k "
(4.17) (v-1) u( ) ,tr u(_]:_% = #gk,), firl<r<v-1,k213

(@18) W)= 3 T

(X) fir1<r<p-1.3
_]J_] ir1<r<wv-1.

Fiir einen Vergleich mit dem Gini—Koeffizienten sind vor allem By und B, von

Bedeutung.
By (py, V) ist das arithmetische Mittel der Minimum—Variablen X1, (der

Maximum—Variablen X " u)' By soll im folgenden als Minimum—Mittelwert, KBy als
Maximum-Mittelwert bezeichnet werden. 4., (4, ) kann im diskreten Fall als

Mittelwert der Minima (Maxima) aller moglichen v—Tupel einer Grundgesamtheit bzw.
der Gesamtheit der Beobachtungswerte gedeutet werden. Vor einem wohlfahrts-
theoretischen Hintergrund kann By auch als sogenanntes Gleichheitsiquivalent

("equally distributed equivalent"38) interpretiert werden.37
Diese Mittelwerte konnen auch mit Hilfe von Werten der (normierten) inversen Vertei
lungsfunktion oder der Lorenzkurve dargestellt werden. Daneben sind sie

32 Vgl. DAVID, H. A. (1981), S. 30.

33 Vgl. MALIK, H. J. / BALAKRISHNAN, N. / AHMED, S. E. (1988), S. 2631.
34 Vgl. MALIK, H. J. / BALAKRISHNAN, N. / AHMED, S. E. (1988), S. 2631.
35 Vgl. MALIK, H. J. / BALAKRISHNAN, N. / AHMED, S. E. (1988), S. 2633.
38 DONALDSON, D. / WEYMARK, J. A. (1983), S. 354.

37 vgl. ATKINSON, A. B. (1970), BLACKORBY, C. / DONALDSON, D. (1978), WAGENHALS, G.
(1981), DONALDSON, D. / WEYMARK, J. A. (1980 und 1983), BOSSERT, W. (1990).
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interpretierbar als ein gewogenes Mittel von Mu(F) bzw. M o(F)’ wobei eine relativ
komplizierte Gewichtung erfolgt.

(4.19) v ?’x(l-F(x))"'l f(x)dx

By

1
=wf ’i(%l(l-F)"‘l dF
0

1

Wv-1)uf L(F) (1-F)*2 aF
0

1
v-2
= f Mu(F)M)— dF3s8
0 1

Sr.(-72 aF
0
1 * * *
= vuf L(F )dF " mit F =(1-F)*"
0
und

(4.20) Ky

uf xF(x)'/'1 f(x)dx

1
= V/l,f %E)-Fy-ldF
0

1

Wv-1)u f (1-L(F)F2dF
0

1
v-2
=f MO(F)——(——)—F IF)  gFa
1
0

S¥21F) ar
0
1 *k *% *%¥
= uuf (-L(F )AF mitF =F"L
0

38 Vgl. DE SIMONTI, S. (1967) und PIESCH, W. (1975) fiir v = 2.
39 Vgl. DE SIMONTI, S. (1967) und PIESCH, W. (1975) fiir v = 2.
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SCHAUBILD 2: Darstellung von K.y

SCHAUBILD 3: Darstellung von Byy

P x
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#y., und g . lassen sich fiir x > 0 als Flichen unter (1-F(x))” bzw. iiber F(x)”

interpretieren. Es ist

b
(4.21) b, =vf x (1-F(x))" ! dF(x) = J (-F(x))” dx = [ (1-F(x))"dx
0 0 0
und b
(422)  u,, =vfxFx)"dF(x)=b- [F(x)dx
0

0
b ®
= [(1-F(®)")dx = [ (1-F(x)")dx
0 0

Da (1-F(x))” < (1-F(x))""! fiir alle x > 0 bzw. F(x)” ¢ F(x)”"! fiir alle x » 0 gilt, ist
(4.23) By Sy bzwoop, 2p, . o firv=23...

Je grofler v, desto stirker werden bei Minimum—Mittelwerten kleine und bei
Maximum—Mittelwerten grofle Werte gewichtet. In der Literatur findet man eine Reihe
von Ober— und Untergrenzen fiir diese Mittelwerte.4® Bspw. leiten sich aus der
Cauchy—Schwarz’schen—Ungleichung die Beziehungen

(4.24) By € (—'—)0—5— g4 p

bzw.
(4.25) #1:,,2/1«‘%0—,50' 42

her.

40 Vgl. DAVID, H. A. (1981), S. 56ff.
41Vgl. ARNOLD, B. C. (1988), S. 2137.
42 Vgl. DAVID, H. A. (1981), S. 59.
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4212 Interpretation des Gini—Koeffizienten vor dem Hintergrund von
Mittelwerten von Ordnungsstatistiken

Fiir den Gini—Koeffizienten sind Minimum— und Maximum—Mittelwerte von Bedeu-
tung, die auf einem paarweisen Vergleich von Merkmalswerten beruhen43, wie das auch
schon in der mittleren Differenz zum Ausdruck kommt. Es ist:

1
F1:2 x(F 14+R) _
(4.26) 1--—ﬂ:l-zbf—i—)-(l-F)dF=1-2+2[—2—-] =R,

1
Ho:2 x(F) 14+R
(4.27) T-1—20f L -FdF—1_2[—2—]-1-R.
R 148t sich also als relativierte Differenz zwischen dem arithmetischen Mittel einer
Verteilung und dem Mittelwert aller Minima (bzw. aller Maxima) bei paarweisem Ver-

gleich ausdriicken.

Da wegen (4.17) Bi.g T Ho.g = 2pist, gilt zudem

9 = M. 9 = M.
(4.28) R l2:2 . 1:2 _ "2.22 12
Ho:x T Hy2 #

wobei die Differenz Ho.9 = B9 der mittleren Differenz A entspricht.

Man stellt fest, daB K9 mit dem Mittelwert der unteren Mittelwertsfunktion

1
M, (F) = #4{F) in Bezug auf F M, = ['M_(F) —E— dF identisch ist. Analog ist
0 | FdF
0

Jio.o, interpretierbar als Mittelwert der oberen Mittelwertsfunktion M o(F) =pu q%%.)- in
Bezug auf (1-F).44

43 Vgl. NYGARD, F. / SANDSTRUM, A. (1988), S. 22.
44 Vgl. DE SIMONTI, S. (1967), S. 21 und PIESCH, W. (1975), S. 49f.
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Eine weitere Darstellung von R ergibt sich aus Relation (4.17):

Esist firv=3,r=1: 2p1,3 + o3 =3y
und firv=3,r=2: Ho.g + 2u3,3 = 3;1.2,2.

Folglich gilt

(4.29) A=ty fyo= 2(tan - f.a)
: Ho.9 =~ F1:9 = 3 \H3.3 7 Fp.3)s
damit

H3.3 = P13
(4.30) R=—Sop—= 0

Die Formen (4.21) und (4.22) der Mittelwerte fithren sofort zur GUMBEL—Darstellung
des Gini—Koeffizienten:

o

(43)  R=3 :f (x) (1-F(x) dx = £ J (F(x) - Fo)ax = 222
b

mit = [ (1 - F(x))dx.
0

45 Vgl. LIENERT, G. A. (1981), S. 677 und HEILMANN, W.—R., (1980), S. 53f.
Dieser Zusammenhang 148t sich auch aus der diskreten Darstellung der Spannweite S

S(x,, x; x)= % {Ixi_le + |xj—xk| + ]xk—xil} herleiten:
n’ Hag— o’ Byg = 2 2 2 (max (xi, x, X ) — min (xi, x, %)

EEZ(|x—x|+ |x—x | + |x xl)

-3~n3A

N Nl
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Analog 1afit sich R damit auch interpretieren als

[(1-F(x)) - (1-F(x))2)dx = o 11:2

(432) R= ;

1
L

OR‘G

(433)  R=yd [ 11-FP - (1 - F)hax = 22,112
0

(4.34) R= 3"_1‘ f [1- F(X)3 -(1- F(x))a]dx — H3:3 —uu1:3
0

Eine weitere Form des Gini—Koeffizienten haben BERREBI/SILBER*S fiir den diskre-

ten Fall entwickelt. Sie zeigen, dafi sich die mittlere Differenz auch wie folgt darstellen
1afit:

1 K A : :
(4.35) A=§[u2:2-”152]¢=’R=m=_—47—_

mit
n
(436) G g [n-2j+1|
.36 Le.o = X, X. 2 X,
2:2 =1 n2/4 j A !
n
(437) K 2 |2i-n-1|
4.37 Lyog= % i X <X,
27,5, n2/4 1= T4+l

”c2;.-2 entspricht dabei dem Mittelwert der Maxima bei paarweisem Vergleich der
50 % groften Beobachtungswerte, #I2(:2 entspricht dem Mittelwert der Minima bei

paarweisem Vergleich der 50 % kleinsten Beobachtungswerte. Ubertragen auf den steti-
gen Fall ergibt sich:

48 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987a), S. 334.

Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM
via free access



1 1
(4.38) u =2 [ Fx(F)d 2 [ (2F-1) x(F)2dF
0 0,5
1
. . Fg - dF _ 1
mit x(F) = x(F) fiir F € [0,5, 1jund F = —% = 2F-1, Fe[o, 1], 7
3
0,5
(439) 45, =2 [ (@F)x(F)F = 4 [ (1-2F) (F)dF
0 0
e ) = _F_ di
mit x(F) = x(F) fir F € [0, 0,5] und F = 3 = 2F F €0,1], FF=2
2
und damit
1
(440) WS- K= [ [ @F-1) x(F)dF] =2A = 4R .
0

Ein weiterer Bezug zum Gini—Koeffizienten 148t sich auch iber
Minimum—Mittelwert der 50% grofen Merkmalstriger pcl;_2 und

Maximum—Mittelwert der 50% kleinen Merkmalstriger p12(,2 herleiten. Es ist:

(441) S, =2 [ @-F)x(F)F = 2 [ (2-2F) x(F) 2dF

0,5
und
1L 0,5
(442) 43, =2 [ FPX(E)F = 2 [ 2P x(F)2dF .
0 0
Damit gilt fiir die Differenz:
1 1
(443)  WS,- 5, =4 2x(F)aF-4 [ 2P x(F)aF
0,5 0
G K 1
(144) 12 P22 FC M@ g

dp ©

47 Herleitung im Anhang.
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Da sich andererseits die durchschnittliche absolute Abweichung vom Zentralwert

1
by = f |x(F) - x(0,5) |dF schreiben 148t als
0
(445) =M (3)- p=p- M) = [g- L)) 2u = p- 2L(g), *

1aBt sich R iiber diese Beziehung ausdriicken als

G K
6y By .9 = He.
_% HF1:2” a2
(4.46) R== m

)
Da ;/,(1;:2 - ;}2{:2 > 0, folgt hieraus R < ITZ— e A< 26Z, ein von BENEDETTI bereits

hergeleitetes Ergebnis. 49
Wegen
_ G K
(4.47) Ho.g = 0,25 pig .o + 0,25 fig 5 + 0,5 M, (0,5)

und gy =025 5 5+ 02545, +0,5M (05)

ergibt sich schnell folgende am Lorenzkurven—Schaubild gut zu interpretierende Dar-
stellung fiir den Gini—Koeffizienten:

M (0,5) M (0,5) 1)
__0 "G w oK | 7
(4.48) R= m R™ + m R™ + b

1}
Man sieht sofort, dafi R > 2% gelten muf, ein weiteres Ergebnis von BENEDETTI. 5!

c . M05)
Zudem gilt R > R™, da ——— = 2(1 - L(0,5)) > 1 ist.

M

48 vgl. PIESCH, W. (1975), S. 44ff zu Mittelwertsfunktionen und S. 59 Form (121).
49 vgl. BENEDETTI, C. (1961) und PIESCH, W. (1975), S. 206.

)
50 ygl. PIESCH, W. (1975), S. 61ff: Z ist die Lorenskurvensehne an der Stelle F

6T z=0,5.

51 vgl. BENEDETTI, C. (1961).
Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0

Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM
via free access



47

Zwischen den Mittelwerten M 0(%), Mu(%), ”’Cl;:z’ ;}1(:2, ucz;:2 und ;LI2(:2 besteht folgende

Groflenrelation:

(449)  pSooM D=6+ u2uS o rurus 2 MG =u-6,2 K, 0

In Maximum-—Mittelwerten werden im Vergleich zum arithmetischen Mittel grofiere
Werte iiberproportional gewichtet. In Minimum—Mittelwerte gehen kleinere Werte
starker gewichtet ein.

Aus Beziehung (4.49) kann ebenso auf obige Ungleichung geschlossen werden wie z.B.
auch auf folgende:

Aus (4.24) folgt fir v = 2 die bekannte Glasser'sche Ungleichung, fiir » = 3 die
(schwachere) Beziehung R <

Zum Abschlufl dieses Kapitels werden die hier vorgestellten Darstellungsformen des
Gini—Koeffizienten in einer Ubersicht zusammengefaft.

2 Bs gilt allgemein: iy o(F) > M (F) 2 4] ,(F) > i o(F) 2 M (F) > i} o(F).

Der Index o (bzw u) bezeichnet dabei eine an der Stelle F von unten (bzw. oben) abgeschnittene
Verteilung, vgl. dazu auch Kap. 7.
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JBERSICHT 2: Darstellungsformen des Gini—Koeffizienten iiber Mittelwerte
von Ordnungsstatistiken

et N R 1 R

7 B 2p
G
R Hop - K1 Bz Hip - Koo
- 4 T 4
H3.3 = F1:3
R =13
m

2
4.2.2 Der Gini—Koeffizient im Vergleich mit V2 und —V—
14V

Eine interessante Aufgabe stellt der Vergleich von R = %—# mit dem quadrierten Varia-
2
tionskoeffizienten V2 = 52- und dem von BONFERRONI eingefiihrten Disparititsmafl
W

2 2
IZ—VZ dar. Durch die Gegeniiberstellung bestimmter Formen von R und I—X—VZ

konnen dabei allgemeine Konstruktionsprinzipien von DisparititsmafBen sichtbar
gemacht werden.

v erfiillt bis auf den Normierungsaspekt wie der Gini—Koeffizient die in Kapitel 2
genannten Eigenschaften.53 Im Fall einer extremen Ungleichverteilung nimmt v2 den

2 2
. n-1 . \% \%
Wert n—1 an. Auf den Wertebereich [0,——] normierte Mafle stellen .— und m

2
dar, wobei :1—/ als "Mischmaf"54 zwischen Konzentrations— und Disparititsmafl nicht

53 Vgl. WAGENHALS, G. (1981), S. 115ff.
54 WAGENHALS, G. (1981), S. 118.

Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM
via free access




49

2
weiter betrachtet werden soll. Fiir I—:-/_VZ bleiben alle in Kapitel 2 genannten Eigen-

schaften erhalten.55

Zwischen V2 und R bestehen folgende Groenbeziehungen:

1. Die Gini—Herfindahl-Ungleichung fiihrt zur allgemeingiiltigen Beziehung
(410)  nR> V25

2. RIGO?%7 leitet iiber Grenzen fiir Mittelwerte von Ordnungsstatistiken eine Unter-
grenze fiir R her:

(- ?ﬁ).v2 a+b (" - 1) v atb
(4.52) R> (—-:—)2—2- , wenn 4 > bzw R> %—2——2, wenn 4 ¢ 5=
1 - 3)%+V
7
b 2
Ista=0und p> > bzw. b = 24, dann reduziert sich die Ungleichung auf R > 9
14V

3. Aus "—é(ﬁ nichtfallend in x > 0" folgt

(4.53) R V28

In einer Ubersicht sollen nun strukturgleiche bzw. —ahnliche Darstellungsformen von R,

V2 und

9 einander gegeniibergestellt werden.
1+V

55 Vgl. WAGENHALS, G. (1981), S. 119f.

58 Vgl. PIESCH, W. (1992), S. 24.

57 Vgl. RIGO, P. (1987), S. 537.

58 Vgl. PATIL, G. P. / RAO, C. R. (1978), S. 184 sowie auch FuBnote 16 in Kap 8.1
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2
[UBERSICHT 3: Darstellungsformen von R und v2 baw. o im Vergleich
14+V
R= A V2 = 02 V2 = 02
2u w2 1+v2 E(X?)
1 1 1
1 f @r-1)XEgr f [E(D:E] x(F) 4p [ [ XE)H) x(F)ar
0 © 0 © KL 3 E(X?)
X =cov[> XX X
2 cov[ﬁ,ZF(x)]-cov[u,2L(x)] cov[ o ﬂ] cov[ # ’E(%QS}

b
3 ,l; S [P(x)-F(x)dx
a

b
2 [ [F(x)-L(x)}f(x)dx
a

b
}7 f 11 - FIP(x)dx
a

b
2 [ [FGx) - L(x)Jax
b
3 J IF(0-L(x)]- 16x
a

—5 J I-F(x)2x -pldx
ko

b
F(x)-L(x)]|dx
E—&T)af[() ()]

b
F(x)-L(x)]dx
E(_)%ZS;[[() (x)]

Ez—xf) Of [1-F(x)][2x-dx

K-k
m

Ky - H
1

59

b

58 J, ist arithmetisches Mittel der ersten Momentverteilung: 4, = f xl(x)dx.
a
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11 11 11
5 10 (| 2E_x(Q)gqqr| L [ [ [XELx@)240qp | L [ [ [2ELx(Q))240gF
r(x(F)_x(q) dqdF r [x(F) _x(q) 2dqu x(F)-x qudF
6 l}p(z)(x)f( ) dx 2 }F(3)( )f(x) d 2b F(_s)gﬁ 80
i x ) x) f(x) dx f f(x) dx
a Eoa a E(XY)

Die Darstellungsformen 1 und 2 zeigen deutlich, daf bei v? eine Selbstgewichtung, bei R
dagegen eine Gewichtung der Lorenzkurvenanstiege mit den entsprechenden relativierten
Réngen bzw. kumulierten relativen Merkmalssummen vorgenommen wird. V2 148t sich in
diesem Zusammenhang als Varianz der Lorenzkurvenanstiege interpretieren.

Auch in Darstellung 3 zeigt sich der Unterschied der beiden Indizes in der Gewichtung. Bei
V2 [ bzw. v—22] wird die Fliche zwischen F(x) und L(x) nur um den Faktor 1 [bzw. —EQ-]

14V H E(X%)
korrigiert, fir R wird diese Fliche jedoch mit 2f(x) bzw. 2l(x) gewogen. In der
GUMBEL-Darstellung wird fiir R die kumulierte relative Merkmalssumme L(x) durch
F(x)2 ersetzt.

Diese Unterscheidung dokumentiert auch Interpretation 4, die die Indizes in Form von rela-
tivierten Mittelwertdifferenzen vorstellt: Statt wie bei R auf den Mittelwert aller Maxima
Hoy.o zuriickzugreifen, geht in die Berechnung von v2 der Mittelwert der ersten

80 Definition von F(y)(x) in Kap. 9.2.
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2
Momentverteilung 4, ein. V_2_ hat im Vergleich zu v als Bezugsgrofie #q > p. Analog
14V

R Ho. g7

dazu konnte man auch an Stelle von R ein Maf IR = % betrachten. Im
2:2

Lorenzkurven-Schaubild entspriche dies dem Verhiltnis der Konzentrationsfliche K

dpyr_
bezogen auf die Fliche oberhalb der Lorenzkurve K/K+0.5. Da —qp—= = ﬁ"’ >0
1+R

wiirden sich R und 'I%R' gleichgerichtet verandern, jedoch wire %Rf bis auf den Fall éiner

Einpunktverteilung kleiner als R, im Fall der extremen Ungleichverteilung ndhme es den

2
Wert % ~ %— an. Zwischen R und 1-\1-/72 besteht allgemein kein einheitliches
Groflenverhiltnis. Aus Darstellung 4 kann jedoch schnell folgende Bedingung hergeleitet
2 B
. \Y% 1:2 ..
werden: Esgilt R > — =, wenn By % erfiillt ist.
1+V S

Variante 5 stellt R und V2 jeweils als einen Mittelwert von Distanzen zwischen simtlichen
Beobachtungspaaren vor. Dabei wird bei R die Distanz als Differenz w absolut ge-

nommen, in v2 geht diese Differenz quadriert ein. Dies hat zur Folge, dafl bei v2 grofie
Differenzen (>1) iiberproportional, kleine Differenzen (<1) unterproportional gewichtet
werden. 6!

In Form 6 findet man die beiden Indizes als das gewogene Mittel von Werten der kumulier-
ten Verteilungsfunktion F(V)(x) wieder, wobei v2 auf Kumulationsstufe 3, R nur auf
Kumulationsstufe 2 aufbaut.

4.3 Der Gini- Koeffizient als Baustein eines KonzentrationsmaBes

Im Rahmen der absoluten Konzentrationsmessung wird die Verteilung von Marktanteilen
auf Unternehmen eines Marktes untersucht, um aus der Marktstruktur Riickschliisse auf
die Wettbewerbssituation zu ziehen. Die Konzentrationsmessung baut auf der Disparitats-
messung auf, so daf} sich aus formaler Sicht eine Vielzahl von Verbindungen zwischen bei-
den Konzepten herstellen 1a8t.

81 Vgl. auch BUSCEMI, S. (1986).
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JOHNK 62fiihrt 1970 das Konzept der gleichmiflig normierten Disparitits— und Konzentra-
tionsmafle ein. Die Erfiillung bestimmter Eigenschaften bei Disparitdtsmafien D63 und Kon-
zentrationsmaflen K64 fiihrt zu folgender grundlegender Beziehung zwischen D, K und der
Anzahl an Merkmalstriagern n:

(454) 1=n-(1-D)-K65

_1/n

@ K=n"
K-1
_ n
&D=—g—

Das zu R korrespondierende Konzentrationsmaf ist der Rosenbluth-Index

1 1
1

—_ B
N41.9

Das Rosenbluth-Maf} entspricht also dem Kehrwert der zweifachen Fliche oberhalb der
Konzentrationskurve. An dieser Kurve werden die kumulierten Merkmalssummenanteile
der k grofiten Merkmalstrager (Konzentrationsraten CRk) abgetragen und linear mitein-

ander verbunden. Der Wert des Rosenbluth-Indexes hingt, so interpretiert, von der An-
zahl der Merkmalstrager (n-Effekt) und dem Ausmaf an Disparitit (gemessen mit R, Dis-
parititseffekt) ab. Je geringer c. p. die Anzahl an Merkmalstrigern bzw. je grofier c. p. die
Disparitit, desto hoher ist das Konzentrationsausmaf. Uber oben genannten Zusammen-
hang lassen sich weiterfiilhrende Aussagen iiber die Groflenbeziehung zwischen D und K ab-
leiten oder Aggregationseffekte erklaren.67

62 Vgl. JOHNK, M. D. (1970).

83 Vgl. Kap. 2.

84 Vgl. PIESCH, W. (1980), S. 7ff und (1994), S. 387.

85 Vgl. JOHNK, M. D. (1970), S. 15 und PIESCH, W. (1980), S. 16ff und (1994), S. 388.
68 Vgl. ROSENBLUTH, G. (1961) und PIESCH, W. (1975), S. 141ff.

67 Vgl. PIESCH, W. (1994).
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4.4 Der Gini-Koeffizient als Baustein eines Asymmetrie- und eines Wolbungsmafes

BERREBI/SILBER (1987a)%8 schlagen mittlere Differenzen als Baustein fiir einen Index
vor, der die Asymmetrie - interpretiert als Abweichung einer Verteilung von der
Symmetrie um den Zentralwert — messen soll. Damit ergeben sich sofort auch Beziige zum
Gini-Koeffizienten. Als Alternative zum Pearson’schen Schiefe-MaB wird definiert:

A - A
(4.56) AR =_G2_E_K59

G G [ K K ]
Bo.g = KBy.g = | bg.g - K.
(4.57) _F2:2 " Frog 2:2 " F1a2 ],

2 (g - #1:9)

1 1
Mo(@) Bg - My(g) Rg
2uR

(4.58) -

Dieser Index nimmt Werte im Intervall [- 1, 1] an. Er tendiert gegen + 1 bei der extremen
Ungleichverteilung und gegen - 1, wenn ein Merkmalstriger die Merkmalsausprigung 0,
der Rest eine gleichen Merkmalswert HI—IT - paufweist. 71

Je grofler c.p. die Disparitdt im oberen Bereich der Verteilung bzw. je kleiner c.p. im un-
teren Bereich, desto schiefer wird die Verteilung beurteilt. Eine Lineartransformation aller
Merkmalswerte Y =a + bX,a > 0,b> 01afit AR unverdndert.

R R
AR kann als gewogenes Mittel von Ri bzw. - RE verstanden werden, wobei als Gewichte
1 1
M, (3) 1, My g
_gﬂ_ = (1-L(3)) und —‘21-‘7—- = L(3) gesetzt werden.
Eine graphische Veranschaulichung ist am Lorenzkurvenschaubild méglich, wie folgende
Abbildung zeigt.

68 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987a), S. 331f.
89 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987a), S. 336.
70 Vgl. Kap. 4.2.1.2.

71 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987a), S. 336.
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SCHAUBILD 4: Darstellung von AR und Kgim Lorenzkurvenschaubild

L(F)
1A

Der Gini-Koeffizient R entspricht zweimal der Summe der Flichenstiicke [A+B+C];

RK ist darstellbar durch ——1—B—und RG durch ——IC——

L(3)-0,5-0,5 [1-L(z)]-0,5-0,5
Damit ergibt sich fiir AR
1 C 1 B
2 (1L —po—— - 2uL(p) -
AR [1-L(3)]0,5-0,5 L(5)-0,5-0,5 _2[C-B
24 2[A+B+C] +5+

Im Fall einer um den Zentralwert Z symmetrischen Verteilung,

(d.h.Z- X =X(

n+i-1) "~ Zmitx; <X ),ist Ag = Ay und damit Ap = 0.7

72 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987a), S. 336.
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G K
Esistdann A=A, e2[,8. -M (0,5)| =2|M_(0,5) - K ﬁu2:2+“1:2_
GT LK T4 |H2:2 7 Mo\U0)| =4 My\U0) By 9| O3 =#

Der Gini-Koeffizient einer solchen Verteilung kann nicht grofier als %werden 73

G K

oo = fr.
(459) R=1f22" 121,
Bo.9 T K19

Es 148t sich zeigen, dafl R nur im Falle AR 0 einen Wert grofier % annehmen kann:75

#G —MK
_"2:2 1:2 1

G K
& pg.g-li.g>2u=M(0,5)+M (0,5)

G K
L 1“2 27 MO(O’S) > Mu(0,5) - p’l 2

Als Alternative zur Kurtosis’6 als MaB fir die Wolbung einer Verteilung haben
BERREBI/SILBER?7 einen Index vorgeschlagen, der wiederum auf mittleren Differenzen
(und damit auf R) aufbaut:

AG + AK
(4.61) Kg=—Tgx— "

73 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987a), S. 337.

74 Vgl. Form (4.35).

75 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987a), S. 337f, Beweisfilhrung andersartig.
78 Vgl. KENDALL, M. G. / STUART, A. (1969), S. 85.

7T Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1989).

78 Vgl. BERREBI, Z. M. /SILBER, J. (1989), S. 233.
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G K
(“1:2 - “2:2)

(462) Kg=1- -
B2 7 Fr.2
1 1
M (3) Ry + M_(3) R R R
(4.63) Kqo= 0’2 (2;,uR u2 K=g-R§+(1—g)R— mltg:l-L(%).

Da der Ausdruck 0,5(gR + (1-g)Ry] nichts anderes ist als der interne Gini-Koeffizient
R; 7 einer Zwei-Klassen-Verteilung mit jeweils der Hilfte der Merkmalstréger in einer

Klasse, 1afit sich KG auch interpretieren als

2R.
(464) Kg=-—p.
Im Vergleich zu AR werden die mittleren Differenzen also addiert, d.h. K ergibt sich im

. _2 [B+C
Lorenzkurvenschaubild als KG = _K_LETCl .

Im Fall einer Zweipunktverteilung mit 0 < {1 <ZundZ < 52 sind AG = AK = 0, damit
gilt K5 = 0. Die von BERREBI/SILBER angegebene Grenzverteilung mit den Merkmals-

ausprigungen {0 Z €, Z+¢€,2Z} und den relativen Hiufigkeiten
y 111 , 111 2— } entspricht fiir n -+ o einer speziellen Zweipunktverteilung, die zu

4 n-o

KG =5fn —— 0 fithrt.80 Wegen ucl; 9> ;/.12( 9 ergibt sich KG <L

Die Verteilung {0, Z-¢, Z+¢,22} mit den relativen Hiufigkeiten { % 3—2 ;—2 L = }ist fiir

€-0 und n - o ndherungsweise eine Einpunktverteilung mit der Merkmalsausprigung Z,
die Differenz zwischen p(l;_2 und uI2<_2 wird minimal. Fiir diese Verteilung ergibt sich fiir
2 N-o
—_—— — 1L
n
1+ 53
Eine extreme Ungleichverteilung fithrt ebenfalls zu einem Wert fiir K  nahe Eins. Da A

-0 KG=

=48 = 2A =0und A= 2;1.— erglbtsmhfurKG—n D200, g

79 Vgl. Kap. 4.7.
Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 212, fiir zwei sich iiberschneidende gleichgrofe Sektoren.

80 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1989), S. 234.
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K, ist gegeniiber Lineartransformationen mit Y =a+bX, a0, b>0 invariant.8! Es gilt

' b-AKx + b'AGx AKX +AGx
dann AY= be, damit KY= 75 'AX = 2AX = KX'

4.5 Der Gini—Koeffizient als Baustein von Armuts—und UberfluBmaBen

Seit Mitte der siebziger Jahre hat sich eine Vielzahl von Autoren®2 mit der Armutsmessung
beschiftigt. Dabei wurde insbesondere der Konstruktion von komplexen Armutsmafien
viel Aufmerksamkeit gewidmet. Bei einigen Anséitzen kann eine Darstellungsform gewéahlt
werden, die den Gini-Koeffizienten als Baustein zeigt.

Ausgangspunkt der Konstruktion dieser Armutsmafle ist die Vorgabe einer Armutslinie z,
die die Bevolkerung gemif ihrer Einkommen®3 in @ Arme und n-q Nicht-Arme teilt. Als
sinnvolle Indikatoren fiir das Ausmafl an Armut lassen sich Mafigrofien fiir die Anzahl und
fiir die Intensitat (bezogen auf den Einzelnen oder die Gesamtheit der Betroffenen) ent-
wickeln. Einen ersten Ansatz zur Messung der Armutsintensitét liefern die Einkommens-
licken g; = z - x;, die bei komplexen Maflen noch eine zusitzliche Bewertung erfahren.
Folgende Indizes lassen sich mit dem Gini-Koeffizienten in Zusammenhang bringen, mit

* firy.<z
- g;= ﬁ‘ fiir y:Z , -Einkommensliicken der sogenannten

zensierten Verteilung X4 (x1 R ORI I & ...z),

q
q
- ”p = é )] Yir Durchschnittseinkommen der Armen,
o1
* _ql n-q . . . .
-k =g "p +5% Durchschnittseinkommen der zensierten Verteilung und
_ P
B E1.y

-T (Xw)= m 1 , erweiterter Gini-Koeffizient bezogen auf die Einkommen der Armen.8

81 Weitere Eigenschaften in BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987a), S. 234.

82 So 2.B. SEN, A. K. (1976), ANAND, S. (1977), THON, D. (1979), KAKWANTI, N. C. (1980b),
SEN, P. K. (1986). Vgl. dazu auch die Monographie von SCHEURLE, U. (1991).

83 Allgemeiner formuliert: ihres "Potentials an Bediirfnisbefriedigung"oder ihres "Potentials an Mittel
gur Bediirfnisbefriedigung", SCHEURLE, U. (1991), S. 39.

84 vgl. Kap. 7.
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UBERSICHT 4: Darstellung von ArmutsmaBen in Abhingigkeit von R

Definition Darstellungin Abh. von R Quelle

+1-1i _ K
PS = ?E Lg-z—(q—+{—5gl Ps=30-20--4R )] |SEN(1976)

q * K
P — +0 5- 1 . =g _ _ Lo
*
n+l-i _ * n
TH= ?El n(n+1)z°i TH=1- &(1 R n_-FT) THON(1979)

q (q+1-i K
=3 (%mq—_*_)l-jgl A=31-20--4R )] [ANAND(977)

_3 ﬂﬁﬂﬁ)— K(a)=31- -P-(1 (X0 | KAKWANI

i=1 nz%i” & (1980b)

Diese Darstellungsformen zeigen, daf c.p. das Intensititsausmafi der Armut als umso
grofler gewertet wird, je grofier die Ungleichverteilung innerhalb der Armenbevolkerung
ist.
Vor einem wohlfahrtstheoretischen Hintergrund 1afit sich dieser Zusammenhang iiber ein
in die Armutsmafie und den Gini-Koeffizienten eingehendes einheitliches Gewichtungs—
bzw. Bewertungsschema erkliren, das als Gini-social-welfare—function bezeichnet wird.85
In der Regel werden dabei Einkommenseinheiten, Einkommensliicken, Nutzen in Abhéng-
igkeit von Einkommen oder Einkommensiquivalente von Wohlfahrts- oder Nutzengréfien
als Mefleinheit herangezogen. Wahlt man zur Ermittlung des Gleichheitsiquivalentes®é die
Gini-social-welfare—function
n n n

(465) GSW=1I (2n+1-2i)x,=3% % mm(xl,xj)

i=1 i=1j=1
erhilt man als Gleichheitsiquivalent Hi.g: In abgewandelter Form findet sich dieses Aqui-

85 Vgl. BLACKORBY, C. / DONALDSON, D. (1978), S. 69 und SCHEURLE, U. (1991), S. 135.
86 Vgl. Kap. 4.2.1.1.
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valent in allen vorgestellten Maflen wieder. In PS* z.B. geht dieses Aquivalent bezogen auf
die g Armen (”11):2) ein. Dann ergibt sich PS als
N

(466) Ps =912
Damit 148t sich PS* als eine spezielle Form eines Armutsintensitdtsmafies identifizieren,
namlich als "beziiglich aller Einheiten normierte Gesamtwohlfahrtsiquivalenz-
einkommensliicke"87. Ahnliche Deutungen ergeben sich fiir die iibrigen angefiihrten Mafle.
Ausfithrliche Erlauterungen zu dieser grundlegenden Interpretation von Armutsmafien,
iiber die letztlich eine Einbindung von Disparititsmaflen in die Armutsmessung erklart

werden kann, finden sich bei SCHEURLE. 88

Spiegelbildlich zur Armutsmessung konnen sogenannte UberfluB-MaBle ("affluence
measures") entwickelt werden, die das Ausmafl an UberfluBl des reichsten Teils der Bevol-
kerung zu messen suchen. Die Bevolkerung wird dementsprechend in einen reichen und
einen nicht-reichen Teil getrennt und die "Intensitdt des Reichtums" gemessen. Das fithrt
zu Maflen, die sich als auf diesen Sachverhalt analog iibertragene Armutsmafe darstellen.89

4.6 Der Gini-Koeffizient bei der Messung von Preisvektoren-Distanzen

Ein weiterer Vorschlag zur Anwendung des Gini-Koeffizienten kommt von SILBER®. Er
setzt die Mafzahl zur Messung der Distanz zwischen den relativen Preisvektoren zweier
Lander A und B ein. Den relativen Preisindex der Giiter i und j (i,j=1...n) in Land A defi-
niert er als

L 9
(467) le= o . A 1’
P Wy Pk
k=1

mit Wk als durchschnittlichem Ausgabenanteil des Gutes k in den zwei Landern A und B

und P‘ﬁ als Preis des Gutes kin Land A. D.h. der relative Preisindex zwischen den Giitern i

87 SCHEURLE, U. (1991), S. 134.

88 Vgl. SCHEURLE, U. (1991), S. 138ff.
89 Vgl. SEN, P. K. (1988), S. 65ff.

9 Vgl. SILBER, J. (1989b).

91 Vgl. SILBER, J. (1989b), S. 232.
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und j mifit den mit dem Durchschnittspreis des fiktiven Warenkorbs der Linder

n
P A= % WkP‘ﬁ relativierten Abstand zwischen dem Preis von Gut i und dem Preis von
k=1

Gut j. Damit ist y? j eine dimensionslose Grofle. Entsprechendes gilt fiir Land B.

Zur Messung der "relativen Preisdistanz" zweier Linder A und B schligt SILBER nun fol-
gende abstrakte Mafzahl vor:

4B
|

ApBy_ 3
(4.68) dg(P7,P7) =% Ewwlyll ijh

i=1j>i .

n
d.h. eine gewichtete Distanz der relativierten Preisdistanzen mit ¥ X w.w. # 1. Die
i—1j>i

Summe der Gewichte ergibt E E WIWJ =0,5-0,5 E wlz, wobei E W, 2 als Herfindahl—
i=1j>1 i=1 i=1

Index der durchschnittlichen Ausgabenanteile interpretiert werden kann.

Obige Maflzahl 148t sich wegen |x - y| = x + y - 2min(x,y) zerlegen in

(4.69) d(;(PAipB) = RA + RB -2 E Y w.w. mln( A BA).92
i=1j>i ! 17

RA
ven Preise der verschiedenen Giiter, gewogen mit den durchschnittlichen Ausgaben-
anteilen. Struktureffekte werden also herausgerechnet, da fiir beide Lander eine einheit-
liche Ausgabenstruktur unterstellt wird. Den gemischten Ausdruck interpretiert SILBER
als eine Art "Kovarianz" zwischen den Preisen in den Lindern A und B, vom
mathematischen Aufbau ist diese Bezeichnung jedoch nicht nachvollziehbar.

Eine andere Zerlegung fiir dG(PA,PB) ergibt sich dementsprechend aus

und RB als die jeweiligen Lander-Gini-Koeffizienten messen die Disparitit der relati-

|x+y| =2max(x,y) - x-y:

A B

A pB) _RB

(4.70) dg (PP 5)-

1] R

o A
=2% % wiw.max( LY
i=1j>i 'Y J

92 Vgl. SILBER, J. (1989b), S. 233.
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A

Das symmetrisch aufgebaute Ma8 dG(P ,PB) ist Null, wenn y?j = y?j fiir alle i,j, d.h.

wenn der relativierte Abstand der Preise aller Paare von Giitern in beiden Landern gleich
ist. Wiren in einem Land alle Preise identisch, reduzierte sich das Preisvektoren—
Distanzmaf auf den Gini-Koeffizienten der Preise des anderen Landes.

47 Die Sektorenaggregations-Darstellung des Gini-Koeffizienten und spezielle
Anwendungsméglichkeiten

Ausgangspunkt der Betrachtung sind n Merkmalstriger eines bestimmten Merkmals, die

in k Teilgruppen (Sektoren) mit n, Merkmalstragern (¥ n, =n, ﬁl = hi) aufgeteilt sind. Die
Verteilung eines Sektors ist im Teilintervall [ai, bi] definiert, die zugehdrige Verteilungs-
funktion durch F;(x) und der Mittelwert durch y; gegeben.

Es gilt allgemein

(471) F(x) =i2 1hi F,(x) in den Grenzen [a,b] mit h, = ;—li,

a = min ai,b=ma,xbi.
i i

Wesentliche Zerlegungsformen des Gini-Koeffizienten sind in der Literatur von
BHATTACHARYA/MAHALANOBIS (1967), RAO (1969), MEHRAN (1975), PIESCH
(1975) entwickelt worden:93

Zerlegung A%4:
b

hh,
2
(472) R=3LR;+ & — f [F(x)-F (0] dx2R; o
1 1<) B,

93 Vgl. die iibersichtliche Zusammenfassung bei NYGARD, F. / SANDSTRUM, A. (1981), S. 326.
94 Vgl. PIESCH, W. (1967), S. 271 und (1975), S. 208.
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Zerlegung B95:
hh. P
(473) R= zh1R+2—-lfF x)[1- F(x)]dx,
i i#] H

a
Zerlegung C9¢:

I I
(474) R= f]hR +£J[h (Rij'Ri)+hjli(Rji'Rj)]'

Im Spezialfall sich nichtiiberschneidender Sektoren, bspw. bei einer klassierten Verteilung,
ergibt sich fiir den Gini-Koeffizienten nach Zerlegung B eine Aufteilung in einen externen
und einen internen Bestandteil:
h.h.

. ] -
(475) R=EhLR + ifj _27‘1 -y o
(476) =R, + Ry
Der externe Gini-Koeffizient mifit dabei die Disparitdt zwischen den einzelnen Klassen;
jede Klasse wird durch den Wert " reprasentiert.

Zwei neuere Zerlegungsansitze sollen hier kurz vorgestellt werden:
YITZHAKI/LERMAN?®8 fiihren eine Variante zu Zerlegung A ein, die R neben der gewoge-
nen Summe der sektorenspezifischen Gini-Indizes und einem Ausdruck fiir die
Zwischen-Sektoren-Ungleichheit in eine gewogene Summe von "Stratification"-Indizes
teilt. Mit dem Stratification-Index soll das Ausmaf des Uberlappens eines Sektors mit den
anderen Sektoren "with respect to any hierarchical measure' 99 gemessen werden, und zwar
durch einen Vergleich der Rangfolge innerhalb eines Sektors mit der iber alle
Beobachtungwerte. Die Rangordnung erfolgt dabei nach der Grofle der Beobachtungs-
werte. Als Stratification-Index fiir den Sektor i definieren sie ein Kovarianzverhiltnis:

Cov. [(F—F -),x:]
1 1 ni 1
@ Q=—ov,1F; 5y "

95 Vgl. BORTKIEWICZ, L. von (1931), S. 87, BHATTACHARYA, N. / MAHALANOBIS, B. (1967),
S.150 fiir A, PIESCH, W. (1975), S. 211f sowie MEHRAN, F. (1975), S. 147.

96 Vgl. RAO,V. M. (1969), S. 419f und NYGARD, F. / SANDSTRUM, A. (1981), S. 321f.
Die Bezeichnungen finden sich in Kap. 4.7.3.

97 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 213.

98 Vgl. YITZHAKI, S. / LERMAN, R. L. (1991).

99 YITZHAKI, S. / LERMAN, R. 1. (1991), S. 316.

100 Vgl YITZHAKI, S. / LERMAN, R. L (1991), S. 317.
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Rang(x:.)
Dabei ist F . = Tnu_ mit Rang(x, j) der relativierte Rang, den Beobachtungswert x; j
1

von Sektor i erhalten wiirde, wenn er in einer Bevélkerung ohne die iibrigen Mitglieder der
Gruppei geordnet wiirde. }5‘i ist dagegen der relative Rangin Gruppei.

Qi nimmt Werte zwischen - 1 und 1 an:

Der Wert 1 wird erreicht, wenn ein Sektor einen bestimmten Bereich in der iibergreifenden
Rangordnungsskala aller besetzt. Qi ist - 1, wenn sich Gruppe i aus zwei Untergruppen

zusammensetzt, deren Mitglieder jeweils identisch sind und die in der Rangordnung der
Gesamtverteilung an den beiden extremen Enden Platz nehmen. 101 Der Wert Null wird dan
angenommen, wenn Fi -Fni und X nicht korreliert sind, d.h. wenn z. B. F,=F gilt.

Die Zerlegung der Gini-Koeffizienten fiihrt dann zu

2 Cov(y,,F,)

(4.78)  R=ELR;+ ———-ILR;Q (1-hy), 2
M Rang(x;:)
wobei Fi = X —nl als durchschnittlicher Rang in Gruppe i definiert ist und dabei
j=1 i

jedes Gruppenmitglied mit seiner Rangziffer aus der Gesamtheit in den Durchschnitt ein-
geht. Der erste Summand ist ein Durchschnitt der Ungleichverteilung in den einzelnen
Gruppen, der zweite spiegelt die Disparitit zwischen den Sektoren wider. Der dritte
Summand, dessen Vorzeichen abhéngig ist von den Qi’ reflektiert dann nach YITZHAKI/-

LERMAN den Umfang des Uberlappens der Sektoren. 103

Ein weitere interessanter Ansatz stammt von LAMBERT/ARONSON4, dessen
Ausgangspunkt Zerlegung B ist. Der nichtnegative zweite Summand aus (4.73) wird in
zwei weitere nichtnegative Teile zerlegt, wovon der eine eine Mafigrofie fiir die Disparitat

101 Vgl. YITZHAKI, S. / LERMAN, R. L. (1991), S. 318.
102 Vgl. YITZHAKI, S. / LERMAN, R. I (1991), S. 322.
103 Vgl. YITZHAKI, S. / LERMAN, R. L. (1991), S. 322.
104 Vgl. LAMBERT, P. J. / ARONSON, J. R. (1993).
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zwischen den Sektoren ist und der andere das Ausmafl des Uberlappens der Sektoren
widerspiegeln soll.

h.h,
- i )
(479) R= imihiRi*ifj‘ﬂ"'“i #il+2

hoh, P
mitZ, =i§j 5 L 2R (01 Fyldx | g - g ]
a

Zl ist genau dann Null, wenn sich die Sektoren nicht iiberlappen!95. In dem Fall reduziert

sich (4.79) auf (4.75).

Eine anschauliche Darstellungsform fir diese Zerlegung findet sich im
Lorenzkurven-Schaubild,in dem zusitzlich zur Lorenzkurve der gesamten Verteilung L(F)
die Lorenzkurve einer Verteilung der Sektorenmittelwerte Lp(F) abgebildet wird.

Daneben wird ein dritter Kurvenzug C(F) eingefithrt, der kumulierte relative
Merkmalssummen abtragt nach Ordnung der Sektoren entsprechend ihrem Mittelwert und
Ordnung innerhalb der Sektoren gemaf den individuellen Merkmalswerten. 106

Es gilt Lp(F) > C(F) > L(F).

Die einzelnen Summanden in (4.79) sind dann proportional zu bestimmten Flichenstiicken
in dem Schaubild dieser drei Kurvenziige: 107
1

(4.80) SLhR, =2 [[Lg(F) - C(F)]dF,
! 0
h.h. 1
(481) % |-y =2 f [F - Lp(F)dF,
i#] 0
1
(4.82) z, =2[[C(F)-L(F)]dF.
0

105 Vgl. LAMBERT, P. J. / ARONSON, J. R. (1993), S. 1221.
108 Vgl. LAMBERT, P. J. / ARONSON, J. R. (1993), S. 1222f
107 Vgl. LAMBERT, P. J. / ARONSON, J. R. (1993), S. 1223.
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4.7.1 Priafung von Eigenschaften des DisparititsmaBes R

Uber Zerlegung B 148t sich dariiber hinaus auch das Verhalten des Gini-Koeffizienten bei
Nullenerginzung und bei der Proportionalititsprobe priifen:

Die Nullenerganzung kann als Aggregation zweier Sektoren interpretiert werden, Sektor A
mit n Merkmalstrégern und Verteilung F, (x) in Bereich [a,b] mit Mittelwert 4 A» Sektor 2

mit (c-1) n > 0 Merkmalstrigern, die alle den Wert x = 0 aufweisen, Ry sei in diesem Fall
als Null definiert.

. 1, _c-1 FA
EswtdannhA-E,lA—l,hB— < IB—Oundu-——

also
1. clb lel b
1
(4.83) R:E-IRA+O+ = [F 11)dx+°ﬁ—f (1-F 5 (x))dx.
a a
c-1
I N
T c N kA
_1 c-1
=t RpA+T - 1>Ry

Fir die Proportionalititsprobe, verstanden als Aggregation von k identischen Vertei-
lungen Fi(x) und damit g, = u, gilt folglich'

(4.84) R=R; Shh +3% Ehh.
i it]

[zhh +55h b, ]
i i#)

4.7.2 Die Rekursionsform von R

Auf der Basis von Zerlegung B 1d8t sich auch eine Rekursionsform fiir den Gini—
Koeffizienten entwickeln. Das Hinzukommen eines Merkmalstrigers kann als Aggrega-
tion von zwei Sektoren verstanden werden, wobei die Verteilung von Sektor A mit n
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Merkmalstrégern F 5 (x) in [a,b] erklirt ist und Sektor B aus einem Merkmalstriger mit

Merkmalsauspragung x > 0 besteht.
Es ist dann nach Zerlegung B108:

X
n n 1 n X, 2n
=—-—E'——-R(n)+———£— [1_ﬁ+ﬁfFA(x)dx

(4.85) R(n+1) +x n+ n+1 nptx

Fihrt man den zweiten Summanden in die diskrete Schreibweise iiber, gilt:

k
nyg-nx+2kx-2¥ x.
=g _n_
(486)  Ryyny=ma¥x arli(n) Y e @y % SN

Dabei wird angenommen, dafl der zusdtzliche Merkmalstriger sich in eine der Grofie
nach geordneten Reihe zwischen den X, 'ten und Xy _H’ten Merkmalstragern einfiigt.
k
. k215
Der Ausdruck f F(x)dx = xFA(x) - pL (x) entspricht dann x 7 - ——.
a

X

Die diskrete Darstellung macht sichtbar, daB sich der zweite Ausdruck in (4.82) inter-

: . X . 1 il - :

pretieren lafit als 109 mit § = —~ ¥ |x.-x| als durchschnittlicher Abwei-
(np+x) X 7 n+l j=1 1

chung vom hinzugekommenen Wert x.

6y (n+1)
. . n X
D.h. R(n+l) ergibt sich als gewogenes Mittel von oy R(n) und pFx) -
1 bx(n+1)
(4.87) n+1 u+x —T (np+x)
n 1 (n+1)

108 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 220.
109 Vgl. Herleitung im Anhang.
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Der Gini—Koeffizient bleibt dabei konstant, wenn gilt:

6
_.n ny X
(488)  R=rry et Bt mm
6
X n
SX=R oyt

Grofler wird R z.B. dann, wenn gilt

éx(n+1) S nuR(n)
nu+x ng + x

(4.89) & (n+1)6y > 0,54 .

4.7.3 Die Verwendung von R im Rahmen der Ungleichheitsmessung zwischen zwei
Verteilungen

Eine Interpretation von Zerlegung B findet sich in der Literatur im Zusammenhang mit
der Entwicklung von 6konomischen Distanzmaflen "to reflect the degree of affluence or
well-being of one population relative to another".!1® Die Umsetzung eines solchen
Konzepts in einen Forderungskatalog an Eigenschaften, die ein solches Mafi aufweisen
soll, erfolgt in der Literatur jedoch nicht einheitlich.1t EBERT und SHORROCKS!!2 for
dern, dafl Distanzmafe nichtnegativ, symmetrisch gebaut und transitiv sein sollen. Sie
sollen den Wert Null dann annehmen, wenn beide Verteilungen iibereinstimmen.
DAGUM!!3 unterscheidet dagegen, ob man das Ausmafi an Verschiedenheit ("degree of
dissimilarity") oder das Ausmaf des relativen Uberflusses einer Verteilung gegeniiber
einer anderen ("relative affluence") zu messen sucht. Ersteres sei ein symmetrischer,
letzterer ein asymmetrischer Ansatz.!14

110 CHAKRAVARTY, S. R. (1990), S. 114. Vgl. auch SHORROCKS, A. F. (1982), S. 1337 und
DAGUM, C. (1987), S. 6. In der Literatur findet sich keine einheitliche Abgrenzung des Begriffs
"Distanzmessung'.

111 vgl. SHORROCKS, A. F. (1982), S. 1337, EBERT, U. (1984), S. 268, CHAKRAVARTY, S. R.
(1990), S. 117 und S. 121ff sowie SCHMID, F. (1994), S. 6ff.

112 Vgl. SHORROCKS, A. F. (1982) und EBERT, U. (1984).
113 Vgl. DAGUM, C. (1987).
114 Vgl. DAGUM, C. (1987), S. 9.
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Einige Ansatze!!s greifen auf Zerlegungskomponenten von A bzw. R zuriick. Der zweite
Ausdruck in Zerlegung B 1afit sich umschreiben in:

hh, ® h.h, ©
i - -y i . .
(4.90) .z._ﬂlzf Fi(1-F)dx= % — S0 F)) + F{(1-F,) Jdx
i# 0 1<) 0
h.h.
=3 A,
icj ¥

11
wobei Aij = E(|Xi—Xj|) = f f ly -x| f (v)dyf;(x)dx eine Art mittlere Differenz
00

zwischen i und j darstellt.116
Als denkbares Mafl fiir die Ungleichverteilung zwischen zwei Verteilungen kann dann
der Gini—Koeffizient zwischen den Verteilungen i und j herangezogen werden. Er ist

definiert als Rij = p—-;-/lf , normiert auf das Intervall [0,1] und symmetrisch, d.h. es
17

giit Rij = Rji‘m Im Fall identischer Verteilungen entspricht er dem

Gini—Koeffizienten!18, nimmt also nur den Wert Null an, wenn diese Verteilungen

identische Einpunktverteilungen sind.

Ai i kann weiter aufgegliedert werden: Beim Vergleich zweier Verteilungen i und j mit

> ‘“j wird
@ o Yy

(4.91) I R§i= [ Fi(y)(1-F(y))dy = S [ v -0f(x Jdxf (y)dyte
0 00

von DAGUM 120 als Bruttoiiberfluii2! bezeichnet.

115 Vgl. NYGARD, F. / SANDSTRUM, A (1981), S. 412ff und DAGUM , C. (1980a), S. 1792ff.
116 Vgl. NYGARD, F. / SANDSTRUM, A. (1981), S. 316. Herleitung im Anhang.

17 Vgl. NYGARD, F. / SANDSTRUM, A. (1981), S. 316f.

118 Vgl. NYGARD, F. / SANDSTRUM, A. (1981), S. 316f.

118 Herleitung siche Anhang.

120 ygl. DAGUM, C. (1980a,1987).

121 Vgl. DAGUM, C. (1987), S. 6: "gross economic affluence".

Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM
via free access



® [ A
(492)  wRi;= [POOFEOy = [ f (v - 0fx)dxd(y)dy = 4R - [-p)0
0 00

gibt dann die um die durchschnittliche Differenz der Merkmalswerte bereinigte
6konomische Distanz wieder. Beide Mafigrofien sind nicht dimensionslos. Sie nehmen
nur dann den Wert Null an, wenn die Verteilungen i und j identische
Einpunktverteilungen sind.123

DAGUM!2¢ schligt folgenden normierten Index als 'relativiertes Gkonomisches
UberflufmaB" vor:

y,.R?. 2(p - )

—1- S i
(493 D=1--L3 poaey ol
wRy T

D ist monoton fallend in Aij' Sind die Mittelwerte der betrachteten Verteilungen iden-

tisch, so ist D = 0. Uberlappen sich die Verteilungen nicht, dann ist D = 1.

4.7.4 Die Verwendung von R im Rahmen der Dominanzmessung

Die Dominanzmessung hat zur Zielsetzung einen Markt beziiglich oligopolistischer
Strukturen zu untersuchen. Mit Hilfe von Dominanzmafien sollen oligopolistische Kerne
abgegrenzt werden. Neben geometrischen Dominanzmafien und dem Konzept der
Linda—Indizes betrachtet man solche Kenngrofien, die sich aus Konzentrationsmafien
ableiten

lassen.125 Dazu gehort das Rosenbluth—Dominanzma8, fiir dessen Herleitung Zerlegung
B des Gini—Koeffizienten im Zwei—Klassen—Fall herangezogen wird.

122 vgl. DAGUM, C. (1987), S. 6: "equal average economic affluence".
123 Vgl. NYGARD, F. / SANDSTRUM, A. (1981), S. 318. Sie bezeichnen die mit 1, bzw. ,uj relati—

vierten Groflen sz und R;i , da diese nicht symmetrisch sind, als "one—direction—Gini—across"—
. MaBe.
124 vgl. DAGUM, C. (1987), S. 7.
125 Vgl. PIESCH, W. (1983) und die ausfiihrliche Monographie von MAURER, A. (1990).
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Der Rosenbluth—Index RB126 ]afit sich als gleichmafBig normiertes Konzentrationsma8 in
Abhingigkeit von R darstellen; entsprechendes gilt auch fiir den externen Teil:

1

1 1
(494) RB = - = —(FR—T)' und RB = — .
o(I-R] ~ n ext ™ Nint ext ~ n(T Hext)

Zur Abgrenzung der Oligopolgruppe wird diejenige Zwei—Klassen—Verteilung gesucht,
die bei gegebener Ausgangsverteilung den externen Rosenbluth—Index maximiert. Dies
ist gleichbedeutend mit der Maximierung des externen Gini—Koeffizienten und fiihrt zu
der Stelle, an der die Lorenz— bzw. Konzentrationskurvensehne am lingsten ist. Der
maximale externe  Gini—Koeffizient  entspricht in diesem Fall dem
Schutz—Koeffizienten. Die Merkmalstriger werden folglich in solche aufgeteilt, die
mehr bzw. weniger als den durchschnittlichen Marktanteil aufweisen.

Das Rosenbluth—Dominanzmaf DE ergibt sich dann aus RB unter Vernachlissigung

des internen Gini—Koeffizienten.

R 1
und mit S = CRk - % (CRk ist die Konzentrationsrate der k grofiten
Merkmalstrager)

(4.96) 0} — 17
k" a[-(cr,- &

126 Vgl. ROSENBLUTH, B. (1961), S.393 und PIESCH, W. (1975), S. 141ff. Vgl. Kap. 4.3.
127 vgl. PIESCH, W. (1983), S. 506ff und MAURER, A. (1990), S. 64.
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5. Ein alternativer Ansatz zur Lorenzkurve und zum Gini—Koeffizienten:
Der Vorschlag von ZENGA zur Disparitatsmessung

Neben der Lorenzkurve als zentralem Instrument zur Darstellung der Ungleichver-
teilung einer Variablen ist in den letzten Jahren ein alternativer Vorschlag diskutiert
worden: die von ZENGA! vorgeschlagene "concentration curve Z(p)"2, deren Funk-
tionswerte als Punktkonzentrationsmafie (lokale Konzentration)? interpretiert werden
konnen. 4

ZENGA baut seine Uberlegungen auf der inversen Verteilungsfunktion x(p) auf; dane-
ben betrachtet er die Umkehrfunktion der ersten Momentverteilung ("inverse erste
Momentverteilung"):

(51)  x(L)=LY(x)=inf{xL(x)>L} fir0 <L < L.
Deren erste Ableitung ist

(2) 4 (L) _ B > 0.

X

x (L) f(x (L) ~

*
Die Flache unter x (L) entspricht dem Mittelwert der ersten Momentverteilung. Sie
148t sich daher mit Varianz und Mittelwert von X in Verbindung bringen:

1 b b, 2
(5.3) po=[x(@LdL= fxi(x)dx = [ X Z(")d"= = p(1+V?)
0 a a

Es gilt wegen F(x) > L(x)fix p = F = L x(p) ¢ x (p) mit x(0) = x (0) und
x(1) =x (1).

1 Vgl. ZENGA, M. (1984a).

2 ZENGA, M. (1990), S. 99.

3 Vgl. Kap. 2.

4 Vgl. ZENGA, M. (1990), S. 94f.
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Eine Lorenzkurve der ersten Momentverteilung 1a8t sich analog L(F) ableiten:

(5.4)  Ly(Ly) )=t f

L+ o

Sie gibt den Anteil an der Gesamtvarlablhtat [L(1+V2) an in Abhéngigkeit vom Anteil
p an der Merkmalssumme der kleinsten Merkmalstrager. Die gewdhnliche Lorenzkurve
miflt die Ungleichverteilung der Ausgangsverteilung fy(x), diese die Ungleichverteilung

von Iy (x).
Driickt man L, in Abhéngigkeit von der nullten Momentverteilung F aus, ergibt sich
das Mitglied Ly(F) der Klasse von Lorenzkurven hoherer Momente® Ly (F).

Fir p = F(x) = L(x) werden nun die Werte der inversen Verteilungsfunktion und der
inversen ersten Momentverteilung zueinander ins Verhéltnis gesetzt. Im Vergleich zur
Lorenzkurve werden also nicht bei gleichem x die Werte der nullten und der ersten
Momentverteilung einandergegeniiber gestellt, sondern fiir gleiches p die entspre-
chenden Quantile abgelesen, diese aber nicht selbst, sondern das Verhdltnis dieser
Quantile gegeniiber p abgetragen.

Das von ZENGA vorgeschlagene Diagramm hat also die Koordinaten p und

Z(p) =1- 41’-1 °

x (p)
Z(p) weist folgende Eigenschaften auf:

1. Die Funktion Z(p) hat im Gegensatz zur Lorenzkurve kein eindeutiges Steigungs—
und Kriimmungsverhalten, was von ZENGA als Vorteil herausgestellt wird:?

(5.5) %ﬂ =

x (p))” f(x (p)) f(x(p))

5 Vgl. Kap. 8.3.1.

6 Vgl. ZENGA, M. (1984a), S. 303 und auch NYGARD, F. / SANDSTRUM, A. (1981), S. 141ff.
7 Vgl. ZENGA, M. (1990), S. 108.

8 Vgl. DANCELLI, L. (1990), S. 112.
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Z(p) ist steigend, wenn

(56)  wx(p)f(x(p)) > x (»)2 f(x (p))

o G < gl b,

*
d.h. wenn die Punktelastizitat der Funktion x(p) kleiner ist als die der Funktion x (p).
* *
2. Z(p) ist normiert auf das Intervall [0,1], da x (p) > x(p), x (p) > 0 und x(p) > O ist.

3. Strebt die Verteilung von X gegen die Einpunktverteilung, dann geht das Verhéltnis
X

gegen eins, damit Z(p) gegen null.
x (p)

Bei einer Ungleichverteilung ist ’—‘&1()-)—) gleich null fiir p < 1 und ’-‘&%)—) gleich eins fiir
x (p x \P

p=19

4. Bei konstantem Verhiltnis der Funktionswerte der inversen Verteilungsfunktionen
zweier Variabler, d. h. bei J{{% = b & y(F) = bx(F) fiir alle F, gilt Zx(p) = ZY(p) fidr

alle p.10

5. Bei nichtfallendem Verhiltnis %g% fir 0 < F < 1 folgt fiir stetige Variable

Zx(p) > ZY(p) fir0<p< 1.t

Diese Eigenschaften entsprechen den von ZENGA aufgestellten Forderungen 1 bis 5 an
ein Punktkonzentrationsma$. 12

9 Vgl. ZENGA, M. (1990), S. 99.

10 Vgl. ZENGA, M. (1984b), S. 637f.

11 Vgl. Herleitung in ZENGA, M. (1990), S. 106.

12 ygl. Kapitel 2 und 9.4.2 sowie ZENGA, M. (1990), S. 108.
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Als summarisches Mafl, welches die Disparitit der gesamten Verteilung in einer Kenn—
ziffer abzubilden sucht, schlagt ZENGA

(5.7) £=}[1-m]dp
0

x*(p)

vor, d.h. die Fliche unter Z(p).

1
S (x*(p) - x(p))dp
Im Vergleich zu vi=0 T wird also bei ¢ iiber den gesamten Aus-
S x*(p)dp
0

x*(p) - x(p) . .
druck ——(-E-l-(ﬂ—(m integriert.

€ 1aBt sich fiir p = F(x) umschreiben in

5.8 t=1- [ 42— f(x)dx 8= [ | 1-———| {(x)dx,
. ({L (F(x)) ®) 5[[ L (F(X))] *

d.h. ¢ kann als gewogenes arithmetisches Mittel E(g(x)) mit

(5.9) g(x) = { 1 ——_1; ]interpretiert werden.
L™ F(x)

Driickt man £ in Abhéngigkeit von p = L(x) aus, ergibt sich

(510)  ¢=1- f El—i-(ﬁ Ix)dx = f % 1(x)dx 1
0 0

Fl L Ey [F! L(x) ]
(5.11) £=1- f—#(—)—f(x)dx=1———u——

13 Vgl. ZENGA, M. (1984a), S. 305.
14 Vgl. ZENGA, M. (1984a), S. 306.
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m

® -1
(512)  ¢= [M] f(x)dx = Ey [h(x)
0

-1
. _pg - F " Lx)
mit h(x) m ,
d.h. jedes x geht mit der relativierten Merkmalbetragsliicke

+

Mittelwert ein, wobei fir x > x T mit L(x) = F(y) diese Liicke negativ wird.

Der Index £ weist folgende Eigenschaften auf:

1. Das Maf ist auf das Intervall [0,1] normiert. .
Im Fall einer Einpunktverteilung ist ¢ = 0, da x(p) = x (p); bei extremer
1

Ungleichverteilung geht der Ausdruck f %p -0, damit £ gegen 1.
0o* P

2. ¢ erfiillt die Transferprobe, wenn Schurkonvexitit!s vorliegt, d.h. wenn

9 0 " 11

(xi—xj) [a%—a%] > 0 fiir alle XpX; erfiillt ist.16
*

Schrei in diskreter Form al Ly i X0

chreibt man ¢ in diskreter ormas{-l—ﬁ i ?(Ti)mxt—w >0,

ergibt sich folglich die Forderung

15 Vgl. WAGENHALS, G. (1981), S. 99.
18 Vgl. WAGENHALS, G. (1981), S. 103.
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Diese eindeutige Gréfienordnung ist nicht gegeben. Damit sinkt die Disparitdt nicht
zwingend, wenn ein grofler Merkmalstriager einen Merkmalsbetrag zu einem kleinen

& (x ) x
transferiert. Nimmt jedoch der Wert der Elastizitit W—'_’r(_) mit steigendem x
X (X

zu, liegt Schurkonvexitit vor.

3. ¢ ist skalenniveau—unabhingig, da schon —(P-)—- und damit Z(p) bei Transformati-
x (p)

onen der Form y = bx (b > 0) konstant bleiben.!7

Bei einer Verschiebung der Ausgangsverteilung um a > 0 Einheiten dndern sich F(x)

und L(x). Mit Yo=2a+x,@giltF ( ) = FY(yo) und Lx(xo) < LY(yo)ls. Daraus folgt

—EP-} —,-(P-) Damit ist Zy(p) 2 Zy (p) und {y 2 &y

4. Proportionalitdtsprobe:
Aggregiert man k identische Verteilungen, bleiben sowohl F(x) als auch L(x) konstant.
Damit dndern sich weder Z(p) noch £.

5; Bei einer Nullenerginzung liegt die neue inverse Verteilungsfunktion unter der alten,
x (p) bleibt aber konstant. Folglich verliuft die neue Kurve Z(p) oberhalb der alten
und demnach gilt eneu > &t -

Empirische Anwendungen und Vergleiche von L(p) und Z(p) finden sich bei
SALVATERRA1, der fiir einzelne Regionen Italiens Lorenz—Kurve und Zenga—Kurve
als Ausdriicke fiir Ungleichheit gegeniibergestellt.

17 Vgl. ZENGA, M. (1984b), S. 637f.
18 F(x) verschiebt sich; LY(yo) 2 Lx(xo) =3 Mu (xo) < By ist stets erfiillt.
X

19 vgl. SALVATERRA, T. (1990), S. 194ff.
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ZENGA?0 selbst beurteilt das unterschiedliche Verhalten von Gini—Index und Zenga—
Index ¢ anhand verschiedener theoretischer Verteilungen:

A. Fir die Rechteckverteilung gilt:

(514)  ¢=3R2fir0<R<F, dh S =6R20.

B. Fiir die Paretoverteilung ergibt sich:

-3
(5.15) ¢=pL - 2rrocre1,andf=— 8B~ o
T 3, 1 )2
4R 1 aﬁ

C. Fiir die Relation zwischen ¢ und R bei der Lognormalverteilung gilt:

(5.16) E=1-¢2 [qu (1_*2'3) ]223

de = 2P 167138y 1y o

mit $(.) als Wert der Standardnormalverteilung.

Somit verdndern sich bei diesen drei Verteilungstypen R und ¢ gleichgerichtet.

20 Vgl. ZENGA, M. (1984a), S. 306ff.
2t Vgl. ZENGA, M. (1984a), S. 321.
22 Vgl. ZENGA, M. (1984a), S. 321.
23 Vgl. ZENGA, M. (1984a), S. 321.
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6. Aus der normierten inversen Verteilungsfunktion abgeleitete Kurvenziige

Nicht nur im Lorenzkurven—Diagramm, sondern auch im Schaubild der normierten
inversen Verteilungsfunktion lassen sich Flichenstiicke inhaltlich interpretieren. Ein
Beispiel hierfiir sind die Lorenzkurvenwerte selbst. Andere Flichenstiicke kénnen des-
halb gegebenenfalls mit Lorenzkurvenwerten in Zusammenhang gebracht und mit deren
Hilfe interpretiert werden.

Dieses Kapitel befait sich mit drei aus der normierten inversen Verteilungsfunktion
herleitbaren Kurven. An die Beschreibung der formalen Eigenschaften dieser Kurven-
ziige und deren Beziehung zur Lorenzkurve bzw. zu R in den Kapiteln 6.1 bis 6.3
schliefit sich in Kapitel 6.4 die Vorstellung einiger Anwendungsbereiche an. Dabei wird
iiberwiegend auf die stetige Darstellungsform zuriickgegriffen.

Die im Schaubild der normierten inversen Verteilungsfunktion abgebildeten Flichen-
stiicke finden sich ebenso in einem Diagramm mit der von oben kumulierten Vertei-
lungsfunktion 1-F(§) = 1 - Fy(x) wieder, so daf auch zu dieser Funktion Beziige

hergestellt werden konnen. Werte der Lorenzkurve entsprechen den Flichenstiicken A
fiir verschiedene Stellen F:

SCHAUBILDER 5 und 6: Aquivalente Flichen im Schaubild von i(%l und 1 - F)'(().c)

1-Fz(x)

1-Fg(®)

1
n
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X(F)
A
Cc
X(F)
.
D
B
A
>
0 3 1 F

6.1 Die "Adaptierte Lorenzkurve"

Die sogenannte "Adaptierte Lorenzkurve"! findet vor allem vor dem Hintergrund der
Zuverlassigkeitstheorie ihre Anwendung, deren Schwerpunkt in der Analyse von
Lebensdauerverteilungen? liegt. Sie ergibt sich aus den Schaubildern 5 und 6, indem an
jeder Stelle F das Flichenstiick A+B als Wert von W(F) abgetragen wird:

(61)  W(F)=L(F) + ’%(‘51(1-1“) > L(F).
Jeder Funktionswert W(F) gibt dabei den Anteil an der Merkmalssumme an, den die

100 F % kleinsten Merkmalstriger auf sich vereinigen zuziiglich des Anteils an der
Merkmalssumme, den die 100 (1-F) % grofiten Merkmalstriger zur Merkmalssumme

1 vgl. RIESE, M. (1987), S. 247f und MOOTHATHU, T. S. (1991), S. 317.
2 Vgl. dazu Kap. 9.6.
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bis zur Stelle x(F) beitragen. Somit gehen die 100F % kleinsten Merkmalstriger mit
ihrer Merkmalsausprigung, die 100(1-F) % grofiten Merkmalstriger nur mit dem zen-
sierten Wert x(F) in die Verteilung ein.3

Man sieht leicht, dal W(F) als gewogenes Mittel des relativierten unteren Mittelwerts
x(F)

(Sekantenanstieg der Lorenzkurve in F) und Tangentenanstieg der Lorenzkurve

in F) dargestellt werden kann.

62)  W(F)= FMuiF) + (1-F)H#El.

W(F) 148t sich daher auch direkt aus dem Lorenzkurvenschaubild ableiten:

SCHAUBILD 7: Ableitung von W(F) aus dem Lorenzkurvenschaubild

L(F)

L) E—

W(Fo

L(Fo]

3 Vgl. RIESE, M. (1987), S. 249.
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W(F) ist eine nichtfallende Funktion im Bereich 0 < W(F) < 1, die ihr Maximum an
der Stelle F = 1 erreicht. Es gilt:

(63)  W(0) =_z(_l W) =1 ; dng)zglf)-dx(F)z o

Im Fall einer Einpunktverteilung ist W(F)=1 fir 0 < F < 1, bei einer extremen

Ungleichverteilung gilt fir 0 < F < 1 W(F) = 0 und W(1) = 1. Eine proportionale
Anderung aller Merkmalswerte und eine Vervielfachung der Population lassen x(F)

und Ly(F) konstant, damit auch W(F). Eine eindeutige Grofienbeziehung bei der

Durchfithrung eines Transfers, bei der Addition eines bestimmten Betrages zu jedem
Merkmalswert oder bei Durchfiithrung einer Nullenerginzung lafit sich nicht herleiten,
da die normierten inversen Verteilungsfunktionen sich &ndern und sich folglich
schneiden. Damit werden wesentliche Forderungen an ein Disparititsmafl von dem
Instrument W(F) nicht erfiillt.

Im Zusammenhang mit Lebensdauerverteilungen hat die Exponentialverteilung die
Funktion einer Referenzverteilung. In diesem Fall gilt fir x(F) = - In(1-F) und fiir
L(F)=F+(1-F)In(1-F), so daB sich W(F)=F ergibt.

Die Steigung kann auch formuliert werden als

(6.4) dW(F) _ F%(‘Fj mit 1(F) = (-‘11%‘(‘.—1;—&7 als Hazardrate4.

Die Differenz v(F) = M 0(F) - x(F) fithrt auf ein Vielfaches des Sekantenanstieges der
Funktion W(F) aus (1,1): v(F) = p- 170{F) s

An der Stelle F u entspricht 1 - W(F ﬂ) dem Schutzkoeffizienten:

(65)  W(F)=L(F)+(1-F)=1-5.

4 Vgl. CHANDRA, M. / SINGPURWALLA, N. D. (1981), S. 115.
5 Vgl. KLEFSJU, B. (1983), S. 911.
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Allgemein besteht folgender Zusammenhang zur durchschnittlichen absoluten Abwei-
chung von x(F)

1
(6.6) bry = J 1x(0) - x(F) |da
0
= (2F-1)x(F) +u(1-2L(F))
= w1 - 1(F) - XE1-py) 4 2B - pmys
67)  W(F)= 2,% [+ %(F) - 6]

Die Fliche iiber dieser "Adaptierten Lorenzkurve" entspricht dem Gini—Koeffizienten:

1 1
(6.8) S-WE)aF = [(1-LEF) - ﬂﬂﬂ(l-F))dF
0 0
_ 1J2rR . 1§_R= R

Ist W(0)=0, kann W(F) als Verteilungsfunktion einer Verteilung mit Merkmalsaus-
prigung F und Dichte interpretiert werden. R wire dann der Mittelwert dieser

Verteilung.

Die "Adaptierte Lorenzkurve" in Abhingigkeit von x ist eine steigende, konkave

Funktion:
(6.9) W(x) = L(x) + l"—t(l - F(x)) mit W(a) = 0und W(b) = 1,
X
_ 1-F
= f y y
0
2
dW(x) _1-F 4 dW x) _ _f(x)
X H dx? k

8 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 58.
7 Vgl. CHANDRA, M. / SINGPURWALLA, N. D. (1981), S. 115.
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In diesem Zusammenhang kann R als gewogenes Mittel der iiber (1 - W(x)) transfor-
mierten Variablen interpretiert werden:

b
(6.10) R= f(1- Wx))f(x)dx .
a

Aus der Definition einer Ordnungsrelation der Form

Definition 6.1: Die Variable X dominiert die Variable Y gemafi W(F) ( X < Y ), wenn
W

Wy(F) ¢ Wy(F) firalle0<F < 1,8

kann sofort gefolgert werden LX(F) < LY(F) fir 0 < F < 1und damit Ry > Ry

Uberlegung: Die Grofenbeziehung W (F) ¢ Wy(F) bedeutet, dafl die entsprechenden

Flichenstiicke A+B bei X in jedem Punkt F kleiner sind als die der Verteilung von Y.
Dies gilt auch in den Schnittpunkten der normierten inversen Verteilungsfunktionen.

Dort gilt aber Ji(&l(l “F)= uf( 1-F), dh. aus Wy(F) ¢ Wy(F) folgt fir diese

Stellen Ly(F) < LY(F). Wenn aber bei den Schnittpunkten der normierten inversen

Verteilungsfunktion eine derartige Grofienbeziehung zwischen den Lorenzkurvenwerten
vorliegt, dann mufl diese auch fiir den gesamten Bereich von F gelten, da die Fliche
unter den normierten inversen Verteilungsfunktionen gleich ist.

6.2 Die Gegenkurve zur "Adaptierten Lorenzkurve"
Betrachtet man nicht W(F) sondern 1 - W(F), — in den Schaubildern 5 bzw. 6 ent-

spricht dies den Flichenstiicken C —, gelangt man zu einer Kurve, die von KAKWANI
1984 als "deprivation curve" vorgestellt wird:®

(611)  D(F)=1- L(F) - ﬂpﬂu “F)<1-LF).

8 Diese Ordnungsrelation spielt im Zusammenhang mit Lebensdauerverteilungen eine wichtige Rolle.

9 Vgl. KAKWANI, N. C. (1984), S. 385ff. Vgl. dazu auch Kap. 6.4.
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D(F) gibt den Anteil an der Merkmalssumme an, den die (1-F)100% grofien Merkmals-
triger gegeniiber dem Grenzwert x(F) iiberschiissig haben:
1

(612)  D(F)= [ ’i(ﬂ)#'—"@ da.
F
D(F) ist eine monoton fallende Funktion:

(6.13) D(0)=1'£(%1S1;D(1)=0;dDF=-‘_‘F%F).<0.

Da D(F) = 1 - W(F), erfiillt auch D(F) die gestellten Forderungen an ein Disparitits-
maf nur sehr unvollstandig. 10

Fiir ein in [0,b] rechteckverteiltes Merkmal ist D(F) = 1 - F2. Ist das Merkmal expo-
nentialverteilt, gilt D(F) =1 - F.

D(F) 1aBt sich wiederum mit Sekanten— und Tangentenanstiegen der Lorenzkurve in
Verbindung bringen:

(6.14)  D(F)=(1- B - Xy = [Z(F)-’i(%l].

An der Stelle Fﬂ entspricht der Wert der Funktion dem Schutz—Koeffizienten:

(6.15)  D(F)=1-L(F)-(1-F,)=F, - L(F,)=

Allgemein gilt folgender Zusammenhang zu § X(F)

(6.16) 52-‘(‘— fi}’fﬁﬂn

Die Fliche unter D(F) entspricht dem Gini—Koeffizenten:
1 1
_ x(F _14R _1-R _
(6.17) E)[D(F)dF = 6/‘[1 - L(F) - —l(L—)(l -plr=4R_LR_g.

Analog Mu(F) bei der normierten inversen Verteilungsfunktion, kann man die Flache

unter D(F) bis zur Stelle F auf den Anteil der Merkmalstriger F beziehen. Es ergibt

10 Vgl. Kap. 2 und Kap. 6.1.
11 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 58.
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sich ein Koeffizient, den KAKWANI als verallgemeinerten Gini—Koeffizienten x(F)
vorschligt.1? Er 1afit sich in Beziehung zum Gini—Koeffizienten der an der Stelle F von
F

n
oben abgeschnittenen Verteilung R(F 71) =1-2 f L(q)dq bringen :
70y
F
n
(6.18) K(F) = Fl. S D(F)dF
70
F - L(F,)
= _ILF_7_+ L(F_)-R(F,).13
n 7 n

Auch hier lassen sich wieder die Kriterien an ein Disparititsmafl ansetzen:

k(F) ist nichtsteigend in F, da D(F) nichtsteigend in F ist. Fir F = 1 ist (1) = R. Bei
einer Einpunktverteilung ist «(F) = 0, im Fall der extremen Ungleichverteilung ist
k(F) = 1. Bei Durchfiihrung der Proportionalititsprobe bzw. bei proportionalen
Anderungen bleibt die normierte inverse Verteilungsfunktion konstant, damit auch
D(F) und «(F). Eine Verschiebung der Verteilung nach rechts fithrt zu einer Abnahme
von k(F).14

In Abhingigkeit von x 148t sich D(x) auch schreiben als

b b
(619)  D(x)=1-L(x) - X1-F(x)= [ l'TF(lldy =f (L;—"lf(y)dy.
X X

Insbesondere die letzten Darstellungsformen lassen sich vor dem Hintergrund des
Relative—Deprivation—Ansatzes erkliren, was eine Formulierung fiir den diskreten Fall
noch deutlicher zum Ausdruck bringt:

XX
ny ’

n
(6200  D(x) =3
j=i

12 Vgl. KAKWANI, N..C. (1984), S. 387.
13 Vgl KAKWANTI, N. C. (1984), S. 387, fiir die Herleitung siehe Anhang.
14 vgl. KAKWANI, N..C. (1984), S. 387f, Aussagen zum Transferaxiom.
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D(x;) kann als "Uberschufimerkmalssumme" an der Stelle x, interpretiert werden, aus-

gedriickt als Anteil an der Gesamtmerkmalssumme. Wiirde jeder Merkmalstriger zu-
nichst héchstens einen Merkmalsbetrag von maximal X zugewiesen bekommen, stiinde

ein Anteil von D(x;) zur Disposition. R ist demnach der durchschnittliche "Uberschuf-
b

merkmalssummenanteil”: R = f D(x)f(x)dx.
a

Eine einfache Dominanz fiir D(F) 148t sich wie folgt definieren:
Definition 6.2: Die Variable X mit Fy(x) dominiert die Variable Y mit Fy(x) gemif

D(F) (X 2 Y), wenn Dy(F) ¢ Dy(F) fiiralle 0 < F ¢ 1.
D

Diese Relation ist dquivalent Wy(F) > Wy(F) fir 0 < F < 1, damit folgt wieder
Ly(F) 2 Ly(F) und Ry < Ry.

6.3 Die "Liickenkurve"

Ein dritter Kurvenzug 1afit sich erzeugen, wenn man Flichenstiick D in Abbildung 5
bzw. 6 in Abhingigkeit von F in einem Koordinatensystem abtragt:

6.21)  A(F) = %EIF - L(F).

Jedet Funktionswert gibt den Teil an der Merkmalssumme wieder, der den 100F%
kleinsten Merkmalstrigern zur Verfiigung gestellt werden miifite, damit diese auf das
Niveau des groften Merkmalstragers dieser Gruppe kdmen:

F F
(622)  AF) = fEEL-Xahoq = f(XEL L xaygq.
0 0
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Dies entspricht z.B. im Rahmen der Armutsmessung dem Ausmaf des "Normalized
Deficit" in Abhingigkeit von einer wandernden Armutslinie z = x(F).15
Zu den vorhergenannten Kurvenziigen besteht folgende Beziehung:

6.23)  A(F)= "#_(El - W(F) = ’i@u—t‘- + D(F).

Jede Lorenzkurvensehne kann verstanden werden als gewogenes Mittel der
Funktionswerte von A(F) und D(F):

(6.24) F - L(F) = F D(F) + (1 - F) A(F).10

A(F) selbst ist eine nichtfallende Funktion mit Maximalwert EQ)-—;—L an der Stelle
F=1

(6.25) A(o)=o;A(1)=’%ﬂ-1;%{.ﬁ=%zo.

Im Fall einer Einpunktverteilung ist A(F) = 0 fir 0 < F < 1. Bei extremer
Ungleichverteilung gilt fir 0 < F < 1 A(F) = 0 und A(1) = x(1) — 1. Bei einer
proportionalen Anderung aller Merkmalswerte oder bei Durchfiihrung der
Proportionalititsprobe bleibt ’-‘—(#% und damit A(F) konstant. Bei Durchfithrung eines

Transfers, der Addition eines absoluten Betrages zu jedem Merkmalswert oder bei
Nullenerginzung indert sich die normierte inverse Verteilungsfunktion. Deshalb 1aBt
sich keine eindeutige Groflenbeziehung zwischen der alten und der neuen Liickenkurve
aufstellen.

A(F) kann wiederum aus dem Lorenzkurvenschaubild abgeleitet werden, wie
SCHAUBILD 8 zeigt.

Analog D(F) 148t sich der Sekantenanstieg aus (0,0) als relativierte Differenz zwischen
x(F) und M u(F) interpretieren:

(6.26) é.(p - ’i{)_;M_“(F)

15 Vgl. ATKINSON, A. B. (1987) zur Definition. Vgl Kap. 4.5 zur Armutsmessung.
16 Vgl. PIESCH, W. / WIRTH, S. (1995).

Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM
via free access



91

SCHAUBILD 8: Ableitung von A(F) aus dem Lorenzkurvenschaubild

L(F)

i

LF,)

»F

Wegen (6.23) und 6x(F) = p-[A(F) + D(F)]1" 148t sich A(F) auch schreiben als

(6.27) A(F) = %ﬂ + —"@%“;ﬁ ,

d.h. die relativierte durchschnittliche Abweichung wird um den halben relativierten
Abstand von x(F) zu p korrigiert. Man sieht sofort, daf an der Stelle x = p A(F) = S

gilt.

17 ygl. Form (6.6).
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Die Flache unter A(F) entspricht wieder dem Gini—Koeffizienten:

1 1 1
(628)  [A(F)MF= [ ig)-FdF - furr=1§ R 1-R_p
0 0 0

In Analogie zu (F) kann der durchschnittliche Liickenwert der 100F% kleinsten Merk-
malstriger ermittelt werden:
F
1 n
r
. = L(F .
(6.29) Fn 6} A(F)dF = L( TI)R(Fﬂ)

Er reduziert sich auf den mit L(F 7’) gewogenen Gini—Koeffizienten der 100F7’% -

kleinsten Merkmalstrager.
Driickt man die Liickenkurve in Abhéngigkeit von x aus, ergibt sich:

(6.30) A(x) = ;% - F(x) - L(x)
=0fﬂ%)dy=0f [x—;z] f(y)dy -

A(x) ist eine monoton steigende konvexe Kurve

2
d A(x) _ F(x) d A%(x) _ (x)
(6.31) —d—(-lx == 20,—§de =420

Vor diesem Hintergrund 148t sich R auch schreiben als:

b
(6.32) R=f A(x)f(x)dx.
a

R 148t sich also im obigen Sinne als durchschnittliches "Normalized deficit" interpre-
tieren, wenn A(x) als "Normalized Deficit" in Abhingigkeit von der wandernden
Armutslinie z = x interpretiert wird.
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Auch fiir A(F) 148t sich eine Dominanzordnung definieren:

Definition 6.3: Eine Variable X mit Fx(x) dominiert eine Variable Y mit Fy/(x) gema8
A(F) (X 2 Y), wenn Ay(F) > Ay(F) firalle 0 <F< 1.
A

Daraus folgt (analog der Beweisfiihrung fiir W(F)) Ly(F) ¢ Ly(F) fiir alle 0 < F < 1
und RX > Ry.

6.4 Interpretationsmoglichkeiten dieser Kurven vor verschiedenen Anwendungs-
hintergriinden

Diese drei Kurvenziige finden ihre Anwendung in sehr unterschiedlichen Bereichen. Als
Einstiegsbeispiel soll dabei der Zusammenhang zwischen der Interpretation des Gini—
Koeffizienten als Erwartungswert eines Spiels nach PYATT!® und den oben eingefiihr-
ten Kurvenziigen aufgearbeitet werden:

PYATT betrachtet in seinem diskreten Ansatz einen Spieler i mit Einkommen X;, der

aus einer Urne mit den Einkommen aller Individuen das Einkommen eines anderen
Individuums X; zufillig zieht. Ist dieses grofer als seines, erhalt er die Differenz X - X

ausgezahlt, andernfalls bekommt er nichts. Die Auszahlungsvorschrift 1a8t sich also
abbilden durch Ma.x(O,xj - x;). Bestimmt man nun den Erwartungswert dieses Spiels

bezogen auf den Spieler i, gelangt man letztlich zu uD(x,):

(633) LT Max(0x -x)=1
. =1 IR

RSE]

(x‘j - x;) = uD(x;), X < X1

Der Durchschnitt dieser Erwartungswerte entspricht dann gR.

Variiert man den Auszahlungsmodus entsprechend, so erhdlt man die anderen Kurven-
ziige in Abhéngigkeit von x und zwar in nicht relativierter Form. Bestimmt man an-
schliefend den durchschnittlichen Erwartungswert aller Spieler, so fiithrt das auf Aus-
driicke, die mit R zusammenhéangen.

18 Vgl. PYATT, G. (1976).
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Auszahlungsvorschrift Erwartungswert durchschnittl.
von Spieler i Erwartungswert

Max(0, x; - xj) pA(x;) LR

K- Ma.x(O,xj - xi) ,uW(xi) #(1-R)

= Min(p,p - xj + xi)

xj fiir x; 2 xj
1-R
0 fiir x; < X ”L(xi) ”'("2_)

Weitere Anwendungsmoglichkeiten im Rahmen

— der Zuverlassigkeitstheorie (Analyse von Lebensdauerverteilungen)

und eng verwandt

— von Lebenstafelbetrachtungen, wo die Variable X "Lebensalter" betrachtet wird,

— dem soziologischen Ansatz der Messung der relativen Deprivation, die iiber in
Einkommenseinheiten gemessenen entgangenen Nutzen operationalisiert wird, sowie

— eines Ansatzes aus der Wohlfahrtstheorie

werden im folgenden kurz vorgestellt. Dabei werden einfilhrend die Zielsetzungen dieser

Methoden erliutert, um anschliefiend in einer Ubersicht das bereits bekannte Instru-

mentarium vor dem Hintergrund der speziellen Anwendung neu zu benennen.

Im Rahmen der Zuverlassigkeitstheorie werden Lebensdauerverteilungen!® analysiert.
Ausgangspunkt ist eine nicht-negative Variable X "Verweilzeit/Lebensdauer" mit Ver-
teilungsfunktion F(x), die in diesem Zusammenhang "Ausfall- oder Lebensdauerver-

teilung" genannt wird. 1-F(x) heift Zuverldssigkeits— oder Uberlebensfunktion von X.
X
X

und die mittlere restliche Lebensdauer v(x) = E(X-x|X>x) = M o(x) - x. Eine

Wichtige Kenngrofien einer Verteilung sind die sogenannte Hazardrate r(x) = f

wesentliche Charakterisierung von Verteilungen erfolgt iiber die Einfiihrung von

19 Vgl. BARLOW, R. E. / PROSCHAN, F (1975).
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(Schiefe)ordnungen. Dabei werden zwei grundsitzliche Ansitze unterschieden: Der

Vergleich einer gegebenen Verteilung x

— mit einer beliebigen anderen Verteilung bzw.

— mit der Exponentialverteilung, die in diesem Zusammenhang die Funktion einer
Referenzverteilung einnimmt.

Eine besondere Rolle fiir diese Analyse spielt die "normierte Total-time—on—test"—
Funktion?0, die mit W(F) iibereinstimmt. Uber Eigenschaften dieser Funktion lassen
sich eine Reihe von Ordnungsrelationen bzw. Klassifizierungen von Verteilungen erldu-
tern. Beispielsweise entspricht die Dominanzrelation WX(F) > WY(F) fiir 0< F < 1 der

Aussage Variable X ist mehr "New better than used in expectation" als Y . Ausfiihr-
liche Uberlegungen zu den fiir Lebensdaueranalysen gebriuchlichen Dominanzrelationen
und deren Beziigen zur Lorenzkurve werden in Kapitel 9.6 angestellt.

X
Da W(x) = f &E—(ﬁl dy als der bis zum Zeitpunkt x verbrauchte Anteil an der
0
Gesamtverweilzeit interpretiert werden kann, kann 1-R als gewogener Durchschnitt
dieser Anteile gedeutet werden:

b x
(634)  1-R= Of Of (%(mdy f(x)dx.

Die im Rahmen von bevolkerungsstatistischen Untersuchungen betrachteten Sterbe-
tafeln werden z.B. zur Ermittlung der Lebenserwartung (bei der Geburt oder fiir ein
bestimmtes Alter) oder auch zur Analyse von Todesursachen herangezogen. Sie sind in
der Regel nach Geschlecht und Altersjahrgang gegliedert, die daraus abgeleiteten Aus-
sagen beziehen sich also auf die Zeiteinheit "Jahre". Einige Autoren haben versucht,
das fiir das Gebiet der Ungleichheitsmessung entwickelte Instrumentarium auf Sterb-
lichkeitsiiberlegungen zu iibertragen:

— 1-R wird von HANADA (1983) als Ma# fiir die "Equality of length of life" vorge-
schlagen.

20 Vgl. z.B. KLEFSJU, B. (1983), S. 907.

Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM
via free access



96

— SILBER (1983) schlagt in Analogie zu den Einkommensgleichheitsiquivalenzen?! vor
"dquivalente Lebenslangen" als Indikatoren zur Messung des Entwicklungsstandes
eines Landes zu entwickeln.

x x
Da f E’L@)- dx = f ﬁx—;;zl f(y)dy als relativierter Verlust an Lebenszeit bis zum Alter
0

x interpretiert werden kann, ist R nichts anderes als ein gewogenes Mittel dieses relati-
vierten Verlustes.

Mit der Messung der relativen Deprivation wird versucht, den Schaden (entgangenen
Nutzen) von Individuen zu quantifizieren, den sie erleiden, weil ihr Einkommen (oder
eine andere 6konomische Variable) niedriger ist als das anderer Individuen. Dieser
Kerngedanke geht auf RUNCIMAN?? zuriick, der davon ausgeht, dafl das AusmaB an
Deprivation eines Individuums, ein Einkommen in Hohe von x nicht zu erreichen, umso
grofler ist, je hoher der Anteil der Leute ist, die dieses Einkommensniveau erreichen
bzw. iberschreiten. Dieser Gedanke wird von YITZHAKI in folgende Definition des
Ausmafles an Deprivation eines Individuums i mit Einkomen x umgesetzt:

b
(6.35)  Dyx) = [ (1-F(y))dy.2.
X

Eine alternative Interpretation dieses Erklirungsansatzes greifen HEY/LAMBERT24
auf, da gilt:

b b

(636)  Dy(x) = [ (y-x) f(y)dy = [ d(xy) f(y)dy.2s
X 0

21 Vgl. Kap. 4.2.1.1.

22 Vgl. RUNCIMAN, G. W. (1966).

23 Vgl. YITZHAKI, S. (1979), S. 322 und (1980,1982a).
2 vgl. HEY, J. D. / LAMBERT, P. J. (1980), S. 567
25 Vgl. KAKWANI, N. (1984), S. 385.
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Hier kann D;(x) als durchschnittliche Deprivation eines Individuums i mit Einkommen

x verstanden werden, wobei d(x,y) das Ausmaf an Deprivation angibt, welches i er-
leidet, wenn es sich mit einem Individuum mit Einkommen y vergleicht. Je nach Spezi-
fizierung von d(x,y) gelangt man zu verschiedenen in der Literatur vorgeschlagenen
Ansitzen.

y—=xfiry > x

Als einfache mogliche Quantifizierung ergibt sich oben dann d(x,y) = .
0 firy<x

Dieser Ansatz fithrt zu D;(x) = uD(x), wobei x als maximale durchschnittliche Depri-

vation eines Individuums mit einem Einkommen von Null zu interpretieren ist.26 Da
D(x) fallend und konvex ist, nimmt die individuelle Deprivation mit zunehmenden
Einkommen iiberproportional ab.

Neben dem Ausmaf an Deprivation eines Individuums kann auch das Satisfaktions-
niveau eines Individuums §,(x) quantifiziert werden.

YITZHAKI?? schldgt dafiir folgende Funktion vor:
X
(637)  S(x) = [ (1-F(y))dy = 4 - W(x).
0

w stellt das durchschnittliche Ausmaf} an Satisfaktion eines Individuums mit dem maxi-
malen Einkommen x = b dar. D;(x) und Si(x) erginzen sich bei diesem Ansatz zu p.

Eine alternative Definition von HEY/LAMBERT?28 stimmt mit x A(x) iiberein:

x b
(638)  S*(x)= [ F(y)dy = [ s(xy) fly)dy = s Ax)
0 0

0 firx<y

mit s(x,y) = {

x—y fiir x > y'

26 Vgl. KAKWANI, N. (1984), S. 387.
27 Vgl. YITZHAKI, S. (1979), S. 322.
28 Vgl. HEY, J. D. / LAMBERT, P. J. (1980), S. 572.
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Somit gelangt man je nach Wahl der Bewertungsfunktion zu einer der drei Kurven in
Abhingigkeit von x, wenn noch durch die Bezugsgrofie 1 geteilt wird.

pR  bzw. p(1-R) ergibt sich demnach als gewogenes Mittel der individuellen
Deprivation— bzw. Satisfaktionswerte und kann damit als Ausdruck des Ausmafles der
gesellschaftlichen Deprivation bzw. Satisfaktion interpretiert werden.

b b
(6.39) uR = [ Dy(x) f(x)dx = [ $,¥(x) f(x)dx baw. u(1-R) = ['S,(x) f(x)dx.

0 0 0
Verallgemeinerte Formen fiir eine individuelle Deprivationsfunktion werden von
BERREBI/SILBER?29 und CHAKRAVARTY 30 vorgeschlagen.

DAGUMS3! fithren drei grundlegende Prinzipien aus der Wohlfahrtstheorie3? zu der
Herleitung von Gini—"loss—", "disutility—" und "utility"—Funktionen, die mit A(x) und
W(x) in Verbindung gebracht werden konnen. Grundgedanke seines Ansatzes ist, das
Einkommen x eines Individuums in einen Nutzenteil U ("utility" als individueller
Beitrag zur sozialen Wohlfahrt) und Verlustteil S ("loss" als individueller Beitrag zum
gesellschaftlichen Verlust) aufzusplitten. Diese sind jeweils Funktionen in Abhéngigkeit
von x und F(x):

(6.40) x = S(x,F(x)) + U(x,F(x)).33

Teilt man die Verlustfunktion durch das Durchschnittseinkommen u, gelangt man zu
der Schadensfunktion V(x,F(x)) ("disutility—function").34

29 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1985).
30 Vgl. CHAKRAVARTY, S. R. (1990).
31 Vgl. DAGUM, C. (1990 und 1993).

32 Priferenz fiir mehr Einkommen, Aversion gegeniiber Ungleichhet und interpersonelle Vergleiche vo
Nutzen und "disutility"; Vgl DAGUM, C. (1993), S. 6.

33 Vgl. DAGUM, C. (1993), S. 8.
34 Vgl. DAGUM, C. (1993), S. 9.
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Die durchschnittliche soziale Wohlfahrt ("average social welfare") bzw. der durch-
schnittliche soziale Verlust ("average social diswelfare") ergeben sich als arithmetisches
Mittel der Einzelnutzen bzw. —verluste. Diese erginzen sich folglich zu p:

(641)  u=E(S(xF(x))) + E(U(xF(x))).

Als UngleichheitsmaB kann dann die durchschnittliche Schadensfunktion

_E(S(F() _ - E(U(xF(x))
(642)  B(V(cF(x)) = ASFC) _ ¢ - B(U

angesehen werden.38

Fir das Ungleichheitsmal Gini—Koeffizient entspricht in diesem Zusammenhang
V(x,F(x)) der Funktion A(x) und U(x,F(x)) entspricht pW(x)37.

Die folgende zusammenfassende Ubersicht benennt das vorgestellte Instrumentarium
entsprechend den jeweiligen Sachverhalten.

[UBERSICHT 5: Interpretation der in Kapitel 6 vorgestellten Kurvenziige vor
verschiedenen Anwendungshintergriinden (MMT = Merkmalstriger)

35 Vgl. DAGUM, C. (1993), S. 9.
36 Vgl. DAGUM, C. (1993), S. 9.
37 Vgl. DAGUM, C. (1993), S. 12f.
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ZEITVARIABLE

EINKOMMENSEINHEITEN

Lebensdauerverteilungen Sterbetafelbetrachtungen Konzept der individuelles Einkommen
"relativen Deprivation"
Merkmal x; Verweilzeit Lebensalter Deprivation als entgan— individuelles Einkommen
! gener Nutzen
uw durchschnittliche Lebenserwartung im maximale durchschnitt— Durchschnittseinkommen
Verweilzeit Alter 0 liche Deprivation eines
Individuums bei
_fy=xfiry>x
d(x’Y)—{O firx <x
Merkmalssumme X Gesamtverweilzeit insgesamt durchlebte Gesamteinkommen
Jahre
M (F)bzw. Mu(x) durchschnittliche Ver- durchschnittliches Ster- durchschnittliches Aus- Durchschnittseinkommen
u weilzeit der 100 F % bealter der Personen, maf an Deprivation von der 100 F % kleinsten
kleinsten Elemente die vor Erreichen des Individuen mit Einkom- Merkmalstrager
x-ten Lebensjahres ge- men x durch ein Indivi-
storben sind duum mit Einkommen
y > x, wobei
_[yfiry>x
d(x’y)_{ofiiry<x
M_(F) bzw. M O(x) durchschnittliche Ver- durchschnittliches Ster- durchschnittliche indi- Durchschnittseinkommen
° weilzeit der 100 (1-F)% bealter derer, die das viduelle Satisfaction ge-
groften Elemente Alter x erreicht bzw. geniiber Individuen, die

v(F)=M_(F) - x(F)
bzw. M (x) - x

1(F) bzw. r(x)

mittlere, restliche
Verweildauer

Hazardrate,
Ausfallrate

iiberschritten haben

Lebenserwartung im
Alter x

"Force of mortality"
"Sterbeintensitat"

weniger als X verdienen
mit

_[yfirx>y
S(X’Y)—{Oﬁirx<y

durchschnittliches
UberfluBeinkommen

00T
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Lebensdauerverteilungen

Sterbetafelbetrachtungen

Konzept der
"relativen Deprivation"

individuelles Einkommen

L(F) bzw. L(x)

Anteil der Verweilzeit
der 100 F % kiirzesten
Elemente an der Gesamt-—
verweilzeit

Anteil der bis zum Zeit-
punkt x verbrauchten
Zeit an der Gesamyver—
weilzeit

Anteil der ab dem Zeit—
punkt x noch zu ver-
brauchenden Zeit an
der Gesamtverweilzeit

bis zum Zeitpunkt x
bereits entgangene
Verweilzeit, ausge—
driickt als Anteil an
der Gesamtverweilzeit

Anteil der von den bis
zum Jahre x Gestorbenen
durchlebten Jahre an der
Gesamtlebenszeit

Anteil der bis zum Zeit~
punkt x durchlebten Zeit
an der Gesamtlebenszeit

Anteil der zum Zeit-

punkt x noch verblei-
benden Lebenszeit an
der Gesamtlebenszeit

Gesamtverlust an Lebens-
jahren zum Zeitpunkt x,
ausgedriickt als Anteil
andeningesamt zu
durchlebenden Jahren

durchschnittliches Aus-
maB an Satisfaction
eines Individuums mit
Einkommen x, wobei

0 fiiry > x

S’(X:Y) = ‘% fiiry < x

durchschnittliches Aus—
mafl an Satisfaction
eines Individuums mit
Einkommen x, wobei

S =f (1‘_F‘(L1Ddy
0

durchschnittliches Aus-
maf an Deprivation
eines Individuums mit
Einkommen x, wobei

X firy >
dlxy)={ @ My 2x
0 firy<x

durchschniitliches Aus—
maf an Satisfaction
eines Individumms mit
Einkommen x,
wobei

0 fiiry>x

s(x.y) ={"_;Z fiiry <x

Anteil am Gesamtein—
kommen der 100 F %
kleinsten Merkmals—
trager

Anteil am Gesamtein—
kommen der 100 F %
kleinsten MMT sowie
der grofiten MMT bis
zur Stelle x

"Uberflufeinkommen"
als Anteil am Gesamt—
einkommen

"Fehleinkommen" bis
zur Stelle x als An-
teil am Gesamtein-
kommen

10T
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7. Kumulierte Lorenzkurven, daraus abgeleitete Disparititsmae und deren
Verallgemeinerung

Von der normierten inversen Verteilungsfunktion gelangt man zur Lorenzkurve , indem
man Flichenstiicke unter dieser Funktion sukzessive aufsummiert. Setzt man diesen
Vorgang an der Lorenzkurve und den so konstruierten Kurven fort, erzeugt man
Kurvenziige, die im folgenden "kumulierte Lorenzkurve »—ten Grades" genannt werden.
Dabei kann die Kumulation von unten oder von oben erfolgen. Die Funktionen sind
deshalb von Interesse, weil sie enge Beziige zu Minimum— bzw. Maximum—Mittel-
werten von Ordnungsstatistiken aufweisen, die wiederum Bausteine von Disparitits-
maflen eines bestimmten Typus sind. Daneben vermittelt dieser Ansatz, der grund-
legende Strukturen erkennen lifit, einen besseren Kenntnisstand von Zusammenhingen
zwischen %El und L(F). Die Verwendung eines allgemeinen Ansatzes verdeutlicht

dariiber hinaus, welche Wertungen auch der Verwendung der gebriauchlichen Mafe, wie
z. B. des Gini—Koeffizienten, inneliegen.

7.1 Von unten kumulierte Lorenzkurven

Die von unten kumulierte Lorenzkurve ist wie folgt definiert:

F

1) 19w = S L(*D(q)dq fir 0 < F<1undv=23..
0

mit 1) = 1), LOF) = %ﬂ

L(”)(F) ist fiir v > 1 eine steigende, konvexe Funktion mit L(V)(O) =0.

Die Funktionswerte selbst sind fiir » > 2 inhaltlich schlecht zu interpretieren. Sie lassen
sich aber sowohl in Abhingigkeit von gewogenen Werten der normierten inversen Ver-
teilungsfunktion als auch von gewogenen Werten der Lorenzkurve darstellen. Diese
Darstellungsformen erhilt man iiber eine unterschiedliche Anzahl hintereinander ausge-
fiihrter partieller Integrationen der Ausgangsdefinition.
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Es gilt fir v> 2
F

@) 10 =y S -0 1iaeg

firv>1 v
3 1¥m =l / (P-9)" X2 4q
bzw.
x(F)
e m =5l [ L g dldg
v: I x(O)ﬂ V! q

Da die kumulierten Lorenzkurven (v > 2) sich selbst aus der Lorenzkurve ableiten
lassen, iibertragen sich die meisten der fiir einen Disparitatsindikator geforderten
Eigenschaften?: Die Funktionswerte sind nichtnegativ. Einpunkt— und extreme Un-
gleichverteilung markieren einen oberen bzw. unteren Grenzverlauf, der jedoch von der
jeweiligen Kumulationsstufe abhingt. Proportionale Veridnderungen lassen L(V)(F)
konstant, die Addition eines positiven Merkmalbetrags zu jedem Beobachtungswert
fiihrt zu einer kumulierten Lorenzkurve, die oberhalb der alten liegt. Transfereigen-
schaft sowie Verhalten bei Proportionalitdtsprobe und Nullenerginzung bleiben erhal-

ten.3

Aus der Definition der kumulierten Lorenzkurven folgt L(V_l)(F) > L(V)(F) fiir v > 2
und 0 < F < 1, wie folgende Uberlegung zeigt:

Man betrachtet die Differenzfunktion DF(F) = L(V—l)(F)F - L(")(F), die wegen F < 1
stets kleiner gleich L(V'l)(F) -1 )(F) ist, und zeigt, daB DF(F) Werte grofler gleich
Null annimmt fiir 0 ¢ F < 1.

1 Vgl. MULIERE, P. / SCARSINI, M. (1989), S. 316 und ARNOLD, B. C. (1987), S. 82.
2 Vgl. Kap. 2 und Kap. 3.2.

1.
3 Eine Normierung auf Lr(ly)(l) = 1 fiihrt zu Lx(lu)(F) = Z L(V)(F). Es ist dann
1:v

F
V.o -
LxEU)(F) = -Tlu—l- fL(V 1)(u)du. Der Normierungsfaktor ist abhéngig von der Kumulations—
1.y
0

stufe. Die Zusammenhénge zu Lorenzkurven vorgelagerter Kumulationsstufen sind also recht
komplex. Einfache Beziehungen zu bereits bekannten Ergebnissen lassen sich daher nicht ableiten.
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Esist DF(0) = L D(oyo - L(0) = 0 und
pr(1) = LDy - L) = STl Uiy - ) 2 0.4

Die Ableitung nach F ergibt I0E(F) = 1(*-2)(p). 7 - L(*"D(F) » 0.

Damit verlduft DF(F) fir 0 < F < 1 im nichtnegativen Bereich, folglich auch
LD (F) - L) (F).

Fiir den Fall v = 1 gelten die gleichen Uberlegungen; die Ableitung

(v-1)
%_(E). = %}d('lg'm ist nichtnegativ.

So ergibt sich als Schaubild:
SCHAUBILD 9: Darstellung der von unten kumulierten Lorenzkurven

A
1
S
)
’__/L(B) ®
0 ’F

4 Vgl. Form (7.7).

Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM
via free access



106

Die Flache zwischen %El und L(F) erginzt sich zu 1-53—, da die schraffierten Flichen
oberhalb von () bis F_ baw. unterhalb von X(F) ab ¥ jeweils dem Wert des Schutz-

koeffizienten entsprechen, sich also ausgleichen. Allgemein gilt fiir die Fliche zwischen
zwei angrenzenden kumulierten Lorenzkurven:

1 1 1
(5) L1 Dwmar- LD Ear = FLODaP farvy2
0 0 0

1
und wegen L()(1) = S L 1)(F)ar

0
1 1

76) [ L") (F)ar - f LD F)ar = L) - 1)
0 0

D. h. diese flichenmafBige Darstellung findet (aufgrund der einfachen mathematischen
Beziehungen) ihre Entsprechung in einer Streckendarstellung auf der nichsthoheren
Kumulationsstufe.

Fiir einen Vergleich zweier Verteilungen 1afit sich in Analogie zur Lorenz—Dominanz-
ordnung eine Ordnungsrelation iiber die kumulierten Lorenzkurven definieren, die zum
Disparitdtsvergleich herangezogen werden kann:

Definition 7.1: Die Variable X mit der Verteilungsfunktion Fy(x) dominiert die Vari-

able Y mit der Verteilungsfunktion FY(y) gemif der kumulierten Lorenzkurve v—ten

Grades (X 2 Y),wenn L{(F) < L{)(F) fir 0 ¢ F ¢ 1und w3 1.
L 14

Gitt L{(F) < L{)(F) fir 0 ¢ F ¢ 1, dann folgt L) ¢ L{PI(E) far
0<F<1.

Fiir v = 1 gelangt man zur Lorenz—Dominanzordnung, v = 2 entspricht einer Ord-
nungsrelation, die ALZAID als "more lower Lorenz area"—Dominanz bezeichnet.5 Auf
diese Ordnungsrelationen wird in Kapitel 9.4.3 weiter eingegangen.

5 Vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 214.
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Fiir die Herleitun§ von Disparitatsindikatoren in Form einer Kennziffer ist insbeson-
dere der Wert L (1), d.h. die Fliche unter L(V'l)(F) von Interesse:

Darstellungsformen (7.2), (7.3) und (7.4) fiir F = 1 fithren wegen der aus Kap. 4.2.1.1
bekannten Schreibweisen der Minimum-—Mittelwerte .y direkt zu folgender grund-

legenden Beziehung:

1 M
e 1¥)= L2 e, =v a¥).
In Analogie zu

P1:2

(7.8) 1@y = [LE)ar=5R- 2

O\D—l

148t sich dann allgemein das Disparititsmaf I'(X, v) herleiten:

1
)4y _ (v-1) _1-D(Xw) _ F1iw
(7.9) L\¥(1) _Of LY E)R = S = o,
was zu
M.v .
(7.10) FrXpy)=1-—=, v=23.. fihrt.

L

Diese Klasse von Disparititsmaflen ist in der Literatur unter der Bezeichnung "ex-
tended Gini—Index" bekannté, wobei v = 3 dem sogenannten MEHRAN-Maf?

Koy
-3 entspricht.

Uber (7.2), (7.3) und (7.4) fir die Stelle F = 1 lassen sich danach alternative Dar-

stellungsformen von I'(X,v) erzeugen:

6 Vgl. z.B. KAKWANTI, N. (1980b), S. 444, YITZHAKI, S. (1983), S. 620 und YITZHAKI, S.(1991),
S. 236.

7 Vgl. MEHRAN, F. (1976), S. 808 und NYGARD, F. / SANDSTRUM. A. (1988), S. 30.
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Aus (7.2) ergibt sich:

1
(711)  T(X,9)=1-yw-1) [ (1-F)* 2 L(F)dF,¢
0

und damit wegen
1 1

(7.12) [ Fup-1) 1-F) 2R = [ o(1-F) R
0 0

die Darstellung von I'(X,v) als gewogene Konzentrationsfliche:

(7.13) f Y(v-1) (1-F)""2 [F-L(F))dF.

(7.3) fithrt zu einer Darstellung von I'(X,v) mittels gewogener Werte der normierten
inversen Verteilungsfunktion:

1
(114)  T(Xp) = 6/' [1 - v(1-F)*" Y "”F F.

oder wegen (7.12) zu

1 -
(7.15) rxy) = [ [1_ R 1 x(F)
0 (1-F)*LaF

O =4

Die Funktion J(F) =1 - 1/(1-F)V_1 ist streng steigend und konkav fir 0 < F < 1:

(7.16) GLE) = yo-1) (1-F) 2 > 0far 0 F < 1,022,
2
dI(F) - y-1)(r-2)(1-F)* 3 0 fir 0< F < 1, 03 2.

d
1
Zudem gilt f [ 1- V(l-F)V-l ]dF =0.
0

8 Vgl. YITZHAKI, S. (1983), S. 620.
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['(X,v) 148t sich, wie (7.15) zeigt, auch als Kovarianz interpretieren:
(717)  T(X,) = cov [% S 1-F)L J f [i(ﬂ 1l - f(1-F)*" }aF

Schlielich fiihrt (7.4) zu einer Interpretation, die als erweiterte GUMBEL-Darstellung
aufgefaft werden kann.®

b b
(7.18) rxy) = [ [ﬂ(&);}‘ﬂ(iﬂy]dxw__.fll— Ft()x)- (1- F(x))"4,
0
f[1 - F(x)]dx
0

b
= Of [1-Fx(x) - (1 - Fg(x))"Jdx mit X = %

d.h. I'(X,v) kann demnach als Fliche zwischen 1 - F)-{(J-() und (1 - F)'((;())V gedeutet
werden. 1t Da fiir v < k [1-F(x)]” > [1-F(x)]* fir alle x > 0 gilt, folgt [(X,») ¢ I(X,k) .2
Aus (4.25) 148t sich zudem folgende Ungleichung herleiten:

(7.19) r(X,p) ¢ V.2
,1(21/—1)

9 Vgl. Kap. 4.1 und 4.2.1.
10 Vgl. auch HANADA, K. (1983), S. 96: Vorschlag eines Gleichheitsindizes.

11 Die mittlere Differenz zwischen kumulierten Lorenzkurvenwerten fiihrt nicht, wie eventuell zu
erwarten, zu einem Vielfachen von I'(X,V), sondern lediglich auf eine Differenz zweier hherer
I'—Indizes. Es ist:

1 1

S [ 1 D) - 1 () |agar = 2 (1 @ypar - 2 f1)(m)ar
0 0

=My - 4 L) = %{1 -T(xY) - V+1),[1 [(X,v+1)).

Da I'(X,1) = 0 gilt, reduziert sich der Ausdruck fiir v = 1 auf% = 2R.
12 Vgl. dazu Kap. 4.2.1.
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SCHAUBILD 10: Darstellung von I'(X,v)

, A

E
X

xU

Betrachtet man abgeschnittene Verteilungen F im Bereich 0 < F ¢ < Fﬂ < 1, so lassen

sich Minimum—Mittelwerte hoheren Grades 4. (F {,F 71) ausdriicken als

(7.20) F) dF mit F

I
4
1 )
A
I
«N
w

/‘11, :

t
O"r—t

Da gilt )-c(f") = x(F), konnen daraus folgende Schreibweisen fiir v = 2,3... abgeleitet
werden:

F,
(7.21) by (Fe F)) =t u) [ ] 1 4 (F)dF
[ 5] Fe
F
(7.22) =ﬁ-‘%lx‘T/ i[ [FW-F]"'Z [L(F) - L(F ]dF. 53
n¢ 4

13 Vgl. Herleitung im Anhang.

Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM
via free access



111

Fir die von oben und unten abgeschnittene Verteilung 1aBt sich I'(X,v) dann wegen
(7.21) in Abhingigkeit von Werten der Lorenzkurve ausdriicken:

l‘l:l(Fan) = By (Ff’FTI)
#IZI(FE ) F’/)

(7.23) I(X,v) (FTI’FE) =

F

St e ]2 [ e

[ FFe |

L(F) - L(F,)

wobei p (F §’FTI) = p—pﬂﬁé— das arithmetische Mittel der abgeschnittenen
n

Verteilung ist.

Fiir v = 2 entspricht dies der Gini—Darstellung fiir abgeschnittene Verteilungen!4,
fiir v = 3 erhélt man eine Darstellung fiir das MEHRAN-Ma8:

F
n

=1- 6 S [F,-FI[L(F) - L(F )ldF.
3
[ eyre * [nrpueg |7

(124)  M(FF)

Eine Erweiterung des Schutz—Koeffizienten "als lingste Lorenzkurvensehne" kann auf
unterschiedliche Art und Weise vorgenommen werden, je nachdem welches die jeweils
betrachtete Grenzverteilung ist. Folgende Varianten bieten sich an:

1. Man betrachtet L(U)(F) gegeniiber der kumulierten Lorenzkurve einer Einpunkt-

F
. 1 -1 1
verteilung Lég‘)/(F) = F(U)(F) = Jr(u_—f)T q” 'dq = 7T Fv=1.2..
0

mit FO(F) = 1.

14 vgl. PIESCH, W. (1975), S. 81ff, andere Bezeichnungen.
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Als lingste Lorenzkurvensehne wird dann definiert
r25)  sW = F)F) - L)(F)| — max.

Als jeweils langste Lorenzkurvensehne ergibt sich dann fiir

v=1: s =,

v=2: s = |F@F) - LO(F)] — max
@) -1@y =} L7 R_E

v=3: s® = 1F®)p) - LO(F)| — max
—r®)) -1 )(1) ~-1 MM

vrd: s0) = p(M)(1) - 1Mr) = TN

D. h. dieser Ansatz liefert eine streckenméaflige Darstellung von %— bzw. l\g- und zwar in

einer Interpretation als langste Lorenzkurvensehne.

2. Analog dem Schutz—Koeffizienten S 1afit sich aber auch an den kumulierten Lorenz-
By
kurven der maximale Abstand zwischen (stets variierender) Diagonaler 7}—::F und

L(V)(F) bestimmen und interpretieren:15

(r26) s ¥= (’i}—” F - LOF)| — max.

Dieser Ansatz fiihrt zu einer Stelle F, an der gllt ;t = (1 )( F); diese wird im fol-

genden mit F bezeichnet.

Q_‘it
e
ASAN

Ky
15 Bs gitt L)1) = #

=,
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Wie der Schutz—Koeffizient selber, so kann diese Erweiterung interpretiert werden als
relativierte durchschnittliche Abweichung. Es ist:

*v) _ M.y _1(v)
(ran)  $V=GrpF, -LOF, )
1—# T
1 u b )
= %f v-1) ﬁmF = % f LD x) - ﬁ|f(x)dx,1e
0 a

Der letzte Ausdruck gibt die halbe durchschnittliche absolute Abweichung der
L(V_l)(x)—Werte von ihrem arithmetischen Mittel wieder.

Im Fall v = 1 gelangt man zu der bekannten Darstellungsform des Schutz—Koeffizi-
enten. Fir v =2 erglbt sich als maximale Lorengkurvensehne

*(2
(7.28) )—§f|LF) LRigp =1 [11(x) - LR I(x)ax
a
D. h. 1 LR wird in dlesem Zusammenhang als arithmetisches Mittel der transformierten

Werte L(x) interpretiert.

7.2 Von oben kumulierte Lorenzkurven

Analog der "kumulierten Lorenzkurve v—ten Grades" 1afit sich eine andere Klasse von
"héheren" Lorenzkurven erzeugen, die im Gegensatz zur "Kumulation von unten" an
der Lorenzkurve mit einer "Kumulation von oben" ansetzt. Statt F wird 1-F = F |
statt L wird 1-L = L betrachtet; die Lorenzkurve wird also um 180° gedreht.

- L(F) = I(F)

F
(r29) L@y = fD)g) agfir alleog F=1-F <1, v =23,..
0
und E((l))(F‘) 7([(1)

Il
o |
)

Fiir v > 2 ist () )(F‘) eine steigende, konvexe Funktion.

18 L(V)(x) = L(V)(F(x)) ist die kumnulierte Lorenzkurve in Abhéingigkeit von x.
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Folgende zu (7.2), (7.3) bzw. (7.4) analoge Schreibweisen ergeben sich:
F
r30)  LO)E) = gy fF-9? L@
v
bav.  LO)®) = gy f(@ B2 (- LM mit @ =1 - L(a),

? -_—
(7.31) E((V))(F) — (7}—1')1 Jf‘ (F—q)"'l X(@)gq
0

1
b, LO0®) = gl f (0! Xdq mit 3@ = x(a),
F

xa=F)
r32) L@ =.1 [p@Jr [ dxu(g)]
J_(E<’1=0)
x(1)
bow. L) = faemld - fgrr &xla),
x(F)

Auch hier 1dfit sich wieder eine Dominanzrelation definieren:

Definition 7.2: "Die Variable X mit Verteilungsfunktion Fy dominiert die Variable Y
mit der Verteilungsfunktion FY gemafl der von oben kumulierten

Lorenzkurve »—ten Grades (XI:(% )\)f), wenn I_,)(((V))(F) > fl{((ll))(p)
fir 0 CFe1.

Der Fall v=1 entspricht der Lorenz—Dominanzordnung, fiir » = 2 gelangt man zu einer
von ALZAID als "more upper Lorenz area""—Dominanz bezeichneten Ordnung.

17 ALZAID, A. A. (1990), S. 214.
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An dieser Klasse von Kurven lassen sich Maximum—Mittelwerte von Ordnungsstati-
stiken deuten, die wiederum Bausteine fiir eine von PIESCH 8’19 vorgeschlagene Klasse
von Disparitdtsmafien sind.

Analog I'(X,v) 1a8t sich I’(X,v) definieren als ein Disparititsma8, in das Maximum—
Mittelwerte eingehen:

By = b
(7.33) I'(X,v) = % .

I'(X,v) ist im Gegensatz zu I'(X,v) ein nicht normiertes Maf.
Day, < vp?, 148t sich die auf das Intervall [0,1] normierte Klasse von Mafien

. 1 Py K
(7.34) a(Xow) = oy =
einfiithren.

Der Spezialfall v = 3 in der normierten Version fithrt zu dem aus der Literatur bekann-

ten PIESCH—Maf2t:

(7.35) Pzé{%f—_ﬂ].

Aus (7.30), (7.31) und (7.32) lassen sich aufgrund der Beziehung

I =

wiederum alternative Darstellungsformen von I''(X,v) gewinnen.

18 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 131ff.

19 Vgl. DONALDSON, D. / WEYMARK, J. A. (1980), S. 76ff; diskreter Ansatz.
v

20 Vgl. Kapitel 4.2.1.1. Es gilt g K., = Vi

21 vgl. PIESCH, W. (1975), S. 134, NYGARD, F. / SANDSTRUM, A. (1985b), S. 401 und
NYGARD, F. / SANDSTRUM, A. (1988), S. 30.
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Aus (7.30) ergibt sich

(7.37) D(X,v) = fv-1) f (1-F)* "2 L(F)dF - 1

P
= Y(r-1) [ F*72 (1-L(F))dF - 1,

0
1
was wegen -V(U-l)fFV-z(l-F)dF = -1 iibergeht in
0

1
(X)) = fw-1) [FY4(F-L(F))dF.
0
Aus (7.31) folgt . )
(7.38) PX)=v [(1-F)] ELEIdF ~1=v [P %F -1
0 0

1
Da ufFV'ldF =1, ergibt sich
0

1
(7.39) Xy =v f Fl'-l[]'i(%l - 1]dF = cov [%, yFv1 ]

Die Funktion J(F) = vF L1 st stetig, streng steigend und konvex fiir 0 < F< 1,
v>2.

Mit Hilfe von (7.32) kann schiefilich eine alternative Erweiterung des GUMBEL—
Ansatzes formuliert werden (mit b = x(1)):
b

(7.40) FXV—-f[lFx)) (1-F(x)))dx

w®i=

b
S [ F(x) - F(x)” ] dx
0

[ F(x) - F)'((;c)y]dx

Il
S o
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SCHAUBILD 11: Darstellung von I"(X,v)

Als Erweiterung der Glasser’schen Ungleichung ergibt sich aus (4.24) eine Obergrenze
fiir (X, v):

(7.41) rXp)<v. —2L
Vv 2v-1
- F-F
Fiir eine abgeschnittene Verteilung F = —Fn_—F§ im Bereich 0 < F ¢ <F 7 < 11488t sich
der Maximum—Mittelwert ,uVV(F f’F ) fiir v = 2,3,... ermitteln als
F
_ v-1
(42) o (FpFy) =ty j [F F ] *(F)dF
[ Fte ] Fe
F
_ov(rlp j [F F ]"‘ [L(F,) - L(F)}F.22
F F
(e ] 7

22 Vgl. Herleitung im Anhang.
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Damit berechnet sich der Wert von I'’(X,v) fiir die abgeschnittene Verteilung als

#VZV(Ff’FTI) - lu’ll (ngFn)

(7.43) D(X,0)(F,F ) =

o balFg o Fy]
) P e (MR
Tor - I{é[ *"* | | o -

Fiir v = 2 gelangt man zu einer (alternativen) Darstellung von R bei einer abgeschnit-
tenen Verteilung. v = 3 fithrt zur Darstellung von 2P(F £,FT’):

F
n

3 . 1
oF) = S IF - FAL(F)-L(F))dF - 5.
[ P [ueperg ] "

(7.44)  P(F

*
In Analogie zu S(V) bzw. S (V), v =1,2,3... 1afit sich ableiten als langste Lorenzkurven-
sehne:

1. Im Vergleich zu einer Einpunktverteilung:

(7.45) 5,(") = | L(( ))( ) - (( ))(p) | — max
F
mitF((V j(—r)-yqdq —,—F fiir v = 1,2,3...
0
Dieser Ansatz fiihrt zu den Spezialfillen S fiir v = 1, %fﬁr v =2und -}3)— = DXy fiir

v=3.

B, _
2. Im Vergleich zur Diagonalen EV—J',/—F "

Byy — ()
(7.46) s*(V) = | LE - £()(F)| — max
1
_1 =((v-1)) 5 By 5
_§0f|L (F) - 757 | dF.
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Fir v = 1 ergibt sich wiederum §, fiir v = 2 stellt 2:2 4as arithmetische Mittel der

L
m
Transformierten I'.((V_l))(l'_‘(x)) dar.

Die Summe von I'(X,v) und I"(X,v) filhrt zu der relativierten Differenz zwischen

K., _ K.
Maximum— und Minimum—Mittelwert w—ly

Zwischen P, M und R besteht die Beziehung 2P + M = 3R23, die sich iiber die Mittel-
wertsdefinition der Indizes sehr schnell nachweisen 1a8it:

Wegen Relation (4.17) fir v = 3, r = 2 und v = 3, r = 1 gilt bei Differenzbildung der
beiden Gleichungen

(7.47) 2i3.3 = 2.3 = 3lg.g ~ iy
S202P - p+p-2u(1-M)=3-24-R
@2 +1-1+M=3R.

o R= P+§M

winNy

R ist also ein gewogenes Mittel von P und M.

NYGARD/SANDSTROM haben fir R, P und M Punktschitzer sowie Schitzer fiir
deren Varianzen entwickelt und gezeigt, dafi diese Punktschitzer asymptotisch normal-
verteilt sind.2¢ GIORGI/PALLINI stellen ebenfalls Punktschitzer fiir R, P und M vor,
die asymptotisch normalverteilt sind. Auf der Basis eines Monte—Carlo—Experimentes
prifen sie die Schnelligkeit der Anpassung an die Normalverteilung dieser drei
Schétzer. 25

23 Vgl. NYGARD, F. / SANDSTRUM, A. (1988), S. 26.
24 Vgl. NYGARD, F. / SANDSTRUM, A. (1985a,1985b).
25 Vgl. GIORGI, G. M. / PALLINI, A. (1987b, 1990).
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[UBERSICHT 6: Zusammenfassende Ubersicht der in Kapitel 7 bisher vorgestellten
Mafle
'}:umulierte Lorenz— L(V)(F) I_,((V))(F)
urve
fhy.q= K. By, - K.
labgeleiteter I(X,y) = L1 Lv D(X,) = v Hi
F1:1 P11
. ¢ v-1 _ X Lv-1
Index —cov[ﬁ,-u(l—Fx) ] —cov(ﬁ,z/FX )
, Fy.y P11
Pl = oy
By.qmHe. Ho.g= Hq.
p =2 R =-11712 R =22 M1
H:1 11
F1:17M1:3 H3:3” 11
v =3 M= - -2 r’(X,3) = P= —; :
F1:1 n 2w,

7.3 Der allgemeine Disparitatsindex I von PIESCH und MEHRAN

I(X,v) und I’(X,v) bzw. T’} (X,v) bilden jeweils eine Unterklasse einer von PIESCH?¢

und MEHRAN?7 vorgeschlagenen allgemeinen Form eines Disparititsindexes

1 1
(148) 1= [ J(F) ﬂ“—?dF mit J(F) = V(F) - [1-V(F)dF steigend in F .
0 0

28 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 130ff.
27 Vgl. MEHRAN, F. (1976), S. 805ff.
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I 1aBt sich auch als Kovarianz und als gewogene Konzentrationsfliche darstellen:
1

(149) 1= [V (F)(-(_l 1)dF = cov(_(_l V(F)) = cov(’-‘@l I(F))
0

1
(150) 1= f$F(F-L(P)AF
0

Uber (6.23) 14ft sich zudem ein Zusammenhang zu den in den Kapiteln 6.2 und 6.3
vorgestellten Kurvenziigen herstellen:
1 1

(7.51) 1= [V(F)A(F)dF - [ V(F)D(F)dF

0 0
Diese Mafe erfiillen das Transferprinzip, wenn J(F) strikt steigend ist. Sie sind im Fall
einer Einpunktverteilung null, sonst positiv. Proportionale Anderungen mit b > 0
lassen I konstant, da sich weder J(F) noch % indern. Eine Verschiebung der Vertei-

lung um a > 0 Einheiten (Y = a + X) fiihrt zu einer Abnahme des Indexwertes. Dies
1afit sich bspw. unter Anwendung des Satzes von HERZEL2?® nachweisen, wenn die
normierten inversen Verteilungsfunktionen als Gewichtsfunktionen interpretiert
werden, da Ly(F)< Ly(F) fir 0 ¢ F ¢ 1  gilt. Allgemein fihrt eine

Llneartransformatlon Y=a+bX mit a 2 0 , b>0 zu dem Zusammenhang

a+bx (Fy) buyI
X XX . .
IY f (F Y3 _bx_. dFX = Fen Die Durchfiihrung der

Proportlonahtatsprobe 1aft den Indexwert unverdndert, da nur eine Abhingigkeit von
der normierten inversen Verteilungsfunktion besteht. Bei Nullenerginzung ergibt sich
ein Ansteigen des Indexwertes, was sich wiederum iiber den Satz von HERZEL
nachweisen 1afit.

Es stellt sich die Frage, ob auch fiir I eine flichenméflige Darstellungsform gefunden
werden kann. Dazu soll eine allgemeine Darstellungsart der Kovarianz cov(Y,g(Y))

28 vgl. HERZEL, A. (1971), S. 31ff.
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vorgestellt werden29, wobei Y > 0 und g(Y) > 0 oder g(Y) < 0 iiber den gesamten
Bereich [a,b] angenommen wird :30

b b
(7152)  cov(g(¥V),Y) = [yg(¥)y(y)dy - pys, mit 4, = J g(u)fy(u)du
a
O LIS

Y g(x)fy(x
= gf Fldy  mit Fy(y) = [ﬁﬂg_\(_(_)

Fg(x) mit g(x) > 0 ist in der Literatur als "weighted distribution" bekannt und spielt in

8(y) Ty (y)
Kapitel 8 noch eine zentrale Rolle. Die Funktionen fy(y) und fg(y) = —ﬂ—Y—
8

weisen fiir g’(y) > 0 bzw. g’(y) < 0 fiir alle y genau einen Schnittbereich fiir He = g(y)

dx.

auf. Damit schneiden sich Fg(y) und FY(y) im Bereich (a,b) nicht. Ist bspw. Mg >0

und g'(y) > O fiir alle y, folgt fy(y) > fg(y) @ py > g(y)- Da die Fliche unter beiden

Funktionen auf Eins normiert ist, kann gefolgert werden Fy/(y) > F g(y) fira<y<b.

Entsprechend gilt fiir

(y) < 0: £ f F i
Hg > 0 und g'(y) € 0:y(y) > £(y) & 4, > g(y) = Fyly) < Fyly) fira <y <,

pg < 0und g'(y) 2 0: fy(y) > £(y) = pp <g(y) = Fy(y) <F,(y) fira <y <b,

! <0: F i .
pg < 0und g(y) < 0: fy(y) > £.(y) & pp <g(y) = Fy(y) > Fyly) fira <y <b

Eine Ubertragung auf I mit V*(F) > 0 fiir alle F fithrt zu zwei Ansitzen:
1. Man setzt Y = V und g(Y) = x(V):

F ist interpretierbar als Verteilungsfunktion F(F) einer in [0,1] rechteckverteilten Vari-
ablen F. Folglich ist die Dichte f(F) = 1. Die Transformierte V(F) ist damit rechteck-

29 Vgl. YITZHAKI, S. (1990), S. 167.
30 Vgl. auch YITZHAKI, S. (1990).
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\%
verteilt in [V(0),V(1)] und hat die Verteilungsfunktion F(V) = Jr f(V)dV, wobei der
V(o)
allgemeine Zusammenhang der Dichten f(F) = {(V )[ ] gilt. Dies fiihrt zu He = g
Damit ist (1) (F)
V(1 V(F
x(V A(V,)
(7.53) cov(ﬂﬂ%,V) = [ FV) - F(VIaV mit F(v) = J© — 2"V,
V(0) (0)

egen u_ > 0 und g’ =x > 0 kann schliefilic! > ir alle V gefolgert
N , dg(V \% k hliellich F(V Fgi alle V gefol

werden kann.
Wihlt man bspw. V(F) = 2F ergibt sich folgende Ausdrucksform fiir R in einem Schau-
bild mit V an der Abszisse:

(7.54) R=[[05V - O,SfTXQdVO]dV.
0 0

2. Man setzt Y = X und g(Y) = g(X).

Umgekehrt ergeben sich dann Flichendarstellungen proportional zu I in einem Schau-
bild mit der Variablen X an der Abszisse, d.h. letztlich analoge Darstellungsformen zur
GUMBEL-Form von R.

Folgende Spezialfille sind bereits bekannt:

Fy(u)
Lgx) = Fx(x) = Fyl f o ix(du = Fy(x)? = cov(x,E%l) = iy Ry,

. (u)u-l
2. g(x) = Fx ()" f T fx(w)du = Fy (x)”
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1 l-Eyw y
3.g(x) =-[1-Fy(x)]" "= Fg(x) =f —_ﬂu——fx(u)du = [l-Fx(x)] -1
a
= cov(xB&) = 4 r(x,p),
o
x 2
ufy(u) o
X g(X) X
4.g(x)=x=F (x) = u = Ly(x) = cov(X, ) ==
8 af Iy X ke by
Wihlt man X= % statt X, erhdlt man direkt Darstellungformen der Indizes.

Fiir eine Auseinandersetzung mit alternativen Erweiterungsvorschligen von R, bspw.
von BERREBI/SILBER (1981), CHAKRAVARTY (1988,1990) oder BUTLER/
MCDONALD (1989) wird an dieser Stelle auf die Literatur verwiesen.
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8. Die Korrelations—Lorenzkurven und einige Anwendungsmaglichkeiten

Als eine Abwandlung der Lorenzkurven kann man die Korrelations—Lorenzkurven
("concentration curves"!) verstehen. KAKWANTI (1977/1980a) bespricht sehr ausfithr-
lich diese Kurvenziige, deren Grundprinzip schon lange vorher, u.a. von BLITZ/ -
BRITAIN (1964) vorgestellt wurde. Dieses Instrumentarium bietet eine Darstellungs-
moglichkeit des Zusammenhangs zweier korrelierender Merkmale X und Y, wobei von
einer funktionalen Beziehung zwischen X € [a,b] und Y = g(X) > 0 ausgegangen wird.
Dabei werden kumulierte Grofien betrachtet. Der Verteilung von X, dargestellt iiber

Fx( x) wird die Verteilung von Y iiber F f ——du gegeniibergestellt. F_(x)

g(x
entspricht dabei quasi der ersten Momentvertellung des Merkmals Y, welche jedoch
nach der GroBe von X kumuliert wurde.

Da sich dieses Konstruktionsprinzip allgemein auf die Beschreibung des Zusammen-
hangs zweier Merkmale bezieht, ist es naheliegend, daf8 es in der Regel nicht die Dis-
paritat eines Merkmals darstellen kann. Spezialfille lassen sich jedoch ausnehmen.

In Abschnitt 8.1 werden zunichst Grundbegriffe, wesentliche Eigenschaften und Theo-
reme dieser Kurven sowie ableitbare Indizes eingefiihrt. Kapitel 8.2 befafit sich dann
explizit mit dem auch in der Literatur sehr ausfiihrlich behandelten Thema der
Variablenaggregation. Anschlieflend werden in 8.3 einige sehr unterschiedliche Anwen-
dungsbereiche dieses Instrumentariums vorgestellt. Auf diesem Gebiet hat insbesondere
YITZHAKI gearbeitet, der eine grole Bandbreite von Anwendungsmoglichkeiten dieser
Instrumente aufzeigt.

8.1 Grundbegriffe und zwei wesentliche Theoreme
Ausgangspunkt ist ein nichtnegatives Merkmal X im Intervall [a,b] mit der Vertei-

lungsfunktion F(x) sowie ein Merkmal Y, welches aus X iiber eine Transfomations-
funktion Y = g(X) hervorgeht. g(x) ist eine stetige Funktion mit g(x) > 0 fiir x 2 0,

L KAKWANI, N. C. (1980a), S. 157.
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b

deren erste Ableitung existiert.2 Mit He = f g(x) f(x)dx wird der Mittelwert von Y
a

bezeichnet.

Man definiert

81)  F(x)=i
g ) #g

Fiir die Ableitung gilt:

g(u) f(u)du mit Fg(a) = 0 und Fg(b) =1.

9"\‘%

ng( x)

(8.2) &

= B(x)-f(x) _ N

by f g(x) > 0.
In der Literatur3 ist die Verteilung fg(x) bzw. Fg(x) auch als "weighted distribution"
bekannt und ist Basis einer Vielzahl von Anwendungen. Mit g(x) = x ist Fg(x) = L(x).
Die Beziehung zwischen F[g(x)] und Fy(x) wird als Korrelations—Lorenzkurve ("con-

centration curve") der Funktion g(x) bezeichnet.4

X g(x(R)

x)
0 “g

(83)  Fy(F

dF mit Fg(O) =0 und Fg(l) =1

Zur Herleitung wird das normale Graduationsschema um einen Schritt erweitert: Nach
der Inversion wird x(Fy) in g(x(Fx)) transfomiert, einen Kurvenzug, der nicht

zwingend steigend ist. Das Merkmal Y = g(X) wird nach der Hohe der Merkmalsaus-
prigungen von X und nicht von g(X) kumuliert. Der Funktionswert F g(FX) gibt den

Anteil an der Merkmalssumme von Merkmal Y = g(X) an, den die Fy -100% kleinsten

Merkmalstriger des Merkmals X auf sich vereinigen.

2 Vgl. KAKWANI, N. C. (1980a), S. 157.

3 Vgl. PATIL, G. P. / RAO, C. R. (1977 und 1978) sowie PATIL, G. P. / RAO, C. R. / ZELEN, M.
(1988).

4 Vgl. KAKWANI, N. C. (1980a), S. 157.
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Wegen (8.3) ist dann

F [F
dx X
(8.4) —gthz_ér'aFE:E_(_lzo's

ist:

dF, (Fy)
os  CralPxCI_ | ) L _g(x) 1
dFy (x)* dx Fy = h, X

Da g'(x) = (—lﬁiﬁ auch das Vorzeichen der Elastizitat Tox = g'(x) g_)((ﬂ bestimmt, 148t
sich die Aussage treffen, da F g(FX) genau dann konvex [konkav] ist, wenn Mg, x >0

["g,x < 0] fiir alle x > 0 ist.

Im Gegensatz zur Lorenzkurve ist Fg[FX] also nicht zwingend konvex, da die Kumula-

tion des Merkmals Y = g(X) nach der Grofenordnung des Merkmals X vorgenommen
wird. Dieses Prinzip — eine Variable wird gemafi der Groflenordnung einer anderen
kumuliert bzw. weiterverarbeitet —, ist sehr allgemein und eréffnet daher eine Vielzahl
von Anwendungsmoglichkeiten. 8

Als geeignetes Flichenma.ﬁ fiir die Korrelationsmessung definiert KAKWANI

(8.6) Cp=1-2 f x) f(x)dx ,7
1 1

(8.7) =1-2 [ Fo(Fx)dFy =2 [Py - Fy(Fy)ldFy.
0 0

5 Vgl. KAKWANI, N. C. (1980a), S. 158.

8 In Analogie zu GL(F) von SHORROCKS (Vgl. Kap. 3.3) kann auch hier wiederum eine absolute
bzw. nicht normierte Version von Fg(FX) betrachtet werden. Vgl. YITZHAK]I, S. / OLKIN, L

(1991), S. 386f.
7 Vgl. KAKWANTI, N. C. (1977), S. 721 und (1980a), S. 175.
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Cg 148t sich als Kovarianz zwischen Eiﬁ und 2Fy(x) interpretieren.? Die Partielle

Integration fithrt zu:

Cg ist ein Korrelationsmafl, welches den Wert Null annimmt, wenn g(x) und Fy(x)

nicht korreliert sind, d.h. sich die Flichenstiicke unterhalb und oberhalb der Diagonale
Fg = Fy ausgleichen. Bei einer proportionalen Anderung von g(x), g*(x) = bg(x),

b > 0 bleibt Cg konstant.
Der Gini—Koeffizient Ry, mit Y = g(X) ist formulierbar als:

(8.9) Ry = Cov 5%1 2Fy(g(X)) |

so daf} gilt:

_ Cov(g(x) , Fx(x)) R
g Cov(glx) , Fy(stx)Y

(8.10)

8 Vgl. KAKWANI, N. C. (1980a), S. 173.
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2
Wegen Var Fy (x) = Var Fy(g( F(x)? f(x)dx - § = 7 148t sich schreiben

O\B

Cov (g(x) , Fx(x)) / [Var g(x) - Var Py (x)]"°

(8.11) g~ Cov (808 Fy®XN [ var g(x) - Var FY(g(x))]O’5

. RY’

_ Ale(x), Fx(x))
igixi,PYigixH Y’

wobei p der Korrelationskoeffizient nach Pearson—Bravais ist.

Im Extremfall g'(x) > 0 fiir x > 0 gilt p(g(x), Fx(x)) = p(g(x), FY(g(x)),

was bedeutet, bei X und g(X) ordnen sich die Merkmalstrager in gleicher Reihenfolge ,
so daf Cg = Ry ist.

Fiir g'(x) < 0 fiir x > 0 ist p (g(x) ,Fx(x)) = - p(g(x) , Fy(g(x)), d-h. x und g(x) ord-
nen sich die Merkmalstriger in umgekehrter Reihenfolge. Cg nimmt in dem Fall den

Wert —RY an. Folglich variiert Cg im Bereich - RY <C g < RY 9

Ein Ansatz fir die Aggregation von k Sektoren mit g(x) = gi(x) = gj(x) und

ag a < bi < b lafit sich aus der Kovarianzstruktur schnell herleiten

b
h.h.
(8.12) Ce=2h1C, + -‘-lfg ) [2F,(x)-1] f(x)dx. 10
i § 1]”’ga J

Beide Summanden koénnen ein positives oder negatives Vorzeichen haben. Mit
g(X) = X gelangt man zu Zerlegung B des Gini—Koeffizienten. 1!

9 Vgl. KAKWANI, N. C. (1980a), S. 175 und PIESCH, W. (1975), S. 76.
10 Vgl. Herleitung im Anhang.
11 Vgl. Kap. 4.7.
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Eine Verallgemeinerung von Cg schlagt YITZHAKI!? in Analogie zu I'(X,v) vor:

(8.13) I'(Y,X,v) = cov( g;(tz)_’ -1~ Fx(x)"'l) _ ﬂg - E;[;g(XI:V)]
8 3
1
mit E[g(X f - X)V_lde.“

Entsprechend 1aft s1ch analog I’(X,v) auch eine andere Verallgemeinerung von C ,

entwickeln:

(8.14)  D(Y,X) = cov( Sﬁﬁ)— VFy(x)" ) = ElgX,.,) - 4y

g be

1
mit E(g(X,,,)) = v [ g(x(Fy)) Fy" dFy.1¢
0

Die relative Korrelations—Lorenzkurve (oder "relative concentration curve")!s von
*
Y = g(X) mit Bezug zu Z = g (X) ist definiert als Gegeniiberstellung von Fg(x) und

F *(x) fiir gegebenes x oder iquivalent Fg(Fx) versus F *(Fx) fir gleiches Fy
F [F *], wobei an g ( ) die gleichen Anspriiche gestellt werden wie an g(x).

D1e Stelgung von F g[F g*] ist positiv.

dF [F *(x)]  dF,[Fy( .
(5.15 —ﬁﬁm— e mzi— B> 0.

12 Vgl. YITZHAKI, S. (1991), S. 236.

13 Vgl. Kapitel 4.2.1.1.

14 Vgl. Kapitel 4.2.1.1.

15 Vgl. HAINSWORTH, G. B. (1964) und PFAHLER, W. (1985).
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Das Vorzeichen der zweiten Ableltung hingt von der Differenz der Elastizitaten

_ X
g’x—g()g(;)“mdﬂg’ g()'T_ab-

g (x)
, J dF _[F *(X)W
[Fg*(x) x ix
E & = 8 .
(8.16) ng*(x)2 dx apgr(;)'
-I‘ * x
_ d_ ﬁg_ : M
* g (x) f(x)
o @ ) -8 () s
g 1) & (x) [ 8 ()7 ]

aF2 [P u* | .
(817) & _dfg“gfﬁfz é : g%lz X 1(x) ["g,x"’g ,x]ls'

Die relative Korrelations—Lorenzkurve ist also genau dann konvex, wenn die Elastizitit

Mg x in jedem Punkt x grofer ist als r/g* X

> 7 s . fiir x > 0 ist gleichbedeutend mit gs—’(%-) nichtfallend fiir x > 0.17

gx - Tg*x
Betrachtet man den Spezialfall g’(x) > 0 und g*(x) = x, entspricht das einer Star-
shaped—Beziehung:

Aus g'(x) > 0 folgt g(x(F)) = y(F);

also ist

—1 fir alle x > 0 & B nichtfallend fir x 3 0

o % nichtfallend fiir 0 < F < 1.18

ng,x 2 ﬂx,x

16 Vgl. KAKWANTI, N. C. (1977) S. 720 und (1980a), S. 161.

b
17 Es gilt dann allgemein f i—L)-cl foﬂ—x)dx,
g*

vgl. PATIL, G. P. /RAO C. R (1978), S. 184.
Ist also beispielsweise "X nichtfallend in x > 0", folgt daraus R £ V2.

F(x)
18 Vgl. Kap. 3.1.
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Die Lorenzkurve selbst ergibt sich, wenn g(X) = X und g*(X) = 1 gesetzt werden.

Dann ist Hg = Ko b *=1,q * =0 und Mox = 1; Die erste Ableitung geht iiber in

g E
dF? [F *]
N die zweite entspricht —dé—*é— i—rz——y [1 0] _f(_)-
g

Es gilt Fg(x) = Fg*(x), wenn g(x) = bg*(x), b > 0.
Ist die relative Korrelations—Lorenzkurve Fg*(Fg) konvex, dann gilt Fg(x) > Fg*(x) fiar
alle x und damit Fg(FX) > F g*(FX) fiir alle Fy, d.h. die Korrelations—Lorenzkurven
ordnen sich. Diese Aussage ist Inhalt des 1. Theorems von KAKWANTI!S.

THEOREM 1: "Die Korrelations—Lorenzkurve der Funktion g(x) Fg(FX) liegt iber
*
(unter) der der Funktion g (x) Fg*(FX)’ wenn 7, kleiner (grofler) ist
£ e
als "g x fiir alle x > 0.20

Die erweiterte Formulierung in Theorem 8.1 von KAKWANI (1980), die eine Um-
kehrung des Theorems beinhaltet, ist nur unter der Einschrinkung zuldssig, dafl man
eine Menge von Funktionen betrachtet fiir die iiber den gesamten Bereich von x ent-

weder 77g <2 g oder n g x gilt.

Untersucht man dagegen Verteilungen, fiir die eine einheitliche Relation zwischen ng* x
y

und ng x iiber den gesamten Bereich von x micht vorliegt, 14}t sich Theorem 1 nicht

umkehren, wie ein Gegenbeispiel zeigt:

*
Betrachtet wird g(x) = (x - 0 8) + 0,1 und g (x) = 1. x sei rechtssteil dreieckverteilt

in [0,1]. Es ist ng,x >0 = T’g*,x fir x > 0,8 und "g,x <0= ng* . fir x < 0,8.Die

Korrelations—Lorenzkurve verlduft jedoch fiir alle Fy € (0,1) oberhalb der Diagonalen:

2
F
75 X 32 1,5
818)  F(Fy)=13 |3~ ~3Fx + 100 Fx | > Fxi

19 Vgl. KAKWANI, N. C. (1977), S. 720.
20 Vgl. auch IYENGAR, N. S. (1960), S. 884f.
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d.h. allein aus der Lage der Korrelations—Lorenzkurven zueinander kann noch nicht auf
die Grofle der Elastizititen geschlossen werden, was eine wesentliche Einschrinkung
der Anwendungsbedeutung der Korrelationskurven darstellt. Ist jedoch Fg(FX) durch-

gehend konvex bzw. durchgehend konkav, muB eine eindeutige Grofienbeziehung zwi-

schen T’g X und 7 4 vorliegen, d.h. in diesem Fall ist ein Riickschlul moglich.
’ g X

Zwischen Fg[FX] und Ly (Fy) besteht folgende Beziehung:

THEOREM 22t: "Wenn die Funktion y = g(x) eine strikt positive Ableitung g'(x) fiir
alle x > 0 besitzt, stimmen Fg(FX) und Ly(Fy,) iiberein".

Wegen fY(y) = | h‘(y) | fx[h(y)] mit x = h(y) als Umkehrfunktion von y = g(x)
gilt fiir y = g(x):
%o Yo
(819)  Fy(x)= [ixdu = [ fy(h(y))dy = Fy(y,)
0 0
und
xo g
(8.20) y= A f dy Ly(y,) -
0 0

Eine strikt negative Ableitung filhrt zu einer entgegengesetzten Ordnung der Merk-
malswerte, F [Fx] entspricht dann 1 - Ly/(1-Fy,)22

(8.21) f fo(x)dx = f y()dy =1-Fy(y,)
0 g f(®) 2 yiy(y)
(8.22) Fg(xo)=b[ 8 ugx dx=yc{' Y ny dy = 1- Ly(y,).

21 Vgl. KAKWANI, N. C. (1980a), S. 162.
22 Vgl. PIESCH,W. (1975), S. 76.
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In einer Ubersicht sollen abschlieBend noch einmal einige Spezialfille zusammengefafit

werden.

formationsfunktionen g(x) und g*(x)

[UBERSICHT 7: Lage der (Korrelations—)Lorenzkurven fiir verschiedene Trans

g'(x) >0, g*¥(x) >0

"

g,x>n x>0

g*

Fg(Fg*) = Lg(Lg*) konvex

Lg(F) < Lg*(F)

g’(x) > 0, g*(x) > 0

D< g x < Tg* x

Fg(Fg*) = Lg(Lg*) konkav

Ly(F) > Lys(F)

F’(x) >0,g"(x)<0

Mgx > 0> Mgk x

Fg(Fg*) = Lg(l-Lg*) konkav

Ly(F)>1-Lys(1-F)

g'(x) < 0, g¥(x) < 0 Fg(Fg*) = l—Lg(l—Lg*) konvex 1—Lg(l-F) <
0> ”g,x> "g*,x l-Lg*(l—F)
g'(x) <0,g%(x)<0 Fg(Fg*) = 1-Lg(l-Lg*) konkav 1-Lg(1—F) >
0> T]g*’x > ﬂg’x I—Lg*(l-F)

k(x) < 0, g¥(x) > 0

n

g,x<0<7’

g*x

Fg(Fg*) = l—Lg(Lg*) konkav

1-L(1-F) > Lys(F)
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8.2 Variablenaggregation und Interpretationsmoglichkeiten einzelner Komponenten

Fiir die Variablenaggregation ist schlieflich das dritte Theorem von KAKWANI23 von
Bedeutung. Angewendet werden diese Uberlegungen in der Literatur z. B. bei der Zer-
legung von Haushaltseinkommen in verschiedenen Einkommensarten24 oder von Kon-
sumausgaben fiir verschiedene Konsumzwecke?25.

k k
THEOREM 3:"Wenn Y = g(X) = X gl(X) mit pg = ¥ Hg.
i=1 i=1 Si
k
d ilt u F b} F ",
ann gilt p, F(x) = Ik gl( x)

Uberlegung: Es ist

X X k
(823)  p F (x) = [ g(u) fy(u)du = [ 2 0) fx(v)du
a a
k * k
= afg,( v fudu =2 pp Fy(x

Der Funktionswert Fg(FX) ist damit ein gewogenes Mittel der Funktionswerte

ng(Fx):

(8.24) Fy(Fy) = 3 F_(Fy).

i=1 Px &

Betrachtet man g(X) = X geht Fg(x) in Ly(x) iiber. Da Lg‘(F) < Fg_(F) folgt
1 1

8.25 Ly(F)= £ —L .F (F)> % . L_(F) 2> min L_(F).
(8-25) x(F) 2o gi()-i=1”’x gi() i gi()

23 Vgl. KAKWANTI, N. (1980a), S. 163.

24 Vgl. STARK, O. / TAYLOR, J. E. / YITZHAKI, S. (1986 und 1988) sowie PODDER, N. (1993
25 Vgl. YITZHAKI, S. / THIRSK, W. (1990).

26 Vgl. RIETVELD, P. (1990), S. 189 und SATCHELL, S. E. (1987), S. 323ff.
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D.h. die Lorenzkurve des Aggregats liegt an jeder Stelle F nicht unterhalb des kleinsten
Lorenzkurvenwertes, den eine der Summenvariablen aufzuweisen hat.27

Aus (8.24) 148t sich eine Zerlegung fiir den Index C . ableiten: 28

b b
k
L F_(x) f(x)dx = Y u F_(x) f(x)dx
gaf () ) 3 p [ R
1-C
1-C k 8
) © = ¥ u
T e
k ”gi
8.26 - C = ¥ 2cC ;
( ) g i=1”’g &;

d.h. Cg ist ein gewogenes Mittel der Cg. .
i

k
Ist g(X) = X und Y, = g(X), also X = ¥ g(X) , gilt damit folgende

(827) Ry=% —L.C_

gi(x)

&

o[ apy |

k ”gi
=% —L R(Y;X2) R,.
i=1 M 8

27 Vgl. ausfiihrlich dazu Kap. 9.3.3.
28 Vgl. KAKWANI, N. (1980a), S. 175.

29 Vgl. PYATT, G. / CHEN, C.— N. / FEI, J. (1980), S.457 und NYGARD, F. / SANDSTRUM, A.
(1981), S. 167f.
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C
§;
Dabei kann das Verhiltnis K ! als Korrelationskoeffizient30 interpretiert werden.
§
Ry ergibt sich also als gewogenes Mittel der Gini—Koeffizienten Rg. zuziiglich einem
1

nichtpositiven Ausdruck:

k Mg, k Hg.
(8.28) Ry=% —R, +3% —

-R )<}>§ Big a
i=1kx & 11'u'X T = '

( & ¥x &

Ist g;’(x) > 0 fir allei = 1 ...k, gilt Cgi = Rg.' In diesem Fall liegt der Wert von Ry
i

zwischen dem des kleinsten und dem des grofiten Gini—Koeffizienten der Summen-
glieder R _ :
8

8.29 MinR_ <R, {MaxR_.32
620)  Min Ry <Ry <Nex R

Im allgemeinen Fall gilt

+E———(C -R )<Ma.xR

(8.30) MmR + E ——(Cgl R, ) <Ry < Ma.x Rgi i=1Px & & 8’

8 i=1/x

gegebenenfalls ist RX also sogar kleiner als Min Rg..33
i i

Fiir die erweiterten Indizes I'(X , v) und I"(X , ¥)3 lassen sich, wie (8.31) und (8.32)
k

zeigen, analoge Zerlegungen ableiten [mit Y, = gi(X), X=X gi(X)].
i=1

30 Vgl. SCHECHTMAN, E. / YITZHAKI, S. (1987), S. 210: "Measure of association".

31 Vgl. KAKWANL N. C. (1980a), S. 179.

32 vgl. KAKWANI, N. C. (1980a), S. 176.

33 Vgl. "umgekehrte" Aussage fiir die Sektorenaggregation. Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 209.
34 Vgl. Kapitel 7.

Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM
via free access



138

(8.31) I(X, v) = Cov| % - U1-Fy)" Y]

-1
7 v-1; Cov[ Y., - Y(1-F v
k "g, Covl[Y;, - ¥(1-Fyx)" 7] [Y; ( Yi) ]

. v-1; m
i=1 HXx Cov[Y;, - V(l—FYi) ] 8;
52wy,

=¥ —-R(Y.,X,v)-I(Y.,v)3
i=1 HX ! !

bzw.

(8.32) I'"(X, v) = Cov [é, Vqu_l]

-1
-1 Y. VFy, Y
_ 1)5 ﬂgi . cov[Yi , "FXV ]'cov( Y Y, )
i=1 #x v-1 L
cov [Yi’VFYi ] 8;

k ‘u'g]. ' '
=3 ———-R(Yi,x,u)-F(Yi,u).

i=1

R(Yi’ X, v)3 bzw. R'(Yi, X, v) konnen als erweiterte Korrelationskoeffizienten inter-

pretiert werden, da hier ein nicht normiertes Korrelationsmafl ins Verhiltnis zu einem
Streuungsmaf gesetzt wird.37

Diese Korrelationskoeffizienten haben eine Reihe von Eigenschaften38, die mit solchen
des Pearson’schen Korrelations— oder des Spearman’schen Rangkorrelationskoeffizi-

35 Vgl. YITZHAKI, S. (1991), S. 236 und LERMAN, R. I. / YITZHAKI, S. (1984), S. 367.

36 Vgl. SCHECHTMAN, E. / YITZHAKI, S. (1987), S. 210, LERMAN, R. L. / YITZHAKI, S. (1985
S. 152 sowie YITZHAKI, S. (1991), S. 236.

v-1

37 vgl. YITZHAKI, S. (1991), S. 236. Er bezeichnet cov(Yi,-(l-FY) ) als "extended Gini varia—

1

bility index" und cov(Yi,—(l—Fx)V- 1) als "extended Gini covariance".
38 Vgl. fir R(X,Y,1) SCHECHTMAN, E. / YITZHAKI, S. (1987).
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enten ibereinstimmen. Beim Pearson’schen Korrelationskoeffizienten werden zwei
metrische Merkmale betrachtet, beim Spearman’schen Rangkorrelationskoeffizienten
gehen die Merkmale iiber Ringe ein, d.h. werden "ordinalskaliert verarbeitet". Hier ist
eine "Komponente" metrisch, die andere geht iiber Verteilungsfunktionswerte ein.39 Im
Fall einer bivariaten Normalverteilung von X und Y; stimmen R(Yi,X,l) und der

Pearson’sche Korrelationskoeffizient iiberein.40

RI(Yi, X, v) bzw. R(Y;, X, v) nimmt Werte im Intervall von -1 bis 1 an. Sind Y; und
Fy nicht korreliert, ist der Koeffizient Null. Ist gi'(x) monoton steigend [fallend], wird
der Grenzwert + 1 [- 1] erreicht, da Fy (y;) = Fx(x) 1- Fy (y,) = Fy(x)] ist4t.
i i
*
Lineartransformationen von Y, der Form Y, = a + b Y, > 0 mit b > 0 lassen die

Korrelationskoeffizienten unverdndert. 42
R(Y;, X, 2) laBt sich in eine von RAVEH*3 vorgeschlagene Familie von

"Monotoniemafien" "for measuring monotone association'44 einordnen, der auch z. B.
Kendall’s 7 oder der Spearman’sche Rangkorrelationskoeffizient angehéren.
MULIERE/PETRONE schlagen den Spezialfall R(Y;,X,2) mit gi(x) = E(Y;|X = x)

als Mafistab fiir die Messung monotoner Abhangigkeit vor.45

R(Y,X,2) wird von RAVEH zudem als Mafizahl fiir das AusmaBl an Konvexitit (bzw.
Konkavitat) einer geordneten Reihe (bspw. einer Zeitreihe) vorgeschlagen. 46 Betrachtet

39 Vgl. YITZHAKI, S. / OLKIN, 1. (1991), S. 382f.
40 Vgl. YITZHAK]I, S. / OLKIN, 1. (1991), S. 383.

41 Weitere Erlduterungen zu Eigenschaften finden sich bei SCHECHTMAN, E. / YITZHAK]I, S.
(1987).

42 Vgl. STARK, O. / TAYLOR, J. E. / YITZHAKI, S. (1988), S. 321.
43 Vgl. RAVEH, A. (1989b).
44 RAVEH, A. (1989b), S. 1415.

45 Vgl. MULIERE, P. / PETRONE, S. (1992). Sie entwickeln daneben sogenannte "monotone de—
pendence functions", deren Bausteine Lorenzkurven— und Korrelations—Lorengkurvenwerte sind.

46 Vgl. RAVEH, A. (1989b), S. 1415ff.
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man erste Differenzen von Zeitreihenwerten dt =Yy~ Vyp bezeichnet er die Zeitreihe

genau dann als konvex, wenn diese Differenz monoton steigend ist. In dem Fall ist auch

R(d,t,2) = gg—:gﬁ:{%} positiv, da d mit t tendenziell zunimmt.47

R(Y;,X,1) kann daneben als Verhiltnis zweier durch die Kleinst—Quadrate—Methode

*
ermittelter Schitzer fir die Steigungskoeffizienten by, und by, interpretiert werden,
1 1
die aus folgenden linearen Ansitzen Y(Fy) = aYi + inFx + uYi und
* * *
Yj(FYi) = aYi + inFYi + uYi hervorgehen:
Es ergibt sich dann

by. cov(y;,Fy)/VarFy

8.33 L= =
(8:33) FYT cov(yi,FYi)/Var FYi

R(Y;,X,2).

Uber die Zerlegung des Gini—Koeffizienten bei der Variablenaggregation kann man die
Frage beantworten, inwieweit sich Ry indert, wenn sich eine Komponente Yi propor—

tional dndert. Bspw. konnte n;a.n verschiedene Einkommensarten betrachten, wobei
eine Art um eY; erhoht wird: Y, = (1 +¢) Y;, e > 0.

Da Rg. und R(Yi, X, 1) bei proportionaler Anderung konstant bleiben, wirkt sich die
1
proportionale Transformation iiber ein gedndertes Mittelwertverhaltnis aus. Es ist dann

(8.34) Rxneu - Rxan sen” (c - Ry).

&
— . . - 48
(R(Y;, X, 1) Rgi Ry)

=e-

47 Vgl. RAVEH, A. (1989b), S. 1418ff.

48 Vgl. die ausfiihrliche Herleitung bei STARK, O. / TAYLOR, J. E. / YITZHAKI, S. (1986),
S. 7T371f.
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Der Wert RX verringert sich auf jeden Fall dann, wenn R(Yi, X, 1) negativ ist. Eine

notwendige Bedingung fiir ein Absinken von Ry bei positivem R(Yi’ X, 1) ist

R_ < Ry.49
&; X

Eine alternative "Zerlegung" von I'(X,v) bzw. I’(X,v) fiihrt zu Komponenten, die
YITZHAKI als erweiterte Gini—Regressionskoeffizienten [ bzw. erweiterte Gini—

Elastizitaten 7 bezeichnet und interpretiert [ mit X > ¥ Yi].5°

Es ist

(8.35) I(Xp) = 1. T(X,v)
i=1lcov(X -V(l-Fx)V )
k
= 2 ﬂ(Yl,X,V) F(X)V)
i=1
S Bk - )
=3y — nY,X,u - T(X,w).
i=1#x
Analog ist
k cov(Y., VFXV—I)
(8.36) (X)) =% M(X,v)

—_1-
i=lcov(X , uFX )

k
=3 ﬂ’(Yi’xaV) : F’(X,l/)
i=1
5 B X - k)
=% —-p(Y. X,y - '(X,v
=1 !
Der Spezialfall v = 2 ergibt die  bekannten
C u Cg-
1

AY,X,2) = B(Y,X,2) = 1% und 7(Y; X,2) = (Y, X,2) = g

X

Komponenten

49 Vgl. STARK, O. / TAYLOR, J. E. / YITZHAKI, S. (1986), S. 726 und LERMAN, R. L. /
YITZHAKI, S. (1985), S. 152 sowie STARK, O. / TAYLOR, J. E. / YITZHAKI, S. (1988) fiir

einen erweiterten Ansatz.

50 Vgl. YITZHAKI, S. (1991), S. 236.
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Der Ausdruck ﬂ(Yi,X,Z) kann dabei als Wert fiir ein gewogenes Mittel der marginalen
Bedeutung jeder einzelnen Komponente Y, an der Gesamtsumme X = b Y, interpre-

tiert werden.5!

In diskreter Schreibweise ergibt sich:

n n
8371) b= e j=£+1 (vj(x;) - ¥i0q0)
.  =k= k ( )
¥ by X -x
k=1 j=k41 4 K
) g g 3 xi]l — yi(xi) - ){I(Xk),szxk 52
L=kl §O§ (o xy  d K
k=1 j=k+1
53
Thetjmkbr " Mijk -

Wie der letzte Ausdruck zeigt, kann bi als robuster Schitzer des Steigungskoeffizienten53
einer Geraden Yi auf X interpretiert werden54, der sich als gewogener Durchschnitt aller

Steigungen zwischen den einzelnen Beobachtungswerten m, ik ergibt.

cov(Y;,Fy)

V(X Fy) der Grundgesamtheit; seine
X

bi ist ein konsistenter Schitzwert fiir

Verteilung strebt fiir grofies n gegen die Normalverteilung.55

51 Vgl. YITZHAKI, S. / THIRSK, W. (1990), S. 9. und STARK, O. / TAYLOR, J. E. /
YITZHAKI, S. (1986), S. 739.

52 Vgl. STARK, O. / TAYLOR, J. E. / YITZHAKI, S. (1986), S. 739.
53 Vgl. OLKIN, I. / YITZHAKI, S. (1992), S. 186.

54 vgl. OLKIN, 1. / YITZHAKI, S. (1992), S. 186f mit Herleitung.

55 vgl. YITZHAKI, S. / OLKIN, I. (1991).
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In Verbindung mit Kleinst—Quadrate—Schatzern eines linearen Ansatzes kann b, zudem
als das Verhéltnis von zwei Steigungskoeffizienten aufgefafit werden:

Cov(Y, , 2 Fy) Cov(Y, Fy) / Var Fy °Y,

(8.38) b = tov X, 2 inzlfoviX,in J Var Fy =Ex )

wobei bY. bzw. bx Schitzer fir die Steigung zweier Regressionsgeraden angeben, die
i

nach der Methode der  kleinsten  Quadrate aus den  Ansdtzen
Y, (Fy) = g(X(Fy) = aYi + in Fy + uYi bzw. X(Fy) = ay + byFy + uy ermittelt

werden. 56

Der Ausdruck n(Y;,X,2) = ﬂ(Yi,X,2)::l wird in der Literatur? als gewogene durch-
8

schnittliche Gini—Elastizitdt bezeichnet:

Ahnlich wie bei einer Elastizitit wird [ als gewogenes Mittel der marginalen Bedeu-

tung von Yi fiir X in Beziehung gesetzt zur durchschnittlichen Bedeutung von Yi fiir

m
g.
X: llr?l“ , 5o dafl n(Yi,X,2) als "weighted average ... elasticity"5? interpretiert werden

kann.

Ein zusammenfassender Uberblick iiber die Komponenten der Zerlegung soll dieses
Kapitel abschliefien.

56 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 104.

57 Vgl. YITZHAKI, S. / THIRSK, W. (1990) und YITZHAKI, S. (1991).

58 Vgl. STARK, O. / TAYLOR, J. E. / YITZHAKI, S. (1986), S. 726 und 739.

59 Vgl. YITZHAKI, S. / THIRSK, W. (1990), S. 9 und YITZHAKI, S. (1991), S. 236.
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UBERSICHT 8: Zusammenfassender Uberblick iiber Komponenten der Zerlegung
von I'(X,v) und I’(Y,v)

Bezeichnung analog ['(X,v) 60 analog I["’(X,v)

"erweiterte Iy, x,w) (Y,x,w)
o I SRS | X v-1

Gini—Kovarianz =cov( -~ Y(1 FX) ) _cov(“ ’VFX )

erweiterter _I'yx,v) , Iy x,y
Gini-Korrelations— R(Y.Xp) = (Y,v) R(Y.Xp) = (Y,v)

Koeffizient

erweiterter F(Y,X,V);LY F’(Y,X,V);LY
Gini-Regressions— BY XV = T X 0 ﬂ’(Y,X,I/):T,—.—
Koeffizient (X, v)-py (X, v)-hy
erweiterte (ny)_F(Y,X,V) ,(YXV)_F’(Y,X,V
Gini-Elastizitat MEAY) =TT, v) LAY ==X )

8.3 Ausgewahlte Anwendurgsbereiche der Korrelations—Lorenzkurven

Das allgemeine Konstruktionsprinzip der (relativen) Korrelations—Lorenzkurven er-
offnet eine Vielzahl sehr verschiedener Anwendungsmoglichkeiten, sowohl fiir eher for-
maltheoretische Fragestellungen als auch in Bezug auf ganz bestimmte Sachthemen.

Die Beispiele in den Kapiteln 8.3.1 bis 8.3.3 betreffen daher eher den statistisch—
methodischen Bereich, wogegen die Kapitel 8.3.4 bis 8.3.6 einen ersten Eindruck geben
sollen, wie das vorgestellte Instrumentarium vor einem bestimmten sachlichen Hinter-
grund eingesetzt und interpretiert werden kann. Fiir weitere Anwendungsbeispiele sei
auf die Literatur verwiesen, verbunden mit dem Hinweis, daBl das Fachgebiet der
"weighted distributions" diesen Anwendungsbereich noch ausdehnt.!

60 Vgl. Bezeichnungen und Definitionen dieser Spalte mit YITZHAKI, S. (1991), S. 236.

61 Vgl. z. B. IYENGAR, N. S. (1960), KAKWANI, N. C. (1978,1980a), YITZHAKI, S. (1990),
MULIERE,P. / PETRONE, S. (1992), KIRMANI, S. N. U. A. / AHSANNULAH, M. (1987),
PATIL, G. P. / RAO, C. R. (1977).
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Folgende Transformationsfunktionen werden in den einzelnen Beispielen herangezogen:

[UBERSICHT 9: Uberblick iiber die in den Anwendungsbeispielen
des Kapitels 8.3 verwendeten Transformationsfunktionen

Kapitel 8.3.1
Kapitel 8.3.2
Kapitel 8.3.3
Kapitel 8.3.4
Kapitel 8.3.5
Kapitel 8.3.6

g(X) =

g(X) = (X w?
g(X) =X Y|X)
g(X) = E(Y|X)
g(X) = ( )
gX)=1-X

83.1

Lorenzkurven hoherer Momente und deren Anwendungsmoglichkeiten

Eine erste Moglichkeit der Anwendung ergibt sich, wenn man von Momentkurven
hoherer Ordnungs? ausgeht, die iiber die Transformationsfunktion g(X) = xk , k>0,
k ganzzahlig, 0 < a < x < b, erzeugt werden konnen:

(8.39)

X X

k
f u_f_(E)ﬂ = f lk du mit
a a

b
(8.40) my = f xkf(x)dx als Ursprungsmoment.
a

Die Fliche oberhalb Lk(x) entspricht dem Mittelwert der k’ten Momentverteilung:

(8.41)

P’\U‘

62 Vgl. PIESCH,W. (1975), S. 109ff.

b
k
xl(xdc= [ x X_f(x)dx
a My

=mk+1/mk.
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Es ist L _H(x) < Lk(x) fiir alle x und k > 1 63, wie folgende Uberlegung zeigt:

Da sich die Abweichungen der Merkmalswerte zu ihrem Mittelwert ausgleichen miissen,
d.h. gelten muf}

o

(842)  f { o - Tt 1 ] 1, ()dx =0,
0 my

folgt fiir eine Zwischenstellea <y < b:

1

y m
(8.43) f[ ktl } L(x)dx <0 fira<y<b
a

y Vo m
ﬁfxlk(x)dx< f ﬂIk(x)dx
0 0 Mk

Y k+1 y m'
g:)fx_lf&ldx< fﬂlk(x)dx
0 ™k 0 Mk

y y
ﬁflk+1dx< S 1 (x)dx
0 0

& Ly (1) <Ly (y) -

Unter Anwendung des normalen Graduationsschemas auf die Verteilung 1, (x) erhilt
man hohere Lorenzkurven der Form
L
k * %
Xy (u)
0 Mit1/M

(849) L ()= dust,

63 Vgl. BUTLER, J./ MCDONALD, J.B. (1989), S. 111 — fiir einige Verteilungen gilt, da8 hohere
Momentverteilungen den gleichen Verteilungstyp aufweisen wie die zugrundeliegende Verteilung.

84 vgl. PIESCH, W. (1975), S. 110.
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wobei x, (u) die Umkehrfunktion von L (x) darstellt. Ly , (L) kann als Spezialfall

einer relativen Korrelationskurve F (F +) interpretiert werden mit g(X) = x¥+1 ynd

g (X)=x~

Beispiel:
x sei rechteckverteilt in [0,b].
Dann ergibt sich fir

g k+1)x k+1
Lk(y) {b J(erD) - dx= f(—]—-%— dx = [ ] ,
also

1 1
xp (L) = (KL )R = p g, KFT

*¥ m k+1
Die Fliche unter x; (L, ) entspricht k+1 _ (k+1)bk = ?&%} b.
my (k+2)b

1
* %k
X (Ly)  yyp KT
Damit ist die normierte inverse héhere Momentfunktion ———— = g Lk ,
my g /my
k+2
k+1

also Lk+1(Lk) =Ly

Betrachtet man L, (x) in Abhéngigkeit von F, gelangt man zu

F
Sx(F)* aF .

(845) L (F)=——— =L fxEiars
0

*
einem Spezialfall der Korrelationskurve mit g (X) = X

65 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 109.
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Da g‘(x) —kx 1> 0firk>1 , ist L (F) steigend und konvex.

A () ()" apk
o B

(8.46)
My M
2
d°L, (F) k-1
und k2 =deF!kx(F! > (.66
My

*
Unter Anwendung von Theorem 1 von KAKWANI mit g (X) = x¥ und gX) = xk+1
bzw. aus der Tatsache einer steigenden konvexen Funktion Ly +1(Lk) kann die

Dominanzbeziehung

(8.47) Ly s 1(F) < Ly(F)&7

hergeleitet werden.

Fir k = 1 erhélt man die Lorenzkurve, fiir k = 2 ergibt sich eine Kurve, die die Frage-
stellung beantwortet, "welcher Anteil der "Gesamtvariabilitit" (gemessen durch mk)

auf einen gewissen Anteil kleiner (oder groBer) Merkmalstriger entfallt"68:

F

(8.48) LZ(F)=J”;£:°‘F—WJ [ ]2dF_1+_vZJO[ ]

Ursprungsmomente I;Ik einer an den Stellen € und 7 (£ < 7) von unten und oben ab-
geschnittenen Verteilung mit F ¢= F(¢) und F’l = F(n) lassen sich iiber "Sekanten—

Steigungen" erkléren:

66 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 109.
67 vgl. PIESCH, W. (1975), S. 109.
68 PIESCH, W. (1975), S. 109.
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Die neuen Lorenzkurvenwerte ergeben sich iiber analoge Uberlegungen wie bei der

. F-F
Lorenzkurve$? wegen F = F—_é— dann als
3

n
F
S x4
) F Li(F) - L (F)
__¢ S S A
(849) () \, TLOE) L)
f x(@¥dq
Fe
o -Lk[f?.(Fn—Fé) + Fe] - L(F)
(8.50) L (F)= L(F,) = L(F,) '

Die entsprechenden Momente rh]; berechnen sich iiber
" (F,) (Fe)
' k v L (F ) - L (F
63) = [ = my - Sl
F, n £ n¢

Fir k = 1 ergibt sich dann das arithmetische Mittel einer von oben und unten
abgeschnittenen Verteilung.

L(F.) - L(F,)
52 i =y (FeP) = s —f

£

Mit k = 2 erhilt man

(8.53) m, = 5%+ ﬁz = (02 + ”2) w,

n 3

89 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 77ff.
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also fiir die Varianz der abgeschnittenen Verteilung

= Ui
(8.54) °=0 ¥

no
|y
~
&)
—
I
=
rry
M
T
1
[
=
—~
i
—
1
el
—
)
78 2%
[
)
—

Ein hoherer Gini—Koeffizient 1afit sich auf der Basis dieser hoheren Moment—Lorenz-
kurven leicht herleiten:

1 1
(8.55) R, =1-2 [ L (F)dF =2 [ [F - L,(F)dF.
0 0
Ist k = 1, gelangt man zum normalen Gini—Koeffizienten. Im Fall einer extremen
Gleichverteilung ist L) (F) = F, also R, = 0. Bei einer extremen Ungleichverteilung ist

Rk niherungsweise 1.70

Im Vergleich zum Gini—Koeffizienten gehen die Merkmalstriger nicht mit der Merk-
malsauspragung selbst, sondern mit der k—ten Potenz ihrer Merkmalsauspragung in das
DisparitdtsmaB ein. D.h. grofie Merkmalswerte werden fiir k > 1relativ stirker gewich-
tet als kleine. Rk 148t sich in vielfiltiger Weise darstellen. Es gilt z.B.:

xk x*
(8.56) Ry = Cov [— , ZFX] = Cov [—7, - 2(1—Fx)]
M My

11 " k 1 k
=ff li@)_'_x_(ﬂ)_J.dqun:fl‘_(E)_ [2F - 1]dF .
00 0 ™

2m]'( X

k
¥(2i-n-1)x, k
70 Im diskreten Fall mit Rk = —2——1 ist R.k = n—:MLk = n;l , da
n’m; (o)
k
m = Lyk o ()

71 Vgl. MICHAL, J. M. (1978), S. 222, diskrete Darstellungsform.
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Rk 1aBt sich auch iiber Ursprungsmomente von Ordnungsstatistiken uf,k)” definieren:

v
k k k k) (k k) (k k
(8.57) R, = ”gz% ’k’é:% - “gk% i "%}Jg:% ‘k“g:tﬁ‘g;% 'kl‘g.»%_
U R S M

Erweitert man die Uberlegungen auf einen nichtganzzahliges k im Bereich 0 < k < 1,
findet sich vor dem Hintergrund wohlfahrtstheoretischer Uberlegungen eine Anwendung
dieses Ansatzes. FERRERI?3 verwendet ihn in diskreter Schreibweise auf der Basis
einer auf Einkommenswerten aufbauenden individuellen Nutzenfunktion.

(858)  Ux)=bx‘ b>0 ,0<r<1,U(x)20
mit U(x) =k - bx> !

U”(x;) = k(k-1) bx

>0 ,

k-2

i <0.

Eine Relativierung des individuellen Ausmafles an Nutzen fiihrt zu:

U(xi) B xli( . )
(8.59) 8 = S fgki=1 P Bki ¢ Bkit1 -
) U(xh) E xh

8y; kann als "degree of concentration of the collective economic welfare of income"74

aufgefaBt werden, wobei die kollektive Wohlfahrt sich als Summe der Einzelnutzen
ergibt.

Statt Einkommenswerte direkt zur Beurteilung dieser Verteilungssituation heranzu-
ziehen, wird auf individuelle Nutzen, die mit einer Verhiltnisskala mefibar sind75,
zuriickgegriffen.

72 Vgl. auch Kap. 4.2.1.1.

73 Vgl. FERRER], C. (1978).

74 GIORGI, G. M. (1984a), S. 149.

75 Vgl. GIORGI, G. M. (1984a), S. 148.
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Die Elastisititen o8 . M ung O Bk Xj pa e _
ie Elastizitaten 3—? . g—kiun -ax—J . B ingen direkt von k und By ab:

(')gki X. [kxli‘-lzx}]:-kxk'lxl.‘} xiExll:

i_ i i _
(8.60) Tx g_kl = k7 jx{ = k(l_gki)
(2 xh)

1
1

bzw.
(8.61) " &

Jedes Bli ist steigend, wenn X steigt, aber mit fallender Elastizitit bei steigendem
Bii"® By ist fallend mit steigendem X;5 wobei sich die Elastizitdt sich proportional zu

8ki verringert.

Kumuliert man die gy, der Grofle nach und stellt diese in einem Diagramm % gegen-

iiber, dann gelangt man zu einer diskreten Darstellung einer Moment—Lorenzkurve mit
k < 1. Die stetige Form erzeugt man, indem g(X) = X¥ mit 0 < k < 1 als Transforma-
tion angewandt wird. An dieser Moment—Lorenzkurve kann man dann ablesen, wieviel
Prozent des Gesamtnutzens auf die 11_1 100% Merkmalstriger mit geringstem

Einkommen (bzw. gleichbedeutend hier mit geringster Nutzenhohe) entfallen.

8.3.2 Die Varianz—Korrelations—Lorenzkurve

Ein Lorenzkurvenwert 1afit sich interpretieren als Beitrag der 100 F % kleinsten Merk-
malstriger zur Merkmalssumme bzw. zum arithmetischen Mittel. Mit Hilfe von Korre-
lations—Lorenzkurven 1afit sich versuchen, eine dhnliche Kurve herzuleiten, die den
Beitrag der 100 F % kleinsten Merkmalstriger bei gegebenem p zur Varianz bzw. zum
quadrierten Variationskoeffizienten abtragt.

76 Vgl. FERRERI, C. (1978), S. 41.
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Betrachtet wird dafiir die Transformationsfunktion g(X) = (X—p.)2.

Esist :
<0firx<p "

(8.62) b = o , g'(x) = 2(x—p) { und g (x) =2>0.
g > 0firx>p

Die Korrelations—Lorenzkurve verlauft also bis zur Stelle Fu steigend konkav, an-

schlieflend steigend konvex:

Fx
(8.63) F (FX J (x(F dF mit

dF [ Fy( 2
(8.64) XX ("—’5‘)— >0,
a

xx

(8.65)

dF? [Fx(x)] 2(x_“) { <0firx<p
de( x) (x)

Man sieht, dafl besonders kleine und besonders grofie Merkmalstrager iiberproportional
zur Varianz beitragen.

>0fiirx>u'

Zerlegt man die quadratische Gleichung, ergibt sich F g(FX) als gewogene Summe der

hoheren Lorenzkurven Ly (F):77

F
(866)  Fy(Fy) =;§ S x(F)? - 2u-x(F) + 42)dF
0

/12+ 02 2#2 2
g g o

77 Vgl. Kap. 8.3.1 und PIESCH, W. (1975), S. 110.
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Beispiel:

2
Ist X rechteckverteilt in [0,b], damit o= !1)-2 ,

X
ergibt sich fiir F(x) = ¢, F; [g(x)] ) =12 [ - 7) f(y)dy,
b
a
Fx
also F_[Fy] = (x(F) - )2 dF = 4F° - 6F% + 3F.
g X J

Im folgenden sollen einige diskrete Verteilungen betrachtet werden. Da die Varianz,
dhnlich 4 bei der Lorenzkurve, als Bezugsgrofle im Nenner steht, ergibt sich jedoch das
Zusatzproblem einer Bezugsgrofie von 0 im Fall einer Einpunktverteilung. Der Zihler-
ausdruck ist in einem solchen Fall ebenfalls 0.

Im Fall einer symmetrischen Zweipunktverteilung im Intervall [a,b] mit Span;weite

w = b - a ist der Beitrag jedes der n Merkmalstrager zur Varianz konstant: %’i’ d.h.
F g(FX) = Fy. Eine Einpunktverteilung konnte dann als Spezialfall mit w - 0 aufgefafit

werden.

Betrachtet man eine um x symmetrische Dreipunktverteilung in [a,b], stellt sich die
Korrelationskurve als stiickweise lineare Funktion (drei Bereiche) dar, die im mittleren
Bereich parallel zur Fx—Achse verlduft.

Liegt eine extreme Ungleichverteilung vor mit ax (n-1) ,ux, dann ist der Beitrag der

kleinsten (n-1) Merkmalstiger zur Varianz zusammen F g(T) = H , der Anteil des

groBten alleine zum Varianzwert ist folglich E;l—l .

In Analogie zur Varianz—Korrelations—Lorenzkurve lassen sich weitere Kurven z. B. fiir
durchschnittliche Abweichungen oder auch den Gini—Koeffizienten selbst entwickeln.
b

Fir R bietet sich dabei die Darstellung R = f 2[F(x) - L(x)]f(x)dx an. Man gelangt zu
a
einer Korrelations—Lorenzkurve, die fiir F < Fﬂ steigend konvex, fir F > F u steigend

konkav ist.
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8.3.3 Die Bayes—Korrelations—Lorenzkurve

Wihlt man als Transformationsfunktion die Likelihood—Funktion g(X) = 1(Y|X), kann
die Korrelations—Lorenzkurve als Gegeniiberstellung von apriori— und aposteriori—
Verteilung interpretiert werden:

Es ist

(867)  f(xly) = HxlAlrlx

J1(x)-1(y|x)dx
-
die aposteriori—Dichtefunktion, damit ist dann die Korrelations—Lorenzkurve

F
X ®
(8:68)  F(Fy)= 6;" l—%ng—@ndF mit 4y - Sy 1x)8(x)dx = f(y);

Der Wert der Dichtefunktion f(y) kann auch als arithmetisches Mittel der Likelihood—
Funktion aufgefafit werden; im diskreten Fall steht er fiir die Eintrittswahrscheinlich-
keit des Ereignisses Y.

F g(FX) zeigt dann anschaulich anhand kumulierter Anteilssitze die Verinderung der

aposteriori—Verteilung gegeniiber der apriori—Verteilung durch die Zusatzinformation
Y. Liegt bspw. F g(Fx) stets unter der Diagonalen, hat die Wahrscheinlichkeit dafiir,

daB X "kleine Werte" annimmt, abgenommen: F g(x) < Fy(x).

8.3.4 Anwendung im Rahmen der Portfolio—Analyse

Im Rahmen der Portfolio—Analyse befait man sich u.a. mit der Fragestellung, wie ein
Portfeuille von Anlageformen optimal gestaltet werden sollte. Dabei wird von einem
risikoaversen Investor ausgegangen, der die erwarteten Renditen gegeniiber dem Risiko
abwéigen mufl. Es wird stets zugrundegelegt, dal mit hoherem nichtdiversifizierbarem
Risiko eines Portefeuilles auch der erwartete Gewinn ansteigt.

SHALIT/YITZHAKI"® schlagen eine Anwendung der mittleren Differenz anstelle der
Varianz als geeignetes RisikomaB in der Portfolio—Theorie vor. In ihrem Artikel

78 Vgl. SHALIT, H. / YITZHAKI, S. (1984).
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iibertragen sie die Ergebnisse des normalen "Capital-asset—pricing—model" (CAPM)79
auf einen Ansatz, der auf eben dieser mittleren Differenz bzw. dem Korrelationsmaf Cg

aufbaut. In einer weiteren Fragestellung vergleichen sie verschiedene Anlageformen
eines Portfolios hinsichtlich ihres relativen Risikoausmafles innerhalb eines Portfeuilles
anhand von Korrelations—Lorenzkurven.

Ausgangspunkt der ersten Fragestellung ist die Zusammensetzung eines Portefeuilles
mit risikobehafteten Anlageformen i mit Rendite G, und einer sicheren Anlage mit

Zinssatz if. Auf der Basis bestimmter Annahmen iiber die Beschaffenheit des Kapital-

marktes8? wird im Rahmen des abgewandelten CAPM fiir das Marktgleichgewicht eine
lineare Beziehung zwischen der erwarteten Rendite eines Wertpapiers E(G;) und der

Kovarianz cov(G;,F (G  )) hergeleitet, mit der das systematische Risiko eines Wert-

papiers innerhalb eines Portefeuilles gemessen werden soll (Wertpapiermarktlinie).8!
Man gelangt zu folgendem Ergebnis:

Damit die risikoscheuen Investoren unsichere Anlageformen erwerben, miissen diese
eine hohere erwartete Rendite aufweisen als die sichere Anlage, die Differenz stellt die

Risikoprdmie dar. Im Marktgleichgewicht ist die Risikoprdmie eines Wertpapiers pro
- 1

G.
Risikoeinheit W) identisch mit der des Marktportefeuilles aller
’"m‘' m

E(G_)- i
risikobehafteten Wertpapiere c °"(8m:Fm{Gm)); sie entspricht dem "Marktpreis des

Risikos'82,

79 Vgl. RUDOLPH, B. (1979) und BERNDT, E. R. (1991), Kap. 2.

80 U. a. vollkommener Kapitalmarkt, Existenz einer risikolosen Anlage— und Verschuldungsmoglich—
keit, Einperiodenmodell, Investor unterhilt voll diversifiziertes Portefeuille.

81 Bezeichnungen:
Rendite: G;
Einzelnes Wertpapier: Index i;

Mischung risikobehafteter Wertpapiere: Index m,;
sichere Anlage und Mischung der risikobehafteten Wertpapiere (Portefeuille): Index p.

82 Vgl. SHALIT, H. / YITZHAKI, S. (1984), S. 1459f.
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Daraus folgt sofort die Gleichung fiir die Wertpapierlinie:

v(G. ,F_(G ))
(8.69) E(Gy) =ig+ (B(Gp) - if)'zz_v(cif‘ﬁ(ﬂﬁﬁ

870) o EG) E(G,) - i;  cov(G,F (G

. )
i) =t Cov (G F_[G_)) Tov "y cov(G,.Fy(Gy).#

i‘voi

Im Gleichgewicht ergibt sich also die erwartete Rendite des Wertpapiers i aus dem
Zinssatz der sicheren Anlage zuziiglich einer Risikoprdmie. Diese Risikopramie splittet

sich in den "Marktpreis des Risikos" multipliziert mit dem systematischen Risiko des
) cov(G,F(G)) .
Wertpapiers. Der Ausdruck kann wiederum als Regressions-
cov( Gm,Fm( ij )

koeffizient interpretiert84 und, wie (8.70) zeigt, aufgesplittet werden in einen Korrela-
tionskoeffizienten multipliziert mit dem Verhiltnis zweier Kovarianzen.

Beziiglich der zweiten Fragestellung, d.h. der Charakterisierung von Anlageformen
hinsichtlich des relativen Risikos in einem Portfeuille, schlagen SHALIT/YITZHAKISS
die Verwendung von Korrelations—Lorenzkurven vor. Betrachtet werden verschiedene
Anlageformen i mit jeweils gleicher erwarteter Rendite. Die Korrelationskurve fir i,
hervorgehend aus der Transformationsgleichung gi(Gp) = E(GilG p) mit Gp als

Rendite des Portfolios, ist dann definiert als
1 Fp
8.71 F (F)= (o
(8.71) 51( p) E(g(G,)) ggl(Gp(q))dq

mit Fp(G p) als Verteilungsfunktion von Gp.

Eine Einteilung in aggressive und defensive Anlageformen innerhalb des Portfeuilles
dg.-G
kann man iiber die Elastizititen ngi’ Gp = aC;—ll’— vornehmen. Ist T,gi’Gp grofler

83 vgl. RUDOLPH, B. (1979), S. 1046 fiir normales CAPM.
Vgl. SHALIT, H. / YITZHAK]I, S. (1984), S. 1460.

84 Vgl. dazu Kap. 8.2.
85 Vgl. SHALIT, H. / YITZHAKI, S. (1984), S. 1463ff.
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(kleiner) als 1 fiir alle Gp, d.h. die Korrelations—Lorenzkurve F gi(Fp) liegt unter (iiber)

der Lorenzkurve des Portefeuilles Lp(F reagieren die Renditen der Anlageformen

),
P
relativ stark (schwach) auf Verinderungen im Portefeuille. Liegen sich nicht schnei-
dende Korrelations—Lorenzkurven vor, kann die Anordnung von Anlageformen nach
ihrem RisikomaB cov(Gi,F(Gp)) erfolgen. Ist cov(Gi,F(Gp)) > (<) cov(Gp,F(Gp)),

wird i als aggressive (defensive) Anlageform eingestuft.88

8.3.5 Anwendung vor finanzwissenschaftlichem Hintergrund : Verteilungswirkungen
von Einkommensteuertarifen

Als zentrales Anwendungsgebiet des vorgestellten Instrumentariums findet sich in der
Literatur die Analyse der Verteilungswirkungen von Einkommensteuertarifen, die eine
Vielzahl von Autoren beschaftigt.87'88

Ausgangspunkt der Betrachtung ist eine Verteilung der Bruttoeinkommen x > 0 , auf

die ein Steuertarif mit Steuerbetrag t(x) (0 < t(x) < x ) angewandt wird, so daB sich als

Nettoeinkommensverteilung y(x) = x - t(x) > 0 errechnet. Der Grenzsteuersatz t’(x)

soll zwischen O und 1 liegen. Der Durchschnittssteuersatz eines Steuerzahlers mit Ein-

kommen x ist gegeben durch i(x) = t—%l Das durchschnittliche Steueraufkommen pro
b

Steuerzahler berechnet sich als p, = f t(x)f(x)dx, die gesamtwirtschaftliche Steuer-
a

quote ergibt sich als Verhdltnis von Gesamtsteueraufkommen T zu Gesamtbruttoein-

N
kommen X, wobei gilt }T( = Ext— Demgegeniiber ist die Nettoeinkommensquote definiert

ﬂ_so

als Verhiltnis des Gesamtnettoeinkommens Y zu X : }Y(=

88 Vgl. SHALIT, H. / YITZHAKI, S. (1984), S. 1465.

87 Vgl. KAKWANTI, N..C. (1977,1980a), PFAHLER, W. (1983, 1987), LAMBERT, P. J. /
PFAHLER, W. (1987,1988) und LAMBERT, P. J. (1989).

88 Vgl. YITZHAKI, S. / THIRSK, W. (1990). Sie verwenden das Instrumentarium der Korrelations—
Lorenzkurven fiir die Analyse von Ausgabensteuern.

89 Vgl. MARTZ, T. (1988), S. 532.
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Kenngrofien zur Beurteilung von Steuertarifen stellen

— die Steuerbetragselastizitit M x —’(—l : § d;: und

— die Nettoeinkommenselastizitit 7, L(-(-)—)- %B —i

T x gibt an, um wieviel Prozent sich der Steuerbetrag dndert, wenn sich das Bruttoein-
b}

kommen um 1% &ndert. Entsprechendes gilt fiir ny X und die Beziehung von Netto—

und Bruttoeinkommen.

Ein Steuertarif wird als proportional (progressiv oder regressiv) eingestuft, wenn der
Steuerbetrag in gleichem Mafe (schneller oder langsamer) wichst wie das Bruttoein-
kommen, d.h. es gelten folgende Zusammenhinge?:

Proportionaler Tarif t(x) = cx c=tx)=t(x) |7, =1Vx,

Progressiver Tarif z.B. t(x) = ox? t(x) steigend inx | 7, > 1Vx,

Regressiver Tarif zB.t(x) = d+cx, | i(x)fallendinx |7, <1Vx
d>0,c>0 ’

Wegen 0 < t’(x) < 1 und folglich 0 < y’(x) = 1 - t’(x) < 1 gilt bei Anwendung von
Theorem 2 und 3 von KAKWANI die Beziehung:

(8.72) Ly(F) = %LY(F) + %Lt(F),Ql

wobei Ly (F), Ly/(F) und L (F) die Lorenzkurven der einzelnen Merkmale sind. Ly (F)

1afit sich folglich als mit Steuer— bzw. Nettoeinkommensquote gewogenes Mittel von
Ly/(F) und Lt(F) darstellen und liegt damit zwischen diesen beiden Lorenzkurven.92

90 Vgl. LAMBERT, P. J. (1989), S. 138, MARTZ, T. (1987), S. 15 sowie MUSGRAVE, R.A. /
THIN,T. (1948). Letztere ziehen N x 2ur Beurteilung eines Steuertarifs in jedem Punkt x heran,

d.h. sie sehen Progressivitit als die lokale Eigenschaft eines Tarifs an einer Stelle x an.
91 Vgl. ausfithrliche Herleitung bei PIESCH, W. (1975), S. 66f.
92 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 67.
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Uber die Lage der einzelnen Lorenzkurven kann man folgendes sagen: 93
Bei proportionalem Steuertarif gilt Ly(F) = LY(F) = Lt(F)’ da die Relationen zwi-

schen den einzelnen Einkommen unverdndert bleiben. Vergleicht man eine progressive
(regressive) Steuer mit der Proportionalsteuer bei gleicher Ausgangsverteilung, gelten
wegen Theorem 1 von KAKWANI und (8.72) folgende Aussagen:

1 np’°5>npf°P—1fura11ex=>L (F <L, FS) Ly(F) < Ly(F)

. reg pIo
2 78 <R = 1furallex= L(F) > Lt(p‘)’ = Ly (F) > Ly(F).

Bei progressiver Besteuerung weist also die Nettoeinkommensverteilung eine niedrigere,
bei regressiver Besteuerung eine héhere Disparitit als die Bruttoeinkommensverteilung
auf.

Betrachtet man bspw. einen linearen Ansatz mit

(8.73) x =y(x) + t(x), y(x) = cx +d > 0, t(x) = (1 - ¢)x - d >0,
y(x)=c¢20,t'(x)=(1-¢)20,

gelten damit folgende Aussagen:

Fall1 ]0<c<1,d>0 r/x=1>n

vx L,(F) < Ly(F) < Ly(F)

nt,x>

[Fall 2 0<c, d<0 .

vx” Tex = 1> M x Ly(F) < Ly(F) < L,(F)

Im Fall 1 wird gleichzeitig ein Pro—Kopf—Subventionsbetrag von d und eine propor-
tionale Steuer auf das Einkommen betrachtet, was zu einem progressiven Tarif fiihrt.
Fall 2 erfafit fiir 0 < ¢ < 1 eine proportionale Einkommensteuer kombiniert mit einem
Kopfsteuerbetrag d, der Steuertarif ist regressiv. Man sieht, daf# die Lorenzkurve der
Bruttoeinkommen zwischen der der Nettoeinkommen und der der Steuerbetrage liegt. %4

93 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 67ff und MARTZ, T. (1988), S. 533.
34 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 72.
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Vergleicht man allgemein zwei Tarife t,(x) und t,(x) mit gleicher Ausgangsverteilung

fiir x, gilt folgender Zusammenhang zwischen den Lorenzkurven der Nettoeinkommens-
verteilung und der Steuerbetragsverteilung®s:
Die Beziehung (8.72) 1a8t sich umformen zu

(878)  iygLyg(F) = s Ly(F) + (g - )Ly (F)
oy Ly (F) - Ly (F) = p, L (F) - p Ly (F) + (py - )Ly (F)
&y - )Ly (F) - Ly(F)) = - p(Ly(F) - Li(F))
@ Lg(F) - Ly(F) = L (Ly(F) - Ly (F)
Dabei 14t sich die Differenz Ly (F) - L,(F) als der Anteil der Steuerlast interpretieren,

der von den 100F% kleinsten Einkommensbeziehern zu den 100(1-F)% grofiten Ein-
kommensbeziehern verlagert wird. Bei einer progressiven Steuer ist er positiv, bei einer
regressiven Steuer negativ.97

Bildet man nun die Differenz der Gleichungen, bezogen auf zwei verschiedene Steuer-
tarife 1 und 2, fithrt dies zu 98

(875)  (Ly(F) - Ly(F)) - (Ly(F) - L3(F))
o1

= —ﬁf(LX(F Li(F)) —E(LX F) - LA(F))
o QL

& LE(F) - Ly(F)

Y
2 1
=Bl -1 + ( B e - 1),
Bx ~ o G G

Im allgemeinen ist es also moglich, daB L%{(F) und L%(F) sich schneiden, obwohl L,%(F)

und L%(F) sich nicht schneiden.99

95 Es wird weiterhin angenommen x > 0, y(x) > 0, x = y(x) + t(x), 0 < t’(x) < 1.

9 Vgl. LAMBERT, P. J. / PFAHLER, W. (1987), . 636.

97 Vgl. LAMBERT, P. J. (1989), S. 172.

98 Vgl. LAMBERT, P. J. / PFAHLER, W. (1987), S. 636 und KAKWANI, N. (1977), S. 723.
99 Vgl. SYKES, D. / SMITH, W. J. / FORMBY, J. P. (1987).
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Bei aufkommensgleicher Steuer gilt jedoch /.L% = uf, also
876)  L2(F)- LY(F) = — 2t (LL(F) - LX(F)), damit
’ Y Y\ T By — Byt t ’

(877)  Li(F) 3 LA(F) & LE(F) F Ly(F).

In einem solchen Fall schneiden sich die Steuerlorenzkurven und die Nettoeinkommens-

lorenzkurven jeweils an den gleichen Stellen F, vorausgesetzt sie schneiden sich iiber-

haupt. Wegen Theorem 1 folgt zudem aus n, > 7,  fiir alle x L%(F) < Lf(F) fiir
1’ 2

alle F.

Die Analyse von Distributionseffekten bei nicht—proportionalen und damit im Sinne
der Lorenzkurve nicht verteilungsneutralen Steuertarifen hat zu einer Vielzahl von
Vorschlagen fiir Indizes gefiihrt, die
— das Ausmafl an Abweichung vom verteilungsneutralen Besteuerungszustand
gemessen iiber die Steuerverteilung (Progressionsmafie) und
— das AusmaB an redistributiven Effekten, d.h. die Wirkung des Tarifs auf die
Nettoeinkommensverteilung
zu quantifizieren suchen. Auf der Basis von Lorenzkurven und (relativen) Korrelations-
—Lorenzkurven werden Mafle entwickelt, die formal enge Beziige zum Schutz— bzw.
Gini—Koeffizienten aufweisen. Im folgenden sollen kurz die in der Literatur verwandten
Progressionsmafle vorgestellt werden.100 Ausfiihrliche Erlduterungen finden sich ins-
besondere  bei PFAHLER  (1983,1987), LAMBERT/PFAHLER  (1988),
LAMBERT (1989).

Als Minimalforderung an ein Progressionsmaf8 kann formuliert werden10%:
"Wenn der Steuertarif sich dndert, so dafi ein MaBl "of local progression" wie z.B. T x

in allen x steigt, die Bruttoeinkommensverteilung aber gleich bleibt, dann sollte auch
der Wert des Progressionsmafles steigen."

100 Analoge Regressionsmale sind entwickelbar, aber nicht gebrauchlich.

101 vgl. LAMBERT, P. J. (1989), S. 169.
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In Analogie zum Schutz—Koeffizienten wird von PFAHLER (1983) die maximale
Differenz zwischen Ly (F) und Lt(F) als Progressionsmafl vorgeschlagen:

(8.78) nt = max (Ly(F) - L(F))
dLy(F) dL,(F
An dieser Stelle F gilt {d(l(’ ) = 3; ) e x/S)F() = t(x;(LF)) eI = %’
t

d.h. in diesem Punkt ist der durchschnittliche Steuersatz 1(x) gleich dem durchschnitt-
lichen Durchschnittssteuersatz, d.h. er entspricht beim Vergleich mit einer aufkom-
mensgleichen Proportionalsteuer dem dortigen Durchschnittssteuersatz. Er trennt also
solche Einkommensbezieher, die mehr als bei proportionaler aufkommensgleicher
Besteuerung zahlen von denen, die weniger zahlen.

Sucht man in der relativen Korrelations—Lorenzkurve Lt(LX) die maximale Differenz

zur Diagonalen Ly, gelangt man ebenfalls zu T1F:
dL, dL dL,dF t(x)
P X t t X
(8.79) II" =max (Ly - L ,(Ly)), da = 1= 1= 102
L, X X7 TdLy —dly dF-dL Ay X

X X
. . . . DM Steuer .
Interpretiert man i(x) als Merkmal z mit der Dimension DM Finkommen SOWie der
b

@

Dichte I(x) und folglich mit dem arithmetischen Mittel p, = f tx) I(x)dx = Kt’ 148t
a

sich TI¥. auch als die normierte relative Abweichung von y, schreiben:

b
P i) -Ht/Hx
(8‘80) H = JI)TTZ_Ll(x)dx 103
af Kyl By

Dieses Abstandsmaf erfiillt die Minimalforderung, da die neue Steuerlorenzkurve unter
der alten liegt, wenn Ty x Steigt fiar alle x.

Neben diesem Streckenmaf werden Flichenstiicke im Lorenzkurven—Schaubild bzw. bei
der relativen Korrelations—Lorenzkurve als Progressionsindizesi®4 vorgeschlagen. Dabei
wird teilweise von der Annahme t’(x) > 0 abgegangen, so daf statt der Lorenzkurve

102 ygl. PFAHLER, W. (1983), S. 241 und LAMBERT, P. J. (1989), S. 176.
103 vgl. PFAHLER, W. (1983), S. 241.

104 Vgl. auch PFINGSTEN, A. (1986), PFINGSTEN, A. / SCHNEIDER, J. (1994) und
WAGENHALS, G. (1994).

Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM
via free access



164

L (F) allgemeiner die (relative) Korrelations—Lorenzkurve F,(Fyx) bazw. F(Ly)

betrachtet wird.105

(UBERSICHT 10: Flichenprogressionsmafie im Uberblick

= F({')(X))X)V) - F(X:V)

- Jo- e R

Flichenmafie Quelle
1
¥ =2 f(Ly(Fy) - P (Fy))dPy KAKWANI (1977)
0
= C;-Ry
b
=21 f(i(x) - B4 2R (x)f(x)dx108
s kX
1
%) = uu-1) [ (1-F) Ly (Fy)-F,(Fy))dFy PFAHLER (1987),
0

LAMBERT (1989)

1
H
S = 2 (Ly - F,(Ly))dLy
0

1 dL
=2 (Ly(Fy) - Fy(Fy)gr: Py
0

b
= ﬂ—: ;f (t(x) - f;-xix)zLx(x)fx(x)dst

HAINSWORTH (1964)

SUITS (1977)

105 Vgl. ausfithrlich PFAHLER, W. (1983,1987).
106 vgl. PFAHLER, W. (1987), S. 10.

107 Vgl. PFAHLER, W. (1987), S.11

108 Vgl PFAXHLER, W. (1987), S. 10.
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Das KAKWANI-Mai nimmt wegen -Rt < Ct < Rt Werte im Bereich von

-25-1-Rxgct-Rx51 - Rx < 1 an, das MaBl von SUITS ist im Bereich

-1¢ nHs <1 definiert.109 Die Mafe sind positiv (negativ) fiir einen progressiven (re-

gressiven) Tarif iiber den gesamten Bereich von x 110. Im Fall einer Proportionalsteuer
wird ihr Wert Null. Dieser Wert kann jedoch auch dann angenommen werden, wenn
sich "positive" und "negative" Flachenstiicke ausgleichen, d.h. wenn nicht durchgehend
progressive bzw. regressive Steuertarife betrachtet werden.

Gilt ein linearer Steuertarif t(x) = cx + d > 0, lassen sich Zusammenhinge zwischen
HHS und HK unter Anwendung von Aussagen beziiglich Lorenzkurven korrelierter
Variabler bei PIESCH!!! herstellen:

UBERSICHT 11: Flichenprogressionsmafle =~ bei  linearem Steuertarif

Parameter- nk s es gilt

kons t ellation

¢ >0d>0, [m=r-Ry<o |n5-Zp —=d g |nK_pfS

0< 7, <1 By X

>0,d <0, |m¥=R-Ry>0 [m#5-=8p —-dpg |pK_pHS
M x > 1 Ay ¢

c<0d >0, |m¥=-r-Ry<o [ M8-dp —=d g | p¥_ S
Ty x < 0 By Hx

109 Vgl. LAMBERT, P. J. (1989), S. 175f.
110 vgl. PFAHLER, W. (1987), S. 11f.
111 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 73ff.
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PFAHLER stellt 1987 eine Klasse von skaleninvarianten Progressionsmaflen vor, denen
die Flichenmafle zugeordnet werden konnen!12:

b
L
(8.81) ATR = /‘_1 Of (t(x) - E‘X)W(x)f(x)dx

mit W(x) als monotonem, nicht linearem Gewichtungsschema.
Mit W(x) = 2F(x) gelangt man zu ATR = HK, mit W(x) =-(1 - F(x))u'1 zur Ver-
allgemeinerung HK(V) und mit W(x) = 2L(x) zu ATR = IT""".

Eine Analyse von Umverteilungswirkungen einer Steuer kann auf dem Vergleich von
Brutto— und Nettoeinkommensverteilung aufbauen. In vélliger Analogie zu der Her-
leitung von Progressionsmafilen konnen auch hier wieder Strecken— und Flichenmafe
konstruiert werden. Diese lassen sich wiederum wegen y(x) = x - t(x) leicht iiber die
Steuerquote in Verbindung mit den bisher vorgestellten Mafien bringen. Ausfiihrliche
Darstellungen finden sich bei TACHIBANAKI (1981), PFAHLER (1983,1987),
LAMBERT (1989). Aufilerdem werden in LAMBERT/PFAHLER (1988) weitere
Komponenten neben Steuerbetrag, Brutto— und Nettoeinkommen in die Betrachtung
einbezogen, wie z.B. Transfereinkommen oder die Bereitstellung offentlicher Giiter.

8.3.6 Anwendung im Rahmen der Segregationsanalyse

In der Literatur finden sich einige Beitrige, die sich mit "Ecological segre-
gation"113 "Employment segregation" oder "Occupational segregation"!14 befassen und
dabei als Instrumentarium die Lorenzkurve bzw. allgemeiner die relative Korrelations—
Lorenzkurve und die daraus abgeleiteten Indizes verwenden. Im Rahmen der Segrega—
tionsanalyse wird versucht, Mafigrofien fiir die Trennung von zwei (soziologischen)
Gruppen zu entwickeln, bspw. fiir das AusmaB, in dem bestimmte Stadtteile iber-
wiegend von weiflen oder schwarzen Bevélkerungsteilen bewohnt werden!!s oder

112 Vgl. PFAHLER, W. (1987), S. 7.

113 Vgl. JAHN, J. / SCHMID, C. F. / SCHRAG, C. (1947).
114 gl SILBER, J. (1989c).

115 Vgl. JAHN, J. / SCHMID, C. F. / SCHRAG, C. (1947).
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unterschiedliche Beschéftigungsanteile von Frauen und Ménnern in verschiedenen
Berufszweigen vorliegen. Es liegt keine Segregation vor, wenn die beiden Gruppen in
den einzelnen Stadtteilen bzw. Berufszweigen geméaf} ihrem proportionalen Anteil in der
Bevolkerung vertreten sind, d.h. wenn die Verteilung unabhéngig ist von dem nominal-
skalierten Merkmal Hautfarbe oder Geschlecht.

Hier soll nun die Analyse am Beispiel der Berufstdtigkeit von Méannern und Frauen in
bestimmten Beschiftigungsarten vorgenommen werden, wobei auf die diskrete Schreib-
weise zuriickgegriffen wird. Die Segregationsansatze lassen sich formal auf der Basis von
Lorenz— bzw. relativen Korrelations—Lorenzkurven korrelierter Variabler betrachten,
auf die von PIESCH ausfithrlich eingegangen wird.!16 Als Merkmalsausprigungen
werden die geschlechtsspezifischen Beschéftigungsanteile in i betrachtet, also verhailt-
nisskalierte Merkmale:

M
n.
Y = n]— Mainneranteil in Beschaftigungsart i,
i
;
x; = ;— : Frauenanteil in Beschaftigungsart i

1

mit 1, : Anzahl der Beschiftigten in i,

nl\i/I : Anzahl der ménnlichen Beschiftigten in i,
nIi? : Anzahl der weiblichen Beschiftigten in i.

M

. _ F : _ _ .
Es ist n =1y 4oy, damit x+y=1 und by + py =1 Man betrachtet also zwei

vollstindig negativ korrelierte Merkmale X und Y , wobei jede Merkmalsausprigung
mit der Haufigkeit der Beschiftigten in i auftritt. Damit lassen sich wieder die von
PIESCH hergeleiteten Zusammenhinge fiir Lorenzkurven von lineartransformierten
Variablen bzw. Lorenzkurven von korrelierten Variablen ( als Spezialfall einer relativen
Korrelations—Lorenzkurve ) anwenden.!17

116 Vgl. PIESCH, W. (1975), §7 und §8.
U7 ygl. PIESCH, W. (1975), S. 69 und S. 75.
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Es gilt

—in Fall A mit iy, < 0,5 < iy  Ly(F) < Ly (F) = Ry, > Ry 118,
—in Fall B mit gy < 0,5 < iy : Ly(F) > Ly (F) = Ry, < Ry 119

Die Lorenzkurve Ly spiegelt die "diversity in the degree of feminization of the various

occupations"120 wider.

Betrachtet man nun die konvexe relative  Korrelations—Lorenzkurve
Fg*(Fg) = Ly(1 - Ly,) mit g(X) = 1 - X und g*(X) = X, lafit sich die Flache zwischen

der Diagonalen und dem Kurvenzug als "Maf$ fir das Ausmaf an Segregation"
interpretieren. Dieser Index Rg wird von SILBER als "G-Segregation—Index"

bezeichnet. 121 RS kann als Gini—Koeffizient eines Merkmals mit den
oM

Merkmalsauspragungen —l‘,— interpretiert werden, die mit der Haufigkeit nIi“ auftreten. 1
n.

1

Es gilt folgender Zusammenhang:

1

_ 1
(8.82) Rg = ”’YRX = ERy'm

D.h. der Wert der geschlechtsspezifischen Gini—Koeffizienten wird jeweils noch mit
dem Faktor by bzw. By relativiert. Es ist also immer auch Ry < By bzw. Ry <y

U8 Die Indexierung erfolgt jeweils entsprechend der Bezeichnung der Merkmale.
119 vgl. PIESCH, W. (1975), S. 71f.

120 SILBER, J. (1989c), S. 238.

121 vgl. SILBER, J. (1989c), S. 242.

122 vgl. SILBER, J. (1989c), S. 242.

123 vgl. PIESCH, W. (1975), S. 75 Form (159).
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Da zudem pyRy = pyRy124 gilt, 1aft sich Rg auch als Summe der beiden

Gini—Koeffizienten formulieren:

(8.83) Rg =Ry+ Ry

Liegt keine Segregation vor, ist X = py und Yi = by folglich sind RX’ RY und RS
gleich Null.

Im Schaubild der beiden Lorenzkurven bildet die (zweifache) Fliche zwischen F und
Ly(F) und F und Ly/(F) ein Ma8 fiir das Segregationsausmaf. Ordnet man beide Ver-

teilungen nach steigendem x; (bzw. yi), 148t sich R auch darstellen als

wobei C 8 Y (bzw. C g,X) der der Korrelations—Lorenzkurve F g,Y(FX) (bzw. Fg,X(FY))

zugeordnete Korrelationsindex ist.125

124 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 69 Form (153).
125 Vgl. SILBER, J. (1989c), S. 238f.
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9. Die Lorenzkurve vor dem Hintergrund partieller Ordnungsrelationen

In der neueren Literatur taucht die Lorenzkurve bzw. die daraus abgeleitete Lorenz—
Dominanzordnung oder die Ordnung der GL—Kurven immer ofter in Verbindung mit
einer Vielzahl weiterer partieller Ordnungsrelationen auf, und das unter sehr unter-
schiedlichen Gesichtspunkten. Das driickt sich in der Gliederung dieses Kapitels aus,
welche sehr unterschiedliche Aspekte in den einzelnen Abschnitten aufgreift.

In die Thematik soll mit zwei Kapiteln eingefithrt werden, in denen

1. allgemeine ableitbare mathematische Zusammenhinge zwischen Funktionen kurz
dargestellt werden (Kap. 9.1) und

2. bekannte Ordnungsrelationen systematisch beschrieben werden, wobei stets die
Beziige zur Lorenzkurve bzw. zur verallgemeinerten Lorenzkurve GL herausgearbeitet
werden (Kap. 9.2).

Anschlieflend wird die Lorenz—Dominanzordnung selbst untersucht (Kap. 9.3). U.a.
werden dquivalente Darstellungsformen vorgestellt, die wieder auf die Verwandtschaft
zu vorher bereits vorgestellten Ordnungen hinweisen.

Einem anderen Strukturierungsaspekt folgen die weiteren Kapitel:

In ihnen werden bestimmte thematische Fragestellungen aufgegriffen und die dort we-
sentlichen Ordnungsrelationen nun vor dem jeweiligen Sachhintergrund interpretiert,
und erneut die Bedeutung der Lorenzkurve vor diesem Hintergrund herausgearbeitet
werden. Im einzelnen betrifft dies die Ungleichheitsmessung (Kap. 9.4), die Streuungs-
messung (Kap. 9.5), die Analyse von Lebensdauerverteilungen (Kap. 9.6) und die Beur-
teilung risikobehafteter Projekte (Kap. 9.7). In der Literatur finden sich weitere
Anwendungsbeispiele der Lorenz—Dominanzordnung fiir den Vergleich von Prognosen!,
oder die Ordnung von Stichprobenmittelwerten.?

Uber den Zusammenhang der Lorenz—Dominanz zur Second order Dominanz und zur
"variability"—-Ordnung? 1afit sich das Anwendungsgebiet weiter ausdehnen: Bspw. kann
zur Charakterisierung von Wartezeitverteilungen? oder zur Definition von Armuts-
ordnungen’ die Lorenzkurve herangezogen werden.

1 Vgl. DEGROOT, M. H. / ERIKSSON, E. A. (1985).

2 Vgl. ARNOLD, B. C. / VILLASENOR, J. A. (1986).

3 Vgl. Kap. 9.2.1.

4 Vgl. STOYAN, H. / STOYAN, D. (1969) und WHITT, W. (1980).
5 Vgl. SPENCER, B. D. / FISHER, S. (1992).
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9.1 Einige allgemeine Zusammenhinge zwischen Ordnungsrelationen

Es existiert eine uniibersichtliche Vielzahl von Ordnungsrelationen. In einem Uberblick
sollen relativ allgemeine Beziehungen zwischen Ordnungen dargestellt werden, die eine
Systematisierung bestehender Ordnungen erméoglichen.

Die allgemeinen Ausfithrungen beschrinken sich auf die Betrachtung zweier stetiger$,
nichtnegativer Funktionen K(x) bzw. H(x) im Bereich 0 < e < x < d mit Ableitung
K(x = k(x) > 0 bzw. dH(x =h(x) > 07im Bereich 0 ¢ e < x < d.

UBERSICHT 12: Kriterien fiir Ordnungsrelationen zweier Funktionen
und dquivalente Darstellungsformen

Kriterium beziiglich K(x), H(x) Aquivalente Darstellung
1. positive Differenz Verhiltnis
K(x) — H(x) > 0 g{;}nfﬁrogegxgd

fir0<e<x<d

2. nicht fallende Differenz
K(x)-H(x) nichtfallend k(x)-h(x) > 0

0<e<x<d

. w1y k(x), h(x k(x K(x
3. nichtfallendes Verhéltnis K&% > H{I} e }TEE} > H'Ei}
%—E—’% nichtfallend %2((-)-)5 2 Eﬁ—)((')-)}
X X X
fir0<e<x<d g&’—(}zg{%
X y

fir0<e<y<x<d

6 Eine Erweiterung der Aussagen auf diskrete Verteilungen ist in der Regel moglich. Fiir die Inversion
von Verteilungsfunktionen findet man in der Literatur z.T. linksseitig und rechtsseitig stetige Ver-—
sionen.

7 Die Annahme der Positivitat ist nicht fiir alle Ausfiihrungen zwingend.

Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM
via free access



173

Partielle Ordnungen sagen etwas dariiber aus, in welcher Beziehung diese beiden Funk-
tionen iiber einen vorgegebenen Bereich von x zueinander stehen solle, damit die eine
Verteilung die andere hinsichtlich eines inhaltlich vogegebenen Kriteriums dominiert.

Eine Systematisierung nach formalen Kriterien fithrt zu den in Ubersicht 12
aufgefiithrten wesentlichen Forderungskategorien und dquivalenten Darstellungsformen.

Daneben lassen sich einseitige Beziehungen aufstellen, mit deren Hilfe spiter in
Kap. 9.2 Beziige zwischen verschiedenen Ordnungsrelationen hergestellt werden
kénnen.

Drei wesentliche Uberlegungen sollen hier angefiihrt werden:

Theorem A: "Gilt k(x) > h(x) in e € x < d, dann folgt
K(x) - K(e) > H(x) - H(e) ine<x < d".

Uberlegung: Flichenbetrachtungen fithren sofort zu:
X X
K(x) - K(e) = [ k(y)dy > [ h(y)dy = H(x) - H(e).
e e

Theorem B:  "Ist ;“-g} nichtfallend in e < x < d und K(e) = 0, dann folgt
%} nichtfallend in e < x < d".

Uberlegung: Der Gedankengang baut auf dem zweiten Mittelwertsatz der

Integralrechnung auf.8 Danach ist

8 U'f gei eine monotone und g eine stetige reelle endliche Funktion in einem abgeschlossenen Intervall
[a,b]. Dann existiert dort eine Zahl f, so daB fiir das (sicher vorhandene) Stieltjsche Integral von f

iiber [a, b)] beziiglich g die Gleichung ff(x)dg(x) > f(a) [g(€) - ()] + f(b) [ g(b) - g(&)] gilt."

NAAS, J. / SCHMIDT, H. L. (1979), S. 181. Hier ist f = %, g=H(x),a=eund b=x.
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f taJAE(s) = R{E] 1) - B(e)] + 53 [A(x) - H (o)
& K(x) - () = s HG) + (5t - 5 1 5() + - Be))

Da der zweite und dritte Summand nichtpositiv sind, gilt folglich

K(x) = K(x) - K(e) < 1‘:-&-‘} H(x), damit Iﬁ%}g };_g}

Dies ist wegen 3. dquivalent zu "H'E% nichtfallend ine < x < d".

Theorem C:  "Ist % nichtfallend in e < x < d und k(d) = h(d),

dann folgt k(x) < h(x)ine < x < d".

Uberlegung: Aus ]ﬁ{% nichtfallend in e < x < d folgt, dafl fir k(x) und h(x) > 0

in diesem Bereich maximal ein Schnittpunkt vorliegen kann.® Wenn dieser
bei d liegt, muB fir x < d k(x) < h(x) gelten. Ein weiterer Schnittpunkt
liegt vor, wenn k(x) = h(x) = 0 gilt. Dadurch werden obige Bedingungen
nicht verletzt.

9.2 Uberblick iiber bekannte Ordnungsrelationen und deren Beziige zur Lorenzkurve

Zwischen den in den Kapiteln 3, 6 und 7 bereits vorgestellten Ordnungsrelationen
X%Y,XSY,Xg YX<CYX2YX>Y,X <Y und X > Y lassen sich
L

GL w D A L) L)
u.a. folgende Beziige herstellen (mit 2 fiir by = oy und b fiir py > piy):

9 Bei dieser "weichen" Definition ist es durchaus moglich, da8 k(x) = ¢ h(x) fiir ein bestimmtes
Intervall xe[xl, x2]. Dieser Fall soll auch mit dem Begriff "Schnittpunkt" kompatibel sein.
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X<Y
GL
a ﬂb
X > Y,v>2
L((”)
X<Y =10 X<Y
* L X <Y ,v>2
L(”)
i
X>YeX>Y |, X>Y
D W A

In knapper Form soll hier ein kurzer Uberblick iiber weitere bekannte Ordnungs-
relationen gegeben werden.

Der Zielsetzung gemaf wird versucht, Beziige zur Lorenzkurve aufzuzeigen, um damit
indirekt eine Einordnung der Lorenz—Dominanzordnung!! zu ermdglichen. Dabei wird
hier zur Abgrenzung stets auch die Dominanzrelation der "verallgemeinerten Lorenz-
kurven" GL12 betrachtet. Bei den in den anschlieBenden Kapiteln dargestellten Ord-
nungsrelationen und Anwendungsbeispielen werden iberwiegend direkte Beziige zur
GL—Dominanzordnung hergestellt. -

Die Uberlegungen beschranken sich auf den Vergleich zweier nichtnegativer Variabler
mit Fy(x), Fy(x) stetig. Es ist Fy = 0 fiir x ¢ ay und Fy = 1 fiir x > by, bzw.

Fy=0 fir y < ay und Fy = 1 fir y > by, wobei b = max[by,by] und

a = minfay,ay] 2 0.

Wesentlicher Baustein der bekannten Ordnungen sind Ausdriicke, die als "hdhere" bzw.
"kumulierte (inverse) Verteilungsfunktionen" bezeichnet werden sollen:

10 vgl Kap. 9.24.
11 vgl. Kap. 3.2.2.
12 Vgl. Kap. 3.3.
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Definition 9.1: Kumulierte Verteilungsfunktion!3:

(0)yy =
() Fy '(x) = fx(x)

- (—lw f (x-y)" ! dFy(y)

_(_DT:—(I][V-I] v- —k( )kmk Ly (x)1

fir0<{x<ound v> 1.
Definition 9.2: Kumulierte inverse Verteilungsfunktion x(y)(F):

firalle v > 1 {x(o)(F) = x(F)
mit

J!‘ (V—l q) dq
fiir alle 0 ¢ F¢1

«(F) = GL(F)

x(F)
=71/T f (F-q)” dxq q+ ,l,r F¥ . x(0)15
x(0)
F
- (V_-%I‘ f (F-0)" ! x(q) dq = pr)((V)(F)
0

Kumulierte inverse Verteilungsfunktionen und kumulierte Lorenzkurven unterscheiden
sich durch den Faktor b Der Fall v = 1 fithrt zur verallgemeinerten

Lorenzkurve GL(F).

In Abhingigkeit davon, ob man
— die hohere Verteilungsfunktion oder die héhere inverse Verteilungsfunktion, und
— die "Differenz positiv bzw.Verhiltnis grofier eins" oder "Verhéltnis nichtfallend"

13 Vgl. ARNOLD, B. C. (1987), S. 82.
14 vgl. Kap. 8.3.1.
15 Vgl. MULIERE, P. / SCARSINI, M. (1989), S. 316.
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als ordnungskonstituierend heranzieht, gelangt man zu vier verschiedenen Kategorien
von partiellen Ordnungen:

hohere hohere inverse
Verteilungsfunktion Verteilungsfunktion
Differenz stochastische inverse stochastische
positiv Dominanz Dominanz
Verhiltnis "Verhéiltnis—Dominanz" "inverse
nichtfallend Verhiltnis—Dominanz"

Bei stochastischer und inverser stochastischer Dominanzordnung 18t sich theoretisch
eine normierte und eine nicht normierte Version unterscheiden. Fiir Verhéltnis—
Dominanzen fithren solche Normierungsfaktoren nicht zu Bedeutungsidnderungen.

Die Uberlegungen greifen auf die in Kapitel 9.1 dargestellten allgemeinen Zusammen-
héinge zuriick.

9.2.1 Die stochastische Dominanzordnung und deren Beziige zur Lorenzkurve

Die vielleicht bekanntesten Ordnungsrelationen sind die der stochastischen Dominanz,
die fiir entscheidungstheoretische Fragestellungen entwickelt wurden:16

Definition 9.3: Die Variable X wird im wuen Grad (v = 1,2,...) stochastisch
dominiert von Y, (X (5) Y), wenn F)((”)(x) > F&V (x) fir 0 < x < b,
v

wobei fiir einige x eine echte Gréfier—Beziehung besteht.

Es gilt
Satz 9.1: X<Y=X < Ymit0O<v<m
m

)

16 Vgl. HADAR, J. / RUSSELL, W. R. (1969).
Vgl. LEVY, H. (1992): Ubersichtsartikel mit Literaturhinweisen.
Vgl. BAWA, V. S. (1982); Ubersichtsartikel mit Literaturhinweisen zu Anwendungen.
Vgl. FISHBURN, P. (1980).
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Uberlegung: Anwendung von Theorem A mit k(x) = F)((”)(x), h(x) = F\((”)(x), e=0,

d = b, wobei fiir stetige nichtnegative Variablen
F{0) = F{(0) = 0 fir v = 1,2,..ist

Bekannt sind insbesondere die Spezialfille v = 1 und v = 2:

First order Dominanz (v=1): Fy(x) 2 Fy(x) & 1 - Fy(x) < 1- FY(x)

fir0<x<b

X(g)Y impliziert die Mittelwertrelation Iy < Iy
1

X X
Second order Dominanz (v=2): fo(y)dy 2fFY(y)dy fir0<x<b.17
0

X(S)Y impliziert ebenfalls die Mittelwertrelation by < Py
2

Aquivalente Aussagen fiir First und Second order Dominanz kdnnen iiber Mittelwerte
formuliert werden.

b b
Satz9.2: X < Y & Ey(g(x) = [ g(x) fy(x)dx < By(g(x) = [ g(x) fy(x)dx
fiir alle g(x) stetig, nichtfallend in 0 < x < b18.

Satz 9.3: X (5) Y & Ey(g(x)) < Ey(g(x)) fiir alle g stetig,nichtfallend konkav1?
2

& Ey(g(x)) 2> Ey(g(x))fiir alle g stetig,nichtsteigend, konvex?20
fiir alle 0 < x < b.

17 Vgl. MARSHALL, A. W. / OLKIN, L. (1979),S. 12, "weak supermajorization".
18 Vgl. HADAR, J. / RUSSEL, W. R. (1969), S. 28ff.

19 Vgl. HADAR, J. / RUSSEL, W. R. (1969), S. 30ff.

20 Vgl. MARSHALL, A. W. / OLKIN, L. (1979), S. 12.
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Satz 9.4: Ist py = py, s0 gilt X < Y &= Ey(g(x)) 2 Ey(g(x))

(2)
fiir alle g stetig,konvex,?2!
& Ex(g(x)) < Ey(g(x))
fiir alle g stetig, konkavin 0 < x < b.
. . o\t
Satz 9.5: X <Y & Ey[(x-y)"] 2 Ey[(x-y) "] V x €[0,b]22
x b
mit E[(x-y)*] = [ (x-y) f(y)dy = [ (x-y)" f(y)dy
0 0
x-y firx >y
und (x-y)+ = )
0 firx<y

X
X

da f F(y)dy bei partieller Integration in f (x-y) f(y)dy iibergeht.
0
0

Zwischen der Dominanzordnung der GL—Kurven und der Second order Dominanz
besteht eine dquivalente Beziehung:23

x x
Satz 9.6: f Fy(x)dx > f Fy(x)dx fir0 < x <o
0 0
F F
] f x(u)du < f y(u)du & py Ly(F) € py Ly (F) fir 0 < F < 1.
0 0

Uberlegung: Bei sich schneidenden Verteilungen wird die Second order Bedingung

X < Y genau dann iiber den gesamten Bereich von x eingehalten, wenn in
2

den Schnittpunkten der Kurve die vorgegebene Grofienrelation der Flichen

21 vgl. MARSHALL, A. W. / OLKIN, L (1979), S. 11.
22 Vgl. MARSHALL, A. W. / OLKIN, I. (1979), S.11f.
23 Vgl. YITZHAKI, S. (1991) und THISTLE, P. (1989b), S. 5f.
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Fs Fg
vorliegt. Dort ist xs(Fs) = ys( undJ u)du < J y(u)du. Diese
0 0

Grofienrelation muf} ebenso fiir den gesamten Bereich von F gelten. Eine
Umkehrung der obigen Uberlegungen ist moglich.

Folglich gilt

Satz9.7:Fi'1rp,x=,u.onlth(§)Y=)X%Yundfﬁrp,x<,uY XEY:)X(%)Y.

Vergleicht man die Verteilung von X = ):— und Y = X— , ergibt sich demzufolge:
X Y

Satz 9.8: X Y. 24025

=iv

Daneben existiert eine Dominanzordnung, die auf der Kumulation von oben aufbaut
und unter der Bezeichnung "variability"—Ordnung bekannt ist:

Definition 9.4: X ist variabler als Y (X > Y), wenn
v
b b
f[l—Fx f (y)]dy fiir 0 < x < b.26
x x

24 Vgl. Kap. 9.4.1.

25 Einen Spezialfall einer second order dominance beschreibt SHAKED (1980):

Er betrachtet zwei Verteilungen mit gleichem Mittelwert. Schneiden sich fx und fY zweimal, so

dafl das Vorzeichen der Differenz fx - fY erst negativ, dann positiv und schliefllich wieder nega-

tiv ist, dann ergibt sich, daB die Verteilungsfunktionen sich genau einmal schneiden. Wegen
b—ﬂx = b-/J,Y gilt folglich X(%)Y.

Vgl. SHAKED, M. (1980), ARNOLD, B. C. / VILLASENOR, J. A. (1986), S. 48 und
WILFLING, B. (1993), S. 18.

26 Vgl. ALZAID, A. A. (1988b), S. 35; " X is said more variable than Y".
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Zu dieser Ordnungsrelation gibt es folgende Aquivalenzausdriicke:

Satz 9.9: X2 Y & Ey(g(x)) 2 Ey(g(x)) fiir alle g stetig, nichtfallend, konvex,?’
v

& Ey(g(x)) < Ey(g(x)) fiir alle g stetig, nichtsteigend, konkav,

& piy (1~ Ly (F)) 2 (1 - Ly(F)) fiir 0 ¢ F ¢ 1.28

Folglich gilt X > Y & X > Y
v L

9.2.2 Inverse stochastische Dominanz und deren Beziige zur Lorenzkurve

MULIERE/SCARSINI2? definieren eine inverse Dominanzordnung analog der stocha-
stischen Dominanzordnung, aufbauend auf der inversen Verteilungsfunktion, zu der
auch die Ordnung der verallgemeinerten Lorenzkurve von SHORROCKS gehort:

Definition 9.5: Die Variable X wird "invers dominiert im »ten Grad" von Y
(X 5) -1 Y), v > 0, wenn x(y)(F) < y(V)(F) fir0<F< 1.3
v

Es ist beispielsweise ) )
dLy(F dL(F
X< ly.= x(O)(F) < y(O)(F) e py d)}?(‘ <y d}‘( eX<Y.

(0) (1)
xé)_l v:= {BE) V) o i Ly (F) € pry L (F) & xG% Yo x(é)y.
Es gilt
Satz9.10: X (g)‘l Y=X ¢ 'Ymito<r<ma

Uberlegung: Wegen Theorem A mit k(x) = x(V)(F), h(x) = y(")(F), e=0,d=1.

27 Vgl. ALZAID, A. A. (1988b), S. 35.

28 Vgl. MARSHALL, A. W. / OLKIN, 1. (1979), S. 12; Herleitung im Anhang.
29 Vgl. MULIERE, P. / SCARSINI, M. (1989).

30 vgl. MULIERE, P. / SCARSINI, M. (1989), S. 316.

31 vgl. MULIERE, P. / SCARSINI, M. (1989), S. 316.
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Baut man diese Dominanzordnung auf der normierten inversen Verteilungsfunktion

auf, gelangt man zur Ordnung der kumulierten Lorenzkurven selbst.32

Fiir by = by stimmen X > Y und X g'l Y iiberein, ist by <ty folgt aus X > Y
) ®) L@

Wird die Lorenzkurve als Verteilungsfunktion interpretiert, stimmt demnach die sto-
chastische Dominanzrelation
Fy > Fy = L{)(0) ¢ L{(u) mit X 3 Y iiberein.
) L)

9.2.3 Verhaltnis—Dominanz und deren Beziige zur Lorenzkurve

Analog der stochastischen Dominanzordnung 1a8t sich allgemein folgende Verhaltnis—
Dominanz definieren:

Definition 9.6: Die Variable X wird von Y positiv verhiltnisdominiert im vten
v ) .. |
Grad , X (5) Y, wenn —(_V)U nichtfallend fiir a < x < b gilt,
v F x
Y

v=10,1,2, 3..., vorausgesetzt, das Verhiltnis ist definiert.
Bekannt sind die Spezialfille » = 0 und v = 133:
v=0:34 Dominanz im Sinn des Likelihood—Quotienten.

v=1:35  Dominanz in dem Sinn, daB X "einheitlich grofier in positiver Rich-
tung" ist als Y.38

32 Vgl. Kap. 7.. Der Fall %ﬂ < y(F) fiir alle F kann jedoch nicht auftreten.
X

33 Vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 211f.

34 Vgl. ALZAID, A. A. (1988b) mit Hinweis auf urspriingliche Entwiirfe von LEHMANN, E. L. (1955
KARLIN, S. (1957) und KARLIN, S. / RUBIN, H. (1956).

35 Vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 211 und KEILSON, J. / SUMITA, U. (1982), S. 182ff.
36 "Uniformly larger than Y in the positive direction", ALZAID, A. A. (1990), S. 211.
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Es gilt
vt v*

Satz 9.11: X <Y =2 X < Ymit0<v<m
(v) (m)

Uberlegung: Anwendung von Theorem B mit e = a und d = b, k(x) = F)((”)(x),
h(x) = F{)(x), K(e) = F{ (@) = 0, v = 0,1,2,....

v§
Satz 9.12: X<Y=X>Y.
(1) (1)

Uberlegung: Anwendung von Theorem C mit k(x) = Fy(x), h(x) = Fy(x),
e=a,d=b;im Bereich 0 < x < a gilt Fy(x) = Fy(x) = 0.
v#
Satz 9.13: X < Yund = =u=X>YeX<Y.
@ XTI e T
Uberlegung: Wegen py = iy ist F)((?‘)(b) = F\(,2)(b) =b-pu
Anwendung von Theorem C mit k(x) = F)((z)(x), h(x) = F&z)(x),
e=a,d = b fihrt 2u P} 2(x) ¢ F{P(x) fir a < x < by
fir 0 < x < a gilt F{2(x) = P{H(x) = 0.

Wiederum 148t sich als Spezialfall die Verteilungsfunktion "Lorenzkurve" betrachten:

v* L{F
dh. Fy ¢ Fy,wenn—x ichtfallend fiir 0 < F < 1 fiir v = 1,2
. Fy ¢ Fy, wenn ——— nic end fiir <lfirv=12...
©) L)
o) a
. . X X .
An der Stelle F = 0 gilt L(V)(O) = L(y)(O) = 0, damit = ————, was fiir

ay > 0 definiert ist.

Eine Ubertragung der obigen Sitze fithrt zu:

+

v
Satz9.14:  Fy (%) Fy = Ly (F) ¢ Ly(F) fir 0 ¢ F < 1.
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v&

Satz9.15:  Fy & Fyund Ry =Ry = L{DE) <L) farocFer,

Neben dieser positiven Verhiltnisdominanz liefle sich auch eine "negative Verhaltnis-
dominanz" definieren. Es soll fiir diese Betrachtung jedoch nur zusitzlich die Domi-
nanzordnung "X ist einheitlich grofler in negativer Richtung als Y" eingefithrt werden:

v- 1-Fy(x) ‘
Definition 9.7: X > Y , wenn nichtfallend in a < x < b,
(1) Y

vorausgesetzt, das Verhaltnis ist definiert.37

Es gilt
v-
Satz 9.16: X>Y=X > Y.:38
(1) (1)
Uberlegung: Analog Theorem C. Der Schnittpunkt liegt bei a. Demnach diirfen sich im
im Bereich a < x <b 1 —Fy(x) und 1 — Fy(x) nicht mehr schneiden,

wobei 1 — Fx(x) > 1 —Fy(x) gelten muf.

9.2.4 Inverse Verhaltnis—Dominanz und deren Beziige zur Lorenzkurve

Einige in der Literatur sehr bekannte Ordnungsrelationen lassen sich zu der Gruppe der
"inversen Verhiltnis—Dominanzordnungen" zusammenfassen, wenn man zusitzlich for-
dert FY streng steigend.3 Zu dieser Gruppe gehort beispielsweise auch die Star-

shaped—Dominanzordnung.40

37 Vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 211 und (1988b), S. 36.
38 Vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 212.

39 vgl. BARLOW, R. E. / PROSCHAN, F. (1981), S. 106.
40 Vgl. Kap. 3.1.
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Definition 9.8: Die ?’ar)iable X wir(d)von Y positiv invers verhiltnisdominiert,
vH(-1 v
(5) Y, wenn 1(wgglnichtfallend in0<F<1,r=-1,0]1,.
v x

)
und y’(x) > 0. Es ist x§'1)(F) = i’d‘]@ = x’(F).

Folgende Spezialfille treten in dieser Klasse auf:

Spezialfille Bezeichnung

X ist konvex geordnet gegeniiber Y,

v=-1| Y& pichtfallend fiir 0 <F<1 X < Y4 wenn FF (x) konvex ist
<(F) . Y *X

iiber den Bereich von x.

X ist "Starshaped" geordnet gegeniiber Y,
V=0 %nichtfajlend fir0<F<1 Xy

X hat eine steigende Lorenzkurve relativ

1 ﬂYLY(F) ichtfallend fir0 < F < 1 Y in positiver Richtung, X > Y43
V= ni nd fiir zu Y in positive , X 2
i Lx(F) L'
Es gilt:
v*(-1) vi(-1)
Satz 9.17: X ¢ Y=X < Yfirale—-1<v<m.
(v) (m)

Uberlegung: Anwendung von Theorem B mit k(x) = y(V)(F), h(y) = x(V)(F), e=0,
d=1.4

41vgl. VAN ZWET, W. R. (1964), S. 48 und BARLOW, R. E. / PROSCHAN, F. (1981), S. 106.
42 Vgl. BARLOW, R. E. / PRQSCHAN, F. (1981), S. 106 und ALZAID, A. A. (1990), S. 213.

43 vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 214.

44 Es wird davon ausgegangen, daB x(0) = 0 ist.
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Damit ist z. B. X ¢ Y = X < Y.45
c *

Auch hier lassen sich wieder Beziige zur Lorenz—Dominanzordnung entwickeln. Es gilt
insbesondere:

Satz 9.18: X § Y= X<Y4
L

) S YE) by .

Uberlegung: X § Y ist dquivalent der Aussage "m nichtfallend in 0< F <1"
Da die Fliche unter der normierten inversen Verteilungsfunktionen
auf Eins normiert ist, miissen sich ﬂ”’% und L(#«%l mindestens einmal

schneiden. Daraus folgt, daBl sich die beiden Funktionen im Bereich
0 < F < 1 genau einmal schneiden, wenn eine Starshaped—Dominanz—
relation vorliegt, wobei zunachst fiir kleine F

II'YL(E)- < x(F) gilt. Dies fiihrt wiederum zur Relation
F F
Ly (F) = f’i(ﬁf(ldq > J"%ldq = Ly(F) fir0<F < 1.
0 0
Es ist hierbei moglich, daff x(0) = y(0) bzw. x(1) = y(1) gilt.
v(-1)
Satz9.19: X < Y=X<Y%
(1) L
) by Ly(F) Ly(F)
Uberlegung: “”X L_('F)' nichtfallend" ist &quivalent "W nichtfallend" in
Ly(1-0) 5 . o Ly(1)
0 < F < 1. Fiir stetige Verteilungen ist m L_(T)' =1 und
Ly(e) Ly(0) Ly(F)
Y0ty
= D. h. fir F < 1 muf§ ki
Lx(f) Lx(o) ur mu E——(-F)' einer eins sein.

45 Vgl. BARLOW, R. E. / PROSCHAN, F. (1981), S. 107.
48 Vgl. auch FELLMAN, J. (1976), S. 823f.
47 Vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 214.
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In Abhingigkeit von Lorenzkurvenausdriicken lassen sich die folgenden Ordnungen
auch umschreiben:

. 2 2
v=0 X¢y=YE_ ALy (F)/4F

) 3 ﬂ nichtfallend fir 0 < F < 1,
¢ xX(F) dLy(F)/dF* Hx

dL(F)/dF
-1 — YF)_ Y Py . "
v=1: X é Y:= X = HL;(F-WF_ - —nichtfallend fir0 < F < 1

Im Gegensatz zur (inversen) stochastischen Dominanz spielen bei Verhiltnisdomi-
nanzen die Mittelwerte als konstante Faktoren keine Rolle.

X é Y erfordert, dafl die zweite Ableitung der relativen Korrelations—Lorenzkurve

Ly(Ly) nicht negativ ist:

d d| dLy dL (F)
Es gilt d)F(‘ = dLi . §F > 0, genau dann, wenn
dLy 1 , -
d| dL d°L dLy (F
ar X = TY > 0, da—{‘(-F— > 0 erfiillt ist.
X dLy

In Analogie zu Definition 9.7 148t sich auch hier eine negative inverse Verhiltnisdomi-
nanz definieren.

Definition 9.9: X hat eine nichtfallende Lorenzkurve relativ zu Y in negativer
1-Ly(F
. X . . .
Richtung (X > Y), wenn =L (F) nichtfallend fiir 0 < F < 1 gilt.4®
IL” Y

48 Vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 214.
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9.2.5 Eine zusammenfassende Ubersicht

Ein zusammenfassender Uberblick iiber die wichtigsten Zusammenhinge zwischen den
bereits vorgestellten Ordnungsrelationen (fiir v < 3) soll der Einordnung der Lorenz—
Dominanzordnung dienen.

UBERSICHT 13: Wichtigste Zusammenhinge zwischen den in Kapitel 9.2
vorgestellten Ordnungsrelationen

(2)
Y Yo
X2Y = X>Y = X>Y
(1) (2) 3)

x>y = x>y o X <Y o x>y o x>ty
(1) 0) GL (1) (2)
aII ﬂb bﬂ ﬁa
X<Y = X<y = X<Y = X<y
c ¥ L L(2)
Il afl Yo
x<VHy  xcy
(1) v

mitaﬁirp,x=p,Y,bfiirp,x>pyund°fﬁrp,x<pY.
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9.3 Die Lorenz—Dominanzordnung

Dieses Kapitel soll in einer iibersichtlichen Darstellung noch einmal dquivalente For-
men der Lorenz—Dominanzordnung und aus der Lorenz—Dominanzordnung folgende
Beziehungen vorstellen (Kap. 9.3.1), sowie Auswirkungen von Transformationen (Kap.
9.3.2) bzw. von Mischung und Aggregation (Kap. 9.3.3) auf die Lorenz—Dominanz-
beziehungen begutachten.

9.3.1 Aquivalente Darstellungsformen zur Lorenz—Dominanzordnung

Fiir zwei nichtnegative Variablen X und Y mit positivem und endlichem Erwartungs-
wert ist die Lorenz—Dominanzbeziehung definiert als X < Y : Ly(F) > Ly(F) fiir
L

0<F<1.
Eine solche Dominanzrelation folgt z.B. immer dann, wenn sich %)- und X#%l genau

einmal schneiden. Dies ist bspw. bei Starshaped geordneten Verteilungen der Fall.
Umgekehrt ist aber auch eine Lorenz—Dominanzordnung mdglich, obwohl sich die nor-
mierten inversen Verteilungsfunktionen zweier Variablen mehr als einmal schneiden.
Bspw. im Fall eines Transfers eines Merkmalsbetrags von einem grofieren an einen klei-
neren Merkmalstriger schneiden sich die (normierten inversen) Verteilungsfunktionen
im Bereich zwischen den beiden urspriinglichen Merkmalswerten genau einmal, davor
bzw. danach sind sie deckungsgleich.

Einige Beitrige untersuchen die Fragestellung, inwieweit fiir bestimmte Klassen von
Verteilungstypen bei verschiedenen Parameterkonstellationen eine Lorenz—Dominanz-
beziehung besteht. 49

Aquivalente Definitionen setzen sehr oft g = oy VOTaus. Diese Bedingung ist u. a.

dann erfiillt, wenn statt X und Y X = ):_X und Y = Z—Y oder py Y und py-X zum
Vergleich herangezogen werden.5? Die Aquivalenzrelationen lassen sich entsprechend
umformulieren.
Esist bspw. X< Y& X<YeX > V.

L L (2)

49 Vgl. TAILLIE, C. (1981), ARNOLD, B. C., ROBERTSON, C. A. / BROCKETT, P. L. /
SHU, B.—Y. (1987), WILFLING, B. (1993) und WILFLING, B. / KRAMER, W. (1993).

50 Vgl. WILFLING, B. (1993), S. 20.
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Im einzelnen gelten folgende (bereits bekannte) Aquivalenzaussagen zu X > Y:
L

[UBERSICHT 14: Aquivalente Darstellungsformen zur Lorenz-Dominanzordnung
Voraussetzung
T ¢ .Y
L X2 YmitX=>—undY=-——51
L ix " by
. N STy x(F) STy Y(Fyso
2 Fy & Fy (Fx mit Dichte iy Fy, mit Dichte iy )
3. Ep [h(F)] 2 Eg_ [h(F)] fir alle h nichtfallend in F3
X Y
4 py =ty E[g(X)] 2 E[g(Y)] fiir alle g stetig konvex in x54
5. by =ty E[g(X)] < E[g(Y)] fiir alle g stetig konkav in x
x x
6. py =ty X (g) Y: puy Ay (x)58= [ Fy(y)dy > [ Fy(y)dy fir alle x > 056
2
0 0
x x
T py =y uxWX(x)57= f(l Fx(y f (1- FY(y )dy fiir alle x > 058
0 0
o ®
8. iy =y X2 Y: pyDy(x)% = f (1 - Fx(y))dy f (1 - Fy(y))dy fiir
v
X X
allex>0

51 Vgl. TAILLIE, C. (1981), S. 186.
52 Vgl. ALZAID, A. (1990), S. 219f.

53 Vgl. Kap. 9.4.1.

54 Vgl. HARDY, G. H. / LITTLEWOOD, J. E. / POLYA, G. (1929), S. 151, KARAMATA, J.
(1932), S. 145ff und ARNOLD, B. C. (1987), S. 37.

55 Vgl. Kap. 6.3 und 9.2.1.

56 Vgl. ATKINSON, A. B. (1970), S. 145ff.

57 Vgl. Kap. 6.1.

58 Vgl. TAILLIE, C. (1981), S. 186.

59 Vgl. Kap. 6.2 und 9.2.1.
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b b
9. py =ty S Fx(y)dy < f Py(y)dy fiirallex > 0,b = max [by by] <o
10. py = piy Ey(y-%)2 EYl[)(y - x) ] fiir alle 0 ¢ x < bs0
mit El(y - x) ] = f (v - x) f(y)dy
X
1. py = py Ex[(x-)']2 Eyl(x-y) ] firalle0< x < b
X
mit E[(x - )] = [ (x-y) {(y)dy
0

Wie aus der Ubersicht ersichtlich, erhdlt man diese Aquivalenzaussagen insbesondere
iiber zwei unterschiedliche Ansitze:

1. Die Lorenzkurve wird als Verteilungsfunktion interpretiert und auf diese dann die
Uberlegungen bzgl. der First order Dominanz iibertragen.

2. Unter der Nebenbedingung Wy = oy besteht eine Aquivalenz zur Second order

Dominanz und zur "variability"—Ordnung. Fiir diese gibt es, wie Kap. 9.2.1 zeigt,
verschiedene Darstellungsformen.
Eine weitere Aquivalenzaussage stammt von STRASSEN:6!

Satz 9.20: Es gilt X < Y genau dann, wenn zwei Variablen Y’ und Z’ existieren, fiir die
L

gilt "Y’ ist verteilt wie Y" und "X ist verteilt wie a-E(Y’|2’)" fiir manche a > 0.62

80 Vgl. ARNOLD, B. C. (1987), S. 37. Vgl. auch Kap. 6.2.
81 Vgl. STRASSEN, V. (1965) und ARNOLD, B. C. (1987), S. 39.
62 Vgl. ARNOLD, B. C. (1986), S. 48 und (1990), S. 254 sowie WILFLING, B. (1993), S. 15f.
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Entsprechend 148t sich aus der Lorenz—Dominanzordnung folgern:
Fiir den Fall py > py, folgt aus Ly(F) 2 Ly(F) GLy(F) 2 GLy(F) & X (2) Y, wobei
2

diese Beziehung wieder entsprechende Aquivalenzdarstellungen hat, wie in Kapitel
9.2.1 ausfiihrlich erldutert wird.
Im Fall py < py folgt aus LX(F) > LY(F) px(l—Lx(F)) < p,Y(l—LY(F)) mit den

entsprechenden Aquivalenzdarstellungen in Kapitel 9.2.1.

9.3.2 Lorenz—Dominanz erzeugende und erhaltende Transformationen

Eine Reihe von Autoren8? haben sich mit der Frage auseinandergesetzt, welche Auswir-
kungen Transformationen auf eine Lorenz—Dominanzordnung haben. ARNOLD unter-
scheidet zwei Fragestellungen:

1. Welche Klasse G1 von Transformationsbeziehungen g ist Lorenz—Dominanz erhal-

tend ("inequality preserving"), d.h. wann gilt X < Y = g(X) < g(Y)?
L L

2. Welche Klasse G, von Transformationsbeziehungen g fiihrt fiir jede nichtnegative

Variable X mit 0 < yy < o zu der Lorenz—Dominanzbeziehung gX)<X?
L

Folgende Ergebnisse lassen sich herleiten:
Satz 9.21:%4 Die einzigen Funktionen g, die zu G; mit

Gy {g: X ¢ Y = g(X) < g(Y)} gehoren, sind die der Form
L L

gl,bl(x) =b;x, x > 0 mit b, €(0,0)

32’b2(x) = b2 , x> 0 mit b2 €(0,0)

83,p,(%) =0 x =0

= by, x > 0 mit by €(0,).

63 Vgl. FELLMAN, J. (1976), JAKOBSSON, U. (1976), EICHHORN, W. / FUNKE, H. /
RICHTER, W. F. (1984), PIESCH, W. (1975), ARNOLD, B. C. (1987/1991), ARNOLD, B. C. /
VILLASENOR, J. A. (1986) und ARNOLD, B. C. / ROBERTSON, C. A. / BROCKETT, P. L. /
SHU, B.—Y.(1987).

84 Vgl. ARNOLD, B. C. (1987), S. 45f und (1991), S. 28.
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Uberlegung: Ausfiihrliche Uberlegungen finden sich in ARNOLD/VILLASENOR. 65 Da

proportionale Transformationen die Lorenz—Funktionen nicht #ndern,
muf} g, dieser Klasse G, angehoren. Weiter kann man fiir die spezielle

Ausgangssituation einer Lorenz—Dominanzrelation von zwei Zweipunkt-
verteilungen von X und Y mit gleichen Merkmalsauspragungen die geeig-
neten Funktionen 8 ermitteln. Dies fithrt zu 8189 und gs.ﬂﬂ Diese Menge

an Funktionen gibt die maximal mdglichen transformationserhaltenden g

an. Eine anschlieflende Priifung fiir alle iibrigen Ausgangssituationen fithrt
dann schlieilich zu G;.

Da Lorenzkurven bei proportionalen Anderungen der Verteilung konstant bleiben, 148t
. . ,
sich zudem formulieren "X % Yo be i bYY, bX> 0, bY> o".67

Satz 9.22: Zu der Klasse G, { & g(X) < X} gehoren unter anderem Funktionen

<
L
g : R* — R* fiir die gilt:

g(x) > 0 fiir jedes x > 0, g(x) ist monoton steigend fiir 0 € x < o,

5;((5) ist monoton nichtsteigend fir 0 < x < w .

Uberlegung: Fiir Funktionen g dieser Form gilt die Starshaped—Dominanzrelation
Y = g(X) % X, aus der die Lorenz—Dominanzrelation g(X) < X folgt®s.
L

Fir g(X) = a + bX untersucht PIESCH®® ausfiihrlich, inwieweit eine Lorenz—
Dominanzbeziehung entsteht.

65 Vgl. dazu auch ARNOLD, B. C. (1991), S. 28.

68 Mit Hilfe von Lemma 21 und 22, S. 27f in: ARNOLD, B. C. (1991).

87 Vgl. WILFLING, B. (1993), S. 13.

88 Ein ausfiihrlicher Beweis findet sich bei ARNOLD, B. C. (1987), S. 47 und (1991), S. 29.
69 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 68ff.
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9.3.3 Lorenz—Dominanz bei Aggregation und Mischung von Verteilungen

Mit der Fragestellung der Lage von Lorenzkurven bei Sektorenaggregation hat sich
ausfiihrlich PIESCH70 befafit. Er zeigt

Satz 9.23: "Die Lorenzkurve eines Aggregats liegt immer zwischen oder unter den
Lorenzkurven der Sektoren."7!

LAM?72 setzt sich mit der Fragestellung auseinander, unter welchen Bedingungen die
Lorenzkurve einer aus zwei Verteilungen aggregierten Verteilung zwischen den Lorenz-
kurven der Ausgangsverteilungen liegt. Betrachtet wird eine Verteilung mit n, Merk-

malstragern, Dichte f,(x) und X| min > 0 zu der eine zweite mit n, = n - n; Merk-
malstragern und Dichte f. (x) hinzugefiigt wird, so daf sich die aggregierte Verteilung

a,gg(x) ergibt. LAM zeigt folgendes:

Satz 9.24: Es ist xagg I<., X, genau dann, wenn X, E X, und gy = po.

Uberlegung: Aus L2 > L1 und po = By folgt Hogg = Ho = Hy- Die Werte der Verteiungs-

g8
funktion Fag liegen stets zwischen den Verteilungsfunktionswerten F,
) M 9
und F2. Fagg T F +a F = h 1t h2F2.

F und F befinden sich in einer Second order Dominanzbeziehung

y
f x)dx > f F,(x)dx. Daraus ist ableitbar wegen hy=1-h;
0

Y y
hy [ Fy(x)dx > hy [ Fo(x)dx
0 0
y y y
& [F(x)dx> [(bF;(x)+ hyFo(x))dx = Fpgg(¥)dx.
0 0 0

70 Vgl. PIESCH, W. (1967).
71 PIESCH, W. (1975), S. 209.
72 Vgl. LAM, D. (1986).
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D.h. die aggregierte Verteilung und die Verteilung F, befinden sich

ebenfalls in einer Second order Dominanzbeziehung und damit gilt bei
gleichen Mittelwerten L, gg(F) > LI(F) fiir alle F.

Umgekehrt folgt aus L agg(F) 2 Ly(F) B = Hygg Was aufgrund von Stei-

gungsiiberlegungen und der Tatsache, dafl x und

. <x .
agg,min - “1,min
X| max gilt, nachweisbar ist. Wegen Satz 9.23 ergibt sich

(F) 2 L, (F).

*agg,max 2

dann Ly(F) 2 L, ,(F), also Ly(F) 2 L

agg agg

Fiir die Variablenaggregation gilt folgendes:

Betrachtet man den allgemeinen Fall der gewogenen Summenvariable Z = % o, X, mit
i

o >0, 148t sich iiber die Ergebnisse aus Kapitel 8.2 schnell herleiten:

k %iHX.

.25: > ! 73 3 mi ir j
Satz 9.25 LZ(F) > ? i in(F) > m;n in(F) fiir jede Stelle F

k

mit p, = ? ai,uxi.

Die Lorenzkurve einer gewogenen Summenvariablen liegt also immer zwischen oder
iiber den Lorenzkurven der einzelnen Komponenten, d. h. es 148t sich die "umgekehrte"
Aussage im Vergleich zur Sektorenaggregation folgern.

Im Spezialfall X, = hi(Z) mit hi’(Z) > 0 fiir alle i, folgt wegen der Ubereinstimmung der

einzelnen Korrelations—Lorenzkurven Fh.(FZ) mit den Lorenzkurven der Komponenten
i

k %4ikx,
LX.(FX.) aus (8.25) LZ(F) =3 m Lx_(F).
i i i "2 i
Die Lorenzkurvenwerte des Aggregats ergeben sich dann als gewogenes Mittel der
Lorenzkurvenwerte der einzelnen Summenvariablen.

Liegt eine Lorenz—Dominanzrelation Ly (F) < Ly (F) fiir alle i # 1 iiber alle F vor,
1 i

folgt sofort L,(F) LXI(F).“

73 Vgl. SATCHELL, S. E. (1987), S. 325 und RIETVELD, P. (1990), S.189.
74 Vgl. RIETVELD, P. (1990), S. 189.

Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM
via free access



196

Weiter 143t sich herleiten:

Satz 9.26: Gilt py = sy, und Ly (F) > Ly(F) fiir 0 < F < 1, dann folgt
firZz=oX+ (1-q)Ymit 0 < a<1 Ly(F)2 Ly(F) 2 Ly(F).

Uberlegung: Unter den in Satz 9.26 genannten Voraussetzungen gilt E(g(X)) < E(g(Y))
fiir alle g stetig, konvex und by = by = Hg-

Fiir stetige, nichtfallende, konvexe Funktionen g folgt
8(Z) < ag(X) + (1-a)g(Y), also

E(g(2)) < aE(g(X)) + (1-a)E(g(Y)) < E(g(Y))
& (1 - Ly(F)) € (1 - Ly(F)) fiir 0< F < 1
& Ly(F)2 Ly(F) fir 0<F < 1.
Fir stetige, nichtsteigende, konvexe Funktionen g folgt
8(Z) 2 ag(X) + (1-a)g(Y), also

E(g(2)) 2 aE(g(X)) + (1-2)E(g(Y)) > E(g(X))
e uZLZ(F) Sy X(F) fir0<F<1
<Ly (F).

& Ly(F)

D.h. die Lorenzkurve eines gewogenen Mittels zweier Variabler mit gleichem arithmeti-
schen Mittel liegt bei Lorenz—Dominanz dieser Variablen zwischen den beiden Lorenz-
kurven. Folglich gilt Ry <Rz <Ry

k k
Eine Erweiterung dieses Satzes auf Z = 2 aixi mit a2 0, 2 o = 1 und identischen
i i

Mittelwerten by = by = by fithrt unter Anwendung der Jensen’schen Ungleichung?s
1
bei der Ausgangslage Ly (F) < Ly (F) < Ly (F) fir i # 1,2 zu der Aussage
1 i 2

Lxl(F) < Ly(F) ¢ LXZ(F) fiir alle F.

75 Jensen’sche Ungleichung: g konvex + aig(xi) > g(Eaixi), g konkav - X aig(xi) < g()]aixi).
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9.4 Die Bedeutung verschiedener Ordnungsrelationen fir die Disparititsmessung

Das Augenmerk dieser Arbeit richtet sich schwerpunktmiBig auf neuere Beitrige zur
Ungleichheitsmessung im Zusammenhang mit der Lorenzkurve. Es soll daher (noch
einmal) unter dem Aspekt der Betrachtung partieller Ordnungsrelationen herausge-
stellt werden

1. inwieweit die Lorenz—Dominanzordnung der Herleitung von relativen Ungleich-
heitsmaflen dienen kann. Von Ungleichheitsmafien werden eine Vielzahl von Eigen-
schaften gefordert. Es stellt sich die Frage, welche Eigenschaften mit der Lorenz—
Dominanzordnung einhergehen.

2. welche alternativen Ordnungen im Zusammenhang mit der Ungleichheitsmessung
herangezogen werden.

Insbesondere letzteres wurde in vorangegangenen Kapiteln bereits angeschnitten und
soll daher nur relativ kurz zusammengefafit werden.

9.4.1 Die Lorenz—Dominanzordnung und Ungleichheitsindizes

Einen allgemeinen Zusammenhang von X > Y [Ly(F) < Ly(F) fiir 0 < F < 1] und der
L

Ordnung von Indizes stellt FOSTER78 vor:

Da die Lorenzkurve als Ungleichheitsindikator die vier Eigenschaften "Mittelwerts-
unabhingigkeit, Symmetrie, Transferprinzip und Populations—Vervielfachung"
aufweist, 148t sich folgender Satz formulieren:

78 Vgl. FOSTER, J. E. (1985), S. 48, FOSTER, J. E. / SHORROCKS, A. F. (1988) sowie auch
CHAKRAVARTY, S. R. (1990), S. 35ff.
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Satz 9.27: Beim Vergleich zweier Verteilungen nichtnegativer Merkmalswerte x
und y sind folgende Aussagen dquivalent:
i X i Y: LX(F) < LY(F) fir0<F< 1.
(i1) D)r( > D{( fiir alle Indizes D', die mittelwertsunabhingig und symme-

trisch sind und sowohl die Verschiebungs— als auch Propor-
tionalitdtsprobe erfiillen.??

Aus den bisher vorgestellten (Aquivalenz—)Relationen lassen sich zudem sehr direkt
Beziehungen zwischen X > Y und Groflenrelationen von Erwartungswerten herleiten,
L

die z. T. mit bekannten MefgroBen iibereinstimmen.

X>Ye )-((g)\-(c: E[g()-()] > E[g(\.()] fiir alle stetigen, konvexen
2

=

Funktionen g : R— R

Fiir spezielle Funktionen g(f() ergeben sich demnach obige Groflenrelation von Kenn-
ziffern, die eine notwendige Bedingung fiir die Einhaltung der Lorenz—Dominanz-
ordnung darstellen:

gx) = [ P (a)dy = E[gX)] = Ry
i
X o,
gx) = f F)ﬁ(z)(u)du = E[gX)] =¥
i
- st - St4l
8, = {1y =  E[g(X)]= E{_’((m# 8

77 Fiir eine identische Anzahl von Merkmalstragern und gleichen Mittelwert ist die Aquivalenz fiir In
dizes gegeben, die symmetrisch sind und das Transferprinzip erfiillen, also schur—konvex sind.
Vgl. dazu beispielsweise WAGENHALS, G. (1981), S. 101f oder das Stichwort "Majorization" in
MARSHALL, A. W. / OLKIN, L (1979).

78 Vgl. TAILLIE, C. (1981), S. 188.

Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM
via free access



199

2
Fir t = 1 fihrt dies wieder zu 1\2,—, fir t = 0 zum Theilschen Ungleichheitsmafl

E[)-( log )-(]79, fiir t = —1 zu log [1/GM]8 und fiir t = — 2 zu% [ﬁM -1 ] mit GM als
geometrischem und HM als harmonischem Mittel.8!

1
g(x)=(x+ 1)2- = E[g(X)] = A mit ) als Lorenzkurvenlinge.

Die Interpretation der Lorenzkurve als Verteilungsfunktion ermdglicht eine weitere
Aquivalenzaussage. Es gilt

Satz 9.2882: X > Y & Fy > Fy, © Eg [J(F)]2Eq [J(F)]
: X i)Y Fy Fy
fiir alle mchtfallenden Funktionen J
F
mit By [JF)]—f’i(—l F)dF =1
0

b

(.)f J(F(x)) x)dx=Ex[JFp;§ x].

Zwischen Lorenz—Dominanzrelation und der Ordnung der von PIESCH und MEHRAN®3
vorgeschlagenen Klasse von linearen Maflen I = Ep[J(F)] fir alle stetigen

nichtfallenden Funktionen J besteht also obige Gréfienrelation. Spezielle Mitglieder
dieser Klasse sind mit

J(F)=2F-1 . I=R
- ) [
IF) =k 1 1= =20
, ppy.
IF) =1-11-F)* ! . I=T= b".

79 Vgl. z. B. WAGENHALS, G. (1981), S. 59f, RINNE, H. (1995), S. 155.

80 vgl. RINNE, H. (1995), S.155, wird auch als Theil—Koeffizient bezeichnet.

81 Herleitung sieche Anhang.

82 vgl. ALZAID, A. (1990), S. 217.

83 vgl. PIESCH, W. (1975), S. 130ff und MEHRAN, F. (1976), S. 805ff. Vgl. dazu Kap. 7.
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9.42 Die Bedeutung der Starshaped—Ordnung fir die Ungleichheitsmessung

ZENGAS84 schlagt — wie bereits in Kap. 2 und 3.1 angesprochen — neben der Lorenz-
Dominanzordnung (als Kriterium fiir "X is more concentrated than Y") eine weitere
Ungleichheitsordnung vor, die sich (bei stetigen Variablen) im Kern auf die der
Lorenz—Dominanzordnung vorgelagerte Starshaped—Ordnung X § Y zuriickfithren 14fit,

wenn y’(x) > 0 gilt.

Definition 9.10: "Eine stetige, nichtnegative Variable X weist eine relativ stirkere
"relative globale Ungleichverteilung"8s als die der stetigen nichtnega-
tiven Variablen Y auf, wenn }%&l}— < % firalle0< q<F<1".

Die Definition entspricht der Aussage gg;— nichtfallendin 0 < F < 1.

Dahinter steht das Werturteil, dafl sich bei einer proportionalen Anderung Y = bX
diese "globale Ungleichverteilung" nicht indert und bei einer Absolutverschiebung
Y = a + X (a > 0) die "globale Ungleichverteilung" zunehmen soll.

ZENGA fordert als eine Eigenschaft fiir ein Punktkonzentrationsmafi C(p)88, daB gelten
soll aus ")%g% nichtfallend in 0 < F < 1" folgt "Cy(p) ¢ Cy(p) fiir alle 0 < p < 1".

Formal geniigen also alle die Kurvenziige diesem Anspruch, die sich iiber eine aus der

Starshaped—Ordnung folgenden Ordnungsrelation in der angegebenen chh(tuixg ordnen
F
Lo . F-L(F u
; 50 z.B. zfunk —L(F =1—-—-.
lassen; so z.B. Z(p), die Differenzfunktion F — L(F) oder —Fu 1 m

Die Lorenzkurven L(F) selbst ordnen sich auch, aber es gilt LX(F) > LY(F).

84 Vgl. ZENGA, M. (1990), S. 105 und POLISICCHIO, M. (1990), S. 384f.
85 "Relative global inequality"; ZENGA, M. (1990), S. 105.
88 Vgl. auch Kap. 2 und Kap. 5 sowie ZENGA, M. (1990), S. 106.
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9.4.3 Inverse stochastische Dominanz, Dominanz der kumulierten Lorenzkurven
und Ungleichheitsmessung

MULIERE/SCARSINI®” und ALZAIDS88 setzen sich mit der inversen stochastischen
Ordnung zweiten Grades und der entsprechenden Ordnung der Gini—Koeffizienten

zweier Verteilungen auseinander. Es gilt:

Satz 9.29:89 "Wenn X(Sg_l) Y und py = py gegeben ist, folgt Ry > Ry".
2

F
Uberlegung: x(2)(F‘) > y(2)(F) e f bx Lx(u)du < f % Ly(u)du
0 0
1-Ry 1-Ry
[T (57

Betrachtet man direkt die in Kap. 7.1 eingefiilhrte Dominanzordnung der von unten
kumulierten Lorenzkurven, so gilt

Satz 9.30: "Aus X
L

> Y folgt Ry > Ry,."
2) XY

F F

) . 1-Ry 1-Ry

Uberlegung: Aus | Ly(u)du ¢ f Ly/(u)du folgt sofort ——= < — .
0 0

Satz 9.30 kann erweitert werden, indem man allgemein die kumulierte Lorenz-
Dominanzrelation fiir v > 2 betrachtet:90

Satz 9.31: Aus X % )Y fiir 0 < F < 1 und v > 1 folgt I'(X,v) > T(Y,v) fir k > v.
L v

87 Vgl. MULIERE, P. / SCARSINI, M (1989).

88 Vgl. ALZAID, A. A. (1990).

89 Vgl. MULIERE, P. / SCARSINI, M. (1989), S. 318.
90 Vgl. Kap. 7.1.
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Uberlegung: Aus L{")(F) < L{)(F) folgt
L L{)() <1{01) & 1(X,0) 2 1(Y,0) und
2 L,&”“)( F) <Ly IE) = 1{H ) cn{

& I(X,v+1) 2 T(Y,v+1).

Folglich ist eine notwendige Bedingung fiir die Einhaltung der hoheren inversen
Dominanzordnung bei py = iy die Bildung einer entsprechenden Reihenfolge dieser

hoheren Indizes I'.
Entsprechend kann man auch fiir die von oben kumulierten Lorenzkurven formulieren:9t

Satz 9.32: Aus r)(((”))(F) < r‘([("))(F) fir0<F<lundv) 2
folgt I"(X k) < I’(Y,k) mit k > v.

Uberlegung: Es folgt aus E)((("))(F) < E\({(V))(F)
1 1:)(((”))(1) < ]3‘({(”))(1) = I'(X,v) < T(Y,v),
L{ D)) co{H)) & DX 1) < DY 04).

Fiir sich schneidende Kurven 1d8t sich aussagen:

Satz 9.33:92 Ist Ly (F) < Ly(F) fiir alle 0 < F < q und
LX(F) > LY(F) fiiralleq < F <1 und Ry2 RY,

dann folgt X > Y := L{D(F) < L{I(P).

>
L(2)

Uberlegung: Der Nachweis erfolgt iiber Flicheniiberlegungen : Die Fliche unterhalb
von Ly ist grofler als die unter Ly, d.h. an den Schnittstellen F = 0,

91 Vgl. Kap. 7.2.
92 Vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 219f.
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F F
F=qund F =1 gilt jeweils f Ly(u)du ¢ f Ly/(u)du. Dieses Grfien-
0

verhiltnis kann sich fiir Zwischenwerte von F aber nicht umkehren.

Interpretiert man die Lorenzkurven als Verteilungsfunktionen, so ist die Ordnungs-
relation X > Y nichts anderes als Fy < Fy, fir die die Aquivalenzaussage
) X3 Y
L )
"Ep_(J(F)) 2 Ep_(J(F)) fir alle h stetig, nichtfallend und konkav"®? zutrifft. Zu
X Y

diesen Indizes gehéren bspw. I'(X,v). D.h., gelten die Voraussetzungen von Satz 9.33,
dann ordnen allgemeine Ungleichheitsmafe der Form

1
(J(F)) f @ dF mit J(F) steigend, konkav die Verteilungen in der
X
0
gleichen Reihenfolge wie die Gini—Koeffizienten.
Analog 148t sich fiir von oben kumulierte Lorenzkurven formulieren

Satz 9.34: Ist EX(F) < EY(F) fiir alle 0 < F < qund
Ly(F) 2 Ly/(F) fiir alle g < F < 1 und Ry < Ry,

F F
dann folgt f Ly(u)du < J (u)du.
0 0

1
Uberlegung: Wie bei 9.33 iiber Flicheniiberlegungen, da -1_'51 = f L(q)dq gilt.
0

F F 1 1
JTx(@da ¢ S'T,(@)dq fiir alle F bzw. [ [1-Ly(q)lda < J'[1-Ly(a)ldg
0 0 F F

fiir alle F ist dquivalent der Aussage Ep J(F) < Ep (J(F)) fiir alle J,
X Y

93 Vgl. Kap. 9.2.1.
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stetig nichtfallend und konvex, da es definitionsgemafl mit Fx < Fy
\4

iibereinstimmt.% Zu dieser Gruppe von Maflen gehoren bspw. I'’(X,v) und

L (Xv).

Satz 9.33 und Satz 9.34 lassen sich jeweils erweitern:

Satz 9.35: Gilt L)((")(F) < L&V)(F) firalle0< F<q,v>1und
L)((V)(F) > L‘((V)(F) fiir alle q < F < 1, v 3 1 und T(X,u41) > I(Y,v+1),
dann folgt LY F(F) < LE ().

Satz 9.36: Gilt II)(((V))(F) < ]:\([(V))(F) firalle0<F<q,v>1und
L{ @) > LY fir alle g < F <1, v > 1 und D(X,041) < D(Y,041),
dann folgt T{ " D)(F) < L{HD)(E).

Die Beweisfithrung geht analog.

9.5 Streuungs— und Ungleichheitsordnungen im Vergleich

Eine einheitliche Abgrenzung von Ungleichheitsmessung sowie absoluter und relativer
Streuungsmessung ist in der Literatur nicht zu finden. Generell gilt jedoch, absolute
Streuungsmafle sind dimensionsbehaftet, relative Streuungsmafie und Disparititsmafie
wie R oder S sind dimensionslos. Daher spielt bei einem Vergleich stets der Aspekt der
Relativierung eine grofie Rolle.

Meist werden von den jeweiligen Indikatoren bestimmte Eigenschaften gefordert, die
z.T. untereinander identisch sind.% Bekannte Streungsmafle wie A und o erfiillen von
den an ein Disparitatsmaf gestellten Forderungen die Transfer— und die Proportionali-
titsprobe und nehmen bei einer Einpunktverteilung ihren minimalen Wert Null an.
Absolutverschiebungen lassen sie unverandert, proportionale Anderungen fiithren jedoch

94 Vgl. Kap. 9.2.1.
95 Vgl. LIPPE, P. von der (1993), S. 84f und S. 140f und PFLUG, G. (1979).
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zu einem anderen Wert des Mafles. Einige Disparititsmafie wie R und S lassen sich
wiederum als Variationskoeffizienten, d.h. als relative Streuungsmafe interpretieren.

Will man eine gegebene Merkmalssumme auf n Merkmalstriger verteilen (mit X; 2 0),

werden A, 02, R und V? bei einer extremen Ungleichverteilung maximal. Verteilt man
dagegen n Merkmalstrager auf ein gegebenes Intervall [a,b], so fiihrt die extreme
symmetrische Zweipunktverteilung zu einem Maximalwert fiir azund A. Ersteres ist
eher die Fragestellung der Disparititsmessung, letzteres eine Fragestellung, die der
Streuungsmessung zugrundeliegt. 98

In der neueren Literatur?” wird das Problem der Definition von "Streuung" — und
damit indirekt der Abgrenzung zur Ungleichheit —, iiber Ordnungsrelationen ange-
gangen. Hier soll insofern ein erster Einstieg in diesen Problemkreis vorgenommen wer-
den, indem versucht wird, zwischen den jeweiligen Ordnungsrelationen der Streuungs-
messung und der Star—shaped, der Lorenz—Dominanz und der verallgemeinerten
Lorenz—Dominanzordnung Beziige herzustellen. Dabei beziehen sich die Ausfiihrungen
lediglich weiterhin auf nichtnegative Merkmale, obwohl die Streuungsrelationen auch
auf intervallskalierbare Merkmale angewandt werden konnten. Folgende Definitionen
werden untersucht, wobei hier einschrinkend nur von stetigen Funktionen ausgegangen

wird.
o ®
Definition 9.4: X ist variabler als Y , wenn f(l—Fx(y))dy > f(l-FY(y))dy fiir
x x
0<x<b.98
Definition 9.11: X streut mehr als als Y, wenn x(q) - x(F) > y(q) - y(F) fir
0<F<q<1 bzw. iquivalent 3XLF) > fir 0 < F < 1
gilt" 99

Definition 9.12: X ist mehr "dispersed" um x(F) als Y um y(F),
wenn |x(q) - x(F)| 2 [y(q) - y(F)]| fir 0 < q < 1.100

96 Vgl. RINNE, H. (1995), S. 147.
97 Vgl. FROSINI, B. V. (1984,1985b,1988) und MENDELSON, H. (1987,1988).
98 Vgl. Kap. 9.2.1.

99 Vgl. FROSINI, B. V. (1984), S. 375f, BICKEL, P. J. / LEHMANN, E. J. (1979), S. 34 und
SHAKED, M. (1985), S. 486.

100 ygl. FROSINI, B. V. (1984), S. 375f.
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Einen Spezialfall von Definition 9.12 stellt Definition 9.13 dar.

Definition 9.13:"Y is an a—quantile—preserving spread of X", d.h Y hat mehr Gewicht
an den Enden der Verteilung als X, wenn die stetigen Funktionen Fy

und Fy, das gleiche a—Quantil haben und Fy(x) > Fy(x)
. -1 .. -1 .
fiir x < Fy"(a) , Fx(x) 2 Fy(x) fiir x > Fy "(a) gilt.102

Diese Definitionen bauen nicht auf relativen GroSen auf. Es ist daher naheliegend,
zusdtzlich zu priifen, inwieweit durch eine Relativierung mit x ( d.h. man betrachtet
X= ):— statt X) ein direkter Bezug zur Lorenzkurve selbst und nicht nur zur GL—

Kurve hergestellt werden kann.

Definition 9.4 fiihrt, wie aus Kapitel 9.2.1 bekannt, zu der Aquivalenzaussage
px(1 = Ly (F)) 2 py(1-Ly(F)) fiir 0 < F < 1. D.h. fiir gleiche Mittelwerte ( wie z. B.

bei X und Y ) entspricht dies einer Lorenz—Dominanz.

Definitionen 9.11 und 9.12 enthalten die oft geforderte Verschiebungs—Invarianz von
absoluten Streuungsmafilen. Werden beide Verteilungen gleichmiflig proportional
verandert, bleibt eine Dominanzrelation erhalten.103
Aus den Definitionen 9.11 und 9.12 lassen sich leicht entsprechende Groflenbeziehungen
fiir A, o® und 67 ableiten. Wenn 9.11 gilt, folgt z.B.

q q
L [ix(a) - x(F)AF > f[y(q) - y(F)}dF
’ 1gq ’ lgq
= [ [1x(@) - x(F)ldPdq > [ [ () - y(F)|dFdq & Ay 2 Ay und
00 00

101 MENDELSON, H. (1987), S. 344.
102 vgl. MENDELSON, H. (1987), S. 343.
103 vgl. FROSINI, B. V. (1984), S. 375.
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2 g B2 > [y(a) - y(F)2 fir0<F<q<

ﬁff[x - x(F)] 2dqu>ff[y y(F)2dFdq & 0% » 03108

Aus 9.12 folgt sofort fir F = 0,5

f |x(a) - %(0,5)|dq > f I¥(0) - y(05)|da & 8 2 &y
0
Betrachtet man die relativierten Groflen X und Y, fithren diese Relationen zu einer

[}
entsprechenden Ordnung von R, V2 und #—Z .

Definition 9.11 stellt eine Vorstufe der inversen stochastischen Dominanzordnung
dar.05 Aus S5(F) » SH(F) go1g4 2(F) - x(0) > y(F) - ¥(0). Fiir x(0) = y(0) gilt damit

auch pyLy(F) 2 pyLy(F). Betrachtet man also X und Y ergibt sich die Lorenz—

Dominanz.

Ebenso 14t sich keine eindeutige Beziehung zwischen einer Starshaped—Dominanz-

relation und dieser Streuungsordnung herstellen: Ordnen sich zwei Verteilungen gemaf

X <Y, kann d%l(,ﬁ 2 gﬁ-é.ﬂ fiir 0 < F < 1 sein. Gilt jedoch zusitzlich y(F) > x(F)
; ) - b

muf x’(F) < y(F) gelten. Umgekehrt, wenn x’(F) < y(F) und y(F) < x(F) fiir
0<F<1, dann folgt eine Starshaped—Ordnung wund damit auch eine
Lorenz—Dominanzbeziehung.

Aus Definition 9.12 folgt, daB sich die arithmetischen Mittel der an den Stellen F und q
abgeschnittenen Verteilungen ordnen lassen. Diese arithmetischen Mittel lassen sich
bekanntlicherweise an der (verallgemeinerten ) Lorenzkurve interpretieren10s:

11 laq
0402 =1 f f (x(@) - x(F))?dFda = [ [ (x(a) - x(F))’dFda.

00
Vel BHANDARI, S. K. / MUKERIEE, R. (1986) und Kap. 4.2.2.

105 vgl. Kap. 9.2.2.
108 ygl. PIESCH, W. (1975), S. 47.
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[x(q) - x(F)| > |y(q) - y(F)| fir0 < q<1
q q

= S (x(F) - x(@))da > [ (y(F) - y(a))dq far 0 < q < F
0 0
q
bzwf (q) - x(F))dq fy(q) y(F))ddgfirF<q<1
0
. ”X(Lx(?-_qu(q» 2 “Y(L"(?-'QLY@) b0 <qr
baw. l"x(Lx(‘l) - Lx(F)) N l"y(Ly(Q) - Ly(F)) firF<q<l

q-F - q-F

Betrachtet man den Fall zweier symmetrischer Verteilungen mit gleichem Mittelwert

und damit gleichem Median Z, so folgt, wie FROSINI zeigt107 | aus "X ist mehr

"dispersed" als Y um Z" die Dominanzrelation X > Y bzw. X > Y. In diesem Fall
L GL

schneiden sich nidmlich die (normierten) inversen Verteilungsfunktionen genau einmal
an der Stelle F = 0,5. Fir 0 < q < 0,5 gilt x(q) < y(q), im Bereich 0,5 < q < 1 ist
x(q) 2 y(q).

Eine allgemeine Aussage iiber die Relation zwischen Starshaped— und dispersed—
Ordnung 148t sich jedoch nicht formulieren.

Definition 9.13 kann, wie MENDELSON anfiihrt 108, leicht iiber Ausdriicke der ver-
allgemeinerten Lorenzkurven formuliert werden:

Fir diese mufi bei einem a—Quantil-erhaltenden Spread gelten, daB die Differenz

b Ly (F) - pYLY(F) unimodal nichtnegativ ist und ihr Maximum bei F = & annimmt.!
Die Ableitung dieser Differenzfunktion fiihrt zu x(F) - y(F), fir die gelten muf}

x(F) > y(F) fir F < a, und x(F) < y(F) fir F > o Gilt lx = My, lassen sich die

Aussagen auf die Lorenzkurven selbst iibertragen. In diesem Fall kann auch aus einer

107 Vgl. FROSINI, B. V. (1984), S. 390.
108 Vgl. MENDELSON, H. (1987), S. 345.
109 Vgl. MENDELSON, H. (1988), S. 116.
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Starshaped—Ordnung mit x(a) = y(a@) ein e—Quantil-erhaltender Spread abgeleitet
werden, da sich x(F) und y(F) genau an der Stelle F = o schneiden.

9.6 Partielle Ordnungen im Rahmen der Analyse von Lebensdauerverteilungen und
deren Beziige zur Lorenzkurve

In Kapitel 6.4 wurde kurz in die Analyse von Lebensdauerverteilungen eingefithrt. Eine
Vielzahl von Autoren hat sich hiermit auseinandergesetzt. Eine grundlegende
Aufbereitung stellt das Werk von BARLOW / PROSCHAN (1981) "Statistical Theory
of Reliability and Life Testing" dar. Auf Zusammenhinge zur Lorenzkurve wird
insbesondere von CHANDRA /SINGPURWALLA (1981), TAILLIE (1981), KLEFSJO
(1984), RINNE (1988), KOCHAR (1989) und ALZAID (1990) eingegangen.

An dieser Stelle sollen nur die bekanntesten partiellen Ordnungsrelationen fiir Lebens-
dauerverteilungen vor— und ein Zusammenhang zu Lorenzkurvenausdriicken hergestellt
werden. Dabei werden ausschlieflich stetige Verteilungsfunktionen [0,0) mit F(0) = 0
betrachtet, die endliche Mittelwerte besitzen und streng steigend sind.

Die Charakterisierung von Verteilungen iiber die Einfihrung von Schiefeordnungen
erfolgt iiber zwei grundlegende Ansétze: Vergleich einer gegebenen Verteilung Fy

— mit einer beliebigen Verteilung Fy, oder

— mit einer exponentialverteilten Variable E.

A

Die Exponentialverteilung E(x) = 1 — ¢~ nimmt die Stellung ig:iner Referenzvertei-
x

lung ein, da die wichtigsten Kennziffern Hazardrate r(x) = rrq— und mittlere

x
restliche Lebensdauer v(x) = M o(x) - x konstant sind. Es gilt

=g =%
1p(x) = 1p(F) = A,
vp(x) = vp(F) = %
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Die normierte total—time—on test—Funktion (in Abhangigkeit von F) Wy (F)!10 und die
Lorenzkurve Lp(F) sind unabhéngig von Parameter \:

Wg(F) = F

Lp(F)=F + (1 -F)ln(1 - F).

Der Gini—Koeffizient einer Exponentialverteilung hat den Wert %:

1
R=1-2f(F + (1-F)in(1 - F))dF
’ 9 1 1
=1-2{05+ [- EE)00-p) - [ 1-F)g |
0 0

=1-2{0,5-025) =05.
9.6.1 Wesentliche Zusammenhinge in einer Ubersicht

In Ubersicht 15 sollen nun fiinf wichtige partielle Ordnungsrelationen definiert und
dquivalente Darstellungsformen angefiihrt werden: 11t

Zwischen diesen Ordnungen bestehen folgende Beziehungen: 112’113

IFR = IFRA
U {11
DMRL = NBUE = HNBUE

110 Vgl. Kap. 6.1 und Kap. 6.4: Die normierte total—time—on—test—Funktion entspricht formal W(F).

W (F)
111 i i v¥(E) o
Herleitung fiir X(F) nichtfallend = W_(F)

0 nichtfallend" im Anhang.
X
112 vgl. z.B. KOCHAR, S. C. / WIENS, D. (1987), S. 824 und KLEFSJU, B. (1983), S. 908.

113 Bei Umkehrung der Beziehung ( z. B. nichtfallend in nichtsteigend) ergeben sich analoge Defini—
tionen, auf die hier nicht eingegangen werden soll.

114 Nur bei Vergleich Fx mit E. Vgl. KOCHAR, S. C. / WIENS, D. (1987), S. 825.
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UBERSICHT 15: Wichtige partielle Ordnungsrelationen bei der Analyse von Lebensdauerverteilungen

Aussagen beziiglich W(F)
Bezeichnung Definition W(F) = L(F) + % (1) Quelle

IFR
X hat mehr "Increasing Failure Fy'Fy(x) konvex
Ratc" als Y
X <Y AW (F) dW(F) ! Vgl. KOCHAR, S. C./ WIENS, D

IFR nichtfallend in F e (0, 1) ! & wem——o i ——..— nichtfallend in F € [0, 1) (1987), S. 824.

dF dF

X ist einc "Increasing Failure Rate"- ry(x) nichtfallend in x 2 P Wy(F)  konkav in F e [0,1] ? ? Vel KLEFSJO, B. (1982a), S. 37.
Verteilung * Vgl. BARLOW,R.E./
X < E PROSCHAN, F. (1981), S. 84

IFR
IFRA
X hat mehr “Increasing Failure Fy'Fy(x) starshaped * 4 Vgl. KOCHAR, S. C./ WIENS, D
Rate in Average” als Y ¥(F) W(F) (1987), S. 824
X <Y e X<Y := —_ nichtfallend in Fe(0,1) = ———— nichtfallend in F € (0, 1)

IFRA * x(F) Wy (F)
X ist cine “Increasing Failure Rate in 1t W(F) 5 Vgl. BARLOW, R.E./
Avcrage"-Verteilung _J ry)dy  nichtfallend in t20 3 = weelee— fallend in Fe(0,1) 6 PROSCHAN, F. (1981), S. 84.
X < E to F 6 Vgl KLEFSIO, B (1982a), S. 38

IFRA und (1983),S.911.
DMRL 1 - W(F)
X hat mehr "Decreasing Mean —— nichtsteigend in F e {0,1) 7 = ————— - nichtsteigend in Fe[0,1)* 7 Vgl. KOCHAR, S. C. (1989), S. 236
Residual Life" als Y vy(F) 1- Wy(F) 8 Vgl. cbenda.
X <Y

DMRL

1- Wy(F)

X ist cinc "Decreasing Mean V(x) nichtsteigend in x o ————-—- - nichtsteigend in F € [0,1) ¢ 9 Vgl. BASU, A. S. (1988), S. 26.
Residual Life"-Verteilung 1-F 19 Vgl. KLEFSIO, B. (1982a), S. 39.
X < E

D.\TR L

112
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Noch UBERSICHT 15:  Wichtige partielle Ordnungsrelationen bei der Analyse von Lebensdauerverteilungen

» Aussagen beztiglich W(F)
Bezeichnung Definition W(F) = L(F) + _)5(:;'] - Quelle

NBUE W(F) Bx
X ist mehr "New Better than Used S — fur Fe[o,1)! Wy(F) 2 Wy(F) fur Fefo,1] 12 ' Vgl. KOCHAR, S. C. (1989), S. 237.
in Expectation” als Y vy(F)  ny 12 vgl. ebenda.
X <Y

NBUE ©

(1-Fy) 13 Vgl. BARLOW, R. E. / PROSCHAN,

X ist eine "New Better than Used ——dy < py furt 201 Wy (F) 2 F fur Fe[0,1] ™ F.(1981),S. 159 und KOCHAR,
in Expectation”-Verteilung 1-Fy(t) S. C./ WIENS, D. (1987), S. 824.
X < 14 Vgl KLEFSJO, B. (1982a), S. 39.

NBUE
HNBUE v v ) B
X ist mehr "Harmonic New Better fn “Fyldy 2 In SFy(y)ldy furt 205 Wy(F)- — (1-F) 2 Wy(F)-— (1-F) 15 Vgl. KOCHAR, S. C. (1989), S. 237.
than Used in Expectation” als Y 0 0 Hx Hy

X <Y
HNBUE

X ist eine "Harmonic New Better
than Used in Expectation”-Verteilung

X s
HNBUE

< py fur t > 06

J'_l ax
VE(X)

0

x(F)
Wy(F) - — (1-F) 2 F+(1-F) In(1-F) far 0<Fs1 '8
Bx

Vgl. ROLSKI, T. (1975), S. 715
und KLEFSJO, B. (1982b), S. 332.

(414
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9.6.2 Beziige wichtiger Ordnungsrelationen zur Lorenzkurve

Aus dem Zusammenhang zwischen konvexer, Starshaped und Lorenz—Dominanz-
ordnung ergibt sich: 115

Satz 9.37: X<Y =X <Y = LX(F) > LY(F) bzw.
IFR IFRA
X<E =X ¢E = Ly(F)>Ly(F),
IFR IFRA X E

d.h. die Lorenzkurve einer IFR bzw. einer IFRA—Verteilung liegt stets oberhalb der
Lorenzkurve der Exponentialverteilung und der Gini—Koeffizient ist damit stets kleiner
als 0,5.116

Eine Formulierung von X < Y iber Lorenzkurvenausdriicke fithrt zu dem recht
D

unanschaulichen Ausdruck

Jx(1-Lx(F)) - x(F)(1-F)
Hy(1-Ly(F)) - y(F)(1-F)
Vergleicht man Fy mit der Exponentialverteilung, so ist Fx eine DMRL—Verteilung

nichtsteigend fir 0 < F < 1".

genau dann,wenn

MO(F)-X(F) _ 1 - LX(F) ) X(F)
By - 1-F

d.h. die Differenz aus dem Sekantenanstieg aus Punkt (1,1) und der Steigung der

Lorenzkurve an einer bestimmten Stelle soll fiir jede Stelle nichtsteigend sein.

Die Ordnungsrelation X < Y ist dquivalent zu der Aussage
UE

nichtsteigend fir 0 < F < 1,

" Ly(F) + "”’)F{' 1-F) 2 Ly(F) + L(M%l(l -F)fir0<F< 1

115 Vgl. CHANDRA, M. / SINGPURWALLA, N. D. (1981), S. 117 und Kap. 9.2.4.

116 Vgl. CHANDRA, M. / SINGPURWALLA, N. D. (1981), S. 117 und RINNE, H. (1988),
S. 394.
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FirX < Egilt
NBUE
F

Ly (F) + ﬂ&lu

«:LX(F)ZF-HM%U _F)

Man sieht, dafl E die Grenzverteilung darstellt, da der Gleichheitsfall genau fir X = E
angenommen wird.
Fiir eine NBUE—Verteilung mu# also insbesondere gelten
ander Stelle F=F :L >2F -1 1-F >Sund
potps 7

an der Stelle F = 0,5: L(0,5) 0,5(/‘;‘—Z) M (05)24-2 6 6,22

Es gilt, wie in Kapitel 6.1 gezeigt wurde, dafaus X < Y X < Y folgt
NBUE L

Eine Verteilung heifit "harmonic new better than used in expectation"!1?, wenn das har-
monische Integral von v(x) im Intervall (0,x) kleiner ist als der Mittelwert von x.118
Dies 1afit sich zu der dquivalenten Aussage umformen

® 1 1] :_!;y‘
[( 1 - Fy(y))dy < nye X = f(1- B(y))dys mit E(y) =1-e X,
X

was identisch ist mit der Relation X < E120, die wiederum dquivalent zu der Beziehung
v

pxl1 - Ly(F)] < py[1 - Lg(F)] & Ly (F) 2 Lg(F)
ist. Die Lorenzkurve der Variablen X liegt also genau dann iiber der Lorenzkurve der

Exponentialverteilung, wenn X der Klasse der HNBUE—Verteilungen angehort. 12t
b

Fiir HNBUE—Verteilungen gilt bspw. fxl(x)dx < 2py 1226 v2 <1
a

117 ROLSKI, T. (1975), S. 716.

118 ygl. KLEFSJU, B. (1984), S. 332f fiir ein Anwendungsgebiet.
119 ygl ROLSKI, T. (1975), S. 715. Herleitung im Anhang.

120 Vgl Kap. 9.2.1.

121 vgl. KLEFSJU, B. (1984), S. 303.

122 Vgl. GUPTA, R. C. / KIRMANI, S. N. U. A. (1990), S. 3147ff.

Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM
via free access



215

Beim Vergleich zweier Verteilungen Fy und Fy, (X < Y) geht obige Bedingung in
HNBUE

folgende Definition iiber:123

™ ®
S - Fg@)dy ¢ [ [1- Fy(y)dy fir t > 0.
t t L
Diese Definition fithrt damit zu X < Y, was dquivalent ist zu X < Y124,

v

D.h. eine Lorenz—Dominanz besteht genau dann, wenn eine Verteilung " more

harmonic new better than used in expectation" ist als eine andere.

9.7 Anwendung bei der Beurteilung risikobehafteter Anlageformen

Ansitze zur Beurteilung und Bildung einer Rangfolge risikobehafteter Anlageprojekte
sind die stochastischen Dominanzrelationen!2’ und beim Vergleich von Kennziffern das
p-o—Kriterium sowie in Analogie dazu zwei Regeln von YITZHAKI, die auf x und A
aufbauen. 126

Ausgangspunkt ist die Betrachtung einer Vielzahl risikobehafteter Projekte, aus denen
nach bestimmten Kriterien ein effiziente Auswahl getroffen werden soll. Beurteilungs-
mafistab ist die Verteilung der unsicheren Rendite einer jeden Anlageform.

Hinter einer Beurteilung von unsicheren Anlageformen nach der Second order
Dominanz steht die Vorstellung eines risikoaversen Investors, der ein Projekt mit ho-
herem Erwartungsnutzen einem anderen vorzieht, wobei die Nutzenfunktion als stetig,
steigend und konkav angenommen wird.!2” Fiir Projekte mit gleichem Erwartungswert
kann der risikoaverse Investor folglich seine Auswahl auch iiber Lorenzkurvenvergleiche
treffen.

123 Vgl. KOCHAR, S. C. / WIENS, D. P. (1987), S. 828 und KOCHAR, S. C. (1989),5.237.
124 Vgl. KOCHAR, S. C. (1989), S. 241.

125 Vgl. Kap. 9.2.1 und auch Kap. 8.3.4 sowie HADAR, J. / RUSSELL, W. R. (1969) und
BAWA, V. S. (1982), Ubersichtsartikel mit zahlreichen Literaturhinweisen.

126 Vgl. YITZHAKI, S. (1982b) und BEY, R. P. / HOWE, K. M. (1984).
127 vgl. LEVY, H. (1992), S. 556f und Kap. 9.2.1: E(g(x)) als Erwartungsnutzen interpretiert.
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Nach der ersten Mittelwert—mittlere Differenz—Regel dominiert ein Projekt X ein Pro-
jekt Y, wenn by 2 oy und Ax < AY mit mindestens einer strikten Ungleichung gilt. In

einem solchen Fall ist folglich Ry < Ry, d.h. die Ungleichverteilung gemessen mit R ist

in Anlage X geringer.

Nach der zweiten y—A—Regel dominiert das Projekt X das Projekt Y, wenn By 2 poy
Ax Ay

und py - —5 2 py, - —7 mit mindestens einer strikten Ungleichung gilt.18 Im

Vergleich zu Regel 1 kann hier Ax > AY vorliegen, d. h. bei der Bewertung der

Projekte kann ein hoherer Erwartungswert bei X eine groflere Streuung
iiberkompensieren. Diese Regel ist folglich schwicher, d.h. sie ordnet mehr Projekte als
Kriterium 1.

Das 2. p—A—Kriterium stellt eine notwendige Bedingung fiir die Einhaltung einer

Second order Dominanzrelation X(z)Y dar:
2

Satz 9.38: X(Z)Y = uy > by
2

und X(%)Y o py LX(F‘) > ;I,YLY(F) =

A A 1-R 1 -R
b~ 2 by ==y & i) 2 i)

Fir py = py, mufl also Ry < Ry als Voraussetzung fiir X(%)Y gelten.

Von YITZHAKI!2? wurde folgende allgemeine notwendige Bedingung fiir die Einhaltung
einer Second order Dominanz von X iber Y vorgestellt.
Es muf} gelten:

”)1(:1/ > “\1(:1/ fiir v = 1,2,...

Uberlegung: Aus der Second order Beziehung X(z)Y ist fiir F = 1 sofort ”)1('1 > ”‘1{'1
3 : :
ableitbar. Es folgt zudem p,xL)((V)(F) > /J,YL‘(IV)(F) fir alle 0 < F < 1,

128 Vgl. YITZHAKI, S. (1982), S. 180 und BEY, R. P. / HOWE, K. M. (1984).
129 Vgl. YITZHAKI, S. (1982b).
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v 2> 2,3.... An der Stelle F = 1 gilt also

Y

1-T'(X,v) 1-I(Y,v) X
V! Zp’Y V! ﬁ“l:u”‘l:u'm

Ix

Beziiglich I' kann jedoch keine allgemeine Aussage getroffen werden. Gilt jedoch
kg = by stellt eine Ordnung T'(X,v) < T(Y,v) eine (analoge) notwendige Bedingung

dar.

Je schwicher ein Kriterium ist, desto mehr Projekte lassen sich ordnen d.h. desto mehr
Projekte werden auch dominiert und damit aussortiert. Die Anwendung dieser
notwendigen Regel fiihrt damit zu einer Auswahl von Projekten, die eine Untergruppe
des "effizienten Sets" an Projekten ist. Im "effizienten Set", der durch die Second order
Regel festgelegt ist, sind dabei solche Projekte enthalten, die iiber diese
Dominanz—Regel nicht aussortiert werden, d.h. nicht dominiert werden.

130 Vgl. YITZHAKI, S. (1982b), S. 180 mit anderer Herleitung. Vgl. weiter LEVY, H. (1992),
S. 569f.
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10. Abschlieflende Bemerkungen

Die vorliegende Arbeit soll folgendes verdeutlichen:

Lorenzkurve und Gini—Koeffizient bieten iber die Disparititsmessung hinaus aufgrund

ihrer vielseitigen Interpretierbarkeit einen weiten Bereich von Anwendungsmoglich-

keiten. Dabei wird der Gini—Koeffizient entweder

— selbst vor einem speziellen Sachhintergrund neu (bspw. als Durchschnitt) belegt bzw.
interpretiert,

— als Komponente eines weiteren Mafles verwendet oder

— Komponenten seiner Zerlegung werden wiederum als Mefindikatoren herangezogen
und interpretiert.

Zudem haben eine Vielzahl von Autoren die Lorenzkurve als Ausgangspunkt genom-

men, um verallgemeinernde Ansitze oder Abwandlungen fiir unterschiedlichste Ziel-

setzungen zu entwickeln. Eine Vorstellung solch allgemeiner Strukturen verdeutlicht

indirekt die den gebriuchlichen Indikatoren inneliegenden Wertungen. Die Modifika-

tionen im Konzept der Lorenzkurve beziehen sich bspw.

— auf die Aufhebung des Normierungsgedankens bei der Lorenzkurve,

— auf die Betrachtung und Interpretation alternativer Flichenstiicke im Schaubild der
normierten inversen Verteilungsfunktion,

— auf eine Weiterfilhrung des Kumulationsvorganges oder

— auf eine Ausdehnung des Instrumentariums auf die Messung des Zusammenhangs
zweier funktional miteinander verbundener Merkmale, indem der der Lorenzkurve
inneliegende Grofenordnungsgedanke modifiziert wird.

Dabei ergeben sich zwischen den einzelnen Ansitzen immer wieder Verkniipfungs-

punkte, die iiber eine einfache iibersichtliche Gliederung nicht mehr erfafit werden kon-

nen. So lassen die scheinbar so unverbunden nebeneinanderstehenden Kapitel 7 und 8

doch im Aufbau der betrachteten Kennziffern eine gemeinsame Struktur erkennen:

In beiden Fillen arbeitet man mit Kovarianzen der Struktur cov(gﬁ’—‘l,h(%(ﬁ)-) mit pg
g h
b b

= [ g()i(x)dx und gy, = [ H(F(x))i(x)dx mit BLE) 5 o,
a a

d.h. man miBt die Korrelation zweier relativierter Merkmale g(x) und h(F(x)). Wahlt
man g(x) = x, gelangt man zu den Disparitidtsmafien in Kapitel 7.
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Bei der grofilen Vielzahl an Beitrigen bleibt es nicht aus, dafl einige Aspekte im
Rahmen der vorgelegten Arbeit nur im Ansatz beriicksichtigt werden kénnen. So er-
scheint eine Verkniipfung des "Konzepts der weighted distributions" mit dem Instru-
mentarium der (verallgemeinerten) Lorenzkurve vertiefenswert. Ebenso konnten iiber
den Zusammenhang der Second order dominance mit der Lorenzkurven—Dominanz wei-
tere Anwendungsbereiche erschlossen und Erkenntnisse iibertragen werden.
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ANHANG:

1. Fuinote 47 in Kapitel 4.2.1.2

1 1
G K
Wo-b1g =4 [2x(F)IF - 4 [2F-x(F)dF
0,5 0
1-L
e ”?:2 - ”11(22 = 4"L0'?%§)J - 4u[1+R]
e u(fﬂ - ulfzz = 4[M (0,5) - p - uR]
“uTa ila = AMU08) +u-uR]
G K
o R _ k- Mu(0,5) F1:2 = P12
= u - 1
2. FuBnote 109 in Kapitel 4.7:
n k n
3 |x; - x| =% (x-x)+ X (x-x) (mitx,<x undx, <x<x 1)
j=1 1 i=1 Vi ke i=Ti+1 k k+1
k n
=kx- ¥ x+3  x-(n-k)x
i=1 i=k+1
n k
=2kx-nx+ X xi-2)3 X
i=1 i=1

3. Fuinoten 116 und 119 in Kapitel 4.7:

o Yy ®
S S -0 f@axty)dy = fF) - KL )y
00 0

= [YEO@ - LOFW)] + L O)F 5y
0

0
= fY[Fi(Y)fj(Y) + Fj(Y)fi(Y)]dy K
0
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Uber partielle Integration gelangt man dann zu

o Yy ® ® ®
S [ -0 i@adydy = - [FEF @)y + [Fiy)dy = [F)0-Fr)dy.
00 0 0 0
oy ®
Analog gilt [ [ (v - 0)f,(x)dxt;(y)dy = [ F(y)(1-Fy(y))dy.
00 0
Es ist

o Yy ® o
=ffy x)f,(x)dx (dy + [ f(x- y) f(x)dx{(y)dy
00 0y

8

y
Der zweite Summand stimmt mit f f x)dxf y)dy iiberein:
00

S S - 9) ()t (y)dy
0y
={mwgmrﬂvmwmmw

=m-fAMOMUMY-meMY+fﬂﬂﬂ%wW
0

= 5 - (KL )Py l + f YEWF 1)y - 5+ [ z S B0 ()dy
0
= K- K + f EOFWy -m+ w0y
0
= [ ¥, ()
0

=ff@-nunumw®
J
00
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Damit ist
y

y
S 5 - )f(x)axd (y)dy + f JS (v - 0)f(x)dxt,(y)dy
0 00

A.. =
ij

O'\a O%B

F)(-Fy)dy  + 0f F{(y)(1-F;(y))dy

4. FuBnote 13 in Kapitel 6.2

F
K(F) = § J D(F)dF

0
F

F
= L -um + (J)’ﬁ%’ﬂdq - S

F
= F L ME L LipL(p) -2 fL(9)dq)
0
=—F LBy 1(r) R(F)
5. Fuinote 13 in Kapitel 7.1:
(F, - F )V r? v-1
—71—5—,/ by (FeF ) = J (F, - F)""x(F)dF
Fe
=[(F, 1 " f (F, - F) 2(s-1)uL(F)aF
FTI
=%RfF9“MMQ)+fﬂh—ﬂ“%wﬂ@@MF
F§ ]
F7I 77
= -4l E) S®, - Xw-1)dr+ f(F, - F) X(o-1)uL(F)dF
Fe Fe
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6. Fuinote 22 in Kapitel 7.2:

(F, - F )V F;I v-1
—'l———f—u i (FeF) = [ (F-F9" x(F)F
F
¢
F’I Fn
= [(F- P ()] - f (- F "2 Du(F)aF
e F,
F’I
= (F,-F  WL(F) - f (F-F )" 2(v-1)uL(F)aF
Fe
FT) F
= WL(E,) f (F - FE)V_2(V-1)dF -JS(F- Fé)”'z(u-mL(F)dF
Fe Fe

7. FuBnote 10 in Kap. 8.1
b

Cy= af 5%1 [2F(x)-1] f(x)dx

b
afﬁﬁ—l [% h,[2F, (x)- 1]]?hjfj(x)dx

b
_zz h; h f [2F )-1] £(x)dx
a

‘R

h.h, P
[2F )-1] fi(x)dx+ii]j]Tg-1 { g(x) [2F;(x)-1] f(x)dx

b
-m g
3.

b
h.h,
=3 b1 C, +z-—lfg ) [2F,(x)-1] f(x)dx
i § l#jy'ga J
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8. Fufinote 28 in Kap. 9.2:

Uberlegungen analog Satz 9.6:
b b

Gilt X > Y, dann mufl die Grofenrelation f[l - Fy(y)ldy 2 f[l - Fy(y)ldy
v X X
insbesondere auch an den Schnittstellen von 1 - Fx(y) und 1 - Fy/(y) gegeben sein. An

Fg Fg

diesen Stellen ist jedoch py Ty (Fo) = [ X(u)du > gy In(Fe) = [ 7(u)du bzw.
xLx(Fg J iy Ly(Fg 6}
pxll - Ly(Fg)] 2 py[1 - Ly(Fg)] erfiillt.

Diese Groflenrelation kann sich fiir Zwischenstellen F bzw. F nicht umkehren.

9. FuBnote 81 aus Kapitel 9.4:

t+1
E(X -1) ;.
Ht(x) = —(—(—r}t TF firt=1,0, -1, -2:

7
- n
2.t =0: BX — b= o= nach Satz von de I’Hospital
) S - -
0 t=0

0
3. t=-1 E(%ﬁ—ll = ;g_=a nach Satz von de I’Hospital:
o

® i+l y ® -

x " “logxf(x)dx

—2—5—(—)— | =- [logxf(x)dx = logu - | logxf(x)dx
6[ =2 e J J

0 0
= logu - logGM.
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4.t=-2:9(§;—1_l [f/if Jax - 1] = Sfber - 1.

10. Fufinote 111 aus Kap. 9.6:

A: é% nichtfallend fiir 0 < F < 1 ist d4quivalent der Aussage xL:g“} > %

B: Wegen Satz 9.17 folgt aus "ﬁ{% nichtfallend fiir 0 < F < 1" auch

,,“YLY(F) . ) W e ) .
W nichtfallend fiir 0 < F < 1". Dies ist dquivalent der Grofenrelation
ﬂ'YLy( )

Y(F)X(E)[1-F] + iy Ly (F)y(F) > y(F)x(E)[1-F] + iy Ly (F)x(F)

firO<F<1.

Ly (F)+ y(F)[1-F]
HOE I I (I X(F)[LF]

p,YLY(F +y(F)[1-F]
Aus A und B zusammen folgt dann LEF} 1{?} i Iy (FYF(F[TF] fir0<F < 1

Wy(F)
Die Aussage "W_(’FFY nichtfallend in 0 < F < 1" ist aber dquivalent der Bedingung
X
ty kx

e %mr0<F<l
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11. Fuinote 119 aus Kapitel 9.6:

Definition HNBUE: T <y mit vy (t) = f [—rfx}]di_F

f vy (1)t
0
o S
#x Of X
x - din[ [ [1-F(y)ldy]
= Y n [ (1-F(y))dy - In [ (1-F(y))dy
X 0

PX . f[-F
e e 2){[—(1)-1de y
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