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Kurzfassung

Hydraulische Systeme finden aufgrund ihrer hohen Energiedichte und ihrer flexiblen
Gestaltungsmöglichkeiten Anwendung in einer Vielzahl technischer Systeme. Insbe-
sondere die Topologie der Ventilsteuerungen, bei denen der Energiefluss mittels varia-
bler Strömungswiderstände gesteuert wird, erlaubt die Realisierung hochdynamischer
Steuerungsaufgaben. Dabei ist ein wesentliches Funktionsprinzip, welches in vielen
Standardventilen ausgenutzt wird, das Prinzip der Selbstregulierung, welches einen
sehr robusten und kostengünstigen Betrieb der entsprechenden Systeme erlaubt, jedoch
zu dem Preis möglicher Instabilitäten und damit verbundener Schwingungsprobleme.
Um diese Schwingungsprobleme zu vermeiden ist es vorteilhaft, bereits im Entwick-
lungsprozess hydraulischer Steuerungen ein qualitatives Verständnis der nichtlinearen
Systemdynamik zu erlangen. Dafür wird in dieser Arbeit eine analytische Methodik
zur qualitativen Analyse der nichtlinearen Dynamik hydraulischer Ventilsteuerungen
entwickelt. Die Methodik basiert auf der Formulierung des Systems als singulär
gestörtes Problem, was gleichbedeutend damit ist, die Dynamik in einen langsamen
und einen schnellen Anteil aufzuteilen. Durch den Nachweis der global asymptotischen
Stabilität der langsamen Mannigfaltigkeit wird gezeigt, dass der langsame Teil der
Systemdynamik alle relevanten Informationen über die Ventildynamik enthält. Diese
Argumentation erlaubt die Reduktion der schnellen Dynamik und die anschließende
Anwendung eines Mittelwertbildungsverfahrens, mit dem ein transformiertes System
in den Variablen der Amplitude und Phase periodischer Lösungen hergeleitet wird.
Anhand des gemittelten Systems erfolgt die Analyse der Systemdynamik sowohl für
den Fall selbsterregter als auch für den Fall erzwungener Schwingungen einschließlich
der Berechnung instabiler periodischer Lösungen und parametrischer Resonanzen.
Es werden weiterhin ausgewählte nicht-glatte Phänomene beschrieben, welche sich
der Stabilitätsanalyse durch Standardmethoden auf Basis einer Linearisierung um die
Gleichgewichtslage entziehen. Zuletzt werden reduzierte Modelle zur Beschreibung
instationärer Bewegungen hergeleitet, welche eine teils signifikante Rechenzeitersparnis
erzielen. Die reduzierten Modelle werden in der Ableitung nichtlinearer Regelungen
auf Basis der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung eingesetzt.
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1 Einleitung

Im ersten Kapitel dieser Arbeit wird das Thema derselben eingeführt und motiviert.
Weiterhin wird ein Überblick über den Stand der Forschung gegeben und bestehende
Forschungslücken identifiziert. Daraus werden die Ziele und die Struktur dieser Arbeit
abgeleitet.

1.1 Motivation und Thema der Arbeit
Hydraulische Systeme werden in vielen Industriezweigen, z. B. in der Luft- und Raum-
fahrt, im Automobilbereich oder in Werkzeugmaschinen zur Energieübertragung und
-steuerung eingesetzt. Die Vorteile hydraulischer Antriebe sind eine hohe Energiedichte,
die räumliche Flexibilität in der Systemgestaltung sowie über große Bereiche stufenlos
verstellbare Übersetzungen.
Die Kraftübertragung findet bei hydraulischen Steuerungen zumeist über das hydrosta-
tische Prinzip statt, bei dem eine Kraft durch eine mit Druck beaufschlagte Kolbenfläche
übertragen wird. Die Steuerung der Energie erfolgt entweder durch veränderliche
hydraulische Widerstände (in diesem Fall spricht man von Widerstands- oder Ventil-
steuerungen) oder durch die Veränderung der Leistungsbereitstellung. Letzteres wird
als Verdrängersteuerung bezeichnet [125].
Besonders mit als Ventilsteuerung gestalteten Systemtopologien lassen sich hochdy-
namische und sehr präzise Steuerungen realisieren. Ein weiterer Vorteil der Ventil-
steuerungen besteht darin, dass durch einfache Druckrückführungsschleifen Selbstre-
gulierungsmechanismen entworfen werden können, was zu besonders robusten und
kostengünstigen Systemen führt, weil kein aktiver Steuerungsaufwand zu betreiben ist.
Das Prinzip der Selbstregulierung wird in sehr vielen Ventilen und Schaltungen stan-
dardmäßig ausgenutzt, wie z.B in Druckregelventilen, druckgeregelten Verstellpumpen,
Druckminderventilen und Load-Sensing-Systemen.
Wie in vielen technischen Bereichen führt auch in derHydraulik das Streben nach immer
schnelleren und präziseren Systemen zu einer Versteifung der Systeme. Damit gehen
oftmals Schwingungsprobleme einher. Durch die Kompressibilität des Hydraulik-Öls
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1 Einleitung

pflanzen sich die Schwingungenüber dieWellenausbreitung in hydraulischenLeitungen
über weite Strecken fort. Die Schwingungen führen zu Lärmbelästigung, Beeinträchti-
gung der Funktionalität, erhöhtem Verschleiß und im schlimmsten Fall zum kompletten
Versagen des Systems. Als Verursacher von Schwingungen sind neben äußeren Anre-
gungsmechanismen insbesondere Stabilitätsprobleme in den Ventilsteuerungen selbst
zu nennen.
Umdiesen Problemen bereits im Entwicklungsprozess zu begegnen, ist ein umfassendes
Verständnis der Systemdynamik erforderlich. Die oftmals hohe Anzahl an Systempara-
metern, welche das Systemverhalten beeinflussen, sowie großeNichtlinearitäten, welche
durch turbulente Strömungen sowie Schaltübergänge und Kolbenanschläge verursacht
werden, erschweren jedoch die Suche nach einer optimalen Systemgestaltung. Insbeson-
dere wird eine lokale Stabilitätsanalyse den Anforderungen realer Anwendungen nicht
gerecht, weil Einzugsgebiete stabiler Betriebspunkte durch instabile Lösungen begrenzt
werden können.
Um ein umfassendes Bild der dynamischen Systemstruktur zu zeichnen, ist ein Zusam-
menspiel aus numerischen, experimentellen und analytischen Studien zielführend. Im
Bereich der numerischen Simulationen erlauben heutige Softwareprogramme auch die
Berechnung der im Kontext der hydraulischen Systeme auftretenden numerisch steifen
und nicht-glatten Differentialgleichungen. Experimentelle Studien sind aufgrund der
hohen damit verbundenen Kosten nur in sehr begrenztemMaße durchzuführen. Dahin-
gegen besteht im Bereich der analytischen Methoden zur qualitativen Beschreibung der
Systemdynamik ein Forschungsbedarf und ein Potential, die vorhandenen Methoden
auf hydraulische Ventilsteuerungen anzuwenden und gegebenenfalls zu erweitern.
Basierend auf diesem Forschungsbedarf besteht das Thema der Arbeit darin, mit
Hilfe analytischer Methoden die Systemdynamik hydraulischer Ventilsteuerungen
approximativ zu beschreiben. Dies schließt die Berechnung von stabilen und instabilen
Grenzzyklen ein, welche aufgrund eines Stabilitätsverlusts auftreten. Ebenso sollen
periodische Lösungen, welche durch eine Fremd- oder Parametererregung verursacht
werden, qualitativ beschrieben werden. Des Weiteren sollen die Einflüsse spezieller
nichtlinearer Effekte diskutiert werden, welche typischerweise in hydraulischen Steue-
rungen zu finden sind. Der Fokus liegt dabei auf nicht-glattenMechanismen,welche eine
standardmäßige Stabilitätsanalyse verhindern. Zuletzt werden auch transiente Bewe-
gungen im Zusammenhang mit der nichtlinearen Regelung hydraulischer Steuerungen
adressiert.

1.2 Stand der Forschung
In diesem Abschnitt wird ein Überblick über Studien im Bereich der Stabilitätsanalyse,
der Untersuchung der nichtlinearen Dynamik sowie der asymptotischen Analyse
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1.2 Stand der Forschung

hydraulischer Steuerungen gegeben. Zunächst werden in Abschnitt 1.2.1 die wichtigsten
Instabilitätsmechanismen vorgestellt, welche durch die Kopplung zwischen mecha-
nischen und hydrodynamischen Teilsystemen im Zusammenhang mit hydraulischen
Ventilen auftreten.DieUntersuchungenbasieren ausschließlich aufderAnnahmekleiner
Störungen um die Gleichgewichtslage und sind somit als lokale Betrachtungen zu
verstehen. Der zweite Abschnitt 1.2.2 konzentriert sich auf die globale dynamische
Analyse der Systeme, welche aufgrund eines Stabilitätsverlusts selbsterregte Schwin-
gungen ausführen. Die Analysen basieren neben wenigen analytischen Näherungen fast
ausschließlich auf rein numerischen Studien. ImAbschnitt 1.2.3werdenUntersuchungen
vorgestellt, in denen mit Hilfe asymptotischer Methoden analytische Näherungen
periodischer Lösungen berechnet oder schnelle Dynamiken reduziert werden. Die
Reduktion der schnellen Dynamik wird dabei entweder durch Rechenzeitersparnisse in
der numerischen Zeitintegration oder durch die Entwicklung von Regelungsstrategien
motiviert.

1.2.1 Instabilitätsmechanismen
In diesem Abschnitt werden Instabilitätsmechanismen in hydraulischen Steuerungen
vorgestellt und klassifiziert, deren Ursache in der Struktur des hydraulischen Kreislaufs
an sich zu finden ist. Der Fokus liegt also auf Instabilitäten, die bei offener Steuerkette
auftreten. Instabilitäten im geschlossenen Regelkreis oder solche, die aufgrund von
Wechselwirkungen mit Elementen außerhalb des hydraulischen Systems auftreten,
werden hier – mit kleinen Ausnahmen – nicht behandelt. Es werden weiterhin die
Einflüsse von Systemparametern, Kolben- oder Gehäusegeometrien sowie von verschie-
denen physikalischen Effekten auf die Stabilität beleuchtet. Die Klassifizierung der
Instabilitätsmechanismen erfolgt anhand der zwei möglichen Kopplungsmechanismen
zwischenmechanischen und hydrodynamischen Teilsystemen. Diese bestehen entweder
in einer statischen Druckkraft oder in einer hydrodynamischen Strömungskraft. In
anderen Publikationen [14, 35, 99] finden sich oftmals auch andere Unterscheidungen.

Kopplung durch statische Druckkräfte

Eine der frühesten veröffentlichten Untersuchungen zur Stabilität hydraulischer Ventil-
steuerungen oder strukturell ähnlicher Systeme gehen auf Lutz zurück, welcher bereits
im Jahr 1933 Untersuchungen zum dynamischen Verhalten federbelasteter Einspritz-
düsen von kompressorlosen Ölmaschinen vornahm [81]. Das von ihm untersuchte
System ist strukturell identisch zu hydraulischen Druckregelventilen in Sitzventilbau-
weise, vgl. Abb. 1.1a. Die Kopplung zwischen mechanischen und hydrodynamischen
Teilsystemen entsteht einerseits durch den verschiebungsabhängigen Volumenstrom
durch den Düsenauslass und andererseits durch eine statische Druckkraft �?(?) auf
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1 Einleitung

(a) Einspritzdüse, welche von Lutz im Jahr
1933 untersucht wurde. Nach [81].

(b) Druckminderventil in Kolbenschieberbauweise
mit Dämpfungswiderstand. Dieses System wurde
von Ma 1967 untersucht. Nach [82].

Abbildung 1.1: Gegenstände früher Stabilitätsuntersuchungen. Instabilität durch Druckrückführung.

die Düsenstirnfläche. Auch wenn der Fokus der Arbeit auf transienten Prozessen liegt,
weist der Autor durch eine Betrachtung der linearisierten Systemdynamik nach, dass
das System bei niedriger Dämpfung 3 zumAufschwingen fähig ist. Die Systemdynamik
wird durch eine Differentialgleichung dritter Ordnung mit der Grundstruktur

< ¥G + 3 ¤G + :G = �?(?) (1.1)
+Druckdynamik (1.2)

beschrieben, in der < die Kolbenmasse, 3 den viskosen Dämpfungsparameter und :

die Federsteifigkeit darstellt. Die Druckdynamik wird dabei durch eine gewöhnliche
Differentialgleichung erster Ordnung beschrieben und aufgrund des verschiebungsab-
hängigen Steuerkanten-Volumenstroms von der Kolbenverschiebung G beeinflusst.
Nach den Untersuchungen von Lutz klafft eine große zeitliche Lücke, weil in den Sech-
ziger und frühen Siebziger Jahren des 20. Jahrhunderts der Fokus auf der Untersuchung
der Wechselwirkung zwischen Ventildynamik und Leitungsdynamik liegt. Für diese
Untersuchungen sei auf den übernächsten Teilabschnitt Kombination verschiedener
Mechanismen verwiesen. Untersuchungen zu Druckregelventilen in Sitzventilbauweise
werden erst wieder von Singh im Jahr 1982 durchgeführt [114]. Der Autor unter-
sucht den Einflusses verschiedener Parameter auf das dynamische Verhalten und die
Stabilität eines Druckbegrenzungsventils, welches für den Einsatz im Bereich hoher
Drücke ausgelegt ist und postuliert, dass eine höhere Federsteifigkeit : destabilisierend
wirkt. Dahingegen kann eine erhöhte Dämpfung 3 die Gleichgewichtslage stabilisieren.
Der Fokus liegt des weiteren auf der Untersuchung des Einflusses unterschiedlicher
Kolbengeometrien auf das dynamische Verhalten und die Stabilität des Ventils.
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1.2 Stand der Forschung

Eine weitere Einflussgröße auf die Stabilität von Druckbegrenzungsventilen in Sitz-
ventilbauweise ist die Größe des Volumenstroms durch das Ventil [127], wobei die
Ventile vor Allem bei kleinen Volumenströmen schwingungsanfällig sind. In [78] wird
die destabilisierende Wirkung kleiner Volumenströme bei Druckbegrenzungsventilen
bestätigt. Ebenso ist bei Druckminderventilen in Sitzventilbauweise, welche im Bereich
der Wasserhydraulik eingesetzt werden, die Schwingungsanfälligkeit vor Allem bei
kleinen Volumenströmen vorhanden [117]. Weil Druckminderventile auf dem selben
Funktionsprinzip beruhen wie Druckregel- bzw. Druckbegrenzungsventile, wirkt hier
der selbe Instabilitätsmechanismus.
Die selbe Gleichungsstruktur wie bei der Analyse von Druckregelventilen in Sitzventil-
bauweise (Gleichungen (1.1) und (1.2)) ergibt sich bei der Analyse von Druckminder-
ventilen in Kolbenschieberbauweise [82] (vgl. Abb. 1.1b). Der Vorteil von Kolbenschie-
berventilen besteht jedoch darin, dass in der Druckrückführung eine Laminardrossel
(Durchlassfläche �!) platziert werden kann, wodurch die linear viskose Dämpfung
im System maßgeblich erhöht wird. Dies kann die Gleichgewichtslage stabilisieren,
dennoch ist ein Stabilitätsverlust möglich und dann ebenso wie bei den Sitzventilen
der Kopplung durch statische Druckkräfte zuzuordnen. Als kritische Betriebspunkte
hinsichtlich der Stabilität werden in [82] sehr kleine Volumenströme sowie der Fall
genannt, dass der Systemdruck ?A ungefähr die Hälfte des Versorgungsdrucks ?(
beträgt. Als Konstruktionsrichtlinien zur Stabilisierung werden eine möglichst kleine
Kolbenmasse < und eine hohe Federsteifigkeit : vorgeschlagen. Die stabilisierenden
Einflüsse einer kleinen Kolbenmasse und einer hohen Federsteifigkeit werden in [68]
und [63] bestätigt.
Letztere Maßnahme steht in direktem Widerspruch zu der von Singh [114] postulierten
und oben genannten Aussage, dass eine höhere Federsteifigkeit destabilisierend wirkt.
Hier wird sichtbar, dass generelle Aussagen bezüglich der Stabilisierung hydraulischer
Ventile im Allgemeinen nicht möglich sind.
Die Kopplung zwischen mechanischen und hydrodynamischen Teilsystemen, welche
den hydraulischen Ventilen in Abb. 1.1 innewohnt, kann als geschlossener Regelkreis
interpretiert werden. Dies wird durch die physische Druckrückführung in Abb. 1.1b
verdeutlicht. Da insbesondere im Bereich der Servohydraulik die Rückführung physi-
kalischer Größen und damit die Gestaltung geschlossener Regelkreise notwendig ist,
überrascht es nicht, dass die Gleichungsstruktur der Gleichungen (1.1) und (1.2) auch bei
anderen hydraulischen Systemen zu beobachten ist, welche keine Druckrückführung
beinhalten. Als ein für hydraulische Ventilsteuerungen repräsentatives Beispiel [25]
sei hier das in Abb. 1.2 dargestellte hydraulische Positioniersystem genannt. Der
geschlossene Regelkreis entsteht hier nicht durch eine Druckrückführung, sondern
durch die direkte Positionsrückführung GE =  ?(G − G3) (proportionale Verstärkung
 ? , Sollvorgabe G3). Die Gleichungsstruktur der Gleichungen (1.1) und (1.2) ergibt
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1 Einleitung

Abbildung 1.2:Hydraulisches Positioniersystemmit direkter Positionsrückführung. Nach [71]. Die Instabilität
ist strukturell die gleiche wie die aufgrund der Druckrückführung.

sich für den Fall, dass in der Modellierung die Kolbendynamik des 4-Wege-Ventils
vernachlässigt wird [71], auch wenn den entsprechenden Variablen und Parametern
eine teilweise andere Bedeutung zukommt.
Die Stabilität und die Dynamik des Systemswird von zahlreichenAutoren [20, 71, 72, 89,
99] untersucht, einschließlich verschiedener Systemvarianten, wie beispielsweise eine
negative Ventilüberdeckung [49] oder eine Lastabstützung durch eine Feder-Dämpfer-
Kombination [37]. Auf die entsprechenden Ergebnisse wird hier nicht detailliert einge-
gangen.

Kopplung durch hydrodynamische Strömungskräfte

Ein ähnlicher Kopplungsmechanismus zwischen mechanischen und hydrodynami-
schen Teilsystemen entsteht durch hydrodynamische Strömungskräfte anstatt statischer
Druckkräfte. Im Gegensatz zu statischen Druckkräften, welche seit Jahrhunderten
bekannt und verstanden sind, wurde erst im Jahr 1952 die Wirkung von hydrody-
namischen Reaktionskräften an Steuerkanten von Lee und Blackburn physikalisch
beschrieben [76]. Danach kann die hydrodynamische Strömungskraft an einer Ventil-
steuerkante mit der Dichte �, der Strömungsgeschwindigkeit E, dem Volumenstrom @

und der sogenannten „Dämpfungslänge“ ! (vgl. Abb. 1.3a) durch

�� = �@E + �! ¤@ (1.3)
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1.2 Stand der Forschung

(a) Ventilkolben unter dem Einfluss
einer Strömungskraft. Dieses System
wurde von Lee und Blackburn 1952
untersucht [76].

(b) Ventilkolben unter dem Einfluss einer Strömungs-
kraft. Dieses System wurde gleichzeitig und unabhängig
von Ainsworth sowie von Ezekiel untersucht [2, 28, 29].

Abbildung 1.3: Gegenstände früher Stabilitätsuntersuchungen. Instabilität durch hydrodynamische Strö-
mungskräfte. Die hier betrachtete Strömungsrichtung bewirkt eine positive Dämpfungslänge +! und damit
einen positiven Dämpfungseffekt durch den transienten Anteil der Strömungskraft �� . Nach [99].

dargestellt und somit in einen stationären und einen transienten Anteil zerlegt wer-
den. Unter der Annahme eines turbulenten Volumenstroms @ und einer rechteckigen
Ventilsteuerkante folgt daraus

�� = − 1(Δ?)G −  2(Δ?) ¤G (1.4)
Δ? = ?1 − ?2 , (1.5)

wobei G die Kolbenverschiebung und Δ? die Druckdifferenz über die Ventilsteuerkante
beschreiben, vgl. Abb. 1.3a. Die Größen  1 und  2 hängen von der Druckdifferenz
sowie von Systemparametern ab. Dabei ist das Vorzeichen von  2 abhängig von der
Strömungsrichtung, weshalb hier im ungünstigen Fall  2 < 0 eine negative Dämpfung
auftreten kann. Lee und Blackburn argumentieren in [75] weiterhin, dass dies in
Verbindung mit der Kolbendynamik

< ¥G = �� (1.6)

basierend auf Abb. 1.3a einen möglichen Stabilitätsverlust verursachen kann, falls keine
anderen dämpfenden Mechanismen im System vorhanden sind. Die Konstante  1 wird
in späteren Publikationen auch als „hydraulische Steifigkeit“ bezeichnet [28].
Experimentelle Untersuchungen der Autoren bestätigen das Vorhandensein von Insta-
bilitäten, jedoch treten diese in den Experimenten zeitweise auch für  2 > 0 auf, also
dann, wenn die Richtung der Strömungskraft einen positiven Dämpfungsbeitrag leistet.
Daraus wird die Schlussfolgerung gezogen, dass weitere Instabilitätsmechanismen
vorhanden sein müssen.
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1 Einleitung

Dies führt auf die Untersuchungen von Ainsworth [2], welcher im Jahr 1956 zusätzlich
die Leitungsdynamik unter Berücksichtigung der Fluidkompressibilität und der damit
einhergehenden endlichen Wellenausbreitungsgeschwindigkeit von Druckwellen in
seinem Modell berücksichtigt, vgl. Abb. 1.3b. Mit diesem Modell gelingt die Beschrei-
bung der Instabilität, welche in den Experimenten von Lee und Blackburn auftritt.
In den Untersuchungen bewirkt die Anordnung der Steuerkante zusammen mit der
Strömungsrichtung durch das Ventil einen positiven Dämpfungseffekt ( 2 > 0). Somit
ist der stationäreAnteil der hydrodynamischen Strömungskraft für den Stabilitätsverlust
verantwortlich. Im instabilen Betriebszustand koppelt die Ventildynamik mit der nied-
rigsten Schwingungsmode der Leitung (diese entspricht einer stehenden Viertel-Welle).
Damit sind möglichst kurze Leitungen eine geeignete konstruktive Maßnahme zur
Vermeidung der Instabilität, weil dadurch die Frequenz der niedrigsten Leitungsmode
weit über der Eigenfrequenz des Ventilkolbens liegt.
Zeitgleich zu und unabhängig von Ainsworth arbeitet Ezekiel den gleichen Instabi-
litätsmechanismus heraus, in dem auch er die Leitungsdynamik berücksichtigt [28,
29]. Ein wichtiges Ergebnis der Untersuchung besteht darin, dass die Instabilität durch
eine Zuführleitung vom Druckreservoir zum Ventil mit nicht konstantem Querschnitt
vermieden werden kann, da dies die Wellenausbreitung in der Leitung signifikant
beeinflusst.
Die Gleichungsstruktur des von Ainsworth und Ezekiel untersuchten Systems kann
durch

< ¥G + 3 ¤G + :G = ��(@, ¤@) (1.7)
+ Leitungsdynamik (1.8)

dargestellt werden, wobei die Leitungsdynamik im Allgemeinen durch die Wellenglei-
chung, also eine lineare partielle Differentialgleichung, beschrieben wird. Weiterhin ist
die Strömungskraft �� nach Gl. (1.3) definiert.
Der vonEzekiel undAinsworthbeschriebeneunduntersuchte Instabilitätsmechanismus
wird in weiteren Publikationen [6, 14, 33, 47, 48, 99, 105] aufgegriffen und weiter
untersucht. Saito analysiert, dass eine Instabilität nicht nur auftritt, wenn sich die
Leitung zwischen demDruckreservoir und demVentil befindet, sondern auch, wenn sie
dem Ventil nachgeschaltet ist [105]. Als Empfehlungen für eine Stabilisierung werden
ein niedriger Versorgungsdruck sowie in Übereinstimmung mit Ainsworth möglichst
kurze Leitungen und eine hohe viskose Dämpfung genannt.
In [47, 48] werden die bisherigen Ergebnisse weitestgehend bestätigt. Auch hier wird
in Experimenten eine stehende Viertel-Welle in der Leitung beobachtet und kurze
Leitungen sowie niedrige Versorgungsdrücke als stabilisierende Maßnahmen genannt.
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1.2 Stand der Forschung

Opitz und Backé schlagen in [76] entwickelte konstruktive Maßnahmen zum Abbau
der stationären Strömungskräfte vor, welche zu einer Stabilisierung der entsprechenden
Systeme führen sollen [99]. Beispielsweise kann der Ölstrahl durch eine spezielle Gestal-
tung der Kolben- und Gehäusegeometrie so umgelenkt werden, dass die stationären
Anteile der Strömungskraft signifikant verringert werden.
Auch Untersuchungen zur Stabilität unter Last werden durchgeführt [6, 97]. Ein Beispiel
dafür stellt das System in Abb. 1.2 als offene Steuerkette, also ohne die Positionsrück-
führung dar. Auch hier wird postuliert, dass bei Absenkung des Versorgungsdrucks die
Stabilität erhöht wird.
Eine Absenkung des Versorgungsdrucks entspricht einem verringerten Volumenstrom.
Die damit verbundene Erhöhung der Stabilität ist vermutlich dadurch begründet,
dass die stationären Strömungskräfte und damit deren destabilisierende Wirkung mit
abnehmendem Volumenstrom kleiner werden.
Somit ergibt sich in diesem Zusammenhang ein gegenteiliger Einfluss gegenüber der
Instabilität aufgrund statischer Druckkräfte, welche vor Allem bei niedrigen Volumen-
strömen auftritt.

Kombination verschiedener Mechanismen

Motiviert durch die Untersuchungen von Lee und Blackburn, Ezekiel sowie Ainsworth
werden ab den 1960er Jahren weitere Untersuchungen zum Einfluss der Leitungsdy-
namik auf die Stabilität verschiedener Ventile durchgeführt [34, 40, 53, 54, 120]. Ein
besonderes Augenmerk gilt dabei den Druckregelventilen in Sitzventilbauweise. Da
diese, wie die Untersuchungen von Lutz [81] zeigen, auch ohne die Berücksichtigung
der Leitungsdynamik zu Instabilitäten neigen können, beinhalten die entsprechenden
Systeme im Allgemeinen eine Kombination der beiden bisher beschriebenen Instabili-
tätsmechanismen. Die Grundstruktur der untersuchten Systeme kann deshalb als

< ¥G + 3 ¤G + :G = �?(?) + ��(@, ¤@) (1.9)
+Druckdynamik (1.10)
+ Leitungsdynamik (1.11)

dargestellt werden.
Funk [34] konzentriert sich in seinen Untersuchungen auf die Wechselwirkung der
Dynamik in einer hydraulischen Zuführleitung mit der Kolbenbewegung eines Druck-
begrenzungsventils in Sitzventilbauweise. Neben der Leitungsdynamik werden die
Druckaufbaudynamiken in zwei Kapazitäten zu beiden Seiten des Ventils modelliert.
Durch die Berechnung einer analytischen Stabilitätsbedingung werden die Einflüsse
der Systemparameter auf die Stabilität der Gleichgewichtslage abgeleitet. Kritische
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1 Einleitung

(a) Dreieckige und kreisförmige Steuerkanten-
geometrie bei Scheiberventilen. Nach [64].

(b) In [11] untersuchte Sitzventil-
Geometrien. Nach [11].

Abbildung 1.4: Unterschiedliche Ventilgeometrien zur Beeinflussung der Ventilcharakteristik.

Betriebspunkte entstehen dadurch, dass die Eigenfrequenz des Kolbens in der Nähe
einer der Frequenzen der Schwingungsmoden der Zuführleitung liegt. Somit spielt auch
hier die Leitungsgeometrie für die Stabilität des Gesamtsystems eine wesentliche Rolle.
Aufbauend auf der Arbeit von Funk untersucht Kasai ein Sitzventil unter Berück-
sichtigung der Leitungsdynamiken sowohl in der Zuführung zum Ventil als auch
in einer dem Ventil nachgeschalteten Leitung [53, 54]. In Übereinstimmung mit den
meisten Studien, welche keine Leitungsdynamik berücksichtigen [78, 82, 117, 127],
wird eine höhere Federsteifigkeit und ein höherer Volumenstrom als stabilisierend
identifiziert. Dahingegen steht die in [120] postulierte Aussage einer Stabilisierung
durch eine erhöhte Kolbenmasse im Widerspruch zu diesen Studien. Dies bestätigt
die Tatsache, dass allgemein gültige Aussagen zu Einflüssen von Parametern auf die
Stabilität der Gleichgewichtslage nicht möglich sind.

Einfluss von Steuerkantengeometrie und Leckage

Die bis hierhin vorgestellten Untersuchungen zu Schieberventilen gehen zumeist von
einer rechteckigen Steuerkantengeometrie aus, was eine lineare Ventilcharakteristik
(Zusammenhang zwischen Kolbenverschiebung und Durchflussstrom) zur Folge hat.
Manring und Johnson untersuchen systematisch verschiedene Steuerkantengeometrien
und deren Einfluss auf die Stabilität eines Druckminderventils [87]. Die Autoren
postulieren, dass rechteckige und kreisförmige Geometrien eher zu instabilem Ver-
halten führen als dreieckige oder rautenförmige. Diese Untersuchungen werden im
Hinblick auf dreieckige Steuerkangengeometrien von Kremer bestätigt [68]. Stabile
Gleichgewichtslagen werden demnach durch möglichst flache Ventilcharakteristiken
gewährleistet.
Eng zusammenhängend mit der Fragestellung nach der Steuerkantengeometrie ist das
Leckageverhalten der Ventile. Modelle für das Durchflussverhalten unter Berücksich-
tigung von Leckage werden in [63] entwickelt und ein signifikanter Einfluss auf die
Stabilität der Gleichgewichtslage festgestellt. In diesem Zusammenhang sei auch [64]
erwähnt.
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Die oben erwähnte Ventilcharakteristik kann auch bei Sitzventilen durch eine Varia-
tion der Kolben- bzw. Gehäusegeometrie beeinflusst werden. In [11] werden mittels
CFD-Simulationen zwei unterschiedliche Geometrien (siehe Abb. 1.4b) miteinander
verglichen und daraus Empfehlungen für die Ventilgestaltung abgeleitet. Die Autoren
kommen zu dem Schluss, dass durch Geometrievariationen neben der Ventilcharak-
teristik auch die hydrodynamische Strömungskraft beeinflusst wird. Beide Größen
beeinflussen die Stabilität in einem relevanten Maße.

1.2.2 Globale Stabilität und nichtlineare Dynamik
Hydraulische Ventile beinhalten im Allgemeinen signifikante Nichtlinearitäten, welche
das dynamische Verhalten maßgeblich beeinflussen. Die wichtigsten sind turbulente
Volumenströme sowie nicht-glatte Schaltübergänge und Ventilanschläge. Um das dyna-
mischeVerhalten in einem für die realeAnwendung ausreichendenMaße beschreiben zu
können, ist imAllgemeinen eine lokale Betrachtung nicht genügend. In diesemAbschnitt
werden deshalb Untersuchungen zur globalen Stabilität, zur Phasenraumstruktur und
zur nichtlinearen Dynamik vorgestellt. Die Ergebnisse werden fast ausschließlichmittels
numerischer Zeitintegrationen gewonnen. Die für die Praxis relevanten Fragestellungen
beziehen sich auf Begrenzungen von Einzugsgebieten stabiler Lösungen und auf das
Bifurkationsverhalten. Im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt spielen die Ventilbau-
arten hier eine wesentliche Rolle.

Sitzventile

Ein Stabilitätsverlust bei Sitzventilen führt oft zu Stößen zwischen Ventilkolben und
Ventilsitz, was mindestens zu einer erheblichen Lärmbelastung und in vielen Fällen
auch zur Schädigung der Ventile führt. Dies ist vermutlich der Grund dafür, dass
sich die meisten Publikationen zur nichtlinearen Dynamik von hydraulischen Ventilen
auf Sitzventile beziehen. Sitzventile, welche durch die Gleichungen (1.1) und (1.2)
beschrieben werden und damit einem einfachen System dritter Ordnung entsprechen,
werden unter Einbeziehung einer Stoßabbildung in [9, 21, 43, 78] behandelt. Die
Ventilgeometrie entspricht der in Abb. 1.4b links.
Durch Vernachlässigung der Federvorspannung lassen sich für dieses System ana-
lytische Stabilitätskriterien in sehr kompakter Form herleiten [78]. Weiterhin ist es
möglich, durch eine Zentrumsmannigfaltigkeits-Reduktion das System in Normalform
zu transformieren und damit die stationären periodischen Lösungen in der Nähe des
Hopf-Bifurkationspunkts zu approximieren. An dieser Stelle enden die analytischen
Untersuchungen zur Analyse der Sitzventile.
Alle weiteren Ergebnisse werden mittels numerischer Zeitintegrationen in Verbindung
mit einer Event-Detektionsroutine berechnet. Stationäre Lösungen werden mittels
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numerischer Pfadverfolgungsalgorithmen verfolgt und deren Stabilität entweder durch
den größten Lyapunov-Exponenten [78] oder durch die Berechnung der Floquet-
Multiplikatoren [43] berechnet. Dabei ist zu beachten, dass eventuelle Stöße in der
linearisiertenAbbildungdurch eine entsprechende Sprungmatrix berücksichtigtwerden
müssen, vgl. [91].
Als Bifurkationsparameter dient der von der Pumpe geförderte und damit auch der das
Ventil durchströmende Volumenstrom @. Die globale Dynamik kann folgendermaßen
zusammengefasst werden: Wie bereits in Abschnitt 1.2.1 gezeigt, ist die Gleichge-
wichtslage für große Volumenströme stabil. Bei Verringerung des Volumenstroms
findet der Stabilitätsverlust durch eine superkritische Hopf-Bifurkation statt [43, 78].
Hier wird also die Gleichgewichtslage instabil und gleichzeitig entsteht ein stabiler
Grenzzyklus. Wird der Volumenstrom weiter verringert, wächst die Amplitude der
Grenzzyklusschwingung an, bis die Schwingung den Ventilsitz „streift“. Dies entspricht
einemStoß zwischenVentilkolbenundVentilsitzmit verschwindenderGeschwindigkeit.
Man spricht in diesem Fall auch von einer „streifenden“ Bifurkation (engl.: Grazing
bifurcation). Dieser Bifurkation folgt bei weiter sinkendem Volumenstrom ein Abschnitt
sehr komplexen dynamischen Verhaltens, der quasiperiodisches und chaotisches Ver-
halten einschließt. Nach einem Abschnitt, der von einperiodischen Stoßschwingungen
dominiert wird, führen bei sehr kleinen Volumenströmen mehrere aufeinanderfolgende
Periodenverdopplungen wieder zu chaotischem Verhalten und insbesondere, wie von
den Autoren jedoch nur vermutet wird, zu dem beispielsweise in [13] beschriebenen
Phänomen des „Chattering“, bei dem in endlicher Zeit unendlich viele Stöße stattfinden.
In diesem Zusammenhang sei auch auf [21] verwiesen.
Für die praktische Anwendung ist vor Allem interessant, dass in der Analyse keine
das Einzugsgebiet der stabilen Gleichgewichtslage begrenzenden instabilen Lösungen
gefunden wurden, weil - zumindest in der betrachteten Parameterregion – der Stabili-
tätsverlust über eine superkritische, und nicht über eine subkritische Hopf-Bifurkation
stattfindet.
Als Beispiel für einen Anwendungsfall für hydraulische Sitzventile kann das in [26]
modellierte und in [27] analysierte System eines hydraulischen Dämpfers genannt wer-
den. Auch in diesem System werden komplexe Schwingungsphänomene beschrieben.
Bazsó und Hős liefern den experimentellen Nachweis für die reichhaltige System-
dynamik von Sitzventilen [9]. Das Bifurkationsverhalten (Stabilitätsverlust via Hopf-
Bifurkation, komplexe Dynamik bei niedrigem Volumenstrom) kann im Experiment
qualitativ bestätigt werden, obwohl in den Experimenten eine starke Kopplung mit
der Leitungsdynamik beobachtet wird (diese findet in den Modellen in [43, 78] keine
Berücksichtigung). Die Kopplung folgt aus der Beobachtung, dass nach dem Stabilitäts-
verlust die Schwingungsfrequenz über einen weiten Parameterbereich konstant bleibt
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und diese außerdem der Frequenz der niedrigsten Leitungsmode (in diesem Fall etwa
220 Hz) entspricht.

Einfluss der Leitungsdynamik

In den ersten numerischen und experimentellen Analysen zur nichtlinearen Dynamik
von Sitzventilen unter Berücksichtigung der Leitungsdynamik wird beobachtet, dass
bei langen Zuführleitungen auch höhere Schwingungsmoden in der Leitung angeregt
werden können [39–41]. Ein weiteres Ergebnis dieser Studien ist die bei bestimmten
Parameterwerten mögliche Koexistenz einer stabilen Gleichgewichtslage und eines
stabilen Grenzzyklus, bei dem Stöße zwischen Ventilkolben und Ventilsitz stattfinden.
Ebenso werden chaotische Schwingungen beschrieben, welche aus einer Reihe von
Periodenverdopplungen hervorgehen.
Obwohl auch höhereModen angeregt werden können, ist imAllgemeinen die niedrigste
Schwingungsmode der Leitung in der praktischen Anwendung als die kritische Mode
anzusehen. Aus dieser Argumentation heraus kann unter der Annahme, dass die
dominante Schwingungsmode in der Leitung eine stehende Viertel-Welle ist, mittels
einer Kollokationsmethode ein reduziertes Modell der Leitung entwickelt werden [44].
Das System fünfter Ordnung, bestehend aus diesem reduzierten Leitungsmodell und
der Ventildynamik, kann sehr rechenzeiteffizient untersucht werden [10]. In der Analyse
dieses Systems zeigt sich, dass nun zwei unterschiedliche Instabilitätsmechanismen auf-
treten. Für kurze Leitungen überqueren die Realteile des gleichen komplex konjugierten
Eigenwertpaares die Imaginärachse wie bei den Systemen ohne Leitungsdynamik.
Die Autoren nennen dies die Ventilinstabilität (engl.: valve-only instability). Für län-
gere Leitungen erfolgt der Stabilitätsverlust über ein anderen komplex konjugiertes
Eigenwertpaar. Diese Art der Instabilität wird als Viertel-Wellen-Instabilität (engl.:
quarter-wave-instability) bezeichnet.
Die Variation der Leitungslänge offenbart weitere interessante Phänomene.Während bei
sehr kurzen und langen Leitungen der Stabilitätsverlust bei Verringerung des Volumen-
stroms an einer superkritischen Hopf-Bifurkation stattfindet, ändert sich bei mittleren
Leitungslängen die Struktur des Bifurkationsdiagramms und die Hopf-Bifurkation wird
subkritisch. Dies bedeutet, dass das Einzugegebiet der stabilen Gleichgewichtslage von
einem instabilen Grenzzyklus beschränkt wird. Der Bereich, in dem das Einzugsgebiet
beschränkt wird, reicht teilweise bis zu Volumenströmen, die dreimal so groß sind
wie der Volumenstrom, an dem die Hopf-Bifurkation stattfindet, was in der prakti-
schen Anwendung zu nicht vernachlässigbaren Problemen führen kann, falls in der
Ventilauslegung lediglich eine lokale Stabilitätsanalyse durchgeführt wird.
ImZusammenhangmit derModellbildung,ModellreduktionunddynamischenAnalyse
des Ventil-Leitungs-Systems sei auch [45] erwähnt.
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Schieberventile

Die globale Analyse von Systemen, die Schieberventile beinhalten, findet bis heute sehr
viel weniger Beachtung als die Analyse von Sitzventilen.
Um die Jahrtausendwende beschäftigen sich einige Publikationen mit der Frage nach
der sogenannte robusten Stabilität. Der Terminus Robustheit bezieht sich dabei auf den
Abstand zur Stabilitätsgrenze. Weil in hydraulischen Systemen der Stabilitätsverlust
in den meisten Fällen über eine Hopf-Bifurkation stattfindet, kann die Robustheit
durch die Berechnung des Abstands zum nächstgelegenen Hopf-Bifurkationspunkt im
=-dimensionalen Parameterraum gemessen werden. Die Methode wird zunächst an
einem hydraulischen Positioniersystems (siehe Abb. 1.2) erfolgreich getestet [71, 72]
und findet daraufhin auch Anwendung bei anderen, teilweise sehr viel komplexeren
hydraulischen Systemen [73, 74, 111–113]. Die Methode beruht streng genommen
ausschließlich auf der Analyse der lokalen Stabilität, weil keine Einzugsgebiete in
der Berechnung der Robustheit berücksichtigt werden. Weil jedoch in ausreichender
Entfernung zur Stabilitätsgrenze das Einzugsgebiet in den meisten hydraulischen
Anwendungen dem gesamten Phasenraum entspricht, ist die Erwähnung in diesem
Abschnitt aus einer praktischen Perspektive heraus gerechtfertigt.
Globale Untersuchungen zur Stabilität und Dynamik von Kolbenschieberventilen mit
Druckrückführung werden in vorhandenen Publikationen mittels numerischer Zeitsi-
mulationen [46, 63] undmit demVerfahren der harmonischen Balance durchgeführt [46,
68]. Mit letzterem gelingt die Approximation selbsterregter Schwingungsamplituden,
sowohl bei rein viskoser Dämpfung [46] als auch unter Berücksichtigung quadratischer
undCoulomb’scher Reibung [68]. Für den Fall nichtlinearer Reibung kann für bestimmte
Parameterbereiche die Existenz mehrerer koexistierender stabiler Lösungen und damit
eine Begrenzung des Einzugsgebiets der stabilen Gleichgewichtslage nachgewiesen
werden. Die entsprechenden Untersuchungen berücksichtigen ausschließlich das Ven-
tilverhalten bei offener Steuerkante und gelten deshalb sowohl für Sitz- als auch für
Kolbenschieberventile. Der Einfluss von Stößen bei Sitzventilen oder einer Überschrei-
tung der Steuerkante bei Schieberventilen wird jedoch nicht betrachtet, weshalb die
Untersuchungen in einem gewissen Sinne einen lokalen Charakter behalten.
ImGegensatz zu Sitzventilen treten komplexere Schwingungsphänomenewie Perioden-
verdopplungen oder chaotisches Verhalten bei Schieberventilen nur dann auf, wenn
eine äußere Anregung auf den Ventilkolben wirkt [46, 63]. Insbesondere bei großen
Anregungsamplituden wird hier komplexes dynamisches Verhalten beobachtet [46].
Das Bifurkationsverhalten wird dabei maßgeblich durch die Steuerkantengeometrie
und das Leckageverhalten der Ventile beeinflusst [63]. Die praktische Relevanz dieser
Untersuchungen besteht darin, dass Schieberventile oftmals mit einem hochfrequenten
periodischen Signal angeregtwerden, umunerwünschte EffekteCoulomb’scherReibung
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zuunterdrücken. FürweitereAnalysen zumBifurkationsverhaltenundzurdynamischen
Analyse von Schieberventilen sei auch [131, 132] erwähnt.

1.2.3 Asymptotische Methoden
Wie die vorgestellten Publikationen im vorigen Abschnitt zeigen, ist es mit heutigen
Methoden der numerischen Zeitintegration, insbesondere unter Einbeziehung von
Event-Detektionsalgorithmen, sowie mit Methoden der numerischen Pfadverfolgung
möglich, umfassende dynamische Analysen hydraulischer Steuerungen vorzunehmen.
Trotzdem ist es aufgrund einer ausgeprägten Anzahl von Systemparametern oft heraus-
fordernd, ein fundiertes Systemverständnis zu erlangen. Hierzu sind analytische Appro-
ximationen, welche vor Allem auf qualitative Aussagen abzielen, oftmals geeigneter. Das
dafür erforderliche Verständnis über verschiedene Zeitskalen und Größenordnungen
kann außerdem bei Fragen der Modellreduktion und der Regelung dieser Systeme
hilfreich sein.

Analytische Approximation und Analyse der nichtlinearen Dynamik

Im Zusammenhang mit der globalen Dynamik stellen Stöße bei Sitzventilen oder
Schaltübergänge bei Schieberventilen im Allgemeinen große Nichtlinearitäten dar. Dies
ist der Hauptgrund, weshalb die Anwendungsmöglichkeiten asymptotischer Methoden
zur Approximation der nichtlinearen Dynamik solcher Systeme sehr beschränkt sind.
Eine Anwendungsmöglichkeit, um die globale Dynamik des Systems in Abb. 1.5a zu
untersuchen, welche aufgrund einer Instabilität durch hydrodynamische Strömungs-
kräfte zu selbsterregten Schwingungen neigen, wird von Foster undKulkarni gefunden
[33].
Die Systemdynamik kann unter Annahme eines inkompressiblen Fluids mit der Strö-
mungskraft aus Gl. (1.3) und mit der Relation E ∝ @/G (siehe z. B. [99]) strukturell
durch

¥GE +
@2

GE
= � 5=;(GE , ¤GE , @, ¤@) (1.12)

@ = GE sign(GE) + �@=;(GE) (1.13)

dargestellt werden. Dabei ist � ein kleiner Parameter und die Vorzeichenfunktion sign(G)
durchGl. (4.8) definiert. DerRückstellterm inGl. (1.12) entspringt demstationärenAnteil
der hydrodynamischen Strömungskraft �� . Die nichtlinearen Kräfte 5=; und Volumen-
ströme @=; resultieren aus einer sehr detailliertenModellierungdes Strömungsverhaltens
(verschiebungs- und volumenstrom-abhängige Durchflusskoeffizienten, welche durch
experimentelle Untersuchungen motiviert sind) über die Steuerkanten. Da die Grund-
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(a) Schieberventil, welches von Foster und
Kulkarni untersucht wird. Nach [33].

(b) Sitzventil, welches durch eine Druckkraft zu
Schwingungen angeregt wird. System (links) und
Modell (rechts). Nach [52].

Abbildung 1.5: Gegenstände asymptotischer Untersuchungen.

lösung für � = 0 eine ungedämpfte harmonische Schwingung ist, kann das System sehr
einfach in ein System in Standardform (vgl. Abschnitt 2.1) transformiert und darauf das
Mittelwertbildungsverfahren angewendet werden [33]. In den Ergebnissen wird das
mögliche Vorhandenseinmehrerer koexistierender stationärer Lösungen aufgezeigt. Die
Approximationen der Schwingungsamplituden selbsterregter Schwingungen weisen
eine sehr gute Übereinstimmung mit experimentellen Untersuchungen auf.
Im weiteren Verlauf der Untersuchungen gelingt es den Autoren, die Einflüsse eines
kompressiblen Fluids, von Coulomb’scher Reibung und einer nicht-kritischen Überde-
ckung in das asymptotische Verfahren zu integrieren und die Auswirkungen auf die
Phasenraumstruktur aufzuzeigen. Weil das Ventil pro Schwingungsperiode zweimal
die Steuerkante öffnet, ist im kompressiblen Fall die Frequenz der selbsterregten
Schwingungen nicht mit 1/4, sondern mit 1/8 der Wellenlänge der Leitung assoziiert.
Im weiteren Verlauf der Untersuchungen wird zusätzlich die Stabilität unter Last
untersucht (Entsprechend Abb. 1.2 ohne die Rückführschleife). Die Systemdynamik
wird in diesem Fall durch die Gleichungsstruktur

¥GE +
@2

GE
= � 5=;(GE , ¤GE , @, ¤@) (1.14)

@ = GE + �@=;(GE) (1.15)
¥D + $2D = @ (1.16)

abgebildet.Weil in derGrundlösungdieVerbraucher- unddieVentildynamik entkoppelt
sind, gelingt auch hier die Approximation der Dynamik mit Hilfe des Mittelwert-
bildungsverfahrens. Der Rückstellterm in der Verbraucherdynamik entspringt dabei
keiner Feder, sondern der Berücksichtigung der Fluidkompressibilität. Die Variable
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D = ¤G entspricht der Kolbengeschwindigkeit des Verbrauchers, vgl. Abb. 1.2. Auch hier
enthüllen die analytischen Näherungen abhängig von der Parameterkombination bis
zu drei koexistierende stationäre Lösungen. Es werden gute Übereinstimmungen mit
experimentellen und numerischen Untersuchungen erzielt.
Instabilitäten bei Druckbegrenzungsventilen treten ausschließlich bei geöffnetem Ventil
auf, da nur hier eine beidseitige Kopplung zwischen Druck- und Ventildynamik besteht.
Jedoch treten auch bei geschlossenem Ventil interessante dynamische Phänomene auf,
wenn eine periodische Erregung auf den Ventilkolben wirkt, vgl. Abb. 1.5b Diese
Phänomene werden in zahlreichen Studien untersucht [5, 22, 52, 83, 93, 94].
Motiviert werden diese Studien durch eine Untersuchung, in der festgestellt wird,
dass bei periodischem Verlauf des Systemdrucks der tatsächliche Öffnungsdruck eines
Druckbegrenzungsventils von der Anregungsfrequenz abhängig ist, falls die Ventilfeder
als Kontinuum modelliert wird [52]. Der gewünschte Öffnungsdruck kann somit sehr
stark vom tatsächlichen abweichen. Das entsprechende System und das Modell sind in
Abb. 1.5b abgebildet. Der O-Ring im Ventilsitz wird als lineare Feder modelliert.
Wird der O-Ring als Feder mit zusätzlicher kubischer Steifigkeit modelliert, führt dies
zu koexistierenden stabilen Lösungen, welche in der praktischen Anwendung zusätzlich
problematisch sein können. Erste Untersuchungen dazu erfolgen mit dem Verfahren
der harmonischen Balance [22]. In der Folge addressieren Nayfeh und Bouguerra sowie
Nayfeh, Nayfeh und Mook dieses Problem, indem sie mit einemMultiple-Scales Ansatz
die sich ergebenden sub- und superharmonischen Resonanzen beschreiben [93, 94].
Die schnelle Zeitskala wird durch die Anregungsfrequenz der Druckschwingungen
eingeführt. In der Modellierung wird ein Abheben des Ventilkolbens vom Ventilsitz
ausgeschlossen. Die Analysen beziehen sich somit ausschließlich auf den Fall eines
geschlossenen Ventils. Eine Wechselwirkung mit der Druckdynamik wird ebenso nicht
modelliert.
In darauf aufbauenden Untersuchungen werden zusätzlich interne Resonanzen detek-
tiert [5] sowie das Bifurkationsverhalten der periodischen Lösungen weiter untersucht
[83]. Auch der Vergleich mit numerischen Simulationsergebnissen findet statt [83].
Ein ähnliches unerwünschtes Phänomenwieder frequenzabhängigeÖffnungsdruckvon
Druckbegrenzungsventilen wird bei Druckregelventilen beobachtet, die hochfrequent
angeregt werden [69, 70]. Unter der Annahme, dass die Erregerfrequenz um eine
Größenordnung über der Eigenfrequenz des Systems liegt, werden asymptotische
Näherungen für die langsame Bewegung des Systems ermittelt. Hier ist zu beobachten,
dass sich der zu regelnde Systemdruck durch die Anregung erhöht. Dies kann als
Beispiel für ein System betrachtet werden, bei dem eine hochfrequente Anregung die
langsame Systemdynamik in einer unerwarteten Art und Weise beeinflusst. In diesem
Zusammenhang seien auch [31, 116] erwähnt.
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Modellreduktion durch Elimination der schnellen Dynamik

Eine übliche Herausforderung bei der numerischen Simulation hydraulischer Systeme
ist das Auftreten sehr hoher Frequenzen aufgrund von Druckaufbaudynamiken in
kleinen Kapazitäten oder aufgrund sehr schneller Ventildynamiken, vor Allem im
Zusammenhang mit Servoventilen. Dies führt zu numerisch steifen Systemen und
damit zu einem hohen Rechenaufwand. Es gibt unterschiedliche Ansätze, dieser Her-
ausforderung zu begegnen. Die einfachste Möglichkeit besteht darin, die entsprechende
schnelle Druckaufbaudynamik [33, 97] oder die schnelle Kolbendynamik [69, 71, 104]
zu vernachlässigen. Die Kolbendynamik wird vor Allem im Zusammenhang mit Rege-
lungsaufgaben oftmals vernachlässigt [36, 38, 42, 51, 85, 90, 121]. Die Vernachlässigung
der Druckaufbaudynamik entspricht der Modellierung eines inkompressiblen Fluids.
Die Reduktionen sind vor Allem bei großen zu aktuierenden Kräften, beispielsweise
bei großen zu bewegenden Massen, gerechtfertigt. Die algebraischen Gleichungen in
den entstehenden Differential-algebraischen Gleichungssystemen (DAEs) werden in
der Regel analytisch aufgelöst, wodurch nicht-steife Systeme gewöhnlicher Differential-
gleichungen entstehen. Die analytische Auflösung ist jedoch nicht immer möglich und
oftmals sehr aufwendig.
Eine sehr effiziente und nicht systemspezifische Vorgehensweise, die auftretendenDAEs
zu lösen, wird in [15, 102, 103] vorgestellt. Die Autoren schlagen vor, steife Differential-
gleichungen durch algebraische Nebenbedingungen mit zweiseitigen oder einseitigen
Bindungen zu ersetzen. Letzteres führt auf lineare Komplementaritätsprobleme, welche
durch etablierte Standard-Algorithmen (z. B. denLemke-Algorithmus [77]) gelöstwerden
können. Beispiele für einseitige Bindungen in derHydraulik sind z. B. Rückschlagventile,
Kolben-Anschläge von Zylindern oder Ventilen und der Druckaufbau in einemVolumen
unter Berücksichtigung von im Öl gelöster Luft. Durch die Vorgehensweise kann eine
signifikante Rechenzeitersparnis erzielt werden.
Ein alternatives Vorgehen zur Berechnung der durch eine inkompressible Modellie-
rung entstehenden DAEs bei hydraulischen Systemen wird in [17] vorgestellt. Die
Vorgehensweise beruht auf einer einfachen iterativen Berechnung der Drücke in den
vernachlässigten Kapazitäten. Die Rechenzeitersparnisse sind jedoch nur moderat.
Die Vernachlässigung der schnellenDynamik ist für die Simulation transienter Vorgänge
sicher die effizienteste Methode, um Rechenzeit einzusparen. Im Hinblick auf die
Analyse der Stabilität und des dynamischen Verhaltens muss jedoch beachtet werden,
dass im Allgemeinen die schnelle Dynamik für Stabilitätsprobleme verantwortlich
ist [84]. Im Zusammenhang mit diesen Fragestellungen ist somit ein anderer Ansatz
erforderlich.
Aus der Sichtweise der nichtlinearen Dynamik können Systeme, in denen unterschied-
liche Zeitskalen eine Rolle spielen, häufig als singulär gestörte Systeme verstanden und
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formuliert werden. Dies bringt den Vorteil mathematischer Werkzeuge, mit denen eine
asymptotischeAnalyse und in vielen Fällen eineModellreduktion durch Elimination der
schnellenDynamikmöglich ist. DieseWerkzeuge schließen ebenso Fehlerabschätzungen
und Aussagen zur Stabilität reduzierter Systeme mit ein [30]. Weiterhin können Effekte
der schnellen, jedoch nicht explizit modellierten Dynamik in den reduzierten Modellen
für die langsame Dynamik berücksichtigt werden [56].
Reduzierte Modelle für hydraulische Systeme werden mit Methoden der singulären
Störungsrechnung in einer Reihe von Studien entwickelt [57, 80, 86, 100, 108, 109].
In [109] wird ein hydraulisches Positioniersystem ähnlich dem in Abb. 1.2, jedoch mit
einem zweistufigen statt einem einstufigen Servoventil, untersucht. Die Systemdynamik
wird durch ein gewöhnliches Differentialgleichungssystem zehnter Ordnung beschrie-
ben, welches mittels der singulären Störungsrechnung auf vier Zustände reduziert
wird. Die kleinen Parameter sind die Kapazitäten, die Kolbenmasse des zweistufigen
Servoventils und die Konstanten des zugehörigen Steuermotors. Die langsame Dyna-
mik findet auf einer nicht-stetigen langsamen Mannigfaltigkeit statt (Die Unstetigkeit
entsteht in der Mittelstellung des Servoventils). Die erforderlichen Anforderungen
an die Differenzierbarkeit werden trotzdem gewährleistet. Dies gelingt durch eine
abschnittsweise Betrachtung des Phasenraums. Mit einem Störungsansatz gelingt wei-
terhin die analytische Approximation des reduzierten Systems unter einer periodischen
Referenztrajektorie. Weil die langsame Mannigfaltigkeit unstetig ist, wird die langsame
Dynamik an dieser Stelle von schnellen transienten Vorgängen unterbrochen. Insgesamt
wird durch die asymptotische Betrachtung ein sehr umfangreiches Verständnis für die
Systemdynamik gewonnen.
Ähnliche Untersuchungen finden sich in [86, 108] für ein System vierter Ordnung, in
dem die Servoventildynamik von vornherein vernachlässigt wird.
In [80] wird mittels der singulären Störungsrechnung ein reduziertes Modell einer
hydraulischen Getriebebetätigung hergeleitet. Die schnelle Zeitskala wird durch ein
Dither-Signal eingeführt, welches dem Servoventil aufgeprägt ist. Die schnellen Varia-
blen sind der Druck in einer kleinen Kapazität sowie der Druck- und Volumenstrom-
verlauf in einer hydraulischen Leitung. Weil die schnelle Dynamik lediglich durch die
Grundlösung für � = 0 approximiertwird, besteht formal keinUnterschied zur einfachen
Vernachlässigung der schnellen Variablen. Allerdings wird durch die Methodik der
singulären Störungsrechnung der notwendige Stabilitätsnachweis für die Reduktion
erbracht, wodurch sicher gestellt werden kann, dass die Reduktion immer funktioniert.
Dass die Reduktion kleiner Kapazitäten nicht immer möglich ist, wird in [100] gezeigt.
Für ein Positioniersystem mit einem zusätzlichen hydraulischen Widerstand zwi-
schen Servoventil und Verbraucher erfüllen nur eine von drei schnellen Variablen
die Stabilitätsanforderungen, welche für eine Reduktion notwendig sind. Das Ziel der
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Modellreduktion besteht darin, bei der numerischen Simulation größere Schrittweiten
zu realisieren und damit eine Rechenzeitersparnis zu erzielen.
Die schnellen Variablen können auch mittels eines Multiple-Scales Ansatzes approxi-
miert werden [57].
Mit AusnahmederUntersuchungen in [57]wird in den in diesemAbschnitt vorgestellten
Studien für die Approximation der schnellen Dynamik lediglich die Grundlösung
(� = 0) genutzt. Für viele Anwendungen ist dies ausreichend. An dieser Stelle sei
jedoch angemerkt, dass das reduzierte System (� = 0) strukturell instabil ist [119],
weshalb im Allgemeinen eine Approximation der schnellen Variable mindestens bis zur
Größenordnung O(�) notwendig ist.

Singuläre Störungsrechnung in der Regelung

Methoden der singulären Störungsrechnung lassen sich auch in der Ableitung von
Regelungsstrategien vorteilhaft ausnutzen, was umfassend in der Literatur beschrieben
ist [59, 61, 62]. In diesem Zusammenhang gibt es prinzipiell zwei Möglichkeiten. Im
einfachsten Fall ist die schnelleDynamik global asymptotisch stabil unddie Sollvorgaben
der Systemausgänge befinden sich im Frequenzbereich der langsamen Dynamik. Dann
ist es ausreichend, die schnelle Dynamik zu reduzieren und eine Regelung auf Basis der
langsamen Dynamik zu entwerfen [18, 19, 25, 58, 122, 123].
Dies erfolgt z. B. in [25], wo eine nichtlineare Regelung für ein Positioniersystem nach
Abb. 1.2 (Die direkte Positionsrückführung wird entsprechend durch das nichtlineare
Regelungskonzept ersetzt) entworfenwird.Als kleine ParameterwerdendieKapazitäten
eingeführt. Die Regelungsstrategie stellt sich als sehr vorteilhaft in Bezug auf Robustheit
und die Anzahl der benötigten Sensoren heraus.
Eine sehr ähnliche Reduktionsmethodik für das selbe System wird in [121] vorgenom-
men. Auch hier werden die Kapazitäten als kleine Parameter eingeführt und die schnelle
Dynamik im Folgenden vernachlässigt, was mit dem Stabilitätsnachweis auf Basis der
singulären Störungsrechnung argumentiert wird.
Ein ähnliches Regelungskonzept für ein Positioniersystem, welches als Pumpensteue-
rung (imGegensatz zu einer Ventilsteuerung) ausgelegt ist, wird in [122, 123] hergeleitet.
Die Studie orientiert sich stark an [25]. Auch hier dienen die Kapazitäten als kleine
Parameter und die schnelle Dynamik wird nicht explizit im Regelgesetz berücksichtigt.
In [58] wird die Ventildynamik eines Schieberventils in einem aktiven Dämpfersystem
mittels der singulären Störungsrechnung reduziert. Durch die Reduktion wird die
Entwicklung eines nichtlinearen adaptiven Reglers wesentlich vereinfacht. Die Model-
lierung des Systems bezieht sich auf [3]. Auch hierwird lediglich ein Regelgesetz anhand
der langsamen Dynamik formuliert. Die selbe Strategie zur Reduktion der schnellen
Ventildynamik wird in [18, 19] angewendet.
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Im Zusammenhang mit den eingangs erwähnten zwei Möglichkeiten, die singuläre
Störungsrechnung in der Entwicklung von Regelungskonzepten einzubinden, besteht
die zweite Möglichkeit darin, die schnelle Dynamik explizit zu berücksichtigen. Dies
geschieht durch Superposition eines schnellen und eines langsamen Regelgesetzes und
ist zumeist dann notwendig, wenn die Bandbreite des gewünschten Systemausgangs
über die der langsamen Dynamik hinausgeht, oder wenn die langsame Mannigfaltig-
keit nicht stetig ist (vgl. [109]) und somit beim Übergang eine schnelle Grenzschicht
entsteht, für die die Berücksichtigung der schnellen Dynamik notwendig ist. Auch
wenn keine dieser beiden Fälle zutrifft, kann die Performanz der Regelung durch die
Berücksichtigung der schnellen Dynamik in jedem Fall verbessert werden.
Letzteres ist in [84, 85] der Fall. Dort wird basierend auf den Untersuchungen in [108]
ein nichtlineares Regelungskonzept für ein Positioniersystem abgeleitet. Die System-
dynamik wird durch ein Modell vier Zustände beschrieben. Die schnelle Dynamik
entsteht durch kleine Kapazitäten. Das reduzierte System entspricht damit dem Fall
eines inkompressiblen Fluids. In der Entwicklung der Regelung werden die langsame
und die schnelle Dynamik separat betrachtet, was sich im Hinblick auf die Komplexität
des Regelgesetzes als vorteilhaft erweist. Die Idee für diese Art der Regelung geht
auf [60] zurück. Die langsame Dynamik enthält die wesentlichen Nichtlinearitäten,
welchemittels der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung kompensiertwerden.Die schnelle
Dynamik wird durch einen einfachen Proportionalregler geregelt.
Auch in [51] wird die Regelung eines hydraulischen Positioniersystems betrachtet,
welches durch zwei langsame und zwei schnelle Zustandsvariablen beschrieben wird.
Die Regelung der langsamen Dynamik beinhaltet eine aktive Störungsunterdrückung
und ist eng an die Strategie in [121] angelehnt. Die Regelung der schnellen Dynamik
erfolgt durch einen Proportionalregler.

1.3 Zielsetzung der Arbeit
Hydraulische Ventilsteuerungen werden bevorzugt in Systemen eingesetzt, in denen
hochdynamische und präzise Vorgänge wichtig sind. Eine ausgeprägte Anzahl an
Parametern sowie mögliche Stabilitätsprobleme und große systeminhärente Nichtli-
nearitäten erschweren den Entwicklungsprozess solcher Steuerungen. Um möglichst
optimale Systeme zu entwickeln, ist ein umfassendes Verständnis für die dynamischen
Prozesse erforderlich. Während numerische Lösungsverfahren auch für nicht-glatte
Systeme längst in entsprechenden Simulationsprogrammen etabliert sind und helfen
können, quantitative Berechnungen durchzuführen, besteht ein Defizit im Bereich der
analytischenNäherungslösungen,welche besonders geeignet dafür sind, ein qualitatives
Verständnis für die Systemdynamik zu erlangen.
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DasHauptziel dieserArbeit besteht deshalb darin, eineMethodik für die Berechnung
analytischer Näherungslösungen für die selbsterregten und erzwungenen Schwin-
gungen der selbstregelnden hydraulischen Ventilsteuerungen zu entwickeln, welche
Schieberventile beinhalten.
Dieses Ziel wird im Folgenden unter Berücksichtigung bestehender Forschungslücken
und praktischer Relevanz weiter konkretisiert. Die Eingrenzung auf selbstregelnde
Steuerungen ergibt sich aus einer besonderen Relevanz für diese Systeme: Selbstre-
gulierungsmechanismen sind im Kontext hydraulischer Steuerungen Standard und in
einer Vielzahl von Ventilen und Schaltungen enthalten, wie z. B. in Druckregelventilen,
Stromregelventilen oder druckgeregelten Verstellpumpen. Damit ist in diesen Systemen
der Instabilitätsmechanismus aufgrund einer Kopplung durch statische Druckräfte in
jedem Fall potentiell vorhanden. ImGegensatz zu hydrodynamischen Strömungskräften
sind die statischen Druckkräfte zur Funktionserfüllung erforderlich und können nicht
kompensiert werden. Außerdem ist die Instabilität durch hydrodynamische Strömungs-
kräfte auch deshalb von geringerer praktischer Relevanz,weil diese vorAllembei großen
Volumenströmenauftritt,welche jedoch inderPraxis aufgrundhoher Strömungsverluste
möglichst vermieden werden.
Die Eingrenzung auf Schieberventile ergibt sich aus demLiteraturüberblick. Aus diesem
wird offenbar, dass, während Sitzventile bereits sehr ausführlich untersucht worden
sind, ein Defizit in der Analyse der globalen Dynamik von Schieberventilen besteht.
Mit Hilfe der entwickelten Methodik zur analytischen Beschreibung der Ventilsteue-
rungen sollen sowohl die selbsterregten als auch die erzwungenen Schwingungen
der Systeme untersucht werden. Der Fokus liegt dabei auf der Berechnung instabiler
periodischer Lösungen, weil diese das Einzugsgebiet stabiler Betriebspunkte begrenzen
können. Weiterhin sollen typische, in der Hydraulik auftretende nichtlineare Effekte
untersucht werden. Diese sind eine quadratisch von der Geschwindigkeit abhängige
Dämpfung, Coulomb’sche Reibung zwischen Ventilkolben und Ventilgehäuse sowie
kritisch überdeckte Ventile. Die Relevanz für diese drei Effekte ergibt sich daraus, dass
sie sich einer standardmäßigen Stabilitätsanalyse basierend auf der Linearisierung um
die Gleichgewichtslage entziehen.
Während Selbstregulierungsmechanismen in der Lage sind, stationäre Betriebszu-
stände zu regeln, erfordern viele praktische Anwendungen jedoch transiente, zeitlich
veränderliche Sollvorgaben von Drücken und/oder Volumenströmen. Um dies zu
realisieren, können Trajektorienfolgeregelungen dem Selbstregulierungsmechanismus
der Ventilsteuerungen überlagert werden. Die Performanz dieser Regelungen wird
einerseits durch die Gestaltung des Regelungsalgorithmus an sich und andererseits
durch die zugrundeliegenden Modelle beeinflusst.
In der Entwicklung der zugrundeliegenden Modelle ist oft ein Zielkonflikt zwischen
Modellgüte und Rechenzeiteffizienz aufzulösen. Dies entspricht einer klassischen Fra-
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1.4 Aufbau der Arbeit

gestellung der Modellreduktion, bei der angestrebt wird, schnelle Frequenzen zu elimi-
nieren, ohne die langsame Systemdynamik zu beeinflussen. In diesem Zusammenhang
könnendie Erkenntnisse aus der asymptotischenAnalyse und insbesondere dieKenntnis
über die verschiedenen Zeitskalen und Größenordnungen hilfreich sein.
Einweiteres Ziel dieser Arbeit besteht deshalb darin, durch die Elimination schneller
Frequenzen reduzierte Modelle abzuleiten. Dies soll unter Berücksichtigung zeit-
abhängiger Systemeingänge erfolgen, damit die Modelle als Basis für nichtlineare
Regelungen genutzt werden können. Auf der Grundlage dieser Modelle soll die
Rechenzeiteffizienz bestehender nichtlinearer Regelungskonzepte verbessert wer-
den.

1.4 Aufbau der Arbeit
Basierend auf den formulierten Zielen ergibt sich die folgende Gliederung der Arbeit:
In Kapitel 2 werden die Grundlagen der asymptotischen Analyse für dynamische
Systeme umrissen. Das Kapitel umfasst Näherungen erster und höherer Ordnung
sowohl für regulär als auch für singulär gestörte Systeme.
Kapitel 3 beschreibt das Funktionsprinzip und die Topologie hydraulischer Ventil-
steuerungen. Des Weiteren werden die notwendigen physikalischen Grundlagen zur
Modellierung hydraulischer Steuerungen beschrieben und daraus die Differentialglei-
chungen zur Beschreibung der Fluid-, Ventil- und Pumpendynamik abgeleitet.
In Kapitel 4 wird das Modell eines verallgemeinerten Ventilkreislaufs hergeleitet,
welcher als repräsentatives Beispiel einer hydraulischen Ventilsteuerung dient. Nach der
physikalischen Modellierung wird ein dimensionsloses Modell abgeleitet. Durch eine
dimensionslose Notation mittels charakteristischer Größen ergibt sich die Struktur eines
singulär gestörten Systems. Des Weiteren werden Gemeinsamkeiten und Unterschiede
zwischen dem verallgemeinerten Ventilkreislauf und anderen Standardventilen und
-schaltungen aufgezeigt.
In Kapitel 5 wird die Methodik zur asymptotischen Analyse selbsterregter Schwin-
gungen hergeleitet. Die Methodik basiert auf einer Reduktion der schnellen Dynamik
mittels der singulären Störungsrechnung und der anschließenden Berücksichtigung
der großen Nichtlinearität, welche durch die Ventilsteuerkante verursacht wird, in
der Grundlösung. Die Approximation selbsterregter Schwingungen erfolgt mit dem
Mittelwertbildungsverfahren.
In Kapitel 6wird das asymptotische Verfahren modifiziert, um die Dynamik erzwun-
gener Schwingungen abbilden zu können. Das Anwendungsbeispiel einer pulsierende
Druckquelle beinhaltet sowohl klassische nichtlineare als auch parametrische Resonan-
zen.
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1 Einleitung

Kapitel 7 analysiert den Einfluss ausgewählter nichtlineare und nicht-glatter physika-
lischer Effekte, welche durch Standardmethoden der linearen Stabilitätsanalyse nicht
beschrieben werden können. Diese sind Coulomb’sche Reibung zwischen Ventilkolben
und Gehäuse, eine von der Geschwindigkeit quadratisch abhängige Dämpfung sowie
Ventile mit kritischer Überdeckung.
Kapitel 8 befasst sich mit der Dynamik transienter Vorgänge und mit der Frage, ob die
reduzierten Modelle vorteilhaft in der Entwicklung nichtlinearer Regelungskonzepte
eingesetzt werden können.
Kapitel 9 fasst die Arbeit zusammen und gibt einen Ausblick auf offene Forschungsfra-
gen.
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2 Grundlagen der asymptotischen
Analyse dynamischer Systeme

Aufgrund fehlender mathematischer Werkzeuge sind der analytischen Untersuchung
nichtlinearer dynamischer Systeme enge Grenzen gesetzt. Die Lösung der die Systeme
beschreibenden nichtlinearen Differentialgleichungssysteme ist im Allgemeinen nicht
exakt möglich. Um näherungsweise analytische Lösungen zu erhalten, haben sich
asymptotische Methoden als hilfreiche Werkzeuge erwiesen. Sie ermöglichen einen
qualitativen Einblick in die Struktur dynamischer Systeme, welcher mit numerischen
Lösungsmethoden und experimentellen Analysen oft nicht möglich ist.
Eine Voraussetzung für die Anwendung dieser Methoden sind Systeme, in denen ver-
schiedene Größenordnungen unterschiedenwerden können. In diesem Zusammenhang
spricht man auch von der Notwendigkeit kleiner Nichtlinearitäten. Hierbei muss auf die
korrekte Entdimensionierung der abhängigen und unabhängigen Variablen geachtet
werden [79, 95],was in vielen Fällen bereits eine gewisseKenntnis der zuuntersuchenden
Lösungen bzw. ein gewisses Systemverständnis erfordert.
Die bekanntesten asymptotischen Methoden sind die Störungsrechnung (insbesondere
die Methode nach Lindstedt-Poincaré, vgl. [95]), das Mittelwertbildungsverfahren
und das Multiple-Scales Verfahren. Welche Methode zum Einsatz kommt, hängt vom
Anwendungsfall und von der Kenntnis des Anwenders ab. Die Störungsrechnung ist
die einfachste und am weitesten verbreitete Methode. Sie liefert als direktes Ergebnis
Näherungsfunktionen für die Trajektorien der Zustandsvariablen. Im Gegensatz dazu
werden mit dem Mittelwertbildungsverfahren und dem Multiple-Scales Verfahren
zunächst Differentialgleichungssysteme in transformierten Koordinaten berechnet. Dies
ist gegenüber der Störungsrechnung vorteilhaft, da stationäre (sowohl stabile als auch
instabile) Lösungen und deren Stabilität wesentlich einfacher gefunden bzw. untersucht
werden können. Näherungsfunktionen im Zeitbereich können bei Bedarf aus den
transformierten Systemen berechnet werden. Eine sehr anschauliche Einführung in
diese und weitere Methoden ist in [92] zu finden.
ImHinblick auf schwingungsfähige Systeme ist ein Nachteil der asymptotischenMetho-
den, dass bereits im Ansatz die Art der zu untersuchenden Schwingungsproblematik
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2 Grundlagen der asymptotischen Analyse dynamischer Systeme

berücksichtigt werdenmuss. Bei freien, ungedämpften Schwingungen ist die Amplitude
durch die Anfangsbedingung festgelegt. Es wird also lediglich die Frequenz gesucht.
Bei erzwungenen Schwingungen ist die Frequenz durch die Anregung bestimmt und
die Amplitude ist unbekannt. Bei selbsterregten Schwingungen sind beide Größen
im Voraus unbekannt. Dies muss im jeweiligen Ansatz abgebildet bzw. während der
Durchführung der asymptotischen Methode berücksichtigt werden.
Im Rahmen dieser Arbeit werden periodische Lösungen schwingungsfähiger Systeme
approximiert. Dafür wird im Falle regulär gestörter Probleme das Mittelwertbildungs-
verfahren genutzt. Die notwendigen Grundlagen werden in den Abschnitten 2.1 und
2.2 umrissen. In Abschnitt 2.3 wird anschließend der Fall singulär gestörter Systeme
behandelt.

2.1 Regulär gestörte Systeme
Ausgangspunkt für die asymptotischeAnalyse regulär gestörter Systeme ist das gewöhn-
liche Differentialgleichungssystem

¤x = L(x, C) +N(x, C , �) , (2.1)

in dem � ein kleiner Parameter ist, das heißt es gilt 0 < � � 1. Der Vektor x kennzeichnet
die Zustandsgrößen des Systems, der Parameter C ist die unabhängige Variable (im
Rahmen dieser Arbeit ist C immer die Zeit). Die Zeitabhängigkeit der Funktionen L und
N stellt den allgemeinen Fall dar, es kann sich jedoch auch um zeitinvariante Funktionen
handeln. Es gilt die Einschränkung N(x, C , 0) = 0. Nun muss vorausgesetzt werden, dass
eine analytische Lösung des reduzierten Systems

¤x = L(x, C) (2.2)

berechnet werden kann. Aus diesem Grund ist L(x, C) in fast allen Anwendungen eine
lineare Funktion, jedoch ist dies keine unbedingte Voraussetzung. Ist die Lösbarkeit
von Gl. (2.2) gegeben, so besteht der erste Schritt in der Berechnung dieser sogenannten
Grundlösung. Im Falle der hier interessierenden periodischen Bewegungen ergibt sich
mit der Periodendauer ) die Lösung G0(C) in der Form

x0(C) = X0(C ,C), X0(C ,C) = X0(C + ),C) , (2.3)

in der der Vektor C die Integrationskonstanten enthält.
Im Hinblick auf die Periodendauer ) muss beachtet werden, dass diese sich nur im
Falle selbsterregter und freier Schwingungen direkt aus der Grundlösung ergibt. Bei
erzwungenen und parametererregten Schwingungen wird die Periodendauer immer
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2.1 Regulär gestörte Systeme

durch dieAnregungsfrequenz bestimmt. Diesmuss bei der Gestaltung derGrundlösung
berücksichtigt werden.
Nun werden die Nichtlinearitäten in die Lösung integriert. Dafür werden die Integrati-
onskonstanten variiert, sodass die Grundlösung als Variablentransformation

x(C) = X0(C ,C(C)) (2.4)

von den Zustandsgrößen x(C) auf die neuen Koordinaten C(C) genutzt werden kann.
Diese haben im Falle periodischer Bewegungen häufig die physikalische Bedeutung von
Amplitude und Phase. Der Übersichtlichkeit halber werden die Funktionsargumente
von C(C) und X0(C ,C(C)) im Folgenden nicht immer explizit aufgeführt. Eingesetzt in
Gl. (2.1) ergibt sich

d
dC (X0(C ,C(C))) = ¤X0 +

%X0
%C
¤C

= L(X0 , C) +N(X0 , C , �)

= L(X0 , C) + �
%N(X0 , C , �)

%�

����
�=0
+ O

(
�2

)
. (2.5)

Im letzten Rechenschritt wurde die Funktion N(X0 , C , �) in eine Taylorreihe um � = 0
entwickelt und N(X0 , C , 0) = 0 ausgenutzt. Da die Lösung X0(C ,C(C)) die Gl. (2.2) erfüllt,
vereinfacht sich Gl. (2.5) zu

JC(C ,C) ¤C = �
%N(X0 , C , �)

%�

����
�=0
+ O

(
�2

)
, (2.6)

wobei

JC(C ,C) =
%X0
%C

(2.7)

die Jakobimatrix der Grundlösung ist. Gl. (2.6) ist ein inhomogenes Differentialglei-
chungssystem in den neuen Koordinaten C(C). Durch Multiplikation von links mit
JC(C ,C)−1 erhält man mit der Bezeichnung

�(C ,C) = J−1
C (C ,C)

%N(X0 , C , �)
%�

����
�=0

(2.8)

ein sogenanntes System in Standardform

¤C = ��(C ,C) + O
(
�2

)
(2.9)
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2 Grundlagen der asymptotischen Analyse dynamischer Systeme

mit kleiner (Größenordnung O(�)) rechter Seite. Aufgrund der vorausgesetzten Peri-
odizität der Lösung X0(C ,C(C)) mit der Periodendauer ) ist auch die Jakobimatrix
JC(C ,C) = JC(C + ),C) und damit die rechte Seite von Gl. (2.9) periodisch, das heißt
�(C ,C) = �(C + ),C).
Hier beginnt das eigentlicheMittelwertbildungsverfahren.Das formaleVorgehenbesteht
darin, über sogenannte Near-Identity-Transformationen das Differentialgleichungs-
system (2.9) in ein autonomes System zu überführen. Dies wird in Abschnitt 2.2
genauer erläutert. Für Näherungen erster Ordnung kannman sich folgendes intuitiveres
Vorgehen überlegen: Aufgrund der Periodizität der rechten Seite und weil diese in der
Größenordnung � ist, ist die Lösung für die Koordinaten C(C) eine Überlagerung von
periodischen und langsam veränderlichen Bewegungen. In erster Näherung werden
diese langsamen Bewegungen innerhalb einer Periode als konstant angenommen. Aus
dieser Überlegung heraus wird beim Mittelwertbildungsverfahren erster Ordnung die
rechte Seite durchderenMittelwert ersetzt undalle TermederGrößenordnungO

(
�2)und

kleiner vernachlässigt, sodass sich mit

' =
1
)

∫ )

C=0
C dC , (2.10)

F(') = 1
)

∫ )

C=0
�(C , ')dC (2.11)

das autonome Differentialgleichungssystem

¤' = �
)

F(') (2.12)

in den gemittelten Koordinaten ' ergibt. Die Vorteile dieser Vereinfachung werden
schnell deutlich: DieGleichgewichtslagen vonGl. (2.12) entsprechen stationären periodi-
schen Lösungen des ursprünglichen Systems, Gl. (2.1). Können die Gleichgewichtslagen
analytisch bestimmt werden, was der Lösung eines algebraischen Gleichungssystems
entspricht, so entsprechen diese also analytischen Näherungen stationärer periodischer
Lösungen. Durch das Mittelwertbildungsverfahren wird die Stabilität dieser Lösungen
nicht verändert [106], was bedeutet, dass sich deren Stabilitätsuntersuchung auf eine
einfache Eigenwertuntersuchung reduziert.
Für den durch die Approximation verursachten absoluten Fehler kann die Abschätzung

‖'(C) − C(C)‖ = O(�), 0 ≤ C < O
(
1
�

)
(2.13)

gezeigt werden [106].
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2.2 Verfahren höherer Ordnung

2.2 Verfahren höherer Ordnung
In vielen Fällen ist es ausreichend, eine asymptotische Analyse erster Ordnung bis zur
Größenordnung O(�) vorzunehmen. Jedoch ist es in manchen Fällen unumgänglich,
Näherungen höherer Ordnung zu berechnen. Beim Mittelwertbildungsverfahren ist
dafür ein formalerer Zugang mit Hilfe der im vorigen Abschnitt bereits erwähnten
Near-Identity-Transformationen nötig. Man betrachte das bis zur Größenordnung O

(
�2)

entwickelte System in Standardform

¤C = ��1(C ,C) + �2�2(C ,C) + O
(
�3

)
(2.14)

mit den periodischen Funktionen �1(C ,C) = �1(C + ),C) und �2(C ,C) = �2(C + ),C).
Ziel ist es, dieses System über eine Variablentransformation in ein autonomes System

¤' = �F1(') + �2F2(') (2.15)

zu transformieren. Dafür wird die Transformation

C = ' + �u1(C , ') + �2u2(C , ') (2.16)

in Gl. (2.14) eingesetzt. Für eine bessere Lesbarkeit werden die Argumente der Funktio-
nen u1(C , ') und u2(C , ') im Folgenden nicht explizit aufgeführt. Dies liefert

¤' + �%u1
%C
+ �%u1

%'
¤' + �2 %u2

%C
+ �2 %u2

%'
¤'

= ��1(C , ' + �u1 + �2u2) + �2�2(C , ' + �u1 + �2u2) + O
(
�3

)
= ��1(C , ') + �2 %�1(C , ')

%'
u1 + �2�2(C , ') + O

(
�3

)
, (2.17)

wobei für die Berechnung der letzten Zeile eine Taylorreihen-Entwicklung der vorletzten
Zeile um � = 0 vorgenommen wurde. Mit Gl. (2.15) folgt

�F1(') + �2F2(') + �
%u1
%C
+ �2 %u1

%'
F1(') + �2 %u2

%C

= ��1(C , ') + �2 %�1(C , ')
%'

u1 + �2�2(C , ') + O
(
�3

)
. (2.18)

Bilanziert man nach den Größenordnungen von �, so folgt

�1 : F1(') +
%u1
%C

= �1(C , ') (2.19)
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�2 : F2(') +
%u1
%'

F1(') +
%u2
%C

=
%�1(C , ')

%'
u1 + �2(C , ') . (2.20)

Aus Gl. (2.19) wird die Funktion

u1(C , ') =
∫
(�1(C , ') − F1('))dC + u10(') (2.21)

berechnet. Die Funktionen u10(') und F1(') können beliebig gewählt werden, jedoch
unter der Nebenbedingung, dass die Transformation in Gl. (2.16) – und damit die
Funktion u1(C , ') – in der Zeit beschränkt ist. Eine Möglichkeit, dies zu gewährleisten,
ist

u10(') = 0, (2.22)

F1(') =
1
)

∫ )

C=0
�1(C , ')dC (2.23)

zu setzen, was auf das Ergebnis aus Abschnitt 2.1 für die Mittelwertbildung erster
Ordnung führt. Höhere Näherungen werden rekursiv bestimmt. Aus Gl. (2.20) wird
eine Berechnungsvorschrift für

u2(C , ') =
∫ (

u1
%�1(C , ')

%'
+ �2(C , ') −

%u1
%'

F1(') − F2(')
)

dC + u20(') (2.24)

gewonnen. Eine mögliche Lösung für die Gewährleistung der Beschränktheit ist durch

u20(') = 0 (2.25)

F2(') =
1
)

∫ )

C=0

(
%�1(C , ')

%'
u1 + �2(C , ') −

%u1
%'

F1(')
)

dC (2.26)

gegeben. Das gemittelte System ergibt sich nun nach Gl. (2.15) mit den Berechnungsvor-
schriften aus den Gleichungen (2.21) bis (2.23) sowie (2.25) und (2.26). Für die Lösungen
des ursprünglichen und des gemittelten Systems gilt die Fehlerabschätzung [106]

‖'(C) − C(C)‖ = O
(
�2

)
, 0 ≤ C < O

(
1
�

)
. (2.27)

Die Funktion u2(C , ')muss für ein Verfahren zweiter Ordnung nicht explizit berechnet
werden. Verfahren höherer Ordnung werden durch eine analoge Vorgehensweise
hergeleitet, wobei entsprechende Taylorreihen-Entwicklungen und Bilanzen bis zur
jeweiligen Größenordnung von � vorgenommen werden.
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Zur Interpretation der Methode und der daraus generierten Ergebnisse ist es wichtig
hervorzuheben, dass aufgrund der Gleichungen (2.23) und (2.26) die Transformation
von den Koordinaten C auf die Koordinaten ' mittelwertfrei ist. Dies bedeutet, dass die
physikalische Bedeutung der Variablen nicht verändert wird und lediglich Schwankun-
gen um den Mittelwert herausgefiltert werden. Beispielsweise haben die Variablen C
oftmals die physikalische Bedeutung von der Amplitude und Phase einer periodischen
Lösung. Diese physikalische Bedeutung bleibt durch die hier vorgestellte Variante des
Mittelwertbildungsverfahrens erhalten.

2.3 Singulär gestörte Systeme
In vielen Anwendungen taucht der kleine Parameter nicht nur auf der rechten Seite des
Differentialgleichungssystems, sondern zusätzlich auf der linken Seite, alsomultipliziert
mit den Ableitungen ¤x auf. Hier empfiehlt es sich, die Koordinaten in eine langsame
Bewegung / und eine schnelle Bewegung ( aufzuteilen. Es wird hier der autonome
Fall betrachtet, die Vorgehensweise lässt sich jedoch sehr einfach auf nicht autonome
Differentialgleichungssysteme übertragen. Gl. (2.1) hat nun die Form

¤/ = L(/, () +N(/, (, �) (2.28)
� ¤( = g(/, (, �) , (2.29)

wobei analog zu den bisherigen Abschnitten N(/, (, 0) = 0 vorausgesetzt wird. Offen-
sichtlich kann durch das bisher aufgezeigte Verfahren kein System in Standardform
erzeugt werden, da sich durch das Nullsetzen des kleinen Parameter � die Ordnung des
Systems reduziert.
Das Lösungsverhalten des singulär gestörten Systems wird maßgeblich durch die
Stabilitätseigenschaften einer Hyperflächeℳ im Phasenraum bestimmt. Im Falle auto-
nomer Systeme ist diese Hyperfläche eine Mannigfaltigkeit [119]. Befindet sich die
Lösungstrajektorie auf der Mannigfaltigkeit, führt das System eine langsame Bewegung
aus. Außerhalb der Mannigfaltigkeit entwickelt sich die Lösung in einer schnellen
Bewegung, da die Trajektorie entweder sehr stark von der Mannigfaltigkeit angezogen
oder abgestoßenwird,womit eine Stabilitätseigenschaft derMannigfaltigkeit einhergeht.
Durchläuft die Mannigfaltigkeit eine Bifurkation und wechselt dabei ihre Stabilität, so
kann dies zu komplexen dynamischen Phänomenen führen, wie z. B. zu den bekannten
Relaxationsschwingungen des Van-der-Pol Oszillators, welche sehr anschaulich z. B. in
[98] und in [119] beschrieben werden.
Ist die langsame Mannigfaltigkeit jedoch im gesamten Phasenraum global asymptotisch
stabil, so erreicht die Lösungstrajektorie diese unabhängig der Anfangsbedingungen
nach sehr kurzer Zeit und bleibt für alle Zeiten auf ihr. In diesem Fall ist die schnelle
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2 Grundlagen der asymptotischen Analyse dynamischer Systeme

Bewegung für die praktische Anwendung sehr oft nicht von Interesse und es genügt,
die langsame Bewegung zu untersuchen. Dieser Fall wird hier vorausgesetzt.
Die langsame Mannigfaltigkeit kann in impliziter Darstellung durch die Grundlösung

g(/, (, 0) = 0 (2.30)

der schnellen Bewegung approximiert werden. Diese Näherung kann auch zur Stabili-
tätsuntersuchung der Mannigfaltigkeit herangezogen werden. Dafür wird die Stabilität
der durch Gl. (2.30) definierten Gleichgewichtslage der Differentialgleichung

d(
d� = g(/, (, 0) (2.31)

untersucht, in der die Variable � = C
� die Zeitskala der schnellen Bewegung ist. In dieser

schnellen Zeitskala ist die langsame Bewegung näherungsweise konstant, weshalb die
Einträge des Vektors / in Gl. (2.31) als konstante Parameter und nicht als Variablen
betrachtet werden [119].
Wird über diese Vorgehensweise globale asymptotische Stabilität nachgewiesen, ist auch
die langsame Mannigfaltigkeit global asymptotisch stabil.
Für die Untersuchung der langsamen Bewegung / wird eine Approximation der schnel-
len Bewegung ( benötigt, um diese in Gl. (2.28) einzusetzen. Eine solche Approximation
kann über den Reihenansatz

( = (0 + �(1 + �2(2 + . . . (2.32)

erfolgen. Eingesetzt in Gl. (2.29) folgt

� ¤(0 + �2 ¤(1 + . . . = g(/, (0 + �(1 + . . . , �)

= g(/, (0 , 0) + �
%g(/, (, �)

%(

����
�=0

(1 + O
(
�2

)
. (2.33)

Hier wird nun analog zum Vorgehen bei der regulären Störungsrechnung nach ver-
schiedenen Potenzen von � bilanziert, wodurch ein rekursiv lösbares algebraisches
Gleichungssystem

�0 : 0 = g(/, (0 , 0) (2.34)

�1 : ¤(0 =
%g(/, (, �)

%(

����
�=0

(1 (2.35)

...
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für die Reihenglieder (8 mit 8 = 0, 1, 2, . . . entsteht. Voraussetzung für das Gelingen
dieser Vorgehensweise ist die Lösbarkeit von Gl. (2.34). Für die höheren Ordnungen sind
lediglich lineare Gleichungssysteme zu lösen. Beschränkt man das Vorgehen wieder auf
Näherungen erster Ordnung, so hat die Näherungslösung der schnellen Variablen die
Form

( ≈ (̃ = (0 + �(1

=�0(/) + �
(
%g(/, (, �)

%(

����
�=0

)−1
%�0(/)
%/

¤/

=: �0(/) + ��1(/) ¤/ , (2.36)

wobei die Funktion �0(/) eine Lösung von Gl. (2.34) ist. Mit Hilfe dieser Approxi-
mation wird das ursprüngliche singulär gestörte Differentialgleichungssystem einer
Ordnungsreduktion unterworfen und in das regulär gestörte System

¤/ = L(/,�0(/) + ��1(/) ¤/) +N(/,�0(/) + ��1(/) ¤/, �) (2.37)

transformiert. Dieses kanndurch eineReihenentwicklungder rechten Seite und anschlie-
ßendem Auflösen nach ¤/ in eine zu Gl. (2.1) identische Struktur gebracht werden.
Das weitere Vorgehen besteht entsprechend Abschnitt 2.1 darin, diese Struktur in ein
System in Standardform zu transformieren und darauf ein Mittelwertbildungsverfah-
ren erster oder höherer Ordnung anzuwenden. Für ein Mittelwertbildungsverfahren
erster Ordnung gilt wegen der Vernachlässigung der schnellen Dynamik bzw. deren
Einschwingverhaltens die Fehlerabschätzung (vgl. auch [31])

‖'(C) − C(C)‖ = O(�), ‖(̃(C) − ((C)‖ = O(�), 0 < ! ≤ C < O
(
1
�

)
. (2.38)

Dabei wird die Konstante ! vomEinschwingverhalten der schnellen Dynamik bestimmt.
Das hier vorgestellte Verfahren für die Behandlung singulär gestörter Systeme ist eng
verwandt mit dem Mittelwertbildungsverfahren für partiell stark gedämpfte Systeme,
siehe [31, 32].
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3 Hydraulische Ventilsteuerungen

In der Entwicklung hydraulischer Systeme gibt es eine Vielzahl an Möglichkeiten,
Bauteile zur Steuerung des Energieflusses miteinander zu kombinieren, um ganz
unterschiedliche Antriebs- und Schaltungsarten zu realisieren. Diese Arbeit befasst sich
mit der Analyse von sogenannten Ventilsteuerungen, auch Widerstandssteuerungen
genannt.
Unter demBegriff der Ventilsteuerungwerden alle Systeme zusammengefasst, bei denen
die Ventile zur Leistungssteuerung im Hauptstrom zwischen Pumpe und Verbraucher
angeordnet sind [8, 125]. Leistungssteuerung meint hierbei die Beeinflussung des zeitli-
chen Verlaufs von Druck und Volumenstrom. Da an den Steuerkanten der Ventile immer
Energie dissipiert wird, sind die Ventilsteuerungen im Vergleich du den Verdränger-
steuerungen, bei denen die Steuerungsaufgabe von einer Verstellpumpe übernommen
wird, weniger energieeffizient und finden deshalb vor Allem in Systemen kleiner und
mittlerer Drücke Anwendung. Sie sind jedoch in ihrem dynamischen Verhalten und
ihrer Präzision den Verdrängersteuerungen überlegen und werden eingesetzt, wenn
hochdynamische und präzise Vorgänge zur Erfüllung der Antriebsfunktion erforderlich
sind.
Hydraulische Ventilsteuerungen können mit unterschiedlichen Ventilarten realisiert
werden. In Abschnitt 3.1 wird zunächst definiert, welche Systemtopologien in dieser
Arbeit untersucht werden und wie deren grundsätzlicher Aufbau strukturiert ist.
In Abschnitt 3.2 wird anschließend die physikalische Modellierung der einzelnen
hydraulischen Komponenten diskutiert.

3.1 Topologie hydraulischer Ventilsteuerungen
Hydraulische Ventilsteuerungen sind zumeist modular strukturiert und können in
verschiedene Teilkreisläufe unterteilt werden. In jedemTeilkreislaufwird ein bestimmter
Druck (oder eine Druckdifferenz gegenüber einem benachbarten Teilkreislauf) bzw.
Druckverlauf unabhängig vonder aktuellen Last eingestellt. Dieswirdüber hydraulische
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3 Hydraulische Ventilsteuerungen

Widerstandselemente realisiert, deren Strömungswiderstand variabel eingestelltwerden
kann – hydraulische Ventile.
Ein wichtiges Unterscheidungsmerkmal der dabei eingesetzten Ventile ist deren Bau-
weise, wobei zwischen Sitzventilen und Kolbenschieberventilen unterschieden wird. Im
Rahmen dieser Arbeit werden ausschließlich Kolbenschieberventile untersucht.
Weiterhin können Ventile anhand ihrer Funktion unterschieden werden, welche sie im
hydraulischen Kreis erfüllen. Ein konstantes, lastunabhängiges Druckniveau wird mit
Druckventilen realisiert. Diese regeln den Druck über das Gleichgewicht zwischen
einer Federkraft und einer vom Systemdruck auf eine Kolbenfläche aufgeprägten
Druckkraft. Diese Gleichgewichtsstellung des Kolbens beeinflusst wiederum die Größe
des Volumenstroms, welcher in einen Teilkreislauf hinein oder hinaus fließt. Beispiele
sind das Druckregelventil in Abb. 3.1a und das Druckminderventil in Abb. 3.2b, welche
das stationäre Druckniveau des Systemdrucks ?1 nahezu unabhängig vom Lastdruck
?2 und vom Pumpenvolumenstrom @% bzw. vom Versorgungsdruck ?& einstellen.
Die Entkopplung des stationären Systemdrucks von der Last und der Versorgung
setzt eine geringe Federsteifigkeit voraus. Kommt eine Verstellpumpe zum Einsatz,
übernimmt diese die Aufgabe der Volumenstromregulierung und das Druckregelventil
in Abb. 3.1a kann durch einen einfachen Kolben ersetzt werden, welcher lediglich
die Information des aktuellen Druckniveaus an die Pumpe übergibt und diese so
ansteuert. Dies ist die Realisierung einer druckgeregelten Verstellpumpe, siehe Abb.
3.1b. Wird die Steuerkraft nicht über eine Federvorspannung realisiert sondern mit
Hilfe eines Elektromagneten, spricht man von Proportionalventilen. Diese haben den
Vorteil einer variablen Einstellmöglichkeit der Steuerkraft und erlauben so die sinnvolle
Realisierung von Ventilen mit mehr als zwei Schaltstellungen. Ein Beispiel dafür ist
das 3/3-Proportional-Wegeventil in Abb. 3.2a, mit welchem über eine Veränderung der
Steuerkraft das Druckniveau über die Zeit variiert werden kann.
Das gemeinsame Element dieser Systeme ist die physische Rückführung des System-
drucks auf eine Kolbenfläche. Diese in den Abbildungen 3.1 und 3.2 als gestrichelte
LiniendargestelltenRückführungenbilden zusammenmit denVentil- bzw. Steuerkolben
einen geschlossenen Regelkreis. Die Regelungsaufgabe wird dabei vollständig autonom
erfüllt, weshalb man in diesem Zusammenhang von selbstregelnden Systemen sprechen
kann.
Druckrückführungen treten in der Hydraulik nicht nur bei der Druckregelung auf.
Werden an zwei gegenüberliegenden Kolbenflächen eines Ventils die Drücke zweier
Teilkreisläufe rückgeführt (Druckwaage), kannman die Druckdifferenz zwischen diesen
Teilen regeln. Diese Topologie wird auch als Load-Sensing System bezeichnet (Abb.
3.1c). Liegt die geregelte Druckdifferenz an einem konstanten Widerstandselement an,
ist sichergestellt, dass der Volumenstrom über dieses Widerstandselement konstant ist.
Dies ist das Prinzip eines Stromregelventils (Abb. 3.2c).
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3.1 Topologie hydraulischer Ventilsteuerungen

(a) Konstantdrucksystem mit
Druckregelventil und Konstant-
pumpe. Das stationäre Niveau
des Systemdrucks ?1 ist nahezu
unabhängig vom Lastdruck ?2 und
vom Pumpenvolumenstrom @% .

(b) Konstantdrucksystem mit
druckgeregelter Verstellpumpe.
Das stationäre Niveau des
Systemdrucks ?1 ist nahezu
unabhängig vom Lastdruck ?2.

(c) Load-Sensing System
(Lastdruck-Meldesystem). Das sta-
tionäre Niveau der Druckdifferenz
?2 − ?1 ist nahezu unabhängig vom
Pumpenvolumenstrom @% .

Abbildung 3.1: Systeme mit Druckrückführungen und Pumpe.

(a) System mit 3/3-Proportional-
Wegeventil und Druckquelle. Das
stationäre Niveau des Drucks ?1
kann unabhängig vom Systemdruck
?& und vom Lastdruck ?2 eingestellt
werden.

(b) System mit Druckminder-
ventil und Druckquelle. Das
stationäre Niveau des Drucks
?1 ist nahezu unabhängig vom
Versorgungsdruck ?& und vom
Lastdruck ?2.

(c) System mit Stromregelventil
und Druckquelle. Das stationäre
Niveau des Volumenstroms @
ist nahezu unabhängig vom
Versorgungsdruck ?& und vom
Lastdruck ?2.

Abbildung 3.2: Systeme mit Druckrückführungen und Druckquelle.

Das Prinzip der physischen Druckrückführung kommt also in einer Vielzahl unter-
schiedlicher Kreisläufe zum Einsatz und ist ein wichtiges Prinzip in der hydraulischen
Leistungssteuerung. Systeme und Komponenten, welche dieses Prinzip beinhalten
bilden den Rahmen der in dieser Arbeit untersuchten Topologien.
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3 Hydraulische Ventilsteuerungen

3.2 Modellierung hydraulischer Ventilsteuerungen
Wie bei allen Modellierungen entscheidet auch in der Hydraulik der Abstraktionsgrad
sowohl über die Modellkomplexität als auch über die Modellgenauigkeit. Die asympto-
tischen Methoden, welche in dieser Arbeit zur Systemanalyse herangezogen werden,
fokussieren sich naturgemäß auf das Generieren qualitativer Erkenntnisse über die
dynamischen Systemstrukturen. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, auch die Model-
lierung dieser Prämisse zu unterwerfen und sich auf die wesentlichen physikalischen
Zusammenhänge zu beschränken, das heißt einen hohen Abstraktionsgrad anzusetzen.
Die Entscheidung, welche physikalischen Einflüsse wesentlich sind und welche ver-
nachlässigt werden können, ist stark an die zu untersuchenden Effekte gekoppelt.
Beispielsweise beeinflusst die Masse eines Ventilkolbens kaum dessen transientes dyna-
misches Verhalten, wohingegen sie bei der Stabilität von Ventilenmit Druckrückführung
eine entscheidende Rolle spielt.
Somit kann in diesem Zusammenhang auch ein Blick in die Literatur sinnvolle Anhalts-
punkte liefern. In zahlreichen Untersuchungen [10, 21, 26, 27, 40, 41, 43, 53, 54, 63, 64,
68–71, 78, 80, 84, 85, 109] zur Stabilität undnichtlinearenDynamik hydraulischer Systeme
sind die übereinstimmenden Elemente der Modellierung die Starrkörperannahme
für mechanische Komponenten und die eindimensionale Modellierung hydraulischer
Strömungen. Diese Annahmen gelten uneingeschränkt auch innerhalb dieser Arbeit.
Unterschiede gibt es insbesondere in der Modellierung von Reibungsphänomenen, in
der Berücksichtigung von Wellenausbreitungsphänomenen und in der Modellierung
der Pumpendynamik. Hydraulische Induktivitäten, Strömungskräfte an Ventilkolben
und die Dynamik des elektromagnetischen Teils werden zumeist vernachlässigt.
Der Argumentation eines hohen Abstraktionsgrads folgend, werden innerhalb dieser
Arbeit keine Wellenausbreitungsphänomene betrachtet. Dies ist äquivalent zu der
Annahme kurzer Leitungen [12]. Weil der Fokus der Arbeit hauptsächlich auf der
Untersuchung stationärer Betriebszustände liegt, wird weiterhin die Dynamik der
elektromagnetischen Ansteuerung vernachlässigt, welche außerhalb des durch die
Druckrückführung gebildeten Regelkreises liegt und deshalb dessen Stabilität und
das stationäre dynamische Verhalten nicht beeinflusst. Reibungsphänomene werden in
Form linear viskoser Dämpfungmodelliert. In Abschnitt 7.1 wird zusätzlich der Einfluss
von Coulomb’sche Reibung untersucht. Hydraulische Induktivitäten und hydrodyna-
mische Strömungskräfte werden im Rahmen dieser Arbeit grundsätzlich vernachlässigt.
Die entsprechenden Modellierungsgrundlagen werden in diesem Abschnitt trotzdem
vorgestellt, weil diese beiden physikalischen Effekte bei einer Modellerweiterung am
ehesten zu berücksichtigenwären. ImHinblick auf die Pumpenmodellierung gilt grund-
sätzlich die Annahme einer idealen Pumpe, die einen konstanten, vom Systemdruck
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3.2 Modellierung hydraulischer Ventilsteuerungen

Abbildung 3.3: Kräftebilanz sowie Geschwindigkeits- und Schubspannungsprofil bei einer laminaren
Rohrströmung. Nach [67].

unabhängigen Volumenstrom liefert. Detailliertere Modelle einer Konstantpumpe und
einer druckgeregelten Verstellpumpe werden in Kap. 8 benötigt.
Die aus diesen Annahmen resultierende Modellierung der einzelnen Teilsysteme beste-
hend aus Fluiddynamik, Ventildynamik und Pumpendynamik und die dafür nötigen
physikalischen Grundlagen werden im Folgenden vorgestellt.

3.2.1 Fluiddynamik
Im Rahmen der vorgeschlagenen Modellierung ist es ausreichend, die hydraulischen
Flüssigkeiten anhand der physikalischen Größen Dichte �� , dynamische Viskosität ��
und Kompressibilität (Kompressionsmodul ��) zu charakterisieren, welche als dru-
ckunabhängig angenommen werden. Weiterhin gilt die Annahme eines Newton’schen
Fluides.
Die dynamische Viskosität �� ist dann für eindimensionale Strömungen durch die
Gleichung

�(A) = ��
dE(A)

dA (3.1)

definiert und stellt einMaß für die Zähigkeit gegenüber einerVerschiebung benachbarter
Fluidschichten dar. Dabei ist �(A) die Schubspannung, E(A) das Geschwindigkeitsprofil
und A eine Koordinate senkrecht zur Geschwindigkeit.
Um den damit einhergehenden Strömungswiderstand in einer laminaren zylindrischen
axial-symmetrischen Strömung (der Hagen-Poiseulle’schen Theorie entsprechend) zu
berechnen, wird eine Kräftebilanz an einem zylindrischen Fluidelement mit demRadius
A und der Länge ℓ betrachtet, siehe Abb. 3.3. Unter der Voraussetzung einer stationären
Strömung stehen die Reibungskräfte mit den Druckkräften an den Stirnflächen des
Fluidelements im Gleichgewicht. Mit der Druckdifferenz Δ? = ?1 − ?2 zwischen den
beiden Stirnflächen folgt

A2�Δ? + 2A�ℓ� = 0 (3.2)
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3 Hydraulische Ventilsteuerungen

und zusammen mit Gl. (3.1) ergibt sich der Zusammenhang

dE(A)
dA = − A

2��ℓ
Δ? . (3.3)

Durch Integration über A erhält man mit der Bedingung E(A = ') = 0 das parabolische
Geschwindigkeitsprofil

E(A) = '2 − A2

4��ℓ
Δ? (3.4)

innerhalb einer zylindrischen Rohrleitung mit dem Radius '. Über die gesamte Quer-
schnittsfläche integriert ergibt sich daraus wiederum das Gesetz von Hagen-Poiseuille
[50]

@' = 2�
∫ '

A=0
E(A)A dA = �'4

8��ℓ
Δ? , (3.5)

welches die lineare Widerstandscharakteristik eines stationären laminaren Volumen-
stroms @' in einer Rohrleitung beschreibt.
Als zweite wichtige Größe ist die Kompressibilität über den Kompressionsmodul

�� = −+
d?
d+ (3.6)

definiert. Das negative Vorzeichen wird sinnvollerweise aufgrund der Tatsache ein-
geführt, dass eine Druckerhöhung zu einer Verringerung des Volumens + führt. Aus
Gl. (3.6) folgt

@� = ¤+ = − +
��
¤? . (3.7)

Die Größe @� = ¤+ ist ein Volumenstrom proportional zur zeitlichen Änderung des
Drucks. Der Proportionalitätsfaktor wird in Anlehnung an die Elektrotechnik auch als
hydraulische Kapazität �ℎ = +

��
bezeichnet. Der Volumenstrom @� hängt effektiv nicht

nur von der Kompressibilität des Fluids, sondern ebenfalls von der Nachgiebigkeit
der Rohrleitungen und von der eventuell im Fluid enthaltenen Luft ab. Dies kann im
Parameter �ℎ berücksichtigt werden [50], macht diesen damit allerdings zu einem sehr
unsicherheitsbehafteten Parameter des fluiddynamischen Teilsystems.
Mit Hilfe der Dichte

�� =
<

+
(3.8)
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wird im Folgenden die letzte wichtige Größe zur Beschreibung eindimensionaler
Strömungen – die hydraulische Induktivität – hergeleitet. Dazu wird ein zylindrisches
Massenelementmit derMasse<, der Länge ℓ und demRadius A innerhalb einer instatio-
nären Strömung betrachtet. Das Kräftegleichgewicht bestehend aus zwei Druckkräften
und einer Trägheitskraft ergibt sich zu

A2�Δ? = <
dE
dC . (3.9)

Mit ¤@! = A2� ¤E und Gl. (3.8) erhält man den Zusammenhang

Δ? =
��ℓ

A2�
¤@! . (3.10)

Der Proportionalitätsfaktorwird analog zur Elektrotechnik als hydraulische Induktivität
!ℎ =

��ℓ
A2�

bezeichnet.
Die bisher gezeigten Zusammenhänge können aufgrund des laminaren Strömungs-
verhaltens aus sehr einfachen eindimensionalen Betrachtungen hergeleitet werden.
Bei turbulenten Strömungszuständen sind diese einfachen Betrachtungen nicht mehr
möglich. Um aufwändige numerische Simulationen zu umgehen, kann man sich an
dieser Stelle sehr gut mit empirischen Modellen behelfen. Im Kontext der in dieser
Arbeit betrachteten hydraulischen Systeme treten turbulente Strömungen an scharfkan-
tigen Querschnittübergängen auf. Diese finden sich entweder als Blenden innerhalb
hydraulischer Leitungen oder in Form von Ventilsteuerkanten.
Die Volumenstrom-Druckbeziehung lässt sich für hinlänglich große Reynoldszahlen
mit Hilfe der Bernoulli-Gleichung

��
2 E2 + ? + ��6I = konst. (3.11)

herleiten, die mit ausreichender Genauigkeit stromaufwärts des engsten Querschnitts
gilt. Darin ist ? der Druck, 6 die Erdbeschleunigung und I die geodätische Höhe.
Unter Vernachlässigung der Schwerepotentialdifferenz und mit der Annahme, dass die
Geschwindigkeit im kleinsten Querschnitt der Blende sehr viel höher ist als außerhalb
des Widerstands, gilt

��
2 E2 + Δ? = 0 . (3.12)

Daraus folgt der bekannte wurzelförmige Zusammenhang der Blendengleichung

@� = �0E = 
3

√
2
��
�� sign(Δ?)

√
|Δ? | , (3.13)
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3 Hydraulische Ventilsteuerungen

Abbildung 3.4:Positionierung von Induktivität undKapazität amBeispiel einer Verzweigung von 3 Leitungen.

in der �� die Querschnittsfläche der Blende ist. Der Parameter 
3 beschreibt das
Verhältnis zwischen Blendenfläche �� und tatsächlicher (i.A. unbekannter) Strahlquer-
schnittsfläche �0 und kann aus theoretischen Überlegungen hergeleitet (siehe z. B. [89])
oder experimentell bestimmt werden.
Im Kontext von realen Rohrleitungssystemen ist nun zu entscheiden, wie die diskreten
Elemente zur Beschreibung der hydraulischen Widerstände, der Fluidkompressibilität
und der Fluidträgheit sinnvoll angeordnet werden, sodass sie einerseits das reale
Strömungsverhalten möglichst gut approximieren und andererseits die Modellkom-
plexität begrenzt wird. Wie oben erwähnt, werden Wellenausbreitungsphänomene
vernachlässigt. Druckänderungen finden bei diesem Modellierungsansatz nur über
hydraulische Widerstände hinweg statt. Eine naheliegende Variante wäre also, in
den Bereichen identischer Drücke jeweils eine Kapazität, eine Induktivität und einen
laminaren Rohrwiderstand zu platzieren. Dabei ist zu beachten, dass das Gesetz von
Hagen-Poiseuille zur Beschreibung laminarer Rohrwiderstände streng genommen nur
für stationäre Strömungen gilt. Die hier vorgeschlagene Modellierung stellt somit eine
starke Vereinfachung dar, welche jedoch die einfache Möglichkeit bietet, den Effekt der
Fluidträgheit im Modell zu berücksichtigen. Für komplexere Leitungsmodelle sei auf
die entsprechende Literatur verwiesen [50, 89]. Für eine weitere Modellvereinfachung
können die laminaren Widerstände vernachlässigt oder ersatzweise als linear viskose
Dämpfung an den (Ventil-) Kolbenmodelliertwerden. Für einMinimalsystembestehend
aus einer Verzweigung, einem Kolben (Stirnfläche � ), einem Blendenwiderstand
(Blendenfläche ��) und einer Pumpe, welche durch drei Leitungsabschnitte der Längen
;8 und der Radien A8 , 8 = 1, 2, 3 verbunden sind, folgt daraus beispielhaft die Anordnung
inAbb. 3.4. DieseAnordnung ist eineVereinfachungdes in [101] beschriebenendiskreten
Leitungsmodells, siehe auch [50].
Für eine möglichst genaue Berechnung der Kapazitäten und Induktivitäten

�ℎ =

3∑
8=1

ℓ8A
2
8
�

��
+ � G 

��
(3.14)
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!ℎ =

3∑
8=1

��ℓ8

A2
8
�
+ ��G 

� 
(3.15)

ist es wichtig, die freien Volumina in den Ventilgehäusen an den Leitungsenden mit zu
berücksichtigen. Die fluiddynamischen Bewegungsgleichungen

�ℎ ¤?1 = @% − � ¤G − @) (3.16)

!ℎ ¤@) +
��

2
2
3
�2
�

@2
) = ?1 − ?) (3.17)

werdenmitHilfe derGleichungen (3.7), (3.10) und (3.13) aus derVolumenstrombilanz an
der Leitungsverzweigung (Massenerhaltung) und der Druckbilanz (Impulserhaltung)
an der Reihenschaltung von Induktivität und Blende hergeleitet.

3.2.2 Ventildynamik
Die wesentlichen physikalischen Einflüsse auf die (Ventil-) Kolbenbewegungen in
hydraulischen Systemen sind Druckkräfte, Trägheitskräfte, Rückstellkräfte, Strömungs-
kräfte und Reibungskräfte. Abb. 3.5a zeigt eine beispielhafte Kolbengeometrie inner-
halb eines Ventilgehäuses mit einem Zufluss und einer Steuerkante, über die der
Volumenstrom @ℎ fließt. Die Parameter <+ und :+ sind die Kolbenmasse und die
Federsteifigkeit. Die Radien der Kolbenabschnitte konstanten Querschnitts sind mit A8 ,
8 = 1, 2, 3 bezeichnet. Am Ventileinlass und im Bereich der Steuerkante herrscht der
Druck ?2 und an den Stirnflächen des Kolbens die Drücke ?1 bzw. ?3. Die durch die
Koordinate G+ beschriebene Axialdynamik

<+ ¥G+ + :+ (G+ − G+0) =
(
A2
1?1 − (A2

1 − A2
3)?2 − A2

3?3

)
� − �2 − �� − �' (3.18)

(a) Beispiel einer Kolbengeometrie innerhalb eines
Ventilgehäuses.

(b) Freischnitt des Kolbens.

Abbildung 3.5:Modellierung eines Kolbenschieberventils.
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ergibt sich aus dem in Abb. 3.5b abgebildeten Freischnitt. Für den Fall eines Propor-
tionalventils ist �2 die Magnetkraft, ansonsten ist �2 = 0. Wie eingangs des Kapitels
erwähnt werden in der Reibungskraft

�' = 5' sign( ¤G+ ) + 3+ ¤G+ (3.19)

linear viskose Dämpfung und Coulomb’sche Reibung berücksichtigt. Der Coulomb’sche
Anteil wird hauptsächlich durch die Reibung zwischen Ventilkolben und Gehäuse
verursacht. Der linear viskose Dämpfungsanteil ist in der Hydraulik eng mit Leckageef-
fekten verknüpft, welche sich als laminare Strömungen in den engen Spalten zwischen
Ventilkolben und Gehäuse ausbilden. Wie bereits erwähnt, bietet es sich hier an,
auch die in Abschnitt 3.2.1 vernachlässigten laminaren Rohrleitungswiderstände in
die entsprechende Dämpfungskonstante 3+ mit einzubeziehen. Die viskose Dämpfung
ist somit stark von der Ölviskosität �� und damit von der Öltemperatur abhängig,
weshalb die Größenordnung von 3+ je nach Anwendung sehr unterschiedlich sein und
sich auch während des Betriebs ändern kann.
Die Strömungskraft ��, welche durch den Volumenstrom @ℎ über die Ventilsteuerkante
auf den Kolben wirkt, kann mit Hilfe des Impulses des vorbeiströmenden Fluids
berechnet werden. Der Impuls � des vorbeiströmenden Fluids mit der Masse < und der
Strömungsgeschwindigkeit E hat die axiale Komponente

�G = <E cos� , (3.20)

womit sich dessen Zeitableitung unter der Annahme ¤<E � < ¤E zu

¤�G =
d
dC (<E) cos�

= ( ¤<E + < ¤E) cos�
≈ ¤<E cos�
= ��@ℎE cos� (3.21)

berechnet. Der Volumenstrom

@ℎ = 
3

√
2
��
�(G+ )

√
?2 − ?) (3.22)

wird entsprechend Gl. (3.13) als turbulenter Volumenstrom mit variabler (von der
Kolbenposition G+ abhängiger) Querschnittsfläche �� = �(G+ ) modelliert. Aus der
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Impulsbilanz ¤�G = �� folgt mit Gl. (3.21) und �(G+ )E = @ℎ eine Berechnungsvorschrift
für die Strömungskraft

�� = ��@ℎE cos�

= ��
@2
ℎ

�(G+ )
cos�

= 2
2
3
�(G+ )|?2 − ?) | cos� (3.23)

in Abhängigkeit des Strömungswinkels �. Dieser ist abhängig von der Ventilgeometrie
und kann i.A. nur geschätzt oder experimentell bestimmt werden [12]. Wegen der
quadratischen Abhängigkeit der Strömungskraft vom Volumenstrom @ℎ wirkt die Kraft
unabhängig von der Strömungsrichtung meist in Schließrichtung des Kolbens [125].

3.2.3 Pumpendynamik
Es gibt verschiedene Arten von Hydropumpen, welche nach unterschiedlichen Funkti-
onsprinzipien arbeiten und damit ein unterschiedliches dynamisches Verhalten aufwei-
sen. Es ist nichtdasZiel dieserArbeit, dieAuswirkungenverschiedenerPumpenbauarten
auf die Dynamik der Ventilsteuerungen zu untersuchen. Vielmehr sollen einfache
empirische Modelle dazu dienen, grundsätzliche Effekte abzubilden und zu verstehen.
Aus diesemGrundwerden die Funktionsprinzipien der einzelnen Pumpenbauarten hier
nicht ausführlich diskutiert. Es sei an dieser Stelle auf die zahlreichenGrundlagenbücher
wie z. B. [8, 125] verwiesen, diediesesThema sehr gut abdecken. IndieserArbeit kommen
mit der idealen Konstantpumpe, der realen Konstantpumpe und der Verstellpumpe
drei verschiedene Pumpenmodelle zum Einsatz. Die ideale Konstantpumpe liefert einen
konstanten Volumenstrom

@%,ideal = @% (3.24)

unabhängig des gegen sie wirkenden Drucks.
Nach [50] können dieDynamik und der geförderte Volumenstrom einer realenKonstant-
pumpe als lineares PT1-Glied in der Winkelgeschwindigkeit $% über die Gleichungen

�% ¤$% + 3%$% = "% −,%?1 (3.25)
@%,real = @̂%$% (3.26)

modelliert werden. Die Pumpe wird dabei mit dem Drehmoment "% angetrieben.
Die Parameter �% und 3% sind die Drehträgheit und die Dämpfungskonstante. Der
Widerstand aufgrund der Druckdifferenz zwischen Pumpeneinlass und Pumpenauslass
wird mit dem Parameter,% beschrieben. Während das Fördervolumen @̂% sowie die
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3 Hydraulische Ventilsteuerungen

(a) Druckgeregelte verstellbare Flügelzellen-
pumpe.

(b) Druckgeregelte verstellbare Axialkolben-
pumpe.

Abbildung 3.6: Prinzipskizzen der im Bereich niedriger Drücke eingesetzten Verstellpumpen.

Parameter �% und "% relativ einfach aus der Pumpengeometrie und wenigen Mate-
rialparametern bestimmt werden können, müssen 3% und ,% zumeist experimentell
bestimmt oder geschätzt werden.
Bei Verstellpumpen erfolgt eine Änderung des Volumenstroms nicht über eine Dreh-
zahländerung, sondern über eine Änderung des Fördervolumens. Aus konstruktiven
Gründen sind Verstellpumpen derzeit nur als Kolben- und Flügelzellenpumpen prak-
tisch verfügbar [8]. Die Drehzahl bleibt üblicherweise konstant, weshalb die Rota-
tionsdynamik hier nicht berücksichtigt werden muss. Bei druckgeregelten Verstell-
pumpen wird das Verdrängungsvolumen mit Hilfe eines Steuerkolbens eingestellt,
auf dessen Stirnfläche ein Steuerdruck wirkt. Bei verstellbaren Flügelzellenpumpen
bewirkt die Auslenkung des Steuerkolbens G eine Verschiebung der Rotorachse relativ
zum Gehäuse, wodurch das Fördervolumen verändert wird, siehe Abb. 3.6a. Bei
Axialkolbenpumpenwird das Verdrängungsvolumen über eine Anpassung desWinkels

% zwischen einer sogenannten Schrägscheibe und der Pumpenachse verändert, siehe
Abb. 3.6b. Radialkolbenpumpen werden vor Allem in Systemen mit hohen Drücken
eingesetzt [125] und werden deshalb hier nicht berücksichtigt.
Die Pumpendynamik kann mit der Kolbenverschiebung G , dem Steuerdruck ?( und
dem Arbeitsdruck ?1 pumpenunabhängig in der allgemeinen Form

< ¥G + 3 ¤G + : (G − G 0) = � ?( + 5%(G , ?1) (3.27)
@%,E0A = 5@(G ) (3.28)

dargestellt werden. Dabei ist < die kombinierte Masse von Pumpe und Steuerkolben,
: die Steifigkeit, G 0 die Federvorspannung und � die Steuerkolbenfläche. Alle
Reibungseinflüsse werden wie zuvor durch einen linear viskosen Dämpfungsterm mit
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3.2 Modellierung hydraulischer Ventilsteuerungen

dem Dämpfungsparameter 3 modelliert. Die Funktion 5%(G , ?1) ist abhängig von der
Pumpenbauart.
Für verstellbare Flügelzellenpumpen wird in [65] gezeigt, dass die Funktionen in der
Form

5%(G , ?1) = 5%0(G ) − 0%1(G )?1 ≈ 5%0 − 0%1?1 (3.29)
5@(G ) = @̃%(G − G> ) (3.30)

dargestellt werden können. Für eine vertikal verschobene Rotorachse, was bei Flügelzel-
lenpumpen aufgrund des leiseren Laufverhaltens eine übliche konstruktive Maßnahme
ist [124], sind die Abhängigkeiten der Funktionen 0%1 ud 5%2 von der Kolbenposition
vernachlässigbar klein, siehe [65]. Für diesen Fall muss in der Berechnung des Volu-
menstroms jedoch ein offset G>

 
berücksichtigt werden, da auch in der Nullstellung ein

nicht verschwindender Volumenstrom gefördert wird.
Für verstellbare Axialkolbenpumpen gelten nach [50] die Zusammenhänge

5%(G , ?1) = 0 (3.31)
G = ℓ� sin 
% (3.32)

5@(G ) = @̃% tan 
% = @̃%
G 

ℓ�

(
1 −

G2
 

ℓ 2
�

)
≈ @̃%

G 

ℓ�
. (3.33)

Der Parameter @̃% ist jeweils abhängig von der Pumpengeometrie und der Pumpendreh-
zahl. Man sieht, dass die qualitativen Zusammenhänge beider Pumpenbauarten, welche
die Pumpendynamik beschreiben, sehr ähnlich sind, bzw. dass die Beschreibung der
Axialkolbenpumpe in der der Flügelzellenpumpe enthalten ist.
Der Transport des Fluids erfolgt in realen Pumpen niemals kontinuierlich sondern meist
in =% über den Umfang verteilten Kammern. Dies führt zu hochfrequent überlagerten
Schwankungen des Volumenstroms, welche in erster Näherung als

@C = �% cos(=%$%C) (3.34)

modelliert werden können.
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4 Verallgemeinerter Ventilkreislauf

Die physische Druckrückführung ist das verbindende Element der in dieser Arbeit
untersuchten Klasse hydraulischer Systeme. Einige Kreislaufrealisierungen, welche
dieses Funktionsprinzip als zentrales Element beinhalten, sind in den Abbildungen
3.1 und 3.2 dargestellt. Dass die Realisierungen auf dem gleichen Funktionsprinzip
basieren, spiegelt sich auch in ähnlichen Gleichungsstrukturen der beschreibenden
Modelle wider. Dies legt den Schluss nahe, dass auch im Hinblick auf die Stabilität
der Gleichgewichtslage und das dynamische Verhalten der Systeme Gemeinsamkeiten
existieren.
Das Ziel dieses Kapitels ist es, ein Hilfsmodell abzuleiten, in dem diese gemeinsamen
dynamischen Verhaltensweisen integriert sind und welches somit alle Elemente enthält,
die die Stabilität und die Dynamik der Systeme wesentlich beeinflussen. Diese gemein-
samen Elemente sind eine Energiequelle, ein massebehafteter Kolben mit einer oder
zwei Steuerkanten, eine Steuerkraft oder Federvorspannung, eine Druckrückführung
und ein Verbraucher. Dieses Hilfsmodell wird im Folgenden als verallgemeinerter
Ventilkreislauf bezeichnet und soll so konzipiert sein, dass an ihm eine möglichst
allgemeine, modellübergreifende Analyse der Stabilität und nichtlinearen Dynamik
dieser ganzen Systemklasse möglich ist.
Dieses Hilfsmodell wird in Abschnitt 4.1 vorgestellt. Es vereint die beiden Kreisläufe
des Konstantdrucksystems mit Druckregelventil und des Systems mit Druckquelle und
3/3-Proportional-Wegeventil aus den Abbildungen 3.1a und 3.2a. In Abschnitt 4.2 wird
ein dimensionsloses Modell des verallgemeinerten Ventilkreislaufs hergeleitet. Es wird
weiterhin gezeigt, dass die zugrundeliegenden mathematischen Beschreibungen der
beinhalteten Systeme strukturell nahezu identisch sind und dass deren stationäres
Verhalten anhand der selben Differentialgleichung beschrieben werden kann. Wie
andere Kreislaufvarianten aus dem verallgemeinerten Ventilkreislauf hervorgehen und
welche Rückschlüsse auf deren Stabilität und nichtlineare Dynamik eine Analyse des
verallgemeinerten Ventilkreislaufs zulässt, wird in Abschnitt 4.3 beispielhaft für die
weiteren Kreislaufrealisierungen aus den Abbildungen 3.1 und 3.2 diskutiert.
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4 Verallgemeinerter Ventilkreislauf

(a) Konstantdrucksystem mit Druckregelventil
und Konstantpumpe.

(b) Kreislauf mit 3/3-Proportional-Wegeventil und
Druckquelle.

Abbildung 4.1:Detaillierte Darstellungen der Ventilkreisläufe, aus denen der verallgemeinerte Ventilkreislauf
gebildet wird. Die Steuerkraft 52 setzt sich imAllgemeinen aus einer Federvorspannung und einerMagnetkraft
zusammen.

4.1 Physikalisches Modell
Detaillierte Darstellungen des Konstantdrucksystems mit Druckregelventil und Kon-
stantpumpe und des Systems mit 3/3-Proportional-Wegeventil und Druckquelle, aus
denen der verallgemeinerte Ventilkreislauf gebildet wird, sind in Abb. 4.1 dargestellt.
Die Energiebereitstellung erfolgt durch eine Pumpe (Volumenstrom @%) bzw. eine
Druckquelle (Versorgungsdruck ?&). Die Druckrückführung des Systemdrucks ?1
erfolgt auf die Kolbenstirnfläche mit dem Radius A+ . Die Gegenkraft wird durch
eine Feder mit der Steifigkeit :+ erzeugt. Die Federn bewirken eine Vorspannung
der Ventilkolben jeweils an die Position G+ = 0 m. Somit ist beim Kreislauf mit
Druckquelle eine zusätzliche Steuerkraft 52 zwingend erforderlich, die die Steuerkante
zur Druckquelle hin öffnen kann. Beim Kreislauf mit Konstantpumpe wird diese
Steuerkraft nur dann benötigt, wenn das stationäre Druckniveau des Systemdrucks
variabel sein soll. Eine Verschiebung G+ des Ventilkolbens (Masse <+ ) erzeugt eine
Veränderung des Volumenstroms @ℎ , welcher über die Ventilsteuerkanten (G+ = D+

und G+ = D)) in das Volumen der Kapazität �ℎ fließt. Der Verbraucher wird hier als
turbulenter Widerstand mit der Blendenfläche �� modelliert.
Der Idee eines hohen Abstraktionsgrads folgend, werden zunächst gegenüber den
in Abschnitt 3.2 eingeführten Gleichungen einige weitere Annahmen getroffen, um
die Modellierung und spätere Analyse zu vereinfachen. Zunächst werden im fluid-
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4.1 Physikalisches Modell

dynamischen Teilsystem die hydraulischen Induktivitäten sowie die Abhängigkeit
der Kapazitäten von den Positionen benachbarter Kolben vernachlässigt. Somit folgt
�ℎ ≠ 5 (G+ ) und !ℎ = 0. Immechanischen Teilsystemwerden die Strömungskräfte sowie
der Anteil der Coulomb’schen Reibung vernachlässigt. Die Pumpe und die Druckquelle
werden als ideal modelliert, was bedeutet, dass der Pumpenvolumenstrom @% und der
Versorgungsdruck ?& konstant und lastunabhängig sind. Der Druck im Verbraucher
?2 = ?) ist konstant und wird dem Umgebungsdruck gleichgesetzt.
Mit diesen Vereinfachungen können die Systemgleichungen in der kompakten Form

<+ ¥G+ + 3+ ¤G+ + :+G+ = ±(A2
+�?1 − 52) (4.1)

�ℎ ¤?1 = ∓A2
+� ¤G+ + @ℎ(G+ , ?1) + @�(?1) (4.2)

dargestellt werden. Das obere Vorzeichen gehört dabei zum Kreislauf mit Konstant-
pumpe, das untere zum Kreislauf mit Druckquelle. Es wird nicht explizit zwischen
Stetigventilen und Proportionalventilen unterschieden. Das heißt, die Kraft 52 beinhaltet
imAllgemeinen sowohl Federvorspannungen als auchMagnetkräfte. Der elektromagne-
tische Teil ist dabei in Abb. 4.1 nicht explizit dargestellt, da die Quelle der bereitgestellten
Steuerkraft für die Systemdynamik nicht relevant ist.
Der Volumenstrom @ℎ(G+ , ?1) über die Steuerkanten der Ventile

@ℎ(G+ , ?1) =
{
@ℎ,@(G+ , ?1), Kreislauf mit Konstantpumpe
@ℎ,?(G+ , ?1), Kreislauf mit Druckquelle

(4.3)

ist abhängig von der Kreislaufvariante. Dabei werden die Funktionen

@ℎ,@(G+ , ?1) = −���(G+ − D+ )2A+�(G+ − D+ )Δ(?1 − ?)) + @% (4.4)
@ℎ,?(G+ , ?1) = −���(D) − G+ )2A+�(D) − G+ )Δ(?1 − ?))

+ ���(G+ − D+ )2A+�(G+ − D+ )Δ(?& − ?1) (4.5)

aus der Blendengleichung, Gl. (3.13), gebildet, wobei die Durchlassflächen linear von
den Kolbenpositionen abhängen. Um eine kompakte Notation zu gewährleisten, werden
die Funktionen

Δ(?) = sign(?)
√
|? | (4.6)

�(G) =
{

0, G < 0
1, G ≥ 0

(4.7)

sign(?) = �(?) − �(−?) (4.8)

51



4 Verallgemeinerter Ventilkreislauf

Parameter Symbol Wert Einheit
Masse des Ventilkolbens <+ 0.018 kg
Viskoser Dämpfungskoeffizient 3+ 150 N s/m
Federsteifigkeit :+ 800 N/m
Rückstellkraft/Steuerkraft 52 110 N
Radius des Ventilkolbens A+ 0.0035 m
Ventilüberdeckung D+ 0.002 m
Ventilüberdeckung D) 0.0015 m
Förderstrom der idealen Pumpe @% 5 l/min
Versorgungsdruck ?& 55 bar
Blendenfläche �� �/4 · (10−3)2 m2

Kapazität �ℎ 2.5 · 10−13 m3/Pa
Turbulenter Strömungskoeffizient �� 0.03

√
m3/kg

Tabelle 4.1: In den Simulationen standardmäßig verwendete Parameterwerte.

und die Abkürzung �� = 
3
√

2
��

eingeführt. Für den Volumenstrom zum Verbraucher
ergibt sich ebenfalls aus der Blendengleichung die Darstellung

@�(?1) = −����Δ(?1 − ?)) (4.9)

mit der Blendenfläche �� .
Die Abbildungen 4.2 und 4.3 zeigen einen Vergleich der transienten Systemdynamiken
der beiden Kreisläufe. Die numerischen Simulationen sind – sofern nicht explizit anders
angegeben – mit den Standardparametern in Tab. 4.1 berechnet. Die Parameterwerte
orientieren sich an realen Ventilen, welche für niedrige Drücke ausgelegt sind. Durch
die sehr kleine Blendenfläche �� ist der Volumenstrom zum Verbraucher in der
Größenordnung eines Leckagestroms. Durch diese Parameterwahl sind z. B. stationär
verfahrende Zylinder und die meisten Hydraulikmotoren, welche einen viel größeren
Volumenstrom benötigen, als Verbraucher ausgeschlossen. Mechanische Verbraucher
wie Kupplungen oder Bremsen, welche lediglich einen stationären Anpressdruck
benötigen, bilden die Motivation für diese Parameterwahl.
Die Anfangswerte der Simulation [G+ (0), ¤G+ (0), ?1(0)]> = [0 m, 0 m/s, 0 bar]> entspre-
chen einer neutralen Kolbenposition (beim System mit Druckquelle ist hierfür ebenso
52 = 0 N vorauszusetzen) in einem drucklosen System.
Beim Konstantdrucksystem mit Konstantpumpe verbleibt der Kolben solange in seiner
vorgespannten Anfangsposition am linken Ventilende, bis der Systemdruck sich soweit
aufgebaut hat, dass er durch die Druckrückführung die Federvorspannung bzw. die
Steuerkraft 52 überwindet. Beim Systemmit Druckquelle wird zum Zeitpunkt C = 0 s die
Kraft 52 aktiv, wodurch sich der Kolben instantan bewegt. In beiden Kreislaufvarianten
stellt sich nach wenigen Zehntelsekunden ein stationärer Betriebszustand mit jeweils
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4.1 Physikalisches Modell

(a) Kolbenverschiebung G+ (C). (b) Systemdruck ?1(C).

Abbildung 4.2: Systemdynamik des Konstantdrucksystemsmit Druckregelventil undKonstantpumpe. Dämp-
fung 3+ = 240 N s/m, Blendenfläche �� (C < 0.25 s) = � · (10−3)2 m2, Volumenstrom @%(C < 0.4 s) = 7.5 l/min.

(a) Kolbenverschiebung G+ (C). (b) Systemdruck ?1(C).

Abbildung 4.3: Systemdynamik des Systems mit 3/3-Proportional-Wegeventil und Druckquelle. Dämpfung
3+ = 240 N s/m, Blendenfläche �� (C < 0.25 s) = � · (10−3)2 m2, Versorgungsdruck ?& (C < 0.4 s) = 55 bar.

leicht geöffneter Steuerkante ein. Die Öffnung der Steuerkante kompensiert dabei
exakt den von der Konstantpumpe überschüssig geförderten Volumenstrom, bzw.
ist so bemessen, dass aus der Druckquelle exakt der vom Verbraucher benötigte
Volumenstrom entnommenwird. Die zweite Steuerkante des Kreislaufsmit Druckquelle
ist ausschließlich zu Beginn des Einschwingvorgangs aktiv. Das stationäre Druckniveau
ergibt sich mit den verwendeten Parametern zu einemWert von knapp unter 30 bar. Die
stationären Druckniveaus der beiden Kreisläufe sind dabei leicht unterschiedlich, da die
Kraftdifferenz, welche von der Feder durch eine Kolbenverschiebung bis zur Öffnung
der Steuerkante hervorgerufen wird, in unterschiedliche Richtungen wirkt.
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4 Verallgemeinerter Ventilkreislauf

Das Funktionsprinzip der Selbstregulierung ist durch einen Lastwechsel bei C = 0.25 s
veranschaulicht. Hier wird die Blendenfläche�� verdreifacht, wodurch der Verbraucher
diedreifacheMengeanVolumenstrombenötigt.Nachkurzen transientenProzessen stellt
sich näherungsweise das selbe Druckniveau wieder ein, wohingegen nun die Kolben-
positionen sichtbar verschoben sind. Auch eine Veränderung der Versorgungsleistung
(Pumpenvolumenstrom @% bzw. Versorgungsdruck ?&) bei C = 0.4 s kompensieren die
Ventile nach einem kurzen Einschwingvorgang nahezu vollständig. Die Kompensation
erfolgt jeweils durch eine Anpassung der Kolbenposition G+ . Dadurch wird deutlich,
dass eine geringe Federsteifigkeit notwendig ist, um die Druckniveaus nach einem
Lastwechsel konstant zu halten.

4.2 Dimensionsloses Modell
Eine Voraussetzung für die Anwendbarkeit asymptotischer Methoden ist ein dimen-
sionsloses Modell, dessen dimensionslose Variablen mit Hilfe charakteristischer Sys-
temgrößen definiert werden. Wird eine beliebige Entdimensionierung gewählt, werden
die Größenordnungen der einzelnen Terme i.A. verfälscht. In vielen dynamischen
Systemen sind diese charakteristischen Größen seit Langem etabliert. Bei linearen
Schwingern sind es beispielsweisedieEigenkreisfrequenzendesungedämpften Systems,
mit denen einedimensionsloseZeit eingeführtwerdenkann. Ein andereBeispiel stellt die
Sommerfeldzahl dar, welche eine dimensionslose Lagerlast von Gleitlagern beschreibt.
Im Kontext der hydraulischen Ventilsteuerungen sind solche charakteristischen Größen
bisher nicht etabliert. Zumeist wird zur Entdimensionierung der Zeit die oben erwähnte
Eigenkreisfrequenz des ungedämpften Ventilkolbens in Verbindung mit der Feder
verwendet. Bei Servoventilen ohne Druckrückführung ist dies eine sinnvolle Entdimen-
sionierung. Bei Ventilen mit Druckrückführung ist die Bewegung des Ventilkolbens
jedoch stark an die Druckdynamik in der Systemkapazität gekoppelt. Deshalb ist die
Eigenkreisfrequenz des ungedämpften Ventilkolbens i.A. keine charakteristische Sys-
temfrequenz. Zur Entdimensionierung der Kolbenverschiebung G+ wird des Weiteren
eine charakteristische Länge benötigt, dessen Wahl sich nicht intuitiv erschließt.
Die Frage nach geeigneten charakteristischen Größen ist nicht ausschließlich an das
zu untersuchende System, sondern spezifischer an die zu untersuchenden Lösungen
gekoppelt. Bei der Untersuchung transienter Vorgänge zwischen Lastwechseln wäre
vermutlich das Kolbenspiel eine geeignete charakteristische Länge, da bei diesen
Vorgängen oftmals weite Teile des möglichen Kolbenwegs ausgenutzt werden. In dieser
Arbeit liegt der Fokus auf der Untersuchung stationärer periodischer – im Allgemeinen
selbsterregter – Schwingungen. Auf der Suche nach charakteristischen Größen lohnt
sich somit ein Blick auf die Ergebnisse numerischer Simulationen. In der in Abb.
4.4 dargestellten Simulation wird die Systemdämpfung 3+ kontinuierlich reduziert.
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4.2 Dimensionsloses Modell

(a) Kolbenverschiebungen G+ (C). (b) Systemdrücke ?1(C).

Abbildung 4.4: Stationäres Verhalten unter Variation der Systemdämpfung 3+ .

Bei beiden Kreislaufvarianten wird dabei die Stabilitätsgrenze überschritten und es
kommt zum Auftreten selbsterregter Schwingungen. Die Schwingungen erreichen sehr
schnell nach dem Überschreiten der Stabilitätsgrenze die Ventilsteuerkante und werden
offensichtlich durch diese gedämpft, da auch nach weiterer Reduktion der Dämpfung
die Schwingungsamplituden nur langsam zunehmen. Da für praktische Anwendungen
vor Allem der Bereich nahe der Stabilitätsgrenze interessant ist, ist daher der Abstand
zwischen der Gleichgewichtslage G+ = G+0 und der Steuerkante G+ = D+ eine sinnvolle
charakteristische Länge. Für die exakte Berechnung der Gleichgewichtslage G+0 muss
eine kubische Gleichung gelöst werden, siehe [132]. Der resultierende analytische
Ausdruck ist für denZweck der Entdimensionierung zu komplex,weshalb imFolgenden
eine Näherung der Gleichgewichtslage G̃+0 berechnet wird.
Die Gleichgewichtsbedingungen lauten

:+G+0 = ±(A2
+�?10 − 52), (4.10)

0 = @ℎ(G+0 , ?1) + @�(?10) . (4.11)

Aufgrund des geringen Kolbenspiels und der im Allgemeinen sehr weichen Federn gilt
die Relation :+G+0 � 52 . Damit ergibt sich eine näherungsweise Gleichgewichtslage

?10 ≈ ?̃10 =
52

A2
+
�

(4.12)

G+0 ≈ G̃+0 = D+ +


@%
2A+���

√
1
?̃10
− ��

2A+� , Kreislauf mit Konstantpumpe
��

2A+�

√
?̃10

?&−?̃10
, Kreislauf mit Druckquelle

(4.13)
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4 Verallgemeinerter Ventilkreislauf

unter Vernachlässigung des Terms :+G+0.
Um eine charakteristische Frequenz zur Entdimensionierung der Zeit zu finden, wird
unter der Annahme eines sehr leichten Ventilkolbens die Trägheitskraft in Gl. (4.1)
vernachlässigt. Dies ist für die vorliegenden Parameterwerte eine durchaus gute Appro-
ximation. Mit Hilfe von Gl. (4.1) kann der Systemdruck

?1 =
1
A2
+
�
(±(3+ ¤G+ + :+G+ ) + 52) (4.14)

nun als Funktion derKolbenposition G+ undderKolbengeschwindigkeit ¤G+ ausgedrückt
werden. Wird dieser Ausdruck in (4.2) eingesetzt und eine Taylorreihen-Entwicklung
um den Punkt {G̃+0 , ?̃10} durchgeführt, führt dies auf die gedämpfte, lineare Schwin-
gungsdifferentialgleichung

± �ℎ
A2
+
�
3+ ¥G+ +

(
± �ℎ
A2
+
�
:+ ± A2

+� ∓
(
%@ℎ
%?1

����
G̃+0 ,?̃10

+ %@�
%?1

����
?̃10

)
3+

A2
+

)
¤G+

+
(
∓

(
%@ℎ
%?1

����
G̃+0 ,?̃10

+ %@�
%?1

����
?̃10

)
:+

A2
+

− %@ℎ
%G+

����
G̃+0 ,?̃10

)
G+ + konst. = 0 .

(4.15)

Unter Vernachlässigung der partiellenAbleitungen nach ?1 kann die Eigenkreisfrequenz
des ungedämpften Systems

$2
0 =

%@ℎ
%G+

����
G̃+0 ,?̃10

(
�ℎ3+

A2
+
�

)−1

=
2A+� ��
�ℎ 3+

√
A2
+
� 52 , (4.16)

näherungsweise berechnet und als charakteristische Frequenz zur Entdimensionierung
der Zeit herangezogen werden. Gl. (4.16) ist für beide Kreislaufvarianten identisch.
Für die Standardparameterwerte aus Tab. 4.1 ergibt sich $0 = 1070 rad/s. In der Simula-
tion treten unter Verwendung der selben Parameterwerte Schwingungskreisfrequenzen
von 882 rad/s bzw. 891 rad/s für die Systeme mit Konstantpumpe und Druckquelle auf.
Für den Zweck der Entdimensionierung ist das eine ausreichende Genauigkeit. Die

Eigenkreisfrequenz des ungedämpften Ventilkolbens liegt bei
√

:+
<+

= 211 rad/s und ist
damit eine sehr viel schlechtere Näherung.
Mit den dimensionslosen Variablen und Parametern

� = $0C , -+ =
G+ − D+
G̃+0

, %1 =
(?1 − ?)) A2

+
�

3+ $0 (G̃+0 − D+ )
, (4.17)
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4.2 Dimensionsloses Modell

"+ =
<+$0
3+

,  + =
:+

3+$0
, �2 =

(:+D+ + 52)
3+$0(G̃+0 − D+ )

, 
+ =
(A2
+
�)2

$03+�ℎ
,

�+ =

√√
A2
+
�(G̃+0 − D+ )
$3

03+

2A+���
�ℎ

, 
� =

√√
A2
+
�

$3
03+ (G̃+0 − D+ )

����
�ℎ

,

&% =
A2
+
�@%

$2
0(G̃+0 − D+ )3+�ℎ

, %& =
(?& − ?)) A2

+
�

3+ $0 (G̃+0 − D+ )
, �* =

D+ − D)
G̃+0

ergeben sich die dimensionslosen Systemgleichungen

"+-
′′
+ + -

′
+ +  +-+ = ±(%1 − �2) (4.18)

%′1 = ∓
+-′+ +&ℎ(-+ , %1) −&�(%1) (4.19)

mit den dimensionslosen Volumenströmen

&ℎ,@(-+ , %1) = &% −
{
�+-+

√
%1 , -+ > 0

0, - ≤ 0
(4.20)

&ℎ,?(-+ , %1) =


�+-+

√
%& − %1 , -+ > 0

0, −�* < -+ ≤ 0
�+ (-+ + �* )

√
%1 , -+ ≤ −�*

(4.21)

&�(%1) = 
�
√
%1 , (4.22)

in denen die Annahmen ?1 ≥ ?) und ?& ≥ ?1 integriert sind. Für die dimensionslose
Gleichgewichtslage ergibt sich mit den Gleichungen (4.12) und (4.13) näherungsweise

[-̃+0 , -̃
′
+0 , %̃10]> = [1, 0, �2]> . (4.23)

Die mit Tab. 4.1 aus Gl. (4.17) resultierenden dimensionslosen Parameterwerte sind in
Tab. 4.2 aufgeführt.
Im Folgenden wird die Koordinate �+ = -+ − -+0 eingeführt, welche Abweichungen
von der Gleichgewichtslage des Ventilkolbens -+0 beschreibt. Anhand von Gl. (4.18)
kann der Druck

%1 = �2 ± ("+�
′′
+ + �

′
+ +  + (�+ + -+0))

= %10 ± ("+�
′′
+ + �

′
+ +  +�+ ) (4.24)
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4 Verallgemeinerter Ventilkreislauf

nun in Abhängigkeit dieser verschobenen Kolbenposition �+ ausgedrückt werden.
Durch Einsetzen von Gl. (4.24) in Gl. (4.19) ergibt sich eine Systemdarstellung

0 = "+�
′′′
+ + �

′′
+ +  +�

′
+ + 
+�

′
+

∓&ℎ(�+ + -+0 , %10 ± ("+�
′′
+ + �

′
+ +  +�+ ))

±&�(%10 ± ("+�
′′
+ + �

′
+ +  +�+ )) (4.25)

als Einzeldifferentialgleichung dritter Ordnung. Im Folgenden wird mit der dimensi-
onslose Kolbenmasse ein kleiner Parameter � := "+ � 1 definiert. Um die Größen-
ordnungen der weiteren Terme in Gl. (4.25) abzuschätzen, müssen diese als Polynome
in den abhängigen Variablen �+ , �′+ und �′′

+
ausgedrückt werden. Aus diesem Grund

werden im Folgenden die Beschreibungen beider Schaltzustände �+ + --0 > 0 und
�+ + -+0 ≤ 0 als unabhängige Funktionen betrachtet und beide in eine Taylorreihe um
die Gleichgewichtslage [�+ , �′+ , �

′′
+
]> = [0, 0, 0]> entwickelt. Der dritte Schaltzustand

�+ + -+0 < −�* wird ab hier nicht mehr betrachtet, da die zweite Steuerkante bei
positiver Ventilüberdeckung für stationäre Prozesse nicht relevant ist, wie Abb. (4.4a)
zeigt.
Die Taylorreihen-Entwicklung führt auf die Darstellung

0 = "+�
′′′
+ + �

′′
+ + ( + + 
+ )�

′
+ +

{
&% , Kreislauf mit Konstantpumpe
0, Kreislauf mit Druckquelle

∓

&ℎ(-+0 , %10) + %&ℎ

%�+

���
-+0 ,%10

�+ + %&ℎ

%�′
+

���
-+0 ,%10

�′
+
, �+ + -+0 > 0

0, �+ + -+0 ≤ 0

∓


%&ℎ

%�′′
+

���
-+0 ,%10

�′′
+
+ %2&ℎ

%�+%�′+

���
-+0 ,%10

�+�′+ , �+ + -+0 > 0

0, �+ + -+0 ≤ 0

Parameter Symbol Wert
Dimensionslose Masse des Ventilkolbens "+ 0.13
Dimensionslose Federsteifigkeit  + 0.005
Dimensionslose Rückstellkraft/Steuerkraft �2 17.83
Dimensionslose Kolbenstirnfläche 
+ 0.037
Dimensionsloser Kolbenumfang �+ 0.24
Dimensionslose Ventilüberdeckung �* 13.46
Dimensionsloser Förderstrom der idealen Pumpe &% 1.92
Dimensionsloser Versorgungsdruck %& 35.50
Dimensionslose Blendenfläche 
� 0.22

Tabelle 4.2: Dimensionslose Parameterwerte.
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4.2 Dimensionsloses Modell

±&�(%10) ±
%&�

%�+

����
%10

�+ ±
%&�

%�′
+

����
%10

�′+ ±
%&�

%�′′
+

����
%10

�′′+ + '(�+ , �
′
+ , �

′′
+ ) (4.26)

mit dem Restglied '(�+ , �′+ , �
′′
+
), welches Terme höherer Ordnung enthält.

Alle Koeffizienten von Monomen der Variablen �+ , �′+ und �′′
+
, welche in der Grö-

ßenordnung O
(
�2) oder kleiner sind, werden nun vernachlässigt und neue, auf die

Größenordnung O(1) skalierte Parameter eingeführt. Dabei wird

1 + %&�

%�′′
+

����
%10

+ %&ℎ

%�′′
+

����
-+0 ,%10

≈ 1 (4.27)

angenommen, was mit den vorliegenden Parameterwerten eine sehr gute Näherung ist.
Daraus folgt die für beide Kreislaufvarianten identische

0 = ��′′′+ + �
′′
+ +

{
� B�′+ + $2

B�+ + �#B�′+�+ , �+ + -+0 > 0
� ̄B�′+ − &̄B , �+ + -+0 ≤ 0

(4.28)

abschnittsweise definierte Differentialgleichung. Der Schaltübergang bei �+ = −-+0
markiert eine Nichtlinearität der Größenordnung O(1), da die Terme $2

B�+ und &̄B

ebenfalls in der Größenordnung O(1) sind. Die Nichtlinearität �#B�+�′+ ist in der
Größenordnung O(�). Für die skalierten Parameter gilt

� B =  + + 
+ + �) (4.29)
� ̄B =  + + 
+ + �̄) (4.30)

$2
B = �) + +

{
�+
√
%10 , Kreislauf mit Konstantpumpe

�+
√
%& − %10 , Kreislauf mit Druckquelle

(4.31)

&̄B =

{
&% − 
�

√
%10 , Kreislauf mit Konstantpumpe


�
√
%10 , Kreislauf mit Druckquelle

(4.32)

�#B =


− +�)2%10

+ �+
2
√
%10
, Kreislauf mit Konstantpumpe

−  +�)
2(%&−%10) +

�+

2
√
%&−%10

+ 
� +%&

4(%&−%10)%3/2
10
, Kreislauf mit Druckquelle

(4.33)

mit den Abkürzungen

�) =

�

2
√
%10
+


�+-+0
2
√
%10
, Kreislauf mit Konstantpumpe

�+-+0

2
√
%&−%10

, Kreislauf mit Druckquelle
(4.34)
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4 Verallgemeinerter Ventilkreislauf

Symbol Wert (Kreislauf mit Wert (Kreislauf mit
Konstantpumpe) Druckquelle)

� 0.13 0.13
 B 0.74 0.75
 ̄B 0.53 0.53
$B 1.00 0.98
&̄B 0.99 0.95
#B 0.22 0.22
-+0 0.99 0.98

Tabelle 4.3: Werte der skalierten Parameter.

�̄) =

�

2
√
%10

. (4.35)

Aus den Gleichungen (4.31) und (4.32) folgt mit Gl. (4.23), dass sich für beide System-
varianten näherungsweise die selben skalierten Parameterwerte ergeben, falls

&% = 2
√
�2
� und %& = 2�2 (4.36)

gilt. Dies ist mit den dimensionslosen Parameterwerten aus Tab. 4.2 näherungsweise
erfüllt (siehe auch Tab. 4.3), weshalb die im weiteren Verlauf der Arbeit präsentierten
Ergebnisse sowohl für das Konstantdrucksystem mit Konstantpumpe als auch für
das System mit Druckquelle gelten und nicht mehr explizit zwischen diesen beiden
Systemen unterschieden wird. Die Standardparameter aus Tab. 4.1 erzeugen die in
Tab. 4.3 dargestellten skalierten Parameterwerte.
Die Abbildung 4.5 zeigt einen Vergleich der stationären Grenzzyklusschwingungen
zwischen dem Originalsystem, Gleichungen (4.18) und (4.19), und der Taylorreihen-
Entwicklung, Gl. (4.28). Die Abweichungen zwischen den beiden Simulationsergeb-
nissen resultieren aus der Vernachlässigung der Terme in der Größenordnung O

(
�2) .

Auffällig ist die Projektion in der -′
+
−-′′

+
-Ebene. Bei geschlossener Steuerkante besteht

hier ein nahezu linearerZusammenhang,währendbei offener Steuerkante die Trajektorie
nahezu kreisförmig verläuft,was auf einen trigonometrischenZusammenhang schließen
lässt.
Die Minima und Maxima der stationären Grenzzyklusschwingungen sowie deren
Frequenz sind in Abb. 4.6 dargestellt. Eine Verringerung des kleinen Parameters"+ = �

führt zur Stabilisierung der Gleichgewichtslage. Der Bifurkationspunkt wird durch die
Taylorreihen-Entwicklung nicht sichtbar verschoben. Selbst für (aus einer asymptoti-
schen Betrachtungsweise heraus) relativ große � ist die Übereinstimmung zwischen
Originalsystem und Taylorreihen-Entwicklung sehr gut.
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4.3 Modellvarianten

(a) Grenzzyklus projiziert auf die -+ − -′+ -Ebene. (b) Grenzzyklus projiziert auf die -′
+
− -′′

+
-Ebene.

Abbildung 4.5: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und der Taylorreihen-
Entwicklung.

(a)Minima und Maxima der stationären Grenzzy-
klusschwingungen.

(b) Frequenz der stationären Grenzzyklusschwin-
gungen.

Abbildung 4.6: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und der Taylorreihen-
Entwicklung unter Variation des kleinen Parameters "+ = �.

4.3 Modellvarianten
Im Folgenden werden die Zusammenhänge zwischen dem verallgemeinerten Ven-
tilkreislauf und den noch fehlenden vier Kreislaufvarianten aus den Abbildungen
3.1 und 3.2 diskutiert. Diese vier Systeme werden hier stellvertretend für eine viel
größere Anzahl an möglichen Kreislaufvarianten diskutiert. Sie stellen eine Auswahl
der einfachst möglichen Schaltungen dar.
Sowohl das Konstantdrucksystem mit druckgeregelter Verstellpumpe als auch das
System mit Druckminderventil und Druckquelle sind vollständig im verallgemeinerten
Ventilkreislauf enthalten. Sie gehen aus den Systemen mit Konstantpumpe und Druck-
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4 Verallgemeinerter Ventilkreislauf

(a) Konstantdrucksystem mit druckgeregelter
Verstellpumpe.

(b) Kreislauf mit Druckminderventil und
Druckquelle.

Abbildung 4.7: Detaillierte Darstellung der Ventilkreisläufe mit Verstellpumpe und Druckminderventil.

regelventil bzw. 3/3-Proportional-Wegeventil und Druckquelle durch das Entfernen
jeweils einer Steuerkante hervor. Detaillierte Darstellungen sind in Abb. 4.7 abgebildet.
Die Gleichungen für das Konstantdrucksystem mit druckgeregelter Verstellpumpe in
Abb. 4.7a setzen sich aus der Dynamik des Steuerkolbens sowie der Druckdynamik
in der Kapazität �ℎ zusammen. Wie in Abschnitt 3.2.3 bereits diskutiert, sind die (i.A.
beidseitigen) Kopplungen zwischenKolbendynamik undDruckdynamik in ersterNähe-
rung linear. Damit ergibt sich entsprechend den Ausführungen zur Pumpendynamik in
Abschnitt 3.2.3 und den gleichen Annahmen wie in Abschnitt 4.1 die Systemdarstellung

< ¥G + 3 ¤G + : G = (A2
 � − 0%1)?1 + ( 5%0 + : G 0) (4.37)

�ℎ ¤?1 = @̃%(G − G> ) − A
2
 � ¤G − ����Δ(?1 − ?)) , (4.38)

wobei hier die allgemeinere Formulierung der Flügelzellenpumpe eingesetzt wurde.
Diese Gleichungsstruktur ist nahezu identisch zu den Gleichungen (4.1) und (4.2), mit
dem Unterschied, dass die Kopplung zwischen G und ?1 in der Druckdynamik hier
linear ist. Daraus folgt, dass Stabilitätsaussagen des verallgemeinerten Ventilkreislaufs
auf das Konstantdrucksystem mit Verstellpumpe übertragen werden können und somit
auch hier die Druckrückführung zu einer Destabilisierung der Gleichgewichtslage füh-
ren kann. Es gibt jedoch hier keine Steuerkante, welche die selbsterregten Schwingungen
reduziert und so die Dynamik beeinflusst. Aus diesem Grund sind die asymptotischen
Analysen der folgenden Kapitel nicht auf das Konstantdrucksystem mit Verstellpumpe
übertragbar.
Die Dynamik des Systems mit Druckminderventil und Druckquelle ergibt sich sofort
aus den Gleichungen für das Systemmit 3/3-Proportional-Wegeventil und Druckquelle,
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4.3 Modellvarianten

(a) Load-Sensing-System mit Konstantpumpe. (b) Kreislauf mit Stromregelventill und Druck-
quelle.

Abbildung 4.8: Detaillierte Darstellung der Ventilkreisläufe mit zusätzlichen Druckrückführungen.

lediglich ohne die zweite Steuerkante. Da diese in der Herleitung von Gl. (4.28) ohnehin
vernachlässigt wurde, gilt Gl. (4.28) ohne Einschränkung auch für das System mit
Druckminderventil und Druckquelle.
Zur Beschreibung des Load-Sensing-Systems mit Konstantpumpe und des Systems mit
Stromregelventil und Druckquelle müssen zusätzlich zum verallgemeinerten Ventil-
kreislauf eine Druckrückführung und eine Druckdynamik in der zusätzlichen Kapazität
�ℎ!( bzw. �ℎ' modelliert werden. Diese beiden Systeme sind somit nicht vollständig im
verallgemeinerten Ventilkreislauf enthalten. Für das Load-Sensing-System ergibt sich
die Darstellung

<+ ¥G+ + 3+ ¤G+ + :+G+ = A2
+�(?1 − ?!() − 52 (4.39)

�ℎ ¤?1 = −A2
+� ¤G+ − @!((?1 , ?!() + @ℎ,@(G+ , ?1) (4.40)

�ℎ!( ¤?!( = A2
+� ¤G+ + @!((?1 , ?!() − @�(?!() (4.41)

und für das Stromregelventil gilt

<+ ¥G+ + 3+ ¤G+ + :+G+ = −A2
+�(?1 − ?') + 52 (4.42)

�ℎ ¤?1 = A
2
+� ¤G+ − @'(?1 , ?') + @ℎ,?(G+ , ?1) (4.43)

�ℎ!( ¤?' = −A2
+� ¤G+ + @'(?1 , ?') − @�(?') (4.44)
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4 Verallgemeinerter Ventilkreislauf

(a) Kolbenverschiebung G+ (C). (b) Drücke ?1(C) und ?!((C).

Abbildung 4.9: Systemdynamik des Load-Sensing-Systems mit Konstantpumpe. Dämpfung 3+ = 100 N s/m,
Volumenstrom @% = 7.5 l/min, Steuerkraft 52 = 22 N, Blendenfläche �!( = 1.4 · � · (10−3)2 m2, Kapazität
�ℎ!( = 2.92 · 10−13 m3/Pa.

mit den Funktionen @ℎ,@ , @ℎ,? und @� entsprechend den Gleichungen (4.4), (4.5) und
(4.9) sowie mit den Volumenströmen

@!( = ���!(Δ(?1 − ?!() (4.45)
@' = ���'Δ(?1 − ?') . (4.46)

Die Gleichungsstruktur der beiden Systeme weist – ähnlich wie bei den im ver-
allgemeinerten Ventilkreislauf enthaltenen Systemen – große Gemeinsamkeiten auf.
Wie bereits in Kap. 3 erläutert, besteht das Funktionsprinzip beider Systeme darin,
durch die Druckwaagen eine Druckdifferenz bzw. im Fall des Stromregelventils einen
Volumenstrom zu regeln. Dieses Funktionsprinzipwird in denAbbildungen 4.9 und 4.10
verdeutlicht. Wie bei der Druckregelung auch ist die Steuerkante im stationären Betrieb
leicht geöffnet, umdenvonderKonstantpumpeüberschüssig gefördertenVolumenstrom
zukompensieren bzw. vonderDruckquelle einendefiniertenVolumenstromzu erhalten.
Eine Veränderung der Last (Blendenflächen �� und �!() und der Versorgungsleistung
(Druck ?&) kompensieren die Systeme nach kurzen transienten Prozessen derart, dass
zwar die stationären Drücke variieren, jedoch die stationären Druckdifferenzen bzw.
beim Stromregelventil zusätzlich der stationäre Volumenstrom @' näherungsweise
konstant bleiben. Um ähnlich hohe Drücke wie bei den anderen Systemen zu erzeugen,
ist eine sehr viel geringere Steuerkraft 52 nötig, da nun zur Unterstützung der Steuerkraft
zusätzlich eine Druckkraft auf die entsprechende Kolbenfläche wirkt. Die verwendeten
Parameterwerte sind, soweit sie von den Werten in Tab. 4.1 abweichen, den jeweiligen
Abbildungen zu entnehmen.
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4.3 Modellvarianten

(a) Kolbenverschiebung G+ (C). (b) Drücke ?1(C) und ?'(C) sowie Volumenstrom
@'(C).

Abbildung 4.10: Systemdynamik des Systems mit Stromregelventil und Druckquelle. Dämpfung 3+ =

120 N s/m, Steuerkraft 52 = 24.2 N, Blendenfläche �' = 1.4 ·� · (10−3)2 m2, Kapazität �ℎ' = 2.92 ·10−13 m3/Pa.

(a) Kolbenverschiebung G+ (C). (b) Drücke ?1(C) und ?!((C).

Abbildung 4.11: Stationäres Verhalten des Load-Sensing-Systems mit Konstantpumpe unter Variation der
Systemdämpfung 3+ . Steuerkraft 52 = 22 N, Blendenfläche �!( = 1.4 · � · (10−3)2 m2, Kapazität �ℎ!( =
2.92 · 10−13 m3/Pa.

Ein kontinuierliche Verringerung der Systemdämpfung 3+ führt wie zuvor zum Stabi-
litätsverlust und zum Auftreten selbsterregter Schwingungen, welche die Steuerkante
überschreiten, durch diese jedoch offensichtlich stark reduziert werden. Dies ist in
den Abbildungen 4.11 und 4.12 dargestellt. Der Stabilitätsverlust tritt hier jedoch
bei deutlich kleineren Dämpfungswerten auf. Für 3+ = 70 N s/m ergibt sich eine
Schwingungskreisfrequenz der selbsterregten Schwingungen von 1438 rad/s (Load-
Sensing-System) bzw. 1442 rad/s (Stromregelventil). Die Schwingungsfrequenzen sind
somit in der selben Größenordnung wie die des verallgemeinerten Ventilkreislaufs.
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4 Verallgemeinerter Ventilkreislauf

(a) Kolbenverschiebung G+ (C). (b) Drücke ?1(C) und ?'(C) sowie Volumenstrom
@'(C).

Abbildung 4.12: Stationäres Verhalten des Systems mit Stromregelventil und Druckquelle unter Variation
der Systemdämpfung 3+ . Steuerkraft 52 = 24.2 N, Blendenfläche �' = 1.4 · � · (10−3)2 m2, Kapazität �ℎ' =
2.92 · 10−13 m3/Pa.

Für eine Entdimensionierung der Systemgleichungen wären also vermutlich die cha-
rakteristischen Größen entsprechend den Gleichungen (4.13) und (4.16) nach wie vor
geeignet. Weiterhin ist zu vermuten, dass die asymptotischen Analysen der selbst- und
fremderregten Schwingungen aus den folgenden Kapiteln zumindest eingeschränkt auf
das Load-Sensing-System und den Kreislauf mit Stromregelventil übertragbar sind.
Zusammenfassend gilt die Aussage, dass die Untersuchung des verallgemeinerten
Ventilkreislaufs nicht nur Erkenntnisse über die spezifischen in ihm enthaltenen Kreis-
laufvarianten liefern kann. Vielmehr können die Erkenntnisse, zumindest eingeschränkt,
auch auf andere Kreisläufe mit Druckrückführungen übertragen werden und als
Ausgangspunkt für weitere, spezifischere Untersuchungen dienen.
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5 Dynamik selbsterregter
Schwingungen

DieDynamikdes verallgemeinertenVentilkreislaufswirddurch eine autonome, singulär
gestörte gewöhnliche Differentialgleichung, Gl. (4.25) beschrieben. Wie in Abschnitt 2.3
ausgeführt, wird die Phasenraumstruktur singulär gestörter Systeme maßgeblich durch
die langsame Mannigfaltigkeit geprägt. Deren Stabilitätseigenschaften beeinflussen
grundlegend das dynamische Verhalten des Systems.
In Abschnitt 5.1 wird durch eine asymptotische Approximation der schnellen Dynamik
eine Näherung der langsamen Mannigfaltigkeit des verallgemeinerten Ventilkreislaufs
berechnet und deren global asymptotische Stabilität gezeigt. Dies lässt eine physikalisch
motivierte Reduktion des Systems und eine damit verbundene Transformation auf ein
regulär gestörtes System zu.
In diesem regulär gestörten System ist die Ventilsteuerkante weiterhin durch eine
Nichtlinearität der Größenordnung O(1) vertreten. Für die asymptotische Analyse mit
Hilfe des Mittelwertbildungsverfahrens wird aus diesem Grund in Abschnitt 5.2 eine
abschnittsweise definierte Grundlösung zur Transformation in ein nicht-glattes System
in Standardform herangezogen. Da die Nichtlinearität der Steuerkante nun in der
Größenordnung O(�) vorliegt, eignet sich dieses für die Anwendung eines Mittel-
wertbildungsverfahren. Das asymptotische Verfahren wird zuletzt durch numerische
Simulationen verifiziert.

5.1 Reduktion der schnellen Dynamik
Der Vorgehensweise in Abschnitt 2.3 entsprechend wird die Bewegung des verallgemei-
nerten Ventilkreislaufs in eine schnelle Dynamik und eine langsameDynamik aufgeteilt.
Mit den langsamen Variablen / = [�1 , �2]> = [�+ , �′+ ]> und der schnellen Variablen
� = �′′

+
erhält man eingesetzt in Gl. (4.25)

�′1 = �2 (5.1)
�′2 = � (5.2)
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5 Dynamik selbsterregter Schwingungen

��′ = −� +
{
−� B�2 − $2

B�1 − �#B�2�1 , �1 + -+0 > 0
−� ̄B�2 + &̄B , �1 + -+0 ≤ 0

,

=: 6(/, �, �), (5.3)

ein System in Zustandsraumdarstellung. Eine Näherung erster Ordnung

ℳ0 =

{
[�1 , �2 , �]> = R3 : � =

{
−$2

B�1 , �1 + -+0 > 0
&̄B , �1 + -+0 ≤ 0

}}
(5.4)

der langsamen Mannigfaltigkeitℳ� wird berechnet, indem in Gl. (5.3) der kleine Para-
meter � = 0 eingesetzt wird. Diese Näherung ist stetig, jedoch an der Ventilsteuerkante
�+ + -+0 = 0 nicht stetig differenzierbar, vgl. Abb. 5.1a. Die durchℳ0 beschriebene
Hyperfläche ist eine global asymptotisch stabile (Eigenwert � = −1) Gleichgewichtslage
der Differentialgleichung

d�
d� = 6(/, �, 0)

mit der schnellen Zeit � = �
� , in der die Einträge des Vektors / als konstante Parameter

betrachtet werden. Somit ist die langsame Mannigfaltigkeit ein Attraktor, welche auf-
grund des globalen Stabilitätscharakters alle Lösungstrajektorien der Gleichungen (5.1)
bis 5.3 unabhängig von den Anfangsbedingungen anzieht. Die Trajektorien verbleiben
für alle Zeiten auf der langsamen Mannigfaltigkeit.

(a) Dreidimensionaler Phasenraum des verallgemei-
nerten Ventilkreislaufs.

(b) Zeitverlauf der schnellen Variable �(�) = �′′
+
(�).

Die Simulation entspricht C = 0.3 s in der dimensi-
onsbehafteten Zeitskala.

Abbildung 5.1: Schnelle und langsame Bewegung des Ventilkreislaufs.
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5.1 Reduktion der schnellen Dynamik

Eine mögliche Lösungstrajektorie ist beispielhaft ebenfalls in Abb. 5.1a dargestellt.
Der transiente Prozess bis zum Erreichen der langsamen Mannigfaltigkeit spielt sich
innerhalb eines sehr kurzen Zeitfensters ab, weil der Eigenwert � = −1 sich auf die
schnelle Zeit � bezieht und weil die Menge möglicher Anfangsbedingungen durch das
Kolbenspiel eng begrenzt ist. Somit ist er für die praktische Anwendung in diesem Fall
nicht relevant und es eröffnet sich die Möglichkeit, das singulär gestörte Problem auf
ein regulär gestörtes Problem zu reduzieren, ohne eine explizite Betrachtung in der
schnellen Zeit � vorzunehmen.
Das Vorhandensein zweier unterschiedlicher Zeitskalen wird in Abb. 5.1b verdeut-
licht. Im dargestellten Zeitfenster, welches einer dimensionsbehafteten Zeitskala von
C = 0.3 s entspricht, findet der Einschwingvorgang bis zum Erreichen der langsamen
Mannigfaltigkeit fast instantan statt. Beim weiteren Einschwingvorgang bewegt sich die
Lösungstrajektorie auf der langsamen Mannigfaltigkeit. Der Grenzzyklus ist erst am
Ende des dargestellten Zeitfensters ausgebildet.
Der deutlich sichtbare Knick bei � ≈ 70 markiert das erstmalige Erreichen der Steu-
erkante. Hier wird das weitere Aufschwingen sichtbar abgebremst, was im Hinblick
auf die Begrenzung der Schwingungsamplituden ein wichtiges Merkmal ist. Die hier
betrachteten Kolbenschieberventile heben sich in diesem Punkt vorteilhaft von den
Sitzventilen ab, bei denen eine entsprechende Energiedissipation stattdessen nur durch
Stoßvorgänge erfolgen kann, welche in der praktischen Anwendung nicht akzeptabel
sind.
DieReduktionder schnellenDynamik erfolgt analog zuder inAbschnitt 2.3 dargestellten
Vorgehensweise. Zunächst wird die schnelle Variable � mittels des Reihenansatzes
� ≈ �̃ = �0 + ��1, der in Gl. (5.3) eingesetzt wird, bis zu Größenordnung O(�)

�̃ =

{
−$2

B�1 + �
( (
$2
B −  B

)
�2 − #B�2�1

)
, �1 + -+0 > 0

&̄B − � ̄B�2 , �1 + -+0 ≤ 0
(5.5)

approximiert. Dies geschieht durch das Bilanzieren der Terme gleicher Größenordnun-
gen. Die auftretenden Gleichungen sind im Gegensatz zur regulären Störungsrechnung
algebraischer Natur und rekursiv zu lösen. Durch das Einsetzen der Approximation
in die langsame Dynamik, welche durch die Gleichungen (5.1) und (5.2) repräsentiert
werden, wird ein reduziertes, regulär gestörtes System

�′1 = �2 (5.6)

�′2 =

{
−$2

B�1 + �
( (
$2
B −  B

)
�2 − #B�2�1

)
, �1 + -+0 > 0

&̄B − � ̄B�2 , �1 + -+0 ≤ 0
(5.7)
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5 Dynamik selbsterregter Schwingungen

(a) Grenzzyklus projiziert auf die -+ − -′+ -Ebene. (b) Grenzzyklus projiziert auf die -′
+
− -′′

+
-Ebene.

Abbildung 5.2: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und des reduzierten Systems.

gewonnen, welches die Dynamik auf der langsamen Mannigfaltigkeit näherungsweise
beschreibt.
Die Abb. 5.2 zeigt einen Vergleich zwischen den stationären Lösungen des Originalsys-
tems (Gleichungen (4.18) und (4.19)) und des reduzierten, regulär gestörten Systems.
Projiziert auf die -+ − -′+ -Ebene zeigen beide Lösungen eine gute Übereinstimmung,
sieheAbb. 5.2a.Wird der Phasenraummittels Gl. (5.5) künstlich auf die dritte Dimension
erweitert, so wird erkennbar, dass die Approximation der schnellen Variable (und
somit auch die rechte Seite von Gl. (5.7)) nicht stetig ist. Da der Sprung jedoch in der
Größenordnung O(�) ist, sind hier in der weiteren Vorgehensweise keine Schwierig-
keiten zu erwarten. Die Minima und Maxima der Grenzzyklusschwingungen sowie
deren Frequenz sind für veränderliche � in Abb. 5.3 dargestellt. Wie zu erwarten ist,
wird die Approximation mit steigendem � = "+ schlechter. Die Überschätzung der
Amplitude und Unterschätzung der Frequenz der Grenzzyklusschwingungen nimmt
mit steigendem � = "+ zu. Dies liegt einerseits in der Natur aller asymptotischen
Methoden, deren Fehlerabschätzung abhängig vom kleinen Parameter ist. Andererseits
wird für große � die Annahme von Amplituden der Größenordnung O(1) verletzt, wie
in Abb. 5.3a deutlich zu sehen ist. Hier würde eine modifizierte Entdimensionierung
eventuell bessere Ergebnisse liefern. Dieser Parameterbereich ist jedoch für praktische
Anwendungen weniger interessant, weshalb im Rahmen dieser Arbeit auf einen solchen
Ansatz verzichtet wird.
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5.2 Approximation der langsamen Dynamik

(a)Minima und Maxima der stationären Grenzzy-
klusschwingungen.

(b) Frequenz der stationären Grenzzyklusschwin-
gungen.

Abbildung 5.3: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und des reduzierten Systems
unter Variation des kleinen Parameters �.

5.2 Approximation der langsamen Dynamik
Im Folgenden wird die langsame Dynamik durch ein Mittelwertbildungsverfahren
approximiert. Dafür muss zunächst mit Hilfe der Grundlösung ein System in Stan-
dardform formuliert werden. Setzt man � = 0 in Gl. (5.7) ein, so bleibt die durch die
Steuerkante hervorgerufene Nichtlinearität erhalten. Somit ergeben sich abschnittsweise
definierte Grundlösungen

�̃10(�) =
{
�10(�) = � cos($B� + 
), �0 < � ≤ �1

�̄10(�) = 21 + 22� + 1
2 &̄B�2 , �1 < � ≤ �2

(5.8)

�̃20(�) =
{
�20(�) = −�$B sin($B� + 
), �0 < � ≤ �1

�̄20(�) = 22 + &̄B�, �1 < � ≤ �2
(5.9)

der langsamen Variablenmit den Integrationskonstanten �, 
, 21 und 22. Die Zeitpunkte
�0, �1 und �2, an denen die Grundlösung die Steuerkante kreuzt, werden im Folgenden
als Schaltzeiten bezeichnet und sind zunächst unbekannt. Die Periodizität sowie die
Stetigkeit der Grundlösung muss nun durch geeignete Übergangsbedingungen

�10(�0) = −-+0 (5.10)
�10(�1) = −-+0 (5.11)
�20(�1) = �̄20(�1) (5.12)
�̄10(�1) = −-+0 (5.13)
�̄10(�2) = −-+0 (5.14)
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5 Dynamik selbsterregter Schwingungen

erzwungen werden, vgl. Abb. 5.4a. Mit den Übergangsbedingungen werden die Inte-
grationskonstanten 21und 22 sowie die Schaltzeiten �0, �1 und �2 in Abhängigkeit
der Integrationskonstanten � und 
 ausgedrückt. Die Konstante � markiert den
Maximalwert der Schwingung. Das entsprechende Minimum �̄ wird nicht durch den
Wert −�, sondern durch das Minimum der Parabel �̄ = �̄10( 12 (�1 + �2)) beschrieben. Das
Lösen der Übergangsbedingungen liefert die Ausdrücke

�0 =
−
 − � + C

$B
(5.15)

�1 =
−
 + � − C

$B
(5.16)

�2 = �1 +
2$B

&̄B

√
�2 − -2

+0 (5.17)

21 =
1
2 &̄B�

2
1 +

√
�2 − -2

+0$B�1 − -+0 (5.18)

22 = −&̄B�1 −
√
�2 − -2

+0$B (5.19)

C = arccos
(
-+0
�

)
, (5.20)

welche nur noch von� und 
 sowie den Systemparametern abhängen. Die Grundlösung
�̃10(�) ist auch bei � = �2 stetig differenzierbar (das bedeutet, dass �̃20(�) an dieser Stelle
stetig ist), obwohl diese Bedingung nicht explizit formuliert wird. Dies liegt daran,
dass die Funktionen �10(�) und �̄10(�), aus denen die Grundlösung gebildet wird,
symmetrisch bezüglich der Zeitpunkte � = 1

2 (�0 + �1) bzw. � = 1
2 (�1 + �2) sind.

Die Schaltzeiten sind in Abb. 5.4b abhängig von der Amplitude � dargestellt. Während
die Gesamtperiodendauer �2 − �0 mit steigender Amplitude zunimmt, nimmt die Dauer
�1 − �0 des Teils der Schwingung, der bei geöffnetem Ventil stattfindet, sogar ab.
Durch Variation der Konstanten � = �(�) und 
 = 
(�) und durch Verwendung
der Gleichungen (5.8) und (5.9) als Variablentransformation mit �1 = �̃10 und �2 =

�̃20 wird ein System in Standardform gebildet. Einsetzen der Transformation in die
Gleichungen (5.6) und (5.7) liefert ein nicht-glattes Differentialgleichungssystem in der
Form

�′ = �

{
5�(� − 8Δ�), �0 + 8Δ� ≤ � < �1 + 8Δ�
5̄�(� − 8Δ�), �1 + 8Δ� ≤ � < �2 + 8Δ�

(5.21)


′ = �

{
5
(� − 8Δ�), �0 + 8Δ� ≤ � < �1 + 8Δ�
5̄
(� − 8Δ�), �1 + 8Δ� ≤ � < �2 + 8Δ�

(5.22)

Δ� = �2 − �0 , 8 = 0, 1, 2, . . .
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5.2 Approximation der langsamen Dynamik

(a) Verlauf der Grundlösungen �̃10(�) und �̃20(�)
innerhalb einer Periode für den Fall � > ++0, bei
dem die Schwingungen die Steuerkante �+ = −-+0
überschreiten.

(b) Schaltzeiten in Abhängigkeit der Amplitude
�. Für � < -+0 wird die Steuerkante nicht
überschritten, das Ventil ist hier also dauerhaft
geöffnet. Für � > -+0 nimmt die Periodendauer
�2 − �0 mit steigender Amplitude � zu.

Abbildung 5.4: Darstellung der Grundlösung.

für die Variablen � und 
. Die Funktionen 5�, 5̄�, 5
 und 5̄
 ergeben sich direkt durch
das Auflösen der Gleichungen nach �′ und 
′ undwerden hier nicht explizit angegeben.
Mittelwertbildung mit der Periodendauer �2 − �0 liefert das gemittelte System

�′ =
�

�2 − �0

(∫ �1

�0

5�(�)d� +
∫ �2

�1

5̄�(�)d�
)

= −�
(
6
(
$2
B

√
�2 − -2

+0 + &̄B(� − C)
))−1 ( (

2
(
#B&̄B +  ̄B$2

B

) (
�2 − -2

+0

)
+3-+0&̄B

(
 B − $2

B

)) √
�2 − -2

+0 − 3�2&̄B

(
$2
B −  B

)
(� − C)

)
. (5.23)


′ =
�

�2 − �0

(∫ �1

�0

5
(�)d� +
∫ �2

�1

5̄
(�)d�
)

= −�
(
3
(
$2
B

√
�2 − -2

+0 + &̄B(� − C)
))−1

 ̄B$2
B

�2&̄B

(
�2$2

B − &̄B-+0

) (
�2 − -2

+0

)
(5.24)

für den Fall � > -+0. Obwohl der Übergang auf die gemittelten Gleichungen streng
genommen durch eine Variablentransformation vorgenommen wird, werden der bes-
seren Lesbarkeit halber und weil die physikalische Bedeutung der Variablen sich nicht
ändert beim Übergang zu den gemittelten Gleichungen keine neuen Variablenbezeich-
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5 Dynamik selbsterregter Schwingungen

nungen für die Variablen � und 
 eingeführt. Die Minima der Grenzzyklusschwingun-
gen sind durch

�̄(�) = �̄10

(
� =

1
2 (�1 + �2)

)
=

1
2
$2
B

&̄B

(
-2
+0 − �

2
)
− -+0 (5.25)

gegeben.
Für den Fall � < -+0, bei dem die Schwingungen die Steuerkante nicht kreuzen, liefert
die Mittelwertbildung mit der Periodendauer 2�

$B
die Ausdrücke

�′ = �
$B

2�

∫ 2�
$B

0
5�(�)d� = −�

�

2

(
 B − $2

B

)
(5.26)


′ = 0 (5.27)
�̄(�) = −�(�) , (5.28)

welche das exponentielle Einschwingverhalten eines linearen Systems beschreiben. Sie
liefern außerdem als Nebenprodukt eine Näherung

 B − $2
B > 0 (5.29)

für die Stabilität der Gleichgewichtslage [�+ , �′+ , �
′′
+
]> = [0, 0, 0]>, welche im gemittelten

System durch die triviale Lösung � = 0 beschrieben wird. Mit den dimensionslosen
Parametern aus Abschnitt 4.2 und mit den vereinfachenden Annahmen

%10 ≈ %̃10 = �2 (5.30)
-+0 ≈ -̃+0 = 1 (5.31)
%& ≈ 2�2 (5.32)

 +

2 + �2 ≈ �2 (5.33)

 +"+ − 1 ≈ −1 (5.34)

führt dies auf die Stabilitätsbedingung

−( + + 
+ )
√
�2 + �+

(
"+�2 −

1
2

)
− 1

2
� < 0 (5.35)

in dimensionslosen Parametern. In dieser vereinfachten Form gilt diese sowohl für den
Kreislauf mit Konstantpumpe als auch für den Kreislauf mit Druckquelle. Daraus kann
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5.2 Approximation der langsamen Dynamik

(a) Grenzzyklus projiziert auf die -+ − -′+ -Ebene. (b) Grenzzyklus projiziert auf die -′
+
− -′′

+
-Ebene.

Abbildung 5.5: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und des gemitteltem System.

z. B. die stabilisierende Wirkung eines größeren Verbrauchervolumenstroms (dimen-
sionsloser Parameter 
�) oder eines kleineren Kolbendurchmessers (dimensionsloser
Parameter �+ ) abgeleitet werden.
Zur Verifizierung des Mittelwertbildungsverfahrens werden dessen Ergebnisse mit
numerischen Simulationsergebnissen des Originalsystems, Gleichungen (4.18) und
(4.19) verglichen. In Abb. 5.5 sind die Grenzzyklusschwingungen im Phasenraum
des Originalsystems dargestellt. Der zweidimensionale Phasenraum des gemittelten
Systems wurde dabei mittels der Grundlösungen, Gleichungen (5.8) und (5.9) zurück
transformiert sowie durch

-′′+ = �′′+ =
d�̃20(�)

d� =

{
−�$2

B cos($B� + 
), �0 < � ≤ �1

&̄B , �1 < � ≤ �2
(5.36)

künstlich auf die dritte Dimension erweitert. Durch die quadratische Ansatzfunktion
für den Fall des geschlossenen Ventils �+ + -+0 < 0 ist die Kolbenbeschleunigung dort
nun konstant. Weiterhin sieht es so aus, dass die Unstetigkeit der Beschleunigung -′′

+
,

welche im reduzierten System, Gleichungen (5.6) und (5.7) auftritt, nahezu vollständig
durch das Mittelwertbildungsverfahren eliminiert wird. Betrachtet man jedoch den
entsprechenden Übergang an der Steuerkante

d�20(�)
d�

����
�=�1

− d�̄20(�)
d�

����
�=�1

= $B-+0 − &̄B

=
 +-+0

2
√
%10
(�+-+0 + 
�) + �+-+0

√
%10 + 
�

√
%10 −&%

≈ �+-+0
√
%10 + 
�

√
%10 −&% = 0 , (5.37)
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5 Dynamik selbsterregter Schwingungen

(a) Vergleich des Einschwingverhaltens des Origi-
nalsystems und des gemittelten Systems. Für die
Anfangsbedingungen gilt -+ (0) = �(0) + -+0 und
-′
+
(0) = 
(0) = 0.

(b) Rechte Seite der gemittelten Gleichungen (5.23)
und (5.26) in Abhängigkeit der Amplitude für
unterschiedliche Werte von �. Nullstellen entsprechen
stationären Lösungen. Die Steigung an den jeweiligen
Nullstellen bestimmt die Stabilität der Lösung.

Abbildung 5.6: Stationäres und transientes Verhalten des gemittelten Systems.

so wird klar, dass die Unstetigkeit nur näherungsweise verschwindet. Bei der letzten
Zeile (Gl. (5.37)) handelt es sich um die Volumenstrombilanz an der Hauptkapazität im
stationären Zustand, weshalb sich hier null ergibt.
Auch das transiente Einschwingverhalten wird durch die gemittelten Gleichungen sehr
gut abgebildet, wie Abb. 5.6a zeigt. Es ist allerdings zu erwarten, dass die Näherung mit
betragsmäßig größeren Anfangswerten für die Amplitude �(0) schlechter wird, da die
Annahme von Amplituden in der Größenordnung O(1) immer mehr verletzt wird. Die
Anfangsbedingungen müssen konsistenterweise den Bedingungen

-+ (0) = �(0) cos(
(0)) + -+0 (5.38)
-′+ (0) = −�(0)$B sin(
(0)) (5.39)

genügen.
Da die gemittelten Gleichungen (5.23) und (5.24) bzw. (5.26) und (5.27) voneinander
entkoppelt sind, lässt sich die komplette Phasenraumstruktur des verallgemeinerten
Ventilkreislaufs durch die Darstellung der rechten Seite einer eindimensionalen, durch
die Gleichungen (5.23) und (5.26) abschnittsweise definierten, nichtlinearen gewöhnli-
chen Differentialgleichung beschreiben. Bei dieser Analyse müssen keine nichtlinearen
Gleichungssysteme gelöst oder ein aufwändiges Schießverfahren implementiert werden,
um stationäre Lösungen zu berechnen. Weiterhin kann auf die Berechnung von Eigen-
werten oder Floquet-Multiplikatoren zur Bestimmung der Stabilität dieser stationären
Lösungen verzichtet werden. Die rechte Seite der gemittelten Gleichungen (5.23) und
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5.2 Approximation der langsamen Dynamik

(a)Minima und Maxima der stationären Grenzzy-
klusschwingungen.

(b) Frequenz der stationären Grenzzyklusschwin-
gungen.

Abbildung 5.7: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und des gemittelten Systems
unter Variation des kleinen Parameters �.

(5.26) ist in Abb. 5.6b für vier unterschiedliche Werte von � dargestellt. Die Nullstellen
markieren stationäre Lösungen. Die Steigung an den jeweiligen Nullstellen entspricht
den Eigenwerten des um die jeweilige stationäre Lösung linearisierten Systems und
bestimmt damit die Stabilität dieser Lösung. Anhand von Abb. 5.6b ist also erkennbar,
dass außer der Gleichgewichtslage und einem Grenzzyklus keine weiteren stationären
Lösungen existieren.
In Abb. 5.7 sind die Extrema sowie die Frequenz der Grenzzyklusschwingungen in
Abhängigkeit des kleinen Parameters � = "+ dargestellt. Weiterhin ist die Gleich-
gewichtslage, welche unabhängig von � ist, dargestellt und deren Stabilität durch
durchgezogene bzw. gestrichelte Linien gekennzeichnet. Gegenüber Abb. 5.3 ist sowohl
qualitativ als auch quantitativ keine große Veränderung sichtbar. Die Abweichungen
zwischen demOriginalsystem und dem gemitteltem System sind selbst für relativ große
Werte von � sehr gering.
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6 Dynamik erzwungener
Schwingungen

Neben dem Mechanismus der Selbsterregung wirken in realen technischen Anwen-
dungen auch äußere Anregungsmechanismen. Diese können viele verschiedene Ursa-
chen haben. Wird die Fragestellung auf Anregungsmechanismen eingegrenzt, deren
Ursprünge innerhalb des hydraulischen Kreislaufs liegen, können drei grundlegende
Mechanismen unterschieden werden. Diese sind in Abb. 6.1 am Beispiel eines typischen
Minimalkreislaufs bestehend aus einem Druckregelventil und einem 3/3-Proportional-
Wegeventil dargestellt.

Abbildung 6.1: Minimaltopologie bestehend aus einem Druckregelventil mit Konstantpumpe (links) und
einem 3/3-Proportional-Wegeventil (rechts). Die möglichen Erregermechanismen sind der Pumpenvolu-
menstrom @% , die Steuerkräfte 521 und 522 sowie die Drücke ?1 und ?2, welche im Falle einer vorhandenen
Selbsterregung einen pulsierenden Volumenstrom bewirken, der als Erregung auf das jeweils benachbarte
Ventil wirkt.
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6 Dynamik erzwungener Schwingungen

Eine erste Ursache liegt in der Geometrie der hydraulischen Pumpen, in welchen das
Fluid durch diskrete Kammern transportiert wird und welche dadurch periodische
Schwankungen des Volumenstroms @% verursachen, welche in erster Näherung durch
Gl. (3.34) beschrieben werden können. Dieses Szenario wird bereits in [134] diskutiert
und mit Hilfe asymptotischer Methoden beschrieben. Im Rahmen dieser Arbeit wird
dieser Anregungsmechanismus deshalb nicht weiter betrachtet.
Eine weitere Ursache ist eine hochfrequente periodische Krafterregung, welche absicht-
lich den Steuerkräften 521 bzw. 522 überlagert wird, um die Haftreibung zwischen
Ventilkolben und Ventilgehäuse im Betrieb permanent zu überwinden und so ein
besseres Ansprechverhalten der Ventile auf Druckänderungen zu gewährleisten. Dazu
genügen jedoch meist sehr kleine Erregeramplituden und bei auftretenden Schwin-
gungsproblemen kann die Erregerfrequenz sehr einfach verändert werden, weshalb die-
ser Anregungsmechanismus in der Praxis keine großen Herausforderungen bereithält.
Er wird deshalb in dieser Arbeit ebenso nicht diskutiert.
Eine dritte Ursache sind Druckschwingungen, welche durch ein benachbartes instabiles
Ventil im selben hydraulischen Kreislauf hervorgerufen werden. Die Zuordnung einer
Instabilitätsquelle zu einem von zwei gekoppelten Ventilen ist dabei im Allgemeinen
unpräzise, da genau genommen nur die Gleichgewichtlage des Gesamtsystems stabil
oder instabil sein kann. Außerdem beeinflusst die Umgebung, in der ein Ventil eingebaut
wird, dessen Stabilität. Dies bedeutet, dass durch die Kopplung zweier stabiler Ventile
dasGesamtsystem instabil sein kann.Der umgekehrte Fall ist ebensomöglich. Zahlreiche
numerische Simulationen haben jedoch gezeigt, dass dies nur passiert, wenn sich die
Ventile bereits vor der Kopplung sehr nahe an der Stabilitätsgrenze befinden. Somit
gilt im Folgenden die Annahme, dass die Instabilitätsquelle einem bestimmten Ventil
zugeordnet werden kann.
Dies bedeutet, dass entweder die Gleichgewichtslage des Druckregelventils, welches
den Systemdruck ?1 steuert oder die des 3/3-Proportional-Wegeventils, welches den
Verbraucherdruck ?2 steuert, instabil sein kann.Der Fall, dass beideGleichgewichtslagen
instabil werden, beinhaltet komplexe dynamische Vorgänge wie quasiperiodische und
chaotische Schwingungen, siehe [131]. Diese sind mit Hilfe asymptotischer Methoden
nur sehr schwierig zu untersuchen und werden in dieser Arbeit ausgeschlossen.
Der Fall einer instabilen Gleichgewichtslage des 3/3-Proportional-Wegeventils ist
nahezu identisch mit dem einer pulsierenden Pumpe, da in beiden Fällen periodisch
schwingende Volumenströme als Erregung direkt auf die Hauptkapazität �ℎ1 wirken.
Dahingegen wird bei einer instabilen Gleichgewichtslage des Druckregelventils der pul-
sierende Volumenstrom zuerst über die Steuerkante des 3/3-Proportional-Wegeventils
geleitet, bevor er dessen Kapazität �ℎ2 erreicht. Da dieser Volumenstrom nach Gl. (4.5)
linear von der Kolbenposition abhängt, bewirkt dessen Schwingung eine parametrische
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6.1 Dimensionsloses Modell

Anregungsmechanismus Bemerkung
pulsierende Pumpe bereits in [134] untersucht
Anregung durch Steuerkraft Anregungsfrequenz einfach veränderbar
instabiles Proportionalventil Ähnlich zu pulsierender Pumpe
instabiles Druckregelventil parametrische Erregung
zwei instabile Ventile komplexe Schwingungsphänomene

Tabelle 6.1: Anregungsmechanismen.

Erregung. Dieser Anregungsmechanismus wurde bisher noch nicht untersucht und soll
deshalb Gegenstand der Analysen dieses Kapitels sein.
Eine Übersicht über die möglichen Anregungsmechanismen gibt Tab. 6.1.
In Abschnitt 6.1 wird zunächst das dimensionslose Modell des zu untersuchenden
Kreislaufs aufgestellt. Mit Hilfe der singulären Störungsrechnung wird dieses Modell
in Abschnitt 6.2 reduziert. Durch die Anwendung des Mittelwertbildungsverfahrens
werden in Abschnitt 6.3 mögliche Resonanzstellen identifiziert. Da durch die Art des
Anregungsmechanismus hier auch parametrische Resonanzen möglich sind, wird in
Abschnitt 6.4 zunächst eine Stabilitätsuntersuchung in der Nähe der parametrischen
Resonanzstellen durchgeführt, bevor in Abschnitt 6.5 die langsame Dynamik approxi-
miert und analysiert wird.

6.1 Dimensionsloses Modell
Das Szenario eines instabilen Druckregelventils in Verbindung mit einem stabilen
3/3-Proportional-Wegeventil wird vereinfacht als ein 3/3-Proportional-Wegeventil mit
pulsierender Druckquelle modelliert. Die Druckquelle stellt dabei ein Ersatzmodell des
instabilen Teilkreislaufs bestehend aus Druckregelventil und Konstantpumpe dar. Das
Modell kann fast vollständig aus Abb. 4.1b übernommen werden. Lediglich die ideale
Druckquelle wird durch eine pulsierende ersetzt, siehe Abb. 6.2. Die Druckschwingun-
gen werden dabei in erster Näherung durch eine harmonische Schwingung modelliert.
Dieses System wird bereits in [132] durch numerische Berechnungen untersucht.
Analytische Betrachtungen sind jedoch bisher ausstehend. Werden die Amplitude ?∗

&

und die Kreisfrequenz $& durch

%∗& =
?∗
&
A2
+
�

3+$0 G̃+0
(6.1)

Ω& =
$&
$0

(6.2)
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6 Dynamik erzwungener Schwingungen

Abbildung 6.2: Ventilkreislauf mit 3/3-Proportional-Wegeventil und pulsierender Druckquelle.

entdimensioniert, so liefert dies die dimensionslosen Gleichungen

"+-
′′
+ + -

′
+ +  +-+ = −%1 + �2 (6.3)

%′1 = 
+-
′
+ +&ℎ,?(-+ , %1) −&�(%1) (6.4)

mit den dimensionslosen Volumenströmen

&ℎ,?(-+ , %1) =


�+-+

√
%& + %∗& cosΩ&� − %1 , -+ > 0

0, −�* < -+ ≤ 0
�+ (-+ + �* )

√
%1 , -+ ≤ −�*

(6.5)

&�(%1) = 
�
√
%1 . (6.6)

Für die dimensionslosen Parameter gelten neben den Gleichungen (6.1) und (6.2) weiter-
hin die Berechnungsvorschriften aus Gl. (4.17). Es wird eine stabile Gleichgewichtslage
vorausgesetzt, das heißt es gilt die Ungleichung (5.35).
Um die Größenordnungen einzelner Terme abschätzen zu können, wird analog zu
Abschnitt 4.2 mit Hilfe der neuen Variablen �+ = -+ − -+0 und den Taylorreihen-
Entwicklungen für die Bereiche -+ > 0 und -+ ≤ 0 eine stückweise definierte
Einzeldifferentialgleichung

0 = ��′′′+ +


�B(�)�′′+ + � B(�)�

′
+
+ $B(�)2�+

+�#B(�)�′+�+ − �&B(�), �+ + -+0 > 0
�̄B�′′+ + � ̄B�

′
+
− &̄B , �+ + -+0 ≤ 0

(6.7)
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mit den skalierten Parametern

�B(�) = 1 + �-+0�+

2
√
Δ%(�)

+ �
�

2
√
%10
≈ 1 (6.8)

�̄B = 1 + �
�

2
√
%10
≈ 1 (6.9)

� B(�) =  + + 
+ + �)(�) (6.10)

$B(�)2 = �)(�) + + �+
√
Δ%(�) (6.11)

�#B(�) = −
 +�)(�)
2Δ%(�) +

�+

2
√
Δ%(�)

+

� +%&

4Δ%(�)%3/2
10

(6.12)

�&B(�) = 
�
√
%10 − �+-+0

√
Δ%(�) (6.13)

und den Abkürzungen

Δ%(�) = %& + %∗& cos
(
Ω&�

)
− %10 (6.14)

�)(�) =
�+-+0

2
√
Δ%(�)

(6.15)

hergeleitet. Die skalierten Parameter  ̄B und &̄B sind gegenüber dem autonomen System
unverändert und den Gleichungen (4.30) und (4.32) zu entnehmen. Der Fall -+ ≤ −�*
ist bei der Berechnung stationärer Lösungen für Ventile mit positiver Überdeckung nicht
relevant und wird deshalb nicht betrachtet. Für den Fall �+ + -+0 > 0 ergeben sich nun
entsprechend den Gleichungen (6.8) bis (6.15) zeitvariante Koeffizienten, in denen die
Ausdrücke(√

%& + %∗& cos
(
Ω&�

)
− %10

)=
, = = −2, . . . , 1 (6.16)

enthalten sind. Um das System einer asymptotischen Analyse zugänglich zu machen,
werden die zeitvarianten Koeffizienten einer weiteren Taylorreihen-Entwicklung um
%∗
&
= 0 unterworfen. Damit wird eine Struktur der Koeffizienten erzeugt, welche linear

in den enthaltenen trigonometrischen Funktionen ist.
Für die spätere Stabilitätsanalyse wird eine asymptotische Näherung zweiter Ordnung
benötigt, weshalb im Folgenden alle Terme bis zur Größenordnung O

(
�2) berücksichtigt

werden. Daraus geht die stückweise definierte Einzeldifferentialgleichung

0 = ��′′′+ + �
′′
+ +

{
$2
B�+ , �+ + -+0 > 0
−&̄B , �+ + -+0 ≤ 0
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+ �
{
 B�′+ + (�B�+ + %∗B) cosΩ&� + #B�+�′+ , �+ + -+0 > 0
 ̄B�′+ , �+ + -+0 ≤ 0

+ �2

{
(�B2 + �B3�+ )�′+ cosΩ&� + #B�+�′′+ , �+ + -+0 > 0
0, �+ + -+0 ≤ 0

(6.17)

dritter Ordnung mit kombinierter Fremd- und Parametererregung hervor. Beide Anre-
gungsmechanismen sind in der Größenordnung O(�) und nur bei geöffnetem Ventil
�+ + -+0 > 0 aktiv. Die skalierten Koeffizienten sind durch

�%∗B =
%∗
&
�+-+0

2
√
%& − %10

(6.18)

��B = −
%∗
&
�+

4
√
%& − %10

(
 +-+0
%& − %10

− 2
)

(6.19)

�2�B2 = −
�+-+0%

∗
&

4(%& − %10)3/2
(6.20)

�2�B3 =
%∗
&
�+

8(%& − %10)3/2

(
3 +-+0
%& − %10

− 2
)

(6.21)

definiert. Die skalierten Parameter  B , $B und #B sind den Gleichungen (4.29), (4.31)
und (4.33) zu entnehmen.
Für die numerischen Simulationen werden die Parameterwerte aus Tab. 4.1 verwendet,
jedoch mit einer erhöhten viskosen Dämpfung von 3+ = 190 N s/m, um die Stabilität
der Gleichgewichtslage des autonomen Systems entsprechend der Ungleichung (5.35)
zu gewährleisten. Die sich daraus ergebenden dimensionslosen und skalierten Parame-
terwerte sind in den Tabellen 6.2a und 6.2b aufgelistet.
Abb. 6.3 zeigt einen Vergleich der stationären periodischen Lösungen des Originalsys-
tems und der Taylorreihen-Entwicklung, Gl. (6.17). Um eine bessere Vergleichbarkeit mit
den Ergebnissen aus Abschnitt 4.2 herzustellen und weil die Approximation der statio-
nären periodischen Lösungen in Abschnitt 6.5 mit einem Mittelwertbildungsverfahren
erster Ordnung berechnet werden, werden in der Taylorreihen-Entwicklung jedoch nur
die Terme bis zur Größenordnung O(�) berücksichtigt. Das Originalsystem wird durch
die Gleichungen (6.3) und (6.4) repräsentiert. Die Anregung ist wegen %∗

&
= 1 in der

Größenordnung O(�) und es wird der Resonanzfall Ω& = $B betrachtet. Es ist wie
bereits beim Fall selbsterregter Schwingungen auch hier der klare Übergang zwischen
den beiden Schaltzuständen zu erkennen. Bei geschlossenem Ventil -+ < 0 besteht
wie zuvor eine nahezu lineare Abhängigkeit zwischen der Kolbengeschwindigkeit
-′
+
und der Kolbenbeschleunigung -′′

+
. Dieser Zusammenhang ist also unabhängig
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6.1 Dimensionsloses Modell

Parameter Symbol Wert
Dimensionslose Masse des Ventilkolbens "+ 0.09
Dimensionslose Federsteifigkeit  + 0.004
Dimensionslose Rückstellkraft/Steuerkraft �2 16.16
Dimensionslose Kolbenstirnfläche 
+ 0.033
Dimensionsloser Kolbenumfang �+ 0.25
Dimensionslose Ventilüberdeckung �* 13.46
Dimensionsloser Versorgungsdruck %& 31.55
Dimensionslose Blendenfläche 
� 0.24
Dimensionslose Erregeramplitude %∗

&
1

Dimensionslose Erregerkreisfrequenz Ω& 0.98

(a) Werte der dimensionslosen Parameter.

Symbol Wert
� 0.09
 B 1.09
 ̄B 0.74
$B 0.98
&̄B 0.95
#B 0.35
�B 0.35
�B2 −0.12
�B3 −0.13
%∗B 0.34
-+0 0.98

(b) Werte der skalier-
ten Parameter.

Tabelle 6.2: Parameterwerte mit erhöhter Dämpfung zur Gewährleistung einer stabilen Gleichgewichtslage
des autonomen Systems.

(a) Stationäre periodische Lösung projiziert auf die
-+ − -′+ -Ebene.

(b) Stationäre periodische Lösung projiziert auf die
-′
+
− -′′

+
-Ebene.

Abbildung 6.3: Vergleich der stationären Lösungen des Originalsystems und der Taylorreihen-Entwicklung
bis zur Größenordnung O(�) in der Hauptresonanz Ω& = $B .

davon, ob die Schwingungen von einer Selbsterregung oder einer Fremderregung
hervorgerufen werden. Die Schwingungsamplituden der erzwungenen Schwingungen
liegen in der selben Größenordnung O(1)wie die der Grenzzyklusschwingungen. Dies
rechtfertigt auch die Nutzung der selben dimensionslosen Variablen und Parameter.
Die Abweichungen zwischen dem Originalsystem und der Taylorreihen-Entwicklung
liegen in einer akzeptablen Größenordnung.
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6 Dynamik erzwungener Schwingungen

6.2 Reduktion der schnellen Dynamik
Das weitere Vorgehen ist analog zu dem in Abschnitt 5.1. Allerdings wird, wie bereits
zuvor erwähnt, für die spätere Stabilitätsanalyse ein asymptotisches Verfahren zweiter
Ordnung benötigt, weshalb im Folgenden über den Reihenansatz � ≈ �̃ = �0+ ��1+ �2�2
eine Näherung zweiter Ordnung der schnellen Variable �′′

+
= � berechnet wird. Das

Einsetzen des Reihenansatzes in Gl. (6.17) liefert die Bilanzen

0 = �0 +
{
$2
B�+ , �+ + -+0 > 0
−&̄B , �+ + -+0 ≤ 0

(6.22)

0 = �′0 + �1 +
{
 B�′+ + (�B�+ + %∗B) cosΩ&� + #B�+�′+ , �+ + -+0 > 0
 ̄B�′+ , �+ + -+0 ≤ 0

(6.23)

0 = �′1 + �2 +
{
(�B2 + �B3�+ )�′+ cosΩ&� + #B�+�0 , �+ + -+0 > 0
0, �+ + -+0 ≤ 0

(6.24)

bis zur Größenordnung O
(
�2) . Aus diesen werden mit den langsamen Variablen

[�+ , �′+ ]> = [�1 , �2]> die einzelnen Reihenglieder

�0 =

{
−$2

B�1 , �1 + -+0 > 0
&̄B , �1 + -+0 ≤ 0

(6.25)

�1 =

{(
$2
B −  B

)
�2 − (�B�1 + %∗B) cosΩ&� − #B�2�1 , �1 + -+0 > 0

− ̄B�2 , �1 + -+0 ≤ 0
(6.26)

�2 =


(
$2
B −  B

)
$2
B�1 − (�B�1 + %∗B)Ω& sinΩ&�

+(�B − �B2 − �B3�1)�2 cosΩ&� + #B�2
2 , �1 + -+0 > 0

 ̄B&̄B , �1 + -+0 ≤ 0

(6.27)

berechnet. Bei der Berechnung von �2 wird dabei die Approximation �′′
+
= �′2 = � ≈ �0

eingesetzt. Die Grundlösung �0 impliziert, dass sich die langsame Dynamik in erster
Näherung

ℳ0 =

{
[�1 , �2 , �]> = R3 : � =

{
−$2

B�1 , �1 + -+0 > 0
&̄B , �1 + -+0 ≤ 0

}}
(6.28)

in der Nähe der gleichen Hyperflächeℳ� abspielt wie im Fall selbsterregter Schwin-
gungen. Aus diesem Grund sind die Gleichungen (5.4) und (6.28) identisch.

86



6.2 Reduktion der schnellen Dynamik

(a) Dreidimensionaler Phasenraum des Ventil-
kreislaufs mit 3/3-Proportional-Wegeventil und
pulsierender Druckquelle.

(b) Zeitverlauf der schnellen Variable �(�) = �′′
+
(�).

Die Simulation entspricht C = 0.3 s in der dimensions-
behafteten Zeitskala.

Abbildung 6.4: Schnelle und langsame Bewegung des Ventilkreislaufs mit Fremderregung in der Hauptreso-
nanz Ω& = $B .

Dies wird durch die Simulationsergebnisse in Abb. 6.4a veranschaulicht. Nachdem die
Nähe der Hyperflächeℳ0 erreicht wird, verlässt die Trajektorie diese nicht mehr und
der weitere Einschwingvorgang bis zum Erreichen der periodischen stationären Lösung
findet nahe der Hyperfläche statt. In Abb. 6.4b sind wiederum zwei Zeitskalen klar
unterscheidbar, da die Trajektorie aus der Anfangslage fast instantan die Hyperfläche
ℳ� erreicht und erst nach einem deutlich längeren Einschwingvorgang in die stationäre
periodische Lösung mündet.
Transformiert man die Einzeldifferentialgleichung dritter Ordnung in Gl. (6.17) in ein
System in Zustandsform, so folgt daraus mit den Gleichungen. (6.25), (6.26) und (6.27)
das regulär gestörte reduzierte System

�′1 = �2 (6.29)

�′2 =

{
−$2

B�1 , �1 + -+0 > 0
&̄B , �1 + -+0 ≤ 0

+ �
{(
$2
B −  B

)
�2 − (�B�1 + %∗B) cosΩ&� − #B�2�1 , �1 + -+0 > 0

− ̄B�2 , �1 + -+0 ≤ 0

+ �2


(
$2
B −  B

)
$2
B�1 − (�B�1 + %∗B)Ω& sinΩ&�

+(�B − �B2 − �B3�1)�2 cosΩ&� + #B�2
2 , �1 + -+0 > 0

 ̄B&̄B , �1 + -+0 ≤ 0

(6.30)
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(a) Stationäre periodische Lösung projiziert auf die
-+ − -′+ -Ebene.

(b) Stationäre periodische Lösung projiziert auf die
-′
+
− -′′

+
-Ebene.

Abbildung 6.5: Vergleich der stationären Lösungen des Originalsystems und des reduzierten Systems in der
Hauptresonanz Ω& = $B .

zweiter Ordnung, in dem die beiden Anregungsmechanismen der Fremd- und Parame-
tererregung weiterhin vorhanden sind.
Dessen rechte Seite ist unstetig,wiedie Simulationsergebnisse inAbb. 6.5bverdeutlichen.
Hier wird der Phasenraum mittels der Gleichung �′′

+
= �0 + ��1 künstlich auf die

dritte Dimension erweitert, um eine bessere Vergleichbarkeit mit dem Originalsystem
herzustellen. Weiterhin werden in der Simulation wie zuvor die Ausdrücke in der
Größenordnung O

(
�2) vernachlässigt, um eine Vergleichbarkeit mit den Ergebnissen

aus Abschnitt 5.1 zu gewährleisten. Es ergeben sich auch hier insgesamt sehr gute
Übereinstimmungen mit dem Originalsystem.

6.3 Detektion der Resonanzstellen
Das reduzierte System bestehend aus den Gleichungen (6.29) und (6.30) ist ein nicht-
lineares und nicht-glattes Differentialgleichungssystem mit kombinierter Fremd- und
Parametererregung. Weil die Parameter %∗B und �B auf die Größenordnung O(1) skaliert
sind, sind die Amplituden beider Anregungsmechanismen in der Größenordnung
O(�). Neben der klassischen Resonanz aufgrund der Fremderregung bei Ω& = $B sind
parametrische Resonanzen zu erwarten. Umdiese systematisch zu finden, kann dasMit-
telwertbildungsverfahren ein hilfreiches Instrument sein. Da parametrische Resonanzen
Instabilitäten sind, wird dazu eine lokale Analyse in der Nähe der Gleichgewichtslage
vorgenommen. Somit wird im Folgenden die reduzierte Dynamik (Gleichungen (6.29)
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und (6.30)) ausschließlich für den Fall �1 + -+0 > 0 analysiert. Um ein System in
Standardform abzuleiten, wird die Grundlösung

�10(�) = � cos($B� + 
) (6.31)
�20(�) = −�$B sin($B� + 
) (6.32)

als Lösung des ungestörten Systems (� = 0) berechnet. Das Einsetzen der Grundlösung
in die Gleichungen (6.29) und (6.30) liefert nach dem Auflösen nach �′ und 
′ das
System

�′ = �Ξ�1(�, �, 
) + �2Ξ�2(�, �, 
) (6.33)

′ = �Ξ
1(�, �, 
) + �2Ξ
2(�, �, 
) (6.34)

in Standardform mit den Funktionen

Ξ�1 =
1
2�($

2
B −  B) +

%∗B
2$B

sin
(
! ±Ω&�

)
+ ��B4$B

sin
(
2! ±Ω&�

)
− #B�

2

4 (cos(!) − cos(3!)) +
�

(
 B − $2

B

)
2 cos(2!) (6.35)

Ξ�2 = ∓
%∗BΩ&

2$B
cos

(
! ±Ω&�

)
+ ��B4

(
2 cosΩ&� −

$B ∓Ω&

2$B
cos

(
2! ±Ω&�

) )
− #B$B�

2

4 (3 sin(!) − sin(3!)) − �$B($2
B −  B)
2 sin(2!)

+ �B2�
4

(
−2 cosΩ&� + cos

(
2! ±Ω&�

) )
− �B3�2

8
(
cos

(
! ±Ω&�

)
− cos

(
3! ±Ω&�

) )
(6.36)

Ξ
1 =
�B

2$B
cos

(
Ω&�

)
+ %∗B

2�$B
cos

(
! ±Ω&�

)
+ �B

4$B
cos

(
2! ±Ω&�

)
− #B�

4 (sin(!) + sin(3!)) + $2
B −  B

2 sin(2!) (6.37)

Ξ
2 = ±
%∗BΩ&

2�$B
sin

(
! ±Ω&�

)
+ �B

4$B

(
2Ω& sinΩ&� +

$B ±Ω&

2 sin
(
2! ±Ω&�

) )
− #B$B�

4 (cos(!) − cos(3!)) − $B($2
B −  B)
2

− �B2
4

(
sin

(
2! ±Ω&�

) )
− �B3�

8
(
cos

(
! ±Ω&�

)
+ cos

(
3! ±Ω&�

) )
(6.38)

! = $B� + 
 (6.39)

89



6 Dynamik erzwungener Schwingungen

und der abkürzenden Schreibweise

∓ 5 (8! ±Ω&�) := − 5 (8! +Ω&�) + 5 (8! −Ω&�), 8 = 1, 2, 3 . (6.40)

Die Variable ! wird zum Zweck einer kompakteren Notation eingeführt.
Zur Detektion weiterer Resonanzstellen werden die einzelnen Ausdrücke der rechten
Seite von Gl. (6.33) genauer betrachtet. Zunächst werden nur die Terme bis zur Größen-
ordnungO(�) berücksichtigt, das heißt ausschließlich die FunktionΞ�1(�, �, 
) entspre-
chend Gl. (6.35). Resonanzstellen treten bei den Erregerfrequenzen Ω& auf, bei denen
die Mittelwerte einzelner Terme nicht verschwinden, weil dies nicht verschwindende
Amplituden� hervorruft. Der zeitunabhängige Term inGl. (6.35) bestimmt die Stabilität
der Gleichgewichtslage des autonomen Systems (%∗B = 0, �B = 0). Laut der geltenden
Voraussetzung in der Ungleichung (5.29) ist dieser negativ und der entsprechende
transiente Vorgang klingt exponentiell ab, das heißt die Gleichgewichtslage �stat = 0 ist
asymptotisch stabil. Die Terme, welche cos(8!), 8 = 1, 2, 3 enthalten, sind mittelwertfrei.
Mittelwerte ungleich null ergeben sich für die Ausdrücke

%∗B
2$B

sin
(
! −Ω&�

)
(6.41)

��B
4$B

sin
(
2! −Ω&�

)
(6.42)

jeweils mit Ω& = $B bzw. Ω& = 2$B . Ersteres ist die klassische Resonanz aufgrund der
Fremderregung. Zweiteres ist eine parametrische Resonanz, also eine Instabilität. Dies
sind die Resonanzstellen, welche sich aus der Näherung erster Ordnung ergeben.
In Bezug auf asymptotische Methoden gilt im Allgemeinen, dass höhere parametri-
sche Resonanzen nur durch Verfahren höherer Ordnung gefunden werden können.
Bei vorhandener Dämpfung bewirken diese zwar im Allgemeinen nur bei großen
Anregungsamplituden eine Destabilisierung der Gleichgewichtslage, jedoch soll hier
zumindest mit Hilfe eines Verfahrens zweiter Ordnung überprüft werden, ob es im
interessierenden Parameterbereich zu weiteren Instabilitäten kommen kann. Klassische
nichtlineare Nebenresonanzen aufgrund einer Fremderregung sind nicht zu erwarten,
da dafür Anregungsamplituden der Größenordnung O(1) benötigt werden, welche im
vorliegendenAnwendungsfall außerhalbdes fürdiePraxis relevantenParameterbereichs
liegen.
Für die Detektion höherer parametrischer Resonanzen wird das in Abschnitt 2.2
vorgestellte Mittelwertbildungsverfahren zweiter Ordnung herangezogen. Resonanzen
treten bei den Erregerfrequenzen Ω& auf, bei denen der Mittelwert des Integranden,
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6.3 Detektion der Resonanzstellen

aus dem die Funktion F2(') entsprechend Gl. (2.26) berechnet wird, nicht verschwindet.
Dazu wird zunächst festgestellt, dass Gl. (6.33) in der Form von Gl. (2.14) vorliegt mit

C = � (6.43)
C = [�, 
]> (6.44)

�1(C ,C) = [Ξ�1(�, �, 
),Ξ
1(�, �, 
)]> (6.45)
�2(C ,C) = [Ξ�2(�, �, 
),Ξ
2(�, �, 
)]> . (6.46)

Es wird wie bereits in Abschnitt 5.2 nicht explizit zwischen den ursprünglichen
Größen C = [�, 
]> und den gemittelten Größen ' = [�, 
]> unterschieden, weil die
Mittelwertbildung die physikalische Bedeutung der Variablen nicht verändert. Daraus
folgt

F2(') =
1
)

∫ )

�=0

(
%�1(�, ')

%'
u1(�, ') + �2(�, ') −

%u1(�, ')
%'

F1(')
)

d� (6.47)

mit

F1(') =
1
)

∫ )

�=0
[Ξ�1(�, �, 
),Ξ
1(�, �, 
)]> d� (6.48)

u1(�, ') =
∫
[Ξ�1(�, �, 
),Ξ
1(�, �, 
)]> d� − �F1(') (6.49)

entsprechend den Gleichungen (2.23) und (2.21) und mit der Periodendauer ). Für eine
ähnliche Analyse wie beim System erster Näherung müssen also die einzelnen Terme
der ersten Vektorkomponenten der Vektoren u1

%�1(C ,')
%' , �2(�, ')) und F1(') %u1

%' betrachtet
werden. Neben den bereits gefundenen Resonanzfrequenzen liefert der mittlere Aus-
druck entsprechend Gl. (6.36) keine neuen Frequenzen, bei denen Resonanzen auftreten
können. Der Mittelwert des Ausdruck

− �B3�
2

8 cos
(
! −Ω&�

)
(6.50)

verschwindet zwar für Ω& = $B , jedoch ist er quadratisch in � und kann aufgrund
vorhandener Dämpfung die Gleichgewichtslage nicht destabilisieren. Die beiden ande-
ren Ausdrücke sind aufgrund ihrer Komplexität handschriftlich nur sehr aufwendig zu
untersuchen. Mit der Nutzung eines Computer-Algebra-Programms kann jedoch neben
dem Term in Gl. (6.42) ein weiterer Term

− ��2
B

8Ω&$2
B

sin
(
2! − 2Ω&�

)
(6.51)
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6 Dynamik erzwungener Schwingungen

gefunden werden, der von der parametrischen Erregung verursacht wird und dessen
Mittelwert für eine bestimmte Anregungsfrequenz, in diesem Fall bei Ω& = $B , nicht
verschwindet. Somit wird neben der bereits bekannten ersten parametrischen Resonanz
bei Ω& = 2$B hier in der Näherung zweiter Ordnung eine zweite parametrische
Resonanz bei Ω& = $B gefunden, welche sich mit der klassischen Hauptresonanz
aufgrund der Fremderregung überschneidet.

6.4 Stabilität der Gleichgewichtslage unter
parametrischer Erregung

BevorNäherungslösungen der periodischen Lösungen berechnetwerden,wird zunächst
an den im vorherigen Abschnitt gefundenen kritischen Stellen die Stabilität der Gleich-
gewichtslage unter parametrischer Erregung näher untersucht. Hier ist insbesondere
die Fragestellung interessant, wie groß die Anregungsamplituden sein müssen, um
eine Instabilität hervorzurufen. Aufgrund vorhandener Dämpfung ist es möglich, dass
eine der beiden oder beide parametrischen Resonanzen für den praktischen Betrieb
nicht relevant sind, da die Anregungsamplituden %∗

&
für eine Destabilisierung der

Gleichgewichtslage nicht ausreichen.
Die Stabilität der Gleichgewichtslage kann im Falle von Systemen mit periodischen
Koeffizienten durch die Eigenwerte der Monodromie-Matrix bestimmt werden, welche
im Allgemeinen numerisch berechnet werden muss. Die Vorgehensweise zur numeri-
schen Berechnung derMonodromie-Matrix findet sich in zahlreichen Lehrbüchern (z. B.
[88, 96]) und wird hier als bekannt vorausgesetzt. Statt dessen wird im Folgenden
demonstriert, wie die Stabilitätsgrenze in der Nähe der Resonanzstellen mit dem
Mittelwertbildungsverfahen näherungsweise bestimmt werden kann. Dafür wird das
System ohne Fremderregung, %∗B = 0 betrachtet. Für die erste parametrische Resonanz
genügt einMittelwertbildungsverfahren ersterOrdnung, bei der zweitenparametrischen
Resonanz ist ein Verfahren zweiter Ordnung nötig.
Zunächst wird die Umgebung der ersten parametrischen Resonanz bei Ω& = 2$B

untersucht. Um die Anregungsfrequenz und damit die asymptotische Analyse auf die
Umgebung dieses Bereichs zu beschränken, wird eine neue Phasenvariable # mit

2# = 2! −Ω&� (6.52)

sowie die Annahme

|Ω& − 2$B | � 1 (6.53)

eingeführt.
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6.4 Stabilität der Gleichgewichtslage unter parametrischer Erregung

Damit ergibt sich das gemittelte System

�′ = �
�

2

(
�B
Ω&

sin 2# + $2
B −  B

)
(6.54)

#′ = �
�B

2Ω&
cos 2# +

4$2
B −Ω2

&

4Ω&
(6.55)

nach kurzer Rechnung durch das Einsetzen von Gl. (6.52) in die Gleichungen (6.33) und
(6.34)mit %∗B = 0.Wegen der geltendenAnnahme inGl. (6.53) ist auch die rechte Seite von
Gl. (6.55) in der Größenordnung O(�). Das gemittelte System ist ein autonomes System
mit einerGleichgewichtslage, dessen Stabilität nundurch einfacheEigenwertberechnung
bestimmt werden kann. Die sehr viel aufwändigere Anwendung der Floquet-Theorie ist
nicht nötig. Die Gleichgewichtslage lautet [0,#0]> mit

cos(2#0) =
Ω2
&
− 4$2

B

2��B
. (6.56)

Da Gl. (6.54) linear in � ist, kann der die Stabilität bestimmende Eigenwert und die
daraus resultierende Stabilitätsbedingung

0 > � =
�
2

(
�B
Ω&

sin 2#0 + $2
B −  B

)

=

√
4�2�2

B −
(
Ω2
&
− 4$2

B

)2

4Ω&
+

(
$2
B −  B

)
�

2 (6.57)

direkt abgelesen werden. Die Stabilität wird durch zwei Summanden unterschiedlicher
physikalischer Bedeutung beeinflusst, welche konträr zueinander wirken. Der erste
Summand wird von der Parametererregung verursacht, ist positiv und hat deshalb eine
destabilisierende Wirkung. Der zweite Summand ist wegen der Annahme einer stabilen
Gleichgewichtslage des autonomen Systems negativ und stabilisiert aus diesem Grund
die Gleichgewichtslage.
Als nächstes wird die zweite parametrische Resonanz bei Ω& ≈ $B untersucht. Hierfür
wird die Transformation

# = ! −Ω&� (6.58)

mit der Annahme

|Ω& − $B | � 1 (6.59)
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6 Dynamik erzwungener Schwingungen

eingeführt.Mit denBerechnungsvorschriften ausAbschnitt 2.2 für dieMittelwertbildung
zweiter Ordnung folgt für das gemittelte Differentialgleichungssystem in der Nähe der
zweiten parametrische Resonanz bei Ω& = $B die Darstellung

�′ = �
�

2

(
$2
B −  B

)
+ �2

((
�B#B

6Ω2
&

− �B3
8

)
�2 cos(#) − ��2

B

8Ω3
&

sin(2#)
)

(6.60)

#′ =
$2
B −Ω2

&

2Ω&
−

(
$2
B −Ω2

&

)2

8Ω3
&

− �2

(
#2
B�

2

24Ω&
+
$2
B

(
$2
B −  B

)
2Ω&

+
(
$2
B −  B

)2

8Ω&

+ �
2
B (3 cos(2#) + 2)

24Ω3
&

+ �B3�
8 sin(#)

)
. (6.61)

Die Stabilität der stationären Lösung [0,#0]> mit

cos(2#0) =
©­­«
$2
B −Ω2

&

�2 −

(
$2
B −Ω2

&

)2

4Ω2
&
�2

−
(
$2
B −  B

)2

4 − $2
B

(
$2
B −  B

)ª®®¬
4Ω2

&

�2
B

− 2
3

(6.62)

wird mit Hilfe der um die Gleichgewichtslage [0,#0]> linearisierten Gl. (6.60) geprüft.
Der entsprechende (reelle) Eigenwert liefert die Stabilitätsbedingung

0 > � = �
1
2

(
$2
B −  B

)
− �2 �2

B

8Ω3
&

sin(2#0) (6.63)

mit #0 entsprechend Gl. (6.62). Hier gibt es wieder einen stabilisierenden Term, welcher
aus der Stabilität des autonomen Systems folgt und einen destabilisierenden Term
aufgrund der Parametererregung. Da letzterer in der Größenordnung O

(
�2) ist, sind

hier im Vergleich zur parametrischen Hauptresonanz wesentlich größere Anregungs-
amplituden �B nötig, um die Gleichgewichtslage zu destabilisieren.
Die Stabilitätsgrenzen an den beiden Resonanzstellen sind in Abb. 6.6 visualisiert und
werden mit den numerisch berechneten Stabilitätsgrenzen verglichen. Diese stammen
nicht aus dem Originalsystem, sondern aus der Taylorreihen-Entwicklung Gl. (6.17), da
nur dort die Fremderregung unabhängig von der Parametererregung betrachtet werden
kann. Für die Berechnung der Floquet-Multiplikatoren wird entsprechend das System
ohne Fremderregung, %∗B = 0 betrachtet. Zwischen den Ergebnissen besteht eine gute
Übereinstimmung. Aufgrund der im reduzierten System vorhandenen Dämpfung muss
die Amplitude der Erregung %∗

&
einen gewissen Schwellenwert überschreiten, damit

Instabilitäten möglich sind. Dieser Schwellenwert liegt bei der ersten parametrischen
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6.5 Approximation der langsamen Dynamik in der Nähe der Resonanzstellen

(a) Zweite parametrische Resonanz, Ω& ≈ $B . (b) Erste parametrische Resonanz, Ω& ≈ 2$B .

Abbildung 6.6: Stabilität derGleichgewichtslage inderNäheder erstenund zweitenparametrischenResonanz.
Vergleich der numerisch anhand der Taylorreihen-Entwicklung und der näherungsweise berechneten
Stabilitätsgrenzen. Man beachte die unterschiedliche Achsenskalierung.

Resonanz bei ungefähr %∗
&
≈ 0.8, also in einem für die technischeAnwendung relevanten

Parameterbereich. Bei der zweiten parametrischen Resonanz sind bereits relativ große
Amplituden von %∗

&
≈ 6.5 notwendig, um eine Instabilität zu erzeugen. Dies legt

den Schluss nahe, dass auf die Detektion weiterer Resonanzstellen verzichtet werden
kann, da bei diesen noch größere Anregungsamplituden notwendig sind, um die
Gleichgewichtslage zu destabilisieren. Diese liegen damit weit außerhalb des für die
Praxis relevanten Parameterbereichs.

6.5 Approximation der langsamen Dynamik in der
Nähe der Resonanzstellen

Die Grundlösung der langsamenDynamik ergäbe sich durch einfaches Nullsetzen von �
in denGleichungen (6.29) und (6.30) identisch zuder für den autonomenFall inAbschnitt
5.2, weil die Anregungsmechanismen in der Größenordnung O(�) sind. Jedoch wird die
Frequenz der Systemantwort durch die Anregungsfrequenz Ω& bestimmt. Dies muss
in der Grundlösung berücksichtigt werden.
Wird die Grundlösung ausschließlich aus trigonometrischen Funktionen gebildet, wie
beispielsweise in Abschnitt 6.3 (Gleichungen (6.31) und (6.32)), kann an dieser Stelle
eine kleine Frequenzkorrektur


 = # +
(

1
ℛΩ& − $B

)
�, (6.64)
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6 Dynamik erzwungener Schwingungen

eingesetzt werden, wobei je nach Resonanzstelle ℛ = 1 (klassische Hauptresonanz) oder
ℛ = 2 (erste parametrische Resonanz) gilt. In der Nähe der Resonanzstellen gilt dabei
Ω& − ℛ$B = O(�). Mit dieser Frequenzkorrektur, welche genau den Gleichungen (6.52)
und (6.58) entspricht, wird die Frequenz der Systemantwort der Anregung angeglichen,
ohne die Amplitude zu verändern.
Unter diesen Bedingungen soll im Folgenden auch die durch die Gleichungen (5.8) und
(5.9) definierte stückweise stetige Grundlösung modifiziert werden. Dazu werden zwei
Korrekturfaktoren �2 und �̄2

�̃10(�) =
{
�10(�) = � cos($B�2� + #), �0 < � ≤ �1

�̄10(�) = 21 + 22� + 1
2 �̄2&̄B�2 , �1 < � ≤ �2

(6.65)

�̃20(�) =
{
�20(�) = −�$B�2 sin($B�2� + #), �0 < � ≤ �1

�̄20(�) = 22 + �̄2&̄B�, �1 < � ≤ �2
(6.66)

�2 = �0 + ℛ
2�
Ω&

(6.67)

in die Grundlösung eingebracht. Für den Fall ℛ = 2 antwortet das System also in
der halben Anregungsfrequenz, was eine übliche Charakteristik parametrisch erregter
Systeme ist. Die Stetigkeit und Periodizität der Grundlösung wird durch zu Abschnitt
5.2 identische Bedingungen, Gleichungen (5.10) bis (5.14) gefordert, wodurch dieGrößen

�0 =
−# − � + C

$B�2
(6.68)

�1 =
−# + � − C

$B�2
(6.69)

21 =
1
2 �̄2&̄B�

2
1 + $B�2�1

√
�2 − -2

+0 − -+0 (6.70)

22 = −
&̄B �̄2
$B�2

�1 − $B�2

√
�2 − -2

+0 (6.71)

�̄2 = −
Ω&$2

B�
2
2

√
�2 − -2

+0(
−Ω&C + �

(
Ω& − ℛ$B�2

) )
&̄B

(6.72)

C = arccos
(
-+0
�

)
(6.73)

in Abhängigkeit von �, # und �2 ausgedrückt werden. Die Bestimmung der letzten
verbliebenen Unbekannten �2 erfolgt anhand der Bedingung, dass sich die Schwin-
gungsamplitude durch die Frequenzkorrektur nicht ändert. Dies ist für die Schwin-
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6.5 Approximation der langsamen Dynamik in der Nähe der Resonanzstellen

(a) Verlauf der Grundlösungen �̃10(�) und �̃20(�)
innerhalb einer Periode für den Fall � > -+0, bei
dem die Schwingungen die Steuerkante �+ = −-+0
überschreiten.

(b) Korrekturfaktoren und Schaltzeiten in Abhän-
gigkeit von �. Für � < -+0 wird die Steuerkante
nicht überschritten, das Ventil ist hier also dauerhaft
geöffnet. Die Periodendauer �2 − �0 wird durch die
Anregung bestimmt und ist unabhängig von �.

Abbildung 6.7: Darstellung der Grundlösung.

gungsmaxima automatisch erfüllt. Aus derUnveränderlichkeit der Schwingungsminima
ergibt sich mit Gl. (5.25) die zusätzliche Bedingung

�̄ = �̄10

(
� =

1
2 (�1 + �2)

)
=

1
2

(
�

(
1 − ℛ$B�2

Ω&

)
− C

) √
�2 − -2

+0 − -+0 (6.74)

!
=

1
2
$2
B

&̄B

(
-2
+0 − �

2
)
− -+0 , (6.75)

aus der die letzte Unbekannte

�2 =
Ω&

ℛ

(
� − C
�$B

+ $B

�&̄B

√
�2 − -2

+0

)
(6.76)

berechnet wird.
Der Verlauf der Grundlösung ist in Abb. 6.7a innerhalb einer Periode dargestellt. Hier
sieht man zunächst keinen Unterschied gegenüber dem autonomen Fall (Abb. 5.4a).
Die Unterschiede werden erst in Abb. 6.7b deutlich, da sich die gesamte Periodendauer
�2 − �0 mit zunehmender Schwingungsamplitude � nicht verändert. Dafür verändern
sich die Korrekturfaktoren in Abhängigkeit von �, um genau diese Unveränderlichkeit
der Periodendauer sicherzustellen.
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6 Dynamik erzwungener Schwingungen

Die Variation von � und # liefert mit der Grundlösung in den Gleichungen (6.65) und
(6.66) eine Variablentransformation, mit welcher wie im autonomen Fall ein nicht-glattes
System in Standardform

�′ = �

{
5
(ℛ)
�
(� − 8Δ�), �0 + 8Δ� ≤ � < �1 + 8Δ�

5̄
(ℛ)
�
(� − 8Δ�), �1 + 8Δ� ≤ � < �0 + (8 + 1)Δ�

(6.77)

#′ = �

{
5
(ℛ)
# (� − 8Δ�), �0 + 8Δ� ≤ � < �1 + 8Δ�
5̄
(ℛ)
# (� − 8Δ�), �1 + 8Δ� ≤ � < �0 + (8 + 1)Δ�

(6.78)

Δ� = ℛ 2�
Ω&

, 8 = 0, 1, 2, . . .

formuliert wird. Die Funktionen 5
(ℛ)
�

, 5̄ (ℛ)
�

, 5 (ℛ)# und 5̄
(ℛ)
# , ℛ = 1, 2 werden hier nicht

explizit angegeben. Die Mittelwertbildung wird für die Hauptresonanz ℛ = 1 entspre-
chend den Gleichungen

�′ = �
Ω&

2�

(∫ �1

�0

5
(1)
�
(�)d� +

∫ �0+ 2�
Ω&

�1

5̄
(1)
�
(�)d�

)
(6.79)

#′ = �
Ω&

2�

(∫ �1

�0

5
(1)
# (�)d� +

∫ �0+ 2�
Ω&

�1

5̄
(1)
# (�)d�

)
(6.80)

und für die erste parametrische Resonanz ℛ = 2 entsprechend

�′ = �
Ω&

4�

(∫ �1

�0

5
(2)
�
(�)d� +

∫ �0+ 4�
Ω&

�1

5̄
(2)
�
(�)d�

)
(6.81)

#′ = �
Ω&

4�

(∫ �1

�0

5
(2)
# (�)d� +

∫ �0+ 4�
Ω&

�1

5̄
(2)
# (�)d�

)
. (6.82)

berechnet. Für die Integrale konnten keine analytischen Lösungen gefunden werden,
weshalb die Mittelwertbildung hier durch numerische Integration mit Hilfe des Trapez-
verfahrens erfolgt. Somit können zwar keine analytischen Ausdrücke für die gemittelten
Gleichungen angegebenwerden.Dadiese jedoch vermutlich sehr komplexwären,würde
die Auswertung trotzdem durch das Einsetzen numerischer Zahlenwerte erfolgen. Auch
die Erhöhung der Rechenzeit ist nicht signifikant, da die Integrationen lediglich über
eine Schwingungsperiode erfolgen und die Anzahl der Stützstellen sehr gering gewählt
werden kann. Die in den folgenden Abbildungen dargestellten Simulationsergebnisse
werden mit 25 äquidistanten Stützstellen erzeugt. Die Minima der Schwingungen
ergeben sich für beide Resonanzstellen entsprechend Gl. (6.74).
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6.5 Approximation der langsamen Dynamik in der Nähe der Resonanzstellen

(a) Stationäre periodische Lösung projiziert auf die
-+ − -′+ -Ebene.

(b) Stationäre periodische Lösung projiziert auf die
-′
+
− -′′

+
-Ebene.

Abbildung 6.8: Vergleich der stationären Lösungen des Originalsystems und des gemittelten Systems in der
Hauptresonanz Ω& = $B . Anregungsamplitude %∗B = 1.

Für den Fall � ≤ -+0, bei dem die Schwingungen die Steuerkante nicht kreuzen, liefert
die Mittelwertbildung bei Ω& ≈ $B bzw. ℛ = 1 die Gleichungen

�′ = �
Ω&

2�

∫ 2�
Ω&

0
5
(1)
�
(�)d� = −��2

(
 B − $2

B −
%∗B
�Ω&

sin#
)

(6.83)

#′ = �
Ω&

2�

∫ 2�
Ω&

0
5
(1)
# (�)d� =

$2
B −Ω2

&

2Ω&
+ � %∗B

2�Ω&
cos# . (6.84)

BeiΩ& ≈ 2$B ergeben sich die Gleichungen (6.54) und (6.55). Für beide Resonanzstellen
gilt �̄(�) = −�. Weil Gl. (6.55) unabhängig von � ist, ist es sinnvoll, die Variable # als
neue unabhängige Variable zu definieren und damit die Gleichungen (6.54) und (6.55)
als Einzeldifferentialgleichung erster Ordnung

d�
d# = −2��

−�B sin(2#) +Ω&

(
−$2

B +  B
)

2��B cos(2#) −Ω2
&
+ 4$2

B

(6.85)

zu formulieren.
In Abb. 6.8 werden die stationären Lösungen des gemittelten Systems und des Original-
systems in der HauptresonanzΩ& = $B miteinander verglichen. Der zweidimensionale
Phasenraum des gemittelten Systems wird mit Hilfe der Grundlösung, Gleichun-
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6 Dynamik erzwungener Schwingungen

(a) Stationäre periodische Lösung projiziert auf die
-+ − -′+ -Ebene.

(b) Stationäre periodische Lösung projiziert auf die
-′
+
− -′′

+
-Ebene.

Abbildung 6.9: Vergleich der stationären Lösungen des Originalsystems und des gemittelten Systems in der
ersten parametrischen Resonanz Ω& = 2$B . Anregungsamplitude %∗B = 1.

gen (6.65) und (6.66) auf die dimensionslose Kolbenposition bzw. -geschwindigkeit
zurück transformiert und mittels

-′′+ =
d�̃20(�)

d� =

{
−�$2

B�
2
2 cos($B�2� + #), �0 < � ≤ �1

�̄2&̄B , �1 < � ≤ �2
(6.86)

auf die dritte Dimension erweitert. Beim Übergang an der Steuerkante wird die Uns-
tetigkeit der Kolbenbeschleunigung weiterhin durch das Mittelwertbildungsverfahren
näherungsweise eliminiert, wie es beim autonomen System ebenso der Fall war (vgl.
Abb. 5.5). Auch insgesamt sind die Abweichungen zwischen den beiden Lösungen
sehr gering. Dies gilt auch für die stationären Lösungen in der ersten parametrischen
Resonanz, sieheAbb. 6.9.Hier sinddie SchwingungsamplitudengegenüberderHauptre-
sonanz etwas geringer, da die Stabilitätsgrenze mit %∗

&
= 1 nur minimal überschritten

wird. Qualitativ sind zwischen den stationären Lösungen an den beidenResonanzstellen
keine Unterschiede zu erkennen.
Bei der Betrachtung des Einschwingverhaltens fällt auf, dass die Abweichungen zwi-
schen dem Originalsystem und dem gemittelten System deutlich größer sind, insbe-
sondere gegenüber dem Einschwingverhalten im autonomen System, vgl. Abb. 5.6a.
Trotzdem liegen die Abweichungen in einer akzeptablen Größenordnung.
Die Detektion und Visualisierung stationärer Lösungen gestaltet sich im fremderregten
Fall etwas aufwendiger als im autonomen Fall, bei der dies durch die Berechnung
der Nullstellen einer eindimensionalen Funktion erfolgt. Einzig bei der ersten para-
metrischen Resonanz wird die langsame Dynamik für den Fall � ≤ -+0 durch eine
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6.5 Approximation der langsamen Dynamik in der Nähe der Resonanzstellen

(a) Hauptresonanz. (b) Erste parametrische Resonanz.

Abbildung 6.10: Vergleich des Einschwingverhaltens des Originalsystems und des gemittelten Systems. Für
die Anfangsbedingungen gilt -+ (0) = �(0) + -+0 und -′

+
(0) = #(0) = 0.

Einzeldifferentialgleichung erster Ordnung, Gl. (6.85) beschrieben. Aus dieser lässt sich
eine erste stationäre Lösung �stat = 0 direkt ablesen.
In der Nähe der Hauptresonanz sowie bei der parametrischen Resonanz für den
Fall � > -+0 bestehen die gemittelten Systeme zur Beschreibung der langsamen
Dynamik jedoch aus zwei gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung. Die
stationären Lösungen werden also durch die Nullstellen einer zweidimensionalen Funk-
tion 5 : R2 → R2 bestimmt. Zur grafischen Veranschaulichung im zweidimensionalen
Phasenraum werden in Abb. 6.11 die Nullstellen der einzelnen Vektorkomponenten der
zweidimensionalen Funktion dargestellt, also die Linien, für die �′ = 0 bzw. #′ = 0 gilt.
Die Schnittpunkte dieser Linien markieren die stationären Lösungen.
Im Bereich der Hauptresonanz wird die Anregungsfrequenz von Ω& = 0.9 . . . 1.01
variiert und die entsprechenden stationären Lösungen bestimmt, siehe Abb. 6.11a.
Die rechten Seiten der Gleichungen (6.80) und (6.83), welche die Bedingung �′ = 0
markieren, werden dabei kaum von der Variation von Ω& beeinflusst und beschrei-
ben einen Bogen vom Punkt [�,#]> = [0, 0]> über die Steuerkante bis zum Punkt
[�,#]> = [0,�]>. Die Linien, welche #′ = 0 markieren, werden dagegen sehr stark von
einer Veränderung der Erregerfrequenz beeinflusst. Für Ω& = 0.9 existiert lediglich
ein einziger Schnittpunkt zwischen den beiden Kurven bei � ≤ -+0. Dies bedeutet,
dass es bei dieser Erregerfrequenz eine einzige stationäre periodische Lösung mit
vergleichsweise geringer Schwingungsamplitude gibt. FürΩ& = 0.9275 undΩ& = 0.955
existieren zusätzlich zwei weitere Schnittpunkte für � > -+0. Dies entspricht zwei
stationären periodischen Lösungen, welche die Steuerkante kreuzen, alsomit wesentlich
größerer Amplitude. Bei weiterer Vergrößerung der Erregerfrequenz verschwinden die
Kreuzungspunkte auf dem oberen Bogenabschnitt, wodurch die Anzahl der stationären
Lösungen nun wieder von drei auf eine reduziert wird.
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6 Dynamik erzwungener Schwingungen

(a) Hauptresonanz. (b) Erste parametrische Resonanz.

Abbildung 6.11: Phasenraumstruktur der gemittelten Gleichungen. Durchgezogene Linien markieren �′ = 0,
gestrichelte Linien kennzeichnen #′ = 0. Die Schnittpunkte sind die stationären Lösungen. Je nach
Erregerfrequenz existieren eine, zwei oder drei verschiedene stationäre Lösungen. Im Bereich der ersten
parametrischen Resonanz wird durch die graue Linie eine weitere stationäre Lösung �stat = 0 angedeutet,
welche durch die Betrachtung von Gl. (6.85) gefunden wird.

Im Bereich der ersten parametrischen Resonanz (Abb. 6.11b) existiert für � < -+0
lediglich die stationäre Lösung �stat = 0, und zwar unabhängig von Ω& . Für Ω& = 1.86
gibt es keine Schnittpunkte zwischen den Linien, welche durch �′ = 0 und #′ = 0
definiert sind. Weiterhin kann für Ω& = 2 die Gl. 6.82 nicht null werden. In diesen
Bereichen existieren also neben �stat = 0 keine weiteren stationären Lösungen. Für
Ω& = 1.895 undΩ& = 1.93 gibt es zwei Schnittpunkte bei � > -+0 und damit insgesamt
drei stationäre Lösungen. Bei Ω& = 1.965 existiert nur noch eine weitere stationäre
Lösung.
Um ein genaueres Bild der stationären Lösungen im gemittelten System zu erhalten, sind
diese unter Variation der AnregungsfrequenzΩ& in den Abbildungen. 6.12 und 6.13 als
nichtlineare Amplitudengänge dargestellt. Instabile Lösungen sind durch gestrichelte,
stabile Lösungen durch durchgezogene Linien gekennzeichnet. Die Amplituden der
stabilen stationären Lösungen werden durch den Vergleich mit Lösungen des Original-
systems verifiziert. Die stationären Lösungen des gemittelten Systemswerden durch das
numerische Lösen der durch �′ = 0 und #′ = 0 definierten nichtlinearen algebraischen
Gleichungssysteme berechnet. Dadurch werden auch instabile Lösungen gefunden. Die
Ergebnisse des Originalsystems stammen aus numerischen Zeitintegrationen, weshalb
hier nur stabile Lösungen gefunden werden.
In der Nähe der Hauptresonanz (Abb. 6.12) sind im Bereich der Schwingungsam-
plituden, welche die Steuerkante nicht kreuzen, keine nichtlinearen Phänomene zu
erkennen. Erst die Nichtlinearität der Steuerkante bewirkt ein deutliches Abknicken der
Kurve. Ohne dieses Abknicken wären die Amplituden bei Ω& = $B deutlich größer.
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6.5 Approximation der langsamen Dynamik in der Nähe der Resonanzstellen

(a)Minima �̄stat und Maxima �stat der stationären
Lösungen.

(b) Phasenverschiebungen #stat der stationären
Lösungen.

Abbildung 6.12: Vergleich der stationären Lösungen des Originalsystems und des gemittelten Systems in der
Näher der Hauptresonanz, Ω& − $B = O(�). Instabile periodische Lösungen treten auch im Originalsystem
auf. Sie sind hier nicht dargestellt, weil sie nicht ohne besondere numerische Methoden gefunden werden
können.

Die Steuerkante hat hier also einen dämpfenden Effekt. Allerdings wird dafür der Preis
einer Verbreiterung des Resonanzbereichs gezahlt. Bei Ω& ≈ 0.95$B existieren stabile
periodischeLösungenmit großerAmplitude� > -+0,welche ohnedie Steuerkante nicht
vorhanden wären. Die koexistierenden stationären Lösungen mit kleinen Amplituden
� < -+0 werden im realen Betrieb nicht immer erreicht, da deren Einzugsgebiet von
der instabilen Lösung begrenzt wird.
Im Bereich der parametrischen Resonanz (Abb. 6.13) ist zusätzlich gekennzeichnet,
für welche Erregerfrequenzen die Gleichgewichtslage parametrisch destabilisiert wird.
Auch hier werden die Amplituden durch die Steuerkante offensichtlich stark reduziert.
Jedoch ist der Bereich, in dem stationäre Lösungen mit nicht verschwindender Ampli-
tude existieren, deutlich größer als der Bereich instabiler Gleichgewichtslagen. Somit
wird auch hier die Reduktion der Schwingungsamplituden durch die Steuerkante mit
einer Verbreiterung des Resonanzbereichs bezahlt. Einzugsbereiche stabiler Lösungen
werden durch die instabilen Lösungen getrennt. Die zu �stat = 0 gehörende Lösung
des Originalsystems ist aufgrund der immer noch vorhandenen Fremderregung keine
Gleichgewichtslage, sondern eine periodische Lösung mit sehr kleiner Amplitude.
Aufgrund der großen Entfernung zur klassischen Hauptresonanz sind die Amplituden
jedoch so klein, dass sie in Abb. 6.13a lediglich als etwas breitere Linie erscheinen. Wie
bereits in Abb. 6.6b zu sehen war, ist das durch die Mittelwertbildung vorhergesagte
Instabilitätsgebiet gegenüber dem im Originalsystem vorhandenen leicht verschoben.
Die Abweichungen sind jedoch in einer akzeptablen Größenordnung.
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6 Dynamik erzwungener Schwingungen

(a)Minima �̄stat und Maxima �stat der stationären
Lösungen.

(b) Phasenverschiebungen #stat der stationären
Lösungen.

Abbildung 6.13: Vergleich der stationären Lösungen des Originalsystems und des gemittelten Systems in der
Näher der ersten parametrischen Resonanz, Ω& − 2$B = O(�). Die farbig hinterlegten Flächen kennzeichnen
die Gebiete, in denen die Gleichgewichtslage durch die Parametererregung destabilisiert wird. Instabile
periodische Lösungen treten auch im Originalsystem auf. Sie sind hier nicht dargestellt, weil sie nicht ohne
besondere numerische Methoden gefunden werden können.
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7 Asymptotische Analyse ausgewählter
Nichtlinearitäten

Das vorgestellte asymptotische Verfahren zur qualitativen Beschreibung der nichtli-
nearen Ventildynamik basiert auf Modellen mit einem hohen Abstraktionsgrad. Es
gibt daher eine Vielzahl bisher unberücksichtigter physikalischer Einflüsse, welche das
dynamische Verhalten in der Realität beeinflussen können. Solange die zugehörigen
Kräfte und Volumenströme in der Größenordnung O(�) sind, können diese Einflüsse
im Allgemeinen in das asymptotische Verfahren integriert werden.
In diesem Kapitel werden drei ausgewählte nichtlineare Effekte in das Verfahren
eingebunden und deren Auswirkungen auf die globale Stabilität und die Phasenraum-
struktur der Ventile diskutiert. Alle drei Effekte zeichnen sich dadurch aus, dass eine
Stabilitätsanalyse, welche auf einer Linearisierung um die Gleichgewichtslage basiert,
nicht möglich oder nicht sinnvoll ist.
Der erste Effekt ist die Erweiterung des linear viskosen Reibmodells um einen Anteil
Coulomb’scher Reibung und wird in Abschnitt 7.1 diskutiert. In diesem Fall ist eine
Linearisierung um die (indefinite) Gleichgewichtslage zwar möglich, aber die entspre-
chende Stabilitätsanalyse für die reale Anwendung nicht aussagekräftig. Dies liegt
daran, dass es große Parameterbereiche gibt, in denen das Einzugsgebiet der stabilen
Gleichgewichtslage verschwindend klein ist und die Gleichgewichtslage demnach fast
nie erreicht wird. Für die praktische Anwendung relevante Aussagen erfordern also
eine globale Analyse der Dynamik und Stabilität stationärer Lösungen.
Abschnitt 7.2 widmet sich mit der quadratischen Dämpfung dem zweiten Effekt. Dieser
ist das Resultat einerDämpfungsblende,welche in derDruckrückführungplatziertwird.
Wirdder entsprechende turbulenteVolumenstrommitderBlendengleichungmodelliert,
ergibt sich eine zusätzliche wurzelförmige Nichtlinearität @2 ∝

√
Δ? zwischen dem

Volumenstrom durch die Blende @2 und der entsprechenden Druckdifferenz Δ?. Weil
im stationären Betrieb Δ? = 0 gilt und die Wurzelfunktion an diesem Punkt nicht
Lipschitz-stetig ist, ist eine Linearisierung um die Gleichgewichtslage und eine darauf
basierende Stabilitätsuntersuchung nicht möglich.

105



7 Asymptotische Analyse ausgewählter Nichtlinearitäten

Das Gleiche gilt für den dritten Effekt eines Ventils mit kritischer Überdeckung, welcher
in Abschnitt 7.3 diskutiert wird. Dieser Fall erfordert keine Erweiterung, sondern
lediglich eine kleine Modifikation des asymptotischen Verfahrens. Er beinhaltet die
Möglichkeit, dass die Gleichgewichtslage genau auf der Steuerkante liegt, was ebenfalls
eine Linearisierung und somit eine Stabilitätsanalyse basierend auf den Eigenwerten
des linearisierten Systems verhindert.

7.1 Trockene Reibung
In den bisher untersuchten Modellen wurden Reibungseffekte in Form einer linear
viskosen Dämpfung modelliert, welche am Ventilkolben angreift. Dies ist für viele reale
Anwendungen eine gute Näherung. In manchen Fällen sind jedoch nichtlineare Rei-
bungsmechanismen so dominant, dass sie die Dynamik des Gesamtsystems wesentlich
beeinflussen, wie verschiedene Publikationen zeigen [118, 126]. In diesem Abschnitt
wird das linear viskose Reibungsmodell erweitert und werden die Auswirkungen auf
das dynamische Verhalten des Ventilkreislaufs untersucht. Die Modellerweiterung soll
sowohl Haften als auch Gleiten abbilden können. Weitere nichtlineare Effekte, wie ein
geschwindigkeitsabhängiger Reibwert, werden hier nicht betrachtet.
Den formulierten Anforderungen wird das Coulomb’sche Reibungsmodell gerecht,
welches einengeschwindigkeitsunabhängigenReibwert�voraussetzt.Mit demReibwert
wird die zur Normalkraft 5# proportionale Gleitreibungskraft 5' = � 5# berechnet. Im
Haftfall gilt für die Haftkraft die Bedingung 5� ≤ 5�,max, in der die maximale Haftkraft
hier als 5�,max = 5' modelliert wird.
Der Einfluss auf das dynamische Verhalten wird am Beispiel des Konstantdrucksystems
mit Druckregelventil und idealer Pumpe analysiert. Es ergeben sich jedoch identische
Bewegungsgleichungen, wenn der Ventilkreislauf mit 3/3-Proportional-Wegeventil und
Druckquelle untersucht wird.
Die Herleitung der Bewegungsgleichungen erfordert eine Fallunterscheidung zwischen
Gleiten und Haften. Im Haftfall gilt ¤G+ = 0. Haften tritt jedoch nur dann auf, wenn
die Summe der äußeren Kräfte, welche auf den Ventilkolben wirken, kleiner als die
maximale Haftkraft ist. Dies liefert die Haftbedingung

¤G+ = 0 ∧ |?1 − 52 − :+G+ | ≤ 5' , (7.1)

in der das Symbol „∧“ das logische „und“ - Zeichen darstellt. Da der Kolben im Fall des
Haftens still steht, ergibt sich die entsprechende Haftdynamik

�ℎ ¤?1 = @ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1) (7.2)

106



7.1 Trockene Reibung

aus der Druckaufbaugleichung in der Hauptkapazität mit ¤G+ = 0. Die Funktionen
@ℎ,@(G+ , ?1) und @�(?1) sind gegenüber Abschnitt 4.1 unverändert und den Gleichun-
gen (4.4) und (4.9) zu entnehmen.
Ausgehend von den Gleichungen (4.1) und (4.2) liefert die Hinzunahme der richtungs-
abhängigen Reibkraft die Bewegungsgleichungen

<+ ¥G+ + 3+ ¤G+ + 5' sign( ¤G+ ) + :+G+ = A2
+�?1 − 52 (7.3)

�ℎ ¤?1 = −A2
+� ¤G+ + @ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1) (7.4)

für den Fall des Gleitens, der auftritt, wenn die Gleitbedingung

¤G+ ≠ 0 ∨ ( ¤G+ = 0 ∧ |?1 − 52 − :+G+ | > 5') (7.5)

erfüllt ist. Das Symbol „∨“ bezeichnet das logische „oder“ - Zeichen.
Mit der dimensionslosen Reibkraft

�' =
5'

3$0 G̃0
(7.6)

und der dimensionslosen Notation aus Gl. (4.17) folgt die dimensionslose Darstellung
der Bewegungsgleichungen

"+-
′′
+
+ -′

+
+ �' sign(-′

+
) +  +-+ = %1 − �2

%′1 = −
+-′+ +&ℎ(-+ , %1) −&�(%1)

}
, -′+ ≠ 0 ∨ (-′+ = 0 ∧ |�� | > �')

-′
+
= 0

%′1 = &ℎ,@(-+ , %1) −&�(%1)

}
, |�� | ≤ �'

(7.7)

mit derdimensionslosenHaftkraft �� = %1−�2− +-+ unddenFunktionen&ℎ,@(-+ , %1)
und &�(%1) entsprechend den Gleichungen (4.20) und (4.22).
Abb. 7.1 zeigt den Einfluss der Coulomb’schen Reibung auf das dynamische Verhalten
des Ventilkreislaufs. Die dimensionslosen Parameter, welche für die Simulation verwen-
det werden, basieren auf den physikalischen Parameterwerten aus Tab. 4.1, jedoch mit
einem verringerten viskosen Dämpfungsparameter 3+ = 130 N s/m. Für die Reibkraft
wird ein Wert von 5' = 1 N verwendet.
InAbb. 7.1a sinddieVerläufederKolbenposition, -geschwindigkeit und -beschleunigung
im Zeitbereich dargestellt. Beim Schwingungsminimum der Kolbenposition greift die
Haftbedingung und kommt es zu einer Haftphase. An der durch -′

+
= 0 definierten

Hyperfläche wird dort ein Gleit-Haft und ein Haft-Gleit-Übergang (G-H-G) durchlau-
fen. Im weiteren Verlauf wird beim Schwingungsmaximum die Haftbedingung am
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7 Asymptotische Analyse ausgewählter Nichtlinearitäten

(a) Grenzzyklusschwingung im Zeitbereich. (b) Einschwingverhalten und Grenzzyklus im
dreidimensionalen Phasenraum.

Abbildung 7.1: Einfluss der trockenen Reibung auf die Dynamik des Ventilkreislaufs. Dämpfungsparameter
3+ = 130 N s/m, Reibkraft 5' = 1 N. Nulldurchgänge der Kolbengeschwindigkeit -′

+
werden sowohl mittels

Gleit-Haft-Gleit-Übergängen (G-H-G) als auch mittels Gleit-Gleit-Übergängen (G-G) durchlaufen.

Nulldurchgang der Geschwindigkeit nicht erfüllt und es kommt zu einem Gleit-Gleit-
Übergang (G-G). In beiden Fällen ist der Verlauf der Beschleunigung -′′

+
unstetig.

Die Abbildung 7.1b zeigt das Einschwingverhalten und den resultierenden Grenzzyklus
im dreidimensionalen Phasenraum. Die blaue Hyperfläche ist die durch Gl. (5.4)
definierte Näherung ℳ0 der langsamen Mannigfaltigkeit ℳ�, welche die Dynamik
des Systems offensichtlich weiterhin maßgeblich beeinflusst. Die Sprünge im Verlauf
der Beschleunigung führen jedoch dazu, dass die Trajektorie den Bereich um die
Mannigfaltigkeit im Verlauf einer Schwingungsperiode zweimal verlässt. Dies passiert
sowohl bei Gleit-Haft-Gleit- als auch bei Gleit-Gleit-Übergängen. Eine Reduktion der
schnellen Dynamik ist somit streng genommen nicht zulässig. Weil die Sprünge jedoch
in der Größenordnung O(1) sind, sind die sich anschließenden Phasen der schnellen
Dynamik, in denen die Trajektorie in die Nähe der Mannigfaltigkeit zurückkehrt, in
der Größenordnung O(�). Deshalb ist zu vermuten, dass die durch eine Reduktion der
schnellen Dynamik gewonnene Approximation trotzdem eine gute Übereinstimmung
mit dem Originalsystem bietet.
Dafür werden die Bewegungsgleichungen für den Gleitfall in eine Einzeldifferential-
gleichung dritter Ordnung überführt und anschließend mit den neuen Koordinaten
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7.1 Trockene Reibung

�+ = -+ − -+0, �′+ = -′
+
, �′′

+
= -′′

+
und Π1 = %1 − %10 die Gleichungen in den

Abweichungen von der Gleichgewichtslage des Systems ohne Coulomb’sche Reibung

0 = "+�′′′+ + �
′′
+
+  +�′+ + 
+�

′
+
+ �'�(�′+ )

−&ℎ(�+ + -+0 , %10 +"+�′′+ + �
′
+
+ �' +  +�+ )

+&�(%10 +"+�′′+ + �
′
+
+ �' +  +�+ )

Π1 = "+�′′+ + �
′
+
+ �' +  +�+


, /� ∈ Σ+� (7.8)

0 = "+�′′′+ + �
′′
+
+  +�′+ + 
+�

′
+
+ �'�(�′+ )

−&ℎ(�+ + -+0 , %10 +"+�′′+ + �
′
+
− �' +  +�+ )

+&�(%10 +"+�′′+ + �
′
+
− �' +  +�+ )

Π1 = "+�′′+ + �
′
+
− �' +  +�+


, /� ∈ Σ−� (7.9)

�′
+
= 0

�′′
+
= 0

Π′1 = &ℎ(�+ + -+0 ,Π1 + %10) −&�(Π1 + %10)

 , /� ∈ Σ� (7.10)

formuliert (Die Gleichgewichtslage mit Berücksichtigung der Coulomb’schen Reibung
ist indefinit und deshalb für eine Variablentransformation nicht geeignet).
Die hochgestellten Plus- bzw. Minuszeichen beziehen sich auf die Richtung der
Geschwindigkeit in der jeweiligen Gleitphase. Weil der Übergang auf die Koordinaten
[�+ , �′+ , �

′′
+
]> in den Haftphasen nicht möglich ist, ergeben sich unterschiedliche

Zustandsvektoren /� = [�+ , �′+ , �
′′
+
]> und /� = [�+ , �′+ ,Π1]> für die Gleit- bzw. Haft-

phasen. Die Umrechnung erfolgt anhand der untersten Zeilen der Gleichungen (7.8) und
(7.9). Der Sprung im Verlauf der Kolbenbeschleunigung bei den Gleit-Gleit-Übergängen
wird nun durch den Dirac-Impuls �(�′

+
) abgebildet. Die Sprünge, welche bei den

Gleit-Haft-Gleit-Übergängen auftreten, werden durch entsprechende Übergangsbedin-
gungen abgebildet. Diese bestehen in der Stetigkeit des Druckverlaufs sowie in der
Bedingung �′′

+
= 0 bei jedem Haft-Gleit-Übergang. Tab. 7.1 gibt eine Übersicht der

Übergangsbedingungen an den Gleit-Haft-, Gleit-Gleit- und Haft-Gleit-Übergängen.

Gleit-Gleit (G-G) Haft-Gleit (H-G) Gleit-Haft (G-H)
�++ = �+− �++ = �+− �++ = �+−

�′
++ = �′

+− = 0 �′
++ = �′

+− = 0 �′
++ = �′

+− = 0
�′′
++ = �′′

+− ±
2�'
"+

�′′
++ = 0 Π1+ = Π1− = "+�′′+− ± �' +  +�+−

Tabelle 7.1: Übergangsbedingungen an den Gleit-Haft-, Gleit-Gleit- und Haft-Gleit-Übergängen. Die
Vorzeichen in der letzten Zeile sind von der Richtung der Geschwindigkeit sign(�′

+−) in der vorigenGleitphase
abhängig.
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7 Asymptotische Analyse ausgewählter Nichtlinearitäten

Die Größen mit einem Minuszeichen im Index beziehen sich darin auf den Zustand vor
dem jeweiligen Übergang, ein Pluszeichen markiert den Zustand nach dem Übergang.
Für die Formulierung der HaftbedingungΣ� und der beiden GleitbedingungenΣ+

�
und

Σ−
�
in Gleichungen (7.8), (7.9) und (7.10) wird die Haftkraft

�� = %1 − �2 −  +-+

=


"+�′′+ + �

′
+
+ �' , /� ∈ Σ+�

"+�′′+ + �
′
+
− �' , /� ∈ Σ−�

Π1 −  +�+ + %10 − �2 −  +-+0︸                ︷︷                ︸
=0

, /� ∈ Σ�
(7.11)

in Abhängigkeit der neuenVariablen ausgedrückt. Aus denGleit- undHaftbedingungen
aus Gl. (7.7) können die Gleit- und Haftbereiche

Σ+� =
{
/� |/� ∈ R3 ∧ �′+ > 0

}
∪

{
/� |/� ∈ R3 ∧ �′+ = 0 ∧ |"+�

′′
+ + �' | > �'

}
(7.12)

Σ−� =
{
/� |/� ∈ R3 ∧ �′+ < 0

}
∪

{
/� |/� ∈ R3 ∧ �′+ = 0 ∧ |"+�

′′
+ − �' | > �'

}
(7.13)

Σ� =
{
/� |/� ∈ R3 ∧ �′+ = 0 ∧ |Π1 −  +�+ | ≤ �'

}
. (7.14)

abgeleitet werden.
Für eine Abschätzung der Größenordnungen wird der kleine Parameter � = "+

eingeführt und die einzelnen Schaltzustände werden in eine Taylorreihe entwickelt.
Dabei ist nun eine Fallunterscheidung zwischen sechs Schaltzuständen erforderlich,
weil die durch die Mengen Σ+

�
, Σ−

�
und Σ� repräsentierten Gleit- und Haftbereiche

durch die Steuerkante nochmal in jeweils zwei Bereiche unterteilt werden.
Die Vernachlässigung der Größenordnungen O

(
�2) und kleiner führt auf die System-

darstellung



0 = ��′′′
+
+ �′′

+
+ � +B �′+ + ($+B )2�+ − �&+B + �#+B �

′
+
�+ + �'�(�′+ ), /� ∈ Σ+�

0 = ��′′′
+
+ �′′

+
+ � −B �′+ + ($−B )2�+ − �&−B + �#−B �

′
+
�+ + �'�(�′+ ), /� ∈ Σ−�

0 = ��′′′
+
+ �′′

+
+ � ̄+B �′+ − &̄+B + �'�(�

′
+
), /� ∈ Σ̄+�

0 = ��′′′
+
+ �′′

+
+ � ̄−B �′+ − &̄−B + �'�(�

′
+
), /� ∈ Σ̄−�

Π′1 =  
�
B �+ + �(��B Π1 + #�

B �+Π1), /� ∈ Σ�
Π′1 = &̄

�
B + ��̄�B Π1 , /� ∈ Σ̄�

(7.15)
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7.1 Trockene Reibung

mit den Haft- und Gleitbedingungen

Σ±� =
{
/� |/� ∈ R3 ∧ �+ + -+0 > 0 ∧ ±�′+ > 0

}
∪

{
/� |/� ∈ R3 ∧ �+ + -+0 > 0 ∧ �′+ = 0 ∧ |��′′+ ± �' | > �'

}
(7.16)

Σ̄±� =
{
/� |/� ∈ R3 ∧ �+ + -+0 ≤ 0 ∧ ±�′+ > 0

}
∪

{
/� |/� ∈ R3 ∧ �+ + -+0 ≤ 0 ∧ �′+ = 0 ∧ |��′′+ ± �' | > �'

}
(7.17)

Σ� =
{
/� |/� ∈ R3 ∧ �+ + -+0 > 0 ∧ �′+ = 0 ∧ |Π1 −  +�+ | ≤ �'

}
(7.18)

Σ̄� =
{
/� |/� ∈ R3 ∧ �+ + -+0 ≤ 0 ∧ �′+ = 0 ∧ |Π1 −  +�+ | ≤ �'

}
. (7.19)

Für die skalierten Parameter gelten die Berechnungsformeln

� ±B =  + + 
+ + �±) (7.20)
� ̄±B =  + + 
+ + �̄±) (7.21)

 �B = −�+
√
%10 (7.22)

($±B )2 = �±) + + �+
√
%10 ± �' (7.23)

�&±B = &% − (�+-+0 + 
�)
√
%10 ± �' (7.24)

&̄±B = &% − 
�
√
%10 ± �' (7.25)

&̄�
B = &% − 
�

√
%10 (7.26)

���B = −
�+-+0 + 
�

2
√
%10

(7.27)

��̄�B = −

�

2
√
%10

(7.28)

�#±B = −
 +�±)

2(%10 ± �')
+ �+

2
√
%10 ± �'

(7.29)

�#�
B = −

�+

2
√
%10

(7.30)

mit den Abkürzungen

�±) =

�

2
√
%10
+ �+-+0

2
√
%10 ± �'

(7.31)

�̄±) =

�

2
√
%10 ± �'

. (7.32)

DieWerte der skalierten Parameter,welche sich aus denphysikalischen Parameterwerten
in Tab. 4.1 sowie aus einer Reibkraft von 5' = 1 N ergeben, sind in Tab. 7.2 aufgeführt.
Die Parametrierung für die Simulationsergebnisse basiert teilweise auf leicht abwei-
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7 Asymptotische Analyse ausgewählter Nichtlinearitäten

Symbol Wert Symbol Wert Symbol Wert
 +B 0.743  −B 0.747 � 0.13
 ̄+B 0.527  ̄−B 0.529  �B −1.007
$+B 1.006 $−B 1.002 &̄�

B 0.993
&+B −0.067 &−B 0.067 ��B −0.418
&̄+B 0.989 &̄−B 0.997 �̄�B −0.201
#+B 0.219 #−B 0.221 #�

B 0.220

Tabelle 7.2: Skalierte Parameterwerte basierend auf der Standardparametrierung in Tab. 4.1 sowie auf einer
Reibkraft von 5' = 1 N.

chenden Dämpfungsparametern zwischen 3+ = 130 N s/m und 3+ = 160 N s/m. Die
Größenordnungen der skalierten Parameter ändern sich dadurch jedoch nicht.
Die skaliertenParameter&+B und&−B sind inderGrößenordnung �undkönntendemnach
eigentlich vernachlässigt werden, weil die entsprechenden Ausdrücke �&+B und �&−B
in Gl. (7.15) in der Größenordnung O

(
�2) sind. Jedoch zeigen Simulationsergebnisse,

dass durch die Vernachlässigung ein relevanter Fehler entsteht, der die Größenordnung
dieser Ausdrücke übersteigt. Aus diesem Grund werden sie weiterhin berücksichtigt.
Die Dynamik in den vier Gleitbereichen wird durch singulär gestörte Differential-
gleichungen beschrieben. Eine Reduktion der schnellen Dynamik ist jedoch nur unter
Vernachlässigung des Dirac-Impulses möglich. Dies entspricht einer Vernachlässigung
der in der schnellen Zeitskala stattfindenden Einschwingphasen im Anschluss an die
Haft-Gleit-Haft bzw. Gleit-Gleit-Übergänge. Die Druckdynamik während der Haftpha-
sen wird durch regulär gestörte Differentialgleichungen beschrieben und muss deshalb
nicht reduziert werden.
Die schnelle Dynamik während der Gleitphasen � = �′′

+
wird analog zum Vorgehen

in den vorherigen Kapiteln durch einen Reihenansatz � ≈ �̃ = �0 + ��1 approximiert.
Durch Einsetzen in die Gl. (7.15), Vernachlässigung des Dirac-Impulses und Bilanzieren
nach verschiedenen Potenzen von � ergibt sich die Näherung

�̃ =


−($+B )2�+ + �

( (
($+B )2 −  +B

)
�′
+
+&+B − #+B �′+�+

)
, /A� ∈ ΣA+�

−($−B )2�+ + �
( (
($−B )2 −  −B

)
�′
+
+&−B − #−B �′+�+

)
, /A� ∈ ΣA−�

&̄+B − � ̄+B �′+ , /A� ∈ Σ̄A+�
&̄−B − � ̄−B �′+ , /A� ∈ Σ̄A−�

(7.33)

mit dem reduzierten Zustandsvektor /A� = [�+ , �′+ ]> und den vier verschiedenen
Gleitbereichen

ΣA±� =
{
/� |/� ∈ R2 ∧ �+ + -+0 > 0 ∧ ±�′+ > 0

}
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7.1 Trockene Reibung

∪
{
/� |/� ∈ R2 ∧ �+ + -+0 > 0 ∧ �′+ = 0 ∧ |%10 + �(�&±B − ($±B )2�+ )| > �'

}
(7.34)

Σ̄A±� =
{
/� |/� ∈ R2 ∧ �+ + -+0 ≤ 0 ∧ ±�′+ > 0

}
∪

{
/� |/� ∈ R2 ∧ �+ + -+0 ≤ 0 ∧ �′+ = 0 ∧ |%10 + �&̄±B | > �'

}
. (7.35)

Daraus leitet sich die reduzierte, regulär gestörte Dynamik



�′′
+
= −($+B )2�+ + �

( (
($+B )2 −  +B

)
�′
+
+&+B − #+B �′+�+

)
, /A� ∈ ΣA+�

�′′
+
= −($−B )2�+ + �

( (
($−B )2 −  −B

)
�′
+
+&−B − #−B �′+�+

)
, /A� ∈ ΣA−�

�′′
+
= &̄+B − � ̄+B �′+ , /A� ∈ Σ̄A+�

�′′
+
= &̄−B − � ̄−B �′+ , /A� ∈ Σ̄A−�

Π′1 =  
�
B �+ + �(��B Π1 + #�

B �+Π1), /� ∈ Σ�
Π′1 = &̄

�
B + ��̄�B Π1 , /� ∈ Σ̄�

(7.36)

ab.
Weil die Kolbenbeschleunigung �′′

+
im reduzierten Zustandsvektor /A� nicht mehr ent-

halten ist, könnendie in Tab. 7.1 aufgeführtenÜbergangsbedingungen andenHaft-Gleit-
bzw. Gleit-Gleit-Übergängen auf Beschleunigungsebene nicht mehr formuliert werden.
Der Verlauf der Beschleunigung ist zwar weiterhin unstetig, jedoch werden die Sprünge
nun nicht mehr durch die Übergangsbedingungen, sondern durch die rechte Seite von
Gl. (7.33) bestimmt.
Weiterhin wird die Forderung nach der Stetigkeit des Druckverlaufs an den Gleit-Haft-
Übergängen nun mit der Näherung �′′

+
≈ �̃ entsprechend Gl. (7.33) modifiziert und im

Folgenden mit der Gleichung

Π1+ = Π1− = ��̃(�+ = �+− , �
′
+ = 0) ± �' +  +�+− (7.37)

beschrieben, wobei sich das Vorzeichen der dimensionslosen Reibkraft nach der Rich-
tung der Geschwindigkeit sign(�′

+−) in der vorigen Gleitphase richtet.
Der Verlauf der Zustandsgrößen des reduzierten Systems sowie die durch Gl. (7.33)
bestimmte Näherung der Kolbenbeschleunigung -′′

+
≈ �̃ sind im eingeschwungenen

Zustand in Abb. 7.2 dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Phasen schneller
Dynamik zu Beginn der Gleitphasen durch die Reduktion eliminiert wurden. Dadurch
werden die Gleit-Gleit-Übergänge weitestgehend geglättet. Haftphasen können weiter-
hin dargestellt werden.
Um ein System in Standardform zu formulieren, wird die Grundlösung als abschnitts-
weise definierte Lösungder ungestörten (� = 0)Gl. (7.36) berechnet. Dadie Zustandsgrö-
ßen der Gleitdynamikwährend der Haftphasen konstant ist, besteht die Vorgehensweise
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7 Asymptotische Analyse ausgewählter Nichtlinearitäten

Abbildung 7.2:Grenzzyklusschwingungendes reduzierten SystemsmitCoulomb’scherReibung.Dämpfungs-
parameter 3+ = 130 N s/m, Reibkraft 5' = 1 N. Das Modell kann weiterhin zwischen Haft- und Gleitphasen
unterscheiden und die qualitative Dynamik abbilden.

darin, die Grundlösung zunächst nur aus der Gleitdynamik abzuleiten. Die Haftphasen
werden nachträglich in die Grundlösung integriert. Hierbei ergibt sich jedoch die
Problematik, dass aus den einzelnen Abschnitten keine periodische und gleichzeitig
stetige Funktion erzeugt werden kann, wie das zuvor durch entsprechende Übergangs-
bedingungen an den Schaltübergängen möglich war. Aus diesem Grund werden die in
der Grundlösung enthaltenen Parameter $±B und &̄±B über die Schaltzustände positiver
und negativer Kolbengeschwindigkeiten gemittelt

$B =
1
2 ($

+
B + $−B ) (7.38)

&̄B =
1
2 (&̄

+
B + &̄−B ) (7.39)

und mit den Näherungen

$+B = $−B = $B (7.40)
&̄+B = &̄

−
B = &̄B (7.41)
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7.1 Trockene Reibung

eine Grundlösung für das Mittelwertbildungsverfahren konstruiert, welche das unge-
störte Problem nicht exakt löst. Wegen $+B ≈ $−B und &̄+B ≈ &̄−B ist das jedoch eine gute
Näherung, vgl. Tab. 7.2. Die Grundlösung

�̃10(�) =



�10(�), �0 < � ≤ ��

�, �� < � ≤ �� + Δ��
�10(� − Δ��), �� + Δ�� < � ≤ �1 + Δ��
�̄10(� − Δ��), �1 + Δ�� < � ≤ �̄�

�̄, �̄� < � ≤ �̄� + Δ�̄�
�̄10(� − Δ�� − Δ�̄�), �̄� + Δ�̄� < � ≤ �2 + Δ�� + Δ�̄�

(7.42)

�̃20(�) =



�20(�), �0 < � ≤ ��

0, �� < � ≤ �� + Δ��
�20(� − Δ��), �� + Δ�� < � ≤ �1 + Δ��
�̄20(� − Δ��), �1 + Δ�� < � ≤ �̄�

0, �̄� < � ≤ �̄� + Δ�̄�
�̄20(� − Δ�� − Δ�̄�), �̄� + Δ�̄� < � ≤ �2 + Δ�� + Δ�̄�

(7.43)

mit den Zeiten

�� =
1
2 (�0 + �1) (7.44)

�̄� =
1
2 (�1 + �2) + Δ�� (7.45)

setzt sich aus vier Gleit-und zwei Haftbereichen zusammen, vgl. Abb. 7.3a. Jedoch
können auch Gleit-Gleit-Übergänge durch das Nullsetzen der entsprechenden Haft-
dauern Δ�� oder Δ�̄� abgebildet werden. Es gelten die Gleichungen (5.8), (5.9) und
(5.15) bis (5.20) sowie (5.25), aus denen die Funkionen �10(�), �̄10(�), �20(�), �̄20(�) und
die Schaltzeiten �0, �1, �2 sowie das Schwingungsminimum �̄ zu entnehmen sind. Die
HaftdauernΔ�� undΔ�̄� sind zu diesemZeitpunkt noch unbekannt undwerden später
aus der Haftdynamik bestimmt.
Zunächst wird jedoch der Fall � ≤ -+0 betrachtet, bei dem die Schwingungen die Steu-
erkante nicht kreuzen. Auch hier sind Haftphasen möglich, weshalb die Grundlösung

�̃10(�) =


�+10(�) = � cos($+B � + 
), )0 < � ≤ )1
�, )1 < � ≤ )1 + Δ)�1
�−10(�) = �− cos($−B � + 
−), )1 + Δ)�1 < � ≤ )2
−�− , )2 < � ≤ )2 + Δ)�2

(7.46)
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�̃20(�) =


�+20(�) = −�$+B sin($+B � + 
), )0 < � ≤ )1
0, )1 < � ≤ )1 + Δ)�1
�−20(�) = −�−$−B sin($−B � + 
−), )1 + Δ)�1 < � ≤ )2
0, )2 < � ≤ )2 + Δ)�2

(7.47)

für diesen Fall ebenfalls abschnittsweise definiert wird, vgl. Abb. 7.3b. Im Gegensatz
zum Fall � > -+0 lässt sich jedoch hier mit Hilfe der Bedingungen

�+20()0) = 0 (7.48)
�+20()1) = 0 (7.49)

�−20()1 + Δ)�1 ) = 0 (7.50)
�−20()2) = 0 (7.51)
�+10()1) = �−10()1 + Δ)�1 ) (7.52)

auch ohneMittelung der skalierten Parameter eine periodische und stetige Grundlösung
erzeugen. Das Lösen dieser Bedingungen liefert Ausdrücke für die Unbekannten

)0 = −

 + �
$+B

(7.53)

)1 = −



$+B
(7.54)

)2 =
Δ)�1 $+B − 


$+B
+ �
$−B

(7.55)

�− = � (7.56)


− = −
(Δ)�1 $+B − 
)$−B

$+B
(7.57)

in Abhängigkeit von � und 
.
Die Verläufe der Grundlösungen für die beiden Fälle � > -+0 und � ≤ -+0 sind in
Abb. 7.3 dargestellt. Der Verläufe entsprechen prinzipiell denen des Systems ohne Cou-
lomb’sche Reibung. Lediglich an den Nulldurchgängen der Geschwindigkeit werden
Haftphasen noch bisher unbekannter Dauer eingefügt.
Diese Haftdauern werden mit Δ�� und Δ�̄� bzw. Δ)�1 und Δ)�2 bezeichnet und im
Folgenden bestimmt. Dazu wird die Druckdynamik während der Haftphasen mit
entsprechenden Anfangsbedingungen aus der vorigen Gleitphase solange integriert, bis
die Haftgrenze erreicht bzw. die Haftbedingung verletzt wird. Dabei hängen sowohl die
Druckdynamik, die Anfangsbedingung und die Haftgrenze von der Kolbenposition,
der Richtung der Geschwindigkeit in der vorigen Gleitphase und vom entsprechenden
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7.1 Trockene Reibung

(a) � > -+0: Schwingungen überschreiten die
Steuerkante.

(b) � ≤ -+0: Schwingungen überschreiten die
Steuerkante nicht.

Abbildung 7.3: Verlauf der Grundlösungen �̃10(�) und �̃20(�) innerhalb einer Periode.

Haftdauer Kolbenposition Richtung der Geschwindigkeit Schaltzustand
in der vorigen Gleitphase

Δ�� �+ = � sign(�′
+
) = 1 /� ∈ Σ�

Δ�̄� �+ = �̄ sign(�′
+
) = −1 /� ∈ Σ̄�

Δ)�1 �+ = � sign(�′
+
) = 1 /� ∈ Σ�

Δ)�2 �+ = −� sign(�′
+
) = −1 /� ∈ Σ�

Tabelle 7.3: Zustände während der Haftphasen.

Schaltzustand ab. Die entsprechenden Größen können aus Abb. 7.3 abgeleitet werden
und sind in Tab. 7.3 aufgeführt.
Durch Einsetzen der unterschiedlichen Kombinationen in Gl. (7.36) ergeben sich die
entsprechenden Differentialgleichungen, welche die Druckdynamik während der unter-
schiedlichen Haftphasen beschreiben. Aus Gl. (7.37) können die jeweiligen Anfangs-
bedingungen für die Integration abgeleitet werden. Tab. 7.4 zeigt eine Zuordnung der
unterschiedlichen Druckaufbaugleichungen mit den jeweiligen Anfangsbedingungen
zu den einzelnen Haftdauern.

Haftdauer Druckdynamik Anfangsbedingung
Δ�� Π′1 = �Π1(��B + #�

B �) +  �B � Π1(��) = �' + ( + − �($+B )2)� + �2&+B

Δ�̄� Π′1 = �Π1(��B − #�
B �) −  �B � Π1(�̄�) = −�' + �&̄−B +  +

(
21 −

22
2
&̄B

)
Δ)�1 Π′1 = �Π1(��B + #�

B �) +  �B � Π1()1) = �' + ( + − �($+B )2)� + �2&+B
Δ)�2 Π′1 = &̄

�
B + ��̄�B Π1 Π1()2) = −�' − ( + − �($−B )2)� + �2&−B

Tabelle 7.4: Druckdynamik während der verschiedenen Haftphasen.
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7 Asymptotische Analyse ausgewählter Nichtlinearitäten

(a) � > -+0: Schwingungen überschreiten die
Steuerkante.

(b) � ≤ -+0: Schwingungen überschreiten die
Steuerkante nicht.

Abbildung 7.4:Druckverlauf während der Haftphasen. Vergleich von exaktem VerlaufΠ1(�) undNäherungs-
lösung Π10(�).

Haftdauer Näherungslösung Haftbedingung Haftgrenze
Δ�� Π10(�) =  �B �� +Π1(��) |Π1 −  +�| ≤ �' Π10 −  +� = −�'
Δ�̄� Π10(�) = &̄�

B � +Π1(�̄�) |Π1 −  + �̄| ≤ �' Π10 −  + �̄ = �'
Δ)�1 Π10(�) =  �B �� +Π1()1) |Π1 −  +�| ≤ �' Π10 −  +� = −�'
Δ)�2 Π10(�) = − �B �� +Π1()2) |Π1 +  +�| ≤ �' Π10 +  +� = �'

Tabelle 7.5: Näherungslösungen der Druckdynamik während der verschiedenen Haftphasen.

Weil die Kolbenposition während der Haftphasen konstant ist, sind die Differential-
gleichungen der Haftdynamik linear und können analytisch gelöst werden. Jedoch
ergeben sich die Druckverläufe in Form von Exponentialfunktionen und damit Haft-
dauern, welche durch den natürlichen Logarithmus beschrieben werden. Dies führt
im späteren Mittelwertbildungsverfahren zu sehr komplexen Ausdrücken bei der
analytischen Integration. Aus diesem Grund wird eine Näherungslösung mit Hilfe
eines Störungsansatz Π1 ≈ Π10 + �Π11 berechnet, der die Druckdynamik während der
Haftphasen approximiert. Die verschiedenen GrundlösungenΠ10(�) ergeben sich durch
das Einsetzen des Störungsansatzes in die Differentialgleichungen der Druckdynamik
in Tab. 7.4, wobei � = 0 gesetzt wird. Da die Grundlösungen bereits eine sehr gute
Näherungandie exakteLösung sind (vgl.Abb. 7.4),wird aufdieBerechnungderhöheren
Näherungen Π11(�) verzichtet. Die Näherungslösungen des Druckverlaufs, welche
bereits andie jeweiligenAnfangsbedingungen angepasst sind, sind inTab. 7.5 aufgeführt.
Die entsprechenden Haftbedingungen ergeben sich aus den Gleichungen (7.18) und
(7.19) und sind ebenfalls in Tab. 7.5 aufgeführt und den Haftphasen zugeordnet. In
welche Richtung die Haftbereiche verlassen werden, hängt davon ab, ob der Druck
während der Haftphase steigt oder fällt. In den den Schwingungsmaxima zugeordneten
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7.1 Trockene Reibung

Abbildung 7.5: Periodendauer der Schwingung und Haftdauern in Abhängigkeit der Schwingungsampli-
tude �.

Haftphasen sinkt der Druck, da hier das Ventil und somit die Öffnung der Steuerkante
maximal geöffnet ist. Somit wird der Haftbereich am unteren Ende (im Bereich kleiner
Drücke) verlassen. In den Haftbereichen, bei welchen die Schwingung ihr Minimum
erreicht, ist das Ventil vollständig oder fast geschlossen. Damit steigt in diesen Phasen
derDruck und dieHaftbedingungwird an der oberenGrenze (imBereich hoherDrücke)
verletzt.
Aus diesen Überlegungen heraus können die jeweiligen Haftgrenzen abgeleitet werden.
Diese sind ebenfalls in Tab. 7.5 aufgeführt. Daraus ergeben sich die Haftdauern

Δ�� = Δ)�1 =
�($+B )2

 �B
− 2�' + �2&+B

� �B
(7.58)

Δ�̄� =
2�' − �&̄−B

&̄�
B

(7.59)

Δ)�2 =
�($−B )2

 �B
− 2�' − �2&−B

� �B
, (7.60)

deren Verläufe in Abhängigkeit der Schwingungsamplitude � in Abb. 7.5 dargestellt
sind. Wegen $+B ≈ $−B und &+B ≈ &−B sind die Verläufe von Δ)�1 und Δ)�2 in die-
ser Skalierung nicht voneinander zu unterscheiden und es gilt Δ)�1 ≈ Δ)�2 . Beide
Haftdauern werden für � → 0 außerdem unendlich groß. Die Haftdynamik bei
geschlossenem Ventil, das heißt /� ∈ Σ̄� , ist in erster Näherung unabhängig von
der Schwingungsamplitude �, weshalb auch Δ�̄� unabhängig von � ist. Für � � 1
wird Δ�� immer kleiner und kann je nach Parameterkombination auch negativ werden
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7 Asymptotische Analyse ausgewählter Nichtlinearitäten

(nicht in der Abbildung dargestellt). Der Nulldurchgang trennt dabei die Bereiche,
in denen es pro Schwingungsperiode eine bzw. zwei Haftphasen gibt. Eine negative
Haftdauer ist physikalisch nicht sinnvoll und ist durch die Annahme verursacht, dass
bei jedem Nulldurchgang der Geschwindigkeit eine Haftphase existiert. Der dadurch
verursachte Fehler ist jedoch vernachlässigbar klein und wird hier nicht korrigiert.
Mit den Grundlösungen, welche durch die Gleichungen (7.42), (7.43), (7.46) und (7.47)
repräsentiert werden, wird eine Variablentransformation auf die Variablen � und 


durchgeführt und damit ein System in Standardform formuliert. Im Fall � > -+0

�′ =



5 +
�
(� − 8Δ�), �0 < � − 8Δ� ≤ ��

0, �� < � − 8Δ� ≤ �� + Δ��
5 −
�
(� − 8Δ�), �� + Δ�� < � − 8Δ� ≤ �1 + Δ��

5̄ −
�
(� − 8Δ�), �1 + Δ�� < � − 8Δ� ≤ �̄�

0, �̄� < � − 8Δ� ≤ �̄� + Δ�̄�
5̄ +
�
(� − 8Δ�), �̄� + Δ�̄� < � − 8Δ� ≤ �2 + Δ�� + Δ�̄�

(7.61)


′ =



5 +
 (� − 8Δ�), �0 < � − 8Δ� ≤ ��

0, �� < � − 8Δ� ≤ �� + Δ��
5 −
 (� − 8Δ�), �� + Δ�� < � − 8Δ� ≤ �1 + Δ��
5̄ −
 (� − 8Δ�), �1 + Δ�� < � − 8Δ� ≤ �̄�

0, �̄� < � − 8Δ� ≤ �̄� + Δ�̄�
5̄ +
 (� − 8Δ�), �̄� + Δ�̄� < � − 8Δ� ≤ �2 + Δ�� + Δ�̄�

(7.62)

Δ� = �2 − �0 , 8 = 0, 1, 2, . . . . (7.63)

wird zwischen sechs Schaltzuständen unterschieden. Weil die Grundlösung das unge-
störte Problem nicht exakt löst, ist der kleine Parameter als Faktor auf der rechten Seite
nicht enthalten. Trotzdem ist die rechte Seite in der Größenordnung �. Für den Fall
� < -+0 ergibt sich die Darstellung

�′ = �


�+
�
(� − 8Δ�), )0 < � − 8Δ� ≤ )1

0, )1 < � − 8Δ� ≤ )1 + Δ)�1
�−
�
(� − 8Δ�), )1 + Δ)�1 < � − 8Δ� ≤ )2

0, )2 < � − 8Δ� ≤ )2 + Δ)�2

(7.64)


′ = �


�+
 (� − 8Δ�), )0 < � − 8Δ� ≤ )1
0, )1 < � − 8Δ� ≤ )1 + Δ)�1
�−
 (� − 8Δ�), )1 + Δ)�1 < � − 8Δ� ≤ )2
0, )2 < � − 8Δ� ≤ )2 + Δ)�2

(7.65)

Δ� = )2 + Δ)�2 − )0 , 8 = 0, 1, 2, . . . . (7.66)
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7.1 Trockene Reibung

(a) Anfangsbedingungen -+ (0) = �(0) + -+0 =

3.6 + -+0 und -′
+
(0) = #(0) = 0.

(b) Anfangsbedingungen -+ (0) = �(0) + -+0 =

0.4 + -+0 und -′
+
(0) = #(0) = 0.

Abbildung 7.6: Vergleich des Einschwingverhaltens des Originalsystems und des gemittelten Systems.
Dämpfungsparameter 3+ = 160 N s/m, Reibkraft 5' = 1 N.

Die Funktionen 5 ±
�
, 5 ±
 , 5̄ ±� , 5̄

±

 , �±� und �±
 werden hier nicht explizit angegeben.

Mittelwertbildung liefert ein autonomes System

�′ = ��(�) =
{
�̂�(�), � > -+0

�̌�(�), � ≤ -+0
(7.67)


′ = �
(�) =
{
�̂
(�), � > -+0

�̌
(�), � ≤ -+0
(7.68)

mit den Funktionen �̂�(�), �̌�(�) , �̂
(�) und �̌
(�), deren Berechnung in Anhang A
ausgeführt wird.
In Abb. (7.6) ist das transiente Einschwingverhalten sowohl des Originalsystems als
auch des gemittelten Systems für unterschiedliche Anfangsbedingungen dargestellt.
Offensichtlich koexistieren mit einer Gleichgewichtslage und einem Grenzzyklus min-
destens zwei stabile stationäre Lösungen mit unterschiedlichen Einzugsgebieten. In
beiden Fällen ergibt sich eine gute Übereinstimmung zwischen dem Originalsystem
und dem gemittelten System.
Die Koexistenz verschiedener stationärer Lösungen wird in Abb. 7.7 verdeutlicht. Da
die Differentialgleichungen des gemittelten Systems entkoppelt sind, können analog
zu der Diskussion der Ergebnisse in Abschnitt 5.2 die stationären Lösungen durch die
Nullstellen der rechten Seite des gemittelten Systems dargestellt werden. Die Steigung
an den jeweiligen Nullstellen ist mit dem Eigenwert in der Gleichgewichtslage assoziiert
und bestimmt somit die Stabilität der stationären Lösung. Für kleine � existiert lediglich
eine Nullstelle bei � = 0, welche zu einer asymptotisch stabilen Gleichgewichtslage
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7 Asymptotische Analyse ausgewählter Nichtlinearitäten

Abbildung 7.7: Rechte Seite der gemittelten Gl. (7.67) in Abhängigkeit der Amplitude für unterschiedliche
�. Nullstellen entsprechen stationären Lösungen. Die Steigung an den jeweiligen Nullstellen bestimmt die
Stabilität der Lösung.

(a)Minima und Maxima der stationären Grenzzy-
klusschwingungen.

(b) Anteil der Haftphasen in % der Gesamtperioden-
dauer �ges.

Abbildung 7.8: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und des gemittelten Systems
unter Variation des kleinen Parameters � = "+ . Für � > 0.145 wird die Haftdauer Δ�� im gemittelten System
negativ, das heißt, dass im Originalsystem hier ein Gleit-Gleit-Übergang stattfindet. Im Bereich � < 0.145
existieren 2 Gleit-Haft-Gleit-Übergänge pro Schwingungsperiode. Instabile Grenzzyklusschwingungen treten
auch imOriginalsystemauf. Sie sind hier nicht dargestellt, weil sie nicht ohne besondere numerischeMethoden
gefunden werden können.

gehört. Mit steigendem � entstehen zwei weitere Nullstellen, welche einem instabilen
und einem stabilen Grenzzyklus entsprechen. Die Gleichgewichtslage bleibt für alle �
stabil, jedoch wird der Einzugsbereich, der durch den instabilen Grenzzyklus bestimmt
wird, immer kleiner.
In Abb. 7.8a ist das Bifurkationsdiagramm mit dem Bifurkationsparameter � = "+

dargestellt. Der Einzugsbereich wird bereits kurz nach der Entstehung der Grenzzyklen
so klein, dass im realen Betrieb die stabile Gleichgewichtslage vermutlich zumeist nicht
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7.2 Quadratische Dämpfung

erreicht wird. Zwischen dem Originalsystem und dem gemittelten System besteht eine
gute Übereinstimmung, selbst für relativ große Werte von �. Die indefinite Gleichge-
wichtslage des Originalsystems, welche durch eine etwas dickere Linie dargestellt ist,
kann im gemittelten System nicht abgebildet werden. Die den stationären Lösungen
zugehörigen Dauern der Haftphasen in % der Gesamtschwingungsdauer sind in
Abb. 7.8b dargestellt. Die Haftphasen besitzen insgesamt nur einen geringen Anteil an
der Gesamtschwingungsdauer und werden mit zunehmendem � und damit zunehmen-
der Schwingungsamplitude kürzer. Die Haftphase im Bereich der Schwingungsmaxima
verschwindet bei � ≈ 0.145, womit es hier zu Gleit-Gleit-Übergängen kommt. Im
gemittelten System wird das durch eine negative Haftdauer ausgedrückt, was, wie
bereits zuvor diskutiert, zwar nicht physikalisch ist, jedoch keinen großen Fehler
verursacht.
Zusammenfassend können mit der Berücksichtigung Coulomb’scher Reibung bisher
nicht betrachtete Effekte beschrieben werden. Dazu gehören eine indefinite Gleichge-
wichtslage sowie die Unterscheidung zwischen Haft- und Gleitbereichen. Dabei lässt
die Systemdynamik sowohl Gleit-Haft-Gleit- als auch Gleit-Gleit-Übergänge zu. Die
Gleichgewichtslagewird durch die Coulomb’sche Reibung zwar stabilisiert, jedoch ist in
weiten Parameterbereichen das Einzugsgebiet so klein, dass in der realen Anwendung
die Gleichgewichtslage nicht erreicht wird.

7.2 Quadratische Dämpfung
Um Stabilitätsproblemen in Ventilkreisläufen zu begegnen, gibt es neben der Variation
physikalischer Parameter noch dieMöglichkeit, durch konstruktive Veränderungen eine
Stabilisierung der Gleichgewichtslage herbeizuführen.
Eine weit verbreitete konstruktive Maßnahme zur Stabilisierung von Ventilkreisläufen
ist das gezielte Einbringen von Dämpfung in den durch Ventilkolben und Druck-
rückführung gebildeten Regelkreis. Dieser Dämpfungsmechanismus kann durch einen
hydraulischen Widerstand in der Druckrückführung realisiert werden. Dabei sind
sowohl laminare [80] als auch turbulente [68]Widerstände denkbar. In diesemAbschnitt
wird der Fall einer Dämpfungsblende untersucht, durch die ein turbulenter Volumen-
strom fließt. Diese Variante bringt zwar eine zusätzliche Nichtlinearität ins System, hat
jedoch den Vorteil, einen viskositäts- und damit temperaturunabhängigen Widerstand
bereitzustellen [7]. Die Analyse beschränkt sich auf das Konstantdrucksystem mit
Druckregelventil in Abb. 7.9, jedoch ergeben sich identische Ergebnisse für den Kreislauf
mit 3/3-Proportional-Wegeventil und Druckquelle. Mit der Blendenfläche �2 wird
ausgehend von den Gleichungen (4.1) und (4.2) die Systemdynamik

<+ ¥G+ + 3+ ¤G+ + :+G+ = A2
+�?2 − 52 (7.69)
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7 Asymptotische Analyse ausgewählter Nichtlinearitäten

Abbildung 7.9: Konstantdrucksystem mit Druckregelventil und Dämpfungsblende.

Parameter Symbol Wert Einheit
Blendenfläche �2 �/4 · (1.41 · 10−3)2 m2

Hauptkapazität �̃ℎ 2.354 · 10−13 m3/Pa
Nebenkapazität �ℎ2 1.458 · 10−14 m3/Pa

Tabelle 7.6: Standardparametrierung des Ventilkreislaufs mit Dämpfungsblende. Die nicht aufgeführten
Parameterwerte sind Tab. 4.1 zu entnehmen.

�ℎ ¤?1 = −@2(?1 , ?2) + @ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1) (7.70)
�ℎ2 ¤?2 = @2(?1 , ?2) − A2

+� ¤G+ (7.71)

durch Hinzunahme der Druckaufbaugleichung in der durch die Blende geschaffenen
Kammer (Kapazität �ℎ2) mit dem Druck ?2 gebildet. Für die Funktionen @ℎ(G+ , ?1)
und @�(?1) gelten die Gleichungen (4.4) und (4.9). Der Volumenstrom durch die
Dämpfungsblende

@2(?1 , ?2) = ���2 sign(?1 − ?2)
√
|?1 − ?2 | (7.72)

wird entsprechend Gl. (3.13) modelliert.
Für die neu eingeführten Parameter gelten die Werte in Tab. 7.6.
Die Werte der Kapazitäten �̃ℎ und �ℎ2 sind so gewählt, dass ihre Summe gemäß der
Standardparametrierung aus Kap. 4 der Kapazität von �ℎ = 2.5 ·10−13 m3/Pa entspricht.
Für die Simulationen werden teilweise leicht abweichende Dämpfungsparameter von
3+ = 170 N s/m und 3+ = 190 N s/m verwendet.
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7.2 Quadratische Dämpfung

Die Systemerweiterung beinhaltet im Sinne der nichtlinearen Dynamik interessante
Phänomene, welche durch die fehlende Lipschitz-Stetigkeit der Wurzelfunktion in
ihrem Ursprung hervorgerufen werden. So ist sofort ersichtlich, dass im stationären
Betrieb kein Volumenstrom durch die Dämpfungsblende fließt, weshalb in der Gleich-
gewichtslage ?2 = ?1 gilt. Eine Linearisierung um die Gleichgewichtslage und somit
eine Stabilitätsuntersuchung mittels der Eigenwerte des linearisierten Systems ist also
wegen lim

G→0
d

dG
√
G →∞ nicht möglich. Dies motiviert die asymptotische Analyse dieser

Systemtopologie, welche im Folgenden vorgestellt wird.
Zunächst erfolgt die Entdimensionierung der Systemdynamik mit den dimensionslosen
Größen �, -+ , %1, "+ ,  + , 
+ , �+ , 
� , �2 und &% aus Gl. (4.17) sowie

%2 =
?2 A

2
+
�

3+ $0 G̃+0
(7.73)

Γℎ2 =
�ℎ2

�̃ℎ
(7.74)


2 =

√√
A2
+
�

3+ G̃+0$3
0

�2��

�̃ℎ
. (7.75)

Dabei ist die charakteristische Kreisfrequenz

$2
0 =

2A+� ��

(�̃ℎ + �ℎ2) 3+

√
A2
+
� 52 (7.76)

abweichend zu Gl. (4.16) definiert. Die charakteristische Länge G̃+0 berechnet sich nach
Gl. (4.13). Dies führt auf die dimensionslosen Systemgleichungen

"+-
′′
+ + -

′
+ +  +-+ = %2 − �2 (7.77)

%′1 = −
2 sign(%1 − %2)
√
|%1 − %2 | +&ℎ(-+ , %1) −&�(%1) (7.78)

Γℎ2%
′
2 = 
2 sign(%1 − %2)

√
|%1 − %2 | − 
+-′+ (7.79)

mit den Funktionen &ℎ(-+ , %1) und &�(%1) entsprechend den Gleichungen (4.20) und
(4.22).
Da eine Reihenentwicklung von sign(%1 − %2)

√
|%1 − %2 | um die Gleichgewichtslage

%1 = %2 nicht möglich ist, erfolgt die Abschätzung der Größenordnungen aus physika-
lischen Überlegungen heraus. Die durch die Dämpfungsblende geschaffene Kapazität
�ℎ2 ist sehr klein im Vergleich zur Hauptkapazität �̃ℎ , weshalb der Druckaufbau
innerhalb der Kapazität �ℎ2 sehr schnell vonstatten geht. Dieser Argumentation folgend
ist Gl. (7.79) eine singulär gestörte Gleichungmit demkleinen Parameter� = Γℎ2 und der
schnellen Variablen %2 , welche nachfolgend im Sinne der singulären Störungsrechnung
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7 Asymptotische Analyse ausgewählter Nichtlinearitäten

(a) Transientes Verhalten bis zum eingeschwungenen
Zustand.

(b) Ausschnitt � ≤ 30.

Abbildung 7.10: Zeitverlauf der schnellen Druckvariable %2(�) und Näherung %20(�). Dämpfungsparameter
3+ = 170 N s/m

reduziert wird. Diese Vorgehensweise wird bereits in [80] für ein ähnliches System
umgesetzt, welches einen linearen Widerstand in Form einer Laminardrossel statt
der Dämpfungsblende beinhaltet. Für Γℎ2 → 0 geht das Modell in das Ventil ohne
zusätzliche Blende aus Kapitel 4 über. Mit den hier verwendeten Parameterwerten
ergibt sich � = 0.062.
ZunächstwirddurchdasNullsetzendes kleinenParameters� inGl. (7.79) eineNäherung
erster Ordnung

ℳ20 =
{
[-+ , -′+ , %1 , %20]> ∈ R4 : 
2 sign(%1 − %20)

√
|%1 − %20 | − 
+-′+ = 0

}
(7.80)

der mit der schnellen Variable %2 assoziierten langsamen Mannigfaltigkeitℳ2� berech-
net. Dabei ist der Ausdruck −
+-′+ eigentlich in der Größenordnung O(�). Es ist
jedoch aus strukturellen Gründen sinnvoll, diesen Term mit in die Grundlösung zu
integrieren, da nur dies eine spätere Reihenentwicklung der Bewegungsgleichungen
um die Gleichgewichtslage ermöglicht.
Die durch Gl. (7.80) implizit formulierte Hyperfläche kann explizit nach %20

%20 = %1 − sign(-′+ )
(

+-′+

̃2

)2

(7.81)

aufgelöst werden, woraus eine Näherung für die schnelle Variable %20 folgt. Diese
Näherung zeigt bereits sehr gute Übereinstimmungen mit dem exakten Verlauf des
Drucks %2 , vgl. Abb. 7.10. Durch die Näherung %20 wird eine Gleichgewichtslage der
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Gleichung

d%2
d� = 
2 sign(%1 − %2)

√
|%1 − %2 | − 
+-′+ , � = �/� (7.82)

definiert, in welcher die Variablen %1 und -′
+

als konstante Parameter betrachtet
werden. Die Stabilität dieser Gleichgewichtslage bestimmt die Stabilität der langsamen
Mannigfaltigkeitℳ2�, weshalb als nächster Schritt mit Π2 = %2 − %20 die Gleichungen
in den Abweichungen

dΠ2

d� = 
2 sign(%1 − (Π2 + %20))
√
|%1 − (Π2 + %20)| − 
+-′+

= 
2 sign

(
sign(-′+ )

(

+-′+

2

)2

−Π2

) √√√�����sign(-′
+
)
(

+-′+

2

)2

−Π2

����� − 
+-′+
(7.83)

formuliert werden. Ob eine Reduktion der schnellen Dynamik möglich ist, hängt von
globalen Stabilitätseigenschaften der langsamenMannigfaltigkeit ab. Aus diesemGrund
wird die Stabilitätsanalyse nicht mit Hilfe einer Linearisierung um die Gleichgewichts-
lage vorgenommen, sondern mittels der direkten Methode nach Lyapunov. Dazu wird
die Lyapunov-Funktion

+(Π2) =
1
2Π

2
2 (7.84)

angesetzt, womit für die Ableitung

d+
d� = Π2

dΠ2

d�
= Π2

(

2 sign (−Π2 +  )

√
|−Π2 +  | − 
+-′+

)
(7.85)

mit der Abkürzung

 = sign(-′+ )
(

+

-′
+


̃2

)2

(7.86)

folgt. Asymptotische Stabilität kann nun durch den Nachweis der negativen Definitheit
von d+

d� gezeigt werden. Es gelten die Beziehungen

sign( ) = sign(-′+ ) (7.87)

+-′+

̃2

= sign( )
√
| | , (7.88)

127



7 Asymptotische Analyse ausgewählter Nichtlinearitäten

womit für die negative Definitheit die Ungleichung

Π2

(
sign ( −Π2)

√
| −Π2 | − sign( )

√
| |

)
< 0 (7.89)

gezeigt werden muss. Für diesen Nachweis wird zwischen sechs verschiedenen Fällen

 ≥ Π2 > 0 : Π2︸︷︷︸
>0

(√
 −Π2 −

√
 
)

︸                ︷︷                ︸
<0

< 0 (7.90)

 ≥ 0 > Π2 : Π2︸︷︷︸
<0

(√
 + |Π2 | −

√
 
)

︸                 ︷︷                 ︸
>0

< 0 (7.91)

0 >  ≥ Π2 : Π2︸︷︷︸
<0

(√
−| | + |Π2 | +

√
| |

)
︸                       ︷︷                       ︸

>0

< 0 (7.92)

Π2 ≥  > 0 : Π2︸︷︷︸
>0

(
−
√
Π2 −  −

√
 
)

︸                  ︷︷                  ︸
<0

< 0 (7.93)

Π2 > 0 ≥  : Π2︸︷︷︸
>0

(
−
√
Π2 + | | +

√
| |

)
︸                      ︷︷                      ︸

<0

< 0 (7.94)

0 > Π2 ≥  : Π2︸︷︷︸
<0

(
−
√
−|Π2 | + | | +

√
| |

)
︸                          ︷︷                          ︸

>0

< 0 (7.95)

unterschieden. Der Nachweis kann für alle Fälle und sogar ohne Einschränkungen für
den Wertebereich von Π2 erbracht werden, womit die globale asymptotische Stabilität
der langsamen Mannigfaltigkeit "2� bewiesen ist. Dies rechtfertigt, wie bereits in
den vorherigen Kapiteln, die Reduktion der schnellen Dynamik entsprechend der in
Abschnitt 2.3 beschriebenen Vorgehensweise.
Mittels der Reihenentwicklung

%2 ≈ %̃2 = %20 + �%21 (7.96)

kann nun die Funktion

sign(%1 − %2)
√
|%1 − %2 | ≈ sign(%1 − %20 − �%21)

√
|%1 − %20 − �%21 | (7.97)

≈ sign(%1 − %20)
√
|%1 − %20 | −

�%21

2
√
|(%1 − %20 |

(7.98)
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in eine Reihe entwickelt und nach Einsetzen in Gl. (7.79) diese nach verschiedenen
Potenzen von �

�0 : 0 = 
2 sign(%1 − %20)
√
|%1 − %20 | − 
+-′+ (7.99)

�1 : %′20 = −

2%21

2
√
|%1 − %20 |

(7.100)

bilanziertwerden.AusGl. (7.99) folgtwegen 
2 > 0dieVorzeichenbeziehung sign(-′
+
) =

sign(%1 − %20). Damit können die Reihenglieder

%20 = %1 − sign(-′+ )
(

+-′+

2

)2

(7.101)

%21 =
4
3

+


4
2

(
-′+

)2
-′′+ −

2
+

2
2

sign(-′+ )-
′
+%
′
1 (7.102)

berechnet werden. Das ordnungsreduzierte System ergibt sich dann aus den Gleichun-
gen (7.77) und (7.78) mit %2 = %20+�%21. Das Grundglied %20 bringt einen quadratischen
Dämpfungsterm in das System ein. Dies ist eine für turbulente Strömungen typische
Nichtlinearität, welche beispielsweise auch zur Modellierung von Luftwiderständen
üblich ist. Das Glied erster Ordnung %21 bringt weitere Nichtlinearitäten ein, deren
Besonderheiten darin bestehen, dass sie die höchstenAbleitungen betreffen. ZurKlärung
der Größenordnungen dieser Nichtlinearitäten wird das Differentialgleichungssys-
tem nun analog zu Abschnitt 4.2 als Einzeldifferentialgleichung dritter Ordnung in
den Abweichungen �+ = -+ − -+0 von der Gleichgewichtslage dargestellt und die
Nichtlinearitäten über eine Taylorreihen-Entwicklung um die Gleichgewichtslage in
polynomiale Form transformiert. Es ergibt sich die abschnittsweise definierte Einzeldif-
ferentialgleichung

0 = ��′′′+ +
{
�′′
+
+ � B�′+ + $2

B�+ + �#B1�+�′+ + �#E2 sign(�′
+
)�+�′′+

�′′
+
+ � ̄∗B�′+ − &̄B

+
{
�#E3 sign(�′

+
)
(
�′
+

)2 + �#E4 sign(�′
+
)�′
+
�′′
+
, �+ + -+0 > 0

�#̄E4 sign(�′
+
)�′
+
�′′
+
, �+ + -+0 ≤ 0

(7.103)

dritter Ordnung mit den skalierten Parametern

� B =  + + �2(
+ + �)) (7.104)
� ̄B =  + + �2(
+ + �̄)) (7.105)

$2
B = �2

(
 +�) + �+

√
%10

)
(7.106)
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7 Asymptotische Analyse ausgewählter Nichtlinearitäten

Symbol Wert Symbol Wert
� 0.13 #B1 0.22
 B 0.74 #E2 −0.18
 ̄B 0.53 #E3 −0.18
$B 1.00 #E4 0.07
&̄B 0.99 #̄E4 0.08

Tabelle 7.7: Skalierte Parameterwerte basierend auf der Standardparametrierung in den Tabellen 4.1 und 7.6.

&̄B = �2
(
&% − 
�

√
%10

)
(7.107)

�#B1 = �2

(
�+

2
√
%10
−  +�)2%10

)
(7.108)

�#E2 = −
2�2
+�


2
2

(
 +�) + �+

√
%10

)
(7.109)

�#E3 = −

+�2

2
2

(
�)�2
%10
((
+%10 +&%)� − 
+%10) + 2�

(
 +�) + �+

√
%10

))
(7.110)

�#E4 = −

+�2

2
2

(

+�2(4�2 + 2� − 2) + ��2�)�&%

%10
+ 4�)�

)
(7.111)

�#̄E4 = −

+�2

2
2

(

+�2(4�2 + 2� − 2) + ��2 �̄)�&%

%10
+ 4�̄)�

)
(7.112)

und denAbkürzungen �) und �̄) entsprechend denGleichungen (4.34) und (4.35) sowie

�2 =
1

1 + � . (7.113)

DieWerte der skalierten Parameter,welche sich aus denphysikalischen Parameterwerten
in den Tabellen 4.1 und 7.6 ergeben, sind in Tab. 7.7 aufgeführt.
Die skalierten Parameter #E4 und #̄E4 sind in der ausgewählten Parameterkombination
etwas kleiner als � und könnten demnach vernachlässigt werden. Diese Beziehung gilt
jedoch nicht für alle relevanten Parameterkombinationen, weshalb sie in der weiteren
Berechnung berücksichtigt werden.
Nach der Aufteilung in langsame / = [�1 , �2]> = [�+ , �′+ ]> und schnelle Variablen
� = �′′

+
ergibt sich eine zu Gl. (5.4) identische Näherungℳ0 für die langsame Mannig-

faltigkeitℳ�. Dies liegt daran, dass alle durch die zusätzliche Blende hervorgerufenen
Nichtlinearitäten in der Größenordnung O(�) sind. Somit gelten weiterhin die Stabi-
litätsaussagen aus Abschnitt 5.1, was eine Reduktion der schnellen Dynamik � = �′′

+

rechtfertigt. Das Einsetzen der Reihenentwicklung

� ≈ �̃ = �0 + ��1 (7.114)
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7.2 Quadratische Dämpfung

in Gl. (7.103) und das anschließende Bilanzieren der Potenzen von � führt auf die
Näherungen

�0 =

{
−$2

B�1 , �1 + -+0 > 0
&̄B , �1 + -+0 ≤ 0

(7.115)

�1 =

{(
$2
B −  B

)
�2 − #B1�1�2 + #E2 sign(�2)$2

B�
2
1 , �1 + -+0 > 0

−( ̄B + #E4&̄B sign(�2))�2 , �1 + -+0 ≤ 0

+
{
−#E3 sign(�2)�2

2 + #E4$2
B sign(�2)�1�2 , �1 + -+0 > 0

0, �1 + -+0 ≤ 0
, (7.116)

welche das ordnungsreduzierte regulär gestörte System

�′1 = �2 (7.117)
�′2 = �0 + ��1 (7.118)

bilden.
Weil alle durch die Dämpfungsblende eingebrachten Nichtlinearitäten in der Größen-
ordnung O(�) sind, ist die Grundlösung gegenüber dem Ventilkreislauf ohne Dämp-
fungsblende unverändert und kann den Gleichungen (5.8), (5.9) und (5.15) bis (5.20)
entnommen werden. Das daraus abgeleitete System in Standardform hat die gleiche
Struktur wie die Gleichungen (5.21) und (5.22). Mittelwertbildung liefert entkoppelte
autonome Differentialgleichungen in der Form

�′ = ��(�) = �

{
�̂�(�), � > -+0

�̌�(�), � ≤ -+0
(7.119)


′ = �
(�) = �

{
�̂
(�), � > -+0

�̌
(�), � ≤ -+0
(7.120)

mit den Funktionen

�̂� =

(
&̄B(� − C) + $2

B

√
�2 − -2

+0

)−1 [
�2

3 &̄B$B(#E2 − 2#E3)

−�2

(
2
3

√
�2 − -2

+0

(
 ̄B$

2
B + #B1&̄B

)
+ &̄B

(
(� − C)

(
 B − $2

B

)
− 2-+0#E3$B

))
−-+0

2�

(((
 B − $2

B −
2
3#B1-+0

)
&̄B −

2
3  ̄B$

2
B-+0

) √
�2 − -2

+0
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−2
3 &̄B-

2
+0$B(#E2 + #E3)

)]
(7.121)

�̂
 =

(
�2&̄B

(
&̄B(� − C) + $2

B

√
�2 − -2

+0

))−1 [
�2

3 $4
B  ̄B

(
�2 − -2

+0

)
+ $2

B

(
�2 − -2

+0

) (
�2

2 $2
B #̄E4 −

-+0
3  ̄B

)
+$2

B

#E4
3 (� + -+0)

(
�2 − �-+0 + -2

+0

)]
(7.122)

�̌� = −
�

2

(
 B − $2

B

)
+ �2$B�

2

3� (#E2 − 2#E3) (7.123)

�̌
 = −�
2$2

B#E4
3� . (7.124)

Aus Gl. (7.123) erhält man zwei stationären Lösungen

�stat,1 = 0 (7.125)

�stat,2 =
3�( B − $2

B )
4$B(#E2 − 2#E3)

(7.126)

in geschlossen analytischer Form, für die � < -+0 gilt. Deren Stabilität kann durch
die Formulierung der Gleichungen in den Abweichungen und die anschließende
Linearisierung sehr einfach untersucht werden. Mit Δ�8 = � − �stat,8 , 8 = 1, 2 ergeben
sich die linearisierten Differentialgleichungen

Δ�′1 = −�
Δ�1

2

(
 B − $2

B

)
(7.127)

Δ�′2 = �
Δ�2

2

(
 B − $2

B

)
. (7.128)

Gl. (7.127) ist identisch zu Gl. (5.26). Die Stabilität der Gleichgewichtslage ändert
sich durch die Einführung der zusätzlichen Blende in erster Näherung also nicht.
Die Stabilität der stationären Lösung �stat,2, welche im ursprünglichen System einem
Grenzzyklus entspricht, ist immer gegensätzlich zur Stabilität der Gleichgewichtslage
�stat,1. Eine dritte stationäre Lösung�stat,3 erhältmanmittels numerischer Berechnungen
aus der Differentialgleichung (7.121) für � > -+0.
In Abb. (7.11) ist das transiente Einschwingverhalten sowohl des Originalsystems als
auch des gemittelten Systems für unterschiedliche Anfangsbedingungen dargestellt.
Für diese Parameterkombination koexistieren mit einer Gleichgewichtslage �stat,1 und
einem Grenzzyklus �stat,3 zwei stabile stationäre Lösungen mit unterschiedlichen
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7.2 Quadratische Dämpfung

(a) Anfangsbedingungen -+ (0) = �(0) + -+0 =

3.6 + -+0 und -′
+
(0) = #(0) = 0.

(b) Anfangsbedingungen -+ (0) = �(0) + -+0 =
0.2 + -+0 und -′

+
(0) = #(0) = 0.

Abbildung 7.11: Vergleich des Einschwingverhaltens des Originalsystems und des gemittelten Systems.
Dämpfungsparameter 3+ = 190 N s/m, Öffnungsfläche der Dämpfungsblende �2 = �/4 · (1.41 · 10−3)2 m2 .

Abbildung 7.12: Rechte Seite der gemittelten Gl. (5.23) in Abhängigkeit der Amplitude für unterschiedliche
�. Nullstellen entsprechen stationären Lösungen. Die Steigung an den jeweiligen Nullstellen bestimmt die
Stabilität der Lösung.

Einzugsgebieten. In beiden Fällen ergibt sich eine gute Übereinstimmung zwischen
dem Originalsystem und dem gemittelten System.
Weil die gemittelten Gleichungen für die Amplitude � und die Phase 
 entkoppelt sind,
lässt sich die Phasenraumstruktur durch die Betrachtung der rechten Seite der Diffe-
rentialgleichung in �′, also der Funktion ��(�) analysieren, siehe Abb. 7.12. Die stabile
Gleichgewichtslage �stat,1 wird mit zunehmendem � instabil. Kurz vor dem Erreichen
der Stabilitätsgrenze entstehen der instabile Grenzzyklus �stat,2 und gleichzeitig der
stabile Grenzzyklus �stat,3. An der Stabilitätsgrenze der Gleichgewichtslage endet das
Existenzgebiet des instabilen Grenzzyklus.
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7 Asymptotische Analyse ausgewählter Nichtlinearitäten

(a) Parameterwerte Γℎ2 = 0.062 und 
2 = 0.5. (b) Parameterwerte Γℎ2 = 0.062 und 
2 = 1.

Abbildung 7.13: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und des gemittelten Systems
unter Variation des kleinen Parameters � = "+ . Instabile Grenzzyklusschwingungen treten auch im
Originalsystem auf. Sie sind hier nicht dargestellt, weil sie nicht ohne besondere numerische Methoden
gefunden werden können.

Das zugehörigeBifurkationsdiagrammmitdemBifurkationsparameter � ist inAbb. 7.13a
dargestellt. Es besteht insgesamt eine gute Übereinstimmung mit den Simulationser-
gebnissen des Originalsystems. Etwas größere Abweichungen ergeben sich im Hinblick
auf die Positionen der Bifurkationspunkte, also der Stabilitäts- und Existenzgrenzen der
stationären Lösungen.
Abb. 7.13b zeigt das gleiche Diagramm mit einer verdoppelten Blendenfläche �2

(dimensionsloser Parameter 
2).Hier sinddieAbweichungenzwischendemgemitteltem
und demOriginalsystem sehr viel geringer. Die Güte der Approximation wird also nicht
ausschließlich durch die Werte der kleinen Parameter � und � beeinflusst. Durch die
Vergrößerung von 
2 schrumpft der Bereich koexistierender stabiler Lösungen deutlich.
Das ist durch die Proportionalität der Parameter #E2, #E3, #E4 und #̄E4 und damit
der entsprechenden Nichtlinearitäten zu 1/
2

2 zu erklären, vgl. Gleichungen (7.109) bis
(7.112).
Eine Vergrößerung des kleinen Parameters � = Γℎ2 = 0.1 führt dazu, dass das Gebiet
koexistierender stabiler Lösungenwieder größerwird, sieheAbb. 7.14.Weiterhinwerden
die Abweichungen zwischen den Ergebnissen des gemittelten und des Originalsystems
deutlich größer. Dies betrifft insbesondere die Positionen der Bifurkationspunkte. Die
qualitative Phasenraumstruktur wird jedoch weiterhin sehr gut abgebildet.
Zusammenfassend hat die Stabilitätsanalyse in Gl. (7.127) gezeigt, dass die Stabilität der
Gleichgewichtslage durch das Einbringen der Dämpfungsblende nicht beeinflusst wird.
Gleichzeitig vergrößert sich das Existenzgebiet stabile Grenzzyklusschwingungen. Dar-
aus ist die Schlussfolgerung abzuleiten, dass zumindest in derNähe der Stabilitätsgrenze
die Amplituden der Grenzzyklusschwingungen durch die Dämpfungsblende nicht ver-
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7.3 Kritisch überdecktes Ventil

Abbildung 7.14: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und des gemittelten Systems
unter Variation des kleinen Parameters � = "+ . Parameterwerte Γℎ2 = 0.1 und 
2 = 1. Instabile
Grenzzyklusschwingungen treten auch im Originalsystem auf. Sie sind hier nicht dargestellt, weil sie nicht
ohne besondere numerische Methoden gefunden werden können.

ringert werden. Für die praktische Anwendung sind dies ausschließlich unerwünschte
Einflüsse. Diese unerwünschten Effekte werden mit zunehmender Dämpfungswirkung
und damit abnehmender Blendenfläche sogar größer, weil die Nichtlinearitäten und
damit das Existenzgebiet des instabilen Grenzzyklus mit kleiner werdender Blenden-
fläche (proportional zu 1/�2) zunehmen.

7.3 Kritisch überdecktes Ventil
Bezüglich der Analyse des Ventilkreislaufs mit Druckquelle und 3/3-Proportional-
Wegeventil verbleiben nach der Untersuchung des verallgemeinerten Ventilkreislaufs
in Kap. 5 noch offene Fragestellungen.
Nachdem bislang ausschließlich Verbraucher modelliert wurden, welche im stationären
Betrieb einen nicht verschwindenden Volumenstrom @� > 0 konsumieren, bezieht sich
die erste Fragestellung auf denGrenzfall @� → 0.Währendbei positivemVerbrauchervo-
lumenstrom @� > 0 die Steuerkante zur Druckquelle hin im stationären Betrieb geöffnet
ist (G+,stat > D+ ), ist das Ventil im Grenzfall @� = 0 im stationären Betrieb geschlossen
(D) < G+,stat < D+ ). Die Gleichgewichtslage wird in diesem Fall indefinit. Die möglichen
Gleichgewichtslagen entsprechen dabei genau dem Überdeckungsbereich und sind alle
stabil. Dieser Fall wird bereits in [63] beschrieben.
Die zweite Fragestellung bezieht sich auf den Grenzfall von Ventilen mit kritischer
Überdeckung D) − D+ → 0. In diesem Fall wird die Position und die Stabilität der
Gleichgewichtslage gegenüber Ventilen mit positiver Überdeckung nicht verändert.
Weil jedoch beide Steuerkanten genau gegensätzlich öffnen und schließen, existiert ein
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7 Asymptotische Analyse ausgewählter Nichtlinearitäten

Abbildung 7.15: Ventilkreislauf mit kritisch überdecktem 3/3-Proportional-Wegeventil und Druckquelle.

möglicher Einfluss auf die globale Phasenraumstruktur bezüglich stationärer Lösungen,
welche die Steuerkante kreuzen.
DieKombinationausbeidenFragestellungen führt zudemFall eines kritischüberdeckten
Ventils mit verschwindendem Verbrauchervolumenstrom @� = 0. Gegenüber dem
positiv überdeckten Ventil mit @� = 0 reduziert sich der Bereich der Überdeckung auf
einen einzigen Punkt und die Gleichgewichtslage wird wieder eindeutig. Jedoch kann
mit den üblichen Methoden der Stabilitätsanalyse basierend auf den Eigenwerten de
linearisierten Systems keine Aussage über die Stabilität der Gleichgewichtslage getroffen
werden, da die Systemdynamik bei G+ = D+ nicht differenzierbar ist – an diesem Punkt
ist die Darstellung nicht glatt.
In diesem Abschnitt werden die zweite und die dritte der oben formulierten Frage-
stellungen behandelt. Es wird zunächst der allgemeine Fall eines kritisch überdeckten
Ventils mit @� ≥ 0 nach Abb. 7.15 betrachtet. Der Spezialfall @� = 0 wird später daraus
abgeleitet.
Die dimensionslose Systemdarstellung leitet sich direkt aus den Gleichungen (4.18) bis
(4.22) ab, wobei für den Fall der kritischen Überdeckung D) = D+ bzw. �* = 0 gilt.
Daraus folgt die dimensionslose Systemdynamik

"+-
′′
+ + -

′
+ +  +-+ = −%1 + �2 (7.129)

%′1 = −
+-′+ − 
�
√
%1 +

{
�+-+

√
%& − %1 , -+ > 0

�+-+
√
%1 , -+ ≤ 0

(7.130)
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mit den dimensionslosen Variablen und Parametern nach Gl. (4.17). Die Gleichungen in
den Abweichungen

0 = ��′′′+ + �
′′
+ +

{
� B�′+ + $2

B�+ + �#B�′+�+ , �+ + -+0 > 0
� ̄B�′+ + $̄2

B�+ + �#̄B�′+�+ + &̄B , �+ + -+0 ≤ 0
, (7.131)

werden mit �+ = -+ − -+0 und mittels einer Reihenentwicklung um die Gleichge-
wichtslage gebildet. Die skalierten Parameter  B , $B , #B und �) werden entsprechend
den Gleichungen (4.29) bis (4.34) berechnet. Außerdem gelten die Berechnungsformeln

�̄) =

� − �+-+0

2
√
%10

(7.132)

� ̄B =  + + 
+ + �̄) (7.133)

$̄2
B = �̄) + + �+

√
%10 (7.134)

&̄B = −2�̄)%10 (7.135)

�#̄B =
 + �̄)
2%10

−
�+

2
√
%10

. (7.136)

Durch Nullsetzen von � in Gl. (7.131) erhält man eine Näherung

ℳ0 =

{
[�1 , �2 , �]> = R3 : � =

{
−$2

B�1 , �1 + -+0 > 0
−$̄2

B�1 − &̄B , �1 + -+0 ≤ 0

}}
(7.137)

der langsamen Mannigfaltigkeitℳ�. Dabei sind wie zuvor [�1 , �2]> = [�+ , �′+ ]> die
langsamen Variablen und � = �′′

+
ist die schnelle Variable. Der Nachweis der global

asymptotischen Stabilität dieser Mannigfaltigkeit ist identisch zu dem in Abschnitt 5.1
ausgeführten Stabilitätsnachweis und wird hier nicht explizit ausgeführt. Eine Reihen-
entwicklung der schnellen Variable � ≈ �̃ = �0 + ��1 liefert mit der Gl. (7.131) die
Näherungen

�0 =

{
−$2

B�1 , �1 + -+0 > 0
−$̄2

B�1 − &̄B , �1 + -+0 ≤ 0
(7.138)

�1 =

{(
$2
B −  B

)
�2 − #B�1�2 , �1 + -+0 > 0(

$̄2
B −  ̄B

)
�2 − #̄B�1�2 , �1 + -+0 ≤ 0

(7.139)

bis zur ersten Ordnung, aus denen das ordnungsreduzierte regulär gestörte System

�′1 = �2 (7.140)
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(a) 
� > 0 (b) 
� = 0

Abbildung 7.16: Verlauf der Grundlösungen �̃10(�) und �̃20(�) innerhalb einer Periode für den Fall � > -+0,
bei dem die Schwingungen die Steuerkante �+ = −-+0 überschreiten.

�′2 = �0 + ��1 (7.141)

gebildet wird. Die abschnittsweise definierte Grundlösung wird nun nicht mehr aus
einer trigonometrischen und einer quadratischen, sondern aus zwei trigonometrischen
Funktionen

�̃10(�) =
{
�10(�) = � cos($B� + 
), �0 < � ≤ �1

�̄10(�) = �̄ cos($̄B� + 
̄) − &̄B

$̄2
B
, �1 < � ≤ �2

(7.142)

unterschiedlicher Amplitude und Kreisfrequenz gebildet, vgl. Abb. 7.16a. Die unbe-
kannten Schaltzeiten und Konstanten

�0 =
−
 − � + C

$B
(7.143)

�1 =
−
 + � − C

$B
(7.144)

�2 = �1 +
2
$̄B

(
� − arccos

(
−-2

+0$̄B + &̄B

S

))
(7.145)

�̄ =
S
$̄2
B

(7.146)


̄ = arccos

(
−-2

+0$̄
2
B + &̄B

S

)
− $̄B

$B
(� − 
 − C) (7.147)
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werden mit den Abkürzungen

C = arccos
(
-+0
�

)
(7.148)

S =
√
-2
+0$̄

4
B +

(
$2
B (�2 − -2

+0) − 2&̄B-+0
)
$̄2
B + &̄2

B (7.149)

und mittels der Übergangsbedingungen an den Schaltzeiten

�10(�0) = −-+0 (7.150)
�10(�1) = −-+0 (7.151)
�20(�1) = �̄20(�1) (7.152)
�̄10(�1) = −-+0 (7.153)
�̄10(�2) = −-+0 , (7.154)

formuliert. Damit wird ein System in Standardform und daraus die gemittelten Glei-
chungen in der Form

�′ = ��(�) = �

{
�̂�(�), � > -+0

�̌�(�), � ≤ -+0
(7.155)


′ = �
(�) = �
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(�), � ≤ -+0
(7.156)
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�̌� = −�
�

2

(
 B − $2

B

)
(7.159)

�̌
 = 0 (7.160)

berechnet. Dabei sind die Funktionen �̌�(�) und �̌
(�) gegenüber dem Ventil mit
positiver Überdeckung unverändert und entsprechen den rechten Seiten der Gleichun-
gen (5.26) und (5.27).
Die Analyse der gemittelten Gleichungen deckt auf, dass die Phasenraumstruktur vom
Verhältnis zwischen dem Versorgungsdruck %& und dem stationären Systemdruck %10
bzw. der dimensionslosen Steuerkraft �2 abhängt, vgl. Abb. 7.16. Für %& & 2�2 ergibt
sich qualitativ die selbe Phasenraumstruktur wie beim positiv überdeckten Ventil. Der
Fall %& . 2�2 beinhaltet eine komplexere Dynamik, die auch instabile Grenzzyklen bzw.
verschiedene koexistierende stabile Lösungen beinhaltet. Die Abbildungen 7.17a und

(a) %& = 1.6�2 (b) %& = 2.2�2

Abbildung7.17:Rechte Seite der gemitteltenGleichungen (5.26) und (7.157) inAbhängigkeit derAmplitude für
unterschiedliche �. Nullstellen entsprechen stationären Lösungen. Die Steigung an den jeweiligen Nullstellen
bestimmt die Stabilität der Lösung.
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7.3 Kritisch überdecktes Ventil

(a)Minima und Maxima der stationären Grenzzy-
klusschwingungen, %& = 1.6�2

(b)Minima und Maxima der stationären Grenzzy-
klusschwingungen, %& = 2.2�2 .

Abbildung 7.18: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und des gemittelten Systems
unter Variation des kleinen Parameters � = "+ . Instabile Grenzzyklusschwingungen treten auch im
Originalsystem auf. Sie sind hier nicht dargestellt, weil sie nicht ohne besondere numerische Methoden
gefunden werden können.

7.17b illustrieren diese beiden Fälle mittels der Parameterkombinationen %& = 1.6�2
und %& = 2.2�2 , wobei die Nullstellen der rechten Seite der gemittelten Gleichungen
die stationären Lösungen repräsentieren.
In der Abb. 7.18 sind die Bifurkationsdiagramme für die selben beiden Parameter-
kombinationen mit dem Bifurkationsparameter � dargestellt. Die Verifizierung des
asymptotischen Verfahrens erfolgt durch einen Vergleich mit den stabilen Lösungen des
Originalsystems.Weil das Verhältnis %&/�2 die Stabilitätsgrenze der Gleichgewichtslage
stark beeinflusst undweil jeweils nur der Bereich umdie Stabilitätsgrenzen von Interesse
ist, werden die Bifurkationsdiagramme mit unterschiedlichen Wertebereichen von
"+ ∈ [0.13, 0.16] bzw. "+ ∈ [0.07, 0.1] dargestellt. Dies erklärt, warum sich im Fall
%& = 2.2�2 eine deutlich bessere Übereinstimmung zwischen dem gemittelten und dem
Originalsystem ergibt.
Aus den bisherigen Ergebnissen wird nun der Grenzfall @� = 0 abgeleitet, welcher
mittels 
� = 0 modelliert wird. Für diesen Fall liegt die Gleichgewichtslage auf der
Steuerkante, es gilt also -+0 = 0, woraus %10 = �2 folgt. Für die skalierten Parameter
ergibt sich�) = �̄) = 0,was auf  ̄B =  B und &̄B = 0 führt. Dementsprechend vereinfacht
sich die reduzierte Dynamik

0 = �′′+ +
{
( B − $2

B )�′+ + $2
B�+ + #B�+�′+ , �+ > 0

( B − $̄2
B )�′+ + $̄2

B�+ + #̄B�+�′+ , �+ ≤ 0
(7.161)
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7 Asymptotische Analyse ausgewählter Nichtlinearitäten

zu einer strukturell symmetrischen Darstellung. Die abschnittsweise definierte Grund-
lösung

�̃10(�) =
{
�10(�) = � cos($B� + 
), �0 < � ≤ �1

�̄10(�) = �̄ cos($̄B� + 
̄), �1 < � ≤ �2
(7.162)

ist in Abb. 7.16b dargestellt. Durch entsprechende Periodizitäts- und Stetigkeitsbedin-
gungen an den Schaltübergängen werden die Unbekannten

�0 =
−2
 − �

2$B
(7.163)

�1 =
−2
 + �

2$B
(7.164)

�2 = �1 +
�
$̄B

(7.165)

�̄ = �
$B

$̄2
B

(7.166)


̄ =
�
2 −

$̄B

2$B
(� − 2
) (7.167)

berechnet. Damit wird ein System in Standardform formuliert, aus dem die gemittelten
Gleichungen

�′ = −��2 2
(
#B $̄2

B − #̄B$2
B

)
3$̄B�($B + $̄B)

− �� B − $B $̄B

2 =: ��0(�) (7.168)


′ = 0 (7.169)

berechnet werden, welche eine quadratische Nichtlinearität beinhalten. Wegen -+0 = 0
ist eine Fallunterscheidung zwischen � > -+0 und � ≤ -+0 hier nicht erforderlich.
Anhand des linearen Terms der gemittelten Gleichung kann die Stabilitätsbedingung

 B − $B $̄B > 0 (7.170)

für die Stabilität der Gleichgewichtslage direkt abgelesen werden. Vergleicht man diese
Bedingung mit den Stabilitätsbedingungen

 B − $2
B > 0 (7.171)

 B − $̄2
B > 0 , (7.172)

142



7.3 Kritisch überdecktes Ventil

Abbildung 7.19: Stabilitätskarte des Ventils mit kritischer Überdeckung und �� = 0 in der $B -$̄B -Ebene.

welche sich ausder separatenBetrachtungder einzelnen Schaltzustände ergebenwürden
(diese können direkt aus Gl. (7.161) abgelesen werden), erhält man die Beziehungen

| B − $2
B | ≥ | B − $B $̄B | ≥ | B − $̄2

B | (7.173)

oder

| B − $2
B | ≤ | B − $B $̄B | ≤ | B − $̄2

B | . (7.174)

Die Stabilitätsgrenze des kritisch überdeckten Ventils liegt also immer zwischen den
Grenzen, welche sich aus den einzelnen Schaltzuständen ergeben würden. Dieser
Sachverhalt ist in Abb. 7.19 als Stabilitätskarte in der $B-$̄B-Ebene dargestellt.
DiePhasenraumstruktur,welchedurchdie rechte Seiteder gemitteltenGleichung (7.168),
also durch die Funktion ��0(�) repräsentiert wird, ist in Abb. 7.20a dargestellt. Es
ergibt sich qualitativ das gleiche Bild wie für den Fall 
� > 0 und %& > 2�2 . Die
Übereinstimmungen mit den Ergebnissen des Originalsystems sind sehr gut, vgl.
Abb. 7.20b. Dies liegt jedoch vor Allem daran, dass ausschließlich der Bereich um
die Stabilitätsgrenze dargestellt ist, welche sich bei sehr kleinen Werten des kleinen
Parameters � befindet.
Bezüglich der Erkenntnisse für die reale Anwendung kann abschließend festgestellt
werden, dass sich beim Übergang vom positiv überdeckten zum kritisch überdeckten
Ventil bei nicht verschwindendem Verbrauchervolumenstrom die Position und die
Stabilität derGleichgewichtslage nicht ändert. Für einenverschwindendemVerbraucher-
volumenstrom verschiebt sich die Gleichgewichtslage auf die Steuerkante. Die Stabilität
kann für diesen Fall nicht mehrmit Standardmethoden der Stabilitätsanalyse untersucht
werden. Aus den Gleichungen (7.173) und (7.174) folgt jedoch, dass durch die separate
Betrachtung der beiden Schaltzustände eine obere und untere Schranke und damit eine
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7 Asymptotische Analyse ausgewählter Nichtlinearitäten

(a) Rechte Seite der gemittelten Gl. (7.168) in
Abhängigkeit der Amplitude für unterschiedliche
�. Nullstellen entsprechen stationären Lösungen. Die
Steigung an den jeweiligen Nullstellen bestimmt die
Stabilität der Lösung.

(b) Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des
Originalsystems und des gemittelten Systems unter
Variation des kleinen Parameters � = "+ .

Abbildung 7.20: Phasenraumstruktur des kritisch überdeckten Ventils für den Fall 
� = 0.

Abschätzung für die Stabilitätsgrenze berechnet werden kann. Bezüglich stationärer
periodischer Lösungen ist für die praktische Anwendung ein Betrieb vorteilhaft, bei dem
der Versorgungsdruckmindestens doppelt so groß ist wie der zu regelnde Systemdruck.
Dem liegt zugrunde, dass das Stabilitätsgebiet bei steigendem Versorgungsdruck
vergrößert wird und dass in diesem Fall keine instabilen Grenzzyklen existieren, welche
das Einzugsgebiet stabiler Gleichgewichtslagen begrenzen.
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8 Nichtlineare Regelung mit
reduzierten Modellen

Das Funktionsprinzip der in dieser Arbeit untersuchten Ventilkreisläufe beruht auf
einer physischen Druckrückführung und einem damit verbundenen Selbstregelungs-
mechanismus. Als Sollvorgabe für den Systemausgang sind in dieser Art der Regelung
jedoch nur stationäre Zustände vorgesehen. Komplexere Regelungsaufgaben wie die
Vorgabe zeitabhängiger Solltrajektorien oder die Beeinflussung des Einschwingverhal-
tens zwischen verschiedenen stationären Zuständen sind nur eingeschränkt möglich.
Für diese komplexeren Regelungsaufgaben werden im Allgemeinen Servoventile einge-
setzt,weil sie aufgrund einer kritischenÜberdeckung einen nahezu linearenZusammen-
hang zwischen Kolbenverschiebung und Volumenstrom über die Steuerkante bedingen
und dadurch einen einfacheren Zugang vor Allem für lineare Regelungsalgorithmen
bieten. Sie sind jedoch wesentlich teurer in der Herstellung und benötigen kontrollierte
Betriebsbedingungen, weil sie anfälliger für Verschmutzungen sind.
Mittels nichtlinearer Regelungskonzepte ist es möglich, komplexere Regelungsaufgaben
auch mit Proportionalventilen zu realisieren. In diesem Zusammenhang hat sich das
Verfahren der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung als geeignet für die Regelung hydrau-
lischer Systeme imAllgemeinen [36, 42, 66, 84] unddie hier untersuchtenVentilkreisläufe
im Speziellen [133] erwiesen. Das Verfahren erlaubt die Vorgabe zeitvarianter Solltra-
jektorien. Es hat sich insbesondere gezeigt, dass das Umschaltverhalten von Ventilen
problemlos in die Regelung integriert werden kann und keine Probleme im Hinblick
auf die Stabilität oder die Robustheit der Regelung verursacht [64, 66].
Das Verfahren der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung beruht auf einer globalen Kom-
pensation aller im System enthaltenen Nichtlinearitäten. Dies wird mittels einer Varia-
blentransformation auf die Ausgangsgrößen sowie der Etablierung eines neuen syn-
thetischen Eingangs realisiert. Durch die Variablentransformation wird zwischen dem
synthetischen Eingang und dem Systemausgang ein lineares Übertragungsverhalten
hergestellt.
Die Funktionalität und Güte der Regelung wird naturgemäß stark von dem zugrunde-
liegendenModell beeinflusst, weshalb in diesem Zusammenhang ein niedriger Abstrak-
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

tionsgrad zielführend ist. Gleichzeitig sind in vielen realen Anwendungen aufgrund
beschränkter Rechenkapazitäten möglichst rechenzeiteffiziente Modelle wünschens-
wert. Hier ist oftmals ein Zielkonflikt zwischen Modellgüte und Rechenzeiteffizienz
des zugrundeliegenden Modells aufzulösen. Oft ist es sinnvoll, in einem ersten Schritt
ein komplexes Modell zu entwickeln und im zweiten Schritt dieses zu reduzieren. Es
handelt sich hier also um eine klassische Fragestellung der Modellreduktion mit dem
Ziel, die höchsten Systemfrequenzen im Modell zu eliminieren und dabei stationäre
und langsame dynamische Prozesse möglichst wenig zu beeinflussen.
Im Kontext der in dieser Arbeit untersuchten Ventilkreisläufe wurde in den Abschnit-
ten 5.2 und 7.2 gezeigt, dass schnelle dynamische Prozesse mit Trägheiten kleiner Ventil-
massen sowiedemDruckaufbau inkleinenKapazitäten assoziiert ist.DieApproximation
der entsprechenden schnellen Variablen mittels der singulären Störungsrechnung
entspricht also genau dem oben formulierten Anforderungsprofil der Modellreduktion.
Dieses Kapitel widmet sich der Fragestellung, in wie weit sich die bereits entwickelten
reduzierten Modelle als Grundlage für die Ableitung eines modellbasierten Regelungs-
konzepts auf Basis der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung eignen.
Dafür wird in Abschnitt 8.1 zunächst analysiert, ob das Modell mit reduzierter Ventil-
trägheit aus Abschnitt 5.2, welches eigentlich für die asymptotische Analyse stationärer
Lösungen entwickelt worden ist, auch instationäres Systemverhalten gut approximieren
kann. Anschließend wird in Abschnitt 8.2 eine SISO-Regelung des Ventilkreislaufs mit
Konstantpumpe undDruckregelventil basierend auf unterschiedlichenModellvarianten
implementiert und die Ergebnisse miteinander verglichen. In Abschnitt 8.3 wird die Fra-
gestellung aus Abschnitt 8.1 für das Modell mit reduzierter Druckdynamik wiederholt.
Die Abschnitte 8.4 und 8.5 widmen sich der Diskussion von Singularitäten, welche bei
der Ableitung des Regelgesetzes von Ventilkreisläufen mit Dämpfungsblende auftreten.

8.1 Einfluss der reduzierten Ventilträgheit auf die
instationäre Systemdynamik

Basierend auf dem Ventilkreislauf mit Konstantpumpe und Druckregelventil werden in
diesem Abschnitt zwei reduzierte Modelle abgeleitet, um mit diesen die Auswirkungen
verschiedener Modellreduktionsvarianten auf die Rechenzeit und das instationäre
Systemverhalten systematisch zu untersuchen. Dabei wird in beiden Reduktionsva-
rianten die Ventilträgheit reduziert. Das erste Modell basiert auf der Reduktion der
Ventilträgheit mittels singulärer Störungsrechnung. Der zweiten Reduktionsvariante
liegt die Vernachlässigung der Trägheitskraft in den Systemgleichungen ohne die
Anwendung einer formalen Reduktionsstrategie zugrunde.
Die Reduktion der schnellen Dynamik in Abschnitt 5.1 basiert auf der Annahme eines
konstanten Steuereingangs 52 . Für die Realisierung komplexerer Regelungsaufgaben
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8.1 Einfluss der reduzierten Ventilträgheit auf die instationäre Systemdynamik

muss diese Annahme revidiert und die Zeitabhängigkeit in der Entwicklung des
reduzierten Modells berücksichtigt werden. Deshalb wird gegenüber den Systemglei-
chungen (4.1) und (4.2) der konstante Steuereingang 52 mit einem zeitabhängigen Teil
D2(C) überlagert. Damit wird die Systemdynamik mittels der Gleichungen

<+ ¥G+ + 3+ ¤G+ + :+G+ = A2
+�?1 − 52 − D2 (8.1)

�ℎ ¤?1 = −A2
+� ¤G+ + @ℎ(G+ , ?1) + @�(?1) (8.2)

H = ?1 (8.3)

beschrieben. Als zu regelnde Ausgangsgröße H wird der Systemdruck ?1 definiert.
Dieses Modell wird als Modell �1 bezeichnet und bildet die Grundlage der folgenden
Modellreduktionen.
Die erste Reduktionsvariante entspricht weitestgehend dem reduzierten Modell aus
Abschnitt 5.1. Jedoch muss für die Anwendung in der Regelung die Zeitabhängigkeit
des Steuereingangs in das reduzierteModell integriertwerden.Mit den dimensionslosen
Größen aus Gl. (4.17) sowie

*2 =
D2

3+$0 G̃+0
(8.4)

werden die dimensionslosen Systemgleichungen

"+-
′′
+ + -

′
+ +  +-+ = %1 − �2 −*2 (8.5)

%′1 = −
+-′+ +&ℎ,@(-+ , %1) −&�(%1) (8.6)
. = %1 (8.7)

formuliert. Darin ist . die dimensionslose Ausgangsgröße. Die dimensionslosen Volu-
menströme &ℎ,@(-+ , %1) und &�(%1) werden anhand der Gleichungen (4.20) und (4.22)
berechnet. Mit der Transformation in die Gleichgewichtslage �+ = -+ − -+0 ergibt sich
der Ausdruck

%1 = �2 +*2 +"+�
′′
+ + �

′
+ +  + (�+ + -+0)

= %10 +*2 +"+�
′′
+ + �

′
+ +  +�+ (8.8)

für den Systemdruck %1. Damit kann durch das Einsetzen in die Gl. (8.6) eine Einzeldif-
ferentialgleichung dritter Ordnung formuliert werden, in der nun auch die Zeitableitung
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

*′2 des zeitabhängigen Steuereingangs*2 enthalten ist. Eine Taylorreihen-Entwicklung
um die Gleichgewichtslage und eine Skalierung der Koeffizienten liefert mit "+ = �

0 = ��′′′+ + �
′′
+ +*

′
2 +

{
� B�′+ + $2

B�+ + �#B(�′+ +*2)�+ + � 5B*2 , �+ + -+0 > 0
� ̄B�′+ − &̄B + � 5̄B*2 , �+ + -+0 ≤ 0

(8.9)

. = %10 +*2 + ��′′+ + �
′
+ +  +�+ (8.10)

eine abschnittsweise definierte Differentialgleichung. In dieser sind nur Terme bis zur
Größenordnung O(�) berücksichtigt. Gl. (8.9) basiert auf den Annahmen*2 = O(1) und
*′2 = O(1). Die Formulierung des Systemausgangs . folgt direkt aus Gl. (8.8) und ist
explizit vom Steuereingang*2 abhängig.
Auffallend ist, dass der Steuereingang*2 nun mit der Größenordnung O(�) enthalten
ist, wohingegen die Zeitableitung *′2 in der Größenordnung O(1) vorkommt. Die
Berechnungsvorschriften für die neu eingeführten skalierten Parameter

� 5B = �) (8.11)
� 5̄B = �̄) (8.12)

ergeben sich direkt aus der Taylorreihen-Entwicklung. Eine Reihenentwicklung der
schnellen Variable �′′

+
= � ≈ �̃ = �0 + ��1 führt mit den entsprechenden Größenord-

nungsbilanzen

�0 : �0 +*′2 +
{
$2
B�1 , �1 + -+0 > 0
−&̄B , �1 + -+0 ≤ 0

(8.13)

�1 : �′0 + �1 +
{
 B�2 + #B(�2 +*2)�1 + 5B*2 , �1 + -+0 > 0
 ̄B�2 + 5̄B*2 , �1 + -+0 ≤ 0

(8.14)

und mit den langsamen Variablen [�+ , �′+ ]> = [�1 , �2]> auf die Näherung

�̃ = −*′2

+

−$2

B�1 + �
( (
$2
B −  B

)
�2 − #B(�2 +*2)�1 − 5B*2 +*′′2

)
, �1 + -+0 > 0

&̄B + �
(
− ̄B�2 − 5̄B*2 +*′′2

)
, �1 + -+0 ≤ 0

(8.15)
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erster Ordnung für die schnelle Variable. Weil die Grundlösung �0 die Zeitableitung
*′2 enthält, beinhaltet die Näherung erster Ordnung nun sogar die zweite Zeitableitung
*′′2 . Damit ergibt sich über eine Transformation in Zustandsform

�′1 = �2 (8.16)
�′2 = −*′2

+

−$2

B�1 + �
( (
$2
B −  B

)
�2 − #B(�2 +*2)�1 − 5B*2 +*′′2

)
, �1 + -+0 > 0

&̄B + �
(
− ̄B�2 − 5̄B*2 +*′′2

)
, �1 + -+0 ≤ 0

(8.17)

. = %10 +*2 + �2 +  +�1 − �*′2

+ �

−$2

B�1 + �
( (
$2
B −  B

)
�2 − #B(�2 +*2)�1 − 5B*2 +*′′2

)
, �1 + -+0 > 0

&̄B + �
(
− ̄B�2 − 5̄B*2 +*′′2

)
, �1 + -+0 ≤ 0

(8.18)

das reduzierte, regulär gestörte System zweiter Ordnung. In der Formulierung des Aus-
gangs wurde die dimensionslose Kolbenbeschleunigung �′′

+
durch die entsprechende

Näherung �̃ ersetzt.
Eine Rücktransformation auf dimensionsbehaftete Größen liefert eine zu den Gleichun-
gen (8.16) bis (8.18) strukturell identische Differentialgleichung

¥G+ +

3∗
+
¤G+ + :∗+G+ + =

∗
+

(
¤G+ + 1

3+
D2

)
G+ , G+ > D+

3̄∗
+
¤G+ , G+ ≤ D+

=
<+

32
+

¥D2 −
1
3+
¤D2 +

{
− 5 ∗

+
D2 − 5 ∗2 , G+ > D+

− 5̄ ∗
+
D2 − 5̄ ∗2 , G+ ≤ D+

(8.19)

H =
1
A2
+
�
(<+ ¥G+ + 3+ ¤G+ + :+G+ + 52 + D2)

=


3+−3∗+<+

A2
+
�
¤G+ +

:+−:∗+<+
A2
+
�

G+ −
=∗
+
<+

A2
+
�

(
¤G+ + 1

3+
D2

)
G+ , G+ > D+

3+−3̄∗+<+
A2
+
�
¤G+ + :+

A2
+
�
G+ , G+ ≤ D+

+ 1
A2
+
�

(
<2
+

32
+

¥D2 −
<+

3+
¤D2 + 52 + D2

)
+ <+

A2
+
�

{
− 5 ∗

+
D2 − 5 ∗2 , G+ > D+

− 5̄ ∗
+
D2 − 5̄ ∗2 , G+ ≤ D+

(8.20)
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

Modell Beschreibung Zustandsgrößen
�1 Originalsystem [G+ , ¤G+ , ?1]>
�2 Modellreduktion mittels singulärer Störungsrechnung [G+ , ¤G+ ]>
�3 Modellreduktion durch Vernachlässigung der [G+ , ?1]>

Kolbenträgheit <+ ¥G+

Tabelle 8.1: Übersicht der Modelle. Die Modellkomplexität nimmt mit steigendem Index ab.

in den Variablen G+ (C) und ¤G+ (C). Dieses Modell wird im Folgenden als Modell �2
bezeichnet. Die neu eingeführten Parameter sind Abkürzungen für die Ausdrücke

3∗+ =
((
 B − $2

B − -+0#B

)
G̃+0 + D+#B

) <+$2
0

3+ G̃+0
(8.21)

3̄∗+ =  ̄B
<+$2

0
3+

(8.22)

:∗+ = $2
B$

2
0 (8.23)

=∗+ = #B

<+ $̃2
0

3+ G̃+0
(8.24)

5 ∗+ = (( 5B − #B-+0) G̃+0 − D+#B)
<+$2

0

32
+
G̃+0

(8.25)

5̄ ∗+ = 5̄B
<+$2

0

32
+

(8.26)

5 ∗2 = (−-+0 G̃+0 − D+ )$2
B$

2
0 (8.27)

5̄ ∗2 = −&̄B$
2
0 G̃+0 . (8.28)

Durch die Vernachlässigung der Ventilträgheit werden die Systemgleichungen

3+ ¤G+ + :+G+ = A2
+�?1 − 52 − D2 (8.29)

�ℎ ¤?1 = −A2
+� ¤G+ + @ℎ(G+ , ?1) + @�(?1) (8.30)

H = ?1 (8.31)

des dritten Modells abgeleitet. Dieses wird im Folgenden als Modell �3 bezeichnet.
Eine Übersicht über die Bezeichnung, die Art der Reduktion und die Zustandsgrößen
der eingeführten Modelle ist in Tab. 8.1 gegeben.
Im Folgenden wird untersucht, in wie weit sich die reduzierten Modelle für die
Approximation der instationären Systemdynamik eignen. Dies gibt einen erstenHinweis
darauf, ob dieseModelle als Basis für die Entwicklung einesmodellbasierten Regelungs-
konzepts geeignet sind. Dafür wird einerseits das Einschwingverhalten der Modelle
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8.1 Einfluss der reduzierten Ventilträgheit auf die instationäre Systemdynamik

(a) Kolbenverschiebung G+ (C). (b) Systemausgang H = ?1(C).

Abbildung 8.1: Vergleich der reduzierten Modelle �2 und �3 mit dem Originalsystem �1. Steuereingang
D2(C) = 0 N.

Abbildung 8.2: Vergleich der reduzierten Modelle �2 und �3 mit dem Originalsystem �1. Steuereingang
D2(C) = 52

10 sin
(
50 rad/s2 · C2

)
.

verglichen und andererseits die Modellantwort auf ein Sweep-Eingangssignal (ein
harmonisches Signal mit linear ansteigender Kreisfrequenz). Letzteres gibt Aufschluss
über die Frequenzbereiche, in denen die Näherungen das dynamische Verhalten des
Originalsystems abbilden können.
In Abb. 8.1 ist das Einschwingverhalten derModelle für den Fall eines verschwindenden
zeitvarianten Steueranteils D2(C) = 0 abgebildet. Zwischen dem Originalsystem (Modell
�1) und dem durch singuläre Störungsrechnung reduzierten System (Modell �2)
sind mit bloßem Auge keine Unterschiede zu erkennen. Im Gegensatz dazu klingt
die transiente Schwingung des Modells �3 wesentlich schneller ab. Es gelten die
Parameterwerte aus Tab. 4.1 mit einer erhöhten Dämpfung von 240 N s/m.
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

Modell Simulation Integrator Integrationsschritte %
�1 D2(C) = 0 N ode45 6048 100 %
�2 D2(C) = 0 N ode45 2580 43 %
�3 D2(C) = 0 N ode45 1243 21 %
�1 D2(C) = 0 N ode15s 1982 100 %
�2 D2(C) = 0 N ode15s 1675 85 %
�3 D2(C) = 0 N ode15s 922 47 %
�1 Sweep ode45 2 365 362 100 %
�2 Sweep ode45 398 916 17 %
�3 Sweep ode45 292 986 12 %
�1 Sweep ode15s 436 597 100 %
�2 Sweep ode15s 416 866 95 %
�3 Sweep ode15s 244 742 56 %

Tabelle 8.2:Einfluss derModelle undder Integratoren auf dieAnzahl der Integrationsschritte als ein indirektes
Maß für die Rechengeschwindigkeit.

In Abb. 8.2 wird als zeitvarianter Teil das Sweep-Signal D2(C) = 52
10 sin

(
50 rad/s2 · C2

)
auf den Konstantanteil des Steuereingangs addiert. Die Simulation wird bis zum
Zeitpunkt C = 30 s ausgeführt,was auf einemaximaleAnregungs-Kreisfrequenz vonΩ =

1500 rad/s führt. Für eine klare Darstellung der Ergebnisse sind nicht die Zeitsignale,
sondern die Amplituden der Systemantworten in Abhängigkeit der Anregungsfre-
quenz abgebildet. Insgesamt ergibt sich über den gesamten Frequenzbereich eine gute
Übereinstimmung zwischen den Modellen. Dabei ist im mittleren Bereich zwischen
Ω = 550...850 rad/s die Näherung desModells�2 etwas besser, wohingegen bei höheren
Frequenzen Ω > 850 rad/s das Modell �3 eine bessere Approximation der Amplituden
bietet.
Als Indikator für die Rechengeschwindigkeit der drei Modelle ist in Tab. 8.2 die Anzahl
der für die Simulationen benötigten Integrationsschritte aufgelistet. Alle Simulationen
werden mit der kommerziellen Software Matlab durchgeführt. Die Integration erfolgt
mittels der Integratoren ode45 und ode15s sowie der Nutzung von Event-functions zur
Detektion von Umschaltereignissen. Der ode45-Integrator ist der Standard-Integrator
vonMatlab und basiert auf einem expliziten Runge-Kutte-Verfahren [115]. Er eignet sich
für die Integration nicht-steifer Differentialgleichungen. Der ode15s-Integrator ist ein
lineares Mehrschrittverfahren variabler Ordnung und speziell für die Integration stei-
fer Differentialgleichungssysteme sowie differential-algebraischer Gleichungssysteme
entwickelt worden [110]. Beide Integratoren beinhalten eine Schrittweitensteuerung.
Alle Simulationen werden mit einer relativen Toleranz von 10−6 und einer absoluten
Toleranz von 10−7 durchgeführt.
Die erzielten relativen Einsparungen bezüglich der Anzahl der Integrationsschritte
sind naturgemäß sehr stark von dem verwendeten Integrator sowie vom jeweiligen
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8.2 SISO-Regelung des Ventilkreislaufs mit Druckregelventil und Konstantpumpe

Eingangssignal D2 abhängig. Die in Tab. 8.2 dargestellten Zahlen können deshalb
lediglich einen erstenHinweis über diemöglichenRechenzeitersparnissen geben,welche
sich je nach Anwendungsfall stark unterscheiden werden. Gegenüber dem Modell �1
werden beim Modell �2 Einsparungen zwischen 5% und 83% erzielt, wohingegen die
Reduktionen beim Modell �3 sogar zwischen 44% und 88% liegen.
Insgesamt bieten beide Reduktionsvarianten sehr gute Näherungen an das instationäre
dynamischeVerhalten desOriginalsystembei teils erheblichenRechenzeiteinsparungen.

8.2 SISO-Regelung des Ventilkreislaufs mit
Druckregelventil und Konstantpumpe

Dieser Abschnitt widmet sich der Ableitung verschiedener Regelungsalgorithmen für
die Regelung des Modells �1 auf Basis der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung. Dabei
wird gezeigt, dass die Ableitung eines Regelgesetzes basierend auf dem reduzierten
Modell �2 nicht möglich ist. Die Regelungsalgorithmen basierend auf den Modellen
�1 und �3 werden hergeleitet und die Ergebnisse anhand von zwei unterschiedlichen
Trajektorienvorgaben miteinander verglichen.
Die Vorgehensweise der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung wird zunächst anhand des
Modells �1 demonstriert. Ausführlichere Beschreibungen dieses Regelungskonzepts
finden sich z. B. in [1, 55, 107]. Das System bestehend aus den Gleichungen (8.1), (8.2)
und (8.3) ist eingangslinear bezüglich des zeitvarianten Systemeingangs D2 und kann
durch eine Transformation in Zustandsraumdarstellung in der Form

¤x = f(x) + gD2(x) (8.32)
H = ℎ(x) (8.33)

mit

x = [G+ , ¤G+ , ?1]> (8.34)

f(x) =
[
¤G+ ,−

1
<+

(
3+ ¤G+ + :+G+ − A2

+�?1 + 52
)
,

1
�ℎ

(
−A2

+� ¤G+ + @ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1)
)]>

(8.35)

g =
[
0,− 1

<+
, 0

]>
(8.36)

ℎ(x) = ?1 (8.37)

dargestellt werden.
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

Das Ziel der Regelung ist es, mittels der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung eine Berech-
nungsvorschrift für den Systemeingang D2 zu finden, welche das System in eine lineare
Differentialgleichung dritter Ordnung

(Ḧ − Ḧ3) + 032( ¥H − ¥H3) + 031( ¤H − ¤H3) + 030(H − H3) = 0 (8.38)

überführt, wobei durch H3 eine Solltrajektorie für den Ausgang H vorgegeben werden
kann. Gl. (8.38) entspricht einer linearen Fehlerdynamik zwischen dem Ausgang H und
der Solltrajektorie H3, welche durch Vorgabe der Konstanten 030, 031 und 032 beeinflusst
werden kann.
Um diese lineare Form zu erreichen, ist eine Variablentransformation [I1 , I2 , I3]> =
[H, ¤H, ¥H]> = Φ(G+ , ¤G+ , ?1) auf den Systemausgang H und dessen Zeitableitungen erfor-
derlich. Die ersten beiden Zeitableitungen

¤H = ¤?1

=
1
�ℎ

(
−A2

+� ¤G+ + @ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1)
)

(8.39)

¥H = ¥?1

=
1
�ℎ

(
−A2

+� ¥G+ +
d
dC

(
@ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1)

) )
= −

A2
+
�

�ℎ<+

(
−3+ ¤G+ − :+G+ + A2

+�?1 − 52 − D2
)
+ 1
�ℎ

%@ℎ,@(G+ , ?1)
%G+

¤G+

+ 1
�2
ℎ

(
%@ℎ,@(G+ , ?1)

%?1
+ %@�(?1)

%?1

) (
−A2

+� ¤G+ + @ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1)
)

= ¥H(G+ , ¤G+ , ?1 , D2) . (8.40)

werden durch das Einsetzen der rechten Seiten der Systemdarstellung, Gl. (8.32)
in Abhängigkeit der Zustandsgrößen formuliert. Die Berechnungsvorschrift für ¥H
ist explizit vom Systemeingang D2 abhängig. Mit einer wie oben vorgeschlagenen
Variablentransformation [I1 , I2 , I3]> = [H, ¤H, ¥H]> würde deshalb die transformierte
Systemdarstellung explizit die Zeitableitung ¤D2 des Systemeingangs beinhalten. Dies
impliziert einen relativen Grad von � = 2 und damit ein nicht-flaches System bezüglich
des Systemausgangs H. In diesem Fall ist es sinnvoll, die Zielvorgabe zu modifizie-
ren und eine lineare externen Dynamik zweiter Ordnung in Kombination mit einer
eindimensionalen internen Dynamik

( ¥H − ¥H3) + 021( ¤H − ¤H3) + 020(H − H3) = 0 (8.41)
¤I3 = ¤Φ3(x) (8.42)
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8.2 SISO-Regelung des Ventilkreislaufs mit Druckregelventil und Konstantpumpe

vorzugeben, in der die FunktionΦ3(G+ , ¤G+ , ?1)nicht durchGl. (8.40) gegeben ist, sondern
auf anderemWeg bestimmtwerden kann. Dabeimuss lediglich die Existenz der inversen
Abbildung Φ−1(z) sichergestellt werden. In diesem Fall kann z. B.

Φ3(x) = G+ (8.43)

gesetzt werden, womit sich die gesamte Zustandstransformation zu

z = Φ(x) =
©­­«

?1
1
�ℎ

(
−A2

+
� ¤G+ + @ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1)

)
G+

ª®®¬ (8.44)

x = Φ−1(z) =
©­­«

I3
1
A2
+
�

(
@ℎ,@(I3 , I1) + @�(I1) − I2�ℎ

)
I1

ª®®¬ (8.45)

ergibt. Weil die interne Dynamik die externe Dynamik nicht beeinflusst, ist die Transfor-
mation auf die Darstellung in den Gleichungen (8.41) und (8.42) zielführend, solange die
interne Dynamik beschränkt ist [1, 55]. Die durchgeführten numerischen Simulationen
haben in diesem Kontext keine Stabilitätsprobleme aufgezeigt. Eine systematische
Stabilitätsuntersuchung wird im Rahmen dieser Arbeit nicht behandelt.
In transformierten Koordinaten ergibt sich

¤I1 = I2 (8.46)

¤I2 =
1
�ℎ

(
3+

<+
+
%@ℎ,@(I3 , I1)

%I3

1
A2
+
�

) (
@ℎ,@(I3 , I1) + @�(I1) − �ℎI2

)
+ 1
�ℎ

(
%@ℎ,@(I3 , I1)

%I1
+
%@�(I1)
%I1

)
I2 +

A2
+
�

�ℎ<+

(
:+ I3 − A2

+�I1 + 52
)
+

A2
+
�

�ℎ<+
D2

=: 
(z) + �D2 (8.47)

¤I3 =
1
A2
+
�

(
@ℎ,@(I3 , I1) + @�(I1) − I2�ℎ

)
(8.48)

die sogenannte Nichtlineare Regelungsnormalform. Weil das ursprüngliche System
eingangslinear ist, ist auch die transformierteDarstellung linear in D2 . Aus der Forderung

¤I2 = ¥H
!
= ¥H3 − 021( ¤H − ¤H3) − 020(H − H3) (8.49)
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

entsprechend Gl. (8.41) ergibt sich mit Gl. (8.47) das Regelgesetz

D�1
2 (x) = −


(Φ(x)) − �(Φ(x))
�

(8.50)

�(z) = ¥H3 − 021(I2 − ¤H3) − 020(I1 − H3) (8.51)

basierend auf dem Modell �1, mit welchem die Nichtlinearitäten in der externen
Dynamik exakt kompensiert werden.
Das gleiche Verfahren soll nun mit dem reduzierten Modell �2 durchgeführt werden.
Dieses liegt nicht als eingangslineares System vor, weil die reduzierte Systemdynamik
auch die Zeitableitungen des Steuereingangs enthält. Der Systemausgang ist ebenfalls
explizit vom Eingangssignal und dessen Ableitungen abhängig, weshalb der relative
Grad in diesem Fall � = 0 ist. Dies bedeutet, dass keine Fehlerdynamik, sondern über
die Forderung H

!
= H3 direkt die Ausgangstrajektorie vorgegeben werden kann. Mit

Gl. (8.20) folgt daraus

H
!
= H3 =
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3+−3̄∗+<+
A2
+
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¤G+ + :+

A2
+
�
G+ , G+ ≤ D+

+ 1
A2
+
�

(
<2
+

32
+

¥D2 −
<+

3+
¤D2 + 52 + D2

)
+ <+

A2
+
�

{
− 5 ∗

+
D2 − 5 ∗2 , G+ > D+

− 5̄ ∗
+
D2 − 5̄ ∗2 , G+ ≤ D+

(8.52)

eine abschnittsweise lineareDifferentialgleichung in D2 . Zur Berechnung eines Steuerein-
gangs, welcher den Ausgang auf der Solltrajektorie führt, wird diesmal also nicht die
Lösung einer linearen algebraischen Gleichung, sondern die Lösung einer Differenti-
algleichung benötigt. Offensichtlich besitzen die Koeffizienten der zweiten und ersten
Zeitableitung jedoch unterschiedliche Vorzeichen, weshalb die triviale Lösung der
homogenen Differentialgleichung D2 = 0 instabil ist. Das resultierende Regelgesetz wäre
deshalb unbeschränkt. Dies verhindert eine auf dem reduzierten Modell �2 basierende
Regelung.
Das Modell �3 wiederum liegt in einer eingangslinearen Form entsprechend den
Gleichungen (8.32) und (8.33) mit

x = [G+ , ?1]> (8.53)

f(x) =
[
− 1
3+

(
:+G+ − A2

+�?1 + 52
)
,

1
�ℎ

(
A2
+
�

3+

(
:+G+ − A2

+�?1 + 52
)
+ @ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1)

)]>
(8.54)
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g =

[
− 1
3+
,
A2
+
�

3+�ℎ

]>
(8.55)

ℎ(x) = ?1 (8.56)

vor. In der ersten Zeitableitung des Ausgangs

¤H = ¤?1 =
1
�ℎ

(
A2
+
�

3+

(
:+G+ − A2

+� + 52
)
+ @ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1)

)
+

A2
+
�

3+�ℎ
D2 (8.57)

ist nun bereits das Eingangssignal D2 enthalten, was auf einen relativen Grad von � = 1
führt. Dies lässt eine lineare Fehlerdynamik

( ¤H − ¤H3) + 010(H − H3) (8.58)
¤I2 = ¤Φ2(x) (8.59)

erster Ordnung, ergänzt durch eine interne Dynamik erster Ordnung zu. Das entspre-
chende Regelgesetz

D
�3
2 (G+ , ?1) = −:+G+ + A2

+� − 52 −
3+

A2
+
�

(
@ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1)

)
+ 3+�ℎ

A2
+
�

�(x) (8.60)

�(x) = ¤H3 − 010(?1 − H3) (8.61)

kann auch ohne explizite Formulierung der Variablentransformation Φ(x) direkt durch
das Einsetzen von Gl. (8.57) in Gl. (8.58) berechnet werden.
Die Grundstruktur der Regelungsstrategie inklusive der zugrundeliegendenModelle ist
in Abb. 8.3 dargestellt. Für die Berechnung des Steuereingangs D2(x) ist eine Zustands-
rückführung erforderlich. Diese wird ebenfalls für die Bestimmung des synthetischen
Eingangs �(x) benötigt. Je nach relativem Grad wird dieser entweder anhand von
Gl. (8.51) oder anhand von Gl. (8.61) berechnet. Es werden zwei Regelgesetze, basierend
auf den Modellen �1 und �3 angewendet. Die Regelung basierend auf dem Modell �2
ist nicht möglich. Der hydraulische Kreislauf wird durch das Modell �1 repräsentiert.
Abb. 8.4 zeigt das Ergebnis der beiden Regelungsvarianten für eine Trajektorien-
vorgabe, bei der unterschiedliche stationäre Systemdrücke nacheinander angesteuert
werden. Zwar genügt die Solltrajektorie den durch die Gleichungen (8.51) bzw. (8.61)
implizierten Stetigkeitsanforderungen nicht, trotzdem ist eine Regelung möglich und
kann maßgeblich die transienten Einschwingvorgänge zwischen stationären Zuständen
beeinflussen. In Abb. 8.4a sind die Ausgangstrajektorien H sowie die Solltrajektorie H3
dargestellt. Die entsprechenden Steuereingänge sind in Abb. 8.4b zu sehen. Mit beiden
Regelungsvariantenwird das transiente Einschwingverhalten zwischen zwei stationären
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

Abbildung 8.3: Regelungsstrategie.

(a) Systemausgang H = ?1(C). (b) Steuereingang 52 + D2 .

Abbildung 8.4: Regelungen basierend auf den Modellen �1 und �3 angewendet auf Modell �1. Parameter
020 = 20 000, 021 = 2√020, 010 =

√
020.

Zuständen gegenüber der reinen Steuerung (vgl. Abb. 8.1) stark verkürzt und geglättet.
Die Konstanten 020 = 20 000, 021 = 2

√
020 und 010 =

√
020 werden so gewählt, dass sich

für die linearen Dynamiken erster und zweiter Ordnung die gleichen Eigenwerte von
� = −√020 ergeben. Naturgemäß kann das Einschwingverhalten durch Vorgabe anderer
Konstanten verändert werden.
Im Folgendenwerden die Regelungsvarianten in Abhängigkeit der Trajektorienfrequenz
bewertet. Dazu wird eine zweite Solltrajektorie H3 = 25 bar+1 bar · sin

(
50 rad/s2 · C2

)
für

den Systemausgang vorgegeben. Der absolute Fehler zwischen der Ausgangsgröße
H und der Trajektorienvorgabe H3 ist in Abb. 8.5a dargestellt. Weil die Trajektorie
den Stetigkeitsanforderungen der Regelgesetze genügt, ist der Fehler zwischen der
Trajektorienvorgabe und des auf der Basis desModells �1 geregelten Systemausgangs in
dieser Skalierung nicht sichtbar, da kein Modellfehler existiert und die Nichtlinearitäten
exakt kompensiert werden. Auch die Regelung basierend auf dem reduzierten Modell
�3 produziert eine für die meisten Anwendungen ausreichende Übereinstimmung
zwischen Solltrajektorie und Systemausgang. Der Knick bei Ω ≈ 950 rad/s markiert
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8.3 Einfluss der reduzierten Druckdynamik auf die instationäre Systemdynamik

(a) Betrag des absoluter Fehlers |H − H3 |. (b)Minima und Maxima der Kolbenverschiebungen
G+ (C).

Abbildung 8.5: Regelungen basierend auf den Modellen �1 und �3 angewendet auf das Modell �1.
Solltrajektorie H3 = 25 bar + 1 bar · sin

(
50 rad/s2 · C2

)
.

die Stelle, an der die Kolbenauslenkung G+ (C) so groß wird, dass die Schwingungen
die Steuerkante kreuzen, vgl. Abb. 8.5b. Erst in diesem Bereich entsteht ein relevanter
Fehler.
Zusammenfassend ist eine Regelung basierend auf dem reduzierten Modell �2 nicht
möglich, weil durch die Reduktion die Eingangsaffinität verloren geht. Jedoch können
auch auf der Basis des reduzierten Modells �3, welches sogar noch rechenzeiteffizienter
ist, sehr gute Regelungsergebnisse erzielt werden.

8.3 Einfluss der reduzierten Druckdynamik auf die
instationäre Systemdynamik

Die eingangs dieses Kapitels formulierte Forschungsfrage, in wie weit sich die mittels
singulärer Störungsrechnung reduziertenModelle als Grundlage für die Ableitung eines
modellbasierten Regelungskonzepts eignen, konnte bisher nicht beantwortet werden,
weil das hier gewählte Konzept der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung mit demModell
�2 ein unbeschränktes Regelgesetz hervorbringt.
Der in Abschnitt 7.2 untersuchte Ventilkreislauf mit Dämpfungsblende beinhaltet
eine weitere schnelle Variable, welche mittels singulärer Störungsrechnung reduziert
werden kann. Anhand dieses Modells soll die Forschungsfrage im Folgenden weiter
untersucht werden. Dazu werden basierend auf dem Ventilkreislauf mit quadratischer
Dämpfung zwei reduzierte Modelle abgeleitet, wobei äquivalent zu Abschnitt 8.1 eine
Reduktionsvariante auf der singulären Störungsrechnung und die zweite Variante auf
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

der Vernachlässigung der Dämpfungsblende basiert. Die zweite Variante führt auf das
Modell �1 aus Abschnitt 8.1.
Basierend auf denGleichungen (7.69) bis (7.71) führt eine Aufteilung des Steuereingangs
in einen konstanten und einen zeitabhängigen Anteil auf das eingangslineare System

<+ ¥G+ + 3+ ¤G+ + :+G+ = A2
+�?2 − 52 − D2 (8.62)

�ℎ ¤?1 = −@2(?1 , ?2) + @ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1) (8.63)
�ℎ2 ¤?2 = @2(?1 , ?2) − A2

+� ¤G+ (8.64)
H = ?1 (8.65)

mit den Volumenströmen entsprechend den Gleichungen (4.4), (4.9) und (7.72). Dieses
Modell wird im Folgenden als Modell �1 bezeichnet.
Für das mittels singulärer Störungsrechnung reduzierte Modell erhält man aus den
Gleichungen (7.101) und (7.102) nach Rücktransformation auf dimensionsbehaftete
Variablen und Parameter eine Approximation der schnellen Variablen

?2 ≈ ?20 + �ℎ2?21

= ?1 − sign( ¤G+ )
(
A2
+
�

�2��

)2

¤G2
+ +

4�ℎ2
(
A2
+
�
)3

(�2��)4
¤G2
+ ¥G+ − 2 sign( ¤G+ )

�ℎ2A
2
+
�

(�2��)2
¤G+ ¤?1

(8.66)

in dimensionsbehafteter Form. Die dimensionsbehaftete Entsprechung des kleinen
Parameter ist die Kapazität �ℎ2 . Das Einsetzen in die Gleichungen (8.62) und (8.63)
liefert mit

@2(?1 , ?2) = �ℎ2 ¤?2 + A2
+� ¤G+

≈ �ℎ2( ¤?20 + �ℎ2 ¤?21) + A2
+� ¤G+

≈ �ℎ2 ¤?20 + A2
+� ¤G+

= �ℎ2 ¤?1 − 2�ℎ2 sign( ¤G+ )
(
A2
+
�

�2��

)2

¤G+ ¥G+ + A2
+� ¤G+ (8.67)

das reduzierte System

<+ ¥G+ + 3+ ¤G+ + :+G+ = A2
+�?1 − sign( ¤G+ )

(A2
+
�)3

(�2��)2
¤G2
+ + 4�ℎ2

(
A2
+
�

�2��

)4

¤G2
+ ¥G+

− 2�ℎ2 sign( ¤G+ )
(
A2
+
�

�2��

)2

¤G+ ¤?1 − 52 − D2 (8.68)
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8.3 Einfluss der reduzierten Druckdynamik auf die instationäre Systemdynamik

(�ℎ + �ℎ2) ¤?1 = −A2
+� ¤G+ + @ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1) + 2�ℎ2 sign( ¤G+ )

(
A2
+
�

�2��

)2

¤G+ ¥G+

≈ −A2
+� ¤G+ + @ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1) (8.69)

H = ?1 (8.70)

dritter Ordnung, welches im Folgenden als Modell �2 bezeichnet wird. Die Vereinfa-
chung der rechten Seite von Gl. (8.69) ist dadurch motiviert, dass der vernachlässigte
Ausdruck in der späteren Herleitung des Regelgesetzes im stationären Zustand ¤G+ = 0
eine Singularität hervorruft. LegitimiertwirddieseVereinfachungdurchdie inAbschnitt
7.2 geführten Größenordnungsanalysen, weil sie gleichbedeutend mit der Approxima-
tion ?20 ≈ ?1 ist.
Eine Modellübersicht der Modelle mit quadratischer Dämpfung findet sich in Tab. 8.3.

(a) Kolbenverschiebung G+ (C). (b) Systemausgang H = ?1(C).

Abbildung 8.6: Vergleich der Modelle �1, �2 und �3 = �1. Steuereingang D2(C) = 0 N.

In Abb. 8.6 wird der Einfluss der Reduktionsvarianten auf das Einschwingverhalten
der Ventilkreisläufe untersucht. Es gilt die Parametrierung aus den Tabellen 4.1 und
7.6 mit einer erhöhten Dämpfung von 240 N s/m. Wie bereits bei der Reduktion der
Ventilträgheit sind zwischen den Ergebnissen des Originalsystems und des mittels

Modell Beschreibung Zustandsgrößen
�1 Originalsystem mit quadratischer Dämpfung [G+ , ¤G+ , ?1 , ?2]>
�2 Modellreduktion mittels singulärer Störungsrechnung [G+ , ¤G+ , ?1]>
�3 Modellreduktion durch Vernachlässigung der [G+ , ¤G+ , ?1]>

Dämpfungsblende. Entspricht dem Modell �1.

Tabelle 8.3: Übersicht der Modelle mit quadratischer Dämpfung. Die Modellkomplexität nimmt mit
steigendem Index ab.
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

Abbildung 8.7: Vergleich der Modelle �1, �2 und �3 = �1 bei zeitvariantem Steuereingang D2(C) =
52
10 sin

(
50 rad/s2 · C2

)
.

Modell Simulation Integrator Integrationsschritte %
�1 D2(C) = 0 N ode45 64 714 100 %
�2 D2(C) = 0 N ode45 8 726 13 %
�1 D2(C) = 0 N ode45 6 048 9 %
�1 D2(C) = 0 N ode15s 4 961 100 %
�2 D2(C) = 0 N ode15s 3 460 70 %
�1 D2(C) = 0 N ode15s 1 982 40 %
�1 Sweep ode45 5 746 452 100 %
�2 Sweep ode45 2 408 978 42 %
�1 Sweep ode45 2 365 362 41 %
�1 Sweep ode15s 921 626 100 %
�2 Sweep ode15s 741 874 81 %
�1 Sweep ode15s 436 597 47 %

Tabelle 8.4:Einfluss derModelle undder Integratoren auf dieAnzahl der Integrationsschritte als ein indirektes
Maß für die Rechengeschwindigkeit.

singulärer Störungsrechnung reduzierten Systems mit bloßemAuge keine Unterschiede
zu erkennen. Dahingegen hat die einfache Vernachlässigung der Dämpfungsblende
einen sichtbaren Einfluss, welcher sich durch eine schnellere Abnahme der Amplitude
bemerkbar macht.
Bezüglich der Systemantworten auf das Sweep-Signal D2(C) = 52

10 sin
(
50 rad/s2 · C2

)
zeigt

das reduzierte Modell �3 = �1 dahingegen eine etwas bessere Übereinstimmung
mit dem Originalsystem �1 als das Modell �2, insbesondere im mittleren Teil des
abgebildeten Frequenzbereichs.Die entsprechenden Simulationsergebnisse sind in Form
der Minima und Maxima der Druckverläufe in Abb. 8.7 abgebildet.
Als Indikator für die Rechenzeit ist die Anzahl der für die Simulationen benötigten Inte-
grationsschritte in Tab. 8.4 aufgelistet. Auch hier werden durch die Modellreduktionen
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8.4 SISO-Regelung des Ventilkreislaufs mit quadratischer Dämpfung

teils erhebliche Rechenzeiteinsparungen erzielt. Diese liegen beim reduzierten Modell
�2 zwischen 19 % und 87 %, während das Modell �1 sogar Ersparnisse zwischen 53 %
und 91 % erzielt.
Auffallend sind die extrem hohen benötigten Rechenschritte in der ersten Zeile von
Tab. 8.4. Dies hängt mit dem Volumenstrom @2 ∝ sign(?1 − ?2)

√
|?1 − ?2 | zusammen, für

den im stationären Zustand lim
?1→?2

d
dC @2 → ∞ gilt. In der Nähe der Gleichgewichtslage

führt diese Eigenschaft zu einem numerisch steifen Systemverhalten (siehe dazu auch
[17]) und damit bei Nutzung des ode45-Integrators, welcher für nicht-steife Systeme
ausgelegt ist, zu einer sehr hohen Rechenzeit.

8.4 SISO-Regelung des Ventilkreislaufs mit
quadratischer Dämpfung

In diesem Abschnitt werden Regelungskonzepte für die Regelung des Modells �1
abgeleitet. Als Grundlage für die Eingangs-Ausgangs-Linearisierung werden die drei
im vorigen Abschnitt betrachteten Modelle herangezogen. Dabei wird gezeigt, dass
das Regelungskonzept, welches auf Basis des Originalsystems �1 abgeleitet wird, eine
Singularität enthält. Die Ableitung von Regelgesetzen auf Grundlage der reduzierten
Modelle �2 und �1 wird hier also nicht allein durch eine Rechenzeitersparnis motiviert.
Bezüglich des Modells �1 beinhalten die für eine Eingangs-Ausgangs-Linearisierung
notwendigen Zeitableitungen des Ausgangs

¤H = 1
�ℎ

(
−@2(?1 , ?2) + @ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1)

)
(8.71)

¥H = 1
�ℎ

(
d
dC

(
−@2(?1 , ?2) + @ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1)

) )
=

1
�ℎ

%@ℎ,@(G+ , ?1)
%G+

¤G+ −
1

�ℎ�ℎ2

%@2(?1 , ?2)
%?2

(
@2(?1 , ?2) − A2

+� ¤G+
)

+ 1
�ℎ

(
−%@2(?1 , ?2)

%?1
+
%@ℎ,@(G+ , ?1)

%?1
+ %@�(?1)

%?1

)
¤?1 (8.72)

Ḧ =

(
1
�ℎ

%@ℎ,@

%G+
+ 1
�ℎ�ℎ2

%@2
%?2

A2
+�

)
¥G+ +

d
dC

(
1
�ℎ

%@ℎ,@

%G+
+ 1
�ℎ�ℎ2

%@2
%?2

A2
+�

)
¤G+

+ d
dC

(
− 1
�ℎ�ℎ2

%@2
%?2

@2 +
1
�ℎ

(
−%@2
%?1
+
%@ℎ,@

%?1
+ %@�

%?1

)
¤?1

)
=:

(
1
�ℎ

%@ℎ,@

%G+
+ 1
�ℎ�ℎ2

%@2
%?2

A2
+�

)
1
<+

(
−3+ ¤G+ − :+G+ + A2

+�?2 − 52 − D2
)

+ '(G+ , ¤G+ , ?1 , ?2) (8.73)
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

erst in der dritten Ableitung den Steuereingang D2 . Damit ist der relative Grad � = 3,
womit die lineare Fehlerdynamik dritter Ordnung

(Ḧ − Ḧ3) + 032( ¥H − ¥H3) + 031( ¤H − ¤H3) + 030(H − H3) = 0 (8.74)
¤I4 = ¤Φ4(x) (8.75)

angestrebt wird, welche durch eine interne Dynamik erster Ordnung ergänzt wird.
Unabhängig vom Grad der Fehlerdynamik ergibt sich jedoch aus den partiellen Ablei-
tungen

%@2
%?1

=
���2

2
√
|?1 − ?2 |

(8.76)

%@2
%?2

= − ���2

2
√
|?1 − ?2 |

(8.77)

in Gl. (8.73) die Problematik einer Singularität, welche für ?1 = ?2 auftritt, also in
jedem stationären Betriebszustand. Diese Singularität ist zwangsläufig auch in D2 ent-
halten, falls die Berechnungsvorschrift im Sinne der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung
formuliert wird. Dadurch ist die Regelung basierend auf dem Modell �1 nicht möglich.
Im Folgenden wird eine Regelung auf Grundlage des reduzierten Modells �2 abgeleitet.
Die Zeitableitungen

¤H = 1
�ℎ + �ℎ2

(
−A2

+� ¤G+ + @ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1)
)

(8.78)

¥H = 1
�ℎ + �ℎ2

(
−A2

+� ¥G+ +
d
dC

(
@ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1)

) )
=

(�2��)2

<+ (�2��)4 − 4�ℎ2
(
A2
+
�
)4 ¤G2

+

[((
A2
+�

)3
¤G2
+ + 2

(
A2
+�

)2
�ℎ2 ¤G+ ¤H

)
sign( ¤G+ )

− (���2)2
(
A2
+�?1 − 3+ ¤G+ − :+G+ − D2 − 52

) ]
A2
+
�

�ℎ + �ℎ2

+ 1
�ℎ + �ℎ2

d
dC

(
@ℎ,@(G+ , ?1) + @�(?1)

)
= ¥H(D2) (8.79)

des Ausgangs führen auf einen relativen Grad von � = 2. Das Regelgesetz für eine
lineare Fehlerdynamik 2. Ordnung

( ¥H − ¥H3) + 021( ¤H − ¤H3) + 020(H − H3) (8.80)
¤I3 = ¤Φ3(x) (8.81)
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8.4 SISO-Regelung des Ventilkreislaufs mit quadratischer Dämpfung

Abbildung 8.8: Regelungsstrategie.

(a) Regelung angewendet auf Modell �1. (b) Regelung angewendet auf Modell �1. Ausschnitt
Ω ≤ 1000 rad s−1.

Abbildung 8.9: Regelungen basierend auf den Modellen �1 und �2. Parameter 020 = 20 000, 021 = 2√020,
010 =

√
020. Solltrajektorie H3 = 25 bar + 1 bar · sin

(
50 rad/s2 · C2

)
.

wird durch das Einsetzen der Gleichungen (8.78) und (8.79) in die Gl. (8.80) berechnet.
Die Regelung basierend auf demModell �1 kann aus Abschnitt 8.2 entnommenwerden.
Das gesamte Regelungskonzept inklusive der zugrundeliegendenModelle ist in Abb. 8.8
schematisch dargestellt. Der Hydraulische Kreislauf wird durch das Originalsystemmit
Dämpfungsblende, Modell �1 abgebildet. Weil die Regelung basierend auf dem Modell
�1 nicht möglich ist, kompensiert keines der Regelgesetze die Nichtlinearitäten exakt.
Die beiden verbleibenden Regelungen basierend auf den Modellen �2 und �3 = �1
führen beide auf eine externe Fehlerdynamik zweiter Ordnung, was jeweils einem
relativen Grad von � = 2 entspricht.
Der Vergleich zwischen den beiden Regelungsstrategien erfolgt anhand der bereits in
Abschnitt 8.2 eingeführten Solltrajektorie H3 = 25 bar+1 bar ·sin

(
50 rad/s2 · C2

)
. Dadurch

ist eine Bewertung der Regelungskonzepte für unterschiedliche Frequenzbereiche mög-
lich. Die Ergebnisse der Regelung in Form des absoluten Fehlers |?1 − H3 | sind für den
Frequenzbereich bisΩ = 1200 rad/s in Abb. 8.9a dargestellt. In Abb. 8.9b ist der Bereich
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

bis Ω = 1000 rad/s abgebildet. Die Regelung basierend auf dem Modell �2 zeigt im
Bereich bis Ω = 950 rad/s eine wesentlich bessere Übereinstimmung zwischen dem
Ausgang ?1 = H und der Trajektorienvorgabe H3. Im Bereich Ω > 950 rad/s beginnt der
absolute Fehler der Regelung basierend auf dem Modell �2 stark zu steigen und wächst
sehr schnell in einen für die reale Anwendung inakzeptablen Bereich. AbΩ > 1050 rad/s
betrifft dies auch die Regelung basierend auf �1.
Zusammenfassend zeigt sich hier erstmals der große Vorteil eines auf Basis der singulä-
ren Störungsrechnung reduzierten Modells. Mit diesem kann eine Singularität umgan-
gen werden, welche eine Regelung auf der Grundlage des Originalsystems ausschließt.
Weiterhin kann im Bereich niedriger und mittlerer Frequenzen eine hervorragende
Genauigkeit erzielt werden, insbesondere im Vergleich mit der Regelung auf Basis des
reduzierten Modells �1 ohne Dämpfungsblende.
Zuletzt sei noch erwähnt, dass die Singularität auch durch eine modifizierte Modellie-
rung der Blendengleichung nicht umgangenwerden kann,wie sie z. B. in [23, 24] oder [4]
vorgeschlagen werden. Dort wird für kleine Druckdifferenzen die Wurzelabhängigkeit
durch eine polynomielle Abhängigkeit zwischenDurchfluss undDruckdifferenz ersetzt.
Lediglich eine lineare Modellierung z. B. nach [16] würde die Singularität umgehen.
in dieser Modellierung besteht jedoch die Problematik darin festzulegen, bei welcher
Druckdifferenz die Grenze zwischen den beiden Abschnitten in der Modellierung
gezogen wird.

8.5 MIMO-Regelung des Ventilkreislaufs mit
quadratischer Dämpfung und Pumpendynamik

Das Regelungskonzept der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung findet auch in Bezug auf
Mehrgrößenregelungen, auchalsMultiple-Input/Multiple-Output (MIMO)-Regelungen
bezeichnet, Anwendung. Im Kontext der in dieser Arbeit untersuchten hydraulischen
Ventilkreisläufe kann eine Mehrgrößenregelung beispielsweise durch die gleichzeitige
Vorgabe der Eingangsleistung (Pumpenvolumenstrom oder Versorgungsdruck) und
des Systemdrucks vorteilhaft sein. So kann in Phasen niedriger Leistungsnachfrage
des Verbrauchers auch die Eingangsleistung reduziert und so eine Energieeinsparung
erzielt werden.
Dieses Prinzip wird innerhalb des vorliegenden Abschnitts am Beispiel des Ventilkreis-
laufs mit Dämpfungsblende und realer Pumpe demonstriert, siehe Abb. 8.10. Diese
Kreislaufvariante wird gewählt, weil auch hier bei der Regelung basierend auf dem
Originalsystem eine Singularität auftritt, wie im Folgenden gezeigt wird. Ähnlichwie im
vorigen Abschnitt kann zur Vermeidung dieser Singularität das auf Basis der singulären
Störungsrechnung reduzierte Modell zur Ableitung eines Regelgesetzes herangezogen
werden.
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Abbildung 8.10: Ventilkreislauf mit Druckregelventil, Dämpfungsblende und realer Konstantpumpe.

Parameter Symbol Wert Einheit
Pumpenträgheit �% 0.0075 kgm2/rad
Pumpendämpfung 3% 7.5 N sm/rad
Widerstandsfaktor ,? 1.2 · 10−5 m3/Pa
Verdrängungsvolumen @̂% 7.5 · 10−5 m3

Tabelle 8.5: Standardparametrierung des Ventilkreislaufs mit Dämpfungsblende und realer Pumpe. Die nicht
aufgeführten Parameterwerte sind Tab. 4.1 zu entnehmen.

Die Systemdynamik

<+ ¥G+ + 3+ ¤G+ + :+G+ = A2
+�?2 − 52 − D2 (8.82)

�ℎ ¤?1 = −@2(?1 , ?2) + @ℎ,%(G+ , ?1 , $%) + @�(?1) (8.83)
�ℎ2 ¤?2 = @2(?1 , ?2) − A2

+� ¤G+ (8.84)
�% ¤$% + 3%$% = "% −,%?1 (8.85)
[H1 , H2]> = [?1 , @̂%$%]> (8.86)

mit dem Volumenstrom

@ℎ,%(G+ , ?1 , $%) = −���(G+ − D+ )2A+�(G+ − D+ )Δ(?1 − ?)) + @̂%$% (8.87)

wird mit Hilfe des realen Pumpenmodells in den Gleichungen (3.25) und (3.26) abge-
leitet. Für die neu eingeführten Parameter gelten die Werte in Tab. 8.5. Neben dem
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

Steuereingang D2 wird als zusätzlicher Systemeingang das Antriebsmoment der Pumpe
"% definiert. Damit liegt das System in einer eingangslinearen Form

¤x = f(x) + g1D2(x) + g2"%(x) (8.88)
y = h(x) (8.89)

mit zwei Eingängen und zwei Ausgängen vor. In der Systembeschreibung sind die
Vektoren durch

x = [G+ , ¤G+ , ?1 , ?2 , $%]> (8.90)

f(x) =
[
¤G+ ,−

1
<+

(
3+ ¤G+ + :+G+ − A2

+�?2 + 52
)
,

1
�ℎ
(−@2(?1 , ?2) + @ℎ,%(G+ , ?1 , $%) + @�(?1)) ,

1
�ℎ2

(
@2(?1 , ?2) − A2

+� ¤G+
)
,

1
�%

(
−3%$% −,??1

) ]>
(8.91)

g1 =

[
0,− 1

<+
, 0, 0, 0

]>
(8.92)

g2 =

[
0, 0, 0, 0, 1

�%

]>
(8.93)

h(x) = [?1 , @̂$%]> (8.94)

gegeben. Das Modell wird im Folgenden als Modell �1 bezeichnet.
Im Kontext der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung ist der relative Grad nun eine
vektorielle Größe und muss bezüglich beider Ausgangsgrößen berechnet werden. Die
Ableitungen der Ausgangsgrößen

¤H1 =
1
�ℎ
(−@2(?1 , ?2) + @ℎ,%(G+ , ?1 , $%) + @�(?1)) (8.95)

¥H1 =
1
�ℎ

((
−%@2(?1 , ?2)

%?1
+ %@ℎ,%(G+ , ?1 , $%)

%?1
+ %@�(?1)

%?1

)
¤H − %@2(?1 , ?2)

%?2
¤?2+

%@ℎ,%(G+ , ?1 , $%)
%G+

¤G+ +
%@ℎ,%(G+ , ?1 , $%)

%$%

1
�%
(−3%$% +"% −,%?1)

)
=: 
1(x) + �12"% (8.96)

¤H2 =
@̂%

�%
(−3%$% +"% −,%?1)

=: 
2(x) + �22"% (8.97)

168



8.5 MIMO-Regelung des Ventilkreislaufs mit quadratischer Dämpfung und Pumpendynamik

führen auf einen relativen Grad von [�1 , �2]> = [2, 1]>, weil mit dem Steuereingang
"% in der zweiten Zeitableitung von H1 und in der ersten Ableitung von H2 einer
der Steuereingänge enthalten ist. Zur Ableitung der Regelgesetze muss im Fall einer
Mehrgrößenregelung nun das lineare Gleichungssystem

D(x)u(x) = − ("(x) − .(x)) (8.98)

gelöst werden, in dem sich die Größen

D(x) =
[
0 �12
0 �22

]
=

[
0 %@ℎ,% (G+ ,?1 ,$% )

%$%
1
�%

0 @̂%
�%

]
(8.99)

"(x) = [
1(x), 
2(x)]> (8.100)

.(x) =
[
¥H31 − 021( ¤H1 − ¤H31) − 020(H1 − H31)

¤H32 − 010(H2 − H32)

]
, (8.101)

aus der Systemdynamik und der linearen Fehlerdynamiken entsprechend dem vek-
toriellen relativen Grad ergeben. Weil die Entkopplungsmatrix D singulär ist, kann
das Gleichungssystem nicht eindeutig nach den Eingängen aufgelöst werden, was eine
Regelung basierend auf dem Modell �1 verhindert. Hier tritt also eine weitere Art der
Singularität auf, die abermals von der Dämpfungsblende verursacht wird.
Um diese Singularität zu umgehen, kann wiederum ein Modell verwendet werden, in
dem die schnelle Variable ?2 mittels singulärer Störungsrechnung reduziert wird. Das
reduzierte System vierter Ordnung

<+ ¥G+ + 3+ ¤G+ + :+G+ = A2
+�?1 − sign( ¤G+ )

(A2
+
�)3

(�2��)2
¤G2
+ +

4�ℎ2
(
A2
+
�
)4

(�2��)4
¤G2
+ ¥G+

− 2 sign( ¤G+ )
�ℎ2

(
A2
+
�
)2

(�2��)2
¤G+ ¤?1 − 52 − D2 (8.102)

(�ℎ + �ℎ2) ¤?1 = −A2
+� ¤G+ + @ℎ,%(G+ , ?1 , $%) + @�(?1) (8.103)

�% ¤$% + 3%$% = "% −,%?1 (8.104)
[H1 , H2]> = [?1 , @̂%$%]> (8.105)

kann durch Hinzunahme der Pumpendynamik direkt aus den Gleichungen (8.68) und
(8.69) abgleitet werden. Es wird im Folgenden als Modell �2 bezeichnet.
Eine Modellübersicht der Modelle mit quadratischer Dämpfung und Pumpendynamik
findet sich in Tab. 8.6.
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

Modell Beschreibung Zustandsgrößen
�1 Originalsystem mit quadratischer Dämpfung [G+ , ¤G+ , ?1 , ?2 , $%]>

und realer Konstantpumpe
�2 Modellreduktion mittels singulärer [G+ , ¤G+ , ?1 , $%]>

Störungsrechnung

Tabelle 8.6: Übersicht der Modelle mit quadratischer Dämpfung und Pumpendynamik.

Die für die Eingangs-Ausgangs-Linearisierung benötigten Zeitableitungen

¤H1 =
1

�ℎ + �ℎ2

(
−A2

+� ¤G+ + @ℎ,%(G+ , ?1 , $%) + @�(?1)
)

(8.106)

¥H1 =
1

�ℎ + �ℎ2

[
−A2

+� ¥G+ +
(
%@ℎ,%(G+ , ?1 , $%)

%?1
+ %@�(?1)

%?1

)
¤?1

+%@ℎ,%(G+ , ?1 , $%)
%$%

¤$% +
%@ℎ,%(G+ , ?1 , $%)

%G+
¤G+

]
=: 
1(x) + �11D2 + �12"% (8.107)

¤H2 =
@̂%

�%
(−3%$% +"% −,%?1)

=: 
2(x) + �22"% (8.108)

ergeben einen vektoriellen relativenGradvon [�1 , �2]> = [2, 1]>. Dies erlaubt eine lineare
externe Dynamik, welche aus zwei entkoppelten linearen Differentialgleichungen in
Verbindung mit einer eindimensionalen nichtlinearen internen Dynamik

( ¥H1 − ¥H31) + 021( ¤H1 − ¤H31) + 020(H1 − H31) = 0 (8.109)
( ¤H2 − ¤H32) + 010(H2 − H32) = 0 (8.110)
¤I4 = ¤Φ4(x) (8.111)

besteht. Die entsprechenden Regelgesetze D2(x) und "%(x) ergeben sich durch das Auf-
lösen des linearen Gleichungssystems, welches aus den Gleichungen (8.109) und (8.110)
gebildet wird, wenn die Gleichungen (8.106) bis (8.108) dort eingesetzt werden. Wegen
�11 ≠ 0 ist die Entkopplungsmatrix regulär und ein Auflösen des Gleichungssystems
nach den Eingängen möglich.
Die Ergebnisse der Regelung sind für die Trajektorienvorgaben

H31 = 25 bar + 1 bar · sin
(
50 rad/s2 · C2

)
(8.112)

H32 = 5 l/min + 1 l/min · sin
(
50 rad/s2 · C2

)
(8.113)
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8.5 MIMO-Regelung des Ventilkreislaufs mit quadratischer Dämpfung und Pumpendynamik

(a) Regelung angewendet auf Modell �1. (b) Regelung angewendet auf Modell �1. Aus-
schnitt Ω ≤ 1000 rad s−1.

Abbildung 8.11: Regelungen basierend auf dem Modell �2 angewendet auf das Modell �1. Parameter
020 = 20 000, 021 = 2√020, 010 =

√
020.

in Abb. 8.11 dargestellt. Weil die Modellreduktion nicht auf die Pumpendynamik wirkt,
ergibt sich zwischen dem Systemausgang @% und der entsprechenden Solltrajektorie H32
kein relevanter Fehler. Bezüglich dem ersten Systemausgang ist der absolute Fehler in
den unterschiedlichen Frequenzbereichen in der gleichen Größenordnung wie bei der
SISO-Regelung im vorigen Abschnitt.
Zusammenfassend zeigt sich auch hier ein großer Vorteil eines durch die singuläre
Störungsrechnung reduzierten Modells. Durch die Reduktion wird die Struktur der
Gleichungen verändert,wodurch eine singuläre Entkopplungsmatrix vermiedenwerden
kann.
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9 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wird eine Methodik zur asymptotischen Analyse der nichtlinearen
Dynamik selbstregelnder hydraulischer Ventilsteuerungen vorgestellt. Das asymptoti-
sche Verfahren basiert auf der Formulierung der Systemdynamik als singulär gestörtes
Problem, wobei die Kolbenbeschleunigung die schnelle Variable bildet. Diese Struktur
ergibt sich mittels einer geeigneten dimensionslosen Notation auf Basis systemcharakte-
ristischer Größen. Das singulär gestörte Differentialgleichungssystem dritter Ordnung
kann durch eine Reduktion der schnellen Variable um eine Ordnung reduziert werden.
Dies wird durch den Nachweis der global asymptotischen Stabilität der langsamen
Mannigfaltigkeit ermöglicht.
Die langsameMannigfaltigkeit ist an der Steuerkante nicht differenzierbar. Dies führt zu
einer großen Nichtlinearität im reduzierten System, welche jedoch in die Grundlösung
integriert werden kann, indem diese abschnittsweise definiert wird. Mit Hilfe dieser
Grundlösung, welche als Variablentransformation dient, wird ein nicht-glattes System in
Standardform formuliert. Das Mittelwertbildungsverfahren liefert damit ein autonomes
System in den transformierten Variablen der Amplitude und Phase. Durch die Betrach-
tung des gemittelten Systems ist eine sehr einfache dynamische Analyse einschließlich
der näherungsweisen Bestimmung stabiler und instabiler Grenzzyklusschwingungen
des ursprünglichen Systems möglich. Die Methodik wird durch den Vergleich mit
numerischen Simulationsergebnissen des vollständigen Systems verifiziert.
Das asymptotischeVerfahrenwird imFolgendenerweitert, sodass auchdieBeschreibung
erzwungener Schwingungen möglich wird. Dazu ist eine Anpassung der Grundlösung
notwendig, um die Schwingungsfrequenz auf die Anregungsfrequenz abzustimmen.
Damit werden sowohl klassische nichtlineare als auch parametrische Resonanzen
detektiert und das dynamische Verhalten in diesen Bereichen approximiert.
Weiterhin findet die Berücksichtigung ausgewählter nichtlinearer Phänomene Eingang
in dieMethodik. Diese sind die quadratischeDämpfung, die Coulomb’sche Reibung und
die kritische Ventilüberdeckung. Die quadratische Dämpfung wird von einem turbulen-
tenWiderstand inderDruckrückführungverursacht,welcher außerdemeine zusätzliche
schnelle Variable in das System einbringt. Durch die Reduktion dieser Variable entstehen
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9 Zusammenfassung und Ausblick

die nichtlinearen Dämpfungsterme. Die Berücksichtigung Coulomb’scher Reibung
erfordert eine Modifikation der Grundlösung und die Modellierung von Haftphasen in
derselben. Dabei wird die Annahme getroffen, dass in jeder Schwingungsperiode zwei
Haftphasen auftreten. Für die Analyse eines kritisch überdeckten Ventils muss ebenso
die Grundlösungmodifiziert werden. Es werden die zwei Fälle eines positiven und eines
verschwindenden Verbrauchervolumenstroms betrachtet. Letzterer Fall beinhaltet die
Besonderheit einer Gleichgewichtslage, welche exakt auf der Steuerkante liegt.
Zuletzt werden unter Berücksichtigung zeitvariabler Steuereingänge reduzierteModelle
abgeleitet. Diese bilden die Grundlage für die rechenzeiteffiziente Approximation
instationärer Bewegungen sowie für die Ableitung von Regelungsalgorithmen auf Basis
der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung.

Der Gültigkeitsbereich des asymptotischen Verfahrens beschränkt sich auf den Parame-
terbereich kleiner Volumenströme, großer Dämpfungen sowie großer Kapazitäten. In
diesem Parameterbereich liefert die Analyse der gemittelten Gleichungen die folgenden
Erkenntnisse über die globale Systemdynamik der Ventilsteuerungen:
Für den Fall einer linear viskosen Dämpfung erfolgt der Stabilitätsverlust bei Variation
der Kolbenmasse an einer superkritischen Hopf-Bifurkation. Weitere Verzweigungen
der nach dem Stabilitätsverlust auftretenden Grenzzyklusschwingungen werden nicht
detektiert. Die Steuerkante wirkt in diesem Zusammenhang als dämpfendes Element,
weil der Amplitudenanstieg nach dem Stabilitätsverlust stark gebremst wird.
Auch im Falle einer äußeren Anregung bewirkt die Steuerkante eine Art der Dämp-
fung. Dies bewirkt niedrigere Schwingungsamplituden periodischer Lösungen, jedoch
zu dem Preis verbreiterter Resonanzbereiche. Im betrachteten Parameterbereich sind
sowohl die klassische Hauptresonanz als auch die erste parametrische Resonanz von
praktischer Relevanz. Höhere parametrische Resonanzen liegen außerhalb des für die
reale Anwendung relevanten Parameterbereichs.
Sowohl bei Berücksichtigung Coulomb’scher Reibung zwischen Ventilkolben und
Gehäuse, als auch bei quadratischer Dämpfung, welche durch die Platzierung einer
Dämpfungsblende in der Druckrückführung entsteht, verkompliziert sich das Bifurkati-
onsverhalten der selbsterregten Schwingungen. In beiden Fällen wird das Einzugsgebiet
der stabilen Gleichgewichtslage in der Nähe der Stabilitätsgrenze von einem instabilen
Grenzzyklus begrenzt. Auch der Fall eines kritisch überdeckten Ventils beinhaltet dieses
Phänomen, falls der Systemdruckmehr als dieHälfte des Versorgungsdrucks entspricht.
Die Reduktion der schnellen Dynamik mittels der singulären Störungsrechnung ent-
spricht einer klassischen Modellreduktion. Es wird gezeigt, dass diese reduzierten
Modelle auch transiente Bewegungen sehr gut approximieren können. Dabei ergeben
sich abhängig vom Eingangssignal und dem verwendeten numerischen Integrator teils
erhebliche Rechenzeitersparnisse. Auf Basis der um die Druckdynamik reduzierten
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Modelle können Regelungen entworfen werden, mit welchen Singularitäten umgangen
werden können, welche sich bei der Regelung auf Basis der ursprünglichen Modelle
ergeben. Dahingegen geht bei einer Reduktion der Kolbendynamik die Eingangsaffi-
nität des Systems verloren, weshalb eine Regelung auf Basis der Eingangs-Ausgangs-
Linearisierung in diesem Fall nicht möglich ist.
Im Zusammenhangmit der Anwendung asymptotischer Methoden liefert die Arbeit die
Erkenntnis, dass anstatt einer klassischen Van-der-Pol Transformation eine abschnitts-
weise definierte Grundlösung als Variablentransformation genutzt werden kann, um für
ein System mit großen strukturvariablen Nichtlinearitäten ein System in Standardform
herzuleiten. Die Voraussetzung ist, dass das ungestörte Problem stückweise linear
ist und dass die entsprechenden Übergangsbedingungen an den Schaltübergängen
analytisch aufgelöst werden können. Die in dieser Arbeit erfolgreich umgesetzten
Kombinationen für die stückweise definierte Grundlösung sind die Zusammensetzung
derselben einerseits aus einer harmonischen Funktion und einer Parabel und zum
Anderen aus zwei harmonischen Funktionen mit unterschiedlicher Kreisfrequenz.

Die Ergebnissen der Arbeit lassen Fragen für die zukünftige Forschung offen.
Um die Anwendungsgrenzen des asymptotischen Verfahrens genauer zu bestimmen,
sind umfangreichere Studien unter Variation der Systemparameter nötig. Des Weiteren
beschränkt sich die Methodik weitestgehend auf wenige wesentliche physikalische
Effekte. Um den Anwendungsbereich der Methodik auszuweiten, kann in zukünftigen
Studien untersucht werden, ob sich weitere physikalische Effekte in das Verfahren inte-
grieren lassen. Als Beispiele seien hier hydraulische Induktivitäten, hydrodynamische
Strömungskräfte sowie komplexere Leitungsmodelle genannt.
In der Entwicklung der Regelungen wurde in dieser Arbeit ausschließlich die langsame
Dynamik berücksichtigt. Die zusätzliche Berücksichtigungder schnellenDynamik bietet
das Potential, die hier vorgeschlagenen Regelungen zu verbessern.
In Bezug auf die Anwendung asymptotischer Methoden besteht eine offene Frage darin,
ob sich abschnittsweise lineare Grundlösungen auch bei der Analyse anderer struktur-
variabler Systeme einsetzen lassen, in denen periodische Lösungen Schaltübergängen
unterworfen sind. Hier seien beispielhaft Systeme mit Reibung genannt.
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Anhang





A Gemittelte Gleichungen des Ventils
mit trockener Reibung

Das gemittelte System für denVentilkreislauf unter Berücksichtigung trockener Reibung
ergibt sich in allgemeiner Form entsprechend den Gleichungen (7.67) und (7.68). Die
Funktionen werden durch Mittelwertbildung des Systems in Standardform berechnet
und können in der Form

�̂�(�) =
1
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(∫ ��
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5 +� (�)d� +
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dargestellt werden. Die bildenden Funktionen sind durch
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In hydraulischen Ventilsteuerungen erlaubt das 
Funktionsprinzip der Selbstregulierung einen sehr 
robusten und kostengünstigen Betrieb, jedoch zu 
dem Preis möglicher Instabilitäten und damit ver-
bundener Schwingungsprobleme.

Für die Analyse dieser Schwingungsprobleme wird 
in dieser Arbeit eine analytische Methodik basie-
rend auf der singulären Störungsrechnung und ei-
nem Mittelwertbildungsverfahren entwickelt. Die 
Methodik erlaubt eine sehr einfache Berechnung 
stabiler und instabiler periodischer Lösungen so-
wie die Analyse der Stabilität unter dem Einfluss 
nicht-glatter Phänomene.

Die Erkenntnisse aus der dynamischen Analyse flie-
ßen zuletzt in die Entwicklung reduzierter Modelle 
ein, mit denen eine teils signifikante Rechenzeiter-
sparnis in der Simulation instationärer Bewegun-
gen und in der nichtlinearen Regelung erzielt wird.
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