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Kurzfassung

Hydraulische Systeme finden aufgrund ihrer hohen Energiedichte und ihrer flexiblen
Gestaltungsmoglichkeiten Anwendung in einer Vielzahl technischer Systeme. Insbe-
sondere die Topologie der Ventilsteuerungen, bei denen der Energiefluss mittels varia-
bler Strémungswiderstinde gesteuert wird, erlaubt die Realisierung hochdynamischer
Steuerungsaufgaben. Dabei ist ein wesentliches Funktionsprinzip, welches in vielen
Standardventilen ausgenutzt wird, das Prinzip der Selbstregulierung, welches einen
sehr robusten und kostengiinstigen Betrieb der entsprechenden Systeme erlaubt, jedoch
zu dem Preis moglicher Instabilitdten und damit verbundener Schwingungsprobleme.
Um diese Schwingungsprobleme zu vermeiden ist es vorteilhaft, bereits im Entwick-
lungsprozess hydraulischer Steuerungen ein qualitatives Verstindnis der nichtlinearen
Systemdynamik zu erlangen. Dafiir wird in dieser Arbeit eine analytische Methodik
zur qualitativen Analyse der nichtlinearen Dynamik hydraulischer Ventilsteuerungen
entwickelt. Die Methodik basiert auf der Formulierung des Systems als singuldr
gestortes Problem, was gleichbedeutend damit ist, die Dynamik in einen langsamen
und einen schnellen Anteil aufzuteilen. Durch den Nachweis der global asymptotischen
Stabilitdat der langsamen Mannigfaltigkeit wird gezeigt, dass der langsame Teil der
Systemdynamik alle relevanten Informationen tiber die Ventildynamik enthilt. Diese
Argumentation erlaubt die Reduktion der schnellen Dynamik und die anschlieffende
Anwendung eines Mittelwertbildungsverfahrens, mit dem ein transformiertes System
in den Variablen der Amplitude und Phase periodischer Losungen hergeleitet wird.
Anhand des gemittelten Systems erfolgt die Analyse der Systemdynamik sowohl fiir
den Fall selbsterregter als auch fiir den Fall erzwungener Schwingungen einschliefilich
der Berechnung instabiler periodischer Losungen und parametrischer Resonanzen.
Es werden weiterhin ausgewdhlte nicht-glatte Phdnomene beschrieben, welche sich
der Stabilitdtsanalyse durch Standardmethoden auf Basis einer Linearisierung um die
Gleichgewichtslage entziehen. Zuletzt werden reduzierte Modelle zur Beschreibung
instationdrer Bewegungen hergeleitet, welche eine teils signifikante Rechenzeitersparnis
erzielen. Die reduzierten Modelle werden in der Ableitung nichtlinearer Regelungen
auf Basis der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung eingesetzt.
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1 Einleitung

Im ersten Kapitel dieser Arbeit wird das Thema derselben eingefiihrt und motiviert.
Weiterhin wird ein Uberblick iiber den Stand der Forschung gegeben und bestehende
Forschungsliicken identifiziert. Daraus werden die Ziele und die Struktur dieser Arbeit
abgeleitet.

1.1 Motivation und Thema der Arbeit

Hydraulische Systeme werden in vielen Industriezweigen, z. B. in der Luft- und Raum-
fahrt, im Automobilbereich oder in Werkzeugmaschinen zur Energietibertragung und
-steuerung eingesetzt. Die Vorteile hydraulischer Antriebe sind eine hohe Energiedichte,
die raumliche Flexibilitdt in der Systemgestaltung sowie tiber grofie Bereiche stufenlos
verstellbare Ubersetzungen.

Die Kraftiibertragung findet bei hydraulischen Steuerungen zumeist iiber das hydrosta-
tische Prinzip statt, bei dem eine Kraft durch eine mit Druck beaufschlagte Kolbenfldche
tibertragen wird. Die Steuerung der Energie erfolgt entweder durch verdnderliche
hydraulische Widerstdnde (in diesem Fall spricht man von Widerstands- oder Ventil-
steuerungen) oder durch die Verdnderung der Leistungsbereitstellung. Letzteres wird
als Verdréangersteuerung bezeichnet [125].

Besonders mit als Ventilsteuerung gestalteten Systemtopologien lassen sich hochdy-
namische und sehr prizise Steuerungen realisieren. Ein weiterer Vorteil der Ventil-
steuerungen besteht darin, dass durch einfache Druckriickfithrungsschleifen Selbstre-
gulierungsmechanismen entworfen werden kénnen, was zu besonders robusten und
kostengiinstigen Systemen fiihrt, weil kein aktiver Steuerungsaufwand zu betreiben ist.
Das Prinzip der Selbstregulierung wird in sehr vielen Ventilen und Schaltungen stan-
dardmaifiig ausgenutzt, wie z.B in Druckregelventilen, druckgeregelten Verstellpumpen,
Druckminderventilen und Load-Sensing-Systemen.

Wie in vielen technischen Bereichen fithrt auch in der Hydraulik das Streben nach immer
schnelleren und préziseren Systemen zu einer Versteifung der Systeme. Damit gehen
oftmals Schwingungsprobleme einher. Durch die Kompressibilitit des Hydraulik-Ols
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pflanzen sich die Schwingungen tiber die Wellenausbreitung in hydraulischen Leitungen
iber weite Strecken fort. Die Schwingungen fiihren zu Larmbeldstigung, Beeintrachti-
gung der Funktionalitédt, erhohtem Verschleif$ und im schlimmsten Fall zum kompletten
Versagen des Systems. Als Verursacher von Schwingungen sind neben dufieren Anre-
gungsmechanismen insbesondere Stabilitdtsprobleme in den Ventilsteuerungen selbst
Zu nennen.

Um diesen Problemen bereits im Entwicklungsprozess zu begegnen, ist ein umfassendes
Verstandnis der Systemdynamik erforderlich. Die oftmals hohe Anzahl an Systempara-
metern, welche das Systemverhalten beeinflussen, sowie grofie Nichtlinearitdten, welche
durch turbulente Stromungen sowie Schaltiibergdnge und Kolbenanschlédge verursacht
werden, erschweren jedoch die Suche nach einer optimalen Systemgestaltung. Insbeson-
dere wird eine lokale Stabilititsanalyse den Anforderungen realer Anwendungen nicht
gerecht, weil Einzugsgebiete stabiler Betriebspunkte durch instabile Losungen begrenzt
werden konnen.

Um ein umfassendes Bild der dynamischen Systemstruktur zu zeichnen, ist ein Zusam-
menspiel aus numerischen, experimentellen und analytischen Studien zielfiithrend. Im
Bereich der numerischen Simulationen erlauben heutige Softwareprogramme auch die
Berechnung der im Kontext der hydraulischen Systeme auftretenden numerisch steifen
und nicht-glatten Differentialgleichungen. Experimentelle Studien sind aufgrund der
hohen damit verbundenen Kosten nur in sehr begrenztem MafSe durchzufiihren. Dahin-
gegen besteht im Bereich der analytischen Methoden zur qualitativen Beschreibung der
Systemdynamik ein Forschungsbedarf und ein Potential, die vorhandenen Methoden
auf hydraulische Ventilsteuerungen anzuwenden und gegebenenfalls zu erweitern.
Basierend auf diesem Forschungsbedarf besteht das Thema der Arbeit darin, mit
Hilfe analytischer Methoden die Systemdynamik hydraulischer Ventilsteuerungen
approximativ zu beschreiben. Dies schliefst die Berechnung von stabilen und instabilen
Grenzzyklen ein, welche aufgrund eines Stabilitdtsverlusts auftreten. Ebenso sollen
periodische Losungen, welche durch eine Fremd- oder Parametererregung verursacht
werden, qualitativ beschrieben werden. Des Weiteren sollen die Einfliisse spezieller
nichtlinearer Effekte diskutiert werden, welche typischerweise in hydraulischen Steue-
rungen zu finden sind. Der Fokus liegt dabei auf nicht-glatten Mechanismen, welche eine
standardmaéfiige Stabilitdtsanalyse verhindern. Zuletzt werden auch transiente Bewe-
gungen im Zusammenhang mit der nichtlinearen Regelung hydraulischer Steuerungen
adressiert.

1.2  Stand der Forschung

In diesem Abschnitt wird ein Uberblick iiber Studien im Bereich der Stabilititsanalyse,
der Untersuchung der nichtlinearen Dynamik sowie der asymptotischen Analyse
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hydraulischer Steuerungen gegeben. Zunéchst werden in Abschnitt 1.2.1 die wichtigsten
Instabilititsmechanismen vorgestellt, welche durch die Kopplung zwischen mecha-
nischen und hydrodynamischen Teilsystemen im Zusammenhang mit hydraulischen
Ventilen auftreten. Die Untersuchungen basieren ausschliefslich auf der Annahme kleiner
Stérungen um die Gleichgewichtslage und sind somit als lokale Betrachtungen zu
verstehen. Der zweite Abschnitt 1.2.2 konzentriert sich auf die globale dynamische
Analyse der Systeme, welche aufgrund eines Stabilitdtsverlusts selbsterregte Schwin-
gungen ausfiihren. Die Analysen basieren neben wenigen analytischen Naherungen fast
ausschliefSlich auf rein numerischen Studien. Im Abschnitt 1.2.3 werden Untersuchungen
vorgestellt, in denen mit Hilfe asymptotischer Methoden analytische Néaherungen
periodischer Lésungen berechnet oder schnelle Dynamiken reduziert werden. Die
Reduktion der schnellen Dynamik wird dabei entweder durch Rechenzeitersparnisse in
der numerischen Zeitintegration oder durch die Entwicklung von Regelungsstrategien
motiviert.

1.2.1 Instabilititsmechanismen

In diesem Abschnitt werden Instabilititsmechanismen in hydraulischen Steuerungen
vorgestellt und klassifiziert, deren Ursache in der Struktur des hydraulischen Kreislaufs
an sich zu finden ist. Der Fokus liegt also auf Instabilitidten, die bei offener Steuerkette
auftreten. Instabilitdten im geschlossenen Regelkreis oder solche, die aufgrund von
Wechselwirkungen mit Elementen auflerhalb des hydraulischen Systems auftreten,
werden hier — mit kleinen Ausnahmen — nicht behandelt. Es werden weiterhin die
Einfliisse von Systemparametern, Kolben- oder Gehdusegeometrien sowie von verschie-
denen physikalischen Effekten auf die Stabilitdt beleuchtet. Die Klassifizierung der
Instabilitdtsmechanismen erfolgt anhand der zwei moglichen Kopplungsmechanismen
zwischen mechanischen und hydrodynamischen Teilsystemen. Diese bestehen entweder
in einer statischen Druckkraft oder in einer hydrodynamischen Stromungskraft. In
anderen Publikationen [14, 35, 99] finden sich oftmals auch andere Unterscheidungen.

Kopplung durch statische Druckkrifte

Eine der friihesten ver6ffentlichten Untersuchungen zur Stabilitdt hydraulischer Ventil-
steuerungen oder strukturell &hnlicher Systeme gehen auf Lutz zuriick, welcher bereits
im Jahr 1933 Untersuchungen zum dynamischen Verhalten federbelasteter Einspritz-
diisen von kompressorlosen Olmaschinen vornahm [81]. Das von ihm untersuchte
System ist strukturell identisch zu hydraulischen Druckregelventilen in Sitzventilbau-
weise, vgl. Abb. 1.1a. Die Kopplung zwischen mechanischen und hydrodynamischen
Teilsystemen entsteht einerseits durch den verschiebungsabhingigen Volumenstrom
durch den Diisenauslass und andererseits durch eine statische Druckkraft Fy,(p) auf
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Abbildung 1.1: Gegenstédnde friiher Stabilitdtsuntersuchungen. Instabilitdt durch Druckriickfiihrung.

die Diisenstirnflache. Auch wenn der Fokus der Arbeit auf transienten Prozessen liegt,
weist der Autor durch eine Betrachtung der linearisierten Systemdynamik nach, dass
das System bei niedriger Ddmpfung d zum Aufschwingen fahig ist. Die Systemdynamik
wird durch eine Differentialgleichung dritter Ordnung mit der Grundstruktur

mX +dx + kx = Fy(p) (1.1)
+ Druckdynamik (1.2)

beschrieben, in der m die Kolbenmasse, d den viskosen Dampfungsparameter und k
die Federsteifigkeit darstellt. Die Druckdynamik wird dabei durch eine gewohnliche
Differentialgleichung erster Ordnung beschrieben und aufgrund des verschiebungsab-
héngigen Steuerkanten-Volumenstroms von der Kolbenverschiebung x beeinflusst.
Nach den Untersuchungen von Lutz klafft eine grofie zeitliche Liicke, weil in den Sech-
ziger und frithen Siebziger Jahren des 20. Jahrhunderts der Fokus auf der Untersuchung
der Wechselwirkung zwischen Ventildynamik und Leitungsdynamik liegt. Fiir diese
Untersuchungen sei auf den iiberndchsten Teilabschnitt Kombination verschiedener
Mechanismen verwiesen. Untersuchungen zu Druckregelventilen in Sitzventilbauweise
werden erst wieder von SINGH im Jahr 1982 durchgefiihrt [114]. Der Autor unter-
sucht den Einflusses verschiedener Parameter auf das dynamische Verhalten und die
Stabilitat eines Druckbegrenzungsventils, welches fiir den Einsatz im Bereich hoher
Driicke ausgelegt ist und postuliert, dass eine hohere Federsteifigkeit k destabilisierend
wirkt. Dahingegen kann eine erhéhte Dampfung d die Gleichgewichtslage stabilisieren.
Der Fokus liegt des weiteren auf der Untersuchung des Einflusses unterschiedlicher
Kolbengeometrien auf das dynamische Verhalten und die Stabilitdt des Ventils.
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Eine weitere Einflussgrofie auf die Stabilitdt von Druckbegrenzungsventilen in Sitz-
ventilbauweise ist die Grofie des Volumenstroms durch das Ventil [127], wobei die
Ventile vor Allem bei kleinen Volumenstromen schwingungsanfallig sind. In [78] wird
die destabilisierende Wirkung kleiner Volumenstrome bei Druckbegrenzungsventilen
bestitigt. Ebenso ist bei Druckminderventilen in Sitzventilbauweise, welche im Bereich
der Wasserhydraulik eingesetzt werden, die Schwingungsanfalligkeit vor Allem bei
kleinen Volumenstromen vorhanden [117]. Weil Druckminderventile auf dem selben
Funktionsprinzip beruhen wie Druckregel- bzw. Druckbegrenzungsventile, wirkt hier
der selbe Instabilititsmechanismus.

Die selbe Gleichungsstruktur wie bei der Analyse von Druckregelventilen in Sitzventil-
bauweise (Gleichungen (1.1) und (1.2)) ergibt sich bei der Analyse von Druckminder-
ventilen in Kolbenschieberbauweise [82] (vgl. Abb. 1.1b). Der Vorteil von Kolbenschie-
berventilen besteht jedoch darin, dass in der Druckriickfithrung eine Laminardrossel
(Durchlassfliche Ar) platziert werden kann, wodurch die linear viskose Dampfung
im System mafigeblich erhoht wird. Dies kann die Gleichgewichtslage stabilisieren,
dennoch ist ein Stabilitatsverlust moglich und dann ebenso wie bei den Sitzventilen
der Kopplung durch statische Druckkrifte zuzuordnen. Als kritische Betriebspunkte
hinsichtlich der Stabilitit werden in [82] sehr kleine Volumenstrome sowie der Fall
genannt, dass der Systemdruck p, ungefdhr die Hélfte des Versorgungsdrucks ps
betragt. Als Konstruktionsrichtlinien zur Stabilisierung werden eine méglichst kleine
Kolbenmasse m und eine hohe Federsteifigkeit k vorgeschlagen. Die stabilisierenden
Einfliisse einer kleinen Kolbenmasse und einer hohen Federsteifigkeit werden in [68]
und [63] bestatigt.

Letztere Mafsnahme steht in direktem Widerspruch zu der von SingH [114] postulierten
und oben genannten Aussage, dass eine hohere Federsteifigkeit destabilisierend wirkt.
Hier wird sichtbar, dass generelle Aussagen beziiglich der Stabilisierung hydraulischer
Ventile im Allgemeinen nicht moglich sind.

Die Kopplung zwischen mechanischen und hydrodynamischen Teilsystemen, welche
den hydraulischen Ventilen in Abb. 1.1 innewohnt, kann als geschlossener Regelkreis
interpretiert werden. Dies wird durch die physische Druckriickfithrung in Abb. 1.1b
verdeutlicht. Da insbesondere im Bereich der Servohydraulik die Riickfithrung physi-
kalischer Grofien und damit die Gestaltung geschlossener Regelkreise notwendig ist,
iiberrascht es nicht, dass die Gleichungsstruktur der Gleichungen (1.1) und (1.2) auch bei
anderen hydraulischen Systemen zu beobachten ist, welche keine Druckriickfithrung
beinhalten. Als ein fiir hydraulische Ventilsteuerungen représentatives Beispiel [25]
sei hier das in Abb. 1.2 dargestellte hydraulische Positioniersystem genannt. Der
geschlossene Regelkreis entsteht hier nicht durch eine Druckriickfithrung, sondern
durch die direkte Positionsriickfiihrung x, = K,(x — x,4) (proportionale Verstarkung
Ky, Sollvorgabe x;). Die Gleichungsstruktur der Gleichungen (1.1) und (1.2) ergibt
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Abbildung 1.2: Hydraulisches Positioniersystem mit direkter Positionsriickfiihrung. Nach [71]. Die Instabilitat
ist strukturell die gleiche wie die aufgrund der Druckriickfithrung.

sich fiir den Fall, dass in der Modellierung die Kolbendynamik des 4-Wege-Ventils
vernachldssigt wird [71], auch wenn den entsprechenden Variablen und Parametern
eine teilweise andere Bedeutung zukommt.

Die Stabilitdt und die Dynamik des Systems wird von zahlreichen Autoren [20, 71, 72, 89,
99] untersucht, einschliefilich verschiedener Systemvarianten, wie beispielsweise eine
negative Ventiliiberdeckung [49] oder eine Lastabstiitzung durch eine Feder-Dampfer-
Kombination [37]. Auf die entsprechenden Ergebnisse wird hier nicht detailliert einge-
gangen.

Kopplung durch hydrodynamische Stromungskrifte

Ein &dhnlicher Kopplungsmechanismus zwischen mechanischen und hydrodynami-
schen Teilsystemen entsteht durch hydrodynamische Stromungskréfte anstatt statischer
Druckkrafte. Im Gegensatz zu statischen Druckkréften, welche seit Jahrhunderten
bekannt und verstanden sind, wurde erst im Jahr 1952 die Wirkung von hydrody-
namischen Reaktionskriften an Steuerkanten von Lee und Bracksurn physikalisch
beschrieben [76]. Danach kann die hydrodynamische Stromungskraft an einer Ventil-
steuerkante mit der Dichte p, der Stromungsgeschwindigkeit v, dem Volumenstrom g
und der sogenannten , Dampfungslinge” L (vgl. Abb. 1.3a) durch

Fu =pqou+pLg (1.3)
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(a) Ventilkolben unter dem Einfluss (b) Ventilkolben unter dem Einfluss einer Stroémungs-
einer Stromungskraft. Dieses System kraft. Dieses System wurde gleichzeitig und unabhéngig
wurde von LEe und BLacksurN 1952 von AINSWORTH sowie von EzexieL untersucht [2, 28, 29].

untersucht [76].

Abbildung 1.3: Gegenstande friiher Stabilititsuntersuchungen. Instabilitit durch hydrodynamische Stré-
mungskréfte. Die hier betrachtete Stromungsrichtung bewirkt eine positive Dampfungsliange +L und damit
einen positiven Dampfungseffekt durch den transienten Anteil der Stromungskraft F;. Nach [99].

dargestellt und somit in einen stationdren und einen transienten Anteil zerlegt wer-
den. Unter der Annahme eines turbulenten Volumenstroms g und einer rechteckigen
Ventilsteuerkante folgt daraus

Fu
Ap

—Ki(Ap)x - Ka(Ap)i (14)
p1-p2, (1.5)

wobei x die Kolbenverschiebung und Ap die Druckdifferenz iiber die Ventilsteuerkante
beschreiben, vgl. Abb. 1.3a. Die Grolen K; und K; hingen von der Druckdifferenz
sowie von Systemparametern ab. Dabei ist das Vorzeichen von K; abhdngig von der
Stromungsrichtung, weshalb hier im ungiinstigen Fall K> < 0 eine negative Dampfung
auftreten kann. Lee und BrLackBURN argumentieren in [75] weiterhin, dass dies in
Verbindung mit der Kolbendynamik

mx ZFH (1'6)

basierend auf Abb. 1.3a einen moglichen Stabilitdtsverlust verursachen kann, falls keine
anderen ddmpfenden Mechanismen im System vorhanden sind. Die Konstante K; wird
in spateren Publikationen auch als ,hydraulische Steifigkeit” bezeichnet [28].
Experimentelle Untersuchungen der Autoren bestdtigen das Vorhandensein von Insta-
bilitdten, jedoch treten diese in den Experimenten zeitweise auch fiir K, > 0 auf, also
dann, wenn die Richtung der Strémungskraft einen positiven Dampfungsbeitrag leistet.
Daraus wird die Schlussfolgerung gezogen, dass weitere Instabilititsmechanismen
vorhanden sein miissen.
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Dies fiihrt auf die Untersuchungen von AinswortH [2], welcher im Jahr 1956 zusitzlich
die Leitungsdynamik unter Berticksichtigung der Fluidkompressibilitit und der damit
einhergehenden endlichen Wellenausbreitungsgeschwindigkeit von Druckwellen in
seinem Modell berticksichtigt, vgl. Abb. 1.3b. Mit diesem Modell gelingt die Beschrei-
bung der Instabilitdt, welche in den Experimenten von Lee und Bracksurn auftritt.
In den Untersuchungen bewirkt die Anordnung der Steuerkante zusammen mit der
Stromungsrichtung durch das Ventil einen positiven Dampfungseffekt (K, > 0). Somit
ist der stationdre Anteil der hydrodynamischen Stromungskraft fiir den Stabilitatsverlust
verantwortlich. Im instabilen Betriebszustand koppelt die Ventildynamik mit der nied-
rigsten Schwingungsmode der Leitung (diese entspricht einer stehenden Viertel-Welle).
Damit sind moglichst kurze Leitungen eine geeignete konstruktive MafSsnahme zur
Vermeidung der Instabilitdt, weil dadurch die Frequenz der niedrigsten Leitungsmode
weit liber der Eigenfrequenz des Ventilkolbens liegt.

Zeitgleich zu und unabhéngig von AinswortH arbeitet EzexieL den gleichen Instabi-
litditsmechanismus heraus, in dem auch er die Leitungsdynamik beriicksichtigt [28,
29]. Ein wichtiges Ergebnis der Untersuchung besteht darin, dass die Instabilitdt durch
eine Zufiihrleitung vom Druckreservoir zum Ventil mit nicht konstantem Querschnitt
vermieden werden kann, da dies die Wellenausbreitung in der Leitung signifikant
beeinflusst.

Die Gleichungsstruktur des von AinswortH und EzexieL untersuchten Systems kann
durch

mX +dx + kx = Fu(q, q) (1.7)
+ Leitungsdynamik (1.8)

dargestellt werden, wobei die Leitungsdynamik im Allgemeinen durch die Wellenglei-
chung, also eine lineare partielle Differentialgleichung, beschrieben wird. Weiterhin ist
die Stromungskraft Fg nach Gl. (1.3) definiert.

Der von EzexieL und AiNsworTH beschriebene und untersuchte Instabilitdtsmechanismus
wird in weiteren Publikationen [6, 14, 33, 47, 48, 99, 105] aufgegriffen und weiter
untersucht. Sarro analysiert, dass eine Instabilitdt nicht nur auftritt, wenn sich die
Leitung zwischen dem Druckreservoir und dem Ventil befindet, sondern auch, wenn sie
dem Ventil nachgeschaltet ist [105]. Als Empfehlungen fiir eine Stabilisierung werden
ein niedriger Versorgungsdruck sowie in Ubereinstimmung mit Ainsworta moglichst
kurze Leitungen und eine hohe viskose Ddmpfung genannt.

In [47, 48] werden die bisherigen Ergebnisse weitestgehend bestatigt. Auch hier wird
in Experimenten eine stehende Viertel-Welle in der Leitung beobachtet und kurze
Leitungen sowie niedrige Versorgungsdriicke als stabilisierende Mafinahmen genannt.
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Orr1z und BackE schlagen in [76] entwickelte konstruktive Mainahmen zum Abbau
der stationdren Stromungskréifte vor, welche zu einer Stabilisierung der entsprechenden
Systeme fiihren sollen [99]. Beispielsweise kann der Olstrahl durch eine spezielle Gestal-
tung der Kolben- und Gehdusegeometrie so umgelenkt werden, dass die stationédren
Anteile der Stromungskraft signifikant verringert werden.

Auch Untersuchungen zur Stabilitidt unter Last werden durchgefiihrt [6, 97]. Ein Beispiel
dafiir stellt das System in Abb. 1.2 als offene Steuerkette, also ohne die Positionsriick-
fiihrung dar. Auch hier wird postuliert, dass bei Absenkung des Versorgungsdrucks die
Stabilitat erhoht wird.

Eine Absenkung des Versorgungsdrucks entspricht einem verringerten Volumenstrom.
Die damit verbundene Erhshung der Stabilitdt ist vermutlich dadurch begriindet,
dass die stationdren Stromungskrafte und damit deren destabilisierende Wirkung mit
abnehmendem Volumenstrom kleiner werden.

Somit ergibt sich in diesem Zusammenhang ein gegenteiliger Einfluss gegentiber der
Instabilitdt aufgrund statischer Druckkrifte, welche vor Allem bei niedrigen Volumen-
stromen auftritt.

Kombination verschiedener Mechanismen

Motiviert durch die Untersuchungen von Lee und BLACKBURN, EZEKIEL sowie AINSWORTH
werden ab den 1960er Jahren weitere Untersuchungen zum Einfluss der Leitungsdy-
namik auf die Stabilitdt verschiedener Ventile durchgefiihrt [34, 40, 53, 54, 120]. Ein
besonderes Augenmerk gilt dabei den Druckregelventilen in Sitzventilbauweise. Da
diese, wie die Untersuchungen von Lutz [81] zeigen, auch ohne die Bertiicksichtigung
der Leitungsdynamik zu Instabilitdten neigen kénnen, beinhalten die entsprechenden
Systeme im Allgemeinen eine Kombination der beiden bisher beschriebenen Instabili-
tatsmechanismen. Die Grundstruktur der untersuchten Systeme kann deshalb als

mi +dx +kx = F,(p) + Fu(q, ) (1.9)
+ Druckdynamik (1.10)
+ Leitungsdynamik (1.11)

dargestellt werden.

Funk [34] konzentriert sich in seinen Untersuchungen auf die Wechselwirkung der
Dynamik in einer hydraulischen Zufiihrleitung mit der Kolbenbewegung eines Druck-
begrenzungsventils in Sitzventilbauweise. Neben der Leitungsdynamik werden die
Druckaufbaudynamiken in zwei Kapazitidten zu beiden Seiten des Ventils modelliert.
Durch die Berechnung einer analytischen Stabilitidtsbedingung werden die Einfliisse
der Systemparameter auf die Stabilitdt der Gleichgewichtslage abgeleitet. Kritische
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(a) Dreieckige und kreisférmige Steuerkanten- (b) In [11] untersuchte Sitzventil-
geometrie bei Scheiberventilen. Nach [64]. Geometrien. Nach [11].

Abbildung 1.4: Unterschiedliche Ventilgeometrien zur Beeinflussung der Ventilcharakteristik.

Betriebspunkte entstehen dadurch, dass die Eigenfrequenz des Kolbens in der Nihe
einer der Frequenzen der Schwingungsmoden der Zufiihrleitung liegt. Somit spielt auch
hier die Leitungsgeometrie fiir die Stabilitat des Gesamtsystems eine wesentliche Rolle.
Aufbauend auf der Arbeit von Funk untersucht Kasar ein Sitzventil unter Bertick-
sichtigung der Leitungsdynamiken sowohl in der Zufithrung zum Ventil als auch
in einer dem Ventil nachgeschalteten Leitung [53, 54]. In Ubereinstimmung mit den
meisten Studien, welche keine Leitungsdynamik berticksichtigen [78, 82, 117, 127],
wird eine hohere Federsteifigkeit und ein hoherer Volumenstrom als stabilisierend
identifiziert. Dahingegen steht die in [120] postulierte Aussage einer Stabilisierung
durch eine erhohte Kolbenmasse im Widerspruch zu diesen Studien. Dies bestitigt
die Tatsache, dass allgemein giiltige Aussagen zu Einfliissen von Parametern auf die
Stabilitdt der Gleichgewichtslage nicht méglich sind.

Einfluss von Steuerkantengeometrie und Leckage

Die bis hierhin vorgestellten Untersuchungen zu Schieberventilen gehen zumeist von
einer rechteckigen Steuerkantengeometrie aus, was eine lineare Ventilcharakteristik
(Zusammenhang zwischen Kolbenverschiebung und Durchflussstrom) zur Folge hat.
MANRING und JoHnsoN untersuchen systematisch verschiedene Steuerkantengeometrien
und deren Einfluss auf die Stabilitdt eines Druckminderventils [87]. Die Autoren
postulieren, dass rechteckige und kreisformige Geometrien eher zu instabilem Ver-
halten fiihren als dreieckige oder rautenférmige. Diese Untersuchungen werden im
Hinblick auf dreieckige Steuerkangengeometrien von Kremer bestitigt [68]. Stabile
Gleichgewichtslagen werden demnach durch moglichst flache Ventilcharakteristiken
gewdhrleistet.

Eng zusammenhéngend mit der Fragestellung nach der Steuerkantengeometrie ist das
Leckageverhalten der Ventile. Modelle fiir das Durchflussverhalten unter Berticksich-
tigung von Leckage werden in [63] entwickelt und ein signifikanter Einfluss auf die
Stabilitdt der Gleichgewichtslage festgestellt. In diesem Zusammenhang sei auch [64]
erwahnt.

10
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Die oben erwdhnte Ventilcharakteristik kann auch bei Sitzventilen durch eine Varia-
tion der Kolben- bzw. Gehdusegeometrie beeinflusst werden. In [11] werden mittels
CFD-Simulationen zwei unterschiedliche Geometrien (sieche Abb. 1.4b) miteinander
verglichen und daraus Empfehlungen fiir die Ventilgestaltung abgeleitet. Die Autoren
kommen zu dem Schluss, dass durch Geometrievariationen neben der Ventilcharak-
teristik auch die hydrodynamische Stromungskraft beeinflusst wird. Beide Groflen
beeinflussen die Stabilitét in einem relevanten Maf3e.

1.2.2 Globale Stabilitit und nichtlineare Dynamik

Hydraulische Ventile beinhalten im Allgemeinen signifikante Nichtlinearitdten, welche
das dynamische Verhalten maf3geblich beeinflussen. Die wichtigsten sind turbulente
Volumenstréme sowie nicht-glatte Schaltiiberginge und Ventilanschlidge. Um das dyna-
mische Verhalten in einem fiir die reale Anwendung ausreichenden MafSe beschreiben zu
konnen, istim Allgemeinen eine lokale Betrachtung nicht gentigend. In diesem Abschnitt
werden deshalb Untersuchungen zur globalen Stabilitit, zur Phasenraumstruktur und
zur nichtlinearen Dynamik vorgestellt. Die Ergebnisse werden fast ausschliefslich mittels
numerischer Zeitintegrationen gewonnen. Die fiir die Praxis relevanten Fragestellungen
beziehen sich auf Begrenzungen von Einzugsgebieten stabiler Losungen und auf das
Bifurkationsverhalten. Im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt spielen die Ventilbau-
arten hier eine wesentliche Rolle.

Sitzventile

Ein Stabilitdatsverlust bei Sitzventilen fiihrt oft zu Stéf8en zwischen Ventilkolben und
Ventilsitz, was mindestens zu einer erheblichen Larmbelastung und in vielen Fallen
auch zur Schiddigung der Ventile fiihrt. Dies ist vermutlich der Grund dafiir, dass
sich die meisten Publikationen zur nichtlinearen Dynamik von hydraulischen Ventilen
auf Sitzventile beziehen. Sitzventile, welche durch die Gleichungen (1.1) und (1.2)
beschrieben werden und damit einem einfachen System dritter Ordnung entsprechen,
werden unter Einbeziehung einer Stoflabbildung in [9, 21, 43, 78] behandelt. Die
Ventilgeometrie entspricht der in Abb. 1.4b links.

Durch Vernachldssigung der Federvorspannung lassen sich fiir dieses System ana-
lytische Stabilitdtskriterien in sehr kompakter Form herleiten [78]. Weiterhin ist es
moglich, durch eine Zentrumsmannigfaltigkeits-Reduktion das System in Normalform
zu transformieren und damit die stationdren periodischen Losungen in der Néhe des
Hopf-Bifurkationspunkts zu approximieren. An dieser Stelle enden die analytischen
Untersuchungen zur Analyse der Sitzventile.

Alle weiteren Ergebnisse werden mittels numerischer Zeitintegrationen in Verbindung
mit einer Event-Detektionsroutine berechnet. Stationdre Losungen werden mittels

11
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numerischer Pfadverfolgungsalgorithmen verfolgt und deren Stabilitit entweder durch
den grofiten Lyapunov-Exponenten [78] oder durch die Berechnung der Floquet-
Multiplikatoren [43] berechnet. Dabei ist zu beachten, dass eventuelle Stéfle in der
linearisierten Abbildung durch eine entsprechende Sprungmatrix ber{icksichtigt werden
miissen, vgl. [91].

Als Bifurkationsparameter dient der von der Pumpe geférderte und damit auch der das
Ventil durchstromende Volumenstrom 4. Die globale Dynamik kann folgendermafien
zusammengefasst werden: Wie bereits in Abschnitt 1.2.1 gezeigt, ist die Gleichge-
wichtslage fiir grofle Volumenstrome stabil. Bei Verringerung des Volumenstroms
findet der Stabilitdtsverlust durch eine superkritische Hopf-Bifurkation statt [43, 78].
Hier wird also die Gleichgewichtslage instabil und gleichzeitig entsteht ein stabiler
Grenzzyklus. Wird der Volumenstrom weiter verringert, wéachst die Amplitude der
Grenzzyklusschwingung an, bis die Schwingung den Ventilsitz ,streift”. Dies entspricht
einem Stofl zwischen Ventilkolben und Ventilsitz mit verschwindender Geschwindigkeit.
Man spricht in diesem Fall auch von einer ,streifenden” Bifurkation (engl.: Grazing
bifurcation). Dieser Bifurkation folgt bei weiter sinkendem Volumenstrom ein Abschnitt
sehr komplexen dynamischen Verhaltens, der quasiperiodisches und chaotisches Ver-
halten einschliefit. Nach einem Abschnitt, der von einperiodischen StofSschwingungen
dominiert wird, fithren bei sehr kleinen Volumenstromen mehrere aufeinanderfolgende
Periodenverdopplungen wieder zu chaotischem Verhalten und insbesondere, wie von
den Autoren jedoch nur vermutet wird, zu dem beispielsweise in [13] beschriebenen
Phénomen des ,Chattering”, bei dem in endlicher Zeit unendlich viele Stofe stattfinden.
In diesem Zusammenhang sei auch auf [21] verwiesen.

Fiir die praktische Anwendung ist vor Allem interessant, dass in der Analyse keine
das Einzugsgebiet der stabilen Gleichgewichtslage begrenzenden instabilen Losungen
gefunden wurden, weil - zumindest in der betrachteten Parameterregion — der Stabili-
tatsverlust tiber eine superkritische, und nicht iiber eine subkritische Hopf-Bifurkation
stattfindet.

Als Beispiel fiir einen Anwendungsfall fiir hydraulische Sitzventile kann das in [26]
modellierte und in [27] analysierte System eines hydraulischen Dampfers genannt wer-
den. Auch in diesem System werden komplexe Schwingungsphdnomene beschrieben.
Bazsé und Hés liefern den experimentellen Nachweis fiir die reichhaltige System-
dynamik von Sitzventilen [9]. Das Bifurkationsverhalten (Stabilitdtsverlust via Hopf-
Bifurkation, komplexe Dynamik bei niedrigem Volumenstrom) kann im Experiment
qualitativ bestétigt werden, obwohl in den Experimenten eine starke Kopplung mit
der Leitungsdynamik beobachtet wird (diese findet in den Modellen in [43, 78] keine
Beriicksichtigung). Die Kopplung folgt aus der Beobachtung, dass nach dem Stabilitéts-
verlust die Schwingungsfrequenz iiber einen weiten Parameterbereich konstant bleibt

12
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und diese auflerdem der Frequenz der niedrigsten Leitungsmode (in diesem Fall etwa
220 Hz) entspricht.

Einfluss der Leitungsdynamik

In den ersten numerischen und experimentellen Analysen zur nichtlinearen Dynamik
von Sitzventilen unter Berticksichtigung der Leitungsdynamik wird beobachtet, dass
bei langen Zufiihrleitungen auch héhere Schwingungsmoden in der Leitung angeregt
werden konnen [39-41]. Ein weiteres Ergebnis dieser Studien ist die bei bestimmten
Parameterwerten mogliche Koexistenz einer stabilen Gleichgewichtslage und eines
stabilen Grenzzyklus, bei dem Stof3e zwischen Ventilkolben und Ventilsitz stattfinden.
Ebenso werden chaotische Schwingungen beschrieben, welche aus einer Reihe von
Periodenverdopplungen hervorgehen.

Obwohl auch hohere Moden angeregt werden kénnen, ist im Allgemeinen die niedrigste
Schwingungsmode der Leitung in der praktischen Anwendung als die kritische Mode
anzusehen. Aus dieser Argumentation heraus kann unter der Annahme, dass die
dominante Schwingungsmode in der Leitung eine stehende Viertel-Welle ist, mittels
einer Kollokationsmethode ein reduziertes Modell der Leitung entwickelt werden [44].
Das System fiinfter Ordnung, bestehend aus diesem reduzierten Leitungsmodell und
der Ventildynamik, kann sehr rechenzeiteffizient untersucht werden [10]. In der Analyse
dieses Systems zeigt sich, dass nun zwei unterschiedliche Instabilititsmechanismen auf-
treten. Fiir kurze Leitungen {iberqueren die Realteile des gleichen komplex konjugierten
Eigenwertpaares die Imagindrachse wie bei den Systemen ohne Leitungsdynamik.
Die Autoren nennen dies die Ventilinstabilitdt (engl.: valve-only instability). Fiir lan-
gere Leitungen erfolgt der Stabilitdtsverlust iiber ein anderen komplex konjugiertes
Eigenwertpaar. Diese Art der Instabilitit wird als Viertel-Wellen-Instabilitit (engl.:
quarter-wave-instability) bezeichnet.

Die Variation der Leitungsldnge offenbart weitere interessante Phanomene. Wahrend bei
sehr kurzen und langen Leitungen der Stabilitdtsverlust bei Verringerung des Volumen-
stroms an einer superkritischen Hopf-Bifurkation stattfindet, dndert sich bei mittleren
Leitungsléangen die Struktur des Bifurkationsdiagramms und die Hopf-Bifurkation wird
subkritisch. Dies bedeutet, dass das Einzugegebiet der stabilen Gleichgewichtslage von
einem instabilen Grenzzyklus beschrankt wird. Der Bereich, in dem das Einzugsgebiet
beschrankt wird, reicht teilweise bis zu Volumenstromen, die dreimal so grof$ sind
wie der Volumenstrom, an dem die Hopf-Bifurkation stattfindet, was in der prakti-
schen Anwendung zu nicht vernachlidssigbaren Problemen fiihren kann, falls in der
Ventilauslegung lediglich eine lokale Stabilitdtsanalyse durchgefiihrt wird.

Im Zusammenhang mit der Modellbildung, Modellreduktion und dynamischen Analyse
des Ventil-Leitungs-Systems sei auch [45] erwdhnt.
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Schieberventile

Die globale Analyse von Systemen, die Schieberventile beinhalten, findet bis heute sehr
viel weniger Beachtung als die Analyse von Sitzventilen.

Um die Jahrtausendwende beschiftigen sich einige Publikationen mit der Frage nach
der sogenannte robusten Stabilitdt. Der Terminus Robustheit bezieht sich dabei auf den
Abstand zur Stabilitdtsgrenze. Weil in hydraulischen Systemen der Stabilitatsverlust
in den meisten Féllen tiber eine Hopf-Bifurkation stattfindet, kann die Robustheit
durch die Berechnung des Abstands zum néchstgelegenen Hopf-Bifurkationspunkt im
n-dimensionalen Parameterraum gemessen werden. Die Methode wird zunédchst an
einem hydraulischen Positioniersystems (siehe Abb. 1.2) erfolgreich getestet [71, 72]
und findet daraufhin auch Anwendung bei anderen, teilweise sehr viel komplexeren
hydraulischen Systemen [73, 74, 111-113]. Die Methode beruht streng genommen
ausschliefllich auf der Analyse der lokalen Stabilitdt, weil keine Einzugsgebiete in
der Berechnung der Robustheit berticksichtigt werden. Weil jedoch in ausreichender
Entfernung zur Stabilititsgrenze das Einzugsgebiet in den meisten hydraulischen
Anwendungen dem gesamten Phasenraum entspricht, ist die Erwdhnung in diesem
Abschnitt aus einer praktischen Perspektive heraus gerechtfertigt.

Globale Untersuchungen zur Stabilitdt und Dynamik von Kolbenschieberventilen mit
Druckriickfiihrung werden in vorhandenen Publikationen mittels numerischer Zeitsi-
mulationen [46, 63] und mit dem Verfahren der harmonischen Balance durchgefiihrt [46,
68]. Mit letzterem gelingt die Approximation selbsterregter Schwingungsamplituden,
sowohl bei rein viskoser Dampfung [46] als auch unter Beriicksichtigung quadratischer
und Coulomb’scher Reibung [68]. Fiir den Fall nichtlinearer Reibung kann fiir bestimmte
Parameterbereiche die Existenz mehrerer koexistierender stabiler Losungen und damit
eine Begrenzung des Einzugsgebiets der stabilen Gleichgewichtslage nachgewiesen
werden. Die entsprechenden Untersuchungen beriicksichtigen ausschliefslich das Ven-
tilverhalten bei offener Steuerkante und gelten deshalb sowohl fiir Sitz- als auch fiir
Kolbenschieberventile. Der Einfluss von Stoflen bei Sitzventilen oder einer Uberschrei-
tung der Steuerkante bei Schieberventilen wird jedoch nicht betrachtet, weshalb die
Untersuchungen in einem gewissen Sinne einen lokalen Charakter behalten.

Im Gegensatz zu Sitzventilen treten komplexere Schwingungsphdnomene wie Perioden-
verdopplungen oder chaotisches Verhalten bei Schieberventilen nur dann auf, wenn
eine dulere Anregung auf den Ventilkolben wirkt [46, 63]. Insbesondere bei grofsen
Anregungsamplituden wird hier komplexes dynamisches Verhalten beobachtet [46].
Das Bifurkationsverhalten wird dabei mafigeblich durch die Steuerkantengeometrie
und das Leckageverhalten der Ventile beeinflusst [63]. Die praktische Relevanz dieser
Untersuchungen besteht darin, dass Schieberventile oftmals mit einem hochfrequenten
periodischen Signal angeregt werden, um unerwiinschte Effekte Coulomb’scher Reibung
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zu unterdriicken. Fiir weitere Analysen zum Bifurkationsverhalten und zur dynamischen
Analyse von Schieberventilen sei auch [131, 132] erwdhnt.

1.2.3 Asymptotische Methoden

Wie die vorgestellten Publikationen im vorigen Abschnitt zeigen, ist es mit heutigen
Methoden der numerischen Zeitintegration, insbesondere unter Einbeziehung von
Event-Detektionsalgorithmen, sowie mit Methoden der numerischen Pfadverfolgung
moglich, umfassende dynamische Analysen hydraulischer Steuerungen vorzunehmen.
Trotzdem ist es aufgrund einer ausgepragten Anzahl von Systemparametern oft heraus-
fordernd, ein fundiertes Systemverstdndnis zu erlangen. Hierzu sind analytische Appro-
ximationen, welche vor Allem auf qualitative Aussagen abzielen, oftmals geeigneter. Das
dafiir erforderliche Verstiandnis iiber verschiedene Zeitskalen und Grofienordnungen
kann auflerdem bei Fragen der Modellreduktion und der Regelung dieser Systeme
hilfreich sein.

Analytische Approximation und Analyse der nichtlinearen Dynamik

Im Zusammenhang mit der globalen Dynamik stellen Stéfle bei Sitzventilen oder
Schaltiibergénge bei Schieberventilen im Allgemeinen grofie Nichtlinearitdten dar. Dies
ist der Hauptgrund, weshalb die Anwendungsmoglichkeiten asymptotischer Methoden
zur Approximation der nichtlinearen Dynamik solcher Systeme sehr beschrédnkt sind.
Eine Anwendungsmoglichkeit, um die globale Dynamik des Systems in Abb. 1.5a zu
untersuchen, welche aufgrund einer Instabilitdt durch hydrodynamische Strémungs-
kréfte zu selbsterregten Schwingungen neigen, wird von Foster und KuLkarni gefunden
[33].

Die Systemdynamik kann unter Annahme eines inkompressiblen Fluids mit der Stro-
mungskraft aus Gl. (1.3) und mit der Relation v o q/x (siehe z. B. [99]) strukturell
durch

2
Xo + Z_ = Efnl(xv/ Xo, q, Q) (1.12)

v

g = Xo sign(xy) + £qn1(xo) (1.13)

dargestellt werden. Dabei ist ¢ ein kleiner Parameter und die Vorzeichenfunktion sign(x)
durch Gl. (4.8) definiert. Der Riickstellterm in Gl. (1.12) entspringt dem stationdren Anteil
der hydrodynamischen Stromungskraft Fy. Die nichtlinearen Krifte f,;; und Volumen-
strome g,,; resultieren aus einer sehr detaillierten Modellierung des Stromungsverhaltens
(verschiebungs- und volumenstrom-abhingige Durchflusskoeffizienten, welche durch
experimentelle Untersuchungen motiviert sind) tiber die Steuerkanten. Da die Grund-
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Xo
4>
— —
Ventilfeder
|l| |_| a |‘|
= = p(t) Ventilsitz Ap(t)
Ps

(a) Schieberventil, welches von Foster und (b) Sitzventil, welches durch eine Druckkraft zu
Kurkarnt untersucht wird. Nach [33]. Schwingungen angeregt wird. System (links) und

Modell (rechts). Nach [52].

Abbildung 1.5: Gegenstande asymptotischer Untersuchungen.

16sung fiir ¢ = 0 eine ungeddmpfte harmonische Schwingung ist, kann das System sehr
einfach in ein System in Standardform (vgl. Abschnitt 2.1) transformiert und darauf das
Mittelwertbildungsverfahren angewendet werden [33]. In den Ergebnissen wird das
mogliche Vorhandensein mehrerer koexistierender stationdrer Losungen aufgezeigt. Die
Approximationen der Schwingungsamplituden selbsterregter Schwingungen weisen
eine sehr gute Ubereinstimmung mit experimentellen Untersuchungen auf.

Im weiteren Verlauf der Untersuchungen gelingt es den Autoren, die Einfliisse eines
kompressiblen Fluids, von Coulomb’scher Reibung und einer nicht-kritischen Uberde-
ckung in das asymptotische Verfahren zu integrieren und die Auswirkungen auf die
Phasenraumstruktur aufzuzeigen. Weil das Ventil pro Schwingungsperiode zweimal
die Steuerkante offnet, ist im kompressiblen Fall die Frequenz der selbsterregten
Schwingungen nicht mit 1/4, sondern mit 1/8 der Wellenldnge der Leitung assoziiert.
Im weiteren Verlauf der Untersuchungen wird zusétzlich die Stabilitit unter Last
untersucht (Entsprechend Abb. 1.2 ohne die Riickfiihrschleife). Die Systemdynamik
wird in diesem Fall durch die Gleichungsstruktur

2

fv'*'z_ = Efnl(xv/xv/q/Q) (1.14)
q =Xy + eqn(xo) (1.15)
i + w’u = q (1.16)

abgebildet. Weil in der Grundldsung die Verbraucher- und die Ventildynamik entkoppelt
sind, gelingt auch hier die Approximation der Dynamik mit Hilfe des Mittelwert-
bildungsverfahrens. Der Riickstellterm in der Verbraucherdynamik entspringt dabei
keiner Feder, sondern der Bertiicksichtigung der Fluidkompressibilitdt. Die Variable
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u = x entspricht der Kolbengeschwindigkeit des Verbrauchers, vgl. Abb. 1.2. Auch hier
enthiillen die analytischen Naherungen abhingig von der Parameterkombination bis
zu drei koexistierende stationdre Losungen. Es werden gute Ubereinstimmungen mit
experimentellen und numerischen Untersuchungen erzielt.

Instabilitdten bei Druckbegrenzungsventilen treten ausschliefdlich bei ge6ffnetem Ventil
auf, da nur hier eine beidseitige Kopplung zwischen Druck- und Ventildynamik besteht.
Jedoch treten auch bei geschlossenem Ventil interessante dynamische Phanomene auf,
wenn eine periodische Erregung auf den Ventilkolben wirkt, vgl. Abb. 1.5b Diese
Phidnomene werden in zahlreichen Studien untersucht [5, 22, 52, 83, 93, 94].

Motiviert werden diese Studien durch eine Untersuchung, in der festgestellt wird,
dass bei periodischem Verlauf des Systemdrucks der tatsdchliche Offnungsdruck eines
Druckbegrenzungsventils von der Anregungsfrequenz abhéngig ist, falls die Ventilfeder
als Kontinuum modelliert wird [52]. Der gewiinschte Offnungsdruck kann somit sehr
stark vom tatsdchlichen abweichen. Das entsprechende System und das Modell sind in
Abb. 1.5b abgebildet. Der O-Ring im Ventilsitz wird als lineare Feder modelliert.

Wird der O-Ring als Feder mit zusatzlicher kubischer Steifigkeit modelliert, fiihrt dies
zu koexistierenden stabilen Losungen, welche in der praktischen Anwendung zusétzlich
problematisch sein kénnen. Erste Untersuchungen dazu erfolgen mit dem Verfahren
der harmonischen Balance [22]. In der Folge addressieren Nayrex und BouGUERrrA sowie
Navren, Navres und Mook dieses Problem, indem sie mit einem Multiple-Scales Ansatz
die sich ergebenden sub- und superharmonischen Resonanzen beschreiben [93, 94].
Die schnelle Zeitskala wird durch die Anregungsfrequenz der Druckschwingungen
eingefiihrt. In der Modellierung wird ein Abheben des Ventilkolbens vom Ventilsitz
ausgeschlossen. Die Analysen beziehen sich somit ausschliefllich auf den Fall eines
geschlossenen Ventils. Eine Wechselwirkung mit der Druckdynamik wird ebenso nicht
modelliert.

In darauf aufbauenden Untersuchungen werden zusétzlich interne Resonanzen detek-
tiert [5] sowie das Bifurkationsverhalten der periodischen Losungen weiter untersucht
[83]. Auch der Vergleich mit numerischen Simulationsergebnissen findet statt [83].

Ein dhnliches unerwiinschtes Phinomen wie der frequenzabhingige Offnungsdruck von
Druckbegrenzungsventilen wird bei Druckregelventilen beobachtet, die hochfrequent
angeregt werden [69, 70]. Unter der Annahme, dass die Erregerfrequenz um eine
Grofienordnung iiber der Eigenfrequenz des Systems liegt, werden asymptotische
Néaherungen fiir die langsame Bewegung des Systems ermittelt. Hier ist zu beobachten,
dass sich der zu regelnde Systemdruck durch die Anregung erhoht. Dies kann als
Beispiel fiir ein System betrachtet werden, bei dem eine hochfrequente Anregung die
langsame Systemdynamik in einer unerwarteten Art und Weise beeinflusst. In diesem
Zusammenhang seien auch [31, 116] erwahnt.
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Modellreduktion durch Elimination der schnellen Dynamik

Eine iibliche Herausforderung bei der numerischen Simulation hydraulischer Systeme
ist das Auftreten sehr hoher Frequenzen aufgrund von Druckaufbaudynamiken in
kleinen Kapazititen oder aufgrund sehr schneller Ventildynamiken, vor Allem im
Zusammenhang mit Servoventilen. Dies fiihrt zu numerisch steifen Systemen und
damit zu einem hohen Rechenaufwand. Es gibt unterschiedliche Ansétze, dieser Her-
ausforderung zu begegnen. Die einfachste Moglichkeit besteht darin, die entsprechende
schnelle Druckaufbaudynamik [33, 97] oder die schnelle Kolbendynamik [69, 71, 104]
zu vernachléssigen. Die Kolbendynamik wird vor Allem im Zusammenhang mit Rege-
lungsaufgaben oftmals vernachldssigt [36, 38, 42, 51, 85, 90, 121]. Die Vernachldssigung
der Druckaufbaudynamik entspricht der Modellierung eines inkompressiblen Fluids.
Die Reduktionen sind vor Allem bei grofien zu aktuierenden Kréften, beispielsweise
bei grofien zu bewegenden Massen, gerechtfertigt. Die algebraischen Gleichungen in
den entstehenden Differential-algebraischen Gleichungssystemen (DAEs) werden in
der Regel analytisch aufgeldst, wodurch nicht-steife Systeme gewohnlicher Differential-
gleichungen entstehen. Die analytische Auflosung ist jedoch nicht immer méglich und
oftmals sehr aufwendig.

Eine sehr effiziente und nicht systemspezifische Vorgehensweise, die auftretenden DAEs
zu l16sen, wird in [15, 102, 103] vorgestellt. Die Autoren schlagen vor, steife Differential-
gleichungen durch algebraische Nebenbedingungen mit zweiseitigen oder einseitigen
Bindungen zu ersetzen. Letzteres fiihrt auf lineare Komplementaritdtsprobleme, welche
durch etablierte Standard-Algorithmen (z. B. den Lemke-Algorithmus [77]) gel6st werden
konnen. Beispiele fiir einseitige Bindungen in der Hydraulik sind z. B. Riickschlagventile,
Kolben-Anschldge von Zylindern oder Ventilen und der Druckaufbau in einem Volumen
unter Beriicksichtigung von im Ol geloster Luft. Durch die Vorgehensweise kann eine
signifikante Rechenzeitersparnis erzielt werden.

Ein alternatives Vorgehen zur Berechnung der durch eine inkompressible Modellie-
rung entstehenden DAEs bei hydraulischen Systemen wird in [17] vorgestellt. Die
Vorgehensweise beruht auf einer einfachen iterativen Berechnung der Driicke in den
vernachlédssigten Kapazitaten. Die Rechenzeitersparnisse sind jedoch nur moderat.
Die Vernachldssigung der schnellen Dynamik ist fiir die Simulation transienter Vorgéange
sicher die effizienteste Methode, um Rechenzeit einzusparen. Im Hinblick auf die
Analyse der Stabilitdt und des dynamischen Verhaltens muss jedoch beachtet werden,
dass im Allgemeinen die schnelle Dynamik fiir Stabilitdtsprobleme verantwortlich
ist [84]. Im Zusammenhang mit diesen Fragestellungen ist somit ein anderer Ansatz
erforderlich.

Aus der Sichtweise der nichtlinearen Dynamik kénnen Systeme, in denen unterschied-
liche Zeitskalen eine Rolle spielen, hédufig als singuldr gestorte Systeme verstanden und
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formuliert werden. Dies bringt den Vorteil mathematischer Werkzeuge, mit denen eine
asymptotische Analyse und in vielen Fillen eine Modellreduktion durch Elimination der
schnellen Dynamik mdéglich ist. Diese Werkzeuge schlieflen ebenso Fehlerabschédtzungen
und Aussagen zur Stabilitdt reduzierter Systeme mit ein [30]. Weiterhin kénnen Effekte
der schnellen, jedoch nicht explizit modellierten Dynamik in den reduzierten Modellen
fiir die langsame Dynamik berticksichtigt werden [56].

Reduzierte Modelle fiir hydraulische Systeme werden mit Methoden der singulédren
Storungsrechnung in einer Reihe von Studien entwickelt [57, 80, 86, 100, 108, 109].

In [109] wird ein hydraulisches Positioniersystem dhnlich dem in Abb. 1.2, jedoch mit
einem zweistufigen statt einem einstufigen Servoventil, untersucht. Die Systemdynamik
wird durch ein gewdhnliches Differentialgleichungssystem zehnter Ordnung beschrie-
ben, welches mittels der singuldren Storungsrechnung auf vier Zustinde reduziert
wird. Die kleinen Parameter sind die Kapazititen, die Kolbenmasse des zweistufigen
Servoventils und die Konstanten des zugehorigen Steuermotors. Die langsame Dyna-
mik findet auf einer nicht-stetigen langsamen Mannigfaltigkeit statt (Die Unstetigkeit
entsteht in der Mittelstellung des Servoventils). Die erforderlichen Anforderungen
an die Differenzierbarkeit werden trotzdem gewdhrleistet. Dies gelingt durch eine
abschnittsweise Betrachtung des Phasenraums. Mit einem Storungsansatz gelingt wei-
terhin die analytische Approximation des reduzierten Systems unter einer periodischen
Referenztrajektorie. Weil die langsame Mannigfaltigkeit unstetig ist, wird die langsame
Dynamik an dieser Stelle von schnellen transienten Vorgangen unterbrochen. Insgesamt
wird durch die asymptotische Betrachtung ein sehr umfangreiches Verstandnis fiir die
Systemdynamik gewonnen.

Ahnliche Untersuchungen finden sich in [86, 108] fiir ein System vierter Ordnung, in
dem die Servoventildynamik von vornherein vernachldssigt wird.

In [80] wird mittels der singuldren Stérungsrechnung ein reduziertes Modell einer
hydraulischen Getriebebetitigung hergeleitet. Die schnelle Zeitskala wird durch ein
Dither-Signal eingefiihrt, welches dem Servoventil aufgepragt ist. Die schnellen Varia-
blen sind der Druck in einer kleinen Kapazitdt sowie der Druck- und Volumenstrom-
verlauf in einer hydraulischen Leitung. Weil die schnelle Dynamik lediglich durch die
Grundlosung fiir ¢ = 0 approximiert wird, besteht formal kein Unterschied zur einfachen
Vernachldssigung der schnellen Variablen. Allerdings wird durch die Methodik der
singuldren Storungsrechnung der notwendige Stabilitidtsnachweis fiir die Reduktion
erbracht, wodurch sicher gestellt werden kann, dass die Reduktion immer funktioniert.
Dass die Reduktion kleiner Kapazitdten nicht immer mdglich ist, wird in [100] gezeigt.
Fiir ein Positioniersystem mit einem zusétzlichen hydraulischen Widerstand zwi-
schen Servoventil und Verbraucher erfiillen nur eine von drei schnellen Variablen
die Stabilitdtsanforderungen, welche fiir eine Reduktion notwendig sind. Das Ziel der
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Modellreduktion besteht darin, bei der numerischen Simulation grofiere Schrittweiten
zu realisieren und damit eine Rechenzeitersparnis zu erzielen.

Die schnellen Variablen kénnen auch mittels eines Multiple-Scales Ansatzes approxi-
miert werden [57].

Mit Ausnahme der Untersuchungen in [57] wird in den in diesem Abschnitt vorgestellten
Studien fiir die Approximation der schnellen Dynamik lediglich die Grundlosung
(¢ = 0) genutzt. Fiir viele Anwendungen ist dies ausreichend. An dieser Stelle sei
jedoch angemerkt, dass das reduzierte System (¢ = 0) strukturell instabil ist [119],
weshalb im Allgemeinen eine Approximation der schnellen Variable mindestens bis zur
GroBenordnung O(¢) notwendig ist.

Singuldre Stérungsrechnung in der Regelung

Methoden der singuldren Storungsrechnung lassen sich auch in der Ableitung von
Regelungsstrategien vorteilhaft ausnutzen, was umfassend in der Literatur beschrieben
ist [59, 61, 62]. In diesem Zusammenhang gibt es prinzipiell zwei Mdéglichkeiten. Im
einfachsten Fall ist die schnelle Dynamik global asymptotisch stabil und die Sollvorgaben
der Systemausgénge befinden sich im Frequenzbereich der langsamen Dynamik. Dann
ist es ausreichend, die schnelle Dynamik zu reduzieren und eine Regelung auf Basis der
langsamen Dynamik zu entwerfen [18, 19, 25, 58, 122, 123].

Dies erfolgt z. B. in [25], wo eine nichtlineare Regelung fiir ein Positioniersystem nach
Abb. 1.2 (Die direkte Positionsriickfithrung wird entsprechend durch das nichtlineare
Regelungskonzept ersetzt) entworfen wird. Als kleine Parameter werden die Kapazititen
eingefiihrt. Die Regelungsstrategie stellt sich als sehr vorteilhaft in Bezug auf Robustheit
und die Anzahl der benétigten Sensoren heraus.

Eine sehr dhnliche Reduktionsmethodik fiir das selbe System wird in [121] vorgenom-
men. Auch hier werden die Kapazititen als kleine Parameter eingefiihrt und die schnelle
Dynamik im Folgenden vernachldssigt, was mit dem Stabilitdtsnachweis auf Basis der
singuldren Stérungsrechnung argumentiert wird.

Ein dhnliches Regelungskonzept fiir ein Positioniersystem, welches als Pumpensteue-
rung (im Gegensatz zu einer Ventilsteuerung) ausgelegt ist, wird in [122, 123] hergeleitet.
Die Studie orientiert sich stark an [25]. Auch hier dienen die Kapazititen als kleine
Parameter und die schnelle Dynamik wird nicht explizit im Regelgesetz berticksichtigt.
In [58] wird die Ventildynamik eines Schieberventils in einem aktiven Dampfersystem
mittels der singuldren Storungsrechnung reduziert. Durch die Reduktion wird die
Entwicklung eines nichtlinearen adaptiven Reglers wesentlich vereinfacht. Die Model-
lierung des Systems bezieht sich auf [3]. Auch hier wird lediglich ein Regelgesetz anhand
der langsamen Dynamik formuliert. Die selbe Strategie zur Reduktion der schnellen
Ventildynamik wird in [18, 19] angewendet.
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Im Zusammenhang mit den eingangs erwdhnten zwei Moglichkeiten, die singulére
Stérungsrechnung in der Entwicklung von Regelungskonzepten einzubinden, besteht
die zweite Moglichkeit darin, die schnelle Dynamik explizit zu berticksichtigen. Dies
geschieht durch Superposition eines schnellen und eines langsamen Regelgesetzes und
ist zumeist dann notwendig, wenn die Bandbreite des gewtinschten Systemausgangs
iiber die der langsamen Dynamik hinausgeht, oder wenn die langsame Mannigfaltig-
keit nicht stetig ist (vgl. [109]) und somit beim Ubergang eine schnelle Grenzschicht
entsteht, fiir die die Berticksichtigung der schnellen Dynamik notwendig ist. Auch
wenn keine dieser beiden Fille zutrifft, kann die Performanz der Regelung durch die
Berticksichtigung der schnellen Dynamik in jedem Fall verbessert werden.

Letzteres ist in [84, 85] der Fall. Dort wird basierend auf den Untersuchungen in [108]
ein nichtlineares Regelungskonzept fiir ein Positioniersystem abgeleitet. Die System-
dynamik wird durch ein Modell vier Zustinde beschrieben. Die schnelle Dynamik
entsteht durch kleine Kapazitiaten. Das reduzierte System entspricht damit dem Fall
eines inkompressiblen Fluids. In der Entwicklung der Regelung werden die langsame
und die schnelle Dynamik separat betrachtet, was sich im Hinblick auf die Komplexitét
des Regelgesetzes als vorteilhaft erweist. Die Idee fiir diese Art der Regelung geht
auf [60] zurtick. Die langsame Dynamik enthélt die wesentlichen Nichtlinearitdten,
welche mittels der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung kompensiert werden. Die schnelle
Dynamik wird durch einen einfachen Proportionalregler geregelt.

Auch in [51] wird die Regelung eines hydraulischen Positioniersystems betrachtet,
welches durch zwei langsame und zwei schnelle Zustandsvariablen beschrieben wird.
Die Regelung der langsamen Dynamik beinhaltet eine aktive Storungsunterdriickung
und ist eng an die Strategie in [121] angelehnt. Die Regelung der schnellen Dynamik
erfolgt durch einen Proportionalregler.

1.3  Zielsetzung der Arbeit

Hydraulische Ventilsteuerungen werden bevorzugt in Systemen eingesetzt, in denen
hochdynamische und prézise Vorginge wichtig sind. Eine ausgeprédgte Anzahl an
Parametern sowie mogliche Stabilitdtsprobleme und grofie systeminhédrente Nichtli-
nearitdten erschweren den Entwicklungsprozess solcher Steuerungen. Um moglichst
optimale Systeme zu entwickeln, ist ein umfassendes Verstdndnis fiir die dynamischen
Prozesse erforderlich. Wahrend numerische Losungsverfahren auch fiir nicht-glatte
Systeme langst in entsprechenden Simulationsprogrammen etabliert sind und helfen
konnen, quantitative Berechnungen durchzufiihren, besteht ein Defizit im Bereich der
analytischen Ndherungslosungen, welche besonders geeignet dafiir sind, ein qualitatives
Verstandnis fiir die Systemdynamik zu erlangen.
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Das Hauptziel dieser Arbeit besteht deshalb darin, eine Methodik fiir die Berechnung
analytischer Niherungslosungen fiir die selbsterregten und erzwungenen Schwin-
gungen der selbstregelnden hydraulischen Ventilsteuerungen zu entwickeln, welche
Schieberventile beinhalten.

Dieses Ziel wird im Folgenden unter Berticksichtigung bestehender Forschungsliicken
und praktischer Relevanz weiter konkretisiert. Die Eingrenzung auf selbstregelnde
Steuerungen ergibt sich aus einer besonderen Relevanz fiir diese Systeme: Selbstre-
gulierungsmechanismen sind im Kontext hydraulischer Steuerungen Standard und in
einer Vielzahl von Ventilen und Schaltungen enthalten, wie z. B. in Druckregelventilen,
Stromregelventilen oder druckgeregelten Verstellpumpen. Damit ist in diesen Systemen
der Instabilititsmechanismus aufgrund einer Kopplung durch statische Druckréfte in
jedem Fall potentiell vorhanden. Im Gegensatz zu hydrodynamischen Stromungskraften
sind die statischen Druckkréfte zur Funktionserfiillung erforderlich und kénnen nicht
kompensiert werden. Aufierdem ist die Instabilitdt durch hydrodynamische Stromungs-
krafte auch deshalb von geringerer praktischer Relevanz, weil diese vor Allem bei grofien
Volumenstromen auftritt, welche jedoch in der Praxis aufgrund hoher Stromungsverluste
moglichst vermieden werden.

Die Eingrenzung auf Schieberventile ergibt sich aus dem Literaturiiberblick. Aus diesem
wird offenbar, dass, wiahrend Sitzventile bereits sehr ausfiihrlich untersucht worden
sind, ein Defizit in der Analyse der globalen Dynamik von Schieberventilen besteht.
Mit Hilfe der entwickelten Methodik zur analytischen Beschreibung der Ventilsteue-
rungen sollen sowohl die selbsterregten als auch die erzwungenen Schwingungen
der Systeme untersucht werden. Der Fokus liegt dabei auf der Berechnung instabiler
periodischer Losungen, weil diese das Einzugsgebiet stabiler Betriebspunkte begrenzen
konnen. Weiterhin sollen typische, in der Hydraulik auftretende nichtlineare Effekte
untersucht werden. Diese sind eine quadratisch von der Geschwindigkeit abhédngige
Dampfung, Coulomb’sche Reibung zwischen Ventilkolben und Ventilgehéduse sowie
kritisch tiberdeckte Ventile. Die Relevanz fiir diese drei Effekte ergibt sich daraus, dass
sie sich einer standardmaéfigen Stabilititsanalyse basierend auf der Linearisierung um
die Gleichgewichtslage entziehen.

Wihrend Selbstregulierungsmechanismen in der Lage sind, stationédre Betriebszu-
stande zu regeln, erfordern viele praktische Anwendungen jedoch transiente, zeitlich
verdnderliche Sollvorgaben von Driicken und/oder Volumenstromen. Um dies zu
realisieren, kénnen Trajektorienfolgeregelungen dem Selbstregulierungsmechanismus
der Ventilsteuerungen {iiberlagert werden. Die Performanz dieser Regelungen wird
einerseits durch die Gestaltung des Regelungsalgorithmus an sich und andererseits
durch die zugrundeliegenden Modelle beeinflusst.

In der Entwicklung der zugrundeliegenden Modelle ist oft ein Zielkonflikt zwischen
Modellgiite und Rechenzeiteffizienz aufzuldsen. Dies entspricht einer klassischen Fra-
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gestellung der Modellreduktion, bei der angestrebt wird, schnelle Frequenzen zu elimi-
nieren, ohne die langsame Systemdynamik zu beeinflussen. In diesem Zusammenhang
konnen die Erkenntnisse aus der asymptotischen Analyse und insbesondere die Kenntnis
tiber die verschiedenen Zeitskalen und Gréf8enordnungen hilfreich sein.

Ein weiteres Ziel dieser Arbeit besteht deshalb darin, durch die Elimination schneller
Frequenzen reduzierte Modelle abzuleiten. Dies soll unter Beriicksichtigung zeit-
abhingiger Systemeinginge erfolgen, damit die Modelle als Basis fiir nichtlineare
Regelungen genutzt werden konnen. Auf der Grundlage dieser Modelle soll die
Rechenzeiteffizienz bestehender nichtlinearer Regelungskonzepte verbessert wer-
den.

1.4 Aufbau der Arbeit

Basierend auf den formulierten Zielen ergibt sich die folgende Gliederung der Arbeit:
In Kapitel 2 werden die Grundlagen der asymptotischen Analyse fiir dynamische
Systeme umrissen. Das Kapitel umfasst Naherungen erster und hoherer Ordnung
sowohl fiir regulér als auch fiir singuldr gestorte Systeme.

Kapitel 3 beschreibt das Funktionsprinzip und die Topologie hydraulischer Ventil-
steuerungen. Des Weiteren werden die notwendigen physikalischen Grundlagen zur
Modellierung hydraulischer Steuerungen beschrieben und daraus die Differentialglei-
chungen zur Beschreibung der Fluid-, Ventil- und Pumpendynamik abgeleitet.

In Kapitel 4 wird das Modell eines verallgemeinerten Ventilkreislaufs hergeleitet,
welcher als représentatives Beispiel einer hydraulischen Ventilsteuerung dient. Nach der
physikalischen Modellierung wird ein dimensionsloses Modell abgeleitet. Durch eine
dimensionslose Notation mittels charakteristischer Groflen ergibt sich die Struktur eines
singuldr gestorten Systems. Des Weiteren werden Gemeinsamkeiten und Unterschiede
zwischen dem verallgemeinerten Ventilkreislauf und anderen Standardventilen und
-schaltungen aufgezeigt.

In Kapitel 5 wird die Methodik zur asymptotischen Analyse selbsterregter Schwin-
gungen hergeleitet. Die Methodik basiert auf einer Reduktion der schnellen Dynamik
mittels der singuldren Storungsrechnung und der anschlieffenden Berticksichtigung
der grofien Nichtlinearitdt, welche durch die Ventilsteuerkante verursacht wird, in
der Grundlosung. Die Approximation selbsterregter Schwingungen erfolgt mit dem
Mittelwertbildungsverfahren.

In Kapitel 6 wird das asymptotische Verfahren modifiziert, um die Dynamik erzwun-
gener Schwingungen abbilden zu kénnen. Das Anwendungsbeispiel einer pulsierende
Druckquelle beinhaltet sowohl klassische nichtlineare als auch parametrische Resonan-
zen.
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1 Einleitung

Kapitel 7 analysiert den Einfluss ausgewdhlter nichtlineare und nicht-glatter physika-
lischer Effekte, welche durch Standardmethoden der linearen Stabilitdtsanalyse nicht
beschrieben werden kénnen. Diese sind Coulomb’sche Reibung zwischen Ventilkolben
und Gehéuse, eine von der Geschwindigkeit quadratisch abhiangige Dampfung sowie
Ventile mit kritischer Uberdeckung.

Kapitel 8 befasst sich mit der Dynamik transienter Vorgange und mit der Frage, ob die
reduzierten Modelle vorteilhaft in der Entwicklung nichtlinearer Regelungskonzepte
eingesetzt werden konnen.

Kapitel 9 fasst die Arbeit zusammen und gibt einen Ausblick auf offene Forschungsfra-
gen.
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2  Grundlagen der asymptotischen
Analyse dynamischer Systeme

Aufgrund fehlender mathematischer Werkzeuge sind der analytischen Untersuchung
nichtlinearer dynamischer Systeme enge Grenzen gesetzt. Die Losung der die Systeme
beschreibenden nichtlinearen Differentialgleichungssysteme ist im Allgemeinen nicht
exakt moglich. Um ndherungsweise analytische Losungen zu erhalten, haben sich
asymptotische Methoden als hilfreiche Werkzeuge erwiesen. Sie ermdglichen einen
qualitativen Einblick in die Struktur dynamischer Systeme, welcher mit numerischen
Losungsmethoden und experimentellen Analysen oft nicht moglich ist.

Eine Voraussetzung fiir die Anwendung dieser Methoden sind Systeme, in denen ver-
schiedene Grofienordnungen unterschieden werden kénnen. In diesem Zusammenhang
spricht man auch von der Notwendigkeit kleiner Nichtlinearitdten. Hierbei muss auf die
korrekte Entdimensionierung der abhéngigen und unabhingigen Variablen geachtet
werden [79, 95], was in vielen Féllen bereits eine gewisse Kenntnis der zu untersuchenden
Losungen bzw. ein gewisses Systemverstdndnis erfordert.

Die bekanntesten asymptotischen Methoden sind die Stérungsrechnung (insbesondere
die Methode nach Lindstedt-Poincaré, vgl. [95]), das Mittelwertbildungsverfahren
und das Multiple-Scales Verfahren. Welche Methode zum Einsatz kommt, hdngt vom
Anwendungsfall und von der Kenntnis des Anwenders ab. Die Stérungsrechnung ist
die einfachste und am weitesten verbreitete Methode. Sie liefert als direktes Ergebnis
Néherungsfunktionen fiir die Trajektorien der Zustandsvariablen. Im Gegensatz dazu
werden mit dem Mittelwertbildungsverfahren und dem Multiple-Scales Verfahren
zunéchst Differentialgleichungssysteme in transformierten Koordinaten berechnet. Dies
ist gegentiber der Storungsrechnung vorteilhaft, da stationdre (sowohl stabile als auch
instabile) Losungen und deren Stabilitdt wesentlich einfacher gefunden bzw. untersucht
werden kénnen. Naherungsfunktionen im Zeitbereich kénnen bei Bedarf aus den
transformierten Systemen berechnet werden. Eine sehr anschauliche Einfithrung in
diese und weitere Methoden ist in [92] zu finden.

Im Hinblick auf schwingungsfahige Systeme ist ein Nachteil der asymptotischen Metho-
den, dass bereits im Ansatz die Art der zu untersuchenden Schwingungsproblematik
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2 Grundlagen der asymptotischen Analyse dynamischer Systeme

berticksichtigt werden muss. Bei freien, ungeddmpften Schwingungen ist die Amplitude
durch die Anfangsbedingung festgelegt. Es wird also lediglich die Frequenz gesucht.
Bei erzwungenen Schwingungen ist die Frequenz durch die Anregung bestimmt und
die Amplitude ist unbekannt. Bei selbsterregten Schwingungen sind beide Grofsen
im Voraus unbekannt. Dies muss im jeweiligen Ansatz abgebildet bzw. wihrend der
Durchfiihrung der asymptotischen Methode berticksichtigt werden.

Im Rahmen dieser Arbeit werden periodische Losungen schwingungsfahiger Systeme
approximiert. Dafiir wird im Falle regulér gestorter Probleme das Mittelwertbildungs-
verfahren genutzt. Die notwendigen Grundlagen werden in den Abschnitten 2.1 und
2.2 umrissen. In Abschnitt 2.3 wird anschlieflend der Fall singuldr gestorter Systeme
behandelt.

2.1 Regulidr gestorte Systeme

Ausgangspunkt fiir die asymptotische Analyse reguldr gestorter Systeme ist das gewohn-
liche Differentialgleichungssystem

x = L(x,t) + N(x, t, €), (2.1)

in dem ¢ ein kleiner Parameter ist, das heift es gilt 0 < ¢ < 1. Der Vektor x kennzeichnet
die Zustandsgrofien des Systems, der Parameter t ist die unabhéngige Variable (im
Rahmen dieser Arbeit ist t immer die Zeit). Die Zeitabhdngigkeit der Funktionen L und
N stellt den allgemeinen Fall dar, es kann sich jedoch auch um zeitinvariante Funktionen
handeln. Es gilt die Einschrankung N(x, ¢, 0) = 0. Nun muss vorausgesetzt werden, dass
eine analytische Losung des reduzierten Systems

x = L(x, 1) (2.2)

berechnet werden kann. Aus diesem Grund ist L(x, f) in fast allen Anwendungen eine
lineare Funktion, jedoch ist dies keine unbedingte Voraussetzung. Ist die Losbarkeit
von Gl. (2.2) gegeben, so besteht der erste Schritt in der Berechnung dieser sogenannten
Grundlosung. Im Falle der hier interessierenden periodischen Bewegungen ergibt sich
mit der Periodendauer T die Losung xo(f) in der Form

xo(t) = Xo(t,C), Xo(t,C)=Xp(t+T,C), (2.3)

in der der Vektor C die Integrationskonstanten enthalt.

Im Hinblick auf die Periodendauer T muss beachtet werden, dass diese sich nur im
Falle selbsterregter und freier Schwingungen direkt aus der Grundlosung ergibt. Bei
erzwungenen und parametererregten Schwingungen wird die Periodendauer immer
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2.1 Regulér gestorte Systeme

durch die Anregungsfrequenz bestimmt. Dies muss bei der Gestaltung der Grundlésung
berticksichtigt werden.

Nun werden die Nichtlinearititen in die Losung integriert. Daftir werden die Integrati-
onskonstanten variiert, sodass die Grundlsung als Variablentransformation

x(t) = Xo(t, C(t)) (2.4)

von den Zustandsgrofien x(f) auf die neuen Koordinaten C(f) genutzt werden kann.
Diese haben im Falle periodischer Bewegungen héufig die physikalische Bedeutung von
Amplitude und Phase. Der Ubersichtlichkeit halber werden die Funktionsargumente
von C(t) und Xo(¢, C(t)) im Folgenden nicht immer explizit aufgefiihrt. Eingesetzt in
Gl (2.1) ergibt sich

d . 9Xp .

— Xo(t,C(t)) =Xo + =—

g Xolt, C(1) =Xo + 5=C

= L(Xo, 1) + N(Xo, t, )

IN(Xo, t, €)

=L(Xp,t)+ ¢ e

e 0(82) . 2.5)

Im letzten Rechenschritt wurde die Funktion N(Xo, ¢, ¢) in eine Taylorreihe um ¢ = 0
entwickelt und N(Xo, ¢, 0) = 0 ausgenutzt. Da die Losung Xo(t, C(t)) die Gl. (2.2) erfiillt,
vereinfacht sich Gl. (2.5) zu

Je(t,C)C = ¢ W + 0(82) , (2.6)
e=0
wobei
9%,
Je(t,C) = el (2.7)

die Jakobimatrix der Grundlosung ist. Gl. (2.6) ist ein inhomogenes Differentialglei-
chungssystem in den neuen Koordinaten C(¢). Durch Multiplikation von links mit
Jc(t, C)~! erhilt man mit der Bezeichnung

_ IN(Xp, t, &
2(t,0) = )¢ (t,¢) o) 8)
€ e=0
ein sogenanntes System in Standardform
C = eE(t,C) + 0(52) 2.9)
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2 Grundlagen der asymptotischen Analyse dynamischer Systeme

mit kleiner (Gréflenordnung O(¢)) rechter Seite. Aufgrund der vorausgesetzten Peri-
odizitidt der Losung Xo(f, C(f)) mit der Periodendauer T ist auch die Jakobimatrix
Jc(t,C) = Je(t + T, C) und damit die rechte Seite von Gl. (2.9) periodisch, das heif3t
E(t,C)=E(t+T,0QC).

Hier beginnt das eigentliche Mittelwertbildungsverfahren. Das formale Vorgehen besteht
darin, tiber sogenannte Near-Identity-Transformationen das Differentialgleichungs-
system (2.9) in ein autonomes System zu {iiberfithren. Dies wird in Abschnitt 2.2
genauer erldutert. Fiir Ndherungen erster Ordnung kann man sich folgendes intuitiveres
Vorgehen {iberlegen: Aufgrund der Periodizitdt der rechten Seite und weil diese in der
Grofenordnung ¢ ist, ist die Lésung fiir die Koordinaten C(t) eine Uberlagerung von
periodischen und langsam verdnderlichen Bewegungen. In erster Naherung werden
diese langsamen Bewegungen innerhalb einer Periode als konstant angenommen. Aus
dieser Uberlegung heraus wird beim Mittelwertbildungsverfahren erster Ordnung die
rechte Seite durch deren Mittelwert ersetzt und alle Terme der Gré8enordnung O (¢2)und
kleiner vernachldssigt, sodass sich mit

1 T
¢ = "f/t:oCdt , (2.10)
1 T
F(C) = T /t N E(t,¢)dt (2.11)

das autonome Differentialgleichungssystem

. &
L= 2FQ) 212)

in den gemittelten Koordinaten ¢ ergibt. Die Vorteile dieser Vereinfachung werden
schnell deutlich: Die Gleichgewichtslagen von Gl. (2.12) entsprechen stationdren periodi-
schen Losungen des urspriinglichen Systems, Gl. (2.1). Kénnen die Gleichgewichtslagen
analytisch bestimmt werden, was der Losung eines algebraischen Gleichungssystems
entspricht, so entsprechen diese also analytischen Néherungen stationérer periodischer
Losungen. Durch das Mittelwertbildungsverfahren wird die Stabilitdt dieser Losungen
nicht verdndert [106], was bedeutet, dass sich deren Stabilitdtsuntersuchung auf eine
einfache Eigenwertuntersuchung reduziert.

Fiir den durch die Approximation verursachten absoluten Fehler kann die Abschitzung

|mm—cmn=ma,05t<o@) 2.13)

gezeigt werden [106].
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2.2 Verfahren hoherer Ordnung

2.2 Verfahren hoherer Ordnung

In vielen Fallen ist es ausreichend, eine asymptotische Analyse erster Ordnung bis zur
Grofienordnung O(¢) vorzunehmen. Jedoch ist es in manchen Féllen unumgénglich,
Néherungen hoherer Ordnung zu berechnen. Beim Mittelwertbildungsverfahren ist
dafiir ein formalerer Zugang mit Hilfe der im vorigen Abschnitt bereits erwdhnten
Near-Identity-Transformationen nétig. Man betrachte das bis zur Gréfenordnung O (&?)
entwickelte System in Standardform

C = e8¢, C) + 2Ex(t, C)+0( ) (2.14)

mit den periodischen Funktionen E;(t,C) = E1(t + T, C) und E,(¢,C) = Ex(t + T, C).
Ziel ist es, dieses System tiber eine Variablentransformation in ein autonomes System

¢ = eF1(Q) + €*F(0) (2.15)

zu transformieren. Dafiir wird die Transformation
C=C+ewi(t, Q)+ 2uy(t, Q) (2.16)

in Gl. (2.14) eingesetzt. Fiir eine bessere Lesbarkeit werden die Argumente der Funktio-
nen u; (¢, ¢) und uy(t, ¢) im Folgenden nicht explizit aufgefiihrt. Dies liefert

L L P L S LY,
C+eat+ 9C + ¢ 8t+é 9(;6

=¢eBqi(t,C + euy + €2u2) + ezEz(t, C+eup + €2u2) + 0(83)

2 aE"l(tr C)
¢

wobei fiir die Berechnung der letzten Zeile eine Taylorreihen-Entwicklung der vorletzten

= Bt Q) + 2 28 Sy v 280t c;)+0( ) 2.17)

Zeile um ¢ = 0 vorgenommen wurde. Mit Gl. (2.15) folgt

a ] 28111 28“2

ot
L 08 (¢, C)
¢

Bilanziert man nach den Gréflenordnungen von ¢, so folgt

eF1(Q) + e’Fa(Q) + e~ F1(¢) +

= eBi(t, ) + ¢ + 28,(t,C) + 0(53) . (2.18)

R0+ D _g,0,0) (2.19)
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2 Grundlagen der asymptotischen Analyse dynamischer Systeme

du, _ JdE(t, Q)

et F(0) + Fl(C) FTaTS up + (¢, Q). (2.20)
Aus Gl. (2.19) wird die Funktion
w0 = [ (@(t,0) - @) dt +un(@) (221)

berechnet. Die Funktionen uip(&) und F1(&) konnen beliebig gewéhlt werden, jedoch
unter der Nebenbedingung, dass die Transformation in Gl. (2.16) — und damit die
Funktion u;(f, §) — in der Zeit beschrankt ist. Eine Moglichkeit, dies zu gewdhrleisten,
ist

uy(¢) =0, (2.22)

1 T

Fi1(¢) = f/ Ei(t, ¢)dt (2.23)
t=0

zu setzen, was auf das Ergebnis aus Abschnitt 2.1 fiir die Mittelwertbildung erster

Ordnung fiihrt. Hohere Ndherungen werden rekursiv bestimmt. Aus Gl. (2.20) wird

eine Berechnungsvorschrift fiir

it )= [ (2 20,0 - SR R0 dt run@) @29

gewonnen. Eine mogliche Losung fiir die Gewdhrleistung der Beschranktheit ist durch

u(C) = (2.25)

Fa(C) = / 0(‘9“1“ Bt Oyt myt, g)- 2
f=

5 5 Fl(cj)) dt (2.26)

gegeben. Das gemittelte System ergibt sich nun nach Gl. (2.15) mit den Berechnungsvor-
schriften aus den Gleichungen (2.21) bis (2.23) sowie (2.25) und (2.26). Fiir die Losungen
des urspriinglichen und des gemittelten Systems gilt die Fehlerabschétzung [106]

1C(t) = C@B)II =0(ez), 0<t <0(%). (2.27)

Die Funktion uy(t, ¢) muss fiir ein Verfahren zweiter Ordnung nicht explizit berechnet
werden. Verfahren hoéherer Ordnung werden durch eine analoge Vorgehensweise
hergeleitet, wobei entsprechende Taylorreihen-Entwicklungen und Bilanzen bis zur
jeweiligen Grofienordnung von & vorgenommen werden.

30



2.3 Singulér gestorte Systeme

Zur Interpretation der Methode und der daraus generierten Ergebnisse ist es wichtig
hervorzuheben, dass aufgrund der Gleichungen (2.23) und (2.26) die Transformation
von den Koordinaten C auf die Koordinaten ¢ mittelwertfrei ist. Dies bedeutet, dass die
physikalische Bedeutung der Variablen nicht verdndert wird und lediglich Schwankun-
gen um den Mittelwert herausgefiltert werden. Beispielsweise haben die Variablen C
oftmals die physikalische Bedeutung von der Amplitude und Phase einer periodischen
Losung. Diese physikalische Bedeutung bleibt durch die hier vorgestellte Variante des
Mittelwertbildungsverfahrens erhalten.

2.3  Singular gestorte Systeme

In vielen Anwendungen taucht der kleine Parameter nicht nur auf der rechten Seite des
Differentialgleichungssystems, sondern zusitzlich auf der linken Seite, also multipliziert
mit den Ableitungen x auf. Hier empfiehlt es sich, die Koordinaten in eine langsame
Bewegung & und eine schnelle Bewegung n aufzuteilen. Es wird hier der autonome
Fall betrachtet, die Vorgehensweise lasst sich jedoch sehr einfach auf nicht autonome
Differentialgleichungssysteme tibertragen. Gl. (2.1) hat nun die Form

&=L ) +N(E 1, ¢) (2.28)
el =g&mn ¢, (2.29)

wobei analog zu den bisherigen Abschnitten N(&,1,0) = 0 vorausgesetzt wird. Offen-
sichtlich kann durch das bisher aufgezeigte Verfahren kein System in Standardform
erzeugt werden, da sich durch das Nullsetzen des kleinen Parameter ¢ die Ordnung des
Systems reduziert.

Das Losungsverhalten des singuldr gestorten Systems wird mafigeblich durch die
Stabilitdtseigenschaften einer Hyperfliche M im Phasenraum bestimmt. Im Falle auto-
nomer Systeme ist diese Hyperfldche eine Mannigfaltigkeit [119]. Befindet sich die
Losungstrajektorie auf der Mannigfaltigkeit, fiihrt das System eine langsame Bewegung
aus. Aufierhalb der Mannigfaltigkeit entwickelt sich die Losung in einer schnellen
Bewegung, da die Trajektorie entweder sehr stark von der Mannigfaltigkeit angezogen
oder abgestofien wird, womit eine Stabilitdtseigenschaft der Mannigfaltigkeit einhergeht.
Durchlduft die Mannigfaltigkeit eine Bifurkation und wechselt dabei ihre Stabilitat, so
kann dies zu komplexen dynamischen Phdnomenen fiihren, wie z. B. zu den bekannten
Relaxationsschwingungen des Van-der-Pol Oszillators, welche sehr anschaulich z. B. in
[98] und in [119] beschrieben werden.

Ist die langsame Mannigfaltigkeit jedoch im gesamten Phasenraum global asymptotisch
stabil, so erreicht die Losungstrajektorie diese unabhingig der Anfangsbedingungen
nach sehr kurzer Zeit und bleibt fiir alle Zeiten auf ihr. In diesem Fall ist die schnelle
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2 Grundlagen der asymptotischen Analyse dynamischer Systeme

Bewegung fiir die praktische Anwendung sehr oft nicht von Interesse und es geniigt,
die langsame Bewegung zu untersuchen. Dieser Fall wird hier vorausgesetzt.
Die langsame Mannigfaltigkeit kann in impliziter Darstellung durch die Grundlésung

g(&n,0)=0 (2.30)

der schnellen Bewegung approximiert werden. Diese Ndherung kann auch zur Stabili-
tatsuntersuchung der Mannigfaltigkeit herangezogen werden. Dafiir wird die Stabilitdt
der durch GI. (2.30) definierten Gleichgewichtslage der Differentialgleichung

dr]_

10 g(&,n,0) (2.31)

untersucht, in der die Variable 6 = £ die Zeitskala der schnellen Bewegung ist. In dieser
schnellen Zeitskala ist die langsame Bewegung ndherungsweise konstant, weshalb die
Eintrdage des Vektors & in Gl. (2.31) als konstante Parameter und nicht als Variablen
betrachtet werden [119].

Wird {iber diese Vorgehensweise globale asymptotische Stabilitdt nachgewiesen, ist auch
die langsame Mannigfaltigkeit global asymptotisch stabil.

Fiir die Untersuchung der langsamen Bewegung & wird eine Approximation der schnel-
len Bewegung 1 benotigt, um diese in Gl. (2.28) einzusetzen. Eine solche Approximation
kann tiber den Reihenansatz

nN=ny+en, +en,+... (2.32)
erfolgen. Eingesetzt in Gl. (2.29) folgt

effg+ e +...=g&ny+en, +...,¢€)

= g(&,10,0) + ¢ @

m 0(52) . (2.33)

Hier wird nun analog zum Vorgehen bei der reguldren Stérungsrechnung nach ver-
schiedenen Potenzen von ¢ bilanziert, wodurch ein rekursiv losbares algebraisches

Gleichungssystem
e’ 0=g(&n,,0) (2.34)
. _ 98(&n,¢)
el =22 - (2.35)
Mo 2 UGl
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2.3 Singulér gestorte Systeme

fiir die Reihenglieder n; mit i = 0,1,2,... entsteht. Voraussetzung fiir das Gelingen
dieser Vorgehensweise ist die Losbarkeit von GI. (2.34). Fiir die hoheren Ordnungen sind
lediglich lineare Gleichungssysteme zu losen. Beschrankt man das Vorgehen wieder auf
Néaherungen erster Ordnung, so hat die Ndherungslosung der schnellen Variablen die
Form

n~n=1y+en

_ dg&n o) \ ' ady(8),
A e
= @y(&) + e@1(8)E, (2.36)

wobei die Funktion ®@y(&) eine Losung von Gl. (2.34) ist. Mit Hilfe dieser Approxi-
mation wird das urspriingliche singulédr gestorte Differentialgleichungssystem einer
Ordnungsreduktion unterworfen und in das reguldr gestorte System

&= L(&, Do(&) + eD1(8)E) + N(&, Do (&) + e@1(E)E, ) (2.37)

transformiert. Dieses kann durch eine Reihenentwicklung der rechten Seite und anschlie-
Bendem Auflésen nach & in eine zu GL. (2.1) identische Struktur gebracht werden.

Das weitere Vorgehen besteht entsprechend Abschnitt 2.1 darin, diese Struktur in ein
System in Standardform zu transformieren und darauf ein Mittelwertbildungsverfah-
ren erster oder hoherer Ordnung anzuwenden. Fiir ein Mittelwertbildungsverfahren
erster Ordnung gilt wegen der Vernachldssigung der schnellen Dynamik bzw. deren
Einschwingverhaltens die Fehlerabschédtzung (vgl. auch [31])

160 - €Ol =0, 7O-n0l=0w), 0<izi<0(t]. @)

Dabei wird die Konstante L vom Einschwingverhalten der schnellen Dynamik bestimmt.
Das hier vorgestellte Verfahren fiir die Behandlung singuldr gestorter Systeme ist eng
verwandt mit dem Mittelwertbildungsverfahren fiir partiell stark geddmpfte Systeme,
siehe [31, 32].
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3 Hydraulische Ventilsteuerungen

In der Entwicklung hydraulischer Systeme gibt es eine Vielzahl an Moglichkeiten,
Bauteile zur Steuerung des Energieflusses miteinander zu kombinieren, um ganz
unterschiedliche Antriebs- und Schaltungsarten zu realisieren. Diese Arbeit befasst sich
mit der Analyse von sogenannten Ventilsteuerungen, auch Widerstandssteuerungen
genannt.

Unter dem Begriff der Ventilsteuerung werden alle Systeme zusammengefasst, bei denen
die Ventile zur Leistungssteuerung im Hauptstrom zwischen Pumpe und Verbraucher
angeordnet sind [8, 125]. Leistungssteuerung meint hierbei die Beeinflussung des zeitli-
chen Verlaufs von Druck und Volumenstrom. Da an den Steuerkanten der Ventile immer
Energie dissipiert wird, sind die Ventilsteuerungen im Vergleich du den Verdringer-
steuerungen, bei denen die Steuerungsaufgabe von einer Verstellpumpe tibernommen
wird, weniger energieeffizient und finden deshalb vor Allem in Systemen kleiner und
mittlerer Driicke Anwendung. Sie sind jedoch in ihrem dynamischen Verhalten und
ihrer Prézision den Verdrdngersteuerungen iiberlegen und werden eingesetzt, wenn
hochdynamische und prézise Vorginge zur Erfiillung der Antriebsfunktion erforderlich
sind.

Hydraulische Ventilsteuerungen konnen mit unterschiedlichen Ventilarten realisiert
werden. In Abschnitt 3.1 wird zunéchst definiert, welche Systemtopologien in dieser
Arbeit untersucht werden und wie deren grundsétzlicher Aufbau strukturiert ist.
In Abschnitt 3.2 wird anschlieffend die physikalische Modellierung der einzelnen
hydraulischen Komponenten diskutiert.

3.1 Topologie hydraulischer Ventilsteuerungen

Hydraulische Ventilsteuerungen sind zumeist modular strukturiert und kénnen in
verschiedene Teilkreisldufe unterteilt werden. In jedem Teilkreislauf wird ein bestimmter
Druck (oder eine Druckdifferenz gegeniiber einem benachbarten Teilkreislauf) bzw.
Druckverlauf unabhangig von der aktuellen Last eingestellt. Dies wird tiber hydraulische
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3 Hydraulische Ventilsteuerungen

Widerstandselemente realisiert, deren Stromungswiderstand variabel eingestellt werden
kann — hydraulische Ventile.

Ein wichtiges Unterscheidungsmerkmal der dabei eingesetzten Ventile ist deren Bau-
weise, wobei zwischen Sitzventilen und Kolbenschieberventilen unterschieden wird. Im
Rahmen dieser Arbeit werden ausschliefilich Kolbenschieberventile untersucht.
Weiterhin konnen Ventile anhand ihrer Funktion unterschieden werden, welche sie im
hydraulischen Kreis erfiillen. Ein konstantes, lastunabhingiges Druckniveau wird mit
Druckventilen realisiert. Diese regeln den Druck iiber das Gleichgewicht zwischen
einer Federkraft und einer vom Systemdruck auf eine Kolbenfliche aufgepragten
Druckkraft. Diese Gleichgewichtsstellung des Kolbens beeinflusst wiederum die Grofse
des Volumenstroms, welcher in einen Teilkreislauf hinein oder hinaus flief3t. Beispiele
sind das Druckregelventil in Abb. 3.1a und das Druckminderventil in Abb. 3.2b, welche
das stationdre Druckniveau des Systemdrucks p; nahezu unabhidngig vom Lastdruck
p2 und vom Pumpenvolumenstrom gp bzw. vom Versorgungsdruck pg einstellen.
Die Entkopplung des stationdren Systemdrucks von der Last und der Versorgung
setzt eine geringe Federsteifigkeit voraus. Kommt eine Verstellpumpe zum Einsatz,
tibernimmt diese die Aufgabe der Volumenstromregulierung und das Druckregelventil
in Abb. 3.1a kann durch einen einfachen Kolben ersetzt werden, welcher lediglich
die Information des aktuellen Druckniveaus an die Pumpe {iibergibt und diese so
ansteuert. Dies ist die Realisierung einer druckgeregelten Verstellpumpe, siehe Abb.
3.1b. Wird die Steuerkraft nicht tiber eine Federvorspannung realisiert sondern mit
Hilfe eines Elektromagneten, spricht man von Proportionalventilen. Diese haben den
Vorteil einer variablen Einstellmoglichkeit der Steuerkraft und erlauben so die sinnvolle
Realisierung von Ventilen mit mehr als zwei Schaltstellungen. Ein Beispiel dafiir ist
das 3/3-Proportional-Wegeventil in Abb. 3.2a, mit welchem tiber eine Verdnderung der
Steuerkraft das Druckniveau iiber die Zeit variiert werden kann.

Das gemeinsame Element dieser Systeme ist die physische Riickfithrung des System-
drucks auf eine Kolbenfldche. Diese in den Abbildungen 3.1 und 3.2 als gestrichelte
Linien dargestellten Riickfiihrungen bilden zusammen mit den Ventil- bzw. Steuerkolben
einen geschlossenen Regelkreis. Die Regelungsaufgabe wird dabei vollstandig autonom
erftillt, weshalb man in diesem Zusammenhang von selbstregelnden Systemen sprechen
kann.

Druckriickfithrungen treten in der Hydraulik nicht nur bei der Druckregelung auf.
Werden an zwei gegeniiberliegenden Kolbenfldchen eines Ventils die Driicke zweier
Teilkreisldufe riickgefiihrt (Druckwaage), kann man die Druckdifferenz zwischen diesen
Teilen regeln. Diese Topologie wird auch als Load-Sensing System bezeichnet (Abb.
3.1c). Liegt die geregelte Druckdifferenz an einem konstanten Widerstandselement an,
ist sichergestellt, dass der Volumenstrom tiber dieses Widerstandselement konstant ist.
Dies ist das Prinzip eines Stromregelventils (Abb. 3.2c).
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(a) Konstantdrucksystem mit (b) Konstantdrucksystem mit  (c) Load-Sensing System
Druckregelventil und Konstant- druckgeregelter Verstellpumpe. (Lastdruck-Meldesystem). Das sta-
pumpe. Das stationére Niveau Das stationére Niveau des tiondre Niveau der Druckdifferenz
des Systemdrucks p1 ist nahezu Systemdrucks p1 ist nahezu p2 — p1 ist nahezu unabhingig vom

unabhingig vom Lastdruck p, und unabhingig vom Lastdruck p,. Pumpenvolumenstrom gp.
vom Pumpenvolumenstrom gp.

Abbildung 3.1: Systeme mit Druckriickfiihrungen und Pumpe.
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(a) System mit 3/3-Proportional- (b) System mit Druckminder- (c) System mit Stromregelventil
Wegeventil und Druckquelle. Das ventil und Druckquelle. Das und Druckquelle. Das stationére
stationdre Niveau des Drucks py stationdre Niveau des Drucks Niveau des Volumenstroms g

kann unabhingig vom Systemdruck  pj ist nahezu unabhingig vom  ist nahezu unabhéngig vom
po und vom Lastdruck p; eingestellt ~Versorgungsdruck pg und vom  Versorgungsdruck pg und vom
werden. Lastdruck p». Lastdruck ps.

Abbildung 3.2: Systeme mit Druckriickfiihrungen und Druckquelle.

Das Prinzip der physischen Druckriickfithrung kommt also in einer Vielzahl unter-
schiedlicher Kreisldufe zum Einsatz und ist ein wichtiges Prinzip in der hydraulischen
Leistungssteuerung. Systeme und Komponenten, welche dieses Prinzip beinhalten
bilden den Rahmen der in dieser Arbeit untersuchten Topologien.
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3 Hydraulische Ventilsteuerungen

3.2 Modellierung hydraulischer Ventilsteuerungen

Wie bei allen Modellierungen entscheidet auch in der Hydraulik der Abstraktionsgrad
sowohl tiber die Modellkomplexitét als auch tiber die Modellgenauigkeit. Die asympto-
tischen Methoden, welche in dieser Arbeit zur Systemanalyse herangezogen werden,
fokussieren sich naturgemaf} auf das Generieren qualitativer Erkenntnisse iiber die
dynamischen Systemstrukturen. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, auch die Model-
lierung dieser Pramisse zu unterwerfen und sich auf die wesentlichen physikalischen
Zusammenhédnge zu beschrianken, das heifit einen hohen Abstraktionsgrad anzusetzen.
Die Entscheidung, welche physikalischen Einfliisse wesentlich sind und welche ver-
nachléssigt werden konnen, ist stark an die zu untersuchenden Effekte gekoppelt.
Beispielsweise beeinflusst die Masse eines Ventilkolbens kaum dessen transientes dyna-
misches Verhalten, wohingegen sie bei der Stabilitit von Ventilen mit Druckriickfiihrung
eine entscheidende Rolle spielt.

Somit kann in diesem Zusammenhang auch ein Blick in die Literatur sinnvolle Anhalts-
punkte liefern. In zahlreichen Untersuchungen [10, 21, 26, 27, 40, 41, 43, 53, 54, 63, 64,
68-71,78, 80, 84, 85, 109] zur Stabilitat und nichtlinearen Dynamik hydraulischer Systeme
sind die iibereinstimmenden Elemente der Modellierung die Starrkérperannahme
fiir mechanische Komponenten und die eindimensionale Modellierung hydraulischer
Stromungen. Diese Annahmen gelten uneingeschrankt auch innerhalb dieser Arbeit.
Unterschiede gibt es insbesondere in der Modellierung von Reibungsphédnomenen, in
der Berticksichtigung von Wellenausbreitungsphdnomenen und in der Modellierung
der Pumpendynamik. Hydraulische Induktivitdten, Stromungskréfte an Ventilkolben
und die Dynamik des elektromagnetischen Teils werden zumeist vernachlassigt.

Der Argumentation eines hohen Abstraktionsgrads folgend, werden innerhalb dieser
Arbeit keine Wellenausbreitungsphdnomene betrachtet. Dies ist dquivalent zu der
Annahme kurzer Leitungen [12]. Weil der Fokus der Arbeit hauptsidchlich auf der
Untersuchung stationédrer Betriebszustdnde liegt, wird weiterhin die Dynamik der
elektromagnetischen Ansteuerung vernachlédssigt, welche aufierhalb des durch die
Druckriickfiihrung gebildeten Regelkreises liegt und deshalb dessen Stabilitdt und
das stationdre dynamische Verhalten nicht beeinflusst. Reibungsphédnomene werden in
Form linear viskoser Dampfung modelliert. In Abschnitt 7.1 wird zusétzlich der Einfluss
von Coulomb’sche Reibung untersucht. Hydraulische Induktivitdten und hydrodyna-
mische Stromungskréfte werden im Rahmen dieser Arbeit grundsétzlich vernachléssigt.
Die entsprechenden Modellierungsgrundlagen werden in diesem Abschnitt trotzdem
vorgestellt, weil diese beiden physikalischen Effekte bei einer Modellerweiterung am
ehesten zu berticksichtigen waren. Im Hinblick auf die Pumpenmodellierung gilt grund-
sédtzlich die Annahme einer idealen Pumpe, die einen konstanten, vom Systemdruck
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Abbildung 3.3: Kréftebilanz sowie Geschwindigkeits- und Schubspannungsprofil bei einer laminaren
Rohrstromung. Nach [67].

~
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unabhingigen Volumenstrom liefert. Detailliertere Modelle einer Konstantpumpe und
einer druckgeregelten Verstellpumpe werden in Kap. 8 benétigt.

Die aus diesen Annahmen resultierende Modellierung der einzelnen Teilsysteme beste-
hend aus Fluiddynamik, Ventildynamik und Pumpendynamik und die dafiir nétigen
physikalischen Grundlagen werden im Folgenden vorgestellt.

3.2.1 Fluiddynamik

Im Rahmen der vorgeschlagenen Modellierung ist es ausreichend, die hydraulischen
Fliissigkeiten anhand der physikalischen Grofien Dichte pr, dynamische Viskositat np
und Kompressibilitdt (Kompressionsmodul Er) zu charakterisieren, welche als dru-
ckunabhiéngig angenommen werden. Weiterhin gilt die Annahme eines Newton’schen
Fluides.

Die dynamische Viskositdt nr ist dann fiir eindimensionale Stromungen durch die
Gleichung

() = 1 S5

(3.1)
definiert und stellt ein Maf3 fiir die Zdhigkeit gegentiber einer Verschiebung benachbarter
Fluidschichten dar. Dabei ist 7(r) die Schubspannung, v(r) das Geschwindigkeitsprofil
und r eine Koordinate senkrecht zur Geschwindigkeit.

Um den damit einhergehenden Stromungswiderstand in einer laminaren zylindrischen
axial-symmetrischen Stromung (der Hagen-Poiseulle’schen Theorie entsprechend) zu
berechnen, wird eine Kréiftebilanz an einem zylindrischen Fluidelement mit dem Radius
r und der Lange ¢ betrachtet, sieche Abb. 3.3. Unter der Voraussetzung einer stationéren
Stromung stehen die Reibungskréfte mit den Druckkréften an den Stirnflichen des
Fluidelements im Gleichgewicht. Mit der Druckdifferenz Ap = p; — p> zwischen den
beiden Stirnflichen folgt

r’nAp +2rmnlt = 0 (3.2)
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3 Hydraulische Ventilsteuerungen

und zusammen mit Gl (3.1) ergibt sich der Zusammenhang

dv(r)__ r
dr B ané

Ap . (3.3)
Durch Integration iiber r erhdlt man mit der Bedingung v(r = R) = 0 das parabolische

Geschwindigkeitsprofil

RZ—TZ
4anr!l

o(r) = Ap (3.4)

innerhalb einer zylindrischen Rohrleitung mit dem Radius R. Uber die gesamte Quer-
schnittsflache integriert ergibt sich daraus wiederum das Gesetz von Hagen-Poiseuille
[50]

R 4
iR
=27 o(r)rdr=——Ap, 3.5
=2 [ or)rdr= Eony ©5)
welches die lineare Widerstandscharakteristik eines stationdren laminaren Volumen-
stroms qg in einer Rohrleitung beschreibt.
Als zweite wichtige GrofSe ist die Kompressibilitit tiber den Kompressionsmodul
dp
Er=-V— 3.6
FTNav (3.6)
definiert. Das negative Vorzeichen wird sinnvollerweise aufgrund der Tatsache ein-

gefiihrt, dass eine Druckerhchung zu einer Verringerung des Volumens V fiihrt. Aus
Gl. (3.6) folgt

qczvz—ElF'. (3.7)
Die GroBe gc = V ist ein Volumenstrom proportional zur zeitlichen Anderung des
Drucks. Der Proportionalitatsfaktor wird in Anlehnung an die Elektrotechnik auch als
hydraulische Kapazitidt C;, = % bezeichnet. Der Volumenstrom g¢ hidngt effektiv nicht
nur von der Kompressibilitit des Fluids, sondern ebenfalls von der Nachgiebigkeit
der Rohrleitungen und von der eventuell im Fluid enthaltenen Luft ab. Dies kann im
Parameter Cj, berticksichtigt werden [50], macht diesen damit allerdings zu einem sehr
unsicherheitsbehafteten Parameter des fluiddynamischen Teilsystems.
Mit Hilfe der Dichte

pr=1 (3.8)
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3.2 Modellierung hydraulischer Ventilsteuerungen

wird im Folgenden die letzte wichtige Grofie zur Beschreibung eindimensionaler
Stromungen — die hydraulische Induktivitit — hergeleitet. Dazu wird ein zylindrisches
Massenelement mit der Masse m, der Lange ¢ und dem Radius r innerhalb einer instatio-
ndren Stromung betrachtet. Das Kréftegleichgewicht bestehend aus zwei Druckkriften
und einer Tragheitskraft ergibt sich zu

do

2 = —_—
r°nAp =m T (3.9)

Mit g, = r?r0 und Gl. (3.8) erhdlt man den Zusammenhang

t,
Ap = fzin”“ . (3.10)

Der Proportionalitdtsfaktor wird analog zur Elektrotechnik als hydraulische Induktivitit
Ly = fz—if bezeichnet.

Die bisher gezeigten Zusammenhdnge konnen aufgrund des laminaren Strémungs-
verhaltens aus sehr einfachen eindimensionalen Betrachtungen hergeleitet werden.
Bei turbulenten Stromungszustianden sind diese einfachen Betrachtungen nicht mehr
moglich. Um aufwidndige numerische Simulationen zu umgehen, kann man sich an
dieser Stelle sehr gut mit empirischen Modellen behelfen. Im Kontext der in dieser
Arbeit betrachteten hydraulischen Systeme treten turbulente Stromungen an scharfkan-
tigen Querschnittiibergédngen auf. Diese finden sich entweder als Blenden innerhalb
hydraulischer Leitungen oder in Form von Ventilsteuerkanten.

Die Volumenstrom-Druckbeziehung lédsst sich fiir hinldnglich grofie Reynoldszahlen
mit Hilfe der Bernoulli-Gleichung

P_Zsz +p + prgz = konst. (3.11)

herleiten, die mit ausreichender Genauigkeit stromaufwarts des engsten Querschnitts
gilt. Darin ist p der Druck, ¢ die Erdbeschleunigung und z die geodéatische Hohe.
Unter Vernachldssigung der Schwerepotentialdifferenz und mit der Annahme, dass die
Geschwindigkeit im kleinsten Querschnitt der Blende sehr viel hoher ist als aufserhalb
des Widerstands, gilt

p—;zﬂ +Ap=0. (3.12)

Daraus folgt der bekannte wurzelférmige Zusammenhang der Blendengleichung

/ 2 .
qB = Agv = oy EAB sign(Ap)/1Ap], (3.13)
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3 Hydraulische Ventilsteuerungen

Abbildung 3.4: Positionierung von Induktivitat und Kapazitit am Beispiel einer Verzweigung von 3 Leitungen.

in der Ap die Querschnittsfliche der Blende ist. Der Parameter oy beschreibt das
Verhiltnis zwischen Blendenfldche Ap und tatsdchlicher (i.A. unbekannter) Strahlquer-
schnittsfliche Ag und kann aus theoretischen Uberlegungen hergeleitet (siehe z. B. [89])
oder experimentell bestimmt werden.

Im Kontext von realen Rohrleitungssystemen ist nun zu entscheiden, wie die diskreten
Elemente zur Beschreibung der hydraulischen Widerstidnde, der Fluidkompressibilitdt
und der Fluidtrdagheit sinnvoll angeordnet werden, sodass sie einerseits das reale
Stromungsverhalten moglichst gut approximieren und andererseits die Modellkom-
plexitit begrenzt wird. Wie oben erwédhnt, werden Wellenausbreitungsphdnomene
vernachlissigt. Druckdnderungen finden bei diesem Modellierungsansatz nur {iber
hydraulische Widerstinde hinweg statt. Eine naheliegende Variante ware also, in
den Bereichen identischer Driicke jeweils eine Kapazitit, eine Induktivitidt und einen
laminaren Rohrwiderstand zu platzieren. Dabei ist zu beachten, dass das Gesetz von
Hagen-Poiseuille zur Beschreibung laminarer Rohrwiderstdnde streng genommen nur
fuir stationdre Stromungen gilt. Die hier vorgeschlagene Modellierung stellt somit eine
starke Vereinfachung dar, welche jedoch die einfache Moglichkeit bietet, den Effekt der
Fluidtragheit im Modell zu berticksichtigen. Fiir komplexere Leitungsmodelle sei auf
die entsprechende Literatur verwiesen [50, 89]. Fiir eine weitere Modellvereinfachung
koénnen die laminaren Widerstdnde vernachldssigt oder ersatzweise als linear viskose
Dampfung an den (Ventil-) Kolben modelliert werden. Fiir ein Minimalsystem bestehend
aus einer Verzweigung, einem Kolben (Stirnfliche Ag), einem Blendenwiderstand
(Blendenfldche Ap) und einer Pumpe, welche durch drei Leitungsabschnitte der Langen
I; und der Radien r;, i = 1,2, 3 verbunden sind, folgt daraus beispielhaft die Anordnung
in Abb. 3.4. Diese Anordnung ist eine Vereinfachung des in [101] beschriebenen diskreten
Leitungsmodells, siehe auch [50].

Fiir eine moglichst genaue Berechnung der Kapazitidten und Induktivitdten

3 2
fil’i Tt N AKxK

C, =
h Er Er

(3.14)
i=1
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3
EA
L=y Py PEK (3.15)

ist es wichtig, die freien Volumina in den Ventilgehdusen an den Leitungsenden mit zu
beriicksichtigen. Die fluiddynamischen Bewegungsgleichungen

Cnp1 = qp — AkX — qr (3.16)
PFE
Za?IA%

Lugr + g7 =p1—pr (3.17)
werden mit Hilfe der Gleichungen (3.7), (3.10) und (3.13) aus der Volumenstrombilanz an
der Leitungsverzweigung (Massenerhaltung) und der Druckbilanz (Impulserhaltung)
an der Reihenschaltung von Induktivitdt und Blende hergeleitet.

3.2.2 Ventildynamik

Die wesentlichen physikalischen Einfliisse auf die (Ventil-) Kolbenbewegungen in
hydraulischen Systemen sind Druckkréfte, Tragheitskrafte, Riickstellkrafte, Stromungs-
krafte und Reibungskréfte. Abb. 3.5a zeigt eine beispielhafte Kolbengeometrie inner-
halb eines Ventilgehduses mit einem Zufluss und einer Steuerkante, iiber die der
Volumenstrom g, fliefit. Die Parameter my und ky sind die Kolbenmasse und die
Federsteifigkeit. Die Radien der Kolbenabschnitte konstanten Querschnitts sind mit r;,
i = 1,2,3 bezeichnet. Am Ventileinlass und im Bereich der Steuerkante herrscht der
Druck p; und an den Stirnflichen des Kolbens die Driicke p1 bzw. p3. Die durch die
Koordinate xy beschriebene Axialdynamik

5 2 2 2 2
my Xy + ky(xy — xvo) = (71P1 —(ry=13)p2 - 73}73) n—F.—-Fp—FR (3.18)
Xv pT A0
A G
Iny <_FB
no L . L” ps
Irz i’%’ﬂp1
P1 | p— --L-my - - - Eodlosomaco [ > < < F
my Xy | ¢ ¢
ky ky (xy - xo)
_|l (r% - r%)npz
qn Fr
(a) Beispiel einer Kolbengeometrie innerhalb eines (b) Freischnitt des Kolbens.
Ventilgehéuses.

Abbildung 3.5: Modellierung eines Kolbenschieberventils.
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ergibt sich aus dem in Abb. 3.5b abgebildeten Freischnitt. Fiir den Fall eines Propor-
tionalventils ist F. die Magnetkraft, ansonsten ist F. = 0. Wie eingangs des Kapitels
erwdhnt werden in der Reibungskraft

Fr = fR sign()&v) + dvﬁev (3.19)

linear viskose Dampfung und Coulomb’sche Reibung berticksichtigt. Der Coulomb’sche
Anteil wird hauptsdchlich durch die Reibung zwischen Ventilkolben und Gehéduse
verursacht. Der linear viskose Ddmpfungsanteil ist in der Hydraulik eng mit Leckageef-
fekten verkniipft, welche sich als laminare Stromungen in den engen Spalten zwischen
Ventilkolben und Gehduse ausbilden. Wie bereits erwidhnt, bietet es sich hier an,
auch die in Abschnitt 3.2.1 vernachlédssigten laminaren Rohrleitungswiderstinde in
die entsprechende Dampfungskonstante dy mit einzubeziehen. Die viskose Dampfung
ist somit stark von der Olviskositdt np und damit von der Oltemperatur abhingig,
weshalb die Groienordnung von dy je nach Anwendung sehr unterschiedlich sein und
sich auch wihrend des Betriebs dndern kann.

Die Stromungskraft Fp, welche durch den Volumenstrom gy, iiber die Ventilsteuerkante
auf den Kolben wirkt, kann mit Hilfe des Impulses des vorbeistrémenden Fluids
berechnet werden. Der Impuls I des vorbeistrémenden Fluids mit der Masse m und der
Stromungsgeschwindigkeit v hat die axiale Komponente

I, =mvcosB, (3.20)
womit sich dessen Zeitableitung unter der Annahme #i1v < mv zu

. d
I, = a(mv)cos@

= (v + md) cos O
~ 1o cos O

= prquvcos O (3.21)

berechnet. Der Volumenstrom

qn = ad\/szA(xv)x/pz - pr (3.22)

wird entsprechend Gl. (3.13) als turbulenter Volumenstrom mit variabler (von der
Kolbenposition xy abhingiger) Querschnittsfliche Ap = A(xy) modelliert. Aus der
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Impulsbilanz Iy =Fp folgt mit Gl. (3.21) und A(xv)v = qj eine Berechnungsvorschrift
fiir die Stromungskraft

Fp = prqyv cos 0

q,

~ PP AG)
= ZaiA(xv)Ipz — pr|cos 6 (3.23)

cos 6

in Abhédngigkeit des Stromungswinkels 0. Dieser ist abhdngig von der Ventilgeometrie
und kann i.A. nur geschitzt oder experimentell bestimmt werden [12]. Wegen der
quadratischen Abhangigkeit der Stromungskraft vom Volumenstrom g wirkt die Kraft
unabhédngig von der Stromungsrichtung meist in Schliefirichtung des Kolbens [125].

3.2.3 Pumpendynamik

Es gibt verschiedene Arten von Hydropumpen, welche nach unterschiedlichen Funkti-
onsprinzipien arbeiten und damit ein unterschiedliches dynamisches Verhalten aufwei-
sen. Esist nicht das Ziel dieser Arbeit, die Auswirkungen verschiedener Pumpenbauarten
auf die Dynamik der Ventilsteuerungen zu untersuchen. Vielmehr sollen einfache
empirische Modelle dazu dienen, grundsitzliche Effekte abzubilden und zu verstehen.
Aus diesem Grund werden die Funktionsprinzipien der einzelnen Pumpenbauarten hier
nicht ausfiihrlich diskutiert. Es sei an dieser Stelle auf die zahlreichen Grundlagenbiicher
wie z. B. [8, 125] verwiesen, die dieses Thema sehr gut abdecken. In dieser Arbeit kommen
mit der idealen Konstantpumpe, der realen Konstantpumpe und der Verstellpumpe
drei verschiedene Pumpenmodelle zum Einsatz. Die ideale Konstantpumpe liefert einen
konstanten Volumenstrom

qp ideal = qP (3.24)

unabhingig des gegen sie wirkenden Drucks.
Nach [50] kénnen die Dynamik und der gefoérderte Volumenstrom einer realen Konstant-
pumpe als lineares PT1-Glied in der Winkelgeschwindigkeit wp tiber die Gleichungen

Jpawp +dpwp = Mp — Wppr (3.25)
qp real = Jpwp (3.26)
modelliert werden. Die Pumpe wird dabei mit dem Drehmoment Mp angetrieben.
Die Parameter Jp und dp sind die Drehtragheit und die Dampfungskonstante. Der

Widerstand aufgrund der Druckdifferenz zwischen Pumpeneinlass und Pumpenauslass
wird mit dem Parameter Wp beschrieben. Wiahrend das Férdervolumen §p sowie die
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Lipr
(a) Druckgeregelte verstellbare Fliigelzellen- (b) Druckgeregelte verstellbare Axialkolben-
pumpe. pumpe.

Abbildung 3.6: Prinzipskizzen der im Bereich niedriger Driicke eingesetzten Verstellpumpen.

Parameter Jp und Mp relativ einfach aus der Pumpengeometrie und wenigen Mate-
rialparametern bestimmt werden kénnen, miissen dp und Wp zumeist experimentell
bestimmt oder geschitzt werden.

Bei Verstellpumpen erfolgt eine Anderung des Volumenstroms nicht iiber eine Dreh-
zahldnderung, sondern iiber eine Anderung des Férdervolumens. Aus konstruktiven
Griinden sind Verstellpumpen derzeit nur als Kolben- und Fliigelzellenpumpen prak-
tisch verfiigbar [8]. Die Drehzahl bleibt {iiblicherweise konstant, weshalb die Rota-
tionsdynamik hier nicht berticksichtigt werden muss. Bei druckgeregelten Verstell-
pumpen wird das Verdrangungsvolumen mit Hilfe eines Steuerkolbens eingestellt,
auf dessen Stirnfliche ein Steuerdruck wirkt. Bei verstellbaren Fliigelzellenpumpen
bewirkt die Auslenkung des Steuerkolbens xk eine Verschiebung der Rotorachse relativ
zum Gehiduse, wodurch das Fordervolumen verdndert wird, siehe Abb. 3.6a. Bei
Axialkolbenpumpen wird das Verdrangungsvolumen tiber eine Anpassung des Winkels
ap zwischen einer sogenannten Schragscheibe und der Pumpenachse verdndert, siehe
Abb. 3.6b. Radialkolbenpumpen werden vor Allem in Systemen mit hohen Driicken
eingesetzt [125] und werden deshalb hier nicht berticksichtigt.

Die Pumpendynamik kann mit der Kolbenverschiebung x, dem Steuerdruck ps und
dem Arbeitsdruck p; pumpenunabhéngig in der allgemeinen Form

mgXg + dxXk + kx(xx — xko) = Axps + fr(xk, p1) (3.27)
qppar = fo(xk) (3.28)

dargestellt werden. Dabei ist mg die kombinierte Masse von Pumpe und Steuerkolben,
kx die Steifigkeit, xgo die Federvorspannung und Ax die Steuerkolbenfliche. Alle
Reibungseinfliisse werden wie zuvor durch einen linear viskosen Dampfungsterm mit
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3.2 Modellierung hydraulischer Ventilsteuerungen

dem Dampfungsparameter dx modelliert. Die Funktion fp(xx, p1) ist abhidngig von der

Pumpenbauart.
Fiir verstellbare Fliigelzellenpumpen wird in [65] gezeigt, dass die Funktionen in der
Form

fr(xk, p1) = fro(xk) — ap1(xx)p1 = fro — apip1 (3.29)

fa(xk) = Gp(xk — xg) (3.30)

dargestellt werden konnen. Fiir eine vertikal verschobene Rotorachse, was bei Fliigelzel-
lenpumpen aufgrund des leiseren Laufverhaltens eine tibliche konstruktive Mafsnahme
ist [124], sind die Abhdngigkeiten der Funktionen ap; ud fp> von der Kolbenposition
vernachlassigbar klein, siehe [65]. Fiir diesen Fall muss in der Berechnung des Volu-
menstroms jedoch ein offset x} beriicksichtigt werden, da auch in der Nullstellung ein
nicht verschwindender Volumenstrom geférdert wird.

Fiir verstellbare Axialkolbenpumpen gelten nach [50] die Zusammenhénge

fr(xk,p1) =0 (3.31)
xg = by sinap (3.32)

i ip K |1 K| g2 3.33
fq(xK)—qptanap—qu _E ~qu. ( . )

Der Parameter §p ist jeweils abhédngig von der Pumpengeometrie und der Pumpendreh-
zahl. Man sieht, dass die qualitativen Zusammenhénge beider Pumpenbauarten, welche
die Pumpendynamik beschreiben, sehr dhnlich sind, bzw. dass die Beschreibung der
Axialkolbenpumpe in der der Fliigelzellenpumpe enthalten ist.

Der Transport des Fluids erfolgt in realen Pumpen niemals kontinuierlich sondern meist
in np tiber den Umfang verteilten Kammern. Dies fithrt zu hochfrequent tiberlagerten
Schwankungen des Volumenstroms, welche in erster Ndaherung als

gt = Ap cos(npwpt) (3.34)

modelliert werden konnen.
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4  Verallgemeinerter Ventilkreislauf

Die physische Druckriickfithrung ist das verbindende Element der in dieser Arbeit
untersuchten Klasse hydraulischer Systeme. Einige Kreislaufrealisierungen, welche
dieses Funktionsprinzip als zentrales Element beinhalten, sind in den Abbildungen
3.1 und 3.2 dargestellt. Dass die Realisierungen auf dem gleichen Funktionsprinzip
basieren, spiegelt sich auch in &hnlichen Gleichungsstrukturen der beschreibenden
Modelle wider. Dies legt den Schluss nahe, dass auch im Hinblick auf die Stabilitit
der Gleichgewichtslage und das dynamische Verhalten der Systeme Gemeinsamkeiten
existieren.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, ein Hilfsmodell abzuleiten, in dem diese gemeinsamen
dynamischen Verhaltensweisen integriert sind und welches somit alle Elemente enthilt,
die die Stabilitdt und die Dynamik der Systeme wesentlich beeinflussen. Diese gemein-
samen Elemente sind eine Energiequelle, ein massebehafteter Kolben mit einer oder
zwei Steuerkanten, eine Steuerkraft oder Federvorspannung, eine Druckriickfiithrung
und ein Verbraucher. Dieses Hilfsmodell wird im Folgenden als verallgemeinerter
Ventilkreislauf bezeichnet und soll so konzipiert sein, dass an ihm eine moglichst
allgemeine, modelliibergreifende Analyse der Stabilitit und nichtlinearen Dynamik
dieser ganzen Systemklasse moglich ist.

Dieses Hilfsmodell wird in Abschnitt 4.1 vorgestellt. Es vereint die beiden Kreislaufe
des Konstantdrucksystems mit Druckregelventil und des Systems mit Druckquelle und
3/3-Proportional-Wegeventil aus den Abbildungen 3.1a und 3.2a. In Abschnitt 4.2 wird
ein dimensionsloses Modell des verallgemeinerten Ventilkreislaufs hergeleitet. Es wird
weiterhin gezeigt, dass die zugrundeliegenden mathematischen Beschreibungen der
beinhalteten Systeme strukturell nahezu identisch sind und dass deren stationéres
Verhalten anhand der selben Differentialgleichung beschrieben werden kann. Wie
andere Kreislaufvarianten aus dem verallgemeinerten Ventilkreislauf hervorgehen und
welche Riickschliisse auf deren Stabilitdt und nichtlineare Dynamik eine Analyse des
verallgemeinerten Ventilkreislaufs zuldsst, wird in Abschnitt 4.3 beispielhaft fiir die
weiteren Kreislaufrealisierungen aus den Abbildungen 3.1 und 3.2 diskutiert.
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4 Verallgemeinerter Ventilkreislauf
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(a) Konstantdrucksystem mit Druckregelventil (b) Kreislauf mit 3/3-Proportional-Wegeventil und
und Konstantpumpe. Druckquelle.

Abbildung 4.1: Detaillierte Darstellungen der Ventilkreisldufe, aus denen der verallgemeinerte Ventilkreislauf
gebildet wird. Die Steuerkraft f; setzt sich im Allgemeinen aus einer Federvorspannung und einer Magnetkraft
Zusammen.

4.1 Physikalisches Modell

Detaillierte Darstellungen des Konstantdrucksystems mit Druckregelventil und Kon-
stantpumpe und des Systems mit 3/3-Proportional-Wegeventil und Druckquelle, aus
denen der verallgemeinerte Ventilkreislauf gebildet wird, sind in Abb. 4.1 dargestellt.
Die Energiebereitstellung erfolgt durch eine Pumpe (Volumenstrom gp) bzw. eine
Druckquelle (Versorgungsdruck pg). Die Druckriickfithrung des Systemdrucks p;
erfolgt auf die Kolbenstirnfliche mit dem Radius ry. Die Gegenkraft wird durch
eine Feder mit der Steifigkeit ky erzeugt. Die Federn bewirken eine Vorspannung
der Ventilkolben jeweils an die Position xy = Om. Somit ist beim Kreislauf mit
Druckquelle eine zusétzliche Steuerkraft f, zwingend erforderlich, die die Steuerkante
zur Druckquelle hin 6ffnen kann. Beim Kreislauf mit Konstantpumpe wird diese
Steuerkraft nur dann benétigt, wenn das stationdre Druckniveau des Systemdrucks
variabel sein soll. Eine Verschiebung xy des Ventilkolbens (Masse my) erzeugt eine
Verdnderung des Volumenstroms qj,, welcher iiber die Ventilsteuerkanten (xy = uy
und xy = ur) in das Volumen der Kapazitit Cj flieit. Der Verbraucher wird hier als
turbulenter Widerstand mit der Blendenflache Ac modelliert.

Der Idee eines hohen Abstraktionsgrads folgend, werden zunédchst gegentiber den
in Abschnitt 3.2 eingefiihrten Gleichungen einige weitere Annahmen getroffen, um
die Modellierung und spétere Analyse zu vereinfachen. Zunéchst werden im fluid-
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4.1 Physikalisches Modell

dynamischen Teilsystem die hydraulischen Induktivititen sowie die Abhingigkeit
der Kapazitdten von den Positionen benachbarter Kolben vernachléssigt. Somit folgt
Cn # f(xv)und Ly, = 0.Im mechanischen Teilsystem werden die Stromungskréfte sowie
der Anteil der Coulomb’schen Reibung vernachléssigt. Die Pumpe und die Druckquelle
werden als ideal modelliert, was bedeutet, dass der Pumpenvolumenstrom gp und der
Versorgungsdruck pgo konstant und lastunabhéngig sind. Der Druck im Verbraucher
p2 = pr ist konstant und wird dem Umgebungsdruck gleichgesetzt.

Mit diesen Vereinfachungen kénnen die Systemgleichungen in der kompakten Form

mV.‘k'V + va'CV + kaV = —_O—(r‘z/npl - fc) (4.1)

Cupr = Frimiy + qu(xv, p1) + gc(p1) (4.2)

dargestellt werden. Das obere Vorzeichen gehort dabei zum Kreislauf mit Konstant-
pumpe, das untere zum Kreislauf mit Druckquelle. Es wird nicht explizit zwischen
Stetigventilen und Proportionalventilen unterschieden. Das heifst, die Kraft f, beinhaltet
im Allgemeinen sowohl Federvorspannungen als auch Magnetkréfte. Der elektromagne-
tische Teil ist dabei in Abb. 4.1 nicht explizit dargestellt, da die Quelle der bereitgestellten
Steuerkraft fiir die Systemdynamik nicht relevant ist.

Der Volumenstrom gq,(xy, p1) tiber die Steuerkanten der Ventile

nq(xv,p1), Kreislauf mit Konstantpumpe
qn(xv,p1) = g Xy, p1) . , PHmP (4.3)
gnp(xv,p1), Kreislauf mit Druckquelle
ist abhédngig von der Kreislaufvariante. Dabei werden die Funktionen
qnq(xv,p1) = —yro(xy — uy)2rym(xy — uy)A(p1 — pr) + qp (4.4)
qnp(xv,p1) = —yro(ur — xv)2rym(ur — xv)A(p1 — pr)
+yro(xy —uy)2ryn(xy — uy)A(po — p1) (4.5)

aus der Blendengleichung, Gl. (3.13), gebildet, wobei die Durchlassflichen linear von
den Kolbenpositionen abhéngen. Um eine kompakte Notation zu gewéahrleisten, werden
die Funktionen

A(p) = sign(p)4/Ip| (4.6)
o(x) = {O' x<0 4.7)

1, x>0
sign(p) = a(p) — o(-p) (4.8)

51



4 Verallgemeinerter Ventilkreislauf

Parameter Symbol Wert Einheit
Masse des Ventilkolbens my 0.018 ke
Viskoser Dampfungskoeffizient dy 150 Ns/m
Federsteifigkeit ky 800 N/m
Riickstellkraft/Steuerkraft fe 110 N
Radius des Ventilkolbens rv 0.0035 m
Ventiliiberdeckung uy 0.002 m
Ventiliiberdeckung ur 0.0015 m
Forderstrom der idealen Pumpe qp 5 1/min
Versorgungsdruck Po 55 bar
Blendenflache Ac n/4-(1073)? m?
Kapazitit Cy, 25.10713 m3/Pa
Turbulenter Strémungskoeffizient VE 0.03 ym?/kg

Tabelle 4.1: In den Simulationen standardmafig verwendete Parameterwerte.

2
PF

ergibt sich ebenfalls aus der Blendengleichung die Darstellung

und die Abkiirzung yr = ay4 eingefiihrt. Fiir den Volumenstrom zum Verbraucher

gc(p1) = =yrAcA(p1 - p1) 4.9)

mit der Blendenflache Ac.

Die Abbildungen 4.2 und 4.3 zeigen einen Vergleich der transienten Systemdynamiken
der beiden Kreisldufe. Die numerischen Simulationen sind — sofern nicht explizit anders
angegeben — mit den Standardparametern in Tab. 4.1 berechnet. Die Parameterwerte
orientieren sich an realen Ventilen, welche fiir niedrige Driicke ausgelegt sind. Durch
die sehr kleine Blendenfliche A ist der Volumenstrom zum Verbraucher in der
Grofienordnung eines Leckagestroms. Durch diese Parameterwahl sind z. B. stationar
verfahrende Zylinder und die meisten Hydraulikmotoren, welche einen viel groieren
Volumenstrom benétigen, als Verbraucher ausgeschlossen. Mechanische Verbraucher
wie Kupplungen oder Bremsen, welche lediglich einen stationdren Anpressdruck
bendtigen, bilden die Motivation fiir diese Parameterwahl.

Die Anfangswerte der Simulation [xy(0), v (0), p1(0)]" = [0m,0m/s,Obar]" entspre-
chen einer neutralen Kolbenposition (beim System mit Druckquelle ist hierfiir ebenso
fc = ON vorauszusetzen) in einem drucklosen System.

Beim Konstantdrucksystem mit Konstantpumpe verbleibt der Kolben solange in seiner
vorgespannten Anfangsposition am linken Ventilende, bis der Systemdruck sich soweit
aufgebaut hat, dass er durch die Druckriickfiihrung die Federvorspannung bzw. die
Steuerkraft f, tiberwindet. Beim System mit Druckquelle wird zum Zeitpunkt ¢ = 0s die
Kraft f, aktiv, wodurch sich der Kolben instantan bewegt. In beiden Kreislaufvarianten
stellt sich nach wenigen Zehntelsekunden ein stationérer Betriebszustand mit jeweils
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Abbildung 4.2: Systemdynamik des Konstantdrucksystems mit Druckregelventil und Konstantpumpe. Damp-
fung dy = 240 N's/m, Blendenfldche Ac(f < 0.25s) =7 - (1073)2 m?, Volumenstrom qp(t <0.4s) =7.51/min.
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Abbildung 4.3: Systemdynamik des Systems mit 3/ 3-Progortional—Wegeventil und Druckquelle. Ddimpfung
dy = 240N 's/m, Blendenfliche Ac(t < 0.25s) = 1 - (1073)2 m?, Versorgungsdruck pg(t < 0.4s) = 55bar.

leicht geoffneter Steuerkante ein. Die Offnung der Steuerkante kompensiert dabei
exakt den von der Konstantpumpe {iiberschiissig geférderten Volumenstrom, bzw.
ist so bemessen, dass aus der Druckquelle exakt der vom Verbraucher benétigte
Volumenstrom entnommen wird. Die zweite Steuerkante des Kreislaufs mit Druckquelle
ist ausschliefilich zu Beginn des Einschwingvorgangs aktiv. Das stationdre Druckniveau
ergibt sich mit den verwendeten Parametern zu einem Wert von knapp unter 30 bar. Die
stationdren Druckniveaus der beiden Kreislaufe sind dabei leicht unterschiedlich, da die
Kraftdifferenz, welche von der Feder durch eine Kolbenverschiebung bis zur Offnung
der Steuerkante hervorgerufen wird, in unterschiedliche Richtungen wirkt.
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4 Verallgemeinerter Ventilkreislauf

Das Funktionsprinzip der Selbstregulierung ist durch einen Lastwechsel bei t = 0.25s
veranschaulicht. Hier wird die Blendenflache A verdreifacht, wodurch der Verbraucher
die dreifache Menge an Volumenstrom benétigt. Nach kurzen transienten Prozessen stellt
sich ndherungsweise das selbe Druckniveau wieder ein, wohingegen nun die Kolben-
positionen sichtbar verschoben sind. Auch eine Verdnderung der Versorgungsleistung
(Pumpenvolumenstrom gp bzw. Versorgungsdruck pg) bei t = 0.4 s kompensieren die
Ventile nach einem kurzen Einschwingvorgang nahezu vollstindig. Die Kompensation
erfolgt jeweils durch eine Anpassung der Kolbenposition xy. Dadurch wird deutlich,
dass eine geringe Federsteifigkeit notwendig ist, um die Druckniveaus nach einem
Lastwechsel konstant zu halten.

4.2 Dimensionsloses Modell

Eine Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit asymptotischer Methoden ist ein dimen-
sionsloses Modell, dessen dimensionslose Variablen mit Hilfe charakteristischer Sys-
temgrofien definiert werden. Wird eine beliebige Entdimensionierung gewihlt, werden
die Groflenordnungen der einzelnen Terme i.A. verfdlscht. In vielen dynamischen
Systemen sind diese charakteristischen Grofien seit Langem etabliert. Bei linearen
Schwingern sind es beispielsweise die Eigenkreisfrequenzen des ungedampften Systems,
mit denen eine dimensionslose Zeit eingefiihrt werden kann. Ein andere Beispiel stellt die
Sommerfeldzahl dar, welche eine dimensionslose Lagerlast von Gleitlagern beschreibt.
Im Kontext der hydraulischen Ventilsteuerungen sind solche charakteristischen Grofien
bisher nicht etabliert. Zumeist wird zur Entdimensionierung der Zeit die oben erwihnte
Eigenkreisfrequenz des ungedampften Ventilkolbens in Verbindung mit der Feder
verwendet. Bei Servoventilen ohne Druckriickfithrung ist dies eine sinnvolle Entdimen-
sionierung. Bei Ventilen mit Druckriickfiihrung ist die Bewegung des Ventilkolbens
jedoch stark an die Druckdynamik in der Systemkapazitit gekoppelt. Deshalb ist die
Eigenkreisfrequenz des ungeddampften Ventilkolbens i.A. keine charakteristische Sys-
temfrequenz. Zur Entdimensionierung der Kolbenverschiebung xy wird des Weiteren
eine charakteristische Lange benétigt, dessen Wahl sich nicht intuitiv erschliefst.

Die Frage nach geeigneten charakteristischen Grofien ist nicht ausschliefllich an das
zu untersuchende System, sondern spezifischer an die zu untersuchenden Losungen
gekoppelt. Bei der Untersuchung transienter Vorgénge zwischen Lastwechseln wire
vermutlich das Kolbenspiel eine geeignete charakteristische Lange, da bei diesen
Vorgédngen oftmals weite Teile des moglichen Kolbenwegs ausgenutzt werden. In dieser
Arbeit liegt der Fokus auf der Untersuchung stationdrer periodischer —im Allgemeinen
selbsterregter — Schwingungen. Auf der Suche nach charakteristischen Gréfsen lohnt
sich somit ein Blick auf die Ergebnisse numerischer Simulationen. In der in Abb.
4.4 dargestellten Simulation wird die Systemddmpfung dy kontinuierlich reduziert.
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Abbildung 4.4: Stationdres Verhalten unter Variation der Systemddmpfung dy .

Bei beiden Kreislaufvarianten wird dabei die Stabilititsgrenze tiberschritten und es
kommt zum Auftreten selbsterregter Schwingungen. Die Schwingungen erreichen sehr
schnell nach dem Uberschreiten der Stabilititsgrenze die Ventilsteuerkante und werden
offensichtlich durch diese gedampft, da auch nach weiterer Reduktion der Dampfung
die Schwingungsamplituden nur langsam zunehmen. Da fiir praktische Anwendungen
vor Allem der Bereich nahe der Stabilitidtsgrenze interessant ist, ist daher der Abstand
zwischen der Gleichgewichtslage xy = xyo und der Steuerkante xy = uy eine sinnvolle
charakteristische Lange. Fiir die exakte Berechnung der Gleichgewichtslage xy¢ muss
eine kubische Gleichung gelost werden, siehe [132]. Der resultierende analytische
Ausdruck ist fiir den Zweck der Entdimensionierung zu komplex, weshalb im Folgenden
eine Ndherung der Gleichgewichtslage ¥y berechnet wird.

Die Gleichgewichtsbedingungen lauten

kvxyo = £(rgmpio — fo), (4.10)
0 = gn(xvo, p1) + qc(p10) - (4.11)

Aufgrund des geringen Kolbenspiels und der im Allgemeinen sehr weichen Federn gilt
die Relation kyxyo < f.. Damit ergibt sich eine ndherungsweise Gleichgewichtslage

= f
p10 = o = 5 (4.12)
r2m
v
. T = /ﬁ%o - 21;‘;71’ Kreislauf mit Konstantpumpe
Xyo ~ Xyo = Uy + Ac o ' ' (4.13)
TR / oo Kreislauf mit Druckquelle
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4 Verallgemeinerter Ventilkreislauf

unter Vernachldssigung des Terms ky xyy.

Um eine charakteristische Frequenz zur Entdimensionierung der Zeit zu finden, wird
unter der Annahme eines sehr leichten Ventilkolbens die Tragheitskraft in Gl. (4.1)
vernachléssigt. Dies ist fiir die vorliegenden Parameterwerte eine durchaus gute Appro-
ximation. Mit Hilfe von GI. (4.1) kann der Systemdruck

1 .
p1 = o —(x(dviv +kyxy) + fo) (4.14)
rvn

nun als Funktion der Kolbenposition xy und der Kolbengeschwindigkeit xy ausgedriickt
werden. Wird dieser Ausdruck in (4.2) eingesetzt und eine Taylorreihen-Entwicklung
um den Punkt {Xyo, fi10} durchgefiihrt, fithrt dies auf die geddmpfte, lineare Schwin-
gungsdifferentialgleichung

0 0
i%dva+(i%kvir‘%n¢ (ﬂ ¢ )d—z) Xy
rom rom Wlzyeie  P1l50) 15
aqy 0 J
+(¢(8ql +% )k—‘zf—aﬂ xy + konst. =0.
p1 Xvo,P10 p1 po) v v ¥vo,P10

(4.15)

Unter Vernachladssigung der partiellen Ableitungen nach p; kann die Eigenkreisfrequenz
des ungeddmpften Systems

1
2
C’;dV = VRIE 2 (4.16)
Fvo,f10 T, T Ch dV

\%4

90
07XV

2 _
wy =

nidherungsweise berechnet und als charakteristische Frequenz zur Entdimensionierung
der Zeit herangezogen werden. Gl. (4.16) ist fiir beide Kreislaufvarianten identisch.

Fir die Standardparameterwerte aus Tab. 4.1 ergibt sich wp = 1070 rad/s. In der Simula-
tion treten unter Verwendung der selben Parameterwerte Schwingungskreisfrequenzen
von 882 rad/s bzw. 891 rad/s fiir die Systeme mit Konstantpumpe und Druckquelle auf.
Fir den Zweck der Entdimensionierung ist das eine ausreichende Genauigkeit. Die

Eigenkreisfrequenz des ungeddmpften Ventilkolbens liegt bei 7’;—“// = 211rad/s und ist
damit eine sehr viel schlechtere Naherung.
Mit den dimensionslosen Variablen und Parametern
2
- —-pr)r,m
= wot, Xy = xv~ uvl P, = (pl ?T) v )
Xvo dy wo (Fvo — uv)

(4.17)
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my wo _ kV _ (kVMV + fC) _ (7\2/'71)2
dy "V T dvwo’ T dyvaoGro—uy) 7 wodvCr

By = ren(Xvo — uy) 2rymyr = rom Acyr
v a)gdv Ch » o a)gdv(fvo—uv) Ch ’

r2 qp (ro —PT)rzﬂ Uy —u
Qp = v Po = vE sy = v our

 Wi(Evo—uy)dyCy, T dv wo (Fvo —uy)’ Xvo

My =

ergeben sich die dimensionslosen Systemgleichungen

va{; + X{/ + Ky Xy = i(Pl - Fc) (4.18)
P = Fav Xj, + Qn(Xv, P1) — Qc(P1) (4.19)

mit den dimensionslosen Volumenstromen

XyvVPi, Xy >0
Qug(Xy,Pr) = Qp — PV XV VL XY (4.20)
0, X <0
ﬁvXV\/PQ — P1, XV >0
Qup(Xv,P1) =10, —Su <Xy <0 (4.21)
Bv(Xv + 6u)VP1, Xv < -bu
Qc(P1) = acyPr, (4.22)

in denen die Annahmen p; > pr und pg > p; integriert sind. Fiir die dimensionslose
Gleichgewichtslage ergibt sich mit den Gleichungen (4.12) und (4.13) ndherungsweise

[Xvo, X}, Pro]™ = [1,0, Fc]T . (4.23)

Die mit Tab. 4.1 aus GI. (4.17) resultierenden dimensionslosen Parameterwerte sind in
Tab. 4.2 aufgefiihrt.

Im Folgenden wird die Koordinate £y = Xy — Xy eingefiihrt, welche Abweichungen
von der Gleichgewichtslage des Ventilkolbens Xy beschreibt. Anhand von GI. (4.18)
kann der Druck

Py =F. = (My&] + &, + Ky (&v + Xvo))
= P1o £ (My &y + &), + Kyéy) (4.24)
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4 Verallgemeinerter Ventilkreislauf

nun in Abhéngigkeit dieser verschobenen Kolbenposition &y ausgedriickt werden.
Durch Einsetzen von Gl. (4.24) in Gl. (4.19) ergibt sich eine Systemdarstellung

0=My&) + &) +Kyéy, +avéy,
F Qu(&v + Xvo, Pro £ (My &y, + &y, + Kyév))
+ Qc(Pro £ (Myé&y + &), + Kyéy)) (4.25)

als Einzeldifferentialgleichung dritter Ordnung. Im Folgenden wird mit der dimensi-
onslose Kolbenmasse ein kleiner Parameter ¢ := My < 1 definiert. Um die GrofSen-
ordnungen der weiteren Terme in Gl. (4.25) abzuschéitzen, miissen diese als Polynome
in den abhdngigen Variablen &y, cf;/ und 5{} ausgedriickt werden. Aus diesem Grund
werden im Folgenden die Beschreibungen beider Schaltzustdande v + Xxo > 0 und
&v + Xyo < 0 als unabhingige Funktionen betrachtet und beide in eine Taylorreihe um
die Gleichgewichtslage [Ev, &}/, £5]T = [0,0,0]T entwickelt. Der dritte Schaltzustand
Ev + Xyo < —6y wird ab hier nicht mehr betrachtet, da die zweite Steuerkante bei
positiver Ventiliiberdeckung fiir stationdre Prozesse nicht relevant ist, wie Abb. (4.4a)
zeigt.

Die Taylorreihen-Entwicklung fiihrt auf die Darstellung

, Kreislauf mit Konstant
0= My&ll + &+ (Ky + av)E) + Qp re%s au m% onstantpumpe
0, Kreislauf mit Druckquelle

9Qn 9Qy ’
_ Qun(Xvo, Pro) + 33 o v+ g o &y, Sv+Xvo>0
0, Sy +Xyo <0
Qi ” Q) ’
¥ %y Xvo.Pro ¥ i oL, Xvo,Pro éVéV’ bv+Xvo >0
0, v +Xyo <0
Parameter Symbol  Wert
Dimensionslose Masse des Ventilkolbens My 0.13
Dimensionslose Federsteifigkeit Ky 0.005
Dimensionslose Riickstellkraft/Steuerkraft F. 17.83
Dimensionslose Kolbenstirnflache ay 0.037
Dimensionsloser Kolbenumfang Bv 0.24
Dimensionslose Ventiliiberdeckung ou 13.46
Dimensionsloser Forderstrom der idealen Pumpe Qp 1.92
Dimensionsloser Versorgungsdruck Pg 35.50
Dimensionslose Blendenflache ac 0.22

Tabelle 4.2: Dimensionslose Parameterwerte.
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4.2 Dimensionsloses Modell

&QC a(2C ’ a(2(: ” r o
+ QC(Plo) + E . Ev aé@- - 5‘/ + aég - EV + R(EV/ EV’ 5\/ (426)

mit dem Restglied R(&y, (,, 5%}), welches Terme hoherer Ordnung enthalt.

Alle Koeffizienten von Monomen der Variablen &y, £§/ und {;, welche in der Gro-
Senordnung O(¢2) oder kleiner sind, werden nun vernachldssigt und neue, auf die
Groenordnung O(1) skalierte Parameter eingefiihrt. Dabei wird

dQc
X

9Qn

+ &

1+

~1 (4.27)
Xvo,P1o

angenommen, was mit den vorliegenden Parameterwerten eine sehr gute Naherung ist.
Daraus folgt die fiir beide Kreislaufvarianten identische

€K&l + wilv + eNs& &y, Ev + Xvo > 0

_ - (4.28)
‘SKSE{/_QS/ Sv+Xyo <0

0=e&y/ +&0 + {
abschnittsweise definierte Differentialgleichung. Der Schaltiibergang bei &y = =Xy
markiert eine Nichtlinearitdt der Gré8enordnung O(1), da die Terme w?&y und Qs

ebenfalls in der GroBenordnung O(1) sind. Die Nichtlinearitdt ¢N; EVEQ ist in der
GroBenordnung O(¢). Fiir die skalierten Parameter gilt

eKs =Ky +ay +x7 (4.29)
EIZS =Ky +ay +Kr (430)
VP1o, Kreislauf mit Konstantpumpe
o = xrky + PV V! pump 4.31)

v — P, reislauf mit Druckquelle
Pg -P Kreislauf mit Druckquell
Q B Qp —acVPi, Kreislauf mit Konstantpumpe (432)
’ acVPio, Kreislauf mit Druckquelle '
- I;‘{JTOT 5 51‘;7, Kreislauf mit Konstantpumpe
10
ENS = Kyxr Bv acKyPg

57, Kreislauf mit Druckquelle

2Pg=P10) * 24/Pg-P1y  4(Po-P1o)P;)

(4.33)

mit den Abkiirzungen

BvXvo . :
oo ac_ |2 ‘é@ , Kreislauf mit Konstantpumpe @34
24/P1o NPoP Kreislauf mit Druckquelle

59



4 Verallgemeinerter Ventilkreislauf

Symbol Wert (Kreislauf mit Wert (Kreislauf mit

Konstantpumpe) Druckquelle)

€ 0.13 0.13
K 0.74 0.75

K, 0.53 0.53
Ws 1.00 0.98
Qs 0.99 0.95
N; 0.22 0.22
Xvo 0.99 0.98

Tabelle 4.3: Werte der skalierten Parameter.

- ac

KT = .
2vPqp

Aus den Gleichungen (4.31) und (4.32) folgt mit Gl. (4.23), dass sich fiir beide System-
varianten ndherungsweise die selben skalierten Parameterwerte ergeben, falls

(4.35)

Qp =2yF.ac und Pg =2F, (4.36)

gilt. Dies ist mit den dimensionslosen Parameterwerten aus Tab. 4.2 ndherungsweise
erfiillt (siehe auch Tab. 4.3), weshalb die im weiteren Verlauf der Arbeit prasentierten
Ergebnisse sowohl fiir das Konstantdrucksystem mit Konstantpumpe als auch fiir
das System mit Druckquelle gelten und nicht mehr explizit zwischen diesen beiden
Systemen unterschieden wird. Die Standardparameter aus Tab. 4.1 erzeugen die in
Tab. 4.3 dargestellten skalierten Parameterwerte.

Die Abbildung 4.5 zeigt einen Vergleich der stationdren Grenzzyklusschwingungen
zwischen dem Originalsystem, Gleichungen (4.18) und (4.19), und der Taylorreihen-
Entwicklung, Gl. (4.28). Die Abweichungen zwischen den beiden Simulationsergeb-
nissen resultieren aus der Vernachldssigung der Terme in der Gréfenordnung O (&?).
Auffillig ist die Projektion in der X{, — X{/-Ebene. Bei geschlossener Steuerkante besteht
hier ein nahezu linearer Zusammenhang, wihrend bei offener Steuerkante die Trajektorie
nahezu kreisférmig verlduft, was auf einen trigonometrischen Zusammenhang schliefen
lasst.

Die Minima und Maxima der stationdren Grenzzyklusschwingungen sowie deren
Frequenz sind in Abb. 4.6 dargestellt. Eine Verringerung des kleinen Parameters My = ¢
fihrt zur Stabilisierung der Gleichgewichtslage. Der Bifurkationspunkt wird durch die
Taylorreihen-Entwicklung nicht sichtbar verschoben. Selbst fiir (aus einer asymptoti-
schen Betrachtungsweise heraus) relativ grofle ¢ ist die Ubereinstimmung zwischen
Originalsystem und Taylorreihen-Entwicklung sehr gut.
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L/ Steuerkante
I

|
1
I

Originalsystem

Originalsystem
Taylor-Entwicklung

Xy (1)

Taylor-Entwicklung

-2 -1 0 1 2 3
Xy (1) Xy (1)

(a) Grenzzyklus projiziert auf die Xy — X{,-Ebene. (b) Grenzzyklus projiziert auf die X{, — X{/-Ebene.

Abbildung 4.5: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und der Taylorreihen-
Entwicklung.

al J 0161 1
ol Steuerkante 1 i
/ 0.14 ¥
Or-Ygz P :
5 -2f 20120 |
>:<> -4 = 1\Stabilitiitsgrenze
61 01r !
81 > 0.08 [ ——ong
Originalsystem - Originalsystem
-107 Taylor-Entwicklung Taylor-Entwicklung
-12 : : : 0.06 : : :
0.1 0.15 0.2 0.1 0.15 0.2
MV MV
(a) Minima und Maxima der stationdren Grenzzy-  (b) Frequenz der stationdren Grenzzyklusschwin-
klusschwingungen. gungen.

Abbildung 4.6: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und der Taylorreihen-
Entwicklung unter Variation des kleinen Parameters My = .

4,3 Modellvarianten

Im Folgenden werden die Zusammenhinge zwischen dem verallgemeinerten Ven-
tilkreislauf und den noch fehlenden vier Kreislaufvarianten aus den Abbildungen
3.1 und 3.2 diskutiert. Diese vier Systeme werden hier stellvertretend fiir eine viel
groflere Anzahl an moglichen Kreislaufvarianten diskutiert. Sie stellen eine Auswahl
der einfachst moglichen Schaltungen dar.

Sowohl das Konstantdrucksystem mit druckgeregelter Verstellpumpe als auch das
System mit Druckminderventil und Druckquelle sind vollstindig im verallgemeinerten
Ventilkreislauf enthalten. Sie gehen aus den Systemen mit Konstantpumpe und Druck-
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4 Verallgemeinerter Ventilkreislauf

Xy
¢
Ac VVI
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(a) Konstantdrucksystem mit druckgeregelter (b) Kreislauf mit Druckminderventil und

Verstellpumpe. Druckquelle.

Abbildung 4.7: Detaillierte Darstellung der Ventilkreislaufe mit Verstellpumpe und Druckminderventil.

regelventil bzw. 3/3-Proportional-Wegeventil und Druckquelle durch das Entfernen
jeweils einer Steuerkante hervor. Detaillierte Darstellungen sind in Abb. 4.7 abgebildet.
Die Gleichungen fiir das Konstantdrucksystem mit druckgeregelter Verstellpumpe in
Abb. 4.7a setzen sich aus der Dynamik des Steuerkolbens sowie der Druckdynamik
in der Kapazitiat Cj, zusammen. Wie in Abschnitt 3.2.3 bereits diskutiert, sind die (i.A.
beidseitigen) Kopplungen zwischen Kolbendynamik und Druckdynamik in erster Néhe-
rung linear. Damit ergibt sich entsprechend den Ausfithrungen zur Pumpendynamik in
Abschnitt 3.2.3 und den gleichen Annahmen wie in Abschnitt 4.1 die Systemdarstellung

my&x + dxix + kxxg = (rgm — ap1)p1 + (fpo + kxxko) (4.37)

Cnp1 = Gp(xk — x%) — ramix — yrAcA(p1 — pr) , (4.38)

wobei hier die allgemeinere Formulierung der Fliigelzellenpumpe eingesetzt wurde.
Diese Gleichungsstruktur ist nahezu identisch zu den Gleichungen (4.1) und (4.2), mit
dem Unterschied, dass die Kopplung zwischen xkx und p; in der Druckdynamik hier
linear ist. Daraus folgt, dass Stabilitdtsaussagen des verallgemeinerten Ventilkreislaufs
auf das Konstantdrucksystem mit Verstellpumpe tibertragen werden konnen und somit
auch hier die Druckriickfithrung zu einer Destabilisierung der Gleichgewichtslage fiih-
ren kann. Es gibt jedoch hier keine Steuerkante, welche die selbsterregten Schwingungen
reduziert und so die Dynamik beeinflusst. Aus diesem Grund sind die asymptotischen
Analysen der folgenden Kapitel nicht auf das Konstantdrucksystem mit Verstellpumpe
tibertragbar.

Die Dynamik des Systems mit Druckminderventil und Druckquelle ergibt sich sofort
aus den Gleichungen fiir das System mit 3/3-Proportional-Wegeventil und Druckquelle,
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(a) Load-Sensing-System mit Konstantpumpe. (b) Kreislauf mit Stromregelventill und Druck-
quelle.

Abbildung 4.8: Detaillierte Darstellung der Ventilkreisldufe mit zusatzlichen Druckriickfiihrungen.

lediglich ohne die zweite Steuerkante. Da diese in der Herleitung von Gl. (4.28) ohnehin
vernachléssigt wurde, gilt Gl. (4.28) ohne Einschrankung auch fiir das System mit
Druckminderventil und Druckquelle.

Zur Beschreibung des Load-Sensing-Systems mit Konstantpumpe und des Systems mit
Stromregelventil und Druckquelle miissen zusétzlich zum verallgemeinerten Ventil-
kreislauf eine Druckriickfithrung und eine Druckdynamik in der zusétzlichen Kapazitit
Churs bzw. Cyr modelliert werden. Diese beiden Systeme sind somit nicht vollstandig im
verallgemeinerten Ventilkreislauf enthalten. Fiir das Load-Sensing-System ergibt sich
die Darstellung

mijV + va'CV + kaV = 7"2/7'((]91 — pLS) — fc (4.39)
Cupr = —rymiy — qus(p1, pis) + quq(xv, p1) (4.40)
Chrsprs = rymiv + qs(p1, prs) — qe(prs) (4.41)

und fiir das Stromregelventil gilt

mVJ'c'V + dv)'CV + kaV = —7"2/7'[(]()1 - PR) + fc (4.42)
Cup1 = rgmiy — qr(p1, pr) + qnp(xv, p1) (4.43)
Chrspr = —rgmiv + qr(p1, pr) — qc(pr) (4.44)
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(a) Kolbenverschiebung xy (t). (b) Driicke p1(t) und prs(t).

Abbildung 4.9: Systemdynamik des Load-Sensing-Systems mit Konstantpumpe. Démpfun§ dy =100N's/m,
Volumenstrom gp = 7.51/min, Steuerkraft f. = 22N, Blendenfliche Ars = 1.4 -7 - (10~ )2 m?2, Kapazitit
Chrs =2.92-10713 m3/Pa.

mit den Funktionen gy, 4, g5, und gc entsprechend den Gleichungen (4.4), (4.5) und
(4.9) sowie mit den Volumenstrémen

qrs = YFALsA(p1 — pLs) (4.45)
qr = YrARA(p1 = PR) - (4.46)

Die Gleichungsstruktur der beiden Systeme weist — dhnlich wie bei den im ver-
allgemeinerten Ventilkreislauf enthaltenen Systemen — grofle Gemeinsamkeiten auf.
Wie bereits in Kap. 3 erldutert, besteht das Funktionsprinzip beider Systeme darin,
durch die Druckwaagen eine Druckdifferenz bzw. im Fall des Stromregelventils einen
Volumenstrom zu regeln. Dieses Funktionsprinzip wird in den Abbildungen 4.9 und 4.10
verdeutlicht. Wie bei der Druckregelung auch ist die Steuerkante im stationédren Betrieb
leicht geoffnet, um den von der Konstantpumpe iiberschiissig geférderten Volumenstrom
zu kompensieren bzw. von der Druckquelle einen definierten Volumenstrom zu erhalten.
Eine Verdanderung der Last (Blendenfldchen Ac und Ars) und der Versorgungsleistung
(Druck pg) kompensieren die Systeme nach kurzen transienten Prozessen derart, dass
zwar die stationdren Driicke variieren, jedoch die stationdren Druckdifferenzen bzw.
beim Stromregelventil zusatzlich der stationdre Volumenstrom gr ndherungsweise
konstant bleiben. Um &hnlich hohe Driicke wie bei den anderen Systemen zu erzeugen,
ist eine sehr viel geringere Steuerkraft f. notig, da nun zur Unterstiitzung der Steuerkraft
zusétzlich eine Druckkraft auf die entsprechende Kolbenfldche wirkt. Die verwendeten
Parameterwerte sind, soweit sie von den Werten in Tab. 4.1 abweichen, den jeweiligen
Abbildungen zu entnehmen.
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Abbildung 4.10: Systemdynamik des Systems mit Stromregelventil und Druckquelle. Dampfung dy =
120N s/m, Steuerkraft f. = 24.2N, Blendenfliche Ag = 1.4- - (10‘3)2 m?, Kapazitat Cpg = 2.92- 10713 m3 /Pa.
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(a) Kolbenverschiebung xy (f). (b) Driicke p1(t) und prs(t).

Abbildung 4.11: Stationdres Verhalten des Load-Sensing-Systems mit Konstantpumpe unter Variation der
Systemddmpfung dy. Steuerkraft f. = 22N, Blendenfliche A;s = 1.4 -7 - (1073)2 m2, Kapazitit Cps =
2.92-10713 m3/Pa.

Ein kontinuierliche Verringerung der Systemdampfung dy fiihrt wie zuvor zum Stabi-
litdtsverlust und zum Auftreten selbsterregter Schwingungen, welche die Steuerkante
iiberschreiten, durch diese jedoch offensichtlich stark reduziert werden. Dies ist in
den Abbildungen 4.11 und 4.12 dargestellt. Der Stabilitdtsverlust tritt hier jedoch
bei deutlich kleineren Dampfungswerten auf. Fir dy = 70Ns/m ergibt sich eine
Schwingungskreisfrequenz der selbsterregten Schwingungen von 1438 rad/s (Load-
Sensing-System) bzw. 1442 rad/s (Stromregelventil). Die Schwingungsfrequenzen sind
somit in der selben Groflenordnung wie die des verallgemeinerten Ventilkreislaufs.
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Abbildung 4.12: Stationdres Verhalten des Systems mit Stromregelventil und Druckquelle unter Variation
der Systemddmpfung dy . Steuerkraft f, = 24.2N, Blendenfliche A = 1.4 -7 - (10732 m2, Kapazitit Cpr =
2.92 10713 m3/Pa.

Fiir eine Entdimensionierung der Systemgleichungen wiren also vermutlich die cha-
rakteristischen Grofien entsprechend den Gleichungen (4.13) und (4.16) nach wie vor
geeignet. Weiterhin ist zu vermuten, dass die asymptotischen Analysen der selbst- und
fremderregten Schwingungen aus den folgenden Kapiteln zumindest eingeschrankt auf
das Load-Sensing-System und den Kreislauf mit Stromregelventil {ibertragbar sind.
Zusammenfassend gilt die Aussage, dass die Untersuchung des verallgemeinerten
Ventilkreislaufs nicht nur Erkenntnisse tiber die spezifischen in ihm enthaltenen Kreis-
laufvarianten liefern kann. Vielmehr konnen die Erkenntnisse, zumindest eingeschréankt,
auch auf andere Kreisldufe mit Druckriickfithrungen {ibertragen werden und als
Ausgangspunkt fiir weitere, spezifischere Untersuchungen dienen.
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5 Dynamik selbsterregter
Schwingungen

Die Dynamik des verallgemeinerten Ventilkreislaufs wird durch eine autonome, singulér
gestorte gewohnliche Differentialgleichung, Gl. (4.25) beschrieben. Wie in Abschnitt 2.3
ausgefiihrt, wird die Phasenraumstruktur singuldr gestorter Systeme mafsgeblich durch
die langsame Mannigfaltigkeit gepragt. Deren Stabilititseigenschaften beeinflussen
grundlegend das dynamische Verhalten des Systems.

In Abschnitt 5.1 wird durch eine asymptotische Approximation der schnellen Dynamik
eine Ndherung der langsamen Mannigfaltigkeit des verallgemeinerten Ventilkreislaufs
berechnet und deren global asymptotische Stabilitdt gezeigt. Dies lédsst eine physikalisch
motivierte Reduktion des Systems und eine damit verbundene Transformation auf ein
reguldr gestortes System zu.

In diesem reguldr gestorten System ist die Ventilsteuerkante weiterhin durch eine
Nichtlinearitit der GrofSenordnung O(1) vertreten. Fiir die asymptotische Analyse mit
Hilfe des Mittelwertbildungsverfahrens wird aus diesem Grund in Abschnitt 5.2 eine
abschnittsweise definierte Grundloésung zur Transformation in ein nicht-glattes System
in Standardform herangezogen. Da die Nichtlinearitdt der Steuerkante nun in der
GroBenordnung O(¢) vorliegt, eignet sich dieses fiir die Anwendung eines Mittel-
wertbildungsverfahren. Das asymptotische Verfahren wird zuletzt durch numerische
Simulationen verifiziert.

51 Reduktion der schnellen Dynamik

Der Vorgehensweise in Abschnitt 2.3 entsprechend wird die Bewegung des verallgemei-
nerten Ventilkreislaufs in eine schnelle Dynamik und eine langsame Dynamik aufgeteilt.
Mit den langsamen Variablen & = [£1, &7 = [Ev, &,]T und der schnellen Variablen
1 = &}, erhélt man eingesetzt in Gl. (4.25)

&1=5& (6.1)
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5 Dynamik selbsterregter Schwingungen

, —eKs&y — w2&) — eNs&&1, &1+ Xyo >0
en’ =-n+ _ _ i
—eKséa + Qs, &1+ Xyo <0
=:g(&n,¢), (5.3)

ein System in Zustandsraumdarstellung. Eine Ndherung erster Ordnung

(5.4)

2
My = [51,52,77]"' —R3: n= _wsélr &1+ Xy >0
Qs, &1+ Xvo <0

der langsamen Mannigfaltigkeit M, wird berechnet, indem in GI. (5.3) der kleine Para-
meter ¢ = 0 eingesetzt wird. Diese Ndherung ist stetig, jedoch an der Ventilsteuerkante
&v + Xyo = 0 nicht stetig differenzierbar, vgl. Abb. 5.1a. Die durch My beschriebene
Hyperfliache ist eine global asymptotisch stabile (Eigenwert A = —1) Gleichgewichtslage
der Differentialgleichung

dn
@ - g(ér 1, 0)

mit der schnellen Zeit 0 = 7, in der die Eintrdge des Vektors & als konstante Parameter
betrachtet werden. Somit ist die langsame Mannigfaltigkeit ein Attraktor, welche auf-
grund des globalen Stabilitdtscharakters alle Losungstrajektorien der Gleichungen (5.1)
bis 5.3 unabhéngig von den Anfangsbedingungen anzieht. Die Trajektorien verbleiben
fur alle Zeiten auf der langsamen Mannigfaltigkeit.

2 : : : : :
/ Schwingung erreicht langame Mannigfaltigkeit
2 [Ev(0), &,(0), £2.(0)]T L5 Schwingung erreicht Steuerkante
v v N . y / h
1 —_— I
_ / fﬂﬁ})} ) I - 0.5
o ’ S0
oy D M
i -0.5
-1
-2 -15
2 L
. -4 2 . . : .
, 2 2 0 0 50 100 150 200 250
&y(0) Ev(t) T
(a) Dreidimensionaler Phasenraum des verallgemei- (b) Zeitverlauf der schnellen Variable n(t) = &{/ (7).
nerten Ventilkreislaufs. Die Simulation entspricht t = 0.3 s in der dimensi-

onsbehafteten Zeitskala.

Abbildung 5.1: Schnelle und langsame Bewegung des Ventilkreislaufs.
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5.1 Reduktion der schnellen Dynamik

Eine mogliche Losungstrajektorie ist beispielhaft ebenfalls in Abb. 5.1a dargestellt.
Der transiente Prozess bis zum Erreichen der langsamen Mannigfaltigkeit spielt sich
innerhalb eines sehr kurzen Zeitfensters ab, weil der Eigenwert A = —1 sich auf die
schnelle Zeit 0 bezieht und weil die Menge moglicher Anfangsbedingungen durch das
Kolbenspiel eng begrenzt ist. Somit ist er fiir die praktische Anwendung in diesem Fall
nicht relevant und es eroffnet sich die Moglichkeit, das singuldr gestorte Problem auf
ein reguldr gestortes Problem zu reduzieren, ohne eine explizite Betrachtung in der
schnellen Zeit 0 vorzunehmen.

Das Vorhandensein zweier unterschiedlicher Zeitskalen wird in Abb. 5.1b verdeut-
licht. Im dargestellten Zeitfenster, welches einer dimensionsbehafteten Zeitskala von
t = 0.3s entspricht, findet der Einschwingvorgang bis zum Erreichen der langsamen
Mannigfaltigkeit fast instantan statt. Beim weiteren Einschwingvorgang bewegt sich die
Losungstrajektorie auf der langsamen Mannigfaltigkeit. Der Grenzzyklus ist erst am
Ende des dargestellten Zeitfensters ausgebildet.

Der deutlich sichtbare Knick bei 7 ~ 70 markiert das erstmalige Erreichen der Steu-
erkante. Hier wird das weitere Aufschwingen sichtbar abgebremst, was im Hinblick
auf die Begrenzung der Schwingungsamplituden ein wichtiges Merkmal ist. Die hier
betrachteten Kolbenschieberventile heben sich in diesem Punkt vorteilhaft von den
Sitzventilen ab, bei denen eine entsprechende Energiedissipation stattdessen nur durch
Stofivorgdnge erfolgen kann, welche in der praktischen Anwendung nicht akzeptabel
sind.

Die Reduktion der schnellen Dynamik erfolgt analog zu der in Abschnitt 2.3 dargestellten
Vorgehensweise. Zunéchst wird die schnelle Variable 1 mittels des Reihenansatzes
n =~ f] = no + eny, der in Gl. (5.3) eingesetzt wird, bis zu Groflenordnung O(¢)

i {—w%a+e((w§—Ks)éz—Nséze:1), 14 Xyo > 0 o5

Qs - 512552/ 1+ Xyp <0

approximiert. Dies geschieht durch das Bilanzieren der Terme gleicher Gréfsenordnun-
gen. Die auftretenden Gleichungen sind im Gegensatz zur reguldren Stérungsrechnung
algebraischer Natur und rekursiv zu 16sen. Durch das Einsetzen der Approximation
in die langsame Dynamik, welche durch die Gleichungen (5.1) und (5.2) reprdsentiert
werden, wird ein reduziertes, reguldr gestortes System

& =& (5.6)

o {—w@ e (@ -K) &2 -Nebak1), &1+ Xvo > 0

- - (5.7)
Qs — €K&, 1+ Xy <0
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(a) Grenzzyklus projiziert auf die Xy — X{,-Ebene. (b) Grenzzyklus projiziert auf die X{, — X{/-Ebene.

Abbildung 5.2: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und des reduzierten Systems.

gewonnen, welches die Dynamik auf der langsamen Mannigfaltigkeit ndherungsweise
beschreibt.

Die Abb. 5.2 zeigt einen Vergleich zwischen den stationdren Losungen des Originalsys-
tems (Gleichungen (4.18) und (4.19)) und des reduzierten, regulér gestorten Systems.
Projiziert auf die Xy — X/,-Ebene zeigen beide Losungen eine gute Ubereinstimmung,
siehe Abb. 5.2a. Wird der Phasenraum mittels Gl. (5.5) kiinstlich auf die dritte Dimension
erweitert, so wird erkennbar, dass die Approximation der schnellen Variable (und
somit auch die rechte Seite von Gl. (5.7)) nicht stetig ist. Da der Sprung jedoch in der
Grofienordnung O(¢) ist, sind hier in der weiteren Vorgehensweise keine Schwierig-
keiten zu erwarten. Die Minima und Maxima der Grenzzyklusschwingungen sowie
deren Frequenz sind fiir verdnderliche ¢ in Abb. 5.3 dargestellt. Wie zu erwarten ist,
wird die Approximation mit steigendem ¢ = My schlechter. Die Uberschitzung der
Amplitude und Unterschidtzung der Frequenz der Grenzzyklusschwingungen nimmt
mit steigendem ¢ = My zu. Dies liegt einerseits in der Natur aller asymptotischen
Methoden, deren Fehlerabschédtzung abhéngig vom kleinen Parameter ist. Andererseits
wird fiir grofie ¢ die Annahme von Amplituden der Gréfienordnung O(1) verletzt, wie
in Abb. 5.3a deutlich zu sehen ist. Hier wiirde eine modifizierte Entdimensionierung
eventuell bessere Ergebnisse liefern. Dieser Parameterbereich ist jedoch fiir praktische
Anwendungen weniger interessant, weshalb im Rahmen dieser Arbeit auf einen solchen
Ansatz verzichtet wird.
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Abbildung 5.3: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und des reduzierten Systems
unter Variation des kleinen Parameters ¢.

5.2 Approximation der langsamen Dynamik

Im Folgenden wird die langsame Dynamik durch ein Mittelwertbildungsverfahren
approximiert. Dafiir muss zundchst mit Hilfe der Grundldsung ein System in Stan-
dardform formuliert werden. Setzt man ¢ = 0 in GI. (5.7) ein, so bleibt die durch die
Steuerkante hervorgerufene Nichtlinearitét erhalten. Somit ergeben sich abschnittsweise
definierte Grundlésungen

A
IS
Jaly

510(’[) _ &10(1) = Acos(wsT + ), T0<T< 5.8)

510(’[) =C1+CT+ %QSTZ, 1 <TZ=<

A
I
N

=

&0(1) = —Aws sin(wst+ @), T0<T< T

_ _ (5.9)
&20(7) = €2 + Qs 7, T1<T<T

Exo(t) =

der langsamen Variablen mit den Integrationskonstanten A, a, c; und c>. Die Zeitpunkte
79, T1 und T, an denen die Grundlosung die Steuerkante kreuzt, werden im Folgenden
als Schaltzeiten bezeichnet und sind zundchst unbekannt. Die Periodizitdt sowie die
Stetigkeit der Grundldsung muss nun durch geeignete Ubergangsbedingungen

&10(70) = —Xvo (5.10)
&10(t1) = —Xvo (5.11)
&x0(11) = Ep0(11) (5.12)
&10(11) = —Xvo (5.13)
&10(12) = —Xvo (5.14)



5 Dynamik selbsterregter Schwingungen

erzwungen werden, vgl. Abb. 5.4a. Mit den Ubergangsbedingungen werden die Inte-
grationskonstanten ciund ¢, sowie die Schaltzeiten 79, 71 und 7, in Abhéngigkeit
der Integrationskonstanten A und a ausgedriickt. Die Konstante A markiert den
Maximalwert der Schwingung. Das entsprechende Minimum A wird nicht durch den
Wert —A, sondern durch das Minimum der Parabel A = & 10(%(7 1+ 172)) beschrieben. Das
Losen der Ubergangsbedingungen liefert die Ausdriicke

= X7 THC (5.15)
Ws

o= %t -C (5.16)
Ws

2
Ty = T1 + 5’5 JAZ- X2, (5.17)

s

1 -
c1= EQSTf +4JA2 - X2 wst1 = Xvo (5.18)
02 = —QsT1 — A]A2— X2 ws (5.19)

C = arccos (@) , (5.20)
A

welche nur noch von A und a sowie den Systemparametern abhéngen. Die Grundlésung
&10(T) ist auch bei 7 = 1, stetig differenzierbar (das bedeutet, dass &0(7) an dieser Stelle
stetig ist), obwohl diese Bedingung nicht explizit formuliert wird. Dies liegt daran,
dass die Funktionen &19(7) und &10(7), aus denen die Grundlosung gebildet wird,
symmetrisch beziiglich der Zeitpunkte 7 = %(To +171)bzw. T = %(11 + 1) sind.

Die Schaltzeiten sind in Abb. 5.4b abhédngig von der Amplitude A dargestellt. Wahrend
die Gesamtperiodendauer 7; — 79 mit steigender Amplitude zunimmt, nimmt die Dauer
71 — 7o des Teils der Schwingung, der bei gedffnetem Ventil stattfindet, sogar ab.
Durch Variation der Konstanten A = A(7) und a = a(t) und durch Verwendung
der Gleichungen (5.8) und (5.9) als Variablentransformation mit &; = Eound & =
&y wird ein System in Standardform gebildet. Einsetzen der Transformation in die
Gleichungen (5.6) und (5.7) liefert ein nicht-glattes Differentialgleichungssystem in der

Form

W fa(t —iAT), To+iAT < 7T <71 +IiAT (5.21)

=&e47_ .
‘A(T —1AT), T1+iIAT < T < T+ iIAT
fa(

, fa(t —iAT), To+iAT <7 < T +iAT (5.22)

a =€l .
o(T—1AT), T1+1AT < T < 1Ty +1AT
fal i AT) A A

At=1-17, 1=0,1,2,...
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&20(7)
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Steuerkante
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(a) Verlauf der Grundlosungen 510(1) und 520(1)
innerhalb einer Periode fiir den Fall A > Vy, bei
dem die Schwingungen die Steuerkante £y = =Xy

uiberschreiten.

Abbildung 5.4: Darstellung der Grundlsung.
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@s

1= 70

T2 — 170

0 I
0 Xvo

A

(b) Schaltzeiten in Abhéngigkeit der Amplitude
A.Fur A < Xyg wird die Steuerkante nicht
iiberschritten, das Ventil ist hier also dauerhaft
gedffnet. Fiir A > Xy nimmt die Periodendauer
Ty — T mit steigender Amplitude A zu.

fiir die Variablen A und a. Die Funktionen f4, fa, f, und f, ergeben sich direkt durch

das Auflosen der Gleichungen nach A’ und &’ und werden hier nicht explizit angegeben.

Mittelwertbildung mit der Periodendauer 1, — 79 liefert das gemittelte System

A =5
Ty — To
+3Xy00s (KS —w
&
a =
T2 — 70

[ e+ [ ac)

e (6 (wzm + 0. C)))_l ( (2(N.G: + Rec?) (42 - 3,
- ).

|/ fdrs [T ar)

- (3 (wgm+ Oy — C)))

(5.23)

- Kl (12 2 = 2 2
e (4202 - Q. Xvo) (4% - X3,

(5.24)

fiir den Fall A > Xyo. Obwohl der Ubergang auf die gemittelten Gleichungen streng

genommen durch eine Variablentransformation vorgenommen wird, werden der bes-

seren Lesbarkeit halber und weil die physikalische Bedeutung der Variablen sich nicht
dndert beim Ubergang zu den gemittelten Gleichungen keine neuen Variablenbezeich-
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5 Dynamik selbsterregter Schwingungen

nungen fiir die Variablen A und « eingefiihrt. Die Minima der Grenzzyklusschwingun-
gen sind durch

A(T) = 510 (T = %(ﬁ + Tz))

1awf ( 2 2
= 525 (X3 - 42) - Xvo (5.25)
29,70
gegeben.
Fiir den Fall A < Xy, bei dem die Schwingungen die Steuerkante nicht kreuzen, liefert
die Mittelwertbildung mit der Periodendauer g}—’: die Ausdriicke

[ A
A = S;—R/O fa(r)dt = —& (Ks - a)g) (5.26)
& =0 (5.27)
A1) = -A(7), (5.28)

welche das exponentielle Einschwingverhalten eines linearen Systems beschreiben. Sie
liefern auflerdem als Nebenprodukt eine Naherung

Ks—w?>0 (5.29)

fur die Stabilitédt der Gleichgewichtslage [Ey, {/, & {}]T =10,0,0]", welche im gemittelten
System durch die triviale Lésung A = 0 beschrieben wird. Mit den dimensionslosen
Parametern aus Abschnitt 4.2 und mit den vereinfachenden Annahmen

Pio ~ P1g = Fc (5.30)
XVO ~ ivo =1 (531)
Pg =~ 2F, (5.32)

K
7v +F, ~F, (5.33)
KyMy -1~ -1 (5.34)

fuhrt dies auf die Stabilitatsbedingung

~(Ky + ay)\Fe + By (MVFc -1

1
2) —Zac<0 (5.35)

2

in dimensionslosen Parametern. In dieser vereinfachten Form gilt diese sowohl fiir den
Kreislauf mit Konstantpumpe als auch fiir den Kreislauf mit Druckquelle. Daraus kann
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(a) Grenzzyklus projiziert auf die Xy — X{,-Ebene. (b) Grenzzyklus projiziert auf die X{, — X{/-Ebene.

Abbildung 5.5: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und des gemitteltem System.

z. B. die stabilisierende Wirkung eines gréfleren Verbrauchervolumenstroms (dimen-
sionsloser Parameter a¢) oder eines kleineren Kolbendurchmessers (dimensionsloser
Parameter /) abgeleitet werden.

Zur Verifizierung des Mittelwertbildungsverfahrens werden dessen Ergebnisse mit
numerischen Simulationsergebnissen des Originalsystems, Gleichungen (4.18) und
(4.19) verglichen. In Abb. 5.5 sind die Grenzzyklusschwingungen im Phasenraum
des Originalsystems dargestellt. Der zweidimensionale Phasenraum des gemittelten
Systems wurde dabei mittels der Grundlésungen, Gleichungen (5.8) und (5.9) zuriick
transformiert sowie durch

IA

T

X) =& = (5.36)

dt

d&(7) _ —Aw?cos(wsT+a), To<T
QS/ T1<7T < T2

kiinstlich auf die dritte Dimension erweitert. Durch die quadratische Ansatzfunktion
fiir den Fall des geschlossenen Ventils &y + Xy < 0 ist die Kolbenbeschleunigung dort
nun konstant. Weiterhin sieht es so aus, dass die Unstetigkeit der Beschleunigung X7/,
welche im reduzierten System, Gleichungen (5.6) und (5.7) auftritt, nahezu vollstindig
durch das Mittelwertbildungsverfahren eliminiert wird. Betrachtet man jedoch den
entsprechenden Ubergang an der Steuerkante

déczloT(T) - dcfczioT(T) B = 0. Xyo - O.
_ KvXvo (BvXvo+ac) + ﬁvXVO\/P_lo +acyPio - Qp
2vPyo
~ By XvoVPio + acyPro - Qp =0, (5.37)
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(a) Vergleich des Einschwingverhaltens des Origi-  (b) Rechte Seite der gemittelten Gleichungen (5.23)
nalsystems und des gemittelten Systems. Fiir die und (5.26) in Abhangigkeit der Amplitude fiir
Anfangsbedingungen gilt Xy (0) = A(0) + Xyo und unterschiedliche Werte von ¢. Nullstellen entsprechen
Xi,(0) = a(0)=0. stationdren Losungen. Die Steigung an den jeweiligen
Nullstellen bestimmt die Stabilitdt der Losung.

Abbildung 5.6: Stationdres und transientes Verhalten des gemittelten Systems.

so wird klar, dass die Unstetigkeit nur ndherungsweise verschwindet. Bei der letzten
Zeile (GL. (5.37)) handelt es sich um die Volumenstrombilanz an der Hauptkapazitit im
stationdren Zustand, weshalb sich hier null ergibt.

Auch das transiente Einschwingverhalten wird durch die gemittelten Gleichungen sehr
gut abgebildet, wie Abb. 5.6a zeigt. Es ist allerdings zu erwarten, dass die Ndherung mit
betragsmafig grofleren Anfangswerten fiir die Amplitude A(0) schlechter wird, da die
Annahme von Amplituden in der Grélenordnung O(1) immer mehr verletzt wird. Die
Anfangsbedingungen miissen konsistenterweise den Bedingungen

Xy (0) = A(0) cos(a(0)) + Xy (5.38)
X(,(0) = =A(0)w; sin(a(0)) (5.39)
geniigen.

Da die gemittelten Gleichungen (5.23) und (5.24) bzw. (5.26) und (5.27) voneinander
entkoppelt sind, ldsst sich die komplette Phasenraumstruktur des verallgemeinerten
Ventilkreislaufs durch die Darstellung der rechten Seite einer eindimensionalen, durch
die Gleichungen (5.23) und (5.26) abschnittsweise definierten, nichtlinearen gewohnli-
chen Differentialgleichung beschreiben. Bei dieser Analyse miissen keine nichtlinearen
Gleichungssysteme gelost oder ein aufwandiges Schiefsverfahren implementiert werden,
um stationdre Losungen zu berechnen. Weiterhin kann auf die Berechnung von Eigen-
werten oder Floquet-Multiplikatoren zur Bestimmung der Stabilitit dieser stationdren
Losungen verzichtet werden. Die rechte Seite der gemittelten Gleichungen (5.23) und
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Abbildung 5.7: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und des gemittelten Systems
unter Variation des kleinen Parameters ¢.

(5.26) ist in Abb. 5.6b fiir vier unterschiedliche Werte von ¢ dargestellt. Die Nullstellen
markieren stationdre Losungen. Die Steigung an den jeweiligen Nullstellen entspricht
den Eigenwerten des um die jeweilige stationdre Losung linearisierten Systems und
bestimmt damit die Stabilitat dieser Losung. Anhand von Abb. 5.6b ist also erkennbar,
dass aufler der Gleichgewichtslage und einem Grenzzyklus keine weiteren stationédren
Losungen existieren.

In Abb. 5.7 sind die Extrema sowie die Frequenz der Grenzzyklusschwingungen in
Abhingigkeit des kleinen Parameters ¢ = My dargestellt. Weiterhin ist die Gleich-
gewichtslage, welche unabhingig von ¢ ist, dargestellt und deren Stabilitdt durch
durchgezogene bzw. gestrichelte Linien gekennzeichnet. Gegeniiber Abb. 5.3 ist sowohl
qualitativ als auch quantitativ keine grofie Verdnderung sichtbar. Die Abweichungen
zwischen dem Originalsystem und dem gemitteltem System sind selbst fiir relativ grofSe
Werte von ¢ sehr gering.
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6 Dynamik erzwungener
Schwingungen

Neben dem Mechanismus der Selbsterregung wirken in realen technischen Anwen-
dungen auch duflere Anregungsmechanismen. Diese konnen viele verschiedene Ursa-
chen haben. Wird die Fragestellung auf Anregungsmechanismen eingegrenzt, deren
Urspriinge innerhalb des hydraulischen Kreislaufs liegen, konnen drei grundlegende
Mechanismen unterschieden werden. Diese sind in Abb. 6.1 am Beispiel eines typischen
Minimalkreislaufs bestehend aus einem Druckregelventil und einem 3/3-Proportional-
Wegeventil dargestellt.

Erregung durch insta-

pr biles Druckregelventil pr
LI — j L1

fe1 ] £ J f2
¥ ‘ pT\ . —T] ‘ .
L1 L
Cm Cho
(0O

Erregung durch insta- N
Erregung durch biles 3/3-Proportional- Ac
pulsierenden Wegeventil Erregung durch
Volumenstrom Steuerkrifte

L

Abbildung 6.1: Minimaltopologie bestehend aus einem Druckregelventil mit Konstantpumpe (links) und
einem 3/3-Proportional-Wegeventil (rechts). Die moglichen Erregermechanismen sind der Pumpenvolu-
menstrom ¢p, die Steuerkréfte f.1 und f.» sowie die Driicke p1 und p», welche im Falle einer vorhandenen
Selbsterregung einen pulsierenden Volumenstrom bewirken, der als Erregung auf das jeweils benachbarte
Ventil wirkt.
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6 Dynamik erzwungener Schwingungen

Eine erste Ursache liegt in der Geometrie der hydraulischen Pumpen, in welchen das
Fluid durch diskrete Kammern transportiert wird und welche dadurch periodische
Schwankungen des Volumenstroms qp verursachen, welche in erster Naherung durch
GlL. (3.34) beschrieben werden kénnen. Dieses Szenario wird bereits in [134] diskutiert
und mit Hilfe asymptotischer Methoden beschrieben. Im Rahmen dieser Arbeit wird
dieser Anregungsmechanismus deshalb nicht weiter betrachtet.

Eine weitere Ursache ist eine hochfrequente periodische Krafterregung, welche absicht-
lich den Steuerkréften f.1 bzw. f., tiberlagert wird, um die Haftreibung zwischen
Ventilkolben und Ventilgehduse im Betrieb permanent zu {iberwinden und so ein
besseres Ansprechverhalten der Ventile auf Druckédnderungen zu gewahrleisten. Dazu
gentigen jedoch meist sehr kleine Erregeramplituden und bei auftretenden Schwin-
gungsproblemen kann die Erregerfrequenz sehr einfach verdndert werden, weshalb die-
ser Anregungsmechanismus in der Praxis keine grofien Herausforderungen bereithalt.
Er wird deshalb in dieser Arbeit ebenso nicht diskutiert.

Eine dritte Ursache sind Druckschwingungen, welche durch ein benachbartes instabiles
Ventil im selben hydraulischen Kreislauf hervorgerufen werden. Die Zuordnung einer
Instabilitidtsquelle zu einem von zwei gekoppelten Ventilen ist dabei im Allgemeinen
unpréizise, da genau genommen nur die Gleichgewichtlage des Gesamtsystems stabil
oder instabil sein kann. Aufierdem beeinflusst die Umgebung, in der ein Ventil eingebaut
wird, dessen Stabilitdt. Dies bedeutet, dass durch die Kopplung zweier stabiler Ventile
das Gesamtsystem instabil sein kann. Der umgekehrte Fall ist ebenso moglich. Zahlreiche
numerische Simulationen haben jedoch gezeigt, dass dies nur passiert, wenn sich die
Ventile bereits vor der Kopplung sehr nahe an der Stabilititsgrenze befinden. Somit
gilt im Folgenden die Annahme, dass die Instabilitdtsquelle einem bestimmten Ventil
zugeordnet werden kann.

Dies bedeutet, dass entweder die Gleichgewichtslage des Druckregelventils, welches
den Systemdruck p; steuert oder die des 3/3-Proportional-Wegeventils, welches den
Verbraucherdruck p; steuert, instabil sein kann. Der Fall, dass beide Gleichgewichtslagen
instabil werden, beinhaltet komplexe dynamische Vorgénge wie quasiperiodische und
chaotische Schwingungen, siehe [131]. Diese sind mit Hilfe asymptotischer Methoden
nur sehr schwierig zu untersuchen und werden in dieser Arbeit ausgeschlossen.

Der Fall einer instabilen Gleichgewichtslage des 3/3-Proportional-Wegeventils ist
nahezu identisch mit dem einer pulsierenden Pumpe, da in beiden Fallen periodisch
schwingende Volumenstrome als Erregung direkt auf die Hauptkapazitat C; wirken.

Dahingegen wird bei einer instabilen Gleichgewichtslage des Druckregelventils der pul-
sierende Volumenstrom zuerst iiber die Steuerkante des 3/3-Proportional-Wegeventils
geleitet, bevor er dessen Kapazitidt Cj; erreicht. Da dieser Volumenstrom nach Gl. (4.5)
linear von der Kolbenposition abhédngt, bewirkt dessen Schwingung eine parametrische
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Anregungsmechanismus Bemerkung

A pulsierende Pumpe bereits in [134] untersucht
< Anregung durch Steuerkraft Anregungsfrequenz einfach verdnderbar
<€—  instabiles Proportionalventil ~Ahnlich zu pulsierender Pumpe
instabiles Druckregelventil ~ parametrische Erregung
< zwei instabile Ventile komplexe Schwingungsphédnomene

Tabelle 6.1: Anregungsmechanismen.

Erregung. Dieser Anregungsmechanismus wurde bisher noch nicht untersucht und soll
deshalb Gegenstand der Analysen dieses Kapitels sein.

Eine Ubersicht iiber die moglichen Anregungsmechanismen gibt Tab. 6.1.

In Abschnitt 6.1 wird zundchst das dimensionslose Modell des zu untersuchenden
Kreislaufs aufgestellt. Mit Hilfe der singuldren Stérungsrechnung wird dieses Modell
in Abschnitt 6.2 reduziert. Durch die Anwendung des Mittelwertbildungsverfahrens
werden in Abschnitt 6.3 mogliche Resonanzstellen identifiziert. Da durch die Art des
Anregungsmechanismus hier auch parametrische Resonanzen méglich sind, wird in
Abschnitt 6.4 zunichst eine Stabilitdtsuntersuchung in der Ndhe der parametrischen
Resonanzstellen durchgefiihrt, bevor in Abschnitt 6.5 die langsame Dynamik approxi-
miert und analysiert wird.

6.1 Dimensionsloses Modell

Das Szenario eines instabilen Druckregelventils in Verbindung mit einem stabilen
3/3-Proportional-Wegeventil wird vereinfacht als ein 3/3-Proportional-Wegeventil mit
pulsierender Druckquelle modelliert. Die Druckquelle stellt dabei ein Ersatzmodell des
instabilen Teilkreislaufs bestehend aus Druckregelventil und Konstantpumpe dar. Das
Modell kann fast vollstindig aus Abb. 4.1b {ibernommen werden. Lediglich die ideale
Druckquelle wird durch eine pulsierende ersetzt, siehe Abb. 6.2. Die Druckschwingun-
gen werden dabei in erster Naherung durch eine harmonische Schwingung modelliert.
Dieses System wird bereits in [132] durch numerische Berechnungen untersucht.
Analytische Betrachtungen sind jedoch bisher ausstehend. Werden die Amplitude Po
und die Kreisfrequenz wg durch

* 2
. POy
2o = Trantvn e
wQ
Qg =2 6.2)
wo
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pQ + Py cos(wqt)
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Abbildung 6.2: Ventilkreislauf mit 3/3-Proportional-Wegeventil und pulsierender Druckquelle.

entdimensioniert, so liefert dies die dimensionslosen Gleichungen

va{/, +X‘// + Ky Xy =-P1 + F,
P} = ayX{, + Qnp(Xv, P1) — Qc(P1)

mit den dimensionslosen Volumenstromen

5vxv\/PQ + Py cosQoT—P1, Xy >0
Qup(Xv, P1) =40, —-du <Xy <0

Bv(Xv + 6u)VPs, Xy < -6u
Qc(Py) = acy/Py .

(6.3)
(6.4)

(6.5)

(6.6)

Fiir die dimensionslosen Parameter gelten neben den Gleichungen (6.1) und (6.2) weiter-
hin die Berechnungsvorschriften aus Gl. (4.17). Es wird eine stabile Gleichgewichtslage

vorausgesetzt, das heif8t es gilt die Ungleichung (5.35).

Um die Grofienordnungen einzelner Terme abschédtzen zu kénnen, wird analog zu
Abschnitt 4.2 mit Hilfe der neuen Variablen £y = Xy — Xyo und den Taylorreihen-
Entwicklungen fiir die Bereiche Xy > 0 und Xy < 0 eine stiickweise definierte

Einzeldifferentialgleichung

Ds(T)é{; + EKS(T)‘E{/ + C‘)s(T)2éV
0=ey + +eNs(1)& v — €Qs(T), v+ Xvo>0
Dsé{;‘FEKsé{/_QS/ Ev+Xyo <0
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6.1 Dimensionsloses Modell

mit den skalierten Parametern

eXvopyv cac

Dy =1 x 6.8
=1+ 24/AP(1) 2VPyo (¢
Dy=1+-2%€ ~1q 6.9
+ N (6.9)
eKs(1) = Ky + ay + xr(1) (6.10)
ws(1)* = kr(T)Ky + Py VAP (1) (6.11)

Kyxr(t) Bv acKyPq
‘Ny(7) = — 6.12
eNs(7) 20P(1) 2+/AP(7) ’ AAP(1)P) 612
£Qs(1) = acy/P1o — By XvoVAP(7) (6.13)

und den Abkiirzungen

AP(7) = Pg + P cos(Qg1) — P1o (6.14)
er(t) = L vXvo (6.15)

2+/AP(7)

hergeleitet. Die skalierten Parameter K; und Q; sind gegeniiber dem autonomen System
unverdndert und den Gleichungen (4.30) und (4.32) zu entnehmen. Der Fall Xy < -0y
ist bei der Berechnung stationdrer Losungen fiir Ventile mit positiver Uberdeckung nicht
relevant und wird deshalb nicht betrachtet. Fiir den Fall £y + Xy > 0 ergeben sich nun
entsprechend den Gleichungen (6.8) bis (6.15) zeitvariante Koeffizienten, in denen die
Ausdriicke

n
(\/Pa + Py cos(Qot) = Pro) , n==2,...,1 (6.16)

enthalten sind. Um das System einer asymptotischen Analyse zugénglich zu machen,
werden die zeitvarianten Koeffizienten einer weiteren Taylorreihen-Entwicklung um
P;‘Q = 0 unterworfen. Damit wird eine Struktur der Koeffizienten erzeugt, welche linear
in den enthaltenen trigonometrischen Funktionen ist.

Fiir die spatere Stabilitdtsanalyse wird eine asymptotische Ndherung zweiter Ordnung
bendtigt, weshalb im Folgenden alle Terme bis zur Gréfenordnung O (&?) beriicksichtigt
werden. Daraus geht die stiickweise definierte Einzeldifferentialgleichung

W&y, &y +Xyo>0

0:€£/II+£N+ g
v {—Qs, v+ Xvo <0
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6 Dynamik erzwungener Schwingungen

+e KSS%/ + ((SSEV +P;)COSQQT +N55v5;/, Sy +Xyo>0
K&, &v+Xvo <0

(6.17)

g2 (052 + 0538V )&}, cos QT + Nsly &y, Ev + Xyo >0
0, Sy +Xyo <0

dritter Ordnung mit kombinierter Fremd- und Parametererregung hervor. Beide Anre-
gungsmechanismen sind in der Gréenordnung O(¢) und nur bei gedffnetem Ventil
&y + Xyo > 0 aktiv. Die skalierten Koeffizienten sind durch

P; Fofv o (6.18)
eP; = ———— .
* 24/Pg - Py
P: By
6y = ———2 ( KvXvo —2) (6.19)
44/Pg — P1p \Po = P1o
XyoP*
€264y = _M (6.20)
4(Pg — P19)3/?
P*
26, = P (3KVXV0 —2) 6.21)
8(Pq — P10)*% \Pg — P1o

definiert. Die skalierten Parameter K, ws und N; sind den Gleichungen (4.29), (4.31)
und (4.33) zu entnehmen.

Fir die numerischen Simulationen werden die Parameterwerte aus Tab. 4.1 verwendet,
jedoch mit einer erhohten viskosen Dampfung von dy = 190Ns/m, um die Stabilitat
der Gleichgewichtslage des autonomen Systems entsprechend der Ungleichung (5.35)
zu gewdhrleisten. Die sich daraus ergebenden dimensionslosen und skalierten Parame-
terwerte sind in den Tabellen 6.2a und 6.2b aufgelistet.

Abb. 6.3 zeigt einen Vergleich der stationédren periodischen Losungen des Originalsys-
tems und der Taylorreihen-Entwicklung, Gl. (6.17). Um eine bessere Vergleichbarkeit mit
den Ergebnissen aus Abschnitt 4.2 herzustellen und weil die Approximation der statio-
ndren periodischen Losungen in Abschnitt 6.5 mit einem Mittelwertbildungsverfahren
erster Ordnung berechnet werden, werden in der Taylorreihen-Entwicklung jedoch nur
die Terme bis zur Gréfienordnung O(¢) berticksichtigt. Das Originalsystem wird durch
die Gleichungen (6.3) und (6.4) repréasentiert. Die Anregung ist wegen P"Q = 1in der
GroBenordnung O(¢) und es wird der Resonanzfall Qo = w, betrachtet. Es ist wie
bereits beim Fall selbsterregter Schwingungen auch hier der klare Ubergang zwischen
den beiden Schaltzustidnden zu erkennen. Bei geschlossenem Ventil Xy < 0 besteht
wie zuvor eine nahezu lineare Abhingigkeit zwischen der Kolbengeschwindigkeit
X}, und der Kolbenbeschleunigung X77. Dieser Zusammenhang ist also unabhéngig
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6.1 Dimensionsloses Modell

Parameter Symbol  Wert Symbol  Wert
Dimensionslose Masse des Ventilkolbens My 0.09 € 0.09
Dimensionslose Federsteifigkeit Ky 0.004 K; 1.09
Dimensionslose Riickstellkraft/Steuerkraft F. 16.16 K 0.74
Dimensionslose Kolbenstirnflache ay 0.033 ws 0.98
Dimensionsloser Kolbenumfang Bv 0.25 Q s 0.95
Dimensionslose Ventiliiberdeckung ou 13.46 N, 0.35
Dimensionsloser Versorgungsdruck Pg 31.55 S 0.35
Dimensionslose Blendenflache ac 0.24 Ssn —-0.12
Dimensionslose Erregeramplitude P*Q 1 8s3 —-0.13
Dimensionslose Erregerkreisfrequenz Qg 0.98 P; 0.34
Xvo 0.98
(a) Werte der dimensionslosen Parameter. (b) Werte der skalier-

ten Parameter.

Tabelle 6.2: Parameterwerte mit erhchter Dampfung zur Gewéhrleistung einer stabilen Gleichgewichtslage
des autonomen Systems.

1.5 T : . . . 1.5
1 1}
0.5¢ :’/ Steuerkante g 0.5
‘% 0 ( | Originalsystem , ;Z 0t Originalsystem
S< ‘ i Taylor-Entwicklung > Taylor-Entwicklung
0.5 ] 0.5
-1t : 1t
-15 : : : ‘ : -15 : : : : :
205 0 05 1 15 2 25 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
Xy (1) X, (1)

(a) Stationédre periodische Losung projiziert auf die  (b) Stationdre periodische Losung projiziert auf die
Xy — X{/-Ebene. X{/ - X"/’-Ebene.

Abbildung 6.3: Vergleich der stationdren Losungen des Originalsystems und der Taylorreihen-Entwicklung
bis zur Grofenordnung O(¢) in der Hauptresonanz Qg = ws.

davon, ob die Schwingungen von einer Selbsterregung oder einer Fremderregung
hervorgerufen werden. Die Schwingungsamplituden der erzwungenen Schwingungen
liegen in der selben Gréfenordnung O(1) wie die der Grenzzyklusschwingungen. Dies
rechtfertigt auch die Nutzung der selben dimensionslosen Variablen und Parameter.
Die Abweichungen zwischen dem Originalsystem und der Taylorreihen-Entwicklung
liegen in einer akzeptablen Gréf8enordnung.
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6 Dynamik erzwungener Schwingungen

6.2 Reduktion der schnellen Dynamik

Das weitere Vorgehen ist analog zu dem in Abschnitt 5.1. Allerdings wird, wie bereits
zuvor erwahnt, fiir die spétere Stabilitdtsanalyse ein asymptotisches Verfahren zweiter
Ordnung benétigt, weshalb im Folgenden {iber den Reihenansatz n ~ 7j = no + en1 + €2
eine Ndherung zweiter Ordnung der schnellen Variable &) = 1 berechnet wird. Das
Einsetzen des Reihenansatzes in Gl. (6.17) liefert die Bilanzen

280, + Xyo >0
0=+ ws_év &v + Xvo 6.22)
-Qs, v +Xyo<0
K& + (0 + P Qo1+ N, ., + Xyo >0
0=+ + 0 &, +(0s&v + P)cos Qo + Nsév &y, Ev + Xyo 6.23)
Ksé&y,, Ev +Xyp <0
052 +0 4 Qopt+N , + Xyo >0
0= +12+ (052 + 053&v)EY, cos QpT s&vno, v Vo (6.24)
0, Ey+Xyp <0

bis zur Gréfenordnung O(e?). Aus diesen werden mit den langsamen Variablen
[Ev, &, 1T = [£1,&2]T die einzelnen Reihenglieder

—w2&y, + Xyo >0

o = _a)sél &1+ Xvo (625)
Qs, 1+ Xy <0

m = (w_f — Ki) & = (65&1 + P;) cos QqT — Ny&réy, &1+ Xyo >0 (6.26)
—Kséo, 1+ Xy <0
(w? = Ks) w?&1 — (8:é1 + P)Qo sin Qg1

n = +(0s — 052 = 05381)E2 08 QT + Ns&3, &1+ Xy > 0 (6.27)

IZSQSI ‘Sl“'XVOSO

berechnet. Bei der Berechnung von 11, wird dabei die Approximation &j, = &) =11 = 1o
eingesetzt. Die Grundlésung 1o impliziert, dass sich die langsame Dynamik in erster
Néherung

(6.28)

e oS 0
MO:{[él,éz,n]T:R3:q={ wse1, &1+ Xvo > }}

Qs, &1+ Xy <0

in der Ndhe der gleichen Hyperfliche M, abspielt wie im Fall selbsterregter Schwin-
gungen. Aus diesem Grund sind die Gleichungen (5.4) und (6.28) identisch.
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6.2 Reduktion der schnellen Dynamik

2
15
o
0.5

Schwingung erreicht Hyperfliche M.

[€v(0), &, (0), O]

&(1)
o

, 2 2 o 100 200 300 400 500 600 700
s £v(1) v
(a) Dreidimensionaler Phasenraum des Ventil- (b) Zeitverlauf der schnellen Variable n(7) = &((7).
kreislaufs mit 3/3-Proportional-Wegeventil und Die Simulation entspricht ¢ = 0.3 s in der dimensions-
pulsierender Druckquelle. behafteten Zeitskala.

Abbildung 6.4: Schnelle und langsame Bewegung des Ventilkreislaufs mit Fremderregung in der Hauptreso-
nanz Qg = ws.

Dies wird durch die Simulationsergebnisse in Abb. 6.4a veranschaulicht. Nachdem die
Néhe der Hyperfldche My erreicht wird, verldsst die Trajektorie diese nicht mehr und
der weitere Einschwingvorgang bis zum Erreichen der periodischen stationdren Losung
findet nahe der Hyperfldche statt. In Abb. 6.4b sind wiederum zwei Zeitskalen klar
unterscheidbar, da die Trajektorie aus der Anfangslage fast instantan die Hyperflache
M erreicht und erst nach einem deutlich lingeren Einschwingvorgang in die stationare
periodische Losung miindet.

Transformiert man die Einzeldifferentialgleichung dritter Ordnung in Gl. (6.17) in ein
System in Zustandsform, so folgt daraus mit den Gleichungen. (6.25), (6.26) und (6.27)
das reguldr gestorte reduzierte System

& =& (6.29)
—wi&, &1+ Xyo >0
Qs, &1+ Xvo <0

(w? = Ks) &2 = (65&1 + P;) cos QT — Ng&a&i, &1+ Xvo > 0

K&, &1+ Xyp <0
(w? = Ks) w?2&1 — (65&1 + P)Qg sin Qg1
+ ¢ +(05 — 052 — 053&1)&2cos QT + Ny&3, &1+ Xy > 0 (6.30)
KsQs, &1+ Xy 20
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15 T 1.5
b 1}
0.5 : Steuerkante 0.5
S “ ©
NS, E Originalsystem §<> 0 Originalsystem
> ! Reduziertes System Reduziertes System
-0.5 \ 051
1t : 1t
15 i : ‘ : ‘ -1.5 : : : : :
-0.5 0 0.5 1 15 2 2.5 -1 -1 -05 0 0.5 1 1.5
Xy (1) Xi(1)

(a) Stationédre periodische Losung projiziert auf die  (b) Stationédre periodische Lésung projiziert auf die
Xy — X{,-Ebene. X{, — X{;-Ebene.

Abbildung 6.5: Vergleich der stationdren Losungen des Originalsystems und des reduzierten Systems in der
Hauptresonanz Qg = ws.

zweiter Ordnung, in dem die beiden Anregungsmechanismen der Fremd- und Parame-
tererregung weiterhin vorhanden sind.

Dessen rechte Seite ist unstetig, wie die Simulationsergebnisse in Abb. 6.5b verdeutlichen.
Hier wird der Phasenraum mittels der Gleichung &f) = 79 + em kiinstlich auf die
dritte Dimension erweitert, um eine bessere Vergleichbarkeit mit dem Originalsystem
herzustellen. Weiterhin werden in der Simulation wie zuvor die Ausdriicke in der
GroBenordnung O(&?) vernachléssigt, um eine Vergleichbarkeit mit den Ergebnissen
aus Abschnitt 5.1 zu gewdhrleisten. Es ergeben sich auch hier insgesamt sehr gute
Ubereinstimmungen mit dem Originalsystem.

6.3 Detektion der Resonanzstellen

Das reduzierte System bestehend aus den Gleichungen (6.29) und (6.30) ist ein nicht-
lineares und nicht-glattes Differentialgleichungssystem mit kombinierter Fremd- und
Parametererregung. Weil die Parameter P; und 65 auf die Gréfienordnung O(1) skaliert
sind, sind die Amplituden beider Anregungsmechanismen in der Gréflenordnung
O(¢). Neben der klassischen Resonanz aufgrund der Fremderregung bei Qg = w; sind
parametrische Resonanzen zu erwarten. Um diese systematisch zu finden, kann das Mit-
telwertbildungsverfahren ein hilfreiches Instrument sein. Da parametrische Resonanzen
Instabilitdten sind, wird dazu eine lokale Analyse in der Ndhe der Gleichgewichtslage
vorgenommen. Somit wird im Folgenden die reduzierte Dynamik (Gleichungen (6.29)
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6.3 Detektion der Resonanzstellen

und (6.30)) ausschliefilich fiir den Fall {1 + Xyo > 0 analysiert. Um ein System in
Standardform abzuleiten, wird die Grundlésung

&10(1) = Acos(wsT + a) (6.31)
&r0(1) = —Aws sin(wsT + a) (6.32)

als Losung des ungestorten Systems (¢ = 0) berechnet. Das Einsetzen der Grundlosung
in die Gleichungen (6.29) und (6.30) liefert nach dem Auflésen nach A’ und a’ das
System

A’ = eBai(1, A, @) + €2B2(T, A, @) (6.33)

o = eB,1(1, A, @) + €28u0(1T, A, a) (6.34)

in Standardform mit den Funktionen

*

- 1 p; . A
Bap = EA(Q)? - K,) + 2(55 sin(p + Qqg1) + T

— 2
i} NZAZ (cos(p) - costapy) + LK =)

P;QQ Ads W ¢QQ
20, cos(p + Qo) + — |2c0sQot - o

2 A 2 _ K
N: chA (3sin(¢) — sin(3¢)) — —“’S(‘”zs :)

A
+ 652

Os

sin(2¢ + Q1)

cos(2¢) (6.35)

= —

A2 =+

cos(2¢ £+ Q)

sin(2¢)

2
(—2cos QQT + cos(2¢ + Q1)) — 6538A
—cos(3¢ £ Qg1)) (6.36)

(cos(p + Q1)

: 0
S +Qo1) + —
2Aw COS((P QT) 4w,

w? — K

[1]

0
ﬁ cos(Qq1) + cos(2¢ + Qg7)

— % (sin(¢) + sin(3¢)) +
P:Qq
2Aw;

- 2 (cos(p) - cosl3p) -

sin(2¢) (6.37)

(1]

+Q
a2 =% sin(p + Qqg1) + s 200 sinQpT + % sin(2¢ + Qg1)

4w,
Cl)s(wg - Ks)
2

(cos(p £ Q1) +cos(3p £ Q1))  (6.38)

- 22 (sin(2p + Qg1)) - 227

@ =wsT+a (6.39)
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und der abkiirzenden Schreibweise
Ffiop £Qo7) :=—f(ip+ Q1)+ f(ip —Qo7), i=1,2,3. (6.40)

Die Variable ¢ wird zum Zweck einer kompakteren Notation eingefiihrt.

Zur Detektion weiterer Resonanzstellen werden die einzelnen Ausdriicke der rechten
Seite von GL. (6.33) genauer betrachtet. Zunichst werden nur die Terme bis zur Grofsen-
ordnung O(¢) berticksichtigt, das heilt ausschliefSlich die Funktion E41(7, A, ) entspre-
chend GI. (6.35). Resonanzstellen treten bei den Erregerfrequenzen Qg auf, bei denen
die Mittelwerte einzelner Terme nicht verschwinden, weil dies nicht verschwindende
Amplituden A hervorruft. Der zeitunabhéngige Term in Gl. (6.35) bestimmt die Stabilitét
der Gleichgewichtslage des autonomen Systems (P; = 0, 65 = 0). Laut der geltenden
Voraussetzung in der Ungleichung (5.29) ist dieser negativ und der entsprechende
transiente Vorgang klingt exponentiell ab, das heifst die Gleichgewichtslage Aga = 0 ist
asymptotisch stabil. Die Terme, welche cos(i¢), i = 1,2, 3 enthalten, sind mittelwertfrei.
Mittelwerte ungleich null ergeben sich fiir die Ausdriicke

*

aj sin(p — Qg1) (6.41)
Abds .
0. sm(Z(p - QQT) (6.42)

jeweils mit Qg = ws bzw. Qg = 2w;. Ersteres ist die klassische Resonanz aufgrund der
Fremderregung. Zweiteres ist eine parametrische Resonanz, also eine Instabilitit. Dies
sind die Resonanzstellen, welche sich aus der Naherung erster Ordnung ergeben.

In Bezug auf asymptotische Methoden gilt im Allgemeinen, dass hohere parametri-
sche Resonanzen nur durch Verfahren hoherer Ordnung gefunden werden konnen.
Bei vorhandener Dampfung bewirken diese zwar im Allgemeinen nur bei grofsen
Anregungsamplituden eine Destabilisierung der Gleichgewichtslage, jedoch soll hier
zumindest mit Hilfe eines Verfahrens zweiter Ordnung tiberpriift werden, ob es im
interessierenden Parameterbereich zu weiteren Instabilitdten kommen kann. Klassische
nichtlineare Nebenresonanzen aufgrund einer Fremderregung sind nicht zu erwarten,
da dafiir Anregungsamplituden der Gréenordnung O(1) bendttigt werden, welche im
vorliegenden Anwendungsfall aufSerhalb des fiir die Praxis relevanten Parameterbereichs
liegen.

Fiir die Detektion hoherer parametrischer Resonanzen wird das in Abschnitt 2.2
vorgestellte Mittelwertbildungsverfahren zweiter Ordnung herangezogen. Resonanzen
treten bei den Erregerfrequenzen (g auf, bei denen der Mittelwert des Integranden,
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6.3 Detektion der Resonanzstellen

aus dem die Funktion F»(C) entsprechend Gl. (2.26) berechnet wird, nicht verschwindet.
Dazu wird zundchst festgestellt, dass Gl. (6.33) in der Form von Gl. (2.14) vorliegt mit

t=r1 (6.43)
C=1[A,a]" (6.44)
Ei(t,C) = [Eai(t, A, ), (7, A, )] (6.45)
Eo(t,C) = [Ean(t, A, a),Ban(1, A, )] . (6.46)

Es wird wie bereits in Abschnitt 5.2 nicht explizit zwischen den urspriinglichen
GroBlen C = [A, a]" und den gemittelten Gréfen ¢ = [A, a]T unterschieden, weil die
Mittelwertbildung die physikalische Bedeutung der Variablen nicht verdndert. Daraus

folgt
T (98
0 =7 [ (B 0+ 20,0 - 2R o)) ar 647
mit
1 T
RO =7 [ [En(tA,a)Sat A ol de (649
w(e,0) = [12n(c4,0),Ea(r,4,0)]" de = T (0) (649

entsprechend den Gleichungen (2.23) und (2.21) und mit der Periodendauer T. Fiir eine
dhnliche Analyse wie beim System erster Ndherung miissen also die einzelnen Terme
der ersten Vektorkomponenten der Vektoren u; ’95+é’g), Ey(7,¢))und Fl(C)%—‘E betrachtet
werden. Neben den bereits gefundenen Resonanzfrequenzen liefert der mittlere Aus-
druck entsprechend Gl. (6.36) keine neuen Frequenzen, bei denen Resonanzen auftreten
kénnen. Der Mittelwert des Ausdruck

2
—% cos(@ — Qq1) (6.50)

verschwindet zwar fiir Qg = ws, jedoch ist er quadratisch in A und kann aufgrund
vorhandener Dampfung die Gleichgewichtslage nicht destabilisieren. Die beiden ande-
ren Ausdriicke sind aufgrund ihrer Komplexitiat handschriftlich nur sehr aufwendig zu
untersuchen. Mit der Nutzung eines Computer-Algebra-Programms kann jedoch neben
dem Term in Gl. (6.42) ein weiterer Term

2

Ad; .
————ssin(2¢ —2QpT 6.51
50002 (29 —2Q01) (6.51)
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gefunden werden, der von der parametrischen Erregung verursacht wird und dessen
Mittelwert fiir eine bestimmte Anregungsfrequenz, in diesem Fall bei Qg = ws, nicht
verschwindet. Somit wird neben der bereits bekannten ersten parametrischen Resonanz
bei Qp = 2w, hier in der Ndherung zweiter Ordnung eine zweite parametrische
Resonanz bei Qg = ws gefunden, welche sich mit der klassischen Hauptresonanz
aufgrund der Fremderregung iiberschneidet.

6.4 Stabilitit der Gleichgewichtslage unter
parametrischer Erregung

Bevor Niaherungslésungen der periodischen Losungen berechnet werden, wird zunéchst
an den im vorherigen Abschnitt gefundenen kritischen Stellen die Stabilitdt der Gleich-
gewichtslage unter parametrischer Erregung niaher untersucht. Hier ist insbesondere
die Fragestellung interessant, wie grofs die Anregungsamplituden sein miissen, um
eine Instabilitdt hervorzurufen. Aufgrund vorhandener Dampfung ist es moglich, dass
eine der beiden oder beide parametrischen Resonanzen fiir den praktischen Betrieb
nicht relevant sind, da die Anregungsamplituden P, fiir eine Destabilisierung der
Gleichgewichtslage nicht ausreichen.

Die Stabilitdt der Gleichgewichtslage kann im Falle von Systemen mit periodischen
Koeffizienten durch die Eigenwerte der Monodromie-Matrix bestimmt werden, welche
im Allgemeinen numerisch berechnet werden muss. Die Vorgehensweise zur numeri-
schen Berechnung der Monodromie-Matrix findet sich in zahlreichen Lehrbiichern (z. B.
[88, 96]) und wird hier als bekannt vorausgesetzt. Statt dessen wird im Folgenden
demonstriert, wie die Stabilitdtsgrenze in der Ndhe der Resonanzstellen mit dem
Mittelwertbildungsverfahen ndherungsweise bestimmt werden kann. Dafiir wird das
System ohne Fremderregung, P; = 0 betrachtet. Fiir die erste parametrische Resonanz
gentiigt ein Mittelwertbildungsverfahren erster Ordnung, bei der zweiten parametrischen
Resonanz ist ein Verfahren zweiter Ordnung nétig.

Zunichst wird die Umgebung der ersten parametrischen Resonanz bei Qg = 2w;
untersucht. Um die Anregungsfrequenz und damit die asymptotische Analyse auf die
Umgebung dieses Bereichs zu beschranken, wird eine neue Phasenvariable ¢ mit

2 =2¢ - Qg7 (6.52)
sowie die Annahme
Qg —2ws| < 1 (6.53)

eingefiihrt.
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Damit ergibt sich das gemittelte System

A= A0 ginoy + 02— K, (6.54)
2 \ Qg

4w? - Q2Q

Os
"= ¢ 2 +
Y= cos 21 20,

200

(6.55)

nach kurzer Rechnung durch das Einsetzen von Gl. (6.52) in die Gleichungen (6.33) und
(6.34) mit P; = 0. Wegen der geltenden Annahme in Gl. (6.53) ist auch die rechte Seite von
GL. (6.55) in der GroBenordnung O(¢). Das gemittelte System ist ein autonomes System
mit einer Gleichgewichtslage, dessen Stabilitdt nun durch einfache Eigenwertberechnung
bestimmt werden kann. Die sehr viel aufwindigere Anwendung der Floquet-Theorie ist
nicht nétig. Die Gleichgewichtslage lautet [0, o] " mit

2
—4w;

2
Q
2 = — .
cos(2y0) = —5— (6.56)
Da Gl. (6.54) linear in A ist, kann der die Stabilitdt bestimmende Eigenwert und die

daraus resultierende Stabilitdtsbedingung

e os .
0>/\=§(Q—SQSIII21P0+&)§—K5)

2
2582 _ (02 — 4,2
_ \/48 55 (QQ 40)5) . ((l)g_Ks) ¢ -
B 400 2 (6.57)

direkt abgelesen werden. Die Stabilitdt wird durch zwei Summanden unterschiedlicher
physikalischer Bedeutung beeinflusst, welche kontrar zueinander wirken. Der erste
Summand wird von der Parametererregung verursacht, ist positiv und hat deshalb eine
destabilisierende Wirkung. Der zweite Summand ist wegen der Annahme einer stabilen
Gleichgewichtslage des autonomen Systems negativ und stabilisiert aus diesem Grund
die Gleichgewichtslage.

Als néchstes wird die zweite parametrische Resonanz bei Qg ~ w; untersucht. Hierfiir
wird die Transformation

Y =¢-Qp1 (6.58)
mit der Annahme

Qo —ws| < 1 (6.59)
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eingefiihrt. Mit den Berechnungsvorschriften aus Abschnitt 2.2 fiir die Mittelwertbildung
zweiter Ordnung folgt fiir das gemittelte Differentialgleichungssystem in der Nahe der
zweiten parametrische Resonanz bei Qg = w; die Darstellung

A 6sNs 653 .
A== (a)g - Ks) + & [| =5 - == | A*cos(¥) — —= sin(2y) (6.60)
2 6y, 8 802},

2
R0y (0 9h) e wei-k) | (eRoK)

LATo 803 2400 | 20g 800
62 (3cos(2Y) +2)  643A
+ + sin . 6.61
P 22 sin(y) (6.61)
Die Stabilitdt der stationdren Losung [0, o] T mit
2_2)

cos(2tg) = i _QZQ - (C‘)s _QQ) - G5 _KS)Z - ? (a)2 -K ) _496 _2

Yo) = 2 402 2 4 s 3
(6.62)

wird mit Hilfe der um die Gleichgewichtslage [0, o] " linearisierten Gl. (6.60) gepriift.
Der entsprechende (reelle) Eigenwert liefert die Stabilitdtsbedingung

62
2 2 Vs :
ws — Ks) = " —=sin(2yo) (6.63)
( ) 80,

1
0>A= &5
mit g entsprechend Gl. (6.62). Hier gibt es wieder einen stabilisierenden Term, welcher
aus der Stabilitidt des autonomen Systems folgt und einen destabilisierenden Term
aufgrund der Parametererregung. Da letzterer in der GréSenordnung O (¢?) ist, sind
hier im Vergleich zur parametrischen Hauptresonanz wesentlich grofiere Anregungs-
amplituden 0; notig, um die Gleichgewichtslage zu destabilisieren.

Die Stabilititsgrenzen an den beiden Resonanzstellen sind in Abb. 6.6 visualisiert und
werden mit den numerisch berechneten Stabilitdtsgrenzen verglichen. Diese stammen
nicht aus dem Originalsystem, sondern aus der Taylorreihen-Entwicklung GL. (6.17), da
nur dort die Fremderregung unabhéngig von der Parametererregung betrachtet werden
kann. Fiir die Berechnung der Floquet-Multiplikatoren wird entsprechend das System
ohne Fremderregung, P; = 0 betrachtet. Zwischen den Ergebnissen besteht eine gute
Ubereinstimmung. Aufgrund der im reduzierten System vorhandenen Dampfung muss
die Amplitude der Erregung Py, einen gewissen Schwellenwert tiberschreiten, damit
Instabilititen moglich sind. Dieser Schwellenwert liegt bei der ersten parametrischen
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10 : T : 10 — . . ;
Néherung 2. Ordnung Néherung 1. Ordnung
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0.96 0.97 0.98 0.99 1 1.01 1.02 18 1.9 2 2.1 2.2 23
9 9
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(a) Zweite parametrische Resonanz, Qg ~ ws. (b) Erste parametrische Resonanz, Qg ~ 2ws.

Abbildung 6.6: Stabilitdt der Gleichgewichtslage in der Ndhe der ersten und zweiten parametrischen Resonanz.
Vergleich der numerisch anhand der Taylorreihen-Entwicklung und der nidherungsweise berechneten
Stabilitdtsgrenzen. Man beachte die unterschiedliche Achsenskalierung.

Resonanz bei ungefahr P(, ~ 0.8, also in einem fiir die technische Anwendung relevanten
Parameterbereich. Bei der zweiten parametrischen Resonanz sind bereits relativ grofse
Amplituden von P}, ~ 6.5 notwendig, um eine Instabilitit zu erzeugen. Dies legt
den Schluss nahe, dass auf die Detektion weiterer Resonanzstellen verzichtet werden
kann, da bei diesen noch grofiere Anregungsamplituden notwendig sind, um die
Gleichgewichtslage zu destabilisieren. Diese liegen damit weit aufSerhalb des fiir die
Praxis relevanten Parameterbereichs.

6.5 Approximation der langsamen Dynamik in der
Nihe der Resonanzstellen

Die Grundlosung der langsamen Dynamik ergéibe sich durch einfaches Nullsetzen von ¢
in den Gleichungen (6.29) und (6.30) identisch zu der fiir den autonomen Fall in Abschnitt
5.2, weil die Anregungsmechanismen in der Gréflenordnung O(¢) sind. Jedoch wird die
Frequenz der Systemantwort durch die Anregungsfrequenz Qg bestimmt. Dies muss
in der Grundldsung berticksichtigt werden.

Wird die Grundlésung ausschliefilich aus trigonometrischen Funktionen gebildet, wie
beispielsweise in Abschnitt 6.3 (Gleichungen (6.31) und (6.32)), kann an dieser Stelle
eine kleine Frequenzkorrektur

a=¢+ (%QQ - a)s) T, (6.64)
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eingesetzt werden, wobei je nach Resonanzstelle R = 1 (klassische Hauptresonanz) oder
R = 2 (erste parametrische Resonanz) gilt. In der Ndhe der Resonanzstellen gilt dabei
Qg — Rws = O(¢). Mit dieser Frequenzkorrektur, welche genau den Gleichungen (6.52)
und (6.58) entspricht, wird die Frequenz der Systemantwort der Anregung angeglichen,
ohne die Amplitude zu verdndern.

Unter diesen Bedingungen soll im Folgenden auch die durch die Gleichungen (5.8) und
(5.9) definierte stiickweise stetige Grundlosung modifiziert werden. Dazu werden zwei
Korrekturfaktoren k. und i,

~ = A + , < S

£ o) = 4100 COS((‘)SKf_ ¥) L ooren (6.65)
&10(1) = c1+ 0T+ 3% Qs7%, T <T <D

~ =—A i + , <1<

Erol1) = %20(1) a)ikc_sm(a)sxcfc V), T9<T<T (6.66)
E20(T) = c2 + K Qs T, T1<T< T

2
Ty = Tg + ﬂQ—z (6.67)

in die Grundlésung eingebracht. Fiir den Fall R = 2 antwortet das System also in
der halben Anregungsfrequenz, was eine iibliche Charakteristik parametrisch erregter
Systeme ist. Die Stetigkeit und Periodizitdt der Grundlésung wird durch zu Abschnitt
5.2 identische Bedingungen, Gleichungen (5.10) bis (5.14) gefordert, wodurch die Gréflen

-p-n+C
= _¥-"*C (6.68)
WsKe
-p+n-C
o= ¥*rn=C (6.69)
WsKe

1. -
€1 = EKCQST% + WsKeT14[AZ — sz/o — Xvo (6.70)
0= ——SSZC T1 — wskey|A? = X (6.71)
shc
Qow?i2 JA? - X7

Fe= o (—QQC + 7t (QQ - Ra)skc)) Qs (6'72)

C = arccos (%) (6.73)

in Abhédngigkeit von A, ) und x. ausgedriickt werden. Die Bestimmung der letzten
verbliebenen Unbekannten «. erfolgt anhand der Bedingung, dass sich die Schwin-
gungsamplitude durch die Frequenzkorrektur nicht dandert. Dies ist fiir die Schwin-
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&20(7) E10(7) =70
T2 — To
Kc
Ke
R 2L
Qg
.
1 7 /
L 0 L
To T T2 0 Xvo
T A
(a) Verlauf der Grundlgsungen 510(1) und 520(1) (b) Korrekturfaktoren und Schaltzeiten in Abhan-
innerhalb einer Periode fiir den Fall A > Xy, bei gigkeit von A. Fiir A < Xy wird die Steuerkante
dem die Schwingungen die Steuerkante &y = —Xy nicht tiberschritten, das Ventil ist hier also dauerhaft
uberschreiten. gedffnet. Die Periodendauer 75 — 79 wird durch die

Anregung bestimmt und ist unabhangig von A.

Abbildung 6.7: Darstellung der Grundlsung.

gungsmaxima automatisch erfiillt. Aus der Unverdnderlichkeit der Schwingungsminima
ergibt sich mit GI. (5.25) die zusétzliche Bedingung

A=&y (T = %(ﬁ + Tz))

1
=5 n(l—Raggc) —C),/A2—X‘2/O—XVO (6.74)
P 1 w?
L E% (X3 - 4%) - xvo, (6.75)
S

aus der die letzte Unbekannte

_ QQ T — C Wg 2 2
Ke= o ( ot an’/A X2, (6.76)

berechnet wird.

Der Verlauf der Grundlgsung ist in Abb. 6.7a innerhalb einer Periode dargestellt. Hier
sieht man zunéchst keinen Unterschied gegeniiber dem autonomen Fall (Abb. 5.4a).
Die Unterschiede werden erst in Abb. 6.7b deutlich, da sich die gesamte Periodendauer

Ty — To mit zunehmender Schwingungsamplitude A nicht verdndert. Dafiir verdndern
sich die Korrekturfaktoren in Abhidngigkeit von A, um genau diese Unverdnderlichkeit
der Periodendauer sicherzustellen.
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6 Dynamik erzwungener Schwingungen

Die Variation von A und 1) liefert mit der Grundlésung in den Gleichungen (6.65) und
(6.66) eine Variablentransformation, mit welcher wie im autonomen Fall ein nicht-glattes
System in Standardform

, f (T—iAT) To+iIAT < T <11 +iAT
A= ®) , , (6.77)
fA (t—iATt), m+iAMt<t<71+(i+1)AT
(R) . .
T—iAT), To+iAT < T < T +IiAT
f (T —iAT), Ti+iAt<t<T+(i+1)AT
At=REE i=0,1,2,...
Qq

formuliert wird. Die Funktionen f ®), (R) f ®) und f ®) R = 1,2 werden hier nicht
explizit angegeben. Die Mittelwertbildung w1rd fiir die Hauptresonanz R = 1 entspre-

chend den Gleichungen
Q T To+ 2% _
A = 52—7‘3 ( / () de + / e RG) d’C) (6.79)
T0 1
Qo G )
Y =c¢ £5— / f¢ (T)d’(+/ fw (t)dt (6.80)
70

und fiir die erste parametrische Resonanz R = 2 entsprechend

( / FA(r)dr + / " f(z)(’f)d’[) (6.81)
( / fP(@dT+ / v f(z)(’f)d’[) . (6.82)

berechnet. Fiir die Integrale konnten keine analytischen Lésungen gefunden werden,
weshalb die Mittelwertbildung hier durch numerische Integration mit Hilfe des Trapez-
verfahrens erfolgt. Somit konnen zwar keine analytischen Ausdriicke fiir die gemittelten
Gleichungen angegeben werden. Da diese jedoch vermutlich sehr komplex wéren, wiirde
die Auswertung trotzdem durch das Einsetzen numerischer Zahlenwerte erfolgen. Auch
die Erhohung der Rechenzeit ist nicht signifikant, da die Integrationen lediglich tiber
eine Schwingungsperiode erfolgen und die Anzahl der Stiitzstellen sehr gering gewéahlt
werden kann. Die in den folgenden Abbildungen dargestellten Simulationsergebnisse
werden mit 25 dquidistanten Stiitzstellen erzeugt. Die Minima der Schwingungen
ergeben sich fiir beide Resonanzstellen entsprechend Gl. (6.74).
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0.5 V Steuerkante ol Originalsystem
= ! ) Gemitteltes System
= 0r 1 Originalsystem N
> | Gemitteltes System a -05¢
-0.5 h
: 1
1t ! -
-15 : : : ‘ : -15 : : : : .
205 0 05 1 15 2 25 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
Xy (1) Xy (1)

(a) Stationédre periodische Losung projiziert auf die  (b) Stationédre periodische Losung projiziert auf die
Xy — Xj,-Ebene. Xi, — X{;-Ebene.

Abbildung 6.8: Vergleich der stationdren Losungen des Originalsystems und des gemittelten Systems in der

Hauptresonanz Qg = ws. Anregungsamplitude P; = 1.

Fiir den Fall A < Xy, bei dem die Schwingungen die Steuerkante nicht kreuzen, liefert
die Mittelwertbildung bei Qg = ws bzw. R = 1 die Gleichungen

’ QQ ég 1) A
A = 6§ fi(t)dt = —es Ks - w? AQ siny (6.83)
w? — Q2 p*
, _ (1) _ 8 Q s
Y= 271 / f (r)dt = 200 + £2AQQ cos . (6.84)

Bei Qg ~ 2w ergeben sich die Gleichungen (6.54) und (6.55). Fiir beide Resonanzstellen
gilt A(t) = —A. Weil GL. (6.55) unabhéngig von A ist, ist es sinnvoll, die Variable ¢ als
neue unabhangige Variable zu definieren und damit die Gleichungen (6.54) und (6.55)
als Einzeldifferentialgleichung erster Ordnung

-85 sin(2Y)) + Qg (—w? + K
dA _ 5 pZ0:5n) + g (zws 25) (6.85)
dy 2€0; cos(2y) — OF + 4w;

zu formulieren.

In Abb. 6.8 werden die stationdren Losungen des gemittelten Systems und des Original-
systems in der Hauptresonanz {)g = ws miteinander verglichen. Der zweidimensionale
Phasenraum des gemittelten Systems wird mit Hilfe der Grundlésung, Gleichun-
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(a) Stationédre periodische Losung projiziert auf die  (b) Stationdre periodische Losung projiziert auf die
Xy — X"/—Ebene. X{/ - X(;—Ebene.

Abbildung 6.9: Vergleich der stationdren Losungen des Originalsystems und des gemittelten Systems in der
ersten parametrischen Resonanz Qg = 2ws. Anregungsamplitude Pg = 1.

gen (6.65) und (6.66) auf die dimensionslose Kolbenposition bzw. -geschwindigkeit
zuriick transformiert und mittels

IN

d&(7) 3 —Aw?k?cos(wskT+1Y), To<T<T

dt ®cQs, T <T<T

Xl = (6.86)

auf die dritte Dimension erweitert. Beim Ubergang an der Steuerkante wird die Uns-
tetigkeit der Kolbenbeschleunigung weiterhin durch das Mittelwertbildungsverfahren
ndherungsweise eliminiert, wie es beim autonomen System ebenso der Fall war (vgl.
Abb. 5.5). Auch insgesamt sind die Abweichungen zwischen den beiden Lésungen
sehr gering. Dies gilt auch fiir die stationdren Losungen in der ersten parametrischen
Resonanz, siehe Abb. 6.9. Hier sind die Schwingungsamplituden gegentiber der Hauptre-
sonanz etwas geringer, da die Stabilititsgrenze mit P, = 1 nur minimal tiberschritten
wird. Qualitativ sind zwischen den stationdren Losungen an den beiden Resonanzstellen
keine Unterschiede zu erkennen.

Bei der Betrachtung des Einschwingverhaltens fllt auf, dass die Abweichungen zwi-
schen dem Originalsystem und dem gemittelten System deutlich grofser sind, insbe-
sondere gegeniiber dem Einschwingverhalten im autonomen System, vgl. Abb. 5.6a.
Trotzdem liegen die Abweichungen in einer akzeptablen Gréf8enordnung.

Die Detektion und Visualisierung stationdrer Losungen gestaltet sich im fremderregten
Fall etwas aufwendiger als im autonomen Fall, bei der dies durch die Berechnung
der Nullstellen einer eindimensionalen Funktion erfolgt. Einzig bei der ersten para-
metrischen Resonanz wird die langsame Dynamik fiir den Fall A < Xy durch eine
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(a) Hauptresonanz. (b) Erste parametrische Resonanz.

Abbildung 6.10: Vergleich des Einschwingverhaltens des Originalsystems und des gemittelten Systems. Fiir
die Anfangsbedingungen gilt Xy (0) = A(0) + Xy und X"/(O) =1(0)=0.

Einzeldifferentialgleichung erster Ordnung, Gl. (6.85) beschrieben. Aus dieser ladsst sich
eine erste stationdre Losung Astat = 0 direkt ablesen.

In der Ndhe der Hauptresonanz sowie bei der parametrischen Resonanz fiir den
Fall A > Xyg bestehen die gemittelten Systeme zur Beschreibung der langsamen
Dynamik jedoch aus zwei gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung. Die
stationdren Losungen werden also durch die Nullstellen einer zweidimensionalen Funk-
tion f : R? — R? bestimmt. Zur grafischen Veranschaulichung im zweidimensionalen
Phasenraum werden in Abb. 6.11 die Nullstellen der einzelnen Vektorkomponenten der
zweidimensionalen Funktion dargestellt, also die Linien, fiir die A" = 0 bzw. ¢’ = 0 gilt.
Die Schnittpunkte dieser Linien markieren die stationdren Losungen.

Im Bereich der Hauptresonanz wird die Anregungsfrequenz von Qg = 0.9...1.01
variiert und die entsprechenden stationdren Losungen bestimmt, siehe Abb. 6.11a.
Die rechten Seiten der Gleichungen (6.80) und (6.83), welche die Bedingung A’ = 0
markieren, werden dabei kaum von der Variation von Qg beeinflusst und beschrei-
ben einen Bogen vom Punkt [A,y]T = [0,0]" tiber die Steuerkante bis zum Punkt
[A,¢]" = [0,7]". Die Linien, welche ¢’ = 0 markieren, werden dagegen sehr stark von
einer Verdnderung der Erregerfrequenz beeinflusst. Fiir Qg = 0.9 existiert lediglich
ein einziger Schnittpunkt zwischen den beiden Kurven bei A < Xyyq. Dies bedeutet,
dass es bei dieser Erregerfrequenz eine einzige stationdre periodische Losung mit
vergleichsweise geringer Schwingungsamplitude gibt. Fiir Qg = 0.9275 und Qg = 0.955
existieren zusédtzlich zwei weitere Schnittpunkte fiir A > Xyq. Dies entspricht zwei
stationdren periodischen Losungen, welche die Steuerkante kreuzen, also mit wesentlich
groflerer Amplitude. Bei weiterer Vergrofierung der Erregerfrequenz verschwinden die
Kreuzungspunkte auf dem oberen Bogenabschnitt, wodurch die Anzahl der stationdren
Losungen nun wieder von drei auf eine reduziert wird.
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Abbildung 6.11: Phasenraumstruktur der gemittelten Gleichungen. Durchgezogene Linien markieren A’ = 0,
gestrichelte Linien kennzeichnen ¢’ = 0. Die Schnittpunkte sind die stationiren Losungen. Je nach
Erregerfrequenz existieren eine, zwei oder drei verschiedene stationdre Losungen. Im Bereich der ersten
parametrischen Resonanz wird durch die graue Linie eine weitere stationdre Losung Astat = 0 angedeutet,
welche durch die Betrachtung von GI. (6.85) gefunden wird.

Im Bereich der ersten parametrischen Resonanz (Abb. 6.11b) existiert fiir A < Xyo

lediglich die stationdre Losung Astat = 0, und zwar unabhéngig von Qg. Fiir Qg = 1.86

gibt es keine Schnittpunkte zwischen den Linien, welche durch A’ = 0 und ¢' = 0

definiert sind. Weiterhin kann fiir Qg = 2 die Gl 6.82 nicht null werden. In diesen

Bereichen existieren also neben Ag.t = 0 keine weiteren stationdren Losungen. Fiir
Qg =1.895und Qg = 1.93 gibt es zwei Schnittpunkte bei A > Xy und damit insgesamt
drei stationdre Losungen. Bei Qg = 1.965 existiert nur noch eine weitere stationare
Losung.

Um ein genaueres Bild der stationdren Losungen im gemittelten System zu erhalten, sind
diese unter Variation der Anregungsfrequenz {)g in den Abbildungen. 6.12 und 6.13 als
nichtlineare Amplitudengénge dargestellt. Instabile Losungen sind durch gestrichelte,
stabile Losungen durch durchgezogene Linien gekennzeichnet. Die Amplituden der
stabilen stationdren Losungen werden durch den Vergleich mit Losungen des Original-
systems verifiziert. Die stationdren Losungen des gemittelten Systems werden durch das
numerische Losen der durch A’ = 0 und i’ = 0 definierten nichtlinearen algebraischen
Gleichungssysteme berechnet. Dadurch werden auch instabile Losungen gefunden. Die
Ergebnisse des Originalsystems stammen aus numerischen Zeitintegrationen, weshalb
hier nur stabile Losungen gefunden werden.

In der Nidhe der Hauptresonanz (Abb. 6.12) sind im Bereich der Schwingungsam-
plituden, welche die Steuerkante nicht kreuzen, keine nichtlinearen Phanomene zu
erkennen. Erst die Nichtlinearitit der Steuerkante bewirkt ein deutliches Abknicken der
Kurve. Ohne dieses Abknicken wiren die Amplituden bei Qg = w; deutlich grofser.

102
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Abbildung 6.12: Vergleich der stationdren Losungen des Originalsystems und des gemittelten Systems in der
Néher der Hauptresonanz, Qg — ws = O(¢). Instabile periodische Losungen treten auch im Originalsystem
auf. Sie sind hier nicht dargestellt, weil sie nicht ohne besondere numerische Methoden gefunden werden
konnen.

Die Steuerkante hat hier also einen ddmpfenden Effekt. Allerdings wird dafiir der Preis
einer Verbreiterung des Resonanzbereichs gezahlt. Bei Qg = 0.95w; existieren stabile
periodische Losungen mit grofier Amplitude A > Xy, welche ohne die Steuerkante nicht
vorhanden wiren. Die koexistierenden stationdren Losungen mit kleinen Amplituden
A < Xyo werden im realen Betrieb nicht immer erreicht, da deren Einzugsgebiet von
der instabilen Lésung begrenzt wird.

Im Bereich der parametrischen Resonanz (Abb. 6.13) ist zusitzlich gekennzeichnet,
fiir welche Erregerfrequenzen die Gleichgewichtslage parametrisch destabilisiert wird.
Auch hier werden die Amplituden durch die Steuerkante offensichtlich stark reduziert.
Jedoch ist der Bereich, in dem stationidre Losungen mit nicht verschwindender Ampli-
tude existieren, deutlich grofer als der Bereich instabiler Gleichgewichtslagen. Somit
wird auch hier die Reduktion der Schwingungsamplituden durch die Steuerkante mit
einer Verbreiterung des Resonanzbereichs bezahlt. Einzugsbereiche stabiler Losungen
werden durch die instabilen Losungen getrennt. Die zu Agat = 0 gehdrende Losung
des Originalsystems ist aufgrund der immer noch vorhandenen Fremderregung keine
Gleichgewichtslage, sondern eine periodische Lésung mit sehr kleiner Amplitude.
Aufgrund der grofien Entfernung zur klassischen Hauptresonanz sind die Amplituden
jedoch so klein, dass sie in Abb. 6.13a lediglich als etwas breitere Linie erscheinen. Wie
bereits in Abb. 6.6b zu sehen war, ist das durch die Mittelwertbildung vorhergesagte
Instabilitdtsgebiet gegeniiber dem im Originalsystem vorhandenen leicht verschoben.
Die Abweichungen sind jedoch in einer akzeptablen Groéfienordnung.
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6 Dynamik erzwungener Schwingungen
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Abbildung 6.13: Vergleich der stationdren Losungen des Originalsystems und des gemittelten Systems in der
Naher der ersten parametrischen Resonanz, Qg — 2ws = O(¢). Die farbig hinterlegten Flachen kennzeichnen
die Gebiete, in denen die Gleichgewichtslage durch die Parametererregung destabilisiert wird. Instabile
periodische Losungen treten auch im Originalsystem auf. Sie sind hier nicht dargestellt, weil sie nicht ohne
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besondere numerische Methoden gefunden werden kénnen.
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7  Asymptotische Analyse ausgewahlter
Nichtlinearititen

Das vorgestellte asymptotische Verfahren zur qualitativen Beschreibung der nichtli-
nearen Ventildynamik basiert auf Modellen mit einem hohen Abstraktionsgrad. Es
gibt daher eine Vielzahl bisher unberticksichtigter physikalischer Einfliisse, welche das
dynamische Verhalten in der Realitdt beeinflussen konnen. Solange die zugehorigen
Krifte und Volumenstrome in der GréBenordnung O(¢) sind, konnen diese Einfliisse
im Allgemeinen in das asymptotische Verfahren integriert werden.

In diesem Kapitel werden drei ausgewihlte nichtlineare Effekte in das Verfahren
eingebunden und deren Auswirkungen auf die globale Stabilitdt und die Phasenraum-
struktur der Ventile diskutiert. Alle drei Effekte zeichnen sich dadurch aus, dass eine
Stabilitdatsanalyse, welche auf einer Linearisierung um die Gleichgewichtslage basiert,
nicht moglich oder nicht sinnvoll ist.

Der erste Effekt ist die Erweiterung des linear viskosen Reibmodells um einen Anteil
Coulomb’scher Reibung und wird in Abschnitt 7.1 diskutiert. In diesem Fall ist eine
Linearisierung um die (indefinite) Gleichgewichtslage zwar moglich, aber die entspre-
chende Stabilitdtsanalyse fiir die reale Anwendung nicht aussagekraftig. Dies liegt
daran, dass es grofSe Parameterbereiche gibt, in denen das Einzugsgebiet der stabilen
Gleichgewichtslage verschwindend klein ist und die Gleichgewichtslage demnach fast
nie erreicht wird. Fiir die praktische Anwendung relevante Aussagen erfordern also
eine globale Analyse der Dynamik und Stabilitdt stationdrer Losungen.

Abschnitt 7.2 widmet sich mit der quadratischen Dampfung dem zweiten Effekt. Dieser
ist das Resultat einer Dampfungsblende, welche in der Druckriickfithrung platziert wird.
Wird der entsprechende turbulente Volumenstrom mit der Blendengleichung modelliert,
ergibt sich eine zusitzliche wurzelférmige Nichtlinearitdt g. o /Ap zwischen dem
Volumenstrom durch die Blende g, und der entsprechenden Druckdifferenz Ap. Weil
im stationdren Betrieb Ap = 0 gilt und die Wurzelfunktion an diesem Punkt nicht
Lipschitz-stetig ist, ist eine Linearisierung um die Gleichgewichtslage und eine darauf
basierende Stabilitdtsuntersuchung nicht méglich.
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7 Asymptotische Analyse ausgewdhlter Nichtlinearitdten

Das Gleiche gilt fiir den dritten Effekt eines Ventils mit kritischer Uberdeckung, welcher
in Abschnitt 7.3 diskutiert wird. Dieser Fall erfordert keine Erweiterung, sondern
lediglich eine kleine Modifikation des asymptotischen Verfahrens. Er beinhaltet die
Moglichkeit, dass die Gleichgewichtslage genau auf der Steuerkante liegt, was ebenfalls
eine Linearisierung und somit eine Stabilitdtsanalyse basierend auf den Eigenwerten
des linearisierten Systems verhindert.

7.1 Trockene Reibung

In den bisher untersuchten Modellen wurden Reibungseffekte in Form einer linear
viskosen Dampfung modelliert, welche am Ventilkolben angreift. Dies ist fiir viele reale
Anwendungen eine gute Ndherung. In manchen Féllen sind jedoch nichtlineare Rei-
bungsmechanismen so dominant, dass sie die Dynamik des Gesamtsystems wesentlich
beeinflussen, wie verschiedene Publikationen zeigen [118, 126]. In diesem Abschnitt
wird das linear viskose Reibungsmodell erweitert und werden die Auswirkungen auf
das dynamische Verhalten des Ventilkreislaufs untersucht. Die Modellerweiterung soll
sowohl Haften als auch Gleiten abbilden konnen. Weitere nichtlineare Effekte, wie ein
geschwindigkeitsabhédngiger Reibwert, werden hier nicht betrachtet.

Den formulierten Anforderungen wird das Coulomb’sche Reibungsmodell gerecht,
welches einen geschwindigkeitsunabhéngigen Reibwert ;i voraussetzt. Mit dem Reibwert
wird die zur Normalkraft fy proportionale Gleitreibungskraft fr = ufy berechnet. Im
Haftfall gilt fiir die Haftkraft die Bedingung fg < fi max, in der die maximale Haftkraft
hier als fi,max = fr modelliert wird.

Der Einfluss auf das dynamische Verhalten wird am Beispiel des Konstantdrucksystems
mit Druckregelventil und idealer Pumpe analysiert. Es ergeben sich jedoch identische
Bewegungsgleichungen, wenn der Ventilkreislauf mit 3/3-Proportional-Wegeventil und
Druckquelle untersucht wird.

Die Herleitung der Bewegungsgleichungen erfordert eine Fallunterscheidung zwischen
Gleiten und Haften. Im Haftfall gilt Xy = 0. Haften tritt jedoch nur dann auf, wenn
die Summe der dufleren Krifte, welche auf den Ventilkolben wirken, kleiner als die
maximale Haftkraft ist. Dies liefert die Haftbedingung

Xy =0A |p1 = fe—kvxv| < fr, (7.1)

in der das Symbol ,,A” das logische ,,und” - Zeichen darstellt. Da der Kolben im Fall des
Haftens still steht, ergibt sich die entsprechende Haftdynamik

Cup1 = qn,q(xv, p1) + qc(p1) (7.2)
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7.1 Trockene Reibung

aus der Druckaufbaugleichung in der Hauptkapazitdt mit xy = 0. Die Funktionen
qn,q(xv,p1) und gc(p1) sind gegeniiber Abschnitt 4.1 unveréndert und den Gleichun-
gen (4.4) und (4.9) zu entnehmen.

Ausgehend von den Gleichungen (4.1) und (4.2) liefert die Hinzunahme der richtungs-
abhingigen Reibkraft die Bewegungsgleichungen

myXy +dyxy + fR sign(xv) + kyxy = 1"2/7'(],’71 - fc (73)

Cup1 = —rymxy + qn,q(xv, p1) + 9c(p1) (7.4)

fuir den Fall des Gleitens, der auftritt, wenn die Gleitbedingung
Xy #0V (v =0A [p1 = fe —kvxv| > fr) (7.5)

erfiillt ist. Das Symbol ,,v* bezeichnet das logische , oder” - Zeichen.
Mit der dimensionslosen Reibkraft

fr

Fr=—-—"—
R da)ofo

(7.6)

und der dimensionslosen Notation aus Gl. (4.17) folgt die dimensionslose Darstellung
der Bewegungsgleichungen

My X7y + X[, + Frsign(X{,) + Ky Xy = Py — F¢
Pi = —OCVX{/ + Qh(XV, Pl) - QC(Pl)

X, =0

Pi = Qh,q(XV’ Pl) - QC(Pl)

},X{/¢0v(x;=0A|PH|>FR)

}/lFHl SFR
7.7)

mit der dimensionslosen Haftkraft Fy = P1—F.—Ky Xy und den Funktionen Qy, ,(Xv, P1)
und Qc(P1) entsprechend den Gleichungen (4.20) und (4.22).

Abb. 7.1 zeigt den Einfluss der Coulomb’schen Reibung auf das dynamische Verhalten
des Ventilkreislaufs. Die dimensionslosen Parameter, welche fiir die Simulation verwen-
det werden, basieren auf den physikalischen Parameterwerten aus Tab. 4.1, jedoch mit
einem verringerten viskosen Dampfungsparameter dy = 130 N's/m. Fiir die Reibkraft
wird ein Wert von fr = 1N verwendet.

In Abb. 7.1a sind die Verldufe der Kolbenposition, -geschwindigkeit und -beschleunigung
im Zeitbereich dargestellt. Beim Schwingungsminimum der Kolbenposition greift die
Haftbedingung und kommt es zu einer Haftphase. An der durch X{, = 0 definierten
Hyperflache wird dort ein Gleit-Haft und ein Haft-Gleit-Ubergang (G-H-G) durchlau-
fen. Im weiteren Verlauf wird beim Schwingungsmaximum die Haftbedingung am
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XV - XVO [ ’ " T

) Xy, 5= [Xv (0) — Xvo, X7, (0), X7 (O py
x

| \ /

0 L

G-H-G

3t GG

4 w w w w w
300 302 304 306 308 310 312
T

(a) Grenzzyklusschwingung im Zeitbereich. (b) Einschwingverhalten und Grenzzyklus im
dreidimensionalen Phasenraum.

Abbildung 7.1: Einfluss der trockenen Reibung auf die Dynamik des Ventilkreislaufs. Dampfungsparameter
dy =130Ns/m, Reibkraft fg = 1 N. Nulldurchgénge der Kolbengeschwindigkeit X{, werden sowohl mittels

Gleit-Haft-Gleit-Ubergingen (G-H-G) als auch mittels Gleit-Gleit-Ubergéngen (G-G) durchlaufen.

Nulldurchgang der Geschwindigkeit nicht erfiillt und es kommt zu einem Gleit-Gleit-
Ubergang (G-G). In beiden Fallen ist der Verlauf der Beschleunigung X, unstetig.

Die Abbildung 7.1b zeigt das Einschwingverhalten und den resultierenden Grenzzyklus
im dreidimensionalen Phasenraum. Die blaue Hyperfliche ist die durch Gl. (5.4)
definierte Naherung My der langsamen Mannigfaltigkeit M., welche die Dynamik
des Systems offensichtlich weiterhin mafsgeblich beeinflusst. Die Spriinge im Verlauf
der Beschleunigung fiihren jedoch dazu, dass die Trajektorie den Bereich um die
Mannigfaltigkeit im Verlauf einer Schwingungsperiode zweimal verldsst. Dies passiert
sowohl bei Gleit-Haft-Gleit- als auch bei Gleit-Gleit-Ubergéingen. Eine Reduktion der
schnellen Dynamik ist somit streng genommen nicht zuldssig. Weil die Spriinge jedoch
in der Grolenordnung O(1) sind, sind die sich anschlieBenden Phasen der schnellen
Dynamik, in denen die Trajektorie in die Ndhe der Mannigfaltigkeit zurtickkehrt, in
der GroBenordnung O(¢). Deshalb ist zu vermuten, dass die durch eine Reduktion der
schnellen Dynamik gewonnene Approximation trotzdem eine gute Ubereinstimmung
mit dem Originalsystem bietet.

Dafiir werden die Bewegungsgleichungen fiir den Gleitfall in eine Einzeldifferential-
gleichung dritter Ordnung tiberfiihrt und anschlielend mit den neuen Koordinaten
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7.1 Trockene Reibung

Ev = Xy — Xyo, 5(, = X"/, E{} = X{,’ und IT; = P; — Py die Gleichungen in den
Abweichungen von der Gleichgewichtslage des Systems ohne Coulomb’sche Reibung

0=My&y + &)+ Kv&y, +avé), + FRO(E])
—Qn(&v + Xvo, P1o + My &y, + &), + Fr + Kyév)
+Qc(P1o + My &y, + &, + Fr + Kyéy)
Iy = Myé&y + &, + Fr+ Kyéy
0=My&y + &)+ Kv&y, +avél, + FRO(E])
—Qn(&v + Xvo, Pro + Mv &y + &), — Fr + Ky év)
+Qc(P1o + My &, + &, — Fr + Ky &y)
I = Myé&y + &, —Fr+ Kyéy
&, =0
& =0 & € Th (7.10)
IT, = Qu(&év + Xvo, IT1 + P1o) = Qc(TTy + P1o)

&G €L (7.8)

&6 €L (7.9)

formuliert (Die Gleichgewichtslage mit Beriicksichtigung der Coulomb’schen Reibung
ist indefinit und deshalb fiir eine Variablentransformation nicht geeignet).

Die hochgestellten Plus- bzw. Minuszeichen beziehen sich auf die Richtung der
Geschwindigkeit in der jeweiligen Gleitphase. Weil der Ubergang auf die Koordinaten
[Ev, ;,é;}]T in den Haftphasen nicht moglich ist, ergeben sich unterschiedliche
Zustandsvektoren & = [Ey, &), &7 und &y = [Ey, &, TI] T fiir die Gleit- bzw. Haft-
phasen. Die Umrechnung erfolgt anhand der untersten Zeilen der Gleichungen (7.8) und
(7.9). Der Sprung im Verlauf der Kolbenbeschleunigung bei den Gleit-Gleit-Ubergidngen
wird nun durch den Dirac-Impuls 6(¢7,) abgebildet. Die Spriinge, welche bei den
Gleit-Haft-Gleit-Ubergdngen auftreten, werden durch entsprechende Ubergangsbedin-
gungen abgebildet. Diese bestehen in der Stetigkeit des Druckverlaufs sowie in der
Bedingung &7, = 0 bei jedem Haft-Gleit-Ubergang. Tab. 7.1 gibt eine Ubersicht der
Ubergangsbedingungen an den Gleit-Haft-, Gleit-Gleit- und Haft-Gleit-Ubergangen.

Gleit-Gleit (G-G) Haft-Gleit (H-G) Gleit-Haft (G-H)
vy =&y vy =&v- vy =&y
5V+—5_iM—V V+_0 I+ =11 = My V_iPR-i-Kvév_

Tabelle 7.1: Ubergangsbedingungen an den Gleit-Haft-, Gleit-Gleit- und Haft-Gleit-Ubergingen. Die
Vorzeichen in der letzten Zeile sind von der Richtung der Geschwindigkeit sign(<{, ) in der vorigen Gleitphase
abhingig.
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7 Asymptotische Analyse ausgewdhlter Nichtlinearitdten

Die Groflen mit einem Minuszeichen im Index beziehen sich darin auf den Zustand vor
dem jeweiligen Ubergang, ein Pluszeichen markiert den Zustand nach dem Ubergang.
Fiir die Formulierung der Haftbedingung Xy und der beiden Gleitbedingungen X/, und
X in Gleichungen (7.8), (7.9) und (7.10) wird die Haftkraft

Fy=P1-F. - KyXy

My&y + &, + Fr, Ec €L
_ MyEy + & —Fr, &g € X 7.11)
Iy - Ky&y +Pro—F.—KyXvo, &g €Ly

=0

in Abhéngigkeit der neuen Variablen ausgedriickt. Aus den Gleit- und Haftbedingungen
aus Gl. (7.7) kénnen die Gleit- und Haftbereiche

h={&clEc € RPAE, > 0} U{EclEq € RPAE], =0 A [My&], + Fr| > Fr}

(7.12)

Lo =1{&l&c e RPN &, <0} U{&clEc € RP A&l =0 A My & — Fr| > Fr}
(7.13)

Ty = {&yl&y € RPAE, =0 AT — Kyéy| < Fr} . (7.14)

abgeleitet werden.

Fiir eine Abschidtzung der Groflenordnungen wird der kleine Parameter ¢ = My
eingefiihrt und die einzelnen Schaltzustinde werden in eine Taylorreihe entwickelt.
Dabei ist nun eine Fallunterscheidung zwischen sechs Schaltzustdnden erforderlich,
weil die durch die Mengen L, X und Lp représentierten Gleit- und Haftbereiche
durch die Steuerkante nochmal in jeweils zwei Bereiche unterteilt werden.

Die Vernachlassigung der GréSenordnungen O (&%) und kleiner fiihrt auf die System-
darstellung

0=e&l) + & + eKIE) + (wi)2Ey — eQf + eNFE, &y + FrO(E), & € I

0= €&l + &+ eK7 &l + (w7)*Ey — eQ + eNg &L &y + FrO(E)), &g € X

0= & + & + eKI&, — QF + FroO(&), Ec €XE

0=ellV + & +eK; &, — Q5 + FrO(E]), §c ety

IT, = KH&y + e(ATT + N &y IT), & € Zn

1) = QF + eAHTTy, Eyely
(7.15)
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7.1 Trockene Reibung

mit den Haft- und Gleitbedingungen

12 ={&cléc e RP A&y + Xyo > 0 A £&}, > 0}

U{&cléc € RO A&y + Xyo > 0 A &Y, = 0 Aledy & Fr| > Fr}
IE = {&cl&c € RP A&y + Xyg <0 A £&, > 0}

U{&cléc € RPAEy + Xvo SOAE, =0 A |e&)) + Fr| > Fr}
Ty = {&uléy € RPA &y + Xvo > 0A &, =0 A Ty — Kyéy| < Fr}

i ={&nl&y e RPN &y + Xyvo SOAE, =0A [T —Kyéy| < Fr} .

Fiir die skalierten Parameter gelten die Berechnungsformeln

eKs = Ky + ay + x5
ek =Ky +ay + &%
KE = —gy/Pro
(%) = kEKy + Bvy/Pyo £ Fr
Q¥ = Qp — (Bv Xvo + ac)yPio = Fr
i =Qp —acyPi +Fg

Q' = Qp — acy/Puo

vXvo + ac
eAf = —ﬁ—
- ac
eAll = —
T 2Py
Ky
eNF = - T Pv
2(P1o £ Fr) 24Py * Fr
Bv
eNH = -2
’ 2vPy
mit den Abkiirzungen
o _ac . PvXwo
T 2Py 24Pyo = Fr
o L S
T 24/Pqp + Fr

(7.16)

(7.17)
(7.18)
(7.19)

(7.31)

(7.32)

Die Werte der skalierten Parameter, welche sich aus den physikalischen Parameterwerten

in Tab. 4.1 sowie aus einer Reibkraft von fr = 1N ergeben, sind in Tab. 7.2 aufgefiihrt.

Die Parametrierung fiir die Simulationsergebnisse basiert teilweise auf leicht abwei-
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7 Asymptotische Analyse ausgewdhlter Nichtlinearitdten

Symbol ~ Wert || Symbol Wert || Symbol = Wert
KF 0.743 K; 0747 € 0.13
K 0.527 K; 0.529 K —-1.007
w? 1.006 w3 1.002 oH 0.993
Qf  -0.067 Q;  0.067 Al —0.418
Qr 0.989 Qr  0.997 AH 0201
N 0.219 Ny 0221 NH 0.220

Tabelle 7.2: Skalierte Parameterwerte basierend auf der Standardparametrierung in Tab. 4.1 sowie auf einer
Reibkraft von fgr = 1N.

chenden Dampfungsparametern zwischen dy = 130N s/m und dy = 160N s/m. Die
Groflenordnungen der skalierten Parameter dndern sich dadurch jedoch nicht.

Die skalierten Parameter Q7 und Q; sind in der Gréfenordnung ¢ und kénnten demnach
eigentlich vernachlassigt werden, weil die entsprechenden Ausdriicke ¢Qf und Q7
in GL (7.15) in der Grofenordnung O(¢?) sind. Jedoch zeigen Simulationsergebnisse,
dass durch die Vernachldssigung ein relevanter Fehler entsteht, der die Gréflenordnung
dieser Ausdriicke iibersteigt. Aus diesem Grund werden sie weiterhin berticksichtigt.
Die Dynamik in den vier Gleitbereichen wird durch singuldr gestorte Differential-
gleichungen beschrieben. Eine Reduktion der schnellen Dynamik ist jedoch nur unter
Vernachlédssigung des Dirac-Impulses moglich. Dies entspricht einer Vernachldssigung
der in der schnellen Zeitskala stattfindenden Einschwingphasen im Anschluss an die
Haft-Gleit-Haft bzw. Gleit-Gleit-Ubergénge. Die Druckdynamik wihrend der Haftpha-
sen wird durch reguldr gestorte Differentialgleichungen beschrieben und muss deshalb
nicht reduziert werden.

Die schnelle Dynamik wihrend der Gleitphasen 1 = £/ wird analog zum Vorgehen
in den vorherigen Kapiteln durch einen Reihenansatz 1 = 7] = 1o + €11 approximiert.
Durch Einsetzen in die Gl. (7.15), Vernachldssigung des Dirac-Impulses und Bilanzieren
nach verschiedenen Potenzen von ¢ ergibt sich die Naherung

—(wiPey + e ((WhH? - KE) &, +QF = Nf&&y), &L exit
—(w7)*éy + e ((w)* —K37) &, + Qs =Ny & &y), &L eXl
Qf - ekte, &c eIy

Q7 — eK7¢&, &L el

(7.33)

=
Il

mit dem reduzierten Zustandsvektor §VG = [&y, EQ]T und den vier verschiedenen
Gleitbereichen

2 = {&cl&c € R A&y + Xyg > 0 A £&, > 0}
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U{&cléc € RZ A&y + Xvo > 0 A &Y =0 A Py + e(eQF — (0F)*Ev)| > Fr}

(7.34)
I = {&GlEq € RP A &y + Xvo < 0 A £&, > 0}
U{&cl&c €R* A&y + Xvo SO A&, =0A [Pro+ eQZ| > Fr} . (7.35)
Daraus leitet sich die reduzierte, regulér gestérte Dynamik

& = —(0hPev + e (WP - KE) &, +QF = NF& &v), &L ext

&y = (7 Pev + e (07 - K3) &, + Q7 = N7 & év), &G €T
£ = Q: - ok, G g

&y = Qs —eKi &y, 6 €Xg

I} = K&y + (AT + Nf &yh), &y € XH

IT, = QF + £AHTI, &y €ln

ab.

Weil die Kolbenbeschleunigung &7 im reduzierten Zustandsvektor &¢. nicht mehr ent-
halten ist, kénnen die in Tab. 7.1 aufgefiihrten Ubergangsbedingungen an den Haft-Gleit-
bzw. Gleit-Gleit-Ubergéngen auf Beschleunigungsebene nicht mehr formuliert werden.
Der Verlauf der Beschleunigung ist zwar weiterhin unstetig, jedoch werden die Spriinge
nun nicht mehr durch die Ubergangsbedingungen, sondern durch die rechte Seite von
Gl. (7.33) bestimmt.

Weiterhin wird die Forderung nach der Stetigkeit des Druckverlaufs an den Gleit-Haft-
Ubergédngen nun mit der Naherung &7 ~ fj entsprechend Gl. (7.33) modifiziert und im
Folgenden mit der Gleichung

Iy =TI = efj(&y = &v-, &, =0) £ Fr + Ky &y (7.37)

beschrieben, wobei sich das Vorzeichen der dimensionslosen Reibkraft nach der Rich-
tung der Geschwindigkeit sign(&7,_) in der vorigen Gleitphase richtet.

Der Verlauf der ZustandsgrofSen des reduzierten Systems sowie die durch Gl. (7.33)
bestimmte Néherung der Kolbenbeschleunigung X/ ~ 7] sind im eingeschwungenen
Zustand in Abb. 7.2 dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Phasen schneller
Dynamik zu Beginn der Gleitphasen durch die Reduktion eliminiert wurden. Dadurch
werden die Gleit-Gleit-Ubergénge weitestgehend geglattet. Haftphasen kénnen weiter-
hin dargestellt werden.

Um ein System in Standardform zu formulieren, wird die Grundlésung als abschnitts-
weise definierte Losung der ungestorten (¢ = 0) Gl (7.36) berechnet. Da die Zustandsgro-
Ben der Gleitdynamik wihrend der Haftphasen konstant ist, besteht die Vorgehensweise
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Xy = Xyo|

v

G-G

300 302 304 306 308 310 312
T

Abbildung 7.2: Grenzzyklusschwingungen des reduzierten Systems mit Coulomb’scher Reibung. Dampfungs-
parameter dy = 130 N's/m, Reibkraft fr = 1N. Das Modell kann weiterhin zwischen Haft- und Gleitphasen
unterscheiden und die qualitative Dynamik abbilden.

darin, die Grundlésung zundchst nur aus der Gleitdynamik abzuleiten. Die Haftphasen
werden nachtrdglich in die Grundldsung integriert. Hierbei ergibt sich jedoch die
Problematik, dass aus den einzelnen Abschnitten keine periodische und gleichzeitig
stetige Funktion erzeugt werden kann, wie das zuvor durch entsprechende Ubergangs-
bedingungen an den Schaltiibergidngen moglich war. Aus diesem Grund werden die in
der Grundlosung enthaltenen Parameter @ und QZ tiber die Schaltzustinde positiver
und negativer Kolbengeschwindigkeiten gemittelt

ws = %(a): + wy) (7.38)
Qs = 537 +Q0) 7.39)

und mit den Naherungen

W = w; = w;s (7.40)

S s

Q=07 =0Qs (7.41)
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eine Grundldsung fiir das Mittelwertbildungsverfahren konstruiert, welche das unge-
storte Problem nicht exakt 16st. Wegen w{ ~ w7 und QF ~ Qj ist das jedoch eine gute
Néherung, vgl. Tab. 7.2. Die Grundlésung

&10(7), T0 <t<tH
A, H <t <t AH
~ Eo(T = ATH), ™ At < 7 <79+ ATH
Ero(n) = | 2 H) , i (7.42)
E1o0(T — ATH), +AtH <t<7
A, T <t <tH 4+ ATH
Ewo(t = AtH — ATH), TH 4 ATH < 7 < 1y + AT + ATH
Ea0(7), 0 <t<tl
0, H <t<tH 4 ArH
~ Exo(t = ATH), i At <7 <1+ ATH
Ex(r) = | 2 H) , i (7.43)
&xo(T — AT™), T1+AT? <1<7T
0, TH <t<7H+ ATH
ot — At — ATH), TH 4 ATH < 7 < 19 + AT + ATH
mit den Zeiten
g 1
™ = E(To + 1) (7.44)
1
H = E(Tl + 1) + AtH (7.45)

setzt sich aus vier Gleit-und zwei Haftbereichen zusammen, vgl. Abb. 7.3a. Jedoch
konnen auch Gleit-Gleit-Ubergiange durch das Nullsetzen der entsprechenden Haft-
dauern AtH oder ATH abgebildet werden. Es gelten die Gleichungen (5.8), (5.9) und
(5.15) bis (5.20) sowie (5.25), aus denen die Funkionen &19(7), &10(7), &20(7), E20(7) und
die Schaltzeiten 7y, 71, 72 sowie das Schwingungsminimum A zu entnehmen sind. Die
Haftdauern At und A7! sind zu diesem Zeitpunkt noch unbekannt und werden spéter
aus der Haftdynamik bestimmt.

Zunichst wird jedoch der Fall A < Xy betrachtet, bei dem die Schwingungen die Steu-
erkante nicht kreuzen. Auch hier sind Haftphasen moglich, weshalb die Grundlosung

Elp(1) = Acos(wit + a), To <1t<Th
: A, T <t < T +AT!
= 7.46
€10(7) 51_0(1) =A"cos(w;T+a”), T+ ATlH <1< ( )
-A7, T <t < +AT)
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E3o(1) = —Aw! sin(wi T + a), Ty <1<T
: 0, T <t <T +ATH
= 747
E20(T) 52_0(’() =-A"w;sin(w;t+a7), 1 + ATlH <1t<T ( )
0, T <t<Th+ ATZH

fiir diesen Fall ebenfalls abschnittsweise definiert wird, vgl. Abb. 7.3b. Im Gegensatz
zum Fall A > Xy lasst sich jedoch hier mit Hilfe der Bedingungen

&30(To) =0 (7.48)
&) =0 (7.49)
ST+ AT =0 (7.50)
&) =0 (7.51)
&o(T) = E(TL + ATY) (7.52)

auch ohne Mittelung der skalierten Parameter eine periodische und stetige Grundlésung
erzeugen. Das Losen dieser Bedingungen liefert Ausdriicke fiir die Unbekannten

T=-4"0 (7.53)
C")S
04
T1 = —F (754)
S
ATHw! —a
L=—1—° " (7.55)
a)s C')S
A=A (7.56)
ATHwF — 0)w:
o = JAIws Z o (7.57)

in Abhéngigkeit von A und a.

Die Verldufe der Grundlosungen fiir die beiden Félle A > Xy und A < Xy sind in
Abb. 7.3 dargestellt. Der Verldufe entsprechen prinzipiell denen des Systems ohne Cou-
lomb’sche Reibung. Lediglich an den Nulldurchgédngen der Geschwindigkeit werden
Haftphasen noch bisher unbekannter Dauer eingefiigt.

Diese Haftdauern werden mit At" und AT bzw. AT/? und AT} bezeichnet und im
Folgenden bestimmt. Dazu wird die Druckdynamik wihrend der Haftphasen mit
entsprechenden Anfangsbedingungen aus der vorigen Gleitphase solange integriert, bis
die Haftgrenze erreicht bzw. die Haftbedingung verletzt wird. Dabei hdngen sowohl die
Druckdynamik, die Anfangsbedingung und die Haftgrenze von der Kolbenposition,
der Richtung der Geschwindigkeit in der vorigen Gleitphase und vom entsprechenden
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Ar At & ||
ATH / E20(7)
«—> )
s ATH
4 ‘ ’
:/'
. 0 /'_/ © 0
=3 Z —
vy §Lexrt & ,5'336 &L e L w3
Xvo 88—\ A 7
Steuerkante N\, ,.'
- ~ \~\ o"
A== £10(7) —— S —
== F. t _
-/ éZO(Tj anp ‘asen\‘ | A __——Haftphasen—___
T0 H T+ A" TH T T T
T 1+ At + ATH T
(@) A > Xyg: Schwingungen {iberschreiten die (b) A < Xyg: Schwingungen iiberschreiten die
Steuerkante. Steuerkante nicht.

Abbildung 7.3: Verlauf der Grundlésungen &10(7) und &x(7) innerhalb einer Periode.

Haftdauer Kolbenposition Richtung der Geschwindigkeit Schaltzustand
in der vorigen Gleitphase

ATH v=A sign(&]) =1 gy €EXH
ATH Ey=A sign(&f,) = -1 &y ely
ATH Ev=A sign(&r,) =1 gy EXy
AT} sy =-A sign(&;,) = -1 gy EXy

Tabelle 7.3: Zustande wéahrend der Haftphasen.

Schaltzustand ab. Die entsprechenden Gréfsen konnen aus Abb. 7.3 abgeleitet werden
und sind in Tab. 7.3 aufgefiihrt.

Durch Einsetzen der unterschiedlichen Kombinationen in Gl. (7.36) ergeben sich die
entsprechenden Differentialgleichungen, welche die Druckdynamik wihrend der unter-
schiedlichen Haftphasen beschreiben. Aus Gl. (7.37) koénnen die jeweiligen Anfangs-
bedingungen fiir die Integration abgeleitet werden. Tab. 7.4 zeigt eine Zuordnung der
unterschiedlichen Druckaufbaugleichungen mit den jeweiligen Anfangsbedingungen
zu den einzelnen Haftdauern.

Haftdauer Druckdynamik Anfangsbedingung
ATH T, = eI (AF + NFA) + KA TI(77) = Fr + (Kv — e(wH)P)A + 2QF

- 2
AT TT, = eI (AH - NHA) - KHA T (RH) = —Fg + ¢Q5 + Ky (cl - 5—2)
ATH IT) = el (AY + NFA) + KEA  TI(Th) = Fr + (Kv — e(0))A + 2Q7
AT)! T = Qff + eAllITy ITi(Tz) = —Fg — (Ky — e(w7)?)A + €2Q;

Tabelle 7.4: Druckdynamik wéhrend der verschiedenen Haftphasen.
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ex“akte Lésu‘r}g Ihi(7) L exakte Losung IT;(7)
- = = - Néherungslosung Iyo(t) AT - - - -Naherungslssung ITjo(7) "-f -----------
Hl(TH) L - N Hl(Tl) [
I - KyA =Fg Iy + Ky A = Fr
(obere Haftgrenze) (obere Haftgrenze)
& o
= =
ITjp — Ky A = —Fg Iy - Ky A = -Fg
(untere Haftgrenze) (untere Haftgrenze)
=H
IML(TH) IT(T2)
N U e ATH T, ATH
] <« 'p <« p
Ry H 7 To T T
T T
(a) A > Xyo: Schwingungen iiberschreiten die (b) A < Xy: Schwingungen iiberschreiten die
Steuerkante. Steuerkante nicht.

Abbildung 7.4: Druckverlauf wihrend der Haftphasen. Vergleich von exaktem Verlauf I'Tj (7) und Néherungs-
16sung ITjo(7).

Haftdauer Né&herungslosung Haftbedingung  Haftgrenze
ATH Io(t) = KHTAT +TTi(t1)  |I1; — KyA| < FR  Tljo— KyA = —Fg
ATH Io(t) = Qlft + T (7H) T - KyA| < Fr  TTj— KyA = Fg
ATH Io(t) = KHAT +T1)(Ty)  |TT; — KyA| < Fr  TIio— KyA = —Fg
AT;H Hlo(T) = —K?AT + Hl(Tz) |H1 + KvAl <Fr TIljg+KyA=Fg

Tabelle 7.5: Naherungslosungen der Druckdynamik wéhrend der verschiedenen Haftphasen.

Weil die Kolbenposition wihrend der Haftphasen konstant ist, sind die Differential-
gleichungen der Haftdynamik linear und konnen analytisch gelost werden. Jedoch
ergeben sich die Druckverldufe in Form von Exponentialfunktionen und damit Haft-
dauern, welche durch den nattirlichen Logarithmus beschrieben werden. Dies fiihrt
im spéteren Mittelwertbildungsverfahren zu sehr komplexen Ausdriicken bei der
analytischen Integration. Aus diesem Grund wird eine Naherungslosung mit Hilfe
eines Storungsansatz I1; = Iljo + €11 berechnet, der die Druckdynamik wahrend der
Haftphasen approximiert. Die verschiedenen Grundlésungen I'ljo(7) ergeben sich durch
das Einsetzen des Stérungsansatzes in die Differentialgleichungen der Druckdynamik
in Tab. 7.4, wobei ¢ = 0 gesetzt wird. Da die Grundlésungen bereits eine sehr gute
Néaherung an die exakte Losung sind (vgl. Abb. 7.4), wird auf die Berechnung der htheren
Naherungen ITj1(7) verzichtet. Die Naherungslosungen des Druckverlaufs, welche
bereits an die jeweiligen Anfangsbedingungen angepasst sind, sind in Tab. 7.5 aufgefiihrt.
Die entsprechenden Haftbedingungen ergeben sich aus den Gleichungen (7.18) und
(7.19) und sind ebenfalls in Tab. 7.5 aufgefiithrt und den Haftphasen zugeordnet. In
welche Richtung die Haftbereiche verlassen werden, hingt davon ab, ob der Druck
wahrend der Haftphase steigt oder fillt. In den den Schwingungsmaxima zugeordneten
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Abbildung 7.5: Periodendauer der Schwingung und Haftdauern in Abhéngigkeit der Schwingungsampli-
tude A.

Haftphasen sinkt der Druck, da hier das Ventil und somit die Offnung der Steuerkante
maximal geoffnet ist. Somit wird der Haftbereich am unteren Ende (im Bereich kleiner
Driicke) verlassen. In den Haftbereichen, bei welchen die Schwingung ihr Minimum
erreicht, ist das Ventil vollstandig oder fast geschlossen. Damit steigt in diesen Phasen
der Druck und die Haftbedingung wird an der oberen Grenze (im Bereich hoher Driicke)
verletzt.
Aus diesen Uberlegungen heraus kénnen die jeweiligen Haftgrenzen abgeleitet werden.
Diese sind ebenfalls in Tab. 7.5 aufgefiihrt. Daraus ergeben sich die Haftdauern

ATH — ATlH — 6(0):)2 _ ZFR + gZQ:

e AR (7.58)
2Fg — Q7
AFH = RQ—;QS (7.59)
S
n_ ewy)?  2Fg —e2Q7
AT} = T AR (7.60)

deren Verldufe in Abhéngigkeit der Schwingungsamplitude A in Abb. 7.5 dargestellt
sind. Wegen w} ~

=~

w; und QF ~ Q7 sind die Verldufe von AT/ und AT in die-
ser Skalierung nicht voneinander zu unterscheiden und es gilt AT? ~ AT}!. Beide
Haftdauern werden fiir A — 0 aulerdem unendlich grofs. Die Haftdynamik bei

geschlossenem Ventil, das heifit & € Yy, ist in erster Néherung unabhéngig von
der Schwingungsamplitude A, weshalb auch ATH unabhingig von A ist. Fiir A > 1

wird AtH immer kleiner und kann je nach Parameterkombination auch negativ werden
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(nicht in der Abbildung dargestellt). Der Nulldurchgang trennt dabei die Bereiche,
in denen es pro Schwingungsperiode eine bzw. zwei Haftphasen gibt. Eine negative
Haftdauer ist physikalisch nicht sinnvoll und ist durch die Annahme verursacht, dass
bei jedem Nulldurchgang der Geschwindigkeit eine Haftphase existiert. Der dadurch
verursachte Fehler ist jedoch vernachlissigbar klein und wird hier nicht korrigiert.
Mit den Grundlosungen, welche durch die Gleichungen (7.42), (7.43), (7.46) und (7.47)
reprasentiert werden, wird eine Variablentransformation auf die Variablen A und «
durchgefiihrt und damit ein System in Standardform formuliert. Im Fall A > Xy

fi(t—iAT), 10 <t-iAt < TH
0, H <1 —iAT < H + AfH
o fa(r—iAT), H 4 At <7 —iAT <1 + ATH 7.61)
fi(t—iAr), n+AtfH <t-iAr<7H '
0, i <t-iAt <7H + ATH
fir—iAt), TH+ATH <7 —iAt <10+ ATH + ATH
fiH(t—iAT), 710 <t-iAt <TH
0, H <t—iAt < tH + ATH
o = Jia_(’[ —iAt), ™+ AtH <1 —iAT <71+ ATH 7.62)
fo(t—iAt), m+AT! <71—iAT<7TH '
0, 7H <t —iAt < TH + ATH
fr(r—iAt), T+ ATH <1 —iAT < 1o + ATH + ATH
At=1-1, 1=0,12,.... (7.63)

wird zwischen sechs Schaltzustdnden unterschieden. Weil die Grundlésung das unge-
storte Problem nicht exakt 16st, ist der kleine Parameter als Faktor auf der rechten Seite
nicht enthalten. Trotzdem ist die rechte Seite in der Gré8enordnung ¢. Fiir den Fall
A < Xy ergibt sich die Darstellung

Fi(t—iAT1), To <T—-iAT<T
T —iAT < Ty + ATH
A=l Lo S TTIAT= Ay (7.64)
Fi(t—iAt), I +AT <t—iAt<T
0, T <T—iAT < Ty + ATy
Fi(t—iATr), Tp <71-iAT<Th
0, T <1T—-iAT < Ty + ATH
= 1 7.65
T T Fi(r-iAt), TAATH<T-iAT<T (7.65)
0, T <T—-IiAT<TH+ ATZH
AMt=T+AT/' -T, i=0,1,2,.... (7.66)
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6 w ‘ ‘ ‘ 1.4 w ; ; ; w w w
4 / A(1)+Xvo ] 12 Q M\NU‘EI\A(THXVO |
\ _ A(D)+Xvo
6 Originalsystem 1 0.2F Steuerkante Originalsystem
‘ Gemitteltes System Gemitteltes System
-8 ' : : ' : 0 ‘ : : ' : : :
0 100 200 300 400 500 0 50 100 150 200 250 300 350
T T
(a) Anfangsbedingungen Xy (0) = A(0) + Xy = (b) Anfangsbedingungen Xy (0) = A(0) + Xy =
3.6 + Xyo und X"/(O) =¢(0)=0. 0.4 + Xyo und X"/(O) =1¢(0)=0.

Abbildung 7.6: Vergleich des Einschwingverhaltens des Originalsystems und des gemittelten Systems.
Déampfungsparameter dy = 160 N's/m, Reibkraft fr = 1N.

Die Funktionen f}, f7, ff;—r, fz, F3; und F; werden hier nicht explizit angegeben.
Mittelwertbildung liefert ein autonomes System

£i(A), A>X

A’ =Fa(A) = Fald), A > Xvo (7.67)
Fa(A), A< Xvo
£ (4), A>X

Q' = Fo(A) = Fol(4) Vo (7.68)
Fo(A), A< Xvo

mit den Funktionen F4 (A), Fa (A), R (A) und F, (A), deren Berechnung in Anhang A
ausgefiihrt wird.

In Abb. (7.6) ist das transiente Einschwingverhalten sowohl des Originalsystems als
auch des gemittelten Systems fiir unterschiedliche Anfangsbedingungen dargestellt.
Offensichtlich koexistieren mit einer Gleichgewichtslage und einem Grenzzyklus min-
destens zwei stabile stationdre Losungen mit unterschiedlichen Einzugsgebieten. In
beiden Fillen ergibt sich eine gute Ubereinstimmung zwischen dem Originalsystem
und dem gemittelten System.

Die Koexistenz verschiedener stationdrer Losungen wird in Abb. 7.7 verdeutlicht. Da
die Differentialgleichungen des gemittelten Systems entkoppelt sind, konnen analog
zu der Diskussion der Ergebnisse in Abschnitt 5.2 die stationdren Losungen durch die
Nullstellen der rechten Seite des gemittelten Systems dargestellt werden. Die Steigung
an den jeweiligen Nullstellen ist mit dem Eigenwert in der Gleichgewichtslage assoziiert
und bestimmt somit die Stabilitédt der stationdren Losung. Fiir kleine ¢ existiert lediglich
eine Nullstelle bei A = 0, welche zu einer asymptotisch stabilen Gleichgewichtslage
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Abbildung 7.7: Rechte Seite der gemittelten Gl. (7.67) in Abhéngigkeit der Amplitude fiir unterschiedliche
¢. Nullstellen entsprechen stationdren Losungen. Die Steigung an den jeweiligen Nullstellen bestimmt die
Stabilitdt der Losung.

4+ i 14 Originalsystem i
L Gemitteltes System ||
ol Astat + Xvo | 12
. / med X 10} N 1
=
M S VT . = b ATH [Tges ~ ATH 7405
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d 1 £ o S \“/MH [Tges
-6F Originalsystem 1 0 o TT—
Genmitteltes System AtH/ Tges
_ : : : ‘ ‘ w 2 w w w w w w
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MV MV

(a) Minima und Maxima der stationdren Grenzzy-  (b) Anteil der Haftphasen in % der Gesamtperioden-
klusschwingungen. dauer Tges.

Abbildung 7.8: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und des gemittelten Systems
unter Variation des kleinen Parameters ¢ = My . Fiir ¢ > 0.145 wird die Haftdauer At im gemittelten System
negativ, das heifit, dass im Originalsystem hier ein Gleit-Gleit-Ubergang stattfindet. Im Bereich ¢ < 0.145
existieren 2 Gleit-Haft-Gleit-Ubergénge pro Schwingungsperiode. Instabile Grenzzyklusschwingungen treten
auch im Originalsystem auf. Sie sind hier nicht dargestellt, weil sie nicht ohne besondere numerische Methoden
gefunden werden kénnen.

gehort. Mit steigendem ¢ entstehen zwei weitere Nullstellen, welche einem instabilen
und einem stabilen Grenzzyklus entsprechen. Die Gleichgewichtslage bleibt fiir alle ¢
stabil, jedoch wird der Einzugsbereich, der durch den instabilen Grenzzyklus bestimmt
wird, immer kleiner.

In Abb. 7.8a ist das Bifurkationsdiagramm mit dem Bifurkationsparameter ¢ = My
dargestellt. Der Einzugsbereich wird bereits kurz nach der Entstehung der Grenzzyklen
so klein, dass im realen Betrieb die stabile Gleichgewichtslage vermutlich zumeist nicht
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erreicht wird. Zwischen dem Originalsystem und dem gemittelten System besteht eine
gute Ubereinstimmung, selbst fiir relativ groSe Werte von ¢. Die indefinite Gleichge-
wichtslage des Originalsystems, welche durch eine etwas dickere Linie dargestellt ist,
kann im gemittelten System nicht abgebildet werden. Die den stationdren Lésungen
zugehorigen Dauern der Haftphasen in % der Gesamtschwingungsdauer sind in
Abb. 7.8b dargestellt. Die Haftphasen besitzen insgesamt nur einen geringen Anteil an
der Gesamtschwingungsdauer und werden mit zunehmendem ¢ und damit zunehmen-
der Schwingungsamplitude kiirzer. Die Haftphase im Bereich der Schwingungsmaxima
verschwindet bei ¢ ~ 0.145, womit es hier zu Gleit-Gleit-Ubergéingen kommt. Im
gemittelten System wird das durch eine negative Haftdauer ausgedriickt, was, wie
bereits zuvor diskutiert, zwar nicht physikalisch ist, jedoch keinen groflen Fehler
verursacht.

Zusammenfassend konnen mit der Berticksichtigung Coulomb’scher Reibung bisher
nicht betrachtete Effekte beschrieben werden. Dazu gehoren eine indefinite Gleichge-
wichtslage sowie die Unterscheidung zwischen Haft- und Gleitbereichen. Dabei ldsst
die Systemdynamik sowohl Gleit-Haft-Gleit- als auch Gleit-Gleit-Ubergénge zu. Die
Gleichgewichtslage wird durch die Coulomb’sche Reibung zwar stabilisiert, jedoch ist in
weiten Parameterbereichen das Einzugsgebiet so klein, dass in der realen Anwendung
die Gleichgewichtslage nicht erreicht wird.

7.2  Quadratische Dampfung

Um Stabilitdtsproblemen in Ventilkreisldufen zu begegnen, gibt es neben der Variation
physikalischer Parameter noch die Moglichkeit, durch konstruktive Veranderungen eine
Stabilisierung der Gleichgewichtslage herbeizufiihren.

Eine weit verbreitete konstruktive Mainahme zur Stabilisierung von Ventilkreisldufen
ist das gezielte Einbringen von Dampfung in den durch Ventilkolben und Druck-
riickfithrung gebildeten Regelkreis. Dieser Dampfungsmechanismus kann durch einen
hydraulischen Widerstand in der Druckriickfithrung realisiert werden. Dabei sind
sowohl laminare [80] als auch turbulente [68] Widerstande denkbar. In diesem Abschnitt
wird der Fall einer Dampfungsblende untersucht, durch die ein turbulenter Volumen-
strom fliefst. Diese Variante bringt zwar eine zusitzliche Nichtlinearitédt ins System, hat
jedoch den Vorteil, einen viskositdts- und damit temperaturunabhédngigen Widerstand
bereitzustellen [7]. Die Analyse beschrankt sich auf das Konstantdrucksystem mit
Druckregelventil in Abb. 7.9, jedoch ergeben sich identische Ergebnisse fiir den Kreislauf
mit 3/3-Proportional-Wegeventil und Druckquelle. Mit der Blendenfliche A, wird
ausgehend von den Gleichungen (4.1) und (4.2) die Systemdynamik

my ¥y +dyiy + kyxy = rimpe — fe (7.69)
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rvI
= .- - -t —--my - -{----- \% kV
fe

Abbildung 7.9: Konstantdrucksystem mit Druckregelventil und Dampfungsblende.

Parameter Symbol Wert Einheit
Blendenfliche A. /4 - (1.41-1073)? m?

Hauptkapazitit G, 2.354 10713 m?®/Pa
Nebenkapazitit Che 1.458 - 10714 m3/Pa

Tabelle 7.6: Standardparametrierung des Ventilkreislaufs mit Dampfungsblende. Die nicht aufgefiihrten
Parameterwerte sind Tab. 4.1 zu entnehmen.

Cup1 = —qc(p1,pe) + qn,q(xv, p1) + qc(p1) (7.70)
Chcfac = qC(PL Pc) - 7‘2/7156\/ (7'71)

durch Hinzunahme der Druckaufbaugleichung in der durch die Blende geschaffenen
Kammer (Kapazitdt Cj.) mit dem Druck p. gebildet. Fiir die Funktionen g, (xv, p1)
und gc(p1) gelten die Gleichungen (4.4) und (4.9). Der Volumenstrom durch die
Dampfungsblende

9c(p1,pe) = YEAC sign(p1 — pe)JIp1 — pel (7.72)

wird entsprechend Gl. (3.13) modelliert.

Fiir die neu eingefiihrten Parameter gelten die Werte in Tab. 7.6.

Die Werte der Kapazitdten ¢ » und Cy, sind so gewéhlt, dass ihre Summe gemafs der
Standardparametrierung aus Kap. 4 der Kapazitit von Cj, = 2.5-107!3 m3/Pa entspricht.
Fiir die Simulationen werden teilweise leicht abweichende Dampfungsparameter von
dy = 170N s/m und dy = 190N s/m verwendet.
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7.2 Quadratische Dampfung

Die Systemerweiterung beinhaltet im Sinne der nichtlinearen Dynamik interessante
Phianomene, welche durch die fehlende Lipschitz-Stetigkeit der Wurzelfunktion in
ihrem Ursprung hervorgerufen werden. So ist sofort ersichtlich, dass im stationédren
Betrieb kein Volumenstrom durch die Dampfungsblende fliefit, weshalb in der Gleich-
gewichtslage p. = p1 gilt. Eine Linearisierung um die Gleichgewichtslage und somit
eine Stabilitdtsuntersuchung mittels der Eigenwerte des linearisierten Systems ist also
wegen 31513}) %\/E — oo nicht moéglich. Dies motiviert die asymptotische Analyse dieser
Systemtopologie, welche im Folgenden vorgestellt wird.

Zunichst erfolgt die Entdimensionierung der Systemdynamik mit den dimensionslosen
Grofen 1, Xy, P1, My, Ky, ay, Bv, ac, Fc und Qp aus Gl. (4.17) sowie

2
perym
P.= ——+— 7.7
“7 dy woFvo 7.73)
Tpe = She (7.74)
Ch

r2n A
ac = | —— = (7.75)
dvivowy Cp

Dabei ist die charakteristische Kreisfrequenz

2rymyr

2 [,2

wH = —————\[I5T 7.76
0 (Ch + Chc) dv v fc ( )

abweichend zu Gl. (4.16) definiert. Die charakteristische Lénge Xy berechnet sich nach
Gl. (4.13). Dies fiihrt auf die dimensionslosen Systemgleichungen

My X[, +X|, + KyXy = P, - F, (7.77)
P = —acsign(Py — P)V|P1 — Pe| + Qu(Xv, P1) — Qc(P) (7.78)
TP, = acsign(Py — Pc)y|P1 = Pe| — av X, (7.79)

mit den Funktionen Qj,(Xy, P1) und Qc(P1) entsprechend den Gleichungen (4.20) und
(4.22).

Da eine Reihenentwicklung von sign(P; — P¢)+/|P1 — Pc| um die Gleichgewichtslage
Py = P, nicht moglich ist, erfolgt die Abschidtzung der Grolenordnungen aus physika-
lischen Uberlegungen heraus. Die durch die Dampfungsblende geschaffene Kapazitt
Cje ist sehr klein im Vergleich zur Hauptkapazitit C;, weshalb der Druckaufbau
innerhalb der Kapazitit Cj,. sehr schnell vonstatten geht. Dieser Argumentation folgend
ist Gl. (7.79) eine singuldr gestorte Gleichung mit dem kleinen Parameter u = I'y,. und der
schnellen Variablen P., welche nachfolgend im Sinne der singuldren Stérungsrechnung
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30 T T T ‘ ‘ ‘ 30
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P(1)
Pe(1)
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(a) Transientes Verhalten bis zum eingeschwungenen (b) Ausschnitt T < 30.
Zustand.

Abbildung 7.10: Zeitverlauf der schnellen Druckvariable P.(7) und Naherung P.o(7). Dampfungsparameter
dy =170Ns/m

reduziert wird. Diese Vorgehensweise wird bereits in [80] fiir ein dhnliches System
umgesetzt, welches einen linearen Widerstand in Form einer Laminardrossel statt
der Dampfungsblende beinhaltet. Fiir I';, — 0 geht das Modell in das Ventil ohne
zusétzliche Blende aus Kapitel 4 iiber. Mit den hier verwendeten Parameterwerten
ergibt sich u = 0.062.

Zunichst wird durch das Nullsetzen des kleinen Parameters i in Gl. (7.79) eine Ndherung
erster Ordnung

Meo = {[Xv, X, Pr, Peol ™ € R* : ac sign(Py = Peo) VIP1 = Peol - av X, =0}
(7.80)

der mit der schnellen Variable P, assoziierten langsamen Mannigfaltigkeit M., berech-
net. Dabei ist der Ausdruck —ay X, eigentlich in der GréSenordnung O(u). Es ist
jedoch aus strukturellen Griinden sinnvoll, diesen Term mit in die Grundlosung zu
integrieren, da nur dies eine spétere Reihenentwicklung der Bewegungsgleichungen
um die Gleichgewichtslage ermoglicht.

Die durch GL (7.80) implizit formulierte Hyperfliche kann explizit nach P

. , aVX{, 2
Peo = Py —sign(X{,) = (7.81)
c

aufgelost werden, woraus eine Néaherung fiir die schnelle Variable P,y folgt. Diese
Niherung zeigt bereits sehr gute Ubereinstimmungen mit dem exakten Verlauf des
Drucks P, vgl. Abb. 7.10. Durch die Ndherung Py wird eine Gleichgewichtslage der
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7.2 Quadratische Dampfung

Gleichung
dpP, . ,
90 - acsign(Py — Po)V|P1 = Pe| —avX{, O=r1/¢ (7.82)

definiert, in welcher die Variablen P; und X"/ als konstante Parameter betrachtet
werden. Die Stabilitdt dieser Gleichgewichtslage bestimmt die Stabilitdt der langsamen
Mannigfaltigkeit M., weshalb als néchster Schritt mit I, = P. — P, die Gleichungen
in den Abweichungen

dIl . ’
d@c = Q¢ Slgn(Pl - (Hc + PCO)) \ |Pl - (Hc + PCO)| - aVXV
7\ 2 7\ 2
aVXV (vav
ien(X! -II — | -1II
sign(X{,) ( o ) c) J o c
formuliert werden. Ob eine Reduktion der schnellen Dynamik méglich ist, hdngt von

globalen Stabilitatseigenschaften der langsamen Mannigfaltigkeit ab. Aus diesem Grund
wird die Stabilitdtsanalyse nicht mit Hilfe einer Linearisierung um die Gleichgewichts-

= a.sign - av X,

sign(X{,) (

(7.83)

lage vorgenommen, sondern mittels der direkten Methode nach Lyapunov. Dazu wird
die Lyapunov-Funktion

V(IL) = %Hf (7.84)

angesetzt, womit fiir die Ableitung

v _p, i,
do " do
_ (ac sign (~I1, + K) /]I + K| - aVX'V) (7.85)
mit der Abkiirzung
X/ 2
K = sign(X{,) (av&—‘/) (7.86)
c

folgt. Asymptotische Stabilitdt kann nun durch den Nachweis der negativen Definitheit
von % gezeigt werden. Es gelten die Beziehungen

sign(K) = sign(X,) (7.87)
a;XV = sign(K)VIK], (7.88)
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7 Asymptotische Analyse ausgewdhlter Nichtlinearitdten

womit fiir die negative Definitheit die Ungleichung

1, (sign (K =TT VK - IT,| - sign(K)\/W) <0 (7.89)

gezeigt werden muss. Fiir diesen Nachweis wird zwischen sechs verschiedenen Fallen

K>TL.>0: TIL (\/K—HC—\/E)<O (7.90)
——
>0
<0
K>0>TL: TI (\/K+|HC —\/E)<o (7.91)
——
<0 50
0>K>T: Tl (\/—|1<| I, + \/|1<|) <0 (7.92)
——
<0
>0
M. >K>0: II (—\/HC—K—\/K)<O (7.93)
——
>0
<0
M>0>K: IIL (—\/HC + K| + \/|1<|) <0 (7.94)
——
>0
<0
0>TL>K: Tl (—\/—|Hc| +IK| + \/|1<|) <0 (7.95)
——
<0

>0

unterschieden. Der Nachweis kann fiir alle Falle und sogar ohne Einschrankungen fiir
den Wertebereich von I'l. erbracht werden, womit die globale asymptotische Stabilitat
der langsamen Mannigfaltigkeit M., bewiesen ist. Dies rechtfertigt, wie bereits in
den vorherigen Kapiteln, die Reduktion der schnellen Dynamik entsprechend der in
Abschnitt 2.3 beschriebenen Vorgehensweise.

Mittels der Reihenentwicklung

P. ~ P. = Py + Py (7.96)

kann nun die Funktion

Sign(Pl _Pc)\‘lpl - Pc| = Sign(Pl - Py _Hpcl)\/ujl — P _HPCII (7.97)
. P
~ sign(P1 — Pco)V|P1 — Peol — S (7.98)
24/|(P1 = Peol
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7.2 Quadratische Dampfung

in eine Reihe entwickelt und nach Einsetzen in Gl. (7.79) diese nach verschiedenen
Potenzen von

w0 = acsign(Py — Poo)yIP1 — Peol — av X, (7.99)
P
uls Ply=-—Sel (7.100)
2 |P1 - Pc0|

bilanziert werden. Aus Gl. (7.99) folgt wegen a > 0 die Vorzeichenbeziehungsign(X{,) =
sign(P1 — P¢o). Damit konnen die Reihenglieder

. , aVX{, 2
Pe = Py —sign(Xj,) " (7.101)
c
4o 2ay .
P = a4V (X0,)? X0 - a—z‘/ sign(X{,) X, P} (7.102)
c Cc

berechnet werden. Das ordnungsreduzierte System ergibt sich dann aus den Gleichun-
gen (7.77) und (7.78) mit P, = P.o+ pP1. Das Grundglied P, bringt einen quadratischen
Dampfungsterm in das System ein. Dies ist eine fiir turbulente Stromungen typische
Nichtlinearitdt, welche beispielsweise auch zur Modellierung von Luftwiderstdnden
tiblich ist. Das Glied erster Ordnung P bringt weitere Nichtlinearitdten ein, deren
Besonderheiten darin bestehen, dass sie die hdchsten Ableitungen betreffen. Zur Klarung
der Grofienordnungen dieser Nichtlinearitdten wird das Differentialgleichungssys-
tem nun analog zu Abschnitt 4.2 als Einzeldifferentialgleichung dritter Ordnung in
den Abweichungen &y = Xy — Xy von der Gleichgewichtslage dargestellt und die
Nichtlinearititen tiber eine Taylorreihen-Entwicklung um die Gleichgewichtslage in
polynomiale Form transformiert. Es ergibt sich die abschnittsweise definierte Einzeldif-

ferentialgleichung
0 ec? + &y + €K&, + wily + eNa&vEl, + eNpasign(&),)EvE],
Ve v eRegl, - O,
, | eNessign(&)) (&,)? + eNuasign(E))ELEl, &y + Xyo > 0 7103)
Ny sign(&])&1, &7, &y + Xyg <0

dritter Ordnung mit den skalierten Parametern
eKs = Ky + xc(ay +x7) (7.104)
eKs = Ky + xc(ay + ®7) (7.105)
W? = K. (KvKT + ﬁmlpm) (7.106)
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7 Asymptotische Analyse ausgewdhlter Nichtlinearitdten

Symbol Wert || Symbol Wert
€ 0.13 I 0.22

K 0.74 N2 -0.18

Ki 053 | Ng  -0.18
ws 1.00 N4 0.07

Qs 0.99 Noa 0.08

Tabelle 7.7: Skalierte Parameterwerte basierend auf der Standardparametrierung in den Tabellen 4.1 und 7.6.

Qs = ke (QP —-ac Pw) (7.107)
Bv KVKT)
eENg =« - 7.108
ot ‘ (2‘\/P10 2PlO ( )
2
ENyp = — KC:;V[J (KVKT + ﬁv\/Plo) (7.109)
C
aykK KTK
€Nps = — ZZ c ( 13105 ((avP1o + Qp)t — avP1o) + 2u (KvKT + ,BV\/Plo)) (7.110)
Cc
eNpy = -2 (acVKC(4y2 rop—2)+ KKTHQP 4KTH) (7.111)
a? P
eNpy = -2 (avkc(élyz +2u—2)+ W;ﬂ + 4@1) (7.112)
a? 10

und den Abkiirzungen xt und it entsprechend den Gleichungen (4.34) und (4.35) sowie

1

Kczm.

(7.113)
Die Werte der skalierten Parameter, welche sich aus den physikalischen Parameterwerten
in den Tabellen 4.1 und 7.6 ergeben, sind in Tab. 7.7 aufgefiihrt.

Die skalierten Parameter Ny4 und N4 sind in der ausgewdhlten Parameterkombination
etwas kleiner als ¢ und kénnten demnach vernachléssigt werden. Diese Beziehung gilt
jedoch nicht fiir alle relevanten Parameterkombinationen, weshalb sie in der weiteren
Berechnung berticksichtigt werden.

Nach der Aufteilung in langsame & = [&1,&]T = [Ev, cﬁ/]T und schnelle Variablen
1 = &, ergibt sich eine zu Gl. (5.4) identische Naherung M fiir die langsame Mannig-
faltigkeit M,. Dies liegt daran, dass alle durch die zusétzliche Blende hervorgerufenen
Nichtlinearitaten in der Gréenordnung O(¢) sind. Somit gelten weiterhin die Stabi-
litdtsaussagen aus Abschnitt 5.1, was eine Reduktion der schnellen Dynamik 1 = &7
rechtfertigt. Das Einsetzen der Reihenentwicklung

nxf=1n0+em (7.114)
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7.2 Quadratische Dampfung

in Gl. (7.103) und das anschlieSende Bilanzieren der Potenzen von ¢ fiihrt auf die

Néaherungen
—w?&, &+ Xvo>0
o = s &1, &1+ Xyo > (7.115)
Qs, 1+ Xvo <0
g = (@8~ Ks) &2 = Na&io + Neasign(@)ales, & +Xvo >0
1=9 = .
—(Ks + NpsQs sign(&2))Ea, &1+ Xvo <0
N —No3 sign(&2)&3 + Nogw? sign(&2)&1&2, &1+ Xvo > 0 ’ (7.116)
0, &1+ Xyp <0
welche das ordnungsreduzierte reguldr gestorte System
&=& (7.117)
& =1no+em (7.118)

bilden.

Weil alle durch die Dampfungsblende eingebrachten Nichtlinearitdten in der Grofen-
ordnung O(¢) sind, ist die Grundlosung gegeniiber dem Ventilkreislauf ohne Damp-
fungsblende unverandert und kann den Gleichungen (5.8), (5.9) und (5.15) bis (5.20)
entnommen werden. Das daraus abgeleitete System in Standardform hat die gleiche
Struktur wie die Gleichungen (5.21) und (5.22). Mittelwertbildung liefert entkoppelte
autonome Differentialgleichungen in der Form

Fa(A), A>X

A =Fa(A) = ¢ al4) Vo (7.119)
Fa(A), A< Xvo
F.(4), A>X

Q' =Fa(A)=¢{. ) Vo (7.120)
Fu(A), A< Xyo

mit den Funktionen

-1
A _ a2
Fp= (Qs(n -C)+ wg\/ITX\Z/o) [?sts(sz — 2Ny3)
A (2 _ o
) (5\/142_7)(2‘/0 (Ksa)f + Nles) + Qs ((n ~-0) (Ks _ wz) _ ZXVONv3a)s))
X ’ .
_2_20 (((Ks —w?- §N51Xv0) Qs - nga)gXVO) \/ITX‘Z/O
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—ngXéows (Noz + st))] (7.121)

-1
£, = (A2Qs (Qs(n —0)+ w2\ A2 - sz/o)) [%zw?Ks (47~ x3)

A2 X
w? (A% - x5, | (ngz\r . ﬂks)

3
2 N, v4
022 (A+ Xyo) (42 = AXvo + Xvo)] (7.122)
2

B, = _g (KS - wg) + sz“)sA (Ny2 — 2Ny3) (7.123)

. 2w2Nyy
Fo=-A—72. 7.124
a — (7.124)

Aus Gl. (7.123) erhélt man zwei stationdren Losungen
Astat,l =0 (7.125)
3n(Ks — w?

Ay = s — @) (7.126)

dws (NUZ - 2N03)

in geschlossen analytischer Form, fiir die A < Xy gilt. Deren Stabilitdt kann durch
die Formulierung der Gleichungen in den Abweichungen und die anschlieffende
Linearisierung sehr einfach untersucht werden. Mit AA; = A — Agtat,i, i = 1,2 ergeben
sich die linearisierten Differentialgleichungen

AA] = % (Ks - wg) (7.127)
A = Afz (K- w?) . (7.128)

Gl (7.127) ist identisch zu Gl. (5.26). Die Stabilitdt der Gleichgewichtslage dndert
sich durch die Einfithrung der zusétzlichen Blende in erster Ndherung also nicht.
Die Stabilitat der stationdren Losung Astat2, welche im urspriinglichen System einem
Grenzzyklus entspricht, ist immer gegensitzlich zur Stabilitdt der Gleichgewichtslage
Astat 1. Eine dritte stationdre Losung Agtat 3 erhdlt man mittels numerischer Berechnungen
aus der Differentialgleichung (7.121) fiir A > Xyy.

In Abb. (7.11) ist das transiente Einschwingverhalten sowohl des Originalsystems als
auch des gemittelten Systems fiir unterschiedliche Anfangsbedingungen dargestellt.
Fiir diese Parameterkombination koexistieren mit einer Gleichgewichtslage Astat1 und
einem Grenzzyklus Asgat3 zwel stabile stationdre Losungen mit unterschiedlichen
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A(0)+Xvo
Steuerkante
-6 Originalsystem 0.2r Stenerkante Originalsystem
‘ Gemitteltes System Gemitteltes System
8 ‘ : : : 0 : : :
0 200 400 600 800 0 500 1000 1500
T T
(a) Anfangsbedingungen Xy (0) = A(0) + Xy = (b) Anfangsbedingungen Xy (0) = A(0) + Xyo =
3.6+ Xyo und X/,(0) = (0) = 0. 0.2+ Xyo und XJ,(0) = (0) = 0.

Abbildung 7.11: Vergleich des Einschwingverhaltens des Originalsystems und des gemittelten Systems.
Déampfungsparameter dy = 190 N's/m, Offnungsfliche der Dampfungsblende A, = r1/4 - (1.41 - 10732 m?2 .

0
ot L Steuerkante
A

stabile/instabile

%107 ‘
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6L Astat,2 | Grenzzyklen |
} Astat,S
41 |
I
el
o 2t \ |
= \
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| Gleichgewichtslagen

—6 Astat,l |
0 Xvo
A

Abbildung 7.12: Rechte Seite der gemittelten Gl. (5.23) in Abhangigkeit der Amplitude fiir unterschiedliche
¢. Nullstellen entsprechen stationdren Losungen. Die Steigung an den jeweiligen Nullstellen bestimmt die
Stabilitdt der Losung.

Einzugsgebieten. In beiden Fillen ergibt sich eine gute Ubereinstimmung zwischen
dem Originalsystem und dem gemittelten System.

Weil die gemittelten Gleichungen fiir die Amplitude A und die Phase a entkoppelt sind,
lasst sich die Phasenraumstruktur durch die Betrachtung der rechten Seite der Diffe-
rentialgleichung in A’, also der Funktion F4(A) analysieren, siche Abb. 7.12. Die stabile
Gleichgewichtslage Astat1 wird mit zunehmendem ¢ instabil. Kurz vor dem Erreichen
der Stabilitdtsgrenze entstehen der instabile Grenzzyklus Agatr und gleichzeitig der
stabile Grenzzyklus Agtat3. An der Stabilitdtsgrenze der Gleichgewichtslage endet das
Existenzgebiet des instabilen Grenzzyklus.
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4 : : 4 : :
Originalsystem Originalsystem A X
3 Gemitteltes System ’ Gemitteltes System stat + &vo i
Y 3 Y
- —
2t /Astaf + Xvo ol — t s |
ﬁmstablle Losungen nstabile Losungen
§ l——— g 1l

d 7
5 o AetX | &

OFw—————=—— 7 Offifﬁffffifff —_ T
\ \ Steuerkante

1t Steuerkante J 1t J
Bereiche \ Bereiche Astat + Xvo

-2 [ koexistierender —» =27 koexistierender —3»
stabiler Losungen stabiler Losungen
70.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12 _0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12
My My
(a) Parameterwerte I';,. = 0.062 und a, = 0.5. (b) Parameterwerte I';. = 0.062 und a, = 1.

Abbildung 7.13: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und des gemittelten Systems
unter Variation des kleinen Parameters ¢ = My. Instabile Grenzzyklusschwingungen treten auch im
Originalsystem auf. Sie sind hier nicht dargestellt, weil sie nicht ohne besondere numerische Methoden
gefunden werden kénnen.

Das zugehorige Bifurkationsdiagramm mit dem Bifurkationsparameter ¢ istin Abb.7.13a
dargestellt. Es besteht insgesamt eine gute Ubereinstimmung mit den Simulationser-
gebnissen des Originalsystems. Etwas grofiere Abweichungen ergeben sich im Hinblick
auf die Positionen der Bifurkationspunkte, also der Stabilitédts- und Existenzgrenzen der
stationdren Losungen.

Abb. 7.13b zeigt das gleiche Diagramm mit einer verdoppelten Blendenfliche A,
(dimensionsloser Parameter a.). Hier sind die Abweichungen zwischen dem gemitteltem
und dem Originalsystem sehr viel geringer. Die Giite der Approximation wird also nicht
ausschliefllich durch die Werte der kleinen Parameter 1 und ¢ beeinflusst. Durch die
Vergroflerung von a, schrumpft der Bereich koexistierender stabiler Losungen deutlich.
Das ist durch die Proportionalitdt der Parameter Ny», Ny3, Nyg und Nps und damit
der entsprechenden Nichtlinearitdten zu 1/ a2 zu erkliren, vgl. Gleichungen (7.109) bis
(7.112).

Eine Vergrofierung des kleinen Parameters p = I'y. = 0.1 fithrt dazu, dass das Gebiet
koexistierender stabiler Losungen wieder grofser wird, sieche Abb. 7.14. Weiterhin werden
die Abweichungen zwischen den Ergebnissen des gemittelten und des Originalsystems
deutlich grofier. Dies betrifft insbesondere die Positionen der Bifurkationspunkte. Die
qualitative Phasenraumstruktur wird jedoch weiterhin sehr gut abgebildet.
Zusammenfassend hat die Stabilitdtsanalyse in Gl (7.127) gezeigt, dass die Stabilitat der
Gleichgewichtslage durch das Einbringen der Dampfungsblende nicht beeinflusst wird.
Gleichzeitig vergrofiert sich das Existenzgebiet stabile Grenzzyklusschwingungen. Dar-
aus ist die Schlussfolgerung abzuleiten, dass zumindest in der Nahe der Stabilitdtsgrenze
die Amplituden der Grenzzyklusschwingungen durch die Dampfungsblende nicht ver-
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Originalsystem Agtat + Xvo

3 Genmitteltes %
27 instabile Losungen ]

1t Steuerkante

X V,stat

Bereiche Astat + Xvo
-2  koexistierender ——3»

stabiler Losungen

3 L L L
0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12
My

Abbildung 7.14: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und des gemittelten Systems
unter Variation des kleinen Parameters ¢ = My. Parameterwerte I'y, = 0.1 und a, = 1. Instabile
Grenzzyklusschwingungen treten auch im Originalsystem auf. Sie sind hier nicht dargestellt, weil sie nicht
ohne besondere numerische Methoden gefunden werden kénnen.

ringert werden. Fiir die praktische Anwendung sind dies ausschlieSlich unerwiinschte
Einfliisse. Diese unerwiinschten Effekte werden mit zunehmender Dampfungswirkung
und damit abnehmender Blendenfldche sogar grofier, weil die Nichtlinearitidten und
damit das Existenzgebiet des instabilen Grenzzyklus mit kleiner werdender Blenden-
flache (proportional zu 1/A;) zunehmen.

7.3 Kritisch iiberdecktes Ventil

Beztiglich der Analyse des Ventilkreislaufs mit Druckquelle und 3/3-Proportional-
Wegeventil verbleiben nach der Untersuchung des verallgemeinerten Ventilkreislaufs
in Kap. 5 noch offene Fragestellungen.

Nachdem bislang ausschlieslich Verbraucher modelliert wurden, welche im stationdren
Betrieb einen nicht verschwindenden Volumenstrom g¢ > 0 konsumieren, bezieht sich
die erste Fragestellung auf den Grenzfall gc — 0. Wahrend bei positivem Verbrauchervo-
lumenstrom g¢ > 0 die Steuerkante zur Druckquelle hin im stationédren Betrieb getffnet
ist (xy stat > uy), ist das Ventil im Grenzfall gc = 0 im stationdren Betrieb geschlossen
(ur < xv stat < uy). Die Gleichgewichtslage wird in diesem Fall indefinit. Die moglichen
Gleichgewichtslagen entsprechen dabei genau dem Uberdeckungsbereich und sind alle
stabil. Dieser Fall wird bereits in [63] beschrieben.

Die zweite Fragestellung bezieht sich auf den Grenzfall von Ventilen mit kritischer
Uberdeckung ur — uy — 0. In diesem Fall wird die Position und die Stabilitat der
Gleichgewichtslage gegeniiber Ventilen mit positiver Uberdeckung nicht veréndert.
Weil jedoch beide Steuerkanten genau gegensatzlich 6ffnen und schliefien, existiert ein
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Abbildung 7.15: Ventilkreislauf mit kritisch tiberdecktem 3/3-Proportional-Wegeventil und Druckquelle.

moglicher Einfluss auf die globale Phasenraumstruktur beziiglich stationdrer Losungen,
welche die Steuerkante kreuzen.

Die Kombination aus beiden Fragestellungen fithrt zu dem Fall eines kritisch tiberdeckten
Ventils mit verschwindendem Verbrauchervolumenstrom gc = 0. Gegeniiber dem
positiv iiberdeckten Ventil mit gc = 0 reduziert sich der Bereich der Uberdeckung auf
einen einzigen Punkt und die Gleichgewichtslage wird wieder eindeutig. Jedoch kann
mit den tiblichen Methoden der Stabilitdtsanalyse basierend auf den Eigenwerten de
linearisierten Systems keine Aussage tiber die Stabilitédt der Gleichgewichtslage getroffen
werden, da die Systemdynamik bei xy = uy nicht differenzierbar ist — an diesem Punkt
ist die Darstellung nicht glatt.

In diesem Abschnitt werden die zweite und die dritte der oben formulierten Frage-
stellungen behandelt. Es wird zunéchst der allgemeine Fall eines kritisch iiberdeckten
Ventils mit gc > 0 nach Abb. 7.15 betrachtet. Der Spezialfall gc = 0 wird spéter daraus
abgeleitet.

Die dimensionslose Systemdarstellung leitet sich direkt aus den Gleichungen (4.18) bis
(4.22) ab, wobei fiir den Fall der kritischen Uberdeckung ur = uy bzw. xy = 0 gilt.
Daraus folgt die dimensionslose Systemdynamik

va{/l + X’ + Ky Xy = —P1 + F, (7.129)
Xy+/P Py, Xy >0

Pl = —ay X, —acyPy + {PVAVVEQ TP Xy (7.130)
BvXvVPs, Xy <0
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7.3 Kritisch tiberdecktes Ventil

mit den dimensionslosen Variablen und Parametern nach Gl. (4.17). Die Gleichungen in
den Abweichungen

€K&, + Wiy + eNs &y, E&v+Xyo>0

) e _ ) (7.131)
eKs &Yy + 05&v + NS EY +Qs, Ev+Xyo <0

0=e&y/ +&0 + {
werden mit y = Xy — Xyo und mittels einer Reihenentwicklung um die Gleichge-

wichtslage gebildet. Die skalierten Parameter K;, ws, Ns und k1 werden entsprechend
den Gleichungen (4.29) bis (4.34) berechnet. AuSerdem gelten die Berechnungsformeln

- ac—BvXvo
KT = ———(—— (7.132)
2yPyo
eKs = Ky + ay + &7 (7.133)
@% = 7Ky + pvyPio (7.134)
Qs = —2k7P1o (7.135)
o _ Kvikr Bv
eN; = - . 7.136
*T 2Py 2+/Ppp (7.136)
Durch Nullsetzen von ¢ in Gl. (7.131) erhdlt man eine Ndherung
—w?&y, &1+ Xyo >0
Mo=13l&, & " =R =1 7" (7.137)
—05&1-Qs, &1+ Xvo <0

der langsamen Mannigfaltigkeit M,. Dabei sind wie zuvor [&1, &7 = [y, {,]T die
langsamen Variablen und n = &7 ist die schnelle Variable. Der Nachweis der global
asymptotischen Stabilitdt dieser Mannigfaltigkeit ist identisch zu dem in Abschnitt 5.1
ausgefiihrten Stabilitdtsnachweis und wird hier nicht explizit ausgefiihrt. Eine Reihen-
entwicklung der schnellen Variable = 7] = 19 + em liefert mit der Gl. (7.131) die

Néherungen
—w?&y, + Xyo >0
no = 61)251 i &1+ Xvo (7.138)
—05&1—-Qs, &1+ Xy <0
2-K - N , + Xyo >0
m = (_; _s) &2 _séléz &1+ Xvo 7.139)
(@2 = Ks) &2 — Ns&1&2, &1+ Xyo <0

bis zur ersten Ordnung, aus denen das ordnungsreduzierte reguldr gestorte System

£ =6 (7.140)
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&20(7)

Steuerkante

Steuerkante &1o(1) &10(1)

70 T1 T2 70 1 T2

@ac>0 (b)ac =0
Abbildung 7.16: Verlauf der Grundlésungen &10(t) und &x9(7) innerhalb einer Periode fiir den Fall A > Xy,

bei dem die Schwingungen die Steuerkante £y = — Xy tiberschreiten.

& =mno+em (7.141)

gebildet wird. Die abschnittsweise definierte Grundlésung wird nun nicht mehr aus
einer trigonometrischen und einer quadratischen, sondern aus zwei trigonometrischen
Funktionen

IN

- &10(1) = Acos(wsT + a), T0<T<T
Sio(1) =1 2 s (7.142)
Ep(t) =Acos(sT+A)— =3, T1<T< T

@3

A

unterschiedlicher Amplitude und Kreisfrequenz gebildet, vgl. Abb. 7.16a. Die unbe-
kannten Schaltzeiten und Konstanten

= 27T *C (7.143)
Ws
T = —a+n-C (7.144)
Ws
2 -X2 @5+ Q
Ty = T1 + — | — arccos LQS (7.145)
@s S
- S
A=Z (7.146)
ws
_X2 (:)2+ S -
a = arccos O—SQS - &(n —a-0) (7.147)
S Ws
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7.3 Kritisch tiberdecktes Ventil

werden mit den Abkiirzungen

C = arccos (@) (7.148)
A
S = \/ X2, @% + (02(A2 = X2,) - 20, Xvo) @2 + 32 (7.149)

und mittels der Ubergangsbedingungen an den Schaltzeiten

&10(70) = —Xvo (7.150)
&10(11) = —Xvo (7.151)
&x0(1) = En0(11) (7.152)
&10(t1) = —Xvo (7.153)
&10(12) = —Xvo, (7.154)

formuliert. Damit wird ein System in Standardform und daraus die gemittelten Glei-
chungen in der Form

Fa(A), A>X

A =Fu(A) = ¢ al4) Vo (7.155)
Fa(A), A< Xyo
F.(4), A>X

Q' =Fa(A)=¢{. ) Vo (7.156)
Fu(A), A< Xyo

mit den Funktionen

. s — Xyod> 5 - _
Fa=c¢ (C‘BAa)ga');1 (arccos (%) +(C- n)% -7 ) [E (a‘);1 - Ks@?

s — Xvo@?\  _
b +a)sa)s

+N; Qs) S? arccos ( S

3 _ - -
A2 — Xl2/0 [E (XVO(US6 - NSQSZ)
3 2 % 2 2 3 = -4 N 2 2 2
~ (5v0 (€2 + Ko = Ko} = Ns (42 = X3) + 50, @ - N, (42 - X3,) o
3 = X N K =2 3 X2 - N 33 3 -6 A2 X2 2
_EQS ( volNs + s) wg [ — En( voWs t SQS) - Enws (( - VO) W
_ 3 3 .
~X2 R, - ZQSXVO) + 3 A%, (a@ - Ks) (€ -maf+3m ((A2 - X%,O) Kow?
- /- N
=0, (No X3y +2XvoR, +Q.)) @t - “nQua? (N (42— X3,) w2
—Qs (2XvoNs + Ky) )} (7.157)
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. 3; = Xvo? g )
Fo = (6A2w§d)§1 (arccos (M) +(C-m= - n) (Az - Xlzfo) SZ)
S Ws

- 3 _ -
2 (Aza;g (QS - xvocbg) + XVOSz) [E A2 - X2 S? (Ksa')g _ ot NSQS)
5y o o
X (arccos (%) - n) + (A2 - X‘Z/O) W5 Ws (—§XV06T)6 + EQgNs

3 - _ 3 - o
+3 (XvoRs +Q.) @4 + (A2 - X%,O) Nowo? = Qs (XvoNs +K,) w2)]

(7.158)
Eu= —s%‘ (Ks - wg) (7.159)
Fa=0 (7.160)

berechnet. Dabei sind die Funktionen F 4(A) und ﬁa(A) gegeniiber dem Ventil mit

positiver Uberdeckung unveréndert und entsprechen den rechten Seiten der Gleichun-
gen (5.26) und (5.27).

Die Analyse der gemittelten Gleichungen deckt auf, dass die Phasenraumstruktur vom
Verhiltnis zwischen dem Versorgungsdruck Pg und dem stationdren Systemdruck Pyg
bzw. der dimensionslosen Steuerkraft F. abhéngt, vgl. Abb. 7.16. Fiir Pg 2 2F ergibt
sich qualitativ die selbe Phasenraumstruktur wie beim positiv tiberdeckten Ventil. Der
Fall Pg < 2F, beinhaltet eine komplexere Dynamik, die auch instabile Grenzzyklen bzw.

verschiedene koexistierende stabile Losungen beinhaltet. Die Abbildungen 7.17a und

-3
x10 . . ‘ = 001 ‘
instabile Ganzzyklen stabile |
‘ Grenzzyklen \ }
I 1 |
el N
: el |
l ! 001} w
, 1 ;= stabile/instabile | stabile
stabile/instabile } N Gleichgewichtslagen  Grenzzyklen
Gleichgewichtslagen | -0.02 - ‘
| |
|
i 2003} §V\Steuerkante
}'\ Steuerkante }
‘ -0.04 ‘
0 XVO 0 XVO
A A
(@) Pg = 1.6F, (b) P =2.2F,

Abbildung 7.17: Rechte Seite der gemittelten Gleichungen (5.26) und (7.157) in Abhéngigkeit der Amplitude fiir
unterschiedliche ¢. Nullstellen entsprechen stationdren Losungen. Die Steigung an den jeweiligen Nullstellen
bestimmt die Stabilitdt der Losung.

140



7.3 Kritisch tiberdecktes Ventil

‘Originals‘ystem ‘ A;Q[ + Xv‘o Originalsystem Astat + Xvo
Gemitteltes System 3 Gemitteltes System
4+ /
/nstabile Losungen 2t instabile
Glelchgew1chtslage
o 2
T ) A S < 0 *}i ************************
\ Steuerkante \ -1r Steuerkante
-2 Bereiche h| 5 /
koexistierender ——» 4l At + X
Losungen Aatat‘*'Xvo 3 ‘ ‘ ‘ st t‘+ Vo |
O 13 0.135 0. 14 0. 145 0. 15 0. 155 0.16 0.07 0.075 0.08 0.085 0.09 0.095 0.1
My My
(a) Minima und Maxima der stationdren Grenzzy- (b) Minima und Maxima der stationdren Grenzzy-
klusschwingungen, Pg = 1.6F¢ klusschwingungen, Py = 2.2F.

Abbildung 7.18: Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des Originalsystems und des gemittelten Systems
unter Variation des kleinen Parameters ¢ = My. Instabile Grenzzyklusschwingungen treten auch im
Originalsystem auf. Sie sind hier nicht dargestellt, weil sie nicht ohne besondere numerische Methoden
gefunden werden kénnen.

7.17b illustrieren diese beiden Falle mittels der Parameterkombinationen Pg = 1.6F,
und Pg = 2.2F., wobei die Nullstellen der rechten Seite der gemittelten Gleichungen
die stationdren Losungen reprisentieren.

In der Abb. 7.18 sind die Bifurkationsdiagramme fiir die selben beiden Parameter-
kombinationen mit dem Bifurkationsparameter ¢ dargestellt. Die Verifizierung des
asymptotischen Verfahrens erfolgt durch einen Vergleich mit den stabilen Losungen des
Originalsystems. Weil das Verhiltnis P /F. die Stabilitatsgrenze der Gleichgewichtslage
stark beeinflusst und weil jeweils nur der Bereich um die Stabilitdtsgrenzen von Interesse
ist, werden die Bifurkationsdiagramme mit unterschiedlichen Wertebereichen von
My € [0.13,0.16] bzw. My € [0.07,0.1] dargestellt. Dies erkldrt, warum sich im Fall
Pg = 2.2F, eine deutlich bessere Ubereinstimmung zwischen dem gemittelten und dem
Originalsystem ergibt.

Aus den bisherigen Ergebnissen wird nun der Grenzfall gc = 0 abgeleitet, welcher
mittels ac = 0 modelliert wird. Fiir diesen Fall liegt die Gleichgewichtslage auf der
Steuerkante, es gilt also Xyo = 0, woraus P1g = F, folgt. Fiir die skalierten Parameter
ergibtsich xt = k7 = 0, was auf Ks = Ks und Q, = O fiihrt. Dementsprechend vereinfacht
sich die reduzierte Dynamik

(Ks — w?)&, + w?éy + Ne&y &), &v >0

O — (S” _
" (K — @& + @28y + No&véEl, &y <0

(7.161)
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7 Asymptotische Analyse ausgewdhlter Nichtlinearitdten

zu einer strukturell symmetrischen Darstellung. Die abschnittsweise definierte Grund-
l6sung

glo(T) _ {510(1) =Acos(wsT+a), T<T<T (7.162)

Eio(T) = ACOS((DST +a), 1<T<1D

ist in Abb. 7.16b dargestellt. Durch entsprechende Periodizitédts- und Stetigkeitsbedin-
gungen an den Schaltiibergdngen werden die Unbekannten

—2a -7
= = 7.163
T0 . ( )
20+
= - 7.164
T 2o ( )
e
T) =T+ — (7.165)
Ws
A=4Z (7.166)
a)S
_ T W
=—__ -2 7.167
a 2 " 20 (- 2a) (7.167)

berechnet. Damit wird ein System in Standardform formuliert, aus dem die gemittelten
Gleichungen

Ks — ws @

,2 (Ns@? - N;w?) s
Bwsm(ws + @g) 2
@ =0 (7.169)

A’ =—-¢cA = FA()(A) (7.168)

berechnet werden, welche eine quadratische Nichtlinearitdt beinhalten. Wegen Xy =0
ist eine Fallunterscheidung zwischen A > Xy und A < Xyg hier nicht erforderlich.
Anhand des linearen Terms der gemittelten Gleichung kann die Stabilitatsbedingung

Ks — ws@s > 0 (7.170)

fur die Stabilitat der Gleichgewichtslage direkt abgelesen werden. Vergleicht man diese
Bedingung mit den Stabilitdtsbedingungen

Ks—aw?>0 (7.171)
Ks—@%>0), (7.172)
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Ks—w?>0
i<} Ks—@2>0
VK
—wsWs > 0
VKs

Ws

Abbildung 7.19: Stabilititskarte des Ventils mit kritischer Uberdeckung und Ac = 0 in der w;s-@;-Ebene.

welche sich aus der separaten Betrachtung der einzelnen Schaltzustdande ergeben wiirden
(diese konnen direkt aus Gl. (7.161) abgelesen werden), erhdlt man die Beziehungen

Ks = w2 > |Ks — ws@s| > [Ks - @2 (7.173)
oder
Ks — 2| < |Ks — ws@s| < [Ks = @ . (7.174)

Die Stabilitdtsgrenze des kritisch tiberdeckten Ventils liegt also immer zwischen den
Grenzen, welche sich aus den einzelnen Schaltzustdnden ergeben wiirden. Dieser
Sachverhalt ist in Abb. 7.19 als Stabilitdtskarte in der w,-@,-Ebene dargestellt.

Die Phasenraumstruktur, welche durch die rechte Seite der gemittelten Gleichung (7.168),
also durch die Funktion Fa(A) reprdsentiert wird, ist in Abb. 7.20a dargestellt. Es
ergibt sich qualitativ das gleiche Bild wie fiir den Fall ac > 0 und Pg > 2F.. Die
Ubereinstimmungen mit den Ergebnissen des Originalsystems sind sehr gut, vgl.
Abb. 7.20b. Dies liegt jedoch vor Allem daran, dass ausschliefilich der Bereich um
die Stabilitdtsgrenze dargestellt ist, welche sich bei sehr kleinen Werten des kleinen
Parameters ¢ befindet.

Beziiglich der Erkenntnisse fiir die reale Anwendung kann abschlieffend festgestellt
werden, dass sich beim Ubergang vom positiv {iberdeckten zum kritisch {iberdeckten
Ventil bei nicht verschwindendem Verbrauchervolumenstrom die Position und die
Stabilitat der Gleichgewichtslage nicht @&ndert. Fiir einen verschwindendem Verbraucher-
volumenstrom verschiebt sich die Gleichgewichtslage auf die Steuerkante. Die Stabilitit
kann fiir diesen Fall nicht mehr mit Standardmethoden der Stabilitdtsanalyse untersucht
werden. Aus den Gleichungen (7.173) und (7.174) folgt jedoch, dass durch die separate
Betrachtung der beiden Schaltzustdnde eine obere und untere Schranke und damit eine
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5 .
Originalsystem Astat + Xvo
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(a) Rechte Seite der gemittelten Gl. (7.168) in (b) Vergleich der Grenzzyklusschwingungen des

Abhingigkeit der Amplitude fiir unterschiedliche  Originalsystems und des gemittelten Systems unter
¢. Nullstellen entsprechen stationdren Losungen. Die Variation des kleinen Parameters ¢ = My .

Steigung an den jeweiligen Nullstellen bestimmt die

Stabilitat der Losung.

Abbildung 7.20: Phasenraumstruktur des kritisch {iberdeckten Ventils fiir den Fall ac = 0.

Abschitzung fiir die Stabilitdtsgrenze berechnet werden kann. Beziiglich stationérer
periodischer Losungen ist fiir die praktische Anwendung ein Betrieb vorteilhaft, bei dem
der Versorgungsdruck mindestens doppelt so grofs ist wie der zu regelnde Systemdruck.
Dem liegt zugrunde, dass das Stabilitdtsgebiet bei steigendem Versorgungsdruck
vergrofiert wird und dass in diesem Fall keine instabilen Grenzzyklen existieren, welche
das Einzugsgebiet stabiler Gleichgewichtslagen begrenzen.
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8 Nichtlineare Regelung mit
reduzierten Modellen

Das Funktionsprinzip der in dieser Arbeit untersuchten Ventilkreisldufe beruht auf
einer physischen Druckriickfiihrung und einem damit verbundenen Selbstregelungs-
mechanismus. Als Sollvorgabe fiir den Systemausgang sind in dieser Art der Regelung
jedoch nur stationédre Zustdnde vorgesehen. Komplexere Regelungsaufgaben wie die
Vorgabe zeitabhédngiger Solltrajektorien oder die Beeinflussung des Einschwingverhal-
tens zwischen verschiedenen stationdren Zustdnden sind nur eingeschrankt méglich.
Fiir diese komplexeren Regelungsaufgaben werden im Allgemeinen Servoventile einge-
setzt, weil sie aufgrund einer kritischen Uberdeckung einen nahezu linearen Zusammen-
hang zwischen Kolbenverschiebung und Volumenstrom iiber die Steuerkante bedingen
und dadurch einen einfacheren Zugang vor Allem fiir lineare Regelungsalgorithmen
bieten. Sie sind jedoch wesentlich teurer in der Herstellung und benétigen kontrollierte
Betriebsbedingungen, weil sie anfélliger fiir Verschmutzungen sind.

Mittels nichtlinearer Regelungskonzepte ist es moglich, komplexere Regelungsaufgaben
auch mit Proportionalventilen zu realisieren. In diesem Zusammenhang hat sich das
Verfahren der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung als geeignet fiir die Regelung hydrau-
lischer Systeme im Allgemeinen [36, 42, 66, 84] und die hier untersuchten Ventilkreisldufe
im Speziellen [133] erwiesen. Das Verfahren erlaubt die Vorgabe zeitvarianter Solltra-
jektorien. Es hat sich insbesondere gezeigt, dass das Umschaltverhalten von Ventilen
problemlos in die Regelung integriert werden kann und keine Probleme im Hinblick
auf die Stabilitdt oder die Robustheit der Regelung verursacht [64, 66].

Das Verfahren der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung beruht auf einer globalen Kom-
pensation aller im System enthaltenen Nichtlinearitdten. Dies wird mittels einer Varia-
blentransformation auf die Ausgangsgrofien sowie der Etablierung eines neuen syn-
thetischen Eingangs realisiert. Durch die Variablentransformation wird zwischen dem
synthetischen Eingang und dem Systemausgang ein lineares Ubertragungsverhalten
hergestellt.

Die Funktionalitit und Giite der Regelung wird naturgemaf stark von dem zugrunde-
liegenden Modell beeinflusst, weshalb in diesem Zusammenhang ein niedriger Abstrak-
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

tionsgrad zielfiihrend ist. Gleichzeitig sind in vielen realen Anwendungen aufgrund
beschrankter Rechenkapazitdten moglichst rechenzeiteffiziente Modelle wiinschens-
wert. Hier ist oftmals ein Zielkonflikt zwischen Modellgiite und Rechenzeiteffizienz
des zugrundeliegenden Modells aufzulosen. Oft ist es sinnvoll, in einem ersten Schritt
ein komplexes Modell zu entwickeln und im zweiten Schritt dieses zu reduzieren. Es
handelt sich hier also um eine klassische Fragestellung der Modellreduktion mit dem
Ziel, die hochsten Systemfrequenzen im Modell zu eliminieren und dabei stationdre
und langsame dynamische Prozesse moglichst wenig zu beeinflussen.

Im Kontext der in dieser Arbeit untersuchten Ventilkreislaufe wurde in den Abschnit-
ten 5.2 und 7.2 gezeigt, dass schnelle dynamische Prozesse mit Tragheiten kleiner Ventil-
massen sowie dem Druckaufbau in kleinen Kapazitdten assoziiert ist. Die Approximation
der entsprechenden schnellen Variablen mittels der singuldren Stérungsrechnung
entspricht also genau dem oben formulierten Anforderungsprofil der Modellreduktion.
Dieses Kapitel widmet sich der Fragestellung, in wie weit sich die bereits entwickelten
reduzierten Modelle als Grundlage fiir die Ableitung eines modellbasierten Regelungs-
konzepts auf Basis der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung eignen.

Dafiir wird in Abschnitt 8.1 zunéchst analysiert, ob das Modell mit reduzierter Ventil-
tragheit aus Abschnitt 5.2, welches eigentlich fiir die asymptotische Analyse stationérer
Lésungen entwickelt worden ist, auch instationdres Systemverhalten gut approximieren
kann. Anschlieffend wird in Abschnitt 8.2 eine SISO-Regelung des Ventilkreislaufs mit
Konstantpumpe und Druckregelventil basierend auf unterschiedlichen Modellvarianten
implementiert und die Ergebnisse miteinander verglichen. In Abschnitt 8.3 wird die Fra-
gestellung aus Abschnitt 8.1 fiir das Modell mit reduzierter Druckdynamik wiederholt.
Die Abschnitte 8.4 und 8.5 widmen sich der Diskussion von Singularitdten, welche bei
der Ableitung des Regelgesetzes von Ventilkreisldufen mit Dampfungsblende auftreten.

8.1 Einfluss der reduzierten Ventiltragheit auf die
instationdre Systemdynamik

Basierend auf dem Ventilkreislauf mit Konstantpumpe und Druckregelventil werden in
diesem Abschnitt zwei reduzierte Modelle abgeleitet, um mit diesen die Auswirkungen
verschiedener Modellreduktionsvarianten auf die Rechenzeit und das instationére
Systemverhalten systematisch zu untersuchen. Dabei wird in beiden Reduktionsva-
rianten die Ventiltrdagheit reduziert. Das erste Modell basiert auf der Reduktion der
Ventiltragheit mittels singuldrer Stérungsrechnung. Der zweiten Reduktionsvariante
liegt die Vernachldssigung der Trdgheitskraft in den Systemgleichungen ohne die
Anwendung einer formalen Reduktionsstrategie zugrunde.

Die Reduktion der schnellen Dynamik in Abschnitt 5.1 basiert auf der Annahme eines
konstanten Steuereingangs f.. Fiir die Realisierung komplexerer Regelungsaufgaben
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muss diese Annahme revidiert und die Zeitabhédngigkeit in der Entwicklung des
reduzierten Modells beriicksichtigt werden. Deshalb wird gegeniiber den Systemglei-
chungen (4.1) und (4.2) der konstante Steuereingang f. mit einem zeitabhdngigen Teil
u.(t) tberlagert. Damit wird die Systemdynamik mittels der Gleichungen

mVJ'c'V + dv)'CV + kaV = 1"2/7'(]71 - fc — Ue (81)
Cupr = —rpmiy + qu(xv, p1) + 4c(p1) (8.2)
y=p 8.3)

beschrieben. Als zu regelnde Ausgangsgrofie y wird der Systemdruck p; definiert.
Dieses Modell wird als Modell A; bezeichnet und bildet die Grundlage der folgenden
Modellreduktionen.

Die erste Reduktionsvariante entspricht weitestgehend dem reduzierten Modell aus
Abschnitt 5.1. Jedoch muss fiir die Anwendung in der Regelung die Zeitabhangigkeit
des Steuereingangs in das reduzierte Modell integriert werden. Mit den dimensionslosen
Grofien aus Gl. (4.17) sowie

Uc

=—° 4

Ue dy woXvo 64
werden die dimensionslosen Systemgleichungen

va‘//, + X{/ +KyXy =P1—F. - U, (8.5)

Pi = —ayX{, + Qpq(Xv,P1) = Qc(P1) (8.6)

Y="P (8.7)

formuliert. Darin ist Y die dimensionslose Ausgangsgrofse. Die dimensionslosen Volu-
menstréme Qj, 4(Xv, P1) und Qc(P;) werden anhand der Gleichungen (4.20) und (4.22)
berechnet. Mit der Transformation in die Gleichgewichtslage &y = Xy — Xy ergibt sich
der Ausdruck

Py =F + U+ Myé&y + &), + Ky (&v + Xyo)
=P+ U+ Mvé(; + E{/ + Ky &y (8.8)

fur den Systemdruck P;. Damit kann durch das Einsetzen in die Gl. (8.6) eine Einzeldif-
ferentialgleichung dritter Ordnung formuliert werden, in der nun auch die Zeitableitung
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

U; des zeitabhidngigen Steuereingangs U, enthalten ist. Eine Taylorreihen-Entwicklung
um die Gleichgewichtslage und eine Skalierung der Koeffizienten liefert mit My = ¢

K & + w2&y + eNg(&, + U +ef, U, + Xyo >0
0=€£{}'+5{}+U2+{8 s&y T wsly + eNs(&), + Uc)éy + efsle, v + Xvo

K&l - Qs + efille, &v+Xyo <0
(8.9)
Y:P10+UC+€£{;+5{/+K\/£V (810)

eine abschnittsweise definierte Differentialgleichung. In dieser sind nur Terme bis zur
GroBenordnung O(¢) berticksichtigt. Gl. (8.9) basiert auf den Annahmen U, = O(1) und
U = O(1). Die Formulierung des Systemausgangs Y folgt direkt aus GL. (8.8) und ist
explizit vom Steuereingang U, abhéngig.

Auffallend ist, dass der Steuereingang U, nun mit der GréSenordnung O(¢) enthalten
ist, wohingegen die Zeitableitung U, in der Grofenordnung O(1) vorkommt. Die
Berechnungsvorschriften fiir die neu eingefiihrten skalierten Parameter

efs = KT (8.11)
efs =& (8.12)
ergeben sich direkt aus der Taylorreihen-Entwicklung. Eine Reihenentwicklung der

schnellen Variable & = n ~ 7] = 19 + em fithrt mit den entsprechenden Gréfienord-
nungsbilanzen

25, + Xyo >0
O pe 4 Sy frtXvo (8.13)
—-Qs, &1+ Xy <0

L, +{&&+M@rﬁm&+ﬁ%,&+xm>0
1

T (8.14)
0 K& +fsuc/ 1+ Xyp <0

und mit den langsamen Variablen [Sv, cSQ/]T = [&1, &]T auf die Ndherung

ij=-U;

—w2&1 + € ((0? = Ks) &2 = No(& + U )ér — U +UY), &1+ Xvo >0

Qs+g(—12552—f;uc+ug'), E1+Xvo <0
(8.15)

+
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8.1 Einfluss der reduzierten Ventiltragheit auf die instationdre Systemdynamik

erster Ordnung fiir die schnelle Variable. Weil die Grundlésung 1y die Zeitableitung
U; enthilt, beinhaltet die Ndherung erster Ordnung nun sogar die zweite Zeitableitung
U/ . Damit ergibt sich tiber eine Transformation in Zustandsform

£ =& (8.16)
= U
—w?& + e ((w? = Ks) &2 = No(&2 + Ue)&r — fUc +UY), &+ Xyo >0
Qs+e(—ng2—fsuc+u;/), &1+ Xyo <0
(8.17)

Y:P10+UC+52+Kvé1—SUé

—w3é1 + € ((wF = Ks) &2 = Ng(&2 + Ue)ér = e +UY), &1+ Xyo > 0

Qs+e(—ngz—fsuc+u;'), &1+ Xvo <0
(8.18)

+ &

das reduzierte, reguldr gestorte System zweiter Ordnung. In der Formulierung des Aus-
gangs wurde die dimensionslose Kolbenbeschleunigung &7 durch die entsprechende
Néherung 7] ersetzt.

Eine Riicktransformation auf dimensionsbehaftete Grofien liefert eine zu den Gleichun-
gen (8.16) bis (8.18) strukturell identische Differentialgleichung

d;)&\/ + k;xv + Yl*v (J'CV + %Mc) Xy, Xy >uy

v +9._
dy,xv, xy < uy
my. 1. —fouc—f&, xv>uy
= _ZMC - d—uc + _ - (819)
* *
dy v —fouc—f&, xv <uy
1 . .
y= - (mVxV + dva + kaV + fc + MC)
TVTC
dv—d"r/mv . kv—k;/mv n‘*/mv . 1
- - >
B r‘zzn Xy 7 Xy 7 Xy + ay Uc) Xv, Xy > Uy
=) dv-dymy kv
Yovw Ly <
r\z,n XV+75T[XV, Xy < Uy
2 * *
1 [my. my, my | = fylc = Xy > uy
- —ZVMC - d—uc +fc +uc|+ - {V JiC, (820)
* *
rym\ dy v ryT\=fote — f&, xv Suy
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

Modell Beschreibung Zustandsgrofien
Aq Originalsystem [xv, Xv, p1]"
A Modellreduktion mittels singuldrer Storungsrechnung  [xy, Xv]"
Az Modellreduktion durch Vernachldssigung der [xv,p1]T

Kolbentragheit my Xy

Tabelle 8.1: Ubersicht der Modelle. Die Modellkomplexitét nimmt mit steigendem Index ab.

in den Variablen xy(t) und Xy (t). Dieses Modell wird im Folgenden als Modell A,
bezeichnet. Die neu eingefiihrten Parameter sind Abkiirzungen fiir die Ausdrticke

2

" 2 - mva)o
dy, = ((Ks - w5 — XvoNs) Xyo + qus) —
dy Xvo
2
- _ myw
dy, = Kg——2
dy
* 2 2
kV = wiw
mvd)g
n;, =
v dvXvo
" o mvwé
fv = ((fs = NsXvo) ¥vo — uvNs) ———
dvao
2
JF* _ vy
v —Js 2
dy,

£ = (-XvoXvo — uy)wiw]

fi=-Qswixvo.

Durch die Vernachlidssigung der Ventiltragheit werden die Systemgleichungen

va'CV + kaV = 7“2/7'(]91 - fc — Ue
Cnp1 = —rymiy + qu(xv, p1) + gc(p1)
y=nr

(8.21)
(8.22)
(8.23)

(8.24)

(8.25)

(8.26)

(8.27)
(8.28)

(8.29)
(8.30)
(8.31)

des dritten Modells abgeleitet. Dieses wird im Folgenden als Modell A3 bezeichnet.
Eine Ubersicht iiber die Bezeichnung, die Art der Reduktion und die Zustandsgrofien

der eingefiihrten Modelle ist in Tab. 8.1 gegeben.

Im Folgenden wird untersucht, in wie weit sich die reduzierten Modelle fiir die

Approximation der instationdren Systemdynamik eignen. Dies gibt einen ersten Hinweis
darauf, ob diese Modelle als Basis fiir die Entwicklung eines modellbasierten Regelungs-
konzepts geeignet sind. Dafiir wird einerseits das Einschwingverhalten der Modelle
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(a) Kolbenverschiebung xy (t). (b) Systemausgang y = p1(t).

Abbildung 8.1: Vergleich der reduzierten Modelle A und Az mit dem Originalsystem A;. Steuereingang
uc(t) =0N.

45
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:/ " 2
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]
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Abbildung 8.2: Vergleich der reduzierten Modelle A und Az mit dem Originalsystem A;. Steuereingang
uc(t) = {—6 sin(50rad/s? - t2).

verglichen und andererseits die Modellantwort auf ein Sweep-Eingangssignal (ein
harmonisches Signal mit linear ansteigender Kreisfrequenz). Letzteres gibt Aufschluss
tiber die Frequenzbereiche, in denen die Ndherungen das dynamische Verhalten des
Originalsystems abbilden konnen.

In Abb. 8.1 ist das Einschwingverhalten der Modelle fiir den Fall eines verschwindenden
zeitvarianten Steueranteils u.(f) = 0 abgebildet. Zwischen dem Originalsystem (Modell
A1) und dem durch singuldre Stérungsrechnung reduzierten System (Modell Aj)
sind mit bloem Auge keine Unterschiede zu erkennen. Im Gegensatz dazu klingt
die transiente Schwingung des Modells A3 wesentlich schneller ab. Es gelten die
Parameterwerte aus Tab. 4.1 mit einer erh6hten Dampfung von 240 N's/m.

151



8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

Modell Simulation Integrator Integrationsschritte %
Aq uc(t)=0N ode45 6048 100 %
A uc(t)=0N ode45 2580 43 %
Aj uc(t) =0N ode45 1243 21 %
Ay uc(t)=0N  odel5s 1982 100 %
A u(t)=0N  odel5s 1675 85 %
As uc(t)=0N  odel5s 922 47 %
Aq Sweep ode45 2365362 100 %
Aj Sweep ode45 398916 17 %
Az Sweep ode45 292986 12%
Ay Sweep odel5s 436 597 100 %
Ar Sweep odel5s 416 866 95 %
Az Sweep odel5s 244742 56 %

Tabelle 8.2: Einfluss der Modelle und der Integratoren auf die Anzahl der Integrationsschritte als ein indirektes
Mas fiir die Rechengeschwindigkeit.

In Abb. 8.2 wird als zeitvarianter Teil das Sweep-Signal u.(t) = {—6 sin(50rad/s? - t?)
auf den Konstantanteil des Steuereingangs addiert. Die Simulation wird bis zum
Zeitpunktt = 30 s ausgefiihrt, was auf eine maximale Anregungs-Kreisfrequenz von Q =
1500 rad/s fiihrt. Fiir eine klare Darstellung der Ergebnisse sind nicht die Zeitsignale,
sondern die Amplituden der Systemantworten in Abhidngigkeit der Anregungsfre-
quenz abgebildet. Insgesamt ergibt sich iiber den gesamten Frequenzbereich eine gute
Ubereinstimmung zwischen den Modellen. Dabei ist im mittleren Bereich zwischen
Q = 550...850 rad /s die Ndherung des Modells A, etwas besser, wohingegen bei hoheren
Frequenzen Q > 850rad/s das Modell A3 eine bessere Approximation der Amplituden
bietet.

Als Indikator fiir die Rechengeschwindigkeit der drei Modelle ist in Tab. 8.2 die Anzahl
der fiir die Simulationen benétigten Integrationsschritte aufgelistet. Alle Simulationen
werden mit der kommerziellen Software Matlab durchgefiihrt. Die Integration erfolgt
mittels der Integratoren ode45 und odel5s sowie der Nutzung von Event-functions zur
Detektion von Umschaltereignissen. Der ode45-Integrator ist der Standard-Integrator
von Matlab und basiert auf einem expliziten Runge-Kutte-Verfahren [115]. Er eignet sich
fiir die Integration nicht-steifer Differentialgleichungen. Der ode15s-Integrator ist ein
lineares Mehrschrittverfahren variabler Ordnung und speziell fiir die Integration stei-
fer Differentialgleichungssysteme sowie differential-algebraischer Gleichungssysteme
entwickelt worden [110]. Beide Integratoren beinhalten eine Schrittweitensteuerung.
Alle Simulationen werden mit einer relativen Toleranz von 107 und einer absoluten
Toleranz von 10~7 durchgefiihrt.

Die erzielten relativen Einsparungen beziiglich der Anzahl der Integrationsschritte
sind naturgemafS sehr stark von dem verwendeten Integrator sowie vom jeweiligen
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8.2 SISO-Regelung des Ventilkreislaufs mit Druckregelventil und Konstantpumpe

Eingangssignal u. abhédngig. Die in Tab. 8.2 dargestellten Zahlen kénnen deshalb
lediglich einen ersten Hinweis iiber die moglichen Rechenzeitersparnissen geben, welche
sich je nach Anwendungsfall stark unterscheiden werden. Gegeniiber dem Modell A;
werden beim Modell A; Einsparungen zwischen 5% und 83% erzielt, wohingegen die
Reduktionen beim Modell Az sogar zwischen 44% und 88% liegen.

Insgesamt bieten beide Reduktionsvarianten sehr gute Naherungen an das instationére
dynamische Verhalten des Originalsystem bei teils erheblichen Rechenzeiteinsparungen.

8.2 SISO-Regelung des Ventilkreislaufs mit
Druckregelventil und Konstantpumpe

Dieser Abschnitt widmet sich der Ableitung verschiedener Regelungsalgorithmen fiir
die Regelung des Modells A; auf Basis der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung. Dabei
wird gezeigt, dass die Ableitung eines Regelgesetzes basierend auf dem reduzierten
Modell A, nicht méglich ist. Die Regelungsalgorithmen basierend auf den Modellen
A1 und A3 werden hergeleitet und die Ergebnisse anhand von zwei unterschiedlichen
Trajektorienvorgaben miteinander verglichen.

Die Vorgehensweise der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung wird zunédchst anhand des
Modells A; demonstriert. Ausfiihrlichere Beschreibungen dieses Regelungskonzepts
finden sich z. B. in [1, 55, 107]. Das System bestehend aus den Gleichungen (8.1), (8.2)
und (8.3) ist eingangslinear beziiglich des zeitvarianten Systemeingangs 1. und kann
durch eine Transformation in Zustandsraumdarstellung in der Form

x = f(x) + guc(x) (8.32)
y = h(x) (8.33)

mit
X = [xV, J'Cv,pl]-r (834)

. 1 .
f(x) = [JCV, —m—v (dvxv + kyxy — 7"2/7'(;?1 + fc) ,

Cih (—sz/mév + qn,q(xv, p1) + %(Pl))] (8.35)
g= [0, —mLV,O] (8.36)
h(x) = p1 (8.37)

dargestellt werden.
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

Das Ziel der Regelung ist es, mittels der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung eine Berech-
nungsvorschrift fiir den Systemeingang . zu finden, welche das System in eine lineare
Differentialgleichung dritter Ordnung

(7 = )+ asa(§f = ) + an (3 = 9a) + a30(y = ya) = 0 (539

tiberfithrt, wobei durch y, eine Solltrajektorie fiir den Ausgang y vorgegeben werden
kann. GI. (8.38) entspricht einer linearen Fehlerdynamik zwischen dem Ausgang v und
der Solltrajektorie 14, welche durch Vorgabe der Konstanten azg, 431 und a3, beeinflusst
werden kann.

Um diese lineare Form zu erreichen, ist eine Variablentransformation [z1, z,z3]" =
v, y,#]" = ®(xv, Xv, p1) auf den Systemausgang y und dessen Zeitableitungen erfor-
derlich. Die ersten beiden Zeitableitungen

y=p

1 )
= C_h (—rénxv +qn,q(xv,p1) + qc(pl)) (8.39)

= Cih ( remiy 3 (qh g(xv,p1) + qc(m)))

rom 1 99, q(erpl)

( dev - kvxv + T’V‘Rpl fc - MC)

Chnl G oy V¥
1 (99n,4(xv,p1) aQC(Pl) 5 .
+—= C2 ( o o (—rvnxv +qnq(xv,p1) + qc(m))
= §i(xv, Xv, p1,uc) - (8.40)

werden durch das Einsetzen der rechten Seiten der Systemdarstellung, Gl. (8.32)
in Abhédngigkeit der Zustandsgrofien formuliert. Die Berechnungsvorschrift fiir ij
ist explizit vom Systemeingang u. abhédngig. Mit einer wie oben vorgeschlagenen
Variablentransformation [z1,z2,23]" = [y, 9, ]’ wiirde deshalb die transformierte
Systemdarstellung explizit die Zeitableitung i, des Systemeingangs beinhalten. Dies
impliziert einen relativen Grad von 6 = 2 und damit ein nicht-flaches System bez{iglich
des Systemausgangs y. In diesem Fall ist es sinnvoll, die Zielvorgabe zu modifizie-
ren und eine lineare externen Dynamik zweiter Ordnung in Kombination mit einer
eindimensionalen internen Dynamik

(% — Ya) + an(y — ya) + a20(y —ya) =0 (8.41)
23 = d3(x) (8.42)
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vorzugeben, in der die Funktion ®3(xv, Xy, p1) nicht durch Gl. (8.40) gegeben ist, sondern
auf anderem Weg bestimmt werden kann. Dabei muss lediglich die Existenz der inversen
Abbildung ®~!(z) sichergestellt werden. In diesem Fall kann z. B.

D5(x) = xv (8.43)

gesetzt werden, womit sich die gesamte Zustandstransformation zu

p1

z=9(x) = Clh (-rimiy + qnq(xv, p1) + gc(p1)) (8.44)
Xy
Z3

x=®"(z) = réﬁ (qn,q(z3,21) + gc(z1) — 22Ch) (8.45)
21

ergibt. Weil die interne Dynamik die externe Dynamik nicht beeinflusst, ist die Transfor-
mation auf die Darstellung in den Gleichungen (8.41) und (8.42) zielfiihrend, solange die
interne Dynamik beschréankt ist [1, 55]. Die durchgefiihrten numerischen Simulationen
haben in diesem Kontext keine Stabilitdtsprobleme aufgezeigt. Eine systematische
Stabilitdtsuntersuchung wird im Rahmen dieser Arbeit nicht behandelt.

In transformierten Koordinaten ergibt sich

Z'1 =12 (846)
.1 [dy  9qnq(z3,z1) 1
Zp = C_h (m—v + 3—2'31"2/_7-( (qh,q(23,21) +qc(z1) Chzz)
1 (3ang(z3,21)  dgc(z) rym ) rym
+ C_h ( o + 9z Zy + Comv (kV23 —rymz1 + fc) + Comv Ue

=: a(z) + Bu (8.47)
. 1
= (qn,q(z3,21) + qc(z1) — 22Ch) (8.48)

1%

die sogenannte Nichtlineare Regelungsnormalform. Weil das urspriingliche System
eingangslinear ist, ist auch die transformierte Darstellung linear in u.. Aus der Forderung

fy =i = ija — an( - Va) — a20(y — ya) (8.49)
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

entsprechend Gl. (8.41) ergibt sich mit GI. (8.47) das Regelgesetz

_a(®(x) - v(e(x)
B
v(z) = §jg — an(z2 — ¥a) — a20(z1 — Ya) (8.51)

u(x) = (8.50)

basierend auf dem Modell A1, mit welchem die Nichtlinearititen in der externen
Dynamik exakt kompensiert werden.

Das gleiche Verfahren soll nun mit dem reduzierten Modell A, durchgefiihrt werden.
Dieses liegt nicht als eingangslineares System vor, weil die reduzierte Systemdynamik
auch die Zeitableitungen des Steuereingangs enthilt. Der Systemausgang ist ebenfalls
explizit vom Eingangssignal und dessen Ableitungen abhingig, weshalb der relative
Grad in diesem Fall 6 = 0 ist. Dies bedeutet, dass keine Fehlerdynamik, sondern tiber

die Forderung vy = ya direkt die Ausgangstrajektorie vorgegeben werden kann. Mit
Gl. (8.20) folgt daraus

dy—d;,my . ky—ki,my ny,my (.
e + ==y — L Gy + )y, Xy > uy
! on rim rem dy
Y=VYa dy—dmy . k
—V— Xy + Sxy xy < uy
rén r‘z/n ’ =
2
1 mv . \%4

—fiu.—fr, xy>u
ﬂ{fvc Jer XUy s

. my .
fle = ==l + fe +uc | + — - -
ryT —fvuc—f:, xy < uy

’ r2r\d3 " dv
eine abschnittsweise lineare Differentialgleichung in .. Zur Berechnung eines Steuerein-
gangs, welcher den Ausgang auf der Solltrajektorie fiihrt, wird diesmal also nicht die
Losung einer linearen algebraischen Gleichung, sondern die Losung einer Differenti-
algleichung benétigt. Offensichtlich besitzen die Koeffizienten der zweiten und ersten
Zeitableitung jedoch unterschiedliche Vorzeichen, weshalb die triviale Losung der
homogenen Differentialgleichung u, = 0 instabil ist. Das resultierende Regelgesetz wire
deshalb unbeschrinkt. Dies verhindert eine auf dem reduzierten Modell A, basierende
Regelung.

Das Modell A3 wiederum liegt in einer eingangslinearen Form entsprechend den
Gleichungen (8.32) und (8.33) mit

x= Ly, pl” (8.53)
1
f(x) = [—E (kvxv —rimp +fc) ,
1 [rim ) T
Cu\dy (k‘/x" ~IyTpr fc) +qn,q(xv, p1) + qc(p) (8.54)
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(8.55)

h(x) = p1 (8.56)
vor. In der ersten Zeitableitung des Ausgangs

o 1 (rm ) rom
i == o | (kv = £) + qngCov, o)+ qcen)| + Flaue 857)

ist nun bereits das Eingangssignal u. enthalten, was auf einen relativen Grad von 6 =1
fiihrt. Dies lédsst eine lineare Fehlerdynamik

(¥ — ya) + a10(y — ya) (8.58)
2y = Dy(x) (8.59)

erster Ordnung, ergdnzt durch eine interne Dynamik erster Ordnung zu. Das entspre-
chende Regelgesetz

d dyC

ul(xy, pr) = —kvay + 12 = fo = <= (qnq(xv, p1) + gc(pr) + ——v(x)  (8.60)
T’Vﬂ T’VT[

v(X) = ¥4 — a10(p1 — Ya) (8.61)

kann auch ohne explizite Formulierung der Variablentransformation ®(x) direkt durch
das Einsetzen von Gl. (8.57) in Gl. (8.58) berechnet werden.

Die Grundstruktur der Regelungsstrategie inklusive der zugrundeliegenden Modelle ist
in Abb. 8.3 dargestellt. Fiir die Berechnung des Steuereingangs u.(x) ist eine Zustands-
riickfiihrung erforderlich. Diese wird ebenfalls fiir die Bestimmung des synthetischen
Eingangs v(x) bendtigt. Je nach relativem Grad wird dieser entweder anhand von
Gl. (8.51) oder anhand von Gl. (8.61) berechnet. Es werden zwei Regelgesetze, basierend
auf den Modellen A; und A3 angewendet. Die Regelung basierend auf dem Modell A,
ist nicht moglich. Der hydraulische Kreislauf wird durch das Modell A; repréasentiert.
Abb. 8.4 zeigt das Ergebnis der beiden Regelungsvarianten fiir eine Trajektorien-
vorgabe, bei der unterschiedliche stationdre Systemdriicke nacheinander angesteuert
werden. Zwar geniigt die Solltrajektorie den durch die Gleichungen (8.51) bzw. (8.61)
implizierten Stetigkeitsanforderungen nicht, trotzdem ist eine Regelung méglich und
kann mafigeblich die transienten Einschwingvorgange zwischen stationdren Zustanden
beeinflussen. In Abb. 8.4a sind die Ausgangstrajektorien y sowie die Solltrajektorie y,4
dargestellt. Die entsprechenden Steuereingénge sind in Abb. 8.4b zu sehen. Mit beiden
Regelungsvarianten wird das transiente Einschwingverhalten zwischen zwei stationdren
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

B
>
£
19
a
@,
12

______________ a |
5=2 I5=1 ! :
i A v v v
Y Synthetischer Eingang V(Xl Regelgesetz uc(x) | Hydraulischer Kreislauf | y(x)
Pl =y 207 agi (v - yO) T P e = ~ SO g fxegue(n) >

XT xT

Abbildung 8.3: Regelungsstrategie.
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Abbildung 8.4: Regelungen basierend auf den Modellen A1 und A3 angewendet auf Modell A;. Parameter
azo = 20000, az1 = 2+/azg, a10 = azo-

Zustanden gegentiber der reinen Steuerung (vgl. Abb. 8.1) stark verkiirzt und geglattet.
Die Konstanten axg = 20000, a21 = 24/a30 und a19 = /a2 werden so gewdhlt, dass sich
fur die linearen Dynamiken erster und zweiter Ordnung die gleichen Eigenwerte von
A = —4/fayg ergeben. Naturgemaf3 kann das Einschwingverhalten durch Vorgabe anderer
Konstanten verdndert werden.

Im Folgenden werden die Regelungsvarianten in Abhingigkeit der Trajektorienfrequenz
bewertet. Dazu wird eine zweite Solltrajektorie y4 = 25 bar + 1 bar - sin(50rad/s? - +?) fiir
den Systemausgang vorgegeben. Der absolute Fehler zwischen der Ausgangsgrofie
y und der Trajektorienvorgabe y,; ist in Abb. 8.5a dargestellt. Weil die Trajektorie
den Stetigkeitsanforderungen der Regelgesetze gentigt, ist der Fehler zwischen der
Trajektorienvorgabe und des auf der Basis des Modells A geregelten Systemausgangs in
dieser Skalierung nicht sichtbar, da kein Modellfehler existiert und die Nichtlinearitdten
exakt kompensiert werden. Auch die Regelung basierend auf dem reduzierten Modell
As produziert eine fiir die meisten Anwendungen ausreichende Ubereinstimmung
zwischen Solltrajektorie und Systemausgang. Der Knick bei QO ~ 950rad/s markiert
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-3
0.25 ‘ ‘ 2.2 X10
Regelung basierend auf Modell A;
0.2 Regelung basierend auf Modell A3
3
<0.15
=
=
01
i
0.05 17
. Regelung basierend auf Modell Ay
Regelung basierend auf Modell A3
0 1.6
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
Qin rad/s Qin rad/s
(a) Betrag des absoluter Fehlers |y — y4]. (b) Minima und Maxima der Kolbenverschiebungen

xy ().

Abbildung 8.5: Regelungen basierend auf den Modellen A; und A3 angewendet auf das Modell A;.
Solltrajektorie y; = 25bar + 1bar - sin(50rad/s? - t2).

die Stelle, an der die Kolbenauslenkung xv(t) so groff wird, dass die Schwingungen
die Steuerkante kreuzen, vgl. Abb. 8.5b. Erst in diesem Bereich entsteht ein relevanter
Fehler.

Zusammenfassend ist eine Regelung basierend auf dem reduzierten Modell A, nicht
moglich, weil durch die Reduktion die Eingangsaffinitét verloren geht. Jedoch kénnen
auch auf der Basis des reduzierten Modells A3, welches sogar noch rechenzeiteffizienter
ist, sehr gute Regelungsergebnisse erzielt werden.

8.3 Einfluss der reduzierten Druckdynamik auf die
instationdre Systemdynamik

Die eingangs dieses Kapitels formulierte Forschungsfrage, in wie weit sich die mittels
singuldrer Storungsrechnung reduzierten Modelle als Grundlage fiir die Ableitung eines
modellbasierten Regelungskonzepts eignen, konnte bisher nicht beantwortet werden,
weil das hier gewihlte Konzept der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung mit dem Modell
Aj ein unbeschrinktes Regelgesetz hervorbringt.

Der in Abschnitt 7.2 untersuchte Ventilkreislauf mit Dampfungsblende beinhaltet
eine weitere schnelle Variable, welche mittels singuldrer Stérungsrechnung reduziert
werden kann. Anhand dieses Modells soll die Forschungsfrage im Folgenden weiter
untersucht werden. Dazu werden basierend auf dem Ventilkreislauf mit quadratischer
Dampfung zwei reduzierte Modelle abgeleitet, wobei dquivalent zu Abschnitt 8.1 eine
Reduktionsvariante auf der singuldren Storungsrechnung und die zweite Variante auf
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

der Vernachldssigung der Dampfungsblende basiert. Die zweite Variante fithrt auf das
Modell A; aus Abschnitt 8.1.

Basierend auf den Gleichungen (7.69) bis (7.71) fiihrt eine Aufteilung des Steuereingangs
in einen konstanten und einen zeitabhidngigen Anteil auf das eingangslineare System

myXy +dyxy + kyxy = r%,npc — fo—uc (8.62)
Cup1 = —qc(p1,pe) + qn,q(xv, p1) + qc(p1) (8.63)
Chepe = qelp1, pe) — romity (8.64)
y=nr (8.65)

mit den Volumenstromen entsprechend den Gleichungen (4.4), (4.9) und (7.72). Dieses
Modell wird im Folgenden als Modell B; bezeichnet.

Fiir das mittels singuldrer Stérungsrechnung reduzierte Modell erhdlt man aus den
Gleichungen (7.101) und (7.102) nach Riicktransformation auf dimensionsbehaftete
Variablen und Parameter eine Approximation der schnellen Variablen

Pe = Peo + Chepet

2
TVT[

ACYF

.2 Cperym
Xvpi

v

4Che (2m)°
he ( v ) x%,xv — 2sign(xy)

(Acyr)* (Acye)

= p1 — sign(¥y)

(8.66)

in dimensionsbehafteter Form. Die dimensionsbehaftete Entsprechung des kleinen
Parameter ist die Kapazitdt Cj.. Das Einsetzen in die Gleichungen (8.62) und (8.63)
liefert mit

. 2 .
9c(p1,pc) = Chepe + rymiy
. . 2 .
~ Chc(PcO + Chcpcl) + 1y Xy
. 2 .
=~ CthcO + 1y Xy
2
rvn
ACVF

2
= Chep1 — 2Cpc sign(dy) ( ) dy Ry + rimiy (8.67)

das reduzierte System

2 v’ rym 2
mw’év + va'CV + kaV =r5mpy — si n(J&V) X5+ 4Ch — x J'C'V
VI Y e T A )
2 2
. . ryT ..
— 2Cy, sign(xy) Ayr Xyp1 — fo— U (8.68)
c
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8.3 Einfluss der reduzierten Druckdynamik auf die instationdre Systemdynamik

7"2 TC 2
(Ch + Cie)pn = —rgmtv + qnq(xv, p1) + qc(p1) + 2Cc sign(iy) Avyp Xy Xy
Cc
~ =1y iy + qig(xv, p1) + 4c(pr) (8.69)
y=n (8.70)

dritter Ordnung, welches im Folgenden als Modell B, bezeichnet wird. Die Vereinfa-
chung der rechten Seite von GL. (8.69) ist dadurch motiviert, dass der vernachlassigte
Ausdruck in der spateren Herleitung des Regelgesetzes im stationdren Zustand xv =0
eine Singularitdt hervorruft. Legitimiert wird diese Vereinfachung durch die in Abschnitt
7.2 gefiihrten Grofienordnungsanalysen, weil sie gleichbedeutend mit der Approxima-
tion peo = p1 ist.

Eine Modelliibersicht der Modelle mit quadratischer Dampfung findet sich in Tab. 8.3.
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(a) Kolbenverschiebung xy (t). (b) Systemausgang y = p1(t).

Abbildung 8.6: Vergleich der Modelle By, B und B3 = Aj. Steuereingang u.(t) = ON.

In Abb. 8.6 wird der Einfluss der Reduktionsvarianten auf das Einschwingverhalten
der Ventilkreisldufe untersucht. Es gilt die Parametrierung aus den Tabellen 4.1 und
7.6 mit einer erhchten Dampfung von 240 N's/m. Wie bereits bei der Reduktion der
Ventiltragheit sind zwischen den Ergebnissen des Originalsystems und des mittels

Modell Beschreibung Zustandsgrofsen
B Originalsystem mit quadratischer Ddmpfung [xv, Xv, p1, pel”
B; Modellreduktion mittels singuldrer Storungsrechnung  [xvy, Xy, p1]"

B3 Modellreduktion durch Vernachldssigung der [xv, %y, p1]"

Dampfungsblende. Entspricht dem Modell A;.

Tabelle 8.3: Ubersicht der Modelle mit quadratischer Dampfung. Die Modellkomplexitit nimmt mit
steigendem Index ab.

161



8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

Modell By
= = =Modell B, | |
Modell A;

500 1000
Qin rad/s

1500

Abbildung 8.7: Vergleich der Modelle By, B, und B3 = Aj bei zeitvariantem Steuereingang u.(t) =

{—6 sin(50rad/s? - +2).

Modell Simulation Integrator Integrationsschritte %
By uc(t)=0N ode45 64714 100 %
B, uc(t)=0N ode45 8726 13%
Aq uc(t)=0N ode45 6048 9%
By uc(t)=0N  odel5s 4961 100 %
B, u(t)=0N  odel5s 3460 70 %
Aq u.(t)=0N  odel5s 1982 40 %
By Sweep ode45 5746 452 100 %
B Sweep ode45 2408978 42 %
Aq Sweep ode45 2365362 41 %
By Sweep odel5s 921626 100 %
B Sweep odel5s 741874 81%
Aq Sweep odel5s 436 597 47 %

Tabelle 8.4: Einfluss der Modelle und der Integratoren auf die Anzahl der Integrationsschritte als ein indirektes
Mag fiir die Rechengeschwindigkeit.

singuldrer Storungsrechnung reduzierten Systems mit blofSem Auge keine Unterschiede
zu erkennen. Dahingegen hat die einfache Vernachlidssigung der Dampfungsblende
einen sichtbaren Einfluss, welcher sich durch eine schnellere Abnahme der Amplitude
bemerkbar macht.

Beziiglich der Systemantworten auf das Sweep-Signal u.(t) = {—6 sin(50rad/s? - t2) zeigt
das reduzierte Modell B; = A; dahingegen eine etwas bessere Ubereinstimmung
mit dem Originalsystem B; als das Modell By, insbesondere im mittleren Teil des
abgebildeten Frequenzbereichs. Die entsprechenden Simulationsergebnisse sind in Form
der Minima und Maxima der Druckverldufe in Abb. 8.7 abgebildet.

Als Indikator fiir die Rechenzeit ist die Anzahl der fiir die Simulationen benétigten Inte-
grationsschritte in Tab. 8.4 aufgelistet. Auch hier werden durch die Modellreduktionen
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8.4 SISO-Regelung des Ventilkreislaufs mit quadratischer Dampfung

teils erhebliche Rechenzeiteinsparungen erzielt. Diese liegen beim reduzierten Modell
B, zwischen 19 % und 87 %, wiahrend das Modell A; sogar Ersparnisse zwischen 53 %
und 91 % erzielt.

Aulffallend sind die extrem hohen benétigten Rechenschritte in der ersten Zeile von
Tab. 8.4. Dies hingt mit dem Volumenstrom g, o sign(p1 — pc)v/|p1 — pc| zusammen, fiir
den im stationdren Zustand p}iir; C%qc — oo gilt. In der Ndhe der Gleichgewichtslage

fiihrt diese Eigenschaft zu einem numerisch steifen Systemverhalten (siehe dazu auch
[17]) und damit bei Nutzung des ode45-Integrators, welcher fiir nicht-steife Systeme
ausgelegt ist, zu einer sehr hohen Rechenzeit.

8.4 SISO-Regelung des Ventilkreislaufs mit
quadratischer Dampfung

In diesem Abschnitt werden Regelungskonzepte fiir die Regelung des Modells B;
abgeleitet. Als Grundlage fiir die Eingangs-Ausgangs-Linearisierung werden die drei
im vorigen Abschnitt betrachteten Modelle herangezogen. Dabei wird gezeigt, dass
das Regelungskonzept, welches auf Basis des Originalsystems B; abgeleitet wird, eine
Singularitét enthélt. Die Ableitung von Regelgesetzen auf Grundlage der reduzierten
Modelle B, und A; wird hier also nicht allein durch eine Rechenzeitersparnis motiviert.
Beziiglich des Modells B; beinhalten die fiir eine Eingangs-Ausgangs-Linearisierung
notwendigen Zeitableitungen des Ausgangs

. 1
V=e (=gc(p1,pe) + qng(xv, p1) + qc(p1)) (8.71)
= (L epr o) + qngrv, p) + ac(p)
y= C, \at qc\P1,Pc qh,q\Xv, P1 qc\p1
_ 10 h,q(szpl) . 1 aQC(PLPc) 2 .
G o VT Gon o (qc(pl,pc) - rvnxv)
1 ( 9q9c(pi,pe)  99nq(xv, p1) 8qc(p1)) .
+ |- + + 8.72
Ch ( ap1 ap1 dp P ®.72)
1 9qn,q 1 dq , 1 9n,4 1 94 ,
(Ch dxy " CnChe dp. rym) v E Ch dxy " CnChe 9Pcrv tv
d 1 9dq. 1 9. 9y 8qc) . )
+— |- —g.+—=— (- + +
dt ( CnChe apcq Cy ( (9p1 (9}71 apl
(1 94qn, 1 9qc 2 1 ) )
= (C_h_3xv + — c.on 3}% v m_v (—deV —kyxy +rympe — fo — uc)
+ R(xv, Xv, p1,pc) (8.73)
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

erst in der dritten Ableitung den Steuereingang u.. Damit ist der relative Grad 6 = 3,
womit die lineare Fehlerdynamik dritter Ordnung

(5= 5+ asa(if = ) + an(§ = ) + asoly = ya) =0 (674
2= bylx) 872)

angestrebt wird, welche durch eine interne Dynamik erster Ordnung ergénzt wird.
Unabhéngig vom Grad der Fehlerdynamik ergibt sich jedoch aus den partiellen Ablei-
tungen

9 A

fe . _VRZe (8.76)
IPr 24/lpr —pel
d A

e _ __ VEfe (8.77)

Ipe 24/lp1 = pel

in Gl. (8.73) die Problematik einer Singularitdt, welche fiir p; = p. auftritt, also in
jedem stationdren Betriebszustand. Diese Singularitat ist zwangsldufig auch in u, ent-
halten, falls die Berechnungsvorschrift im Sinne der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung
formuliert wird. Dadurch ist die Regelung basierend auf dem Modell B1 nicht moglich.
Im Folgenden wird eine Regelung auf Grundlage des reduzierten Modells B, abgeleitet.
Die Zeitableitungen

o1 ,
Y= C,+Cn ( YTy + qnq(Xv, p1) + qC(pl)) (8.78)

. 1 . . d
Y= e (‘75”” + 3t ey po+ qC(’“)))

A 2 3 2 N R
_ i cVF) — [((r%,n) x%, +2 (r%,n) Chchy) sign(xy)
my (Acyr)” —4Chc (rpm)” %y,

2
_ 2(.2 e o roT
(yFAc) (Tvﬂpl dVJCV kaV Ue fc) } —Ch n Chc
1 d
Y, +Chdt (9n,q(xv, p1) +qc(p1))
= §iluc) 8.79)

des Ausgangs fiithren auf einen relativen Grad von 6 = 2. Das Regelgesetz fiir eine
lineare Fehlerdynamik 2. Ordnung

(i = §a) + a21(y — ¥a) + a20(y — ya) (8.80)
23 = dy(x) (8.81)
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Abbildung 8.8: Regelungsstrategie.

1.5 . . : : " 0.2 : . . ,
Regelung basierend auf Modell B, Regelung basierend auf Modell B,
Regelung basierend auf Modell A; Regelung basierend auf Modell A;
N L0.15¢
3 1t 3
£ £
S S 01
I I
S 05F N
= T0.05F
0 ; 0 ‘
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800
Qin rad/s Qin rad/s
(a) Regelung angewendet auf Modell By. (b) Regelung angewendet auf Modell By. Ausschnitt

Q < 1000rads™1.

Abbildung 8.9: Regelungen basierend auf den Modellen A; und Bj. Parameter apy = 20000, a1 = 2+/az0,
a19 = /az0. Solltrajektorie y; = 25bar + 1bar - sin(50 rad/s? - t2).

wird durch das Einsetzen der Gleichungen (8.78) und (8.79) in die Gl. (8.80) berechnet.
Die Regelung basierend auf dem Modell A; kann aus Abschnitt 8.2 entnommen werden.
Das gesamte Regelungskonzept inklusive der zugrundeliegenden Modelle ist in Abb. 8.8
schematisch dargestellt. Der Hydraulische Kreislauf wird durch das Originalsystem mit
Dampfungsblende, Modell By abgebildet. Weil die Regelung basierend auf dem Modell
Bj nicht moglich ist, kompensiert keines der Regelgesetze die Nichtlinearitdten exakt.
Die beiden verbleibenden Regelungen basierend auf den Modellen B, und B3 = A;
fiihren beide auf eine externe Fehlerdynamik zweiter Ordnung, was jeweils einem
relativen Grad von 6 = 2 entspricht.

Der Vergleich zwischen den beiden Regelungsstrategien erfolgt anhand der bereits in
Abschnitt 8.2 eingefiihrten Solltrajektorie y4 = 25bar+1bar-sin(50rad/s? - t?). Dadurch
ist eine Bewertung der Regelungskonzepte fiir unterschiedliche Frequenzbereiche mog-
lich. Die Ergebnisse der Regelung in Form des absoluten Fehlers |p; — y,4| sind fiir den
Frequenzbereich bis Q = 1200 rad/s in Abb. 8.9a dargestellt. In Abb. 8.9b ist der Bereich
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

bis (O = 1000rad/s abgebildet. Die Regelung basierend auf dem Modell B, zeigt im
Bereich bis QO = 950rad/s eine wesentlich bessere Ubereinstimmung zwischen dem
Ausgang p1 = y und der Trajektorienvorgabe y4. Im Bereich Q > 950 rad/s beginnt der
absolute Fehler der Regelung basierend auf dem Modell B, stark zu steigen und wéchst
sehr schnell in einen fiir die reale Anwendung inakzeptablen Bereich. Ab Q) > 1050 rad/s
betrifft dies auch die Regelung basierend auf Aj.

Zusammenfassend zeigt sich hier erstmals der grofie Vorteil eines auf Basis der singuld-
ren Storungsrechnung reduzierten Modells. Mit diesem kann eine Singularitdt umgan-
gen werden, welche eine Regelung auf der Grundlage des Originalsystems ausschliefst.
Weiterhin kann im Bereich niedriger und mittlerer Frequenzen eine hervorragende
Genauigkeit erzielt werden, insbesondere im Vergleich mit der Regelung auf Basis des
reduzierten Modells A1 ohne Dampfungsblende.

Zuletzt sei noch erwidhnt, dass die Singularitdt auch durch eine modifizierte Modellie-
rung der Blendengleichung nicht umgangen werden kann, wie sie z. B. in [23, 24] oder [4]
vorgeschlagen werden. Dort wird fiir kleine Druckdifferenzen die Wurzelabhédngigkeit
durch eine polynomielle Abhiangigkeit zwischen Durchfluss und Druckdifferenz ersetzt.
Lediglich eine lineare Modellierung z. B. nach [16] wiirde die Singularitdt umgehen.
in dieser Modellierung besteht jedoch die Problematik darin festzulegen, bei welcher
Druckdifferenz die Grenze zwischen den beiden Abschnitten in der Modellierung
gezogen wird.

8.5 MIMO-Regelung des Ventilkreislaufs mit
quadratischer Dampfung und Pumpendynamik

Das Regelungskonzept der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung findet auch in Bezug auf
Mehrgrofienregelungen, auch als Multiple-Input/Multiple-Output (MIMO)-Regelungen
bezeichnet, Anwendung. Im Kontext der in dieser Arbeit untersuchten hydraulischen
Ventilkreisldufe kann eine Mehrgrofienregelung beispielsweise durch die gleichzeitige
Vorgabe der Eingangsleistung (Pumpenvolumenstrom oder Versorgungsdruck) und
des Systemdrucks vorteilhaft sein. So kann in Phasen niedriger Leistungsnachfrage
des Verbrauchers auch die Eingangsleistung reduziert und so eine Energieeinsparung
erzielt werden.

Dieses Prinzip wird innerhalb des vorliegenden Abschnitts am Beispiel des Ventilkreis-
laufs mit Dampfungsblende und realer Pumpe demonstriert, siehe Abb. 8.10. Diese
Kreislaufvariante wird gewéhlt, weil auch hier bei der Regelung basierend auf dem
Originalsystem eine Singularitit auftritt, wie im Folgenden gezeigt wird. Ahnlich wie im
vorigen Abschnitt kann zur Vermeidung dieser Singularitdt das auf Basis der singuldren
Storungsrechnung reduzierte Modell zur Ableitung eines Regelgesetzes herangezogen
werden.
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Abbildung 8.10: Ventilkreislauf mit Druckregelventil, Dimpfungsblende und realer Konstantpumpe.

Parameter Symbol Wert Einheit
Pumpentréagheit Ip 0.0075  kgm?/rad
Pumpenddmpfung dp 7.5 Nsm/rad
Widerstandsfaktor W, 1.2-107° m?/Pa
Verdriangungsvolumen gp 7.5-107 m?

Tabelle 8.5: Standardparametrierung des Ventilkreislaufs mit Dampfungsblende und realer Pumpe. Die nicht
aufgefiihrten Parameterwerte sind Tab. 4.1 zu entnehmen.

Die Systemdynamik
myy +dyiy +kyxy = rimpe — fo — uc (8.82)
Cnp1 = —qc(p1,pc) + qnp(xv, p1, wp) + gc(p1) (8.83)
Chepe = qe(p1, pe) — rymiy (8.84)
Jpawp +dpwp = Mp — Wpp (8.85)
[y1, 21" = [p1, Grewp]” (8.86)

mit dem Volumenstrom

qnp(xv,p1, wp) = =yro(xy —uy)2ryn(xy — uy)A(p1 — pr) + jpwp (8.87)

wird mit Hilfe des realen Pumpenmodells in den Gleichungen (3.25) und (3.26) abge-
leitet. Fiir die neu eingefithrten Parameter gelten die Werte in Tab. 8.5. Neben dem
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

Steuereingang u. wird als zusitzlicher Systemeingang das Antriebsmoment der Pumpe
Mp definiert. Damit liegt das System in einer eingangslinearen Form

x = f(x) + g1uc(x) + g2Mp(x) (8.88)
y = h(x) (8.89)

mit zwei Eingidngen und zwei Ausgidngen vor. In der Systembeschreibung sind die
Vektoren durch

x = [xv, v, p1, pe, wp]" (8.90)
. 1 .
f(x) = [xv, _m_v (deV + kaV - r%,npc +fc) ,

1 1 .
o (=qc(p1,pc) + qn,p(xv, p1, wp) + qc(p1)), o (qc(PLPc) - rénxv) ,

]lp (—dpwp - prl)] (8.91)

1 T
g1 = [0,—m—v,0, 0, 0] (8.92)
g = [0, 0,0,0, le] (8.93)
h(x) = [p1, jwp]” (8.94)

gegeben. Das Modell wird im Folgenden als Modell C; bezeichnet.

Im Kontext der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung ist der relative Grad nun eine
vektorielle Grofie und muss beziiglich beider Ausgangsgrofien berechnet werden. Die
Ableitungen der Ausgangsgrofien

. 1
n=g (=gc(p1, pe) + qnp(xv, p1, wp) + qc(p1)) (8.95)
. 1 dq9.(p1,pc)  9qnp(xv,p1, wp) (911C(P1)) . 9qc(p1,pe) .
=—|[- + + - o+
n Ch (( 3;71 3}71 9;91 y 9Pc :
dqnp(xv,p1, wp) .  dqnp(xv,p1,wp) 1
(9xv Xy + aa)p ]_P (—dpa)p + Mp - pr1)
= a1(x) + f12Mp (8.96)

Y2 = l}—; (—dpwp + Mp — Wpp1)

=: ozz(x) + ﬁzsz (897)
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8.5 MIMO-Regelung des Ventilkreislaufs mit quadratischer Dampfung und Pumpendynamik

fithren auf einen relativen Grad von [61,02]" = [2,1]7, weil mit dem Steuereingang
Mp in der zweiten Zeitableitung von y; und in der ersten Ableitung von y, einer
der Steuereingédnge enthalten ist. Zur Ableitung der Regelgesetze muss im Fall einer
Mehrgrofienregelung nun das lineare Gleichungssystem

D(x)u(x) = - (a(x) - v(x)) (8.98)

gelost werden, in dem sich die Grofien

Aqn,p(xv,p1,wp) 1
0 pr|_ |0 ——F,—7
D(X) = = f“ﬁl7 ]P] (899)
0 P2 0 ]—II:
a(x) = [a1(x), a2(x)]" (8.100)
v(x) = a1 — a1 (1 — Yar) — azo(1 — ydl)] (8.101)
Va2 — a10(y2 — Ya2) ’

aus der Systemdynamik und der linearen Fehlerdynamiken entsprechend dem vek-
toriellen relativen Grad ergeben. Weil die Entkopplungsmatrix D singulér ist, kann
das Gleichungssystem nicht eindeutig nach den Eingédngen aufgeldst werden, was eine
Regelung basierend auf dem Modell C; verhindert. Hier tritt also eine weitere Art der
Singularitdt auf, die abermals von der Dampfungsblende verursacht wird.

Um diese Singularitdt zu umgehen, kann wiederum ein Modell verwendet werden, in
dem die schnelle Variable p, mittels singulédrer Storungsrechnung reduziert wird. Das
reduzierte System vierter Ordnung

(rgm)? 4Chc(r‘2/n)4

. du s k _ 2 o . LD e
Ry vty iy v Slgn(xV) (AcyF)Z v (ACVF)4 il
2
. Ce(rpm)”

-2 s1gn(xv)wxvp1 - fc — Uc (8102)
(Ch + Ce)p1 = —romiy + qup(xv, p1, wp) + qc(p1) (8.103)
Jpawp +dpwp = Mp — Wpp (8.104)
[y1, 21" = [p1, Grwp]” (8.105)

kann durch Hinzunahme der Pumpendynamik direkt aus den Gleichungen (8.68) und
(8.69) abgleitet werden. Es wird im Folgenden als Modell C; bezeichnet.

Eine Modelliibersicht der Modelle mit quadratischer Daimpfung und Pumpendynamik
findet sich in Tab. 8.6.
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8 Nichtlineare Regelung mit reduzierten Modellen

Modell Beschreibung Zustandsgrofien
Cq Originalsystem mit quadratischer Dampfung  [xv, Xv, p1, pc, wp]"
und realer Konstantpumpe
(@) Modellreduktion mittels singuldrer [xv, Xv, p1, wp]"
Stérungsrechnung

Tabelle 8.6: Ubersicht der Modelle mit quadratischer Démpfung und Pumpendynamik.

Die fiir die Eingangs-Ausgangs-Linearisierung benéttigten Zeitableitungen

1 ) .
= e ( ryTXy + qn,p(xv, p1, wp) + qc(p1)) (8.106)

- 1 dqn,p(xv,p1, wp) N 34C(P1)) )
h Cu + Cpe &Pl 3}71 &

+<961h,p(xv,P1, a)P)CbP N dqn,p(xv, p1, wp)fcv
dwp dxy

2 .
—ry Xy + (

= a1(x) + Brite + f12Mp (8.107)
Y2 = ;]—11: (=dpwp + Mp — Wpp1)
= az(x) + fMp (8.108)

ergeben einen vektoriellen relativen Grad von [61, 02]T = [2,1]T. Dies erlaubt eine lineare
externe Dynamik, welche aus zwei entkoppelten linearen Differentialgleichungen in
Verbindung mit einer eindimensionalen nichtlinearen internen Dynamik

(i1 = Y1) + an(¥1 = Yar) + a20(y1 — ya1) =0 (8.109)
(Y2 — Ya2) + a10(y2 — ya2) = 0 (8.110)
24 = Dy(x) (8.111)

besteht. Die entsprechenden Regelgesetze u.(x) und Mp(x) ergeben sich durch das Auf-
16sen des linearen Gleichungssystems, welches aus den Gleichungen (8.109) und (8.110)
gebildet wird, wenn die Gleichungen (8.106) bis (8.108) dort eingesetzt werden. Wegen
B11 # 0 ist die Entkopplungsmatrix reguldr und ein Auflésen des Gleichungssystems
nach den Eingédngen moglich.

Die Ergebnisse der Regelung sind fiir die Trajektorienvorgaben

Y41 =25bar + 1bar - sin(SO rad/s’ - tz) (8.112)

Y42 =51/min + 11/min - sin(50 rad/s? - t2) (8.113)
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5 T T T 0.1 i i
Irjl ~ya1lin b’arl/ ) IEl - yal inlb'arl/ ]
al Gpwp — Yg42| in1/min| 0.08 1 Gpwp — Yg2| in1/min
= 3r =0.06
) >
| |
2 2t 20.041
1 0.02
0 ‘ 0
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800
Qin rad/s Qin rad/s
(a) Regelung angewendet auf Modell Cy. (b) Regelung angewendet auf Modell Cy. Aus-

schnitt Q < 1000 rad s~1.

Abbildung 8.11: Regelungen basierend auf dem Modell C; angewendet auf das Modell C;. Parameter
azo = 20000, az1 = 2+/az0, a10 = azo-

in Abb. 8.11 dargestellt. Weil die Modellreduktion nicht auf die Pumpendynamik wirkt,
ergibt sich zwischen dem Systemausgang gp und der entsprechenden Solltrajektorie ;.
kein relevanter Fehler. Beziiglich dem ersten Systemausgang ist der absolute Fehler in
den unterschiedlichen Frequenzbereichen in der gleichen Gréf8enordnung wie bei der
SISO-Regelung im vorigen Abschnitt.

Zusammenfassend zeigt sich auch hier ein grofler Vorteil eines durch die singulire
Storungsrechnung reduzierten Modells. Durch die Reduktion wird die Struktur der
Gleichungen verdndert, wodurch eine singuldre Entkopplungsmatrix vermieden werden
kann.
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9 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wird eine Methodik zur asymptotischen Analyse der nichtlinearen
Dynamik selbstregelnder hydraulischer Ventilsteuerungen vorgestellt. Das asymptoti-
sche Verfahren basiert auf der Formulierung der Systemdynamik als singulér gestortes
Problem, wobei die Kolbenbeschleunigung die schnelle Variable bildet. Diese Struktur
ergibt sich mittels einer geeigneten dimensionslosen Notation auf Basis systemcharakte-
ristischer Groflen. Das singulédr gestorte Differentialgleichungssystem dritter Ordnung
kann durch eine Reduktion der schnellen Variable um eine Ordnung reduziert werden.
Dies wird durch den Nachweis der global asymptotischen Stabilitit der langsamen
Mannigfaltigkeit ermoglicht.

Die langsame Mannigfaltigkeit ist an der Steuerkante nicht differenzierbar. Dies fiihrt zu
einer groflen Nichtlinearitdt im reduzierten System, welche jedoch in die Grundlésung
integriert werden kann, indem diese abschnittsweise definiert wird. Mit Hilfe dieser
Grundlosung, welche als Variablentransformation dient, wird ein nicht-glattes System in
Standardform formuliert. Das Mittelwertbildungsverfahren liefert damit ein autonomes
System in den transformierten Variablen der Amplitude und Phase. Durch die Betrach-
tung des gemittelten Systems ist eine sehr einfache dynamische Analyse einschlieSlich
der ndherungsweisen Bestimmung stabiler und instabiler Grenzzyklusschwingungen
des urspriinglichen Systems moglich. Die Methodik wird durch den Vergleich mit
numerischen Simulationsergebnissen des vollstindigen Systems verifiziert.

Das asymptotische Verfahren wird im Folgenden erweitert, sodass auch die Beschreibung
erzwungener Schwingungen moglich wird. Dazu ist eine Anpassung der Grundlésung
notwendig, um die Schwingungsfrequenz auf die Anregungsfrequenz abzustimmen.
Damit werden sowohl klassische nichtlineare als auch parametrische Resonanzen
detektiert und das dynamische Verhalten in diesen Bereichen approximiert.

Weiterhin findet die Berticksichtigung ausgewahlter nichtlinearer Phdnomene Eingang
in die Methodik. Diese sind die quadratische Ddmpfung, die Coulomb’sche Reibung und
die kritische Ventilitberdeckung. Die quadratische Dampfung wird von einem turbulen-
ten Widerstand in der Druckriickfithrung verursacht, welcher aufierdem eine zusétzliche
schnelle Variable in das System einbringt. Durch die Reduktion dieser Variable entstehen
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9 Zusammenfassung und Ausblick

die nichtlinearen Dampfungsterme. Die Beriicksichtigung Coulomb’scher Reibung
erfordert eine Modifikation der Grundlésung und die Modellierung von Haftphasen in
derselben. Dabei wird die Annahme getroffen, dass in jeder Schwingungsperiode zwei
Haftphasen auftreten. Fiir die Analyse eines kritisch tiberdeckten Ventils muss ebenso
die Grundlésung modifiziert werden. Es werden die zwei Félle eines positiven und eines
verschwindenden Verbrauchervolumenstroms betrachtet. Letzterer Fall beinhaltet die
Besonderheit einer Gleichgewichtslage, welche exakt auf der Steuerkante liegt.

Zuletzt werden unter Beriicksichtigung zeitvariabler Steuereingénge reduzierte Modelle
abgeleitet. Diese bilden die Grundlage fiir die rechenzeiteffiziente Approximation
instationdrer Bewegungen sowie fiir die Ableitung von Regelungsalgorithmen auf Basis
der Eingangs-Ausgangs-Linearisierung.

Der Giiltigkeitsbereich des asymptotischen Verfahrens beschréankt sich auf den Parame-
terbereich kleiner Volumenstrome, grofser Dampfungen sowie grofSer Kapazititen. In
diesem Parameterbereich liefert die Analyse der gemittelten Gleichungen die folgenden
Erkenntnisse tiber die globale Systemdynamik der Ventilsteuerungen:

Fiir den Fall einer linear viskosen Dampfung erfolgt der Stabilitdtsverlust bei Variation
der Kolbenmasse an einer superkritischen Hopf-Bifurkation. Weitere Verzweigungen
der nach dem Stabilitatsverlust auftretenden Grenzzyklusschwingungen werden nicht
detektiert. Die Steuerkante wirkt in diesem Zusammenhang als dimpfendes Element,
weil der Amplitudenanstieg nach dem Stabilitdtsverlust stark gebremst wird.

Auch im Falle einer dufleren Anregung bewirkt die Steuerkante eine Art der Damp-
fung. Dies bewirkt niedrigere Schwingungsamplituden periodischer Losungen, jedoch
zu dem Preis verbreiterter Resonanzbereiche. Im betrachteten Parameterbereich sind
sowohl die klassische Hauptresonanz als auch die erste parametrische Resonanz von
praktischer Relevanz. Hohere parametrische Resonanzen liegen aufSerhalb des fiir die
reale Anwendung relevanten Parameterbereichs.

Sowohl bei Berticksichtigung Coulomb’scher Reibung zwischen Ventilkolben und
Gehduse, als auch bei quadratischer Dampfung, welche durch die Platzierung einer
Dampfungsblende in der Druckriickfithrung entsteht, verkompliziert sich das Bifurkati-
onsverhalten der selbsterregten Schwingungen. In beiden Féllen wird das Einzugsgebiet
der stabilen Gleichgewichtslage in der Ndhe der Stabilitdtsgrenze von einem instabilen
Grenzzyklus begrenzt. Auch der Fall eines kritisch tiberdeckten Ventils beinhaltet dieses
Phianomen, falls der Systemdruck mehr als die Hilfte des Versorgungsdrucks entspricht.
Die Reduktion der schnellen Dynamik mittels der singuldren Stérungsrechnung ent-
spricht einer klassischen Modellreduktion. Es wird gezeigt, dass diese reduzierten
Modelle auch transiente Bewegungen sehr gut approximieren kénnen. Dabei ergeben
sich abhédngig vom Eingangssignal und dem verwendeten numerischen Integrator teils
erhebliche Rechenzeitersparnisse. Auf Basis der um die Druckdynamik reduzierten
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9 Zusammenfassung und Ausblick

Modelle kénnen Regelungen entworfen werden, mit welchen Singularitdten umgangen
werden konnen, welche sich bei der Regelung auf Basis der urspriinglichen Modelle
ergeben. Dahingegen geht bei einer Reduktion der Kolbendynamik die Eingangsaffi-
nitdt des Systems verloren, weshalb eine Regelung auf Basis der Eingangs-Ausgangs-
Linearisierung in diesem Fall nicht méglich ist.

Im Zusammenhang mit der Anwendung asymptotischer Methoden liefert die Arbeit die
Erkenntnis, dass anstatt einer klassischen Van-der-Pol Transformation eine abschnitts-
weise definierte Grundlésung als Variablentransformation genutzt werden kann, um fiir
ein System mit grofien strukturvariablen Nichtlinearitdten ein System in Standardform
herzuleiten. Die Voraussetzung ist, dass das ungestorte Problem stiickweise linear
ist und dass die entsprechenden Ubergangsbedingungen an den Schaltiibergingen
analytisch aufgelost werden konnen. Die in dieser Arbeit erfolgreich umgesetzten
Kombinationen fiir die stiickweise definierte Grundlosung sind die Zusammensetzung
derselben einerseits aus einer harmonischen Funktion und einer Parabel und zum
Anderen aus zwei harmonischen Funktionen mit unterschiedlicher Kreisfrequenz.

Die Ergebnissen der Arbeit lassen Fragen fiir die zukiinftige Forschung offen.

Um die Anwendungsgrenzen des asymptotischen Verfahrens genauer zu bestimmen,
sind umfangreichere Studien unter Variation der Systemparameter notig. Des Weiteren
beschrankt sich die Methodik weitestgehend auf wenige wesentliche physikalische
Effekte. Um den Anwendungsbereich der Methodik auszuweiten, kann in zukiinftigen
Studien untersucht werden, ob sich weitere physikalische Effekte in das Verfahren inte-
grieren lassen. Als Beispiele seien hier hydraulische Induktivitdten, hydrodynamische
Stromungskrafte sowie komplexere Leitungsmodelle genannt.

In der Entwicklung der Regelungen wurde in dieser Arbeit ausschlieSlich die langsame
Dynamik beriicksichtigt. Die zusitzliche Beriicksichtigung der schnellen Dynamik bietet
das Potential, die hier vorgeschlagenen Regelungen zu verbessern.

In Bezug auf die Anwendung asymptotischer Methoden besteht eine offene Frage darin,
ob sich abschnittsweise lineare Grundlésungen auch bei der Analyse anderer struktur-
variabler Systeme einsetzen lassen, in denen periodische Lésungen Schaltiibergéngen
unterworfen sind. Hier seien beispielhaft Systeme mit Reibung genannt.
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Anhang






A Gemittelte Gleichungen des Ventils
mit trockener Reibung

Das gemittelte System fiir den Ventilkreislauf unter Berticksichtigung trockener Reibung
ergibt sich in allgemeiner Form entsprechend den Gleichungen (7.67) und (7.68). Die
Funktionen werden durch Mittelwertbildung des Systems in Standardform berechnet
und konnen in der Form

~H

H T+ATH T B
Fa(A) = — (/ f;(T)dH/ fA-(T)dH/ (o) dr

T2~ 170 HyAH T +ATH
72+A7H+AfH _
+/ fi(r)dr
TH 4 ATH
_ Fa3(A)A% + Fa2(A)A? + Fa1(A)A + Fo(A) (A1)
Na(A) '
R 1 H T+ATH TH B
Fu(A) = [ r@das [ @ [ fiod
2770 \Jrg TH+ATH T1+ATH
72+ATH+A”EH _
+ / fa(r)dt
TH4ATH
_ FaS(A)AS + Fa4(A)A4 + Fa3(A)A3 + P(XZ(A)AZ + Fal(A)A + PaO(A) (A 2)
Na(A)A2Q; '
v &€ T N T>
Fy(A) = ———— / F (T)dT+/ F;(t)dr
L+ATH Ty \Jp, TeaTi
Ga(A)
=4y A.
ST MACA) A9
v & T + T
F,(A) = ———— / F (T)dT+/ F (t)dt
. T+ AT -Ty \Jr ¢ TeaTH
Ga(A)
=4 7 A4
3AM4(A) (A4)
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dargestellt werden. Die bildenden Funktionen sind durch

180

Ny

Fas =

Fao =

Fa =

Fao =

Fop =

= 24342 - X2 KHQHA ~ 120, [(Ae(w;)z _2QF - ZFR) wsOH

—2AK{' QY (C - m) = AK{ w; (¢Q5 —2FR) | (A.5)
~QFKHN;Qsws sin(3C)e (A.6)

—3KEQH [ Qs (2 - (7)) cos20) + Qs @ + (@) P - 2@

207 (Q: - 0F) | + 4eklIQllw,

A2 - X2 ((N+ + 3N ) Qs

+a? (RS +KY) ) - 20, (((@p? - k) sinc2c)

2w + @0 - K -k i€ =) | (A7)
~12eQ:QIK{ (QF - Q7) (A8)
o430 (@ (N3 - 3 (1012 -k

+w?Xyo (s +K2) )} - 6X3, QUK (2 (@5 - QF) + Qs (@i - ?))

—4eKH X0 QN

(A.9)
= —2e0KPQH (K7 - 5KY) (A.10)
= eQFKIQ2ws (N7 cos(3C) +4 (N7 — Ni)) (A.11)

= KHQH [—3@3 (sin(ZC) (wg - (w;)z) +2(C-7) (2w§ (@I - (w;)Z))

+6at 42 - X2, (40 - O; - 3@:)} ~ OIIN; Q?Q7 w2e?sin(3C)
+20,Q8 FK? Q2 ((@?)? - K5 ) cos(2C) = Ny Q2wsFrsin(3C)

+KH ( ( (@)% + 2(@h)? + N- Xy + Ko 21<;) Q2

—2w?Xyo (K; + K¥) Qs + wiXP, (K5 - 5KY) )] (A12)
300w, (2P +¢2Q7 ) ((w2 - (@7 ?) s (1 - cos(2c)) + 202 (05 - 07
+40,0H w2e (ZFR + eZQ;) [\/—7( IN; Qs + w? (RS + 1<+))
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Fat = ~6yJA% = X2 KE Q. XyoQl ((w? = (@0?) Qs + w2 (05 - 07))

- - - (1 3 3 _
+12eQ;QH [a)SQS (—gfoéo (N;XVO + E(w;)2 - E1<s+) +2FrQ; )

_ - 1 = = gy
A2 = X3 (Q7 +QF) K Qs + KX} 0? (K5 +K7) +Q; Q:stse2]

(A.14)

Fun = -4X000.Ql wee (2 + 207 (-30.05 + Xuna? (R: + Ke) A=

60.X2,w3QM (2Fx + £2QF ) (QF - O) (A15)
Ga = eAKEQ! |(An ((@?) - Kia! ) +4Q7) (@7

+(Ar (@7 - Krwp) =407 ) (@2 (A16)
Ga = 4eQI! | KA (N3 (w7)? = Ny (@} )?) = 3Q5 (w?)? Q1 e + 2Fx)

+ZA(w;)2w;n ((w;)2 - K;) ( Te? 4 2FR) (A17)
My = 2070 (@] (eA@!) - (£2QF +2Fr) w! + ArklT))

- 2A(w; Ywi KL (Qs e - 2F) (A.18)

gegeben.
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